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Théoréme 4 - Bolt B ung eox sxzteneion de I,F yne extension de E . 81 ds

aimg' ; Gim, ¥ , din F g;g:jggt géfinic, il en sst de mﬁm@

B
du troisiéme et on 2

wrécise suivante ¢

2

Proposition 5.- Soit X ums extension de E.P

28t unc bseo de Lreuscendsnce de % suz K, ot § uxne bose de Lrooscesn-

dance do Four B , onpe MU =0, 05 BUK ogt une base de trans-

gendapnce de ¥ pur X

z - 3 : - g 1o S T e i3 % ; ;
En effet N st une base de transcendance de F sur K(i) {prop.4). ILs

prop.9 résulie done ds la prop.2, en enani ©o m@t gu falt gue F zel

“

eigdbrigus sur XK{MME] .

i

5 - Bxbensions composées.

N

Soit X un corps, SL. um surcorps de K . Nous nmous proposons dlétudier

5]

les sxtensions ds K contenues dans $) . 8i B ot ¥ sont douz telles
sxtenslons , le corps E(F) = #(B) = R/BUF) n'est sotre que 1a borme
aup srieurs de B ot ¥ dane lionsembls des %mwé@:@g ds SL ; ordonné
paz%izz@lmim ; on dit encors {par abis de langage) g_sé.q 88 corpsE est

ezzt@mi@z; de & m@sé@ des extspsiosns E et F . ' -
‘ ;; On aure soin de ne pas confondrs cetis notion azvec csells ds

sonposé dirset de dsux spnesux { chap.I,% 8 ° 41y

51 G est un corps tel que ECECE , on s ;%:zs,,f%ugg = E—i BUF) =
{

= G(F)(E) ; autrement a4it E(EUF), cinsidéré comms sxtension ds §
est composé dss exztensions G(F) et 32 .
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Dlautre part, si E st ¥ sont linézirement disjointes sur K ,

monire que le produit tensoriel E ®F (relatif a K) est un snneau
K(E UF))

dflnt,hrité (&@nt le cﬁrps des guotispnts est isomorphe

mais lei
sontre le cas od E et F sont identiques &

K(x) de K .

~ncore cetie condition nécessaire n'est pas suffisante comme

pne méme extension trans-

"R (D F est un anneau dlintégrité”

ﬁ&lﬁ&ﬂ@ la propriété

extensions E et F prises isolément} et la pro-

onction algébrique-(qai indigue la Pposition relative"

corps S2 ), on obtient le critdre suivant

£
%

Pour gue deux extensions E et F ds K goient linéaire-

aut st i1 suffit gue le produilt tensoriel E®@7F

gt gus Eet ¥

un_aonesu é91ntegz?t¢mﬂmv spient al

2,

K(E UF) est slors isomorphe

Le corps compose,

vos des quoticnts ds llapneau dfintiSgrité

s venons de volr gue ces conditiiops sont nécessaires.

C est le sous aﬂaeav*ancenﬁré par- EUF , il exi

On sait

Qﬁﬁ‘ sur C , définie par ¢o(z®y

de 1lanmnean ¥ =

nandlclcas sont muff antes il nous sufirs dc

isomorphisme.

5.B) une base de trangc._haaee d@ E {(resp. F) ; comme B et

et K(B‘ sont lindéairsment dis-

resireinte au sous-annesy

K danas €

du corps des quotients Qc P
{resp. 1® 57 , yeF) est algd

)}, donc s Ffortiori sur

Ie corps des qu@%‘gﬁ -]

F
%

la prop.1

-
gébri-

gte une

ge 1

&}»u ol ‘ﬁ.‘
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multiple de }] p : en effst m est un multiple de e =’pé§
j’"“i % - 2

et de T = ’TT p qul sont premiers entrs eux ; on a ainsi

m = es! = ff’ ; mais, d'aprés 1), £ est multiple de ¢ , donce m
est multiple de ef .

1}- BRacines de l'unité.

/i

Définition 1 - Op dit gu'un élément x d'un corps K est une racine de

tiunité, stil ax'gte un _entier n > 0 tel gue x® =1 ; pour tout entisr n
tel gue x =1 on dit gue x gst racine n- -iéme de -’unite
11l revient au néme de dire que les zacines de _‘unl é& gont 1 8léments

dfordre Fini du greupe agibzylleacl? K des éléments non nuls de K .

les racines éa ‘unité, et lﬁs racines n-iémes de lfunité foment éviden-
ment deg sous-groupes de K.ui Etent donné ane racine de liunité = -
- s > n e
ltensemble (ron réduit 2 Q}v ) des eatiers n tels que X =1 est un

idéal de Z , clest-a-dire l'ensemble d3s multiples d'un entier n >0 ;

m est, conformément & la terminologle 3e la théorie des groupes (chep.I
26,275 eppelé llordrs de X .

3i p est la caractéristique de X, et si =x€K est une racine de 1iwmiis,

son ordrs n'est pas un multiple de D {2'est-4-dire est premier & p) ; en

effet on tirerait de XEP =(2)P =1 , que 1'on a % = 1 avec m<rp .

Les racines n-iémes de 1l'unité sont les racines du polyneme 24 2
ellss sont dounc algébrigues sur le corps premier P ; il nous suffirzs done

iderer ﬁ@hw les corps envissgés dans ce n® comme contenus dans lg

)
“:3
o
3
W
ot
;.,.J

slpébrique ?ide P ; comzme celis-ci est vnique 4 une iscmerphlie

prés, ceci ne restreindra pas la généralité des résultiais Gs&@nazt &gzw guse

© ezt premier & p, la dérivée nX* o ds X%-1 n's pss 46 rvacine Cconm

Comme P est parfait (3 1,et cor.i de 1

i1'unité sont séparables sur T .
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Bous sllons d*abord étudisr ls atfwmm dun gmap& ées z*aﬁinesa.

zz»iéms de l?zmité dam P,

- 81 yp pgrovpe sbélien G mmv SUE
aet b, 11 gontient un $lément ey ,,,;s,cmarmm@wrmme mie, vpon de g gt b .

X e : H. .
Soient 2 = Dy By o o3 z};;,i s 3333 ges @z@’!‘%ssm}zzs de s et b oen

produits ds nombres premi am ¢ Cerising axg@swﬁm Aoon g«« mxwam: %i; re

= 7 s % A S o V‘,‘f&‘:' :
nels § 8l ¥, = max! A,;:é&é Y 1lc poom. de a et b et y‘g By
LA : : j . vz
puisgue p” c;%i%‘ise & on &, soit par r:e.s;mgne p eze , 0B contisnt na
s V;
s1énent 4! £ q -

ordire };i gul est a” . Comme g,", st premis? & o

Lde  ©
Our mazzt’mz* vayr z“é@v**zenae mﬁ 3.}. axiste é’-&a & un

xf,
F ey S AR A B SR ¥Es : 359, - : 3 %
gicment dlordre 5. ¢ 5‘5,- é,a Bzo suver gue, &l “g‘ &% S somt {'a*% éilémenie

et
Eatid
o
&
@
w
: B
o
@
‘an

ag;é

de & diordves oremicrs 3@& e euz o 8% 4 p 3 sxiste awng & un 61éme

= = : .
dfordye od ; eneffst oma (v o -3@%: ; ot BL g%}“’“ =4, on8 O "=,
done  meska ; comus o at & ‘f@m‘; ,,,,@:ﬂ% % '?':3 suz, n Ba‘ls m,}sti.’“zg_ és 4 ;

e whme n et mal tiviec ds & 5{-@&% ~s:: zzztu‘é;;g::.;% zi@ ot - |
Bols mm' ant G le gm:zgz@ Ges 3 a, cines n-i %gs &e 3%& izéﬁgng |

et seit m ie pius gzmﬁ des arﬁmg doe él%émams 48 & a3 a
G

£
"?ifa:a F4

;9B 2, Jam*ég is lenus, zxz,wﬁz,{ml,w% , done g divi- |
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Sait K e:;: gé; un e@"*?g de @aa‘aetérmt,;qm 7 et P le corps premier ds § .
On aPpelle ines numm ifunité amz* E, et on zzm R (K},
ie GOTps aat&m en &d,;ai.gnm% & K tomas lss ragines n—»iémes d@ },gmsaté
dans S2. Eﬂiﬁ} est zma e*“bezzaim caf,mgie e ds k ; en sffet, m&a@}*ﬁ‘
{m $£x {p}}, ofest e ezmpf; éas racines 4o l'équstion séparable f‘“m = 0

g
{eor.1 ot 2 de la prop.5, 33} 8. & est uns recive primitive z-idme de
de

v

1units %@“’{3@ aire m@wa zgu.;,@f{ ?,,"mg %6 ezt uno pulgsanoe de ¢

5 } pomr toute racius primitive n-idme de 1Tunité I .
&

T° le groupe o galoie ’is‘»} ”‘*“‘f&ifiiﬁ v@é;%z* .
5 1 cofneident s%ils é{amem@t pour ;f
former 4 o n nue recioe primitive zz«:;ciiu:
pour touts anire racine n-idme ¥ = i
Lientier z{g) est Bis = ﬁétsmﬁé m@rl;zz 2t
o5t primitive ; puisgue o 7 %’,; = 6{ i

5§
K
!

=

¥
,,;-f fo 2»{. gu.‘i,vq{ f"} éﬁ T ¥ ti = %{ oot s gapain § men s Ao
L L =T O 1 - SLO o aﬁ@.&&@& on ¢ '“? zxi’e’j Q«?h; 9z ié‘ﬁ&?@'; PROLERE (8

dans le groupe @it@haaﬁf des élesm@ms *‘.m@m gl@g ds 1% anmsen Z fn),

é? nm fmgemmi 5 de 1°
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n_
dtor. ko =4
i K(x} _

11 existe t,€E tel que y=u(tOX%O ; Or comme X = N,
par hypothése, on g :

e 0 o o a8 gt
dfch Xyb =3, x=y"% . Il est évilent, inversement, que si z=y ° ,
on 5 t{;(:ze;,)z's*ﬁ (ceci est dtailleurs vrai dens toute extension). Enfin

la relation y% ¢ = yz o entraine ‘y;y 1 ~(y1y 1) : per sulte-vygy

t’ ()

L)
g
e

Kk .
zison de l?in@éﬁen&ance‘liné%;ra des asutomorphismes ¢ , il
T =

existe VEE tel gus Tr Loyl (v)= > kfv}é ; considérons alors :

- : R-c e e
z = fi?ﬁfr? ‘“*0{‘?}«k{‘i"fxx})sg(v);nxﬂx*mz“‘*é“%" B2z ).
Ee] o

Siona Pr. . (x)= fi o“(x = 0, 11 vient :

e e {elz) o (v?.,& (o{x}ro (x4 E{x) )0 (v)-xv)
2IK(y)

Digh z-o{z)=x . Il sst Svident, invarsement, que 81 x=z-c(z), on =

Tr_ (%)=0 ; safin s relation sz-o{z)=z,-0(z,) équivaut & 7, -z=0(z4-%

m

par suile z.-z ezt invariant zer tous les K-aulomorphismes ds B , c6

?ggggiﬁggg‘{aggraaga} - 5% P g=t nno sxtension evelique de desré &

premier & la caractéristique p 42 E , d'up corps K conitenant tauﬁa“

i3zco 8o 1'waité, il existe un volynome irrééuctible de

K|%], 22,1z forme X-a (ume "Squation binbme®), tel gue E soif

encendré par uyne rocine anelconoue ds ce polvnome. 8i, réciproousment

Ve e

K contient toutes lcs racines n«i%megmg@ 1funité, avec n premisr & 1a

;ara@téfigtigag pde K , le corps dop racines du polynome ¥-a e=t,

)




S0 - | |
|
Soit en offet  wune raecine primiiive n-ilme ds 1iunité ; om o |

( z )z: gl, 1 , done 11 existe 8 (B sl gue § =510 , Ou eneors
%6 3r}§” & ; on en tire ok o '§°k9 donc lee conjugués de ¢ sont au
zmm’bra de n , ot par suite E = K{@} d'autre part ot a

= 58 o e done o(8% =8 g2 , 98 gni vauc dire gue B%c K .

gi, réeiproguement 6 est upe racine ds I%-s , on 8, pour toute autrs

racine 8¢ , («5?} =1 , d'oh 9%'=06 , ob © st uns racine n-iéme de

1tunité, gul eppertient par bypotbdses & X ; done E = E{¢}. Comme la
d67ivée ds ¥°-z ne s'annule pes ponr ==0 (sazaf 8l &=0 , cas triviall,
6 ntest pas Tsoine multiple, e B e sépereble, doms galolmismne,

eur € . Soit T son groups ée 8aleis, ot o] ; comme E=K(8) ,

is donnbe de o6} détormine & ; eonm? #{873 est rasine do Efﬁ -5 , OB &

-

Z & ¢ = >
s{6} = 5.8 , o& 5 _ est une racins n-iéme ds 1iunité blen déterminée

par o . Lia pplicaticns ¢ —2 7. est wae spplication biumivogus de &

dans e g:%mp@ ti;:,;,&eatéf & des 3“:;’?:—.’“""‘&‘-“; a°é.%ﬁ%§ de Ltunitéd : en

= 2 % T % 2 o 5 P : - £k ¢
dont ltordre 4 237iss n . Posong n = 4b ; 488 rels ticonsg o8 = 5 j& |
& z
: & a |
R e e = b £ 2, 2 o> 3 7 o = 2 o < |
on déduit que F g%ﬁf} =46 , 28 (LE€X digh 2% =hc¥ ., Pex
: .
: 2 h .
suite on 8 w=B =T , 4o
i s w S5 % l #3727 PE s
BELE T ER & ‘*\k & & i £ & i
ralation &% , aqge 8 '=c
- . iss 0 tolveom y el
de % '-amgta & merait done 7aciz du polynome X -t 4 i X | %%
oo
- - 5 2%, ®dm i 5 ' ,*”’, “; 2im S 22 m‘.-‘,,v."(: = . l
gul est coptreive au Talt (ue © 2@ de degzé 4 Bur X

%




Extenglions peloisierves :
Soit ¥ une extensicn ga}.msiame d*un gorps K, ' son groupe de.

_ Gazeia . Bous m m@gcsms de compl: ri; . Gans oet ﬁz}gﬁﬁﬁﬁ@%% ia

88t Un
gmnp@ qmlwm% s .mi ou non., Nunissope B de iz stroctors wniforme
digordte ; | o=t ume pertie ds 1%enacmble L (N4} des applications

de ¥ dans ¥ ; F étant ocapled, éiﬁaﬁ} zet semplst pour lo strmolore
&
2

entonreges dfun sysiéme Tondswenial BB
couples {f,s) dtspplications ds ¥ dany § tels gue Rz = gix '
un ersexble ggg;,, 4e polnis donnés =, &¥ . Bour iz i:.q, uy;;,fss induite

suzr ‘Z’" s 183 vaiﬁiziagss dign Xasw:’i:smaz-"ﬂmmeﬂ P sont Gons iss enssntliss

ld'auteﬁwrpbigms' vk vﬁlﬁ g o1 {z, J=oiz, ,f wour un ensemhis fini 41514~

y.s«

ments x; de 2?! élé 18 Xy epgencyest wne 8% sension algdbriaus
finie 7 de £ , ot on 8 Svidemment s{n} = 7T {z} ‘ZV}{,.:? tout xzeF ; wous
poterons ?mf g} ee volsinege de # . I @t slair gue

%ﬁ(e& i = ’351‘?"‘(/5 }”5,‘\»;’:&‘}

g
 grant ifgidément meuize de T

F»

saliey "«qfis = fszﬁ,{av; , & 8ézi-

.

; dtmprée ge 4871 ***i&m
X

“
‘*’@

sammgma% de T : ot g‘%{a it = -.{-?;{3}@“

VST _3,&, ghzugture de
is azmam il s;m induiie %%u‘%” % *u;?m, ture %“m%mw droite de
{Tep. ‘G}émg cﬁ&gZEEg 223, |
La zré‘éifie‘a% % do if’a&t ;,w%:zm wwwaﬁcim f w@ ¥ dene § et un

£e
menhs, nous

_ K«aai'mm'pmsms ne fai%@ ipterveniy qu ‘un poRbY im s:a*@;.é

en déauiscns qus | est un sous-espmas famés dﬁ?ﬁz g ;;g%% , de CIin.4).
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