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?;ﬁz.; aprcs l'exe ple, ajoutex (en prepasitlon ?) . ;:A = :
Pour cv’une agpllcatxon blunlvocus £ d‘un espace sego?aglque E aur~ﬁw
pace topolo 1que E'sozﬁ un homeo@orphisme, il faat et il suffit qve .

‘?0 ﬁour uoat <E@ et tout v01sinage V.dex , f{V) soit uﬁ voisinage do

' (z’} : 2° pcur ttmt €8 ¢t toub vo is 'g; Vi ds ;,{.a,} - :g‘{’% 1) soit

‘gn voisinage de X (g‘i,prop.1)

P. 316 mettreila'démangtfation de 1z prop.! sous forme dizecte.

P. 19 , la demonstration du th.4 se szap*zf;e consid Erabléﬁant'si'gﬁ
utilice 1a ?emayque insérée 8 da p.12. '

o ajeatew au thit le csrslla?r@-suvvunxr:

““Rj*LAEBL,;-901ent .?? ﬁz filtra sur E' A e 3éziie is.ﬁ','

-EOHE qu?ll otisbe un 11?&ra éé? ccl gve mE (; q;; F c é%? i
fauﬁj@ﬁfil'sszét ﬁue paur tcux i c" ':, ’EX oi% Das vide.
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A,

oh- U,, est ouvcrt &ans u2 5 la progcct:.on de {x} b4 izg,;, sur Ea ~est un
Ec@eoaornhisme.-

P; §§?; aprds 1a ligne 4 , rajouter ;

Sauf mention exprescs du contraire, quand on considérers désornais

B/R comme un es space topalogZigue, il ser:z toujours entendu oulil slagit

de BE/R rmuni de 1z tcpel&a;e;guoﬁient de B par R .

A partir de p.53, lisne 15, nouwvelle rédaction du parasraphe :

IBn général, =i on sature pour R un cusemble ouverh (resp. Permé) de B,

z
<

on n?ob%ieﬁt pas un encemble ouvert {resp. fermé) ; autrement dit, 1fimsg
G&ﬁﬁlifhﬁ dlun GQUvmb?e ouvers {feepx'fefmé} dons B n'est pas toujours

un ensemble ouvert (resp. fewmé) dans I/h .

DEFIRITION 2.- Un div sa?une—rel@zion d'8quivalence B duns um ecpace

topoloricuc B ; est ouyorte (resp. foz é } sl 1iimere ecanoniove de toub

ensenble cuvezt {resp. fermnd) danas E est un ensemble ouvert (resp. fermé,

. = - : - -
Gxemple.- Soit B un es Gacs uapo?ec g ¢, | un groupe 4'homéomor-

de B sur lni-méme, R 1z reégti@n d?éqaileeﬂca 31 exigte o€ L
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g g - z & - 2 g, = Z - 2 ok ” g sy oz o = Z = S

21 eizel, le saturd atun snsembie A F vour 1z relotion B est 1a

Z Bt oLt e = SE oy 7, % - oy
zéunion des transformés olA), oh ¢ parcourd ; B1 4 est ouvert,
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Par exemple, sur lo drclts ounmérigue gk , 12 relotion dléquivas
= SE2 % = £ i 27> ;,. Z Srea & = 23 ; b
lence x = 3 (mod.1) est dséfinie de cetts Aﬁﬁjbfﬁ g partir @g Erouns
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SR G it
et se note T° . Nous reviendrons su chap.V, §1 sur cel Zmportant

exenple.. -~

2. Fonctions continues danz un espace cuobient.

THEORRIE 4.- Soient B un ecspace topolozique, B une relation dféguivalence

)

dans B , ¢ llapplication canonique de B sur E/B ; pour gu'une applicabic

£ do 1l'sepace cuotient E/B dans un espace towvolopicue B gsoil continue .

it Poue bkl saifait gve 1'vapliCﬁ i6n conposés  feo

La condition cst bVi&CﬁA@nt nécee: seaire en vertn ou i

ccmpcsées'(?>4,th.3). Blle est suffisante, car si on

\.

=4 -1
A est ouvert deans o g(a)m w{ £(n)) cs

(1

2t - 2 - 7z 0 4 4y 4 - i3 - > 3 £
est ouvert dans q/B , dlaprés La définition de ia topologie quotient.

3 L 0

CUACLLALKE, - Soient B et F deux sspaces tog K une relgbion

dfécuivalence dans E ; S une relation dfé

avplication continve de E dans F.

volence B gk 5 (fos.h, § E,QOJ}

déduite de f par passase sux quot

En effet, solent 9 et Y les applicationg

ot de T SU? F 5 on 8 par définition pog = Lo f o par byp

.- En vertu du th.1, il

caaonique eantre lz=a aur ieaticons conl

eabions continues G K dgns F . conoii

S

yalence guivant B . 7 Por excnplo,

ectre les applications continuss du tozc

les appl1c&tlons continues EFTLQU7FLQuV G

(ef,chap.Vil, §1,0%) .
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oot continue ; il en résulte (§4,0%) que 1'application g est aussi

e
v

*

1, Décomposition canonigue dlune annlicatlon continue.

3

nt £ une spplicat ion continue a*ua cspace topolegigue B dang un
espaeé topolozigue F , R la relation d'éguivalsuce P(x)=£(y) dens & .

Considérons la déconmposition canonigue f= Yoegee de £ , oh ¢ désigue

1%application canonique de E sur Q/B , & vne application biunivegue de

E/R sur f£(E) , ot W 1ltapplication gancnique du souse-espace £(E)
dans F (Eng.B, 95 ,n?}) Dlaprés le th. 1, l'application +Yog de 3/3

dong P, déduite de £ hay passage au guotient suivant la relation B ,
s = :

H

wsy ol s va
CONGIBUC,

fin =énéral, 1llapplicatlon biuniveque ¢t continue g nfest pas vn
&= l : :

homéonory isue de h/R gur 7(E). Pour gue g soit un homéomorphisme, il
faut et il suffit gue 1ll'image par g dlum ensenble ouvert (resp. formé)
dens E/R soit un ensemble ouvert (resp. formd) dens £(B) ; antresent difb,

il faut et il suffit que ltimgse par f de toul ensenble ocuvert {resp.

3

fermé) saturé (pour 1= relation R) soif ls trace sur 2(8) d'un ensemble

ouvert (resp. ferpé) dans F . La proposition suivente donne une condi-

tion gulfisanteé simple pouf'éa’il én soit ainsi
PROPOSITION 1.- Poit T une application coniinue de E sur P , et s0it R
1a relation d*bQﬁl%al@ﬂ%@ 2(x)=0(y). £'i) ezigte une application

continue hAgg,E dgns B , telle cue fonh soit 1'applicstion identiu

v
w i

juite do £ par passace au

o
o
(BN
1)

dg ¥ sur lui-mbme, alors l'application

gizotient suivent K , est unm homocaor tisse de E/R gur F .

Eﬁ eff@ﬁ, les appllcat sons continucs £ et ooh mont biunivogques et

5

e She progues 1'wme de l?aatre.

bt

Bzemple. - Considérons, Gggp un Q?Oumib BT de de nx egpaces LODoO=

logigues, la relation Gf éq ivslence pr (z) = grﬁ(z?),



~ e - .
8i a est un point de F , l'appllcﬂ ion =z —3(x,a) de B dans'EjaF‘_
est une application continue h telle que ;réch soit l’é”@llCd*
+tion identique de B sur lui-mSme. Dfaprds la prep.t, 1'dspade
guotient de EAF par la velation d'éguivalence prq(z)s@_a(z*)
‘ect donc homéomorphe & B . A
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PROPO SITLUn 2.= Soieat B et § usu,.rﬂlatlonu a'gzulvaleace dans un

espace. »opologlcue B, tolles quo R entraipe § , ob soit S/R la relation

: dfgculvalcnce ngbTQQt dane l‘esrace W/R (Ens.R, 35, nOC} . L¥&PFJ10
tion b&ﬁﬂﬂlﬂﬂﬁ £ de l‘ua S8GE quotlent B/s ﬂur l?espace nuctzent
b/ﬁ)/{%/ﬁ) est von nonéomorphisne .,

En effet, on composant lgapDIIOQthO cal o-ique de 3/? sur

tlfﬁ)/{&/ﬁ), st l‘appiic& som canonigue de E sur B/R, on Obtleﬂt

ﬁ@pllﬁatzon OOﬂtlﬂﬁe da 5 aur (E/R)(Sj&}; Qt S n'est autre qve iz ral&
.:ﬁlOﬁ @'LQHlV@lEPQ@ g(x)mg("} '1 application £ ;'iédaite ée‘g“par DG~
sage au quotlent u;vﬂaf ) est done continue. Pour montrel ﬁdef@’eat
un homc@morpaxsae, 11 reste & veri icr, 'ﬁn”egééﬁeét'éu'critérglgéﬁéfal
“‘é(agi}g que si Alent nﬁ ens cnﬁln ouva % dans B . saturé pour S . ala)

" 0st un anuvuale‘e veft aane' fE/R)f(s]ﬁ} or A sst Saturé psurjﬁ;;

d@mc son zmare ca;ca;gae d hels E/R esl un é¥senhie uveft lc;ucl B

& pour ¢ jﬁ _done g{ﬁ} eat ijsﬂt dana ("jB)fZQ/ 0

*'f:tva?uﬁ‘soua»espacef

y%ﬁééc 0§010 lQ'un R vns. relation él'ég ?ialvueé‘ﬁ&ng £
A un oa -enumee ds E : bozt_gﬂla %esiristign-é Ade 11: “pllc;tiou canos
nique P de L sur L/ﬁ a',a TGlJthﬁ avvzu;»a&gage g{x}gg{r} dans A

n’e ot qutro ove la zelauzcn Ej Anﬂbltﬁ par R dans A (g§§?39§;§_a05} :

o1t o= ﬂ{c>h,a¢ 1& deco&po 1tloz cano ique de g (8°3), of 9 est

?applic tion G&QOﬁiQ§8 de A sur ﬁg , et v 1 ;pl?@ bion canonloue

T

y

e ,{&} (g} 'ﬁ@ﬂ %;h th i’ﬁﬁu autye "G”‘l’uf plication blﬁﬁ&VQQQV
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= e (B B 5305} de Afﬁ sur £(4) ; les résultats du n%
; -
mﬂﬁtrent doue que : T - .

*LUEO ITTION 9.« L’J;pliCuGLOP canon ioue (bzunlveame} de 1?eqpaee -

QbObLbna ﬁ/R sor le sgu:a““*wce £(A) de - Lgﬁs oot _continue ; pour

%
i)

qu'elle soit un hsmm 20Ty isme, il Faut ot il suffit oue toul cnssmble

ouvert (resp. ?ezmb) dans A ot ﬂﬂturé pour B soit la trace sur A

dlun evsémble ouvert (reep. fermé) daps E et saturé pour R .
Examg eg - Gomme dans la @wemlere édl?xon. '

uﬁPOLL TRE ?.?' 51 I’uhc des Oﬁﬁiﬁlﬂﬂ“ suivantes 98u vérlflée, l’appll—

cation canonvque de A/B sur f(ﬁ) est un aomooﬂorphl ne

a) A est OuuCat ot saturé nour R ;

b) A cgt ferné et saturs pour R ;

c) la rela;;oa dtéguivailence R uSt ouvaﬁie ou fermée, gﬁuﬁ'@sf satﬁfé

.uuprosoas d’aborﬂ ave A 901ﬁ ouvert et sa turb pour R ,1ﬂlors, s
Bc:LA ‘est ovvert dans 3 rwt aature pour R ; B est ouvert‘dana B eti
fuature ﬁour R . On rdlsgnne de nméne aaﬁh ie éag~b); éﬁ cgnsidééaﬁf log
,,partxes.fermgeﬁ de ﬁ . saturpeg poury dﬁ,g 51 B est euvgrte'(déflz};:
K ssturp povr R : et 3i B eot un ensemble ouvert dans A ot saturéd pour -
52;}_5 ool 1 uruce sv“ A a‘un cnse”’lg'c ouvert dans B ; comme B est
<_éétufg pour 3A ,.B‘est aussi-la trace sa? A 5@_1 emble k4 ootenu en
saturant e poar R 1'hypo%ﬂ%sa entraine done que U es t ouvsrt dans B,
Gn ralsonne de méme lorsque R @Su fef’ &, en a@n@zaerant lgs parties
Lewmcea de A.; satureeu pour ﬁﬁ ,f | - - | '
;QGEULLAIRE 2. gYil ex;ste une applicac;gp ﬁﬂ?tiﬂh@ 5 de B gggg A tella

',g____,, pouzr. ’cmﬁ: X€E , g(x) §_oi’c eonpry & X | gwlo B b l‘ap@lmation

4canonlcuu de A/B dang Q/B cst un 7@%{%&9?@&;; - de A/i sug E%




.6 fmfmz.* d:a deazc esg}a,ceg avo‘z:mm;s.

’defa}g l*-z,p lzcatmz_ c‘momg& Uief»{ /

. st un hond G'nsz'*’"z_bsme et : ;=<, asj

. Uest de la-'&?oi@me AAB - .f& 6‘5 nnt a,;:"ﬂ“r“i- dors B ot

i
'Eaif:; f(ﬁ} { rc;am. g(B}} es’t ovvem“giam &/ (resp. F/8) par h:f}’*i}uﬁﬁié’ :

--7.

En ei‘fet comme toute e}.asse d’équwa_ence suivant B remcontrs A

.l‘*m%e cononique de- .a/B .ms L/R st 1&eﬂuique & E,/R d’zmt're'

vart, si U est ouvert d,ans A et sature pcur s g(U) est ide entique par

»O'thcsﬁ lfememble obtenu en sauurant 5] gouE R ; comme g est conbi-

mw;'. 8(0} est ovvem: dan 2 (g‘.z-fym

‘ao,:i.en‘t E et T dev:z esp“cem tc:»polo iqaes ? Zﬁ une ?'elatmn ﬂ.‘ engalencza

dens B, S umé rela%zoa d%guwalence ‘dans F ; soient £ lapplication

o

_c:—zzioﬁiq o de B sur /R s B 1t anplzcubmﬁ ccmcﬂlque de 7 sur }3‘/ . -

plieation if,g) 48 jﬁu’kﬁ‘_ sur {&/n };»“QQE/S) est contipne {38,

Pa * -

.cor 5 dn ‘tﬂ,’i) Or_, is rslatio at éq&ivazgm@ mz}: {z7) dans BxF

niesh avtre qwe la rclatwﬁ Qraa uit - B;éb {Zns Eng. .&2 85 ,:ao’i,f;;-'} = }_%appiiésim

f'ib‘j.mﬁ a-“om.q ( b.LU;llVOQﬁ}. s} m, = "‘} /(R x8) sur (B/R)x(F/s)

) esf.. cloac ccne;.mﬂ eu. verm du th.1

e

?3.%&"32’0‘ iT Uu 4.~ &1 }:% gt o sem J;wg relabions 4féguivale ce guvertes -

{7;%’1;4;53} sur {iajn} ”(‘f‘ja;_

e
o
%:;;
P

i 1<)
L]
Lo
e
W

N
M
Q"g"
Pt
&
o
{RFAN
I«Q}
e

ay

3
O
)
i
P
a"“!
F..
5
&
Q

..'}
g
5 :

"b

(L; E ) %{F}/b }, - swi‘ztm copsidérer le cas ol
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;g; 45@&@ tout ¢ nsem‘bla f‘uvaft dm ExF est reunion ds belsg ecugsoubles

" :é s’}’fx'lﬁf"tdiff@m. .{é :aa‘%) (}x', on & W(AAB)=F(A) xglB) par ééfﬁ.ﬁi_‘z_m{mg,

\
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Eherngle. =3 dmn la 1;4%%

£ = 2 'J,V'z ’;.".---5. .=....;~.,»2-, i ; 'V';-'« e o
51 on ne sw‘ 1086 rua fma B- et £ seient cuvertes, l'lapplication canonigue

de (EX *}!{b ;i,}} sur .\}E:['E ) ®iF/5) ntest pas néoessairement o noméo-
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_ COMOL AIRE, 31 ilear aCe guotient B B oot sépard, les clagses df

Nalo Ol Y

et

7 aratldn d‘an espace guotxent

-Caerc; ons # quelle condztion un espace qaotment Q/B est segaré
La aéPinition des ensgembles ouverts uans q/ﬁ (001) donne duasztot ia

=

condition suivante : il lddt ot i1 sufi it que deux cldsues d’ogulvqlencs

4.8

iis 1ncteo quelconquvs dans E solont vemLoctlvezant contenvea dans deux

o

eﬂsembles.ouverts agturas»sgns;pcinu comman. fHous allons donner d'auﬁres'

pOﬂdlblOLu pluﬂ- nlablﬂs.

~

it it : '_-, ; mEeE Tt
THEORMIE 2.— ?ou; que 1'espace quotl B/B golt s¢paré, il fautl gus,

dans m)(E» l'ensemble C deflnl par la relatien B goit fermé. Oette'

oondlclon nécessaife est suffisante lors ue lq relaulon R est ovverte.

En effet dire que ¢ est fermd gignific gue, si (a‘b)ﬁi) (e’esﬁep»alre
si g et b ne sont pas cOﬂ#rua wtodulc; B), 11 exigte un volsinage oavert U
dé a et dn VOlSlna*e ouvert Y de b teT an UxnvV ne’rencontre péﬁ C
en diantres termos, aucun poznt ae U n'est conzru mOuUlO R & un point
de V . Ceel s*egp?lze encore en ai *“ﬁt qus les acembleu A et B obtsnus
on seturant Ejet:V'gour‘B ; ﬁ’ontvaﬁCu; point commun. Il est clair que
cetie céndi%iéﬁ eétTTGﬁplié-ai E/R é&at séparé & il afth on cffet
qufS de prend?e U e% V 0es vozgvpalén avgﬂrbu U“tuacw des clagge
d’,cu1valedce de a ot b . D'sutre part, si € est ferné et si la relation
R est ouverte 105 ehsembles A 6t B sont des ﬁ;@éﬁbies ougertﬁ-saﬁaféss

t b , donc E/R

Lorsqwe 3‘3’3ﬁt pag ouverie, on peul donncy des exenmples ol G est

Lermé ez- ﬁ[ﬁ non ucpar (exere, ) .
yaka |

lence sulvaut ucnt deg engembles fah,é :
‘Pour démqntr@r avwe  B/R vést ﬂép&ym‘ on peut augsl faire ussge de ls

proposition suivants @
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PBOPOSI“ION 5:L “i nou? iouu couple de polnus d ist 'aets-aﬂb dfun.

egpage B, 11 vxgute une annllcatlon cont%nue £ d sous-gspace ouyert

& de B, conbensnt s &% b , dans un cepage sépard B' belle que £{a)#e(b},

£
i
Q
=
(&
&l
@
(6]
ok

sépare.

En effet, soient V',J? deuz v0‘31n azes sans point commun de £(a) et
7(b) reap ectivement ; f(w) et i(W‘} sont des voisinmges de.a et b

78 eotiveu,nt ot r’oau auecun ralzt camman; d?o& la preposition.

Povr un cBpasce quotzent B R on utilisers cscte proposition de la
manlcre 5ulVdﬂtC : X ot ¥ étant donx clasges atéqu if;T snce suivant
R, on ormeva une apﬁizcatron con% ue f a?am enses mble cuvert

@ C: s oatu?e pouv R GL COHLCB@?& Xeb Y . dans uo ospace s6parsd

E? de sotte que :

19 £ soit csﬂstante su te classe d'éguivalencs suivant R

~ contenua dans 4 ;

5 ﬁroﬁ;ﬁ a_l'&,%liO;uLOb

A ey

1 tienu; ui 1&@

+

ﬁ“ROLL.IhE,e 1 f st un@ 2] ﬁ;lcz ion ﬁﬁﬁﬁiﬁ&t d?uﬂ 55?&99 ¥ dane uvn

or

e
e@»zqg sépare b? - et B la rclatvon d?éamwvwlcpeﬁ f(z)uf(v} , llespace

guoﬁlénu ﬁf? est, ﬁafaro

f?ROPODTTiON 6. -»Soza%b B uﬂ esmae& réoulier, F un e ble fermg d¢n3 B,

R la olation_ﬁféﬁui"ilfnce Oﬁnonuu en ftencifiont ht?c cux los poxﬂaa

de ¥ (eutrement dit, la félaﬁionq&?JgalvaiCﬁce dont les claésé% sont ¥
et les ﬂsehﬁieu {3{} ; four % ¢ f . L'esvace qoco%g t L/ﬁ est
s6paré '




PR G

Eﬂ'effet, soient 4 ot B deux clagses d‘équivaleﬂce.diStinctes déng B
chacuno u’ell“s ést réduite é”vi‘d01ai il existe deux volsinases
ouvert de A et B sans point conton 2t neo reneontranﬁ pas F_ (done saburss
5i &nf et - B*'ib}v, il existe- par hypothése vn Vﬁlalﬁage Qavert de ¥

et un vv1$¢nag ouvert de b saneg point commun, gui sont saturés.

B 6§,i§9uvelle'rédaetioﬁ du u” sur les espaces guotiente d'un espace

gempact : - } = . ‘
’ EHGPDé{TICE 7.~ Soit E un snace CO%@ act, ® pne relation d'égﬁiyaléneé~
'4__§ 3 . Lesg trdis:nrouﬂiétés salvanuop'gent éguivalentes :  V '
a). *enscible ﬁ;déf;vi‘ﬁa;hk ians L;{J ~ es iermé.

b) Lo relstion B est mmé'e ( 89, dér.2).

c) *esn«se quotlent 1 st'ggnaréz

En oubre, lorsavc l'una n elconuug ﬁe ces ijwri tés. es% verxflés

_1feupace h/ﬁ st conpact

La derﬂlere partie do l propoaltzoa est anm conszuuence do th
lfappllcatien canouzqua de L sur h/ﬁ éta“u centinuve. ;oua savons d‘auur@

nart que e) *ﬂhraiae a) ( §;}, tﬂ 2)a mOﬂbeﬁS d abcrd que a) CHtrain@ b)

51 4 est vt o nsemble fe ri’ dang

C%
Lﬂ

,'le satuté do A pour P‘nfeﬂt aotre

quc 1la SBCQﬁdL »rcieetl é’y'lfease ble G’ﬁ{aw E) ; eoums C/?(n;(&}

eat fermu dams EXE ; g é u;@a ﬁgtrcmm@aaﬁ (th.2 } 1 seaands
prcjeétion de C(ﬁ{ﬁ}&ﬁ)' st Lermbe {th 1)
dontrons maintenant que b) entra ine c¢). S@iéﬁt7xle£‘¥ dcux elaqgeg

o?oqavyalepcc- iSulﬂcu »uivanb B : elled ;oma gfmcaﬂ dahg B . ”ouy

chagus x<:ﬁ.£ 11 cxzutu un Vﬁlﬁlﬂa»e auvefﬁ':vv de x et an voi 'age'

5 ‘

ouvert . de ¥ sans WOLﬁt Cﬁﬁmuﬂ {%r@v 8, gui devra dcne 8tre ramaﬁtee)

‘eomm@;x eéﬁ coh Pqu, 11 ex;cbo o1 noaurﬂ'iini»?c, aiats %« de X (1 £n)
elg Qdﬁ les ?y;férmené it recauﬁj&gen*'ouvgft de X ; por euite 'las
enserbleos ¥ = V., et W= . W sont des voisinages ouverts
2 iﬁ":&& 7 ; L e : i ;

- ks ]




e

'féf.u yc nvyotnose, &or C K est ua vozslnage ouverb &t gsatoré de X ,

 ,ed¢c”“1 campaeu

”¢eaenz coap 1Ch ﬁ‘;est prcyre.‘ﬁi E' esl compact, il n'exigte d'applics-

qion Lm<>pre, d’un esyace loes 104gﬂu cospact B dane B gque 81 B est compsct
. 4

puisgu ue, pour une Lelle éppll@@@l@ﬁ f, f(B')=8 doit 8tre compach.

ﬁﬁ@?ﬁﬁifi@ﬁ‘?2;¥:ﬁoie t & ot BT @egzwQgﬁgﬁgg@%ﬂgg%ﬁ@ggtugcmpa@ts,et =

. ' A ?1'~
sams o;nt GOﬂfua do X et Y r@v tivenent. Considérons l'ca;eMble

Tex ?O.H., cozﬁlemewmml‘o & Fb uo; ¥ 1'ensemble saturé de H

ba ; il est

J’\

contenu daLc vV ; on aamontre de méne l?cxlgbexce d’uﬂ voisinage ouvarL
et saturé g Y ; Gontenu dans W , ce gui achéve de brouver gue E/R' e}
s6paré .

P, 67, aveunt lss exercices, ajouber ;
3 : ’ s

CuﬁUxNuiuu.f Dang un edpace localement compact B , toul cnsezbls

compact pogséde un gggsinggg,comvact,

En effet, considéro ag 5 comme 10ﬂ'u dang 1t Cﬂp(ce comnnoi BEf obtenu

“‘ad401gnant un Qolnt & l‘lnfiaz g BT A caL un e Uhole compacb

EwFIﬁIPIOP 5‘ boientfﬁ et E’ GQL csp“cow logalement oﬂpacts Qn dlc

ov'une ey lecaticnf ontinue P de “;3na #' o est propre si, Pour tout

“

f(K} est compacht darns B .

fa 18 z -

-%i # Mbt eoapaeu; tou%e application conbinue de B dans un LSC;GG loca-

n
non ﬁ@m@éﬁ@gy F et Flles éspaces compacts obltenus en adioirnant 8 & ot

e
(o}
&
e
£
e
b
(]
@
4
(%)
B
Eeu
o
o
&

B! reg *Letlvedmnt des polnte & 17infini o et w! |

hion co binue £ ﬁw ’ &an ﬁ*:sait‘@?ﬂmrag'i'_faut et il suffit gue f(x)




o

a0

BEn effet, si f est propre, pour tout ensemble compact K C E! ,
;}(ﬁg)z {:“%(K) st le complémentaire dfun ensemble compact dang B! ;
par défihition des voisinases de @ et o' dans F et P! , £(x) tend vers
©! lorsque X tend vers ® ; la réciproque se démontre de ménme.

cation propre diun espnace localenent

(BN

PLOPUGIIION 13.- 81 T egt une appl

coapact F dans un espoge localcoent compact 8! , llimgee pay £ de tout

cneesble Termé dans B ect un encemble farmd dans B .

Lz proposition n'est zutre gue le th.1 lorsgque B est coapact. Or peut
donec se borner au cas ob E et B! sont non compacts. Avec les notations
i prép.ﬁz, pour tout ensemble fermé A dans B , A U {'m} est compact
dang ¥ ; £ pouvant &tre prolongsdée en une zpplication continue fdeF

dans B! , T(n)U f(e) = £(a) O-{@f} est compact dans F', donc f£{A) est

Bardees oguotients d'un escpaece localenont goapact.

Un cspace guotient d'un espace lccalemcnt compact n'lest pas néces-

sairemen. localement compact, méue s'il cst sépard (exere. ). On a

toutefois la proposition suivante :

PAOPOSITION 14.- Soient £ 'un <gpacc localeront coapsct, et R upe rs

d'éeuivalence dans B telle cue le suturdé pour B de tout ensenble compach

soit un encemble eompact. Dang ges conditions 1l'oepace guoticnt

o =
GO0g %

- - s - o SSemte B B i )
'yﬁ cet locaicnert cozpact, ot 1'avpliicaiion canonicus de B sur Q/B

col DTroprs.

iontrons d'abord gue B =5t fermée ; il surffit de prouver cue si A

est fermé dans £ , 1la trace du saturli B de & sur toub ensemble compact

47

K¢ & ect un encemble compact ; or, si K cat le salurd de K , gui est
conpact pur hypothese, la trace de B cur H est le sature de AAK , gul

est compuct ; a fortiori B E=(BNH)NEK oot conpact.
1 i ; Sl i

o

E f
12 5 % |




‘0__,

, : = = qnis .
Considérons J conxc sous espace- de l'espdce 001pact B obteﬁu en

YQGJOiTHdBt a4 Eun poznt a. l'lnflnl ® . Boit R la reldtlon d'equlvalenﬂe

dans L' dont les class“s d'e:uivalenee qoat'les classeq'sulvant R at
1tensemble {w} d’aprcs ce qui préedde, la ro?atlon B st formée dans
space compacth m* , donge (arop 7) hﬂ/fﬁ eot co+pgvu. Or 1la relation R
est in an ite par ﬁ’ sur § , ot © ost Ln.u,gemble cuvert dans B! , satoré

-

ie la prop.3), B/R est icomorphe & 1tina-

RN

vour B . far,suite (5 9, cor.
ge de ¥ dans Eﬁ/R’ ,‘par it app ic iiwn'eaﬂonique ¢ de BE? surfﬁﬂfﬁ’ s

or, Q(E) est un ensemble ouvert dans l'ospuce eorwaut BY/ ' , et son

~abﬁpiémeﬁtaire est réduiﬁ & un point o(o). @fﬁ st donc localenent com-

pact, et la prop.11 montre qus ¢ est uaerapylieation propre de E sur o(E)

254
Sopant”

%

COROLLATHE. - § oLeﬂt E et FA eux eéﬁaeeé localzient compacts, f une spplis

“‘eation LYORIS dglﬁ Ganv P B l reldtwa d'éguivalence f(x}wf(v) daﬁ

E . Lt a:gl;catlon canonzque g_é e B/R sur £(E) , ddduite de £ par décom=
nosibion ea¢0f1que (é 07) ﬁgn un_ homéomorphigng. =

i affet,.s; P asx l‘zgnlzcdt O 0@&0&1 e de B sur B/R e‘pour_ta&t
jzchiﬁ., 9(&) e ? for deng E ; donc (prop.13 };“'

dam; A(ﬁ ce ~7i démontre le corollazire.

eat dnc eSpaée cuasi-compoet séparsd.

ETaata ﬁ@b.
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Yedononn

Mottty

N 1 .4 =

Les démons strations données au n°1 pour 1! wulvalence dos Xmomes (C)
(cr), (b") (C"t) ne font pas intervenir l‘hypethése que I'QQﬁace est
séparé. De méme, 1a démons stration de la prop.ﬁ montre quc ul un flltre
sur an‘espgée gussi-compact a un seul po;&s dhérent il converme verq
ceo point. : '

on dlt qu‘unﬂ aftia A d'un'espdce téﬁologique £ ool oo o

qa&si Jpact s; ‘le saufeespece ;'de B eut un espace qﬁasiecompaa%a

pact, tout ensemble fermé est quasiacqmpacti

Pour qae A_soit NS quasiéccmpact, il faut et 11 suff11 que tout Tecou
vfement ouvert de A dans B céntiénn' un recouvrement flnl de A
fﬁ'ensembla compact (@t-é fortiori wn “nseﬂble uﬂ81ecomraeu) dans un
es 3ace bGPO1Q 1que aon SGBafe n’e”t pas‘neees airement farmo (eyarc. ok
151 iz domonqtratlon dé iz prop.4 prouve gue dani un espace quasi-com-
"On @ £ qafane yariie-ﬁ dlun éspace fonalétidue B . eﬁéeéble

relative ent QU”81=COQD&Gt si son &dherence % dans E est un nnsemblé

:deSl COﬂD 1ct. Dans vn es fa non sépare,'un engeiible eoapact (et 2

feﬁtlerl un’ enseuble numsiéco uvt} nﬁe L pas uoudoafs fﬁldszveﬁ@nt
’UuJLQCOWDQut (C“@rc. } La 3?9@0 1tlcn 5 est encore valable quand on
3 rempZace “cqmpacsﬁ v? ﬂQU“S&ééQ@bJCuﬁA La duuaaﬁtrauiaﬁ ao ié‘ﬁfoﬁ,é
montfs‘emébre.ﬁa% la feunion ae'uaux ensemblgs‘auaei;c ompacts esl un

ﬁﬂsemhia cuagi- ccmpact - s ': o - e

51 %‘e.% un eqpace subg; ecﬂpunug ' un espace t@p@legiéua queléonga@g

£ une afpl»@dﬁi@ﬁ con‘iﬂue ds 5 dans b? S f(ﬁ) ot un ensemble cuasi-

compa Qt cotize le montre Ia dpwanvtﬂxixgn du th,1. OUn noters par contre

gue sv f eat une urgllcatloﬁ binniveque et QQﬁu¢E$@ ﬁﬁug sspace quagi-
combaot T Ul £53ace »oro’aﬁique B n ch pes ﬂéCGSEai?%m%ﬁt un

honéor mrpkx s (exerc. ). .




: w gl
Tout produit . d’esg°ceo qu451 -conpacts est un,espace quasi-compact 3
clest ce gue montre la démonstration du th.2 (en notant que le th.1 du
26 s'applique & des espaces topologiques gquelcongues (s6parés ou non)j.
Tout espace guotient dtun eapace guasi-compact est gquasi-compact.
Soit E un espace topologique quelcongue, G§? le Piltre des complémen-

taires des encembles relativement guasi-compacts dans & . Le raisonne-

ment Gu th.3 uontre Gue tout filtre sans point adhérent dans B est plus
£in que (@5 ot 1u‘on peut adgcindre 4 FE un "point 4 1'infini® o de
sorte que llespace E'=b L)im} soit quasi-compact el nue B qoit ouvert

dans BY .

s

P, 741, remplacer is prop.> {qui passe en exerglce) Eriin

PROPOSITION 3.- Soit A vne partie d'un ospace E . Bi B €5t 1 unepggg@gg

v, oy ST

conncxe de £ gui roncontre A ef son complémentaire {;A , B rencontre

vla frOQtiére de A .

n effet, dans le cas contraire, les inters 6CﬁLOﬂS de B avec 1l'inté-

rleur et lﬁetter;sur de A serdlent deux ensenbles ocuveris par rapport

,,_

8 B , formant vne partltlon de B Gontrairemeat & 1'hypothése.

7%, aprés a"*,“ :
PHOPOS 110N 8.+ Solent B un_espace topolo iguo, B upe velabion o'Cquiva-

lence dang B . Sifl‘espacejnuotient 3/3, cal ca&nu”a et si chague

W P

classe d’bqvivgleaca modu?o ﬁ ﬁst”conmaxgﬁ B esi conngxe.

Baisonnons par l*absurde, et ﬂupposonp qutil c&;sﬁb une partition de B

et

S0 deux mﬁfaﬂbl‘g euverts non vides A et B ; ies En‘Cmb1H* 4 et B son

saturés pour R ; on cffet, si XEA , 1s classe % dr x modulo R ne peut

'.3

rencontrer B , car A(NX et BAX Pormeraient vno partition de X en

{

deux cusenblss ouverts par rapport & X , ce qui egt contraire a lthypoth




2

= 1b = ,
Les images canonigues de A et B sont alors des cusembles ouverts non

vides dans E/R , et forment une partition de Q/B , ce qui est absurde.
74, suvprizer la prop.8, gui passe en exercice.

103, il serait bon de faire passer le lemme en Froposition (on
g8'en sert ailleurs par ls suite).

?. 109, sprés la cémonstration du th.t, ajouter :

Homs HE - e 7ont ~vt Pini ; =17 teans
iienarcue.- 4 toul recouvr qf,nt ouvert fini % ("Lxl),é <i<n de l'espace
cou nuct E ; falsons correcnondre dans E x3 , le voisingse

v l_) (U #0;) de la aldrondle A . Les ensembles V.. forment

6 R

un' s 'stome fondamental d’entourayeo de la structure uniforae de B ;

en.effet g8i V est un voisinage quelconQue de A dane E}(? , pour tout
Xl 11 existe un voxolnabe ouvert U de x dans E tel que U xij GV .
Conne [& est compact i1 existe un nombre fini de points %; tels que
ies EB%'x u_ % forment un recouvrement de A contenu dans ¥ ; comme

les Ux formen

i
démontrée. FEn raison de cette proprletég on G¢it souvent gue 1'unigue

© évidemment un recouvrens nt do B . notre assortion est

ntrantLre uawforre de B est la structure uniforme des recouvrsments

ouverts.finie.'

P. 110, ajouter & la déf.z ;

Opn dit gu'une partie A d'un espace uniforme B est un enserble précompact

83 1o Sous-espace uniforme A de % est précompuct.

Bemarque.- Dase un ecpace vniforme B , un cnsenble ”elnulvement

ecmgaét A est précompact, puisque A est compaect, done Coﬁpleu, et A

'par%out,dénse'déns E , €6 qui nontre ( B,prop a) gue A est 1u0ﬂorphe

a'.



S = - - : , |
au conpleto Qu 8ousy eupace A Par antre;,an ensemble préoompact
;:7_  nloet pas‘necesgalfement.rel tlvcmept COdeOb, comme le nontre
sy

“le é&s-o&.ﬁ.iuiQméﬁe esﬁ ﬂrecompact mais,noaqcompaet.
}P. 41&;'faire7pa35er'la"§r5p.2 én prép;? ot rezplseer l pr u.ﬁ par
un Sofdllaire 4?@0 la dBMGnFtrdthﬁ suivante :
ﬁnreffet, elt U un voisinage ouvert puelcong ue de A ; lfensembia
3= C U est fermé*etiﬁe ren ontr“ pds A dla rés is nfoy.’; il aﬁ;&ﬁe'
it eﬁﬁourage V de & tel Gue V(b)f}V{ ) et a fortiori Wa)C U,

ce Gui denontre 1e cosollalre.

P, 413, aprés la trop.4, ajea bf lss srollzirea sulvants

enent discontinu.

ot

QUEULu;i B 1.~ Soit E'un'espace localement compact tota

_Poar tout x&&E ’ l’en emble des voisinares & 1z fols ouveris et fermis

ae x forﬂ@ un sy stéme rondamentwl de yogiginapes do x .

' ﬁa cAfcu, soi+ V un Vﬁlu

@Gu% 1bb gfi ia?g@g'ga rzs 6L £6 ?méd de x dans & rencontrent P ; ﬁcurw

L}

L

2

B

&

i o
TR
o :
b

L)

b3

c8 ﬁﬂu&qgiﬂu dumaieﬁﬁ'aedg,aﬂ point conaun s;z"wtﬁv“ﬂu 8
déﬁs l?ésﬁaeﬁ'ﬁaﬂnavt V s llintercectica dep onsemblos ouverts eb fermés

f'l

?TcﬁJﬂt x doit B¢ réduire & x én ?%?ta-dg.iafar@“‘é ; nous oblenons

}-.!0
1By
T
s
=

o
feus!
;N £

aane une COQt?B&iPtLOﬁ; ce qu b le GO?Ull@lju.
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~COHOLL&IR& 2.= Soiﬁ E un espace conpgct, R la relation d'oaulvalencg
dany E-ggnt ;ﬁgivluu. sont leS'COMQOSdnieS connexes de B ,

L'espace guotient; E/R eét'GOEQ”ct e+ t lagent aimcontznu.

On sa&t déaa (chaq §i1) que %/B est totaleavnt discontina ; teut

revient & voxr que &/B ‘eat SLE&T@ (chap 1, §1\q prop.7). Gr, soient

A et B ueut eowposantcs eonnexes olstinctcs de B d?aprcs iz prop 4

' il existe un sftourafe [§] de E tel nu’un poznt cueleonaae de & % uh

point cualconque de B ne *aiasent étre 101nto par une U- caaine. Of,

l*cn35mbla v (resp. W) dos poznts de E qui peuveént e%ru‘golnta 8 v

point de A (reur B) vzr une U caﬁine, est & la Pois ouvert at fermé

(zrop. ;}, doae: sauurn 9our B ; V ot W sogt donc Ges voisinas ef uverts

Yomr

‘de A et B yect;vewant saturcs pour R et e se rencontrant pas,

ce gui g rcuve le corcllaire.

cooconfabiscocesn




