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%z Limites induectives dtecpaces de Fréchet : 1. Définition diune

&

limite inductive dlespeces de Fréehet. 2. Féncticns linéaires
contwﬂ?cs dofanea dazf une limite ;nduet;ve d'espaces de Fréchet.
%, Espaces de fonctions linGaires continues dans wne limite induc-
| tive d'espaces de Frécket. 4. Dusl fort dfune limite inductive

: d'espaces de Fréchet.
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_ CBAPITRE IV (Etat 3} :
BF;PAEES LOGILJFML ¥T CONVERES ‘dz’,wmsimnﬁ,s

et .
g 1. Bspaces de Frécheﬂ?’épaees de Banach

. Bspaces lccalement COH?GXPB mbtrlsables.
sSauf wsgt&on eﬁpresse au contra;re, tous ies résultats de ce chapitre
sont également valables pour les espaces_localenent'@envezes considérés.
‘gue ees espaces soient rééls bu eomglexés = 43 doit eeulemeﬁa'étra Sou8-
| acaleme@ @QnV@?@}@Gﬁ%EQXé;.E@E

sont

viel B dans un espace vectoriel ¥ , il est toujours im?léﬁiﬁ@mﬂﬁt

orps des scaeiaires est le nbxe pour

ol

Nous dirons qu'un espace vecteriel topologigue est

considérs comme groupe adcitif topologique, il 955 métriseble
(Top.gén., chap.IX, § 3,0 ")

PROPOSITION 1.~ Pour gu'un espace. localement convexe B goit mé

il faut et 51 suffla qu'il sei ségaré et;gue sa _topologie s¢

Bar _une famille dbnambrable de aemloﬂcrmes.

™ -..~, U

'et, pour que le groupe additif E soit metrzsa je. il faut et

a

s

il suffit qu*;l goit sCparé et gue llorigine ait un sysiime fondamental
 donombrable de voisinages (ﬁog.gén., cnap.iX, g B,n 1, prop.1). GCette
éafniéfe condition est &videmment remplie si la topologie de B est
_uéfiaie par une Tamille dénonbrable de semi-normes. In?eréémen%, g
ilorigine adnet vn éystémé fandameﬁtgl dénombrable de voigigagess-c;j

peut toujours supposer que gces derniers‘scnt convexes et cerclés

{resp./ syﬂetrloues si E eut un espaee rbel) - les jauges de ces ggumuzw'
ges fo aeﬁt done uﬂe famille denamb“able de semi-norues gui a6%in it 1s
topologic ds B .
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EROP@SiTIGE_' - Doit E un espace localement cenvexe métrlsable, ééfini

par une suite erolssante () ge ggmz-nggmes, ot _fel gue; pour toute

fepille (x ) de points de B, la condition . Zip(x) < + oo pour

ycut 1nﬂ*ee r entrdlne oue lﬂ fapnille (x ) est sommable Eanq aea

zond 1z$0un5 E cst comgic

En eff 9%5 soit (v ) une suite de Coucny‘quelconqur dang B ; on peut

en exbraire une sulte (yﬁk} telle gue pk(yﬁk+? ynk) g; afk pour toulb

’phg; p, ‘pour hg k , il en résulte que la wm
£

est semmable em vertu de T?ngstﬁége s comme

0, ; cela signifie que la suite {yp)'alv
t comme é?agt une sulte de Cauchy, elle est
6 qui @ém@m%r@Ala pf@@oéiiiaﬁ- (Top.gén. ,chap.lx & 2, prop.9).
lin6eires d6fipics dans un espace de Fréchet.

opace localeuent convexe guelcengue. FPour gu'une sapplica

bt

dang 801t conﬁln

il Paut ot il suffit gue pour 1

A borné dans E , u(A) seil bormé dans F .

Lz condition est &évidenment nécessaire (chap I, §ﬁ prop.8) ; montrong

-

gu'elle est suffis anta Soit spn) une suite erolssante de seni-now

définissant la topologie de E ; deslgnans par V l'ensemble des peints
de E els que p (z) <f 1 .’Raisouncns par 1*absurde et supposons que v
ne soit pas continue : il existerait alors une seni-riorms g contiaue

dens ¥ tello guo af{u(x)) ne soit borné dans aucun des ensenbles V_
{ehap.131, & 1,prop.3) ; sntrement dit, il ex;eteraib pour tout n , un
point x €V tel que glulx, )} ;?vn . O, comme p g F DouF n<m
ona p(x) €1 é.ans tout ens.é'nb'l'e‘ V, d'indice m P ', auirement

git. ¥ c ¥V pour B o n pbur claqus sem1~nerme pk , on a done




-
. - - 9t - -
suz?s Pg(xn}—r«up( %g?ipk Bylzy ) sat;pk pk(xﬂ)) < sup( sug 5P {x ). ’z}i

199nsemble 3 des X, est par su;te borné dans E ; mais conms

glulx,}) 7 2, u(B) n'est pzs borné dans F ,Vccntfalreaent 3 -1'bypotnt

-‘,ﬁ

o
: CHE

7y

PROPOSITION 4.- 801ent E un esgace de ?récheﬁ F oun egpace localement

c@avexe gue:con ue, u uns. gpllcetzcn 1;nbalre de B oans B §;; pouy

Loute gemle“orme q.eur 5 cenglnae dan§ B, Q(u(a}) est seni-~-gcontinus

inféricure ”,pt dans E ., u th eaﬁ%inua'éans E .

A% th

En effet, comme B est un €8Dace Pgtrlque com let il’zésazta du th.

-

de Baire (Pop.gén.,chap.lX, % 5,th.2) gu'il existe un point % €. !
< 7 ] s o " g £ -

vt un voisinage ¥ de O dons E , tels que q{ﬁ{x}} soit bornée s
ement x AV ¢ ed 1(u(x)) £ k dans x 7 , en a done, ,
yev , 1o ytuly)) < k ¢'ot, puisgue g est convexc,
(vly)) < alulz )uly))tg L{KG}} < %+q(u{:0f} our tout ve€
ce gui démentre gque q(u(y), ost bornée dans V , et par suite (cheg
3. 9 é;piqp.§} gue u est continue dans B .

5i B est un espace do Frichet, tout ggpace gquotient Efﬁ de B par

il 4

an sonc-espace fermé est un espaes de Friochet (Top.gén.,chap.lX, g 3,
prop.4). iais on & en outre 1t importante réciprogue suivante

:
TeboRfdR 1 Banach) 8i B gt .sant deux espaces de Fréchel,

appligation lwneal?e contlnna u de E sur F est un nomenor chign

Spit d ume distance invariante par trazs?atlom (Tep.gén. ,chap. T

2 i 'I
g 3,prop.2} défini@ﬁawt la topolozie ds F ; si ¥V est un voisingge

vwxb juclcongue de liorigine dans B , 1ous allons montz

7} (Qtzenr une bouﬁe de eentre 0 Qdﬂu F
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Cemme 7 est e@mplet donc (?@g gén. , chap IX
‘de-Balrs, i1 ez&ste an moins un ensenble n.ul
_v(V)

1o theorome ﬂbsultﬂra denc d4s la nwonogltlon i)

; l’eﬂsemble

-conticnt un paint lnﬁﬁrzeur

g.ﬁ,th,i)j-ﬁn:espagef

?) dont T'adnérence

a donc la 28me preprléte,

.
s i

lus genérale SalVdﬂtS

}X esgaces dL
ﬁans F

PnGPO»I“LUA 5= Solent E et

4

gz 4e

on lzneau 76 conti B Rl pcur

Freehet, 1 ane apg;lca-:

nag

'cenvexegv'gg 0 dans B , 1'adhérence. de u(V) ¢

tout_voisinage ¢orelé

batient un point

intérieur, ulV) contiont uge

un hongmerphisne Egur ¥ .
1 £, £ -3 - - -1 won i ‘:1 % % T
in offet, l'adhérence de ulz V) = 5 ulV) c
11 existe donc dans F uune bounle ouverte S5' tel
2. - 4 - L 1 r d .
par raprort & 85! ; si X, €8T B POINT 4 E% t
. 5 :
il exigbe une boule ouverte 3" de cenire y, ot
2 (1 A it d e ok & an av et
u(= V} solt dense par rapport & ; par sult

u(1 U‘-afwo‘ , qui est contenu dans u(V) est d
boule S de centre O et de rayon a ; & Tortiori

rapport & cette boule.:

Cola étant, définissens par récurrence un ey

brable (V ) de voisinages cerclés convexes de

= %=V et 2V i = v
préecdde prouve quc, pour toub m , il existe d&
< 278 | telle que u{vi

.
<
s

pauf tout 2 20O

centrs O et de rayon

oy
201G :

b

8 5 nous

n
existe zZ€V

un point-qaeleqnque de SO
el que y=u{z)} , ce qui démonts

Définissens par réourrence une suite (xn)-de
suite (y ) de points de ¥ , de la fagéh suiver

comme u(V_) est dense par 2appgrt 28, il exi

O(X ey o v@ - De fagon ﬁeﬁerale, sunpcsans da¢

boule de centre O

, &t _par suite aest

e, l!'enseumble
ense par rapport & la

u(V) est dense par

atéme fondamental dénom-

|0 dans E tels que

le raisonnement qui
Sn
) soit dense par rappert

bt}

ang T une voule de

sllons montrer gutil
era le thioréms.
points de B et une

*

¥

.

te

ste Eq = Vo

on prend To~Y
tel que

fin;s les.xi et y;

i1

s
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: - 40
. pour gy, de sorte que x, €V, , aax.,ayl+§£i+ pour i& n et

+ﬁ=¥i“u(35) pour i £ <t . On prendrs Y1 =Tn" fx ) ; @aprés

e
%-h

v

lthypothése de.zscmrrencg, tas ¥y %ﬁé Sh4q o 8 ulV +1}_esi dease

. o

pg?'wapparb 8.5, ., ?:dgns il existe zﬁ+1€‘?ﬁ+@_ tel que

ullx n%%}é Jﬁ%i 2 ,;e% lé réourrencs paut 85 paa?aulvre indéfiniment.

Sezt z = %mg z: s on & y=y =&izﬁééyﬁ%¢-;>er, ?apr@g la condit tien
ey 2

inposés & la suite {?ﬁ}j en 2, paY TéGUrTence sur P

(Y7 3T ».,.5,. ‘,:,;;" oo '{j”
1l Tnt 2t nkp — n
> CLPN o = 4 = > iie AN S
gueis gus soisat n 66 D ;; O ; on en 4é&duit oussitét gue {z_) est
A
unle suite d2 Cauchy na B . dong counvyerge vers uan point z ; comme u
agt continus, a{z?} tend vers wl{z) , et comme Tt tend vers O lors-
que n tend vers + oo , on a y=f(z). D'autre part, on & zisaz%ﬁzv@
5 { e e 43 L)
- i i -~ LR s > ) L bt ]
pouzr tout n done 2 ;xq+:‘ﬁ g;,-ﬁrﬁq‘;m R =\" '~ ece _qui aeheye 1o
& 84 =
démonstration,
i e g S R 5 i il i i ot . i =
COROLLAIGE 1.- Soient B un espace vectoriel, G, et €. deux
4
topolozics compatibles avec 1a s tructore d'cepsce vectoricl de E , ek
i F
1 - - i ~ .2 “ P
pgur checuns desguelles B got un ¢gpace de Fréchet. Si > ev ¢
B T B st S e e = B i .. EINT M i \:)
= -_{2‘3

sant compar: 2bles, elles sont identigues.

et e

En effet, si E, et E, sont les espaces de Frécunet oblenus en sunis-
L L 5 :

: 5 P i ¢
sant Bde € et € , 1'epplication id uata%u de 1'un 4o ces espaces

=

tinve, donc est un isomorphisns.

&
e
e....(
2]
"
=
Q@
D
t6))
[ !
(¢)
(9]
&3

re conbinue d'un espace e

=~

- CQROLIATRE 2.- Soit uw uwne application lincai

Fréchet E dons un espace do Fréchet F . Pour gue b goit un homemer-

phigue de T dang T, il faul of 11 suffif que u(B) soit ferné dams F.
“’e%t en. foet 3a sond;t;on.neeessalre et su4?i ante peur que ul(E)

sgit un soas-espaee cor glet de F ( E gén., chap.ll, g 3;prep.6§ -

a
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COROLLAIRE 3.- Soient & gg,f7geux espaces de Fréchot. Pour gu'une

application linéaire'u'gg E dans F soit continue, il faut et il suffit

gue son gravhe dans le;p;odxgg. EXF soit un ensemble fermé.

Lo nécessité de la condition est immédiate, car si on poservz=(x,y),
le graphe G de v duns EXF est défini par la relation pryz =u(pr,z),
et les deux sewbres sont forctions continues ds z . Pour voir gue la
condition est guffisante, remarquons qu'slle entraine gue G , sous-
cspace vectoriel fermé de lt'espace de 17‘récbet ExF , est un espace

R

de ¥réchet :; liapplication 1r,, restreinte & G , est une spplication

fonsd

re coatinue et biumivegue de G gur B ; elle est donc B i

17

ai
A9 .\.0 sl g e ~mme 2on anpiication T ,.\‘,,,,N,_,Lm nimet antre aBno
dlapreés ie n.t ; comne 300 appiLiaiion réci Progue Nn°'88uv SUule UuUT
?" 3 % . D - -

: % - 3 0w
g - < 23 wr g 37 T VaVatah P lb sy b0~ ] 3 %
x —2>(x,u(x}}, v est continueg dans B .

OMNEOTIT.ATRE 4 Gnsant T o133 3 Aann A aq N
COROLLAIRE 4.- Soiont E pn espace de Fréchot. 5i V

‘...‘I

sous-gspaces vectoriels fernds supplécentaires d:z

directe topologique (chap.1, 31,n%) de V et de W .

En effot, 1ltapplication (y,3)—>ytz de l'cspace de Fréchet VaxW

sur l'espace de Fréehet B cct une application lindaire ntiﬂau et

biunivogue . clest donc un isomorphisme en vertu du th:at .

Si E et F sont deux espaces localemént convexes métrisables ,;
d et 4! des cdistances invariantes par translation et définissant
rospectivencnt les structures unifermes de E et F (Top.gén., chap.IX,

3 3,Drop p.3) toute applicaticn lindaire f de E sur F qui est une

igométrie do E sur F , est & fortiori un isomorph..sme de l1l'sgpace
vectoriel tupolorigue E sur ltespsce vecloriel topolozique F ;
réeiproque n'lest pas vrale, comzme le nontre ilexigtonce de normes

éaquivalentes T un esrace nomé.
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3 2. v,al fgm diun espace de Frechet

1. usgaces des f mtions linéc,:«.:res "Gntinues dans un esma.ce de ?‘z-echet,

Soient B un espace de l“rt,chei; ’ I’ wn efszaee 1ocaloxzen't cenvexe Sur
'l’éspaee QC{E,F) d.cs applz.catmns lz.néaz.z’es contz,zmes de B dans F s
nous considdrerons 1es o@polcr’les ‘f de la comferbence rmlg g? é
d_evla, canver"ence u_vfcz’me d.ms ies pax tz,aa relaowemenjg comgactes de E,

v ( 4 - '
et enfin é de la convery enee uniforme’ éaas les par‘t;es bornées ée B,

On sait-que €& ‘est m'c? ns fine gue C{fj e;‘i: f moins fine gue
» bt~ c ? .e 7
gn en outre, ¢os trois torologies sont séparbes et compatibles avec

b L4
1>
o e ¥ PG AR :';‘1 SEREY . Wt 1 WG R S g /2 finm oy R e e
i eiriet, sS01v. W un filtre de Cauchy sur Lo PO B, 2 } pour i1a COP0.LO-
Tie {’O Sl o Al el Al iy e E ™o S S
gie . ., 8t soit A une pertie bornce g nelcongue de B ; pour Loute
)

seni-norme continue g - sur P et touwd n@mum e > (} - il existe un ensen

oo

. ble Me @ 'te'l gue gfu(x)-v kg}”ﬁ & pour tout €A et tout couple
fﬁélémen‘ts 2,3V cie ¥ . Comme F est complet, le filtre (@ comr*.urfc
sizplement vers une appllefztmﬂ linéaire u de B dans F ; et on a

alu, {x}-uix)) < e pour tout X €A ot tou.t_ ugli . Or, comme u est

continue, u(a)- est borné, dore q{uf{x)) ¢ k¥ pour tout x& A4 ct par

suite q(vo\ x})) € kie pour tout =x€A ; ceci démontre que u_G{A} est
borné dans F , et'pa- suite (ﬁ 1,pTop.3) que u_ st continue daus E ,
sutrenent dit appertient & of (E,F ) ; il est clair slors que u_  est

limite du filtre @ p@w la topeologis fb :

‘Lorsque E -:at F sgzrb deux ecpages de Banaeh, la %opologie - G, n Sur

tﬂi (E,F7) peus e’cre déf:;.me per 1la poxme ﬂ u"gg = @;@(é ﬂ uix ;gé
: Z
{ebap.IiL, §1 prop 6) on a , = 'él\ _
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clest une fonctzon comveze, cenc pau. 3%5? s 0D a f(v) ‘f(x ) +
vf(x‘+v) - ea ‘qui mantre qaa £ est bornée supcrzeuxemont dans V , donc
que B ost eqalcontxnue au point 0 2 et par suile (chap 1 § 5. nrcp 2)
equ;eontznae dans B ; La derzzere partle da th. n*est avtre que 1& prop.
"4 an cbap.I, &3 - - - -
,ﬁcﬁargue.‘ Gacte déao%ﬁratloa nontre que a) entraine b} et que

¢) cotrofne a) lgvsgue T ot T sont dos copaces localeme:
auelcanaes : .Mais alorxs en géndral b) ntentraine pdﬁ

('.l(".)

é—-(ﬂ

BQan?,w ln ﬁh._~gl&-ﬁ@ﬁ on dlense m@l@*bgmné dans Of? P) est 1z

A

. -~ o ‘
méme pour les tap0195185 %ig . c 37 %fb ; €% on ﬂaut dong pe

3@ﬂﬁoqal@ borné Gans cet espac

Houg dirons qufun fiibre sur :%O\E,E} est borné s'il existe un ens

borné ah@ar%enanc a ce lilt?@.'

coptinue de 7 dans F , ol ;@7 converse unifornéuent vers ©

G
cartie compacte de E . En outze, si F est complet, pour auc &

-

simplement dang B, il suffit que g; _eonverse simplement avx DoI

dfon cac@ﬁblm total daog E .

PROPOSIT OQ‘E.» QQ&an E un espace &e Frpc-on F uvn 999460 locgle

CONVexe . (un} upe suite diapplicstions lindaiyes continves de B'daps F .
51 fuﬁ conﬁezre szmglemart vers u, dans B, u .eat une spplicaticn

: : eog
rintalre COBulﬂUﬂ de E dens - ? , ia suite (u ) est bornéc dang < 5,3/

ct_converse uniformément verc U dgns touls partie compacte do dv~gg -

s
(1))
i)
. ot

B’ayrés le cor. du th. 13'17 suffit de montror qua 1a suite auﬂ
bornée dans xf(E F) oz, pour teute semi-norme continue g sur F et
tont xe€B , la sulte (qfu (x)}} converpge vers (a(u {x))) donc est

4

bornée, ce gul pro ve Que (mﬁ) est bcxnée; en vertu du th. 4 .

§
i
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2. Dual fort d'un

Soicnt E.ur cspace de Frééhae‘é.; Bt son dual {ehap.I,é 3) ; comme Bt
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(ehap.III g‘i,pro'p‘é) lors:m‘on parle du dual d’tm espace de. B&naeh 2
ceﬂme d*un espacs narme, il ast tsugours souo—entendu que c’eat ge is ‘

norme éef;n;e par. la relatvoa (2) qutil est questaon.
i “ A ‘B 1
L' ensemble des x'e E! tels que tz’ g JL est iésnthae a AR

- les cnpemblep polaires des ensembles bornéa dans E forment done un sys-

+3me f@naamawtal de voisinagagv de O aaag ‘B! pouzr lg topolegic £

sugsi un gsnace do Banach ; 1l'epplication {x. %) mﬁggfstzﬁj} de B xR

dang R (resp. C Sl E eo% un ae tdoe complexo} est eontlaba dans

1HhORBME 2,- Soient E un espace de Fxé schet, H uge

z,')
)

Bt . Les propositions suivartes sont éguivalentes

a) 3 ost Tortement borné ;

b) B est faiblenent bormé ;

c) H est faiblement relativement compact.

EBon outyre, lersgus eas-coﬁditiqgg;sant vérif;ées.'la topelosie

sur H est identigue & la topslogie €. de la CONVET/once compests,

#ﬂcenvezgenceMSqulemoauswanwenser@&g

-

11
il est equlecntlnu {tﬂ.ﬁ}, écne,{cﬂa@..g 2 %,Dprop. 3} 1tadnérance

borné,
T Ao 1 ':‘ ] 39 . nradini : E . - E !‘ + e e 3o 1o
i3 O»d .’;‘.I uaﬂs lj‘ espace pzedalt R ( res@ . @ :’ 3 5 OB o5 : € I8 O et 30 Pl e




topologie falble, est un eoun-esgace) est eontenue dans E' ; en'outre,
les nragectmag de B sur les espaces fac’seurs de = B {resp. C ) zont
bﬁrnéee par hypothdése, donc melatlvement cotpactes, ce qul-montre,,an
vertu du tn. de Tychonoff gue ﬁ est faiblement comgggg

Renmez gae. On natera qufen g,enez'a.l un ensenble bc?‘né daus &t
nfest pas fortement rolativement cempact (chap. .u,I, 5

mwwﬁwmm ]

AN

GOROLLAIRE 4.~ Dans E'; teut ensemble borné et faiblement fermé est

O
o i il O3 iz il e el Ll s e e o
convergente, il suffit gue. pour tout élément X d'une parvie tova

LT
ag B 3 =113 8 { z ¥ N 0% - s Ry |
de B, la cnite g.{: x, x! >} poit comvergente.

 COROLLATIRE 4.~ Dans E', ilenvelovpe convexe dlun

relabivenernt conpact est ue sneemble faiblement o

En effet, cetie envel myo convezs est bornde (Cn




R

PROPOSITION 3.- Pour gu'un enssmble B c;,E'

F a9 - |
un espace 1ocalement convexe métrisable non complet E
de Fréchet, F un espace locale-

si B est
aon compllté, qui est donc un e8Dace

ment convexe conplet, on seit (chap IPS 3,0°1) gue les espaces vecto-

riels ec)(E F) ¢t 9{)(3 F) peuvent &trc identifids, toute 8§T&~
cation llrualfe cortinue dep B dans T se prolonsaant d¥une seul
maniére dens E wais, si %fb, est la topologie (sur de

1e convergeuce uniformo dauns les parties bornées de B , &1 1la %cme-
orie (sur i%f( JF)) de la convergence uniformes daus 166
, -
bernbes ¢ E , il ntost pus 6vident s priori qu.e les topol
i , et éiéﬁ soient identiques : il faut pour ¢ela jue LOUT ¢ hie
crné dans B solt cont uémmZAWMWMMOQMAamw%> borné

ner1alanenc si B est norad, naig n'es

vrai pour tous les espaces localeoment convexes mELri-

<
[ Y]
e p VD

Lorsque B est normé, on peut donc en particulior identifier

dualg forts de E ct de son complété E , en tant qu'espaces de

Q.

vIes
Lo

(1a nornmec diune application ilnvaire contiirwe de E

ézale 8 celle de son prolonger ent & h y. Bais les tOpGLC:"?T

‘,Lv'

sonl; aloTs: ClStlﬂCtea, guivan: qufon regards

dual de E (chap.l, &

foiblos sur Ce dual E!

&%, cor.2 du bb,?

wy .

B¢ comme dual de B ou com®

ot lorsqubon consiilre KF pomme dual de lvespace normé iwon col 1t

E , le th.2 ot ses eorollaxres ne sont plus entidrement valables
(ef. exerc. 16 ).

'g0il bormé, il fsut et il

guflit qu'il cxiste un voiginape U de © dons E tel gue B . v
En etffet, 11 faul ot il suffkt gue B soit éguicontint au peint ©
{ bt .?} donc cutil existe un vnisinage U ds O dens B tel que, pour: - . teut

S e ; r“_g
>cll e tont =€ B on 2it 4;3 x"\%;% , €8 gui signifie que e U
‘ par gafinition.
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3. Bldual d’un espace ée ?re@bet Esgaces reflexzfg. .

Soit B un espace de Fréches, E’ gon dual. ﬁona appellerans bldaa~

= de B l'espaee E" dual de E?, levsque B! ect mmnz de is topolOgle £orte.u

Pour tout x€B , la forms linbaire %t < x,x'} eur E' ost continue
pcur 1la topologie faibla gur-E? - et'a fertzogl.pour ia topolcgle forte

sur E' : cfest'dané un 6lémen£ ée BE® que ﬁéus note?cns‘x‘; on é’iden~ ,
tiguenent <;z % > = 412 ,x >».?*a§pl1c&ulon 3:°ﬁ9?' est une appllcationA
linéaire do & d fdne son bidaal BY, que nous nOMISTONS spplication eancoi-

o . gue.
Nous appellerons encors topologie Porte sur BT la tcpologls ds la

: s i iy : S 2 6 S £ e e s
gonvercence uniforme dans les ensembles bornés de B . Four tout voi-
o 2 i & o o TrEn - PP 2z G .. : 5 A ]
sinage U de O dans E , convexe, Fermé et symétrigue (resp. cerclé si B

z i R i ariacii s B0 g Al et P~
est complexe ), nous désignercns par U l'ensemble nvlqz'w Gang &' de
| teonc bl 770 { ¢ 1] 1 eod vy A 11 o= )
l'engenble U {ensenmble polaire de U dans BY ).

T s oy - “~NT b T L It e B LN
PROPOSITION 4,- Lorsgue U parccourt un systeme

dg O dans E, convexes, fermés et syméiri

g
bles U°° forment un sysiéme fendemental de voisinases de O dans BY

En effet, un sv**émo fondemental de voisinases Ge O dans E" est formé
des_ensemales poleires des ersembles bornés B dans Ef. Mais dlapris ls
prop.3, on a A¢ja un sysitme fondamental de voisinages de O dans B

en premant soculenment les ensembles B de la forme U® , d'olt 1la propes

]
fondd fis

COROLLAIRE 1.- Llespace E" mypi de 1a topolemic forte, est métrissb

COROLLALRE 2.- Llapplication eanonigue z ~7>x est _un isexorphisme

de E dans B" ..lorsgue E® est muni de ls topelegie forte.

En effet, la relation « x,x' > =0 pourteut =x'€ Bf ontraine x=0
7 i - i = ~ng : P ; vite iyl :
(chap.IIl, 93,prop.1) ; par suite =0 entraine x=0, 1l'application

u’t N > > -
lingaire = —> X %t&mmmm;cmm«(m#\=<}g>;.

i image nar X -$»x dfun veisinage U de C dans E , convexe eﬁ

‘syme%rlcue (“98? cerclel est 1la trace de 22 sur,l’image de E pai Z— x;
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1a pzop 4 eutrazna éane que X ng,z est 2n isem@%pﬁLSﬂe.
On svppasera ﬁéaorﬂazs B 1éenc;f1é, son xmare aaz 1*appll atlcn
eanonique ds B aans E" : E est donc. oo’ soua—espace forﬁement fsvmb
de EP | ‘ . ' '
Ces rééulﬁat§ p¢ﬁfent.§£?e complétés lorsque E est uniéspace_de
Banach ;'toat d’ébérd, Qémme le dual fort B' est alors aussi un espace

de Banach, 16 bidusl E" , nuni de la tcpélogie forte, est un gspace
7 o=y - ? : [rotedl ? ,

| ‘. 2 ' | ‘. - A . : :..' - g "N s . " 3 5 i/
de Bzmach. In outre, pour tcut z €.E , on a §~K£E=;ﬁx s on offes
e lindaire

(chap.I1I, &2,cor.2 de ls prop.5) il existe une Porm
ot

b x> = (2]

) A S Pl 3PS PP e Ui a SRR 23 :A { 5 vy SR
E') nfest autre évidemment que la topologie falible o(B,E!

ol i S X rie B
dans EY des voisinaces de O dans |
3n avstime Pondamental ds voisin

I BYSL = i 5 = W LA

PROPOSTTION 5.% Dans un espcce locslement convexe E tout ecansemble

Pl

aleﬁent bornd est borm ne.

Démentrons-le d'ebord lersmgue £ est un espace de Bapach : slors E”

egt 1e duzl Tert é’un aspaeé de Banaeh, donc {th > t@rﬁ ensemble

faiJEGQEﬁt borng dans E' est fortement b orné, dfoh Sa proposition.
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puppesams ualntenunt quse E soit qualcoaqae, et soit A un ensembls
faiblement bernc daus-E-, D vue segz-ncrme‘contlnue,daas E : il fautb
provver que %gﬁ p(x)-<;é-£X> . Gonsxdéroas sur B la tepelog;e ‘ifg
("noi.ﬁs fine que iz tepolwie connée é 3121? E) définie par la seuls
aemienorme P, et g0it Fp 1’eupace normc assoclé a l’espace B manl de

o

?f echap.,zl,,gﬁ,n°4). Tb&ts,forme linealre sur B contznue pOur %f

‘ i s P 2 3 » > A
est aussi continue pour § - ugzc, 3i @ est ltappli cation gancnigue
] ) P, 5 " : 7 s - j ' P — T 2 - :
de & sur Fw ; o{A) est faiblement borné dans Fp ; ot a fortiori danms
p 2 ” - - - Iy, S 2 * = &
le complété ¥ de llespace ncrmé F_ ; nais alors ¢l4) est Tortement
S ;3 f
7 = o
borné dans ¥ 4'sprés la premicére partie de 1la proposition, ¢e gui
o E I Pror :
ific gue sup plx) <+ 5
TEL ;
"~ T - £ > o 4 ot 3 o T 2
Il n'est pas certain que dane le bidual E" d'un espace de Hche

guelcongug & , un engemtle borné pour la topologie faible o(EF

2 4 Ayt USRI g ey o - f e -1y iyl ® L . W 3
SC'.F.t foretent iJO:Z’.UEE; ecar Ok.[is" :!‘u’ } 87 LETILNCLS ©F j_'_',} BnergLs Qe

a
topologie o(E",E"!), ol E"! désigne le dual de E" lorsque B

ia

est muni de la topelogie forte.

PINITION 1.~ On dit gufun espuce de Fréchet E est rvéflexif si 101

< i ‘ ~F : -
de E par 3’8n01108ﬁion c@non¢qg“ X —>» X egt identique au bidupal EY .

Tout espsce sapafe de d&mencicn finie est ré&flexifl.
PROPOSITION 6.- Pour gue tout ensemble convexe fortemont fermé dans B!
soit faiblerent fermé, il faul et il suffil que E soit réflexif,

La condition est su*flgamte puisgue 81 elle est remplie lz tepolezie

o

ment, 8i B n'est pas zexz réfloxif, il existe sur B' une forme linéairve

' E") est identique & o(E',B) (ef.ehap.lll; ® 3,prop.2).

=

%

ortement continue T qui a?épparti pas‘é_E : lthyperplan fortencn

;.

fernd d¥6quation f£(x)=0 ntest pas alors faiblement formé {pour la

topolegie o(B'.E)) ({(chap.1, 23, cor.1 dun th.1).
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THLORBIE 3. - Pogr guﬁun espcae do rrochet o soit reflexlf il faut ot

il su“fit aue tout ensemble borné aans B selt faiblenent relatlvemcnt

2

comgact.
Comme l‘aﬂvelcnne convexe a'un ensem ble oorne ést un ens emb1e~bcrné_

(chay.III,a,? DTOD. 1), on peut se limiter & ne cons;dcrer que des ensemn-
bles bornés ¢onvexeu ot symctriqucs (reap cerc1és) r; :

'”Si:E est réflexif, et 81 E o5t un ensemble bozﬂé, conveze, ay&e%fwﬂoe

% 3,prop.4) j or, Leg ensenbles B
8 7 ,Pror

formant un systéme fondamental de voisineses de 0 éons BY, lecs ensem-
bles B®® enpendrpen. E"  (chep.I, §3), dled E"FE .

11 axiste des espaces de Banach non réflexifs (exerc. 7).

COROLLAIRE.~ 5i & est réflexif, toute suite de Cauchy dans B pour la

topologie faible est bornde et falblement converreats.

En effet, pne telle suite (x,) est faiblement bornée. donec bornée

(prop.5) ; dtaprds le th.3. ¢lle admet Cone nme waleur dfadhcrence

-fqible x , et comme c'est une suite de Cauchysrelle'ccnvérga faible-~
‘menﬁ vers x . : |

Cn noﬁera en,outre gue dang c¢e ééS; on 8 , pour tbute se;i~nofme D
continue sur B , p(z} £ lim.inf p(A ) puisque p est semi-co atinue

E-w¢a¢
snférieurement poa& la topologie faible.
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zzal f@gb éﬁ'am sm;s- Qaea. Dual fort d'un esg&ee guetleat
E’-;t’s:_OPOSITIOE 7= Sovt E ug gﬁe@ de ﬁaﬂa.cﬁ V un sous—-ﬁspase vectozwl

famé &e.E ’app1;ca‘t; on_goponigue du dusl mz‘*t de V sur fesgace

Gm‘men‘b LJ ¥° siu_ dual f t e B par 3.9 sous estzacr; 72 orthopsnal

T A SR H

i a';mlics;cmn*f::ar 0’ gua ¢y dual fort de »z;j/v saz' ie

de B! est une t"emct’"":;,e.

MY

{'_')

11 est sous-entendu dans cet émoncé gue les duals forts de E/‘a»’ sont

T - : & - : 75 t:;» "1 :
munig ce la norde %fiﬁie'par la i’m“m,"ic (d}‘, “BfV et E /4 v de s norne
définiec dang "“oggggﬁ , Gbap.IX, & 3.,0% .

L*a,plieatiz;'; canonique de Vi sur E' V° fait correspondre & une forme

A i : Ty = - @) P iy : -':
1inéaire continue w sur V la classe modulc V- des formes linéaires conti=

nues sur ‘B prolongeant u ; pour toute forme v de ceitie classe, on a par

e S ol ~ i i AT eanda e IRT - §in Sy P ] ) b

i6finition | v Z | wf; dfeutre part (chap.IiI, 82, cor. du th.2)

il S IS R RGP Y T R - AnTinne dana B P 0ant w W S

il existe une forme lindaire v convinue dang E , prolongeant u et telle
il | (s A " - s Jisn b 2anH i 23 2K

Que 55 i =¥ wg ; on g donc juy= ing [g vil , la borne JmC? iteure étant
4 4 L 1 ! 1 14

prise dans la classe modulo ¥V -qui correspond canoniquesment & u , diod

@

3
o

s
ity
=8
o
o)
3
g
o
&)
(S ]
o
s
&
®
o

r

aire continue

B

x! € V° telle que, pour tout x&B , on ait, en dbsignant par x la classe

de x module V , u{x)= L =x,x'>> . On a donc tout d'abord

| 3 » ¢ n

: fx Vi g e e L latxdl — it inf K xl

mi:&:) 5 < =i i x ﬁ quel que soit Xex , doncj a_fx ) < %X I} . inf ix]
;‘ So : o

=§=f - =

la borne supérieure de <§x 'f’}le rsgue x parcourt l'ensemble des

points tels gue i x i < i c*es@;éé~diz~e 1'ensemble dés- % tels que

inf gx{r—y ig € 1 ; comme cot ensemble eomwen‘t la boule fxfig 1 ,0m 2

iu gxfj , dfot  Jfuff ax*i ; ce qul achéve la démonstration. '
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il n'est pas gcertain que' PoOur un esyaee de’ zrechet gueiecncae B,
ls prop.7 {(o& le not “1seﬁeﬂrle“ est remplacb par “1somorphgsm3”}

s0it cncore vraie. Toutefois, on a. le théorime suivent :

THEOREME_4.~ Soit E un espace de Fréchet réflexif, ¥ un_sSous-espace

forné de B . Llespace ce chhet V est zéflexif, ot 1lapplication cano-

nigue du. daal’fozt de V sur &’esp ce auotleﬂ F?’fo du dual fort de B

o

ar le ﬁous»esp ce fO o&shor@nal 2 V est vn 1somozph;sme.,
Efunmr

S

Ltsspace Eﬁf?o muni du cuotient @az.v de 1s ts@aiogle forte de E!

it A SR Mol 5 5t n o D e
Gony 870 és dans B , VX ( pPYOp.o ) ltadhérence forte de B +V
R o
et : Uonco
i an bR e Y e R Y 4 @
g entigue &  (BNV)° ;

convexes bornés et

fernés dans E , BNV parcourt l'e nsemble des @ﬂseleﬁS COnVExss

¥
o earnml s Paihlio BF i ¢ s w ol JU Pt I O P S £ 7
la topologic faible olV.V'; est ideniigue 2 la
v ¥ pav ia topolocic Poibls olBE BV (ghap IIX
Bd DY 13 LOPOA0BEle I8l Dis OlE.5n' j \CligD.1x1l
% S e 7 Lt i e ey it el g e
bo:né cans V est feiblement relativen




| MR o6 2%
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sur v° iransportbe de la topelogie forte du dual de s/v , par l'appliéa«
t&on canonigqus, est telle qu‘mn systome fondumental. de voxslnages ce O
dans ¥° 501t ?ormé des ensemb]es (0+V)° ot C ost un ensexble cont
ifimace canonlqua dans Q/V so&t borade : il est clair que gi € est ae?ne
Agégg E , son image caunonigue dans E/V est bornée, mnis rien ne peract

41aeeirner o priori que pour bout cnsemble borné K (lang EfV , i1 existo.

un ensomble borné dans E dont 1liimage canonique dan:’ E/V contienns X .

YPOSITION 8.- Soit B un espaca de Fpéchet réflexif, V ul. |

e

topelopie induite par 1 topelosie forte de BY . 1tap

du dual fort de e ur 1'espace guotient E/V de 1°

i (puni de la topelegie quotient par V de la topologic oz
¢ E) ;. un isqg@rbhi@me,
. in offet, tout ensemble bomé dane VO (pour la topologie induite pax

is topolerie forte de E') est contenu dans un ensemble de la I

79 . on U est un voisinsge convexe fermé ot symétrique iIes
do O dems © ; commo B ost identique au dual BE" de E', lfensem®lic poisive
4 0~ O . T e
de BYNVY dans E® cst lf“ﬂ tiguec & 1l'adhlrence Porte de U+V , e quo

anssitdt la proposition.

sour les ogpaces O¢ Bunach, on a la propriété plus pré jge suivunbe :
PROPOSTTION .- Si 75 est un espace de Banach réfloxif, ¥V un sous-

vestoriel ferus de B , l'espace de Banach guotlgnt E/V cst réfiexif.




i
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En effet, la topologie incuite sur v° par la topologie forte de e i

est slors identique & 1a topologie transporiés de 1a topologis foﬁte'_
du dusl de :/V (prop.7 ). : A

5. Continuité forte et continuits faibie.
PROPOSITION 410.- Soient B ur_cspsce de Fréchet, F un espace logalenent

convexe, v upc application linéaire de E dans T ; pour gue u goit forte-

nent continns, il faut et il suffit gue u soil faiblezent continue.

lous savone déja gque la ccmdition est nécesisaire (chep.I1I, 23,

cor.4 de la prop.2). Inversement, si u est faiblenent convinne, elle

o

400t ensemble faiblement borré dans E en un ensenble faiblie-
ment borné «ans F , et par guite {prop.5) tout ¢nsemble borné dansg B
oz un enseible borné damns ¥ , ce qui montre { 2 1.prop.5 ) aue 1 est |

fortencnt CcoOnTiInNuc. |

dtune arpplicatiion lindaire continue.

PROPOSITION 11.- Soient E et. F dcux espacoes de i'ré.chet, u une applica-
e AT ETRTE T TR =" 3 e A 4 BTN AN TR I I TESCINd SITAWT IS ML e P e e =g

e

e

k
lindaire continue de E dang F ; la transposée “u est une o

tion lindaire fortement continue de F'! dzmg E?

0
En effet, 17imsgze par u de tout ensemble borné: cans E est un enssi-

bie borné dens F , d'od la proposition (chiap.I, 33,prop. i1).
Loraque E et F sont des espsces de Banach, or peut préciser ce

véaultat de 1la maniere suivaigte : on 8
L £ ai "
(4} fell= izl
on effet, or a, par définitinp

f : £ i t H i ' {:‘ g f.._ ,_‘ i Pl { - 7, i B
i “uf= sup u(y’) i = sup §<:X:- u(y 1;%“' Sup ICMX)J
¥ = 3 } 5 & i ¥ 3 5 3
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-clécation iiné

50%52LAIBE,- S@it 7 une_a; aire:defF’-danS"Ef';j ivest

faible ent continue dans A elle est fortement continue. _
En effet, 7 cgt alors la tz anspoeée de l'applzcam;on falblﬁ&vnt eentim'
npe~-u = tv de E dans 315 conme u est fortenent conbinue {pzop. ?o),
;QT.~= : Eu e t for‘he"‘ent con‘bu.we. -_
<Sl T est fortement coailaoe et si E est T fl exi f,Av est.augéi
- faiblenent ccgﬁvﬁue {ﬂh@n.w&l,éjﬁ,ccz,4 ée 1a

guec E n'est pas réflexif aigaifie précisimoai qu’il"exiﬁte des

PROPOSITION 12.~ Soient E et ¥ doux gspaces de Banach, U une application

aire continpme de E dans ¥ . Pour gue w(B)=F , il fant et il

1ind
que’ “u spit un isomorphisme fort de F! dans Ef .

En offet, pour que € soit on isomorphisme fort de F' dang B,

41 faut et il suffit que pour toute beule fermée B de centre 0 dans F

Dlapris la prop. 5 du 1, ecela équivaut & dire gue u est un honmemorphis-

no.de B sur ? .

PROPOSITION 13.- Soient B et F deux espaces de Fréchet réflexifs.

9

si v est une application linésire continue de F' sur B! , v gst un

heomomnerphisms {fort et faibl&} de P! gur Ef, et sa trafigposée u =

i

4
Sy

eat un ison norphisme fe@t de E dans F -

On sait gue u est une application linGaire continue {prop. “J) ot
biunivogue (chap.I, §3,prop.14) de E cans F ; il suffit de prouver gue
Q(ﬁ} ost ferad dans F

;- en offet, il en resmltera que © est un isomeor-
nisue de B dans P ( 3 4,%h.1), ot comme F est réflexif, que ¥ = u




NBR O1¢ 6
- ;;t., - "

est un homomorphisme fort de F' sur Bf (th.4) Or, soit b un point de F

adhérent 3 u(B), et (u(x )} une suite de points de u(E) tendant vers
b : pour tout yP€ P! , la suite <u(x ), y'> ‘61813 vornde, donc la

3

o

snite 4? , baly > cst bernde ; mais comns xi:= Suly') peut 8tre
pris 6pal & un poznt guelconcue de Ef en vertu de L'hypothése, cela 8i-

rnific gue 1z suite (x ) est bornée dans E . Comme E cst réflexi

sémble dos %, oot rclativenent faiblenent compact 'th.3), donc la Buitle

55
- : - . < A
(x_) admet uac valcur 4&'adherencs Paible a €&l ; .ontrons gue ulai=b ,
ce gui étab lira la proposition. Or,; u(g) est valeur Ciladne

dz la suite (u ’x:ﬂ)) dang F., puisgue u est faible nent co

la suite (U{Xw'}) converce fortement vers b , elle converge 1s iblement

(A

vers b , d'oh (Top.gén., chap.l, ¢ 6), b=u(a)

PROPOSITLON 14.- Soiont E et F deux espaces de Fréche ©,

7
PN W

(n®1) de l'espace J{ (u,F) des applications 1lii\Gall

£

lans F ; 2lors l'ensemble 'H des trangposésse des applicaltions

est fortament éguicontinu dans F!' .

T1 faut prouver qu'étant donné un voisinage U de O dans £t (pour la

-
0

" topolegie fo “te), il existe 'an voisinege Vv de O dans F' (poui’ la tops-

forte) tel que les relations y'€V , u€H ontrainent uly? Je U-
Un peut toujours suppeser (par définition) que U:BO s on.B eet un
enscmble borné dans E ; la relation xtu(v’)eb"" signifie zlors gque
v(y*)>l<1 pour toul xX€B , c“estow-dlre }<u(x),y?\%.;;(:’é

tout xeB . LT, ltersiymbic H étant bor né par hypothise dans

o p—
2 I\
i (5

\J

F), ltonsenble C = iJ u(B) est borné¢ dans F : en effet, pour

&8
i
=3

tout voisinace W de O daus F : l?snsemble T des u tels que u(Blc ¥
ost un voisinage de O dane c{ (8,F) (pour la topologie "E”:q} .

donc il existe A& >0 4ol tue HEo AT, clest-i-dire u(B)c AW
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guel que soit ued . Il suffit alors de nrendre ?%CO pGuf avo;r-

‘<Qu(x),y*>§<;’i quels que soient x¢B , ugH ei: y’éco

PROPOSTITION 5.~ 501ent Begt F dﬂux espages do Fxéchet, M une Qarﬁze de

@éj(?’ Et) formée a*angl;eatlons llncalres 1a1bfeaent ccnthues de F!

aa dens B . i.ﬁ est _bornée pour la tonclople ds la convergenee szmgle

dang B! M.est équicontinue (eﬁ par su;te bornze pour is tap@l@:l@
de ls conversence un1fogme deasg les parties berncs éc Fry,

En effet, soit H l'snsemble ﬁcs t?aaupo sées Qes epplications ‘vﬁfﬁ.;.
comze M ="E , il suffit, d'aprds la prop.14, de prouver que H est
bornés dans d?(E,F), ou encare que, pour tout & E , lleonsemble Hiz)

x), of. u€H , ost boraé dans F ., Pour cela, il suffit (prep.3)

pea D Ll s e : v / S 5~
de montrer que pour tout y'e F' , lfemsemble des  ulx),y! >
i 3 i > "‘ n T ; hS 7 {:r 'l 4 ”_Hv"'v.
berné dans  lersque uv parcourt H ; comme f’vf &k yL > = Lix; iyl ) D

G Sl

cela wésulte de lihypothése gie M est bornée dans @O{F’ E!') pour 1

o)

topolegie de la convergence simple, puisque ¢y rarcourt M lorsque

¥ parcourt H .

Exercices .- 1) a) Soient 7 un espace de Fréchet, E! son dual. Hontre:
g . - S il s i rid
gue sur E' la topologie faible n‘est identigne & la topelogie €
. : o
de la convergence compacte que 8i E .est de dicension finis, et la

topologie ‘5; n'est identique & la topologic forte que si tout
ensemble borné dens E est relativement conpact {of. exeTe. 5y

b) licntre er que pour la bupalagle g? et pour la topolecie

¥ (E!',B), l'espace B! est complet (remarquer que teute limite d'um
filtre ds Caﬁéhg est continue sur lLoute partis compacte de Bj.

i1 %? la topolegis 1la plus fine éur E' qui, sur tout eusembl
borné @dans B! , induise ls néne éepeiogig‘qus la topolegie faible.
Seoit W un ensemble cuvert gour: z , contenant O . Soit {p_} ume

n
sgite evcxssanue de semi-rormes aantlnuos dé inissant 12 tepoles:
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'2) 53 dans un espace de Frechet E il-eziSta un ehsemble dénbmbrabie;"
partout denss {pour l¢ tege&egie ferte} mgatrer que, dans E' - 11 exis~ -
te un ensemble-dénoﬁbrable @artsun dense pour la topologie falble' >
'(selt (P ) une sulte crazssant@ de seni-normes définlssaat la tép@?eglﬁ'
de B , ot s0it o, l'ensembls des x€E  tels que P, (x) < 1;3., montrer
d!abord qﬁe 5 C {an} est uns suite quelconqan de points de B Ll exigte
ianaﬂ.ﬁz. Tne suite b’) tslle que; pcur.uau% xﬁé’U tout e ;;0 &t
téut aﬁtier'm s i1 exzste wa indice k tel’ que sgia",x*Jb*:>k§s

pour 1€ig¢m ;.-en dadLiﬁe jutil existe dams 3 un ensenble. dénombra-

oL ;
ble dense psr rapport & U. pour la topolozie faible ; conclure en
5 2 5 & E oy f e >
&, O 5
renarquant gue E! ost la réunion des U }.
I3
5) a) Scient ¥ et B deux sous-espaces vectoriels fermés dans v

espace dc Fréchet E ;, dont la topologie est définie par vnz suite (p.)

ne les relations =xe€M , pm(:x;)z'l et y¢€N entr:i
(utilissr le cor.4 du th.1 du 31). '

b) Montrer gue, si B est de dimension infinis, il existe aans'E
deux seus-espaces vectoriels fermés U et N tels que M N = $0}

&

et que MHF ne soit pas fermé (@6 remensr au caes ot il existe dan:

o

E un ensemble dénombryable partout denye ; -montrer & l'aide @e ilexerc.4
gu'il existe dans E! un cnssemble dénombrable (a;) totel ‘pour la topo-
logic faible et libre. Soit ﬁ@ lc sous-cspace orthogonal & l1l'cngsm-
-ble des é;, d*§ﬁéice g 28, Pg un supplémentaire de ¥k+§ par
rapport & .V, ; choisir dans"Pk unc base de doux Sléments Xp,¥y

do sorte que si'M est 1ls achsrence Gu sous-espace engerdré par les x.
X 1tadnérerce du sous-espace engendrd par les y, , i ot N répondent

4 la guestion ; on utiligera a)) .




. '23 , - .»
6 i eit zm esnace de Benach, hontzer que, st ll emste un ensemble
'aénombz‘able partout dense daas 1e dual fort Ef de‘ B . 3.1 emste tm
encamnle iénombra’-b},e rart:ut donse cians B (Lour 1a topolog,z.e forte}
-(31 (a') o8t une suite de points de 1:1 sph x’ﬁ =1 , dense daps
'cet‘ce sphsra s 8% (a b uns saﬁ te de po:.zzts ge B telle que E{ é..‘i

5

et 'i 8 !; ? - mcni,ru que l’enseﬁole des a,n est oOGdl dans»&e).

=3 a3 3 i e ,n z e el S
-7} Soit »-;-O 1e ucuﬁ-aggi:&ca Permé de liespace - ejﬁ (ff 7% & des
fite i z % Eol e, g oy 3 = 7z
suites X =(xz.) de nombres résls telles gue 1lim x =0 (e_n.aa IIT.
n 2 s ;
gé 4 vwoarn 5 3 :
oAy iy cXer.>) .
LS -
% * a2 o ey el % o i i B4 e e
a) S0it € 1ls puite (x ) bslliec gus x =0 pour men ot 2 ;
P ¥ - pFES o e
Montrer gus licnsembls des €, est tetal dans f’o . Bn déduirs que
o 2
4 - oL
o « e Pl s A5 ¢ gt o L i e Bl
le dual fort de é‘ﬁ est iscmétrigue & l'espace ;*(y,;% ) formé des suites
- oo .
o 1 3 L PR D, A N = == g Rt Sl
% =(x_) de nombree réels telles que 5 |x | £ + ©© | muni de ls
n oo 2 Gyl on} > s
i i (e N=0 /
norne Bl = : %
norng t,s B ey 1 ‘“3’1% -
: B= 2 1
o s S e 4 i g 2 b oA ey { i,
b) Hontrar gus llensemble des €  est total dans [, (N ). En
L&
2 <
2 1 3 A R -~ gf kil i Cid 7 4f Shllit e
déduire que le dual fort ce [ 1 N) est isomorche & & (N , K
P v -
i L , S O 7 a7 e LS 27 G i i EE
@dontrer que, dans R\l B R }, i1 nlexiste ,09 d'ensenble dénem-

CZD
@

e

i)
3
Pt
1)
03]
)
e o
W
ﬁ....l
&
]
9
{n
in
W
et
=3
0
=T o
&
=
[
<&
o :
]
st
B
=
(4]
s
3 [l
o
tt
Y
(4]
]
&
)
)
o]
by
:
A%
(Y]
o
Q.,‘t
0

. o
d) Dams o '8 }, consicéréd comms dusl de SQ , montrer gufil existe

des points de la sphére § Xl = 1 par lesquels ne passc aucun
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=~ @2? = ‘

e Sﬁ'f"‘zzﬁ tels qus t<x“ 54 x’> 1 3 . m@ntrer qws les ensemblgs@

A S 7*‘ engeadren“ unr ?l£t78 de Gaaﬁhy pour la toy@legza fez%e sar &)

8 5%

a} Seit B un espace unlfarmemcnt convexe, ﬁf un. flltre sur B , £ai-
blemenm convernent vers x} _ﬁeﬁtrér que'sz llm.lnf & = = = fiz_ |
{rcuiq. iim , g % f= g}*, . ast fcrtement adnérent & F
(roun. 1imite ¢orte o & ). | '

@}-monszr guc si B @s an e:gﬂce ﬂowme unlfexmcd ent- convexs, v un

. - e ke o oy A5 v il ™ 1 = o S - o P
soun~espace vectoriel ferms de B , ¥ et B sont des egpaces

S el
VLY CYBChon) COZEVGJ’..’J’S .

enmible harnd ad manlatiemeant Portoment eomMnac
COUT eneenpliec poTHe 85k elotiveneont forvenenc COMDacy.
AT L R AN B RT R el
£; - m '} - g o~ T g 32 on s ord ¥ EA x
=) £i un espace de lientel est normable, il est de Gimeusien Iinie
(o -~ - >4 p ot e 71 hE e <l P
b) EBontrer gue 8i B est un espace ae Montel, tout ensembie DOFAS
B o s i b T o e £3 - " E - VYT <1 — 12 %
dans sor dual E! est for rement relativen C compact dangs b’

c) 1>4trwr que tout espace de &Qﬂt®7 est réflexif.

d) Tout sous-ospace fexnd dfon

Montel ; tout produit diune
&

get un eﬁzaee de Hontel.

fort de B , qui est iscmorphe av dual fort de B .
Donner un exenple od il oxiste dans E!' wn engemble faiblement

borné peur la tepolegie o{BIE), mais 100 fortemont borné, ni par

suite gcuicontinu (prendre peur B le SOus-SSDace novmé de C
(excrc.7) formé des suibes (x,) n'eyant gu'un nombre fini de

texmos non nuls).




%5

AR Ol

o

o

E et F deux espeées localement convexes métrissbles. lontrer

ient

-

17) So
qusisi uno 3P

ézive v de B daps F est un hcmﬁmerpbigme

ion lin

iicat

3t au

3

ssi un homencrph

sme Port (se ramener su cas o8 © est

gig

iblie,

a

BN 1S0mOTD

remarguc? gu’on a alors

3

v
[t

e Taible de E dans F

LSH

i

%
£

o

o

By

s

Pl

e O
i ]
Y
T
- %w_
N O
2

@

58
sy @

dra A
W Gy
i
: m.w (¥
.S ,A
Yepd s
oy O
5

o

B
200 g
o (@)
Lo R X
.- 12
. E Jn
. )
o
(@)

Camy T
[T
St D
b

i

£570
S0

4onm

e

e
0]

e

[47)

vl

P

wh

&S
£
;‘

s
e

e

roloncer v

tp

i
SR,
7

P

-

gane

£
&
e

7

fermd




“

- 42

e

\(;‘

f) Danner un eyemale oh B cet com pl t F nte st pag comnlet éu.est an
;somorphlama falhle do Tt dans B mais non un lsomorphisﬂe fort

{ mllscf lfeyere 2 du, chap 111, §2)

20) Hontrer gue i vn espace de Banach E est tel ng l¥éspaeé do-

Bapach B* s0it réfleﬁgif. ; B est réflexif .{éox'zsz; isrer E CoMTS SOnS-

e
ot £

-p’v I

vectoriels de

et o e e BT e s b o C
llontrer gue poux

» dudnel B de B

montrer que 1! (.c(méreaee i"axme de VN S dans E' contient




/ - 130,~ z - :
= ﬁaé bOule'de centre © et de ragyon k (sozt x’e B! n'appartenant
pag & 1’:403(102‘9111}8 *"ainle de v(’t 8 , o soz.t “x' [[ T montrer

que pour fout e >o 51 ,..mste x€E tel que su8ns‘<x’x’ >¥
.s(rﬁ)ﬁ g et ze*ﬁ tel gue ﬁx%-z = % ‘L x,x;>s

=

: c:) Montrer gue, pour que V soit m _n'zﬁal,’ 11 faub. at il ~Quff3‘_t gque;
rour la topologie o(B,¥), tout ensex wble f’orte'nont oai‘né dans B g0it

z?olativcmeﬂ'a c.@ pac» {pour voir gue ls condi_%z‘:cﬂ g5t nuccsaai‘ .

=l

o : - -~ < ~3 rr.ﬁ q P ey - - » I - 5~ - Inf '2.
remarquer que d'aprés a) 3t 1l’exzerc..22, la projection fie,f B sur

Fost

. 7 . : : e s
parallélemont & V- est un isomorphisme, et que E“j ¥ est le dua

de V ; peuvoir que la condition est suffisante, utiliser 1l'exerc.21).

d) Hontrer gue pour qulua esz_:-ace:— de Banach E esoit isomorphe

)

{fortémeont) am dual d'un sspace de Banach F , il faut et il suffit

"

e dans E!' un sous-espace minimal ( (utiliser- c)).

<t

1 exis

i

ga!

Is

50it B un oppace de Fréchet, %"f un filtre faiblement conve:

24.)
‘pent dane le dual B! , ayant une basc donombra’rle LBn} . Hont

( Ter
gu'il existe un des cnsemsles Bﬂ gul est ‘born e', dans B¢
{appliguer le th., de Baire sux ensenbles pc}}air’*s‘ B;z ).

25 Limites indvectives d'espaces de Fréchet.
4. Définitior dfune limite imduc cmve d'espaces de Frechet.
Seit B un ¢space voctoriel sur le corps R (zesp. C ), _{zz’;m, }? . ane
suite strictenent croigsante de scus-espaces vectorigls de E , dont
chacun cst zwni d'une topolozie %” pour laguolile il ost un oopacs de

Fréchet, ot cui L:.s.Lax,‘c aux ecndltions sulvaates -

SISt &

\‘z ) B st réunion Ge la guite (B ) .

A

% s 25 i : = i‘ - = fr"::
) La tevologie induite nar ‘gﬂﬂ s E_ est identigue & .
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4
cela étant on d;t gulune fenctwrz namémque u défznm at continue

o

\\l

_éa.nsv G ,-e 5t une .;or_ctmn £ support compact s'il existe un engerible
compaect Ko G tel que u(x):O pour x %: K . L‘ense"xble des fonctions
eontlzzues'nwncmques & sup;oz't cor:mact contlnueu é ns G est un es*ace
"i{octoris}f c/gé (¢). Pour toute for.ctwn o g% {'G) 3.1 existe un - indicd
n 'té;. que u{z)zo pour X %C : dégis Tnons par Laﬁ ie sous-es mce YeC-

toriel de JZZ;(G} formée des fonctions u.llcp aans é; G , ¢t munissons

s

£ do la ’s':;ppiogz_e %E ée la eouvergence uniforie dans G ; 1o

en tviden-

A‘,O g:s

l*ax,ome (LI )Z) de fa

te, car si uhe fonction ué€ E - est "celle que éui,x) é & e daus Gy ,
on & aussi ilua u(x) i( e dane G tout entier. Ceite mZue rema aYQUe Drouve

gulun £iltre de usucmgf dans L, cenverge unuorméneﬂ? non seulement
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inductive de la suite {En}) extraite de la suite (B )
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QPOSITION 1.- L'espace E gsat sépazd el pour tout n
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induite par € sur E  est identigue & .
Fri et g B ; D

dlous untiliserons le lenme suivant

U
Lenme .- Soient E un espacg loc nlement convezxe sépard ¥

-y Ao pmad £y o i+ i) b3 ¢ o a1y O LAITY P P o £ ey Yy »
voctericl ferné de B , V un cnsemble ouve 2t convexe dapg ¥ , X

est Permé dens F , donc dan3 B ; il existe donc un veisinage ouvert

convexe W de 0 dens E tel que W/ F ¢ V ; montzcus que si W est
ssez petit, l'enveloppe convexe U de V et de W répond a-la gnestion

En effet, U est l'ensemble des points AxH1-A)y , ob xXeV , yel

et O Q;ﬁu < 1ol v4F , le soul point du sepment joignent X &

gui soit dens F est le point X ; au contraire, s8i ye &, on &

yEFN WV , donc tous les points de ce gegment

prouve bier que U NF=V . Pour tout x&V , soit

vexe de x ¢t do W ., L'ensenble S_ est réunion du

de
- e
les homothétiques de W par rappert & X dans un rapport ¢ tel gue
X

0 < g_<é 1 ; le complémentaire de x dans Sx est
Or, U est rdéunion dcs S? iorsgue X parcourt V ; tout point de U n'ap-

partenant ras 4 V oot donc intérieur 8 U . Diavins part, =2 eV

i1 oxiste . A >L tel que y = AxeV ; par suite x apparbtlent & 5/
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