REDACTION N° 105

COTE:  NBR 015

TITRE:  E.V.T. CHAPITRE III (ETAT 3)
ESPACES LOCALEMENT CONVEXES

ASSOCIATION DES COLLABORATEURS DE NICOLAS BOURBAKI

NOMBRE DE PAGES : 35

NOMBRE DE FEUILLES : 35




WRf

up

L

8

N2
L

AN
.

&
:

NER 01§ 405
- 62 =
ESPACES VECTOW EL3 TOPOLOGIQUES

T - W -

CHAPITRE ‘III - (EBtat 3).
ESPACES LOCALBMENT CONVEXES

i ommaire

Espaces localement conmiexes réels : 1. Difinition d'un espace

localezent convexe. 2. D&finition d'un espacs localenoal convexe

par les semi-normes. °. Complétion d'un espace LOG@j?mvﬂﬁ

2 =

produite d'espaces loc:lement convexes. 5. Applications zultlli-

néaires continues d'un espace localemeni conrexe dans un e3pace

Yt
(%)
£
et
(4]
L]

> aent convexe.

Engsmbles convexes et 1ariGtés linSaires dons un espace localenent

convexs : 1. Enveioppe‘eonvexe d'une partic 3f*un espace localement
convexs. 2. Ensenbles convexes et variétés lirdaires. 3. Prolon-
genent des Tormes lindcives continues. 4. Polintits extrémaux des
encembles convezes compacts. 5. gpplieation : dérivées deg Tone-
tions 3 valeurs dans ui. espace localemernt coanvexs,

Duesl f£3ible d'un espace: localement convexe : 1. Topslogie faible

sur up espoce localemert convexe séparé. 2. Dual d'un espace
guoticat et dual diun . fous-espace d'un espacs localcment convexe.

3. Bnsom bles seni-polalres.

Bgpaces 1eca;§ment.eqﬂiexeg complexes : 1. Bspaces veclorisle
topoleriques complezes 2. Variétés lindairss et formes limbairzes
Gong wl espace l@@al@mént convexe complexe.

“m 4w S LS En v e =3




v &}
CHAPITRE III (Btat 3)

ESPACES LOCALEMENT CONVEXES.

1. Espaces localement convexes résls.

1. Définition d'un especo lccalement convexe.

QEFixiTI"‘ 1.- Un dit gu'un espsce vectoriel topoloizigue B gur le corps

?2 est localement convexe s'il existe un -y steune fondamental de voisi-

naczes de O dans E formé d'ersembles convexes.

Y B Py P P S = S e 3 i v 2%
Digprés 1: prop.3 du chap.l, @1, s8i B est un espace localenent con-

@

sl e gl - 2 i i 3 o] e 2 ste g s Y
vexe. ¥ un ‘roisinare de O dzns E , l'intersection de tonte droite nomo-

% 3 = 4 it - RIS D T o B oo -3
dit. V enrendre E et @ est 1oint interme (chaep.iIl, 21,n%5) ds V
ST SIATSIRNRY. TSI —-— B il -
I U : 3 £ 1y 2 i 2 s = BTy oy g
Diavtre par;, V¥V N(-Y) est an voisinace convexe et gymélrigue de O ,

denc les vo.sinases convexs: et symétriques de O Torment un systims
fondamentel de voisinages de ce point.

PROPOSITICH 1.- Soit B un espace vectoriel sur "R . Touic base de

=t

iltrs %; sur E invariarte par homothétie, formée d'ensembles

ecnvexes.'symétriques, enrerdrent E et tels gue O soit point interns

de chacun d¢ ces ensembles, est un systéme fondamental dc_voisinaces

de O pour vine topolosie dlespace localement convexe sur E .

En effet, il suffit, on reiscn des hypothéses, de montrer gue les
conditions ‘L") et (L“ ) de la prop.3 du chaep.I, .3 1 sont renplies.
Of, commo tuu% ensemble ¥ € G;‘ est syaétrigue et convexse, la rela-
tion xzZ €V entrefne A x€V paur tout A tel gue Efkégﬁ -
Dtautre par:, V étant convesc, on a par définition V+V = 2V., done

1l condition (sz) et saticfaite en prenant W = %-V :
Sxen 1Q§,- 1) L'ensemble (Eé de tous les ensenbles convexes

syuotr.ques, emgendrant E et tels que O soit point interne de

chacun de cos engsembles, d46finit sur E une topologie dfegrs =«
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Un systome fundanenhzl d.e volsinares ds O dans g est formé des engem-
bles définis par les relations 4p'(x) <h,oh BEL et L0

comme p(x- < p(x-y)+p(y-z) il en ,rééulté'aussitat que- les fonctions .
p(x-y) forment un emsemble d'Scarts (Lop.gén., chap Jr. S 1} aoi;.nmsam

la structure uni,forme‘ correspondant & f A;' en part;cuue toutes les

semi-normes p & [ scnt uniforméuent continues dsns E .

de 1" ‘me diffdrent pas paz un fo,ctear donstant .-
S particulie?, 1a. définition des espaces normés sur R

3) montre gue ces es;paces-ne_scmt aztras gue lss e
S

xes définis par un cnsenmble de semi-normes

canivaut & 1o spivante - pozzr gae A goit borné, il fout et ii
<+ oo pour toube soni-norme peE L’ .
ue I soit géparé, il faut et il suffit que pows

une semi-norms p 6.-’? telle gue p(z)#0 .

2. Lomplétion d'un espace localesent convexe.

S0it & un espace localement convexe séparé E , |° un ensemble ds

2
Ry

.. ¥ ; s 5 vﬁ
semi-pormes définissant lsa ‘copa.z.ogie de B ; lesg fonections de [

-
¥

sont uniformément continues dans B , 56 prolongzes:.t par continuité au

~ 4 P

b 1= 7 . - - 3 hocrmtbls 4
compiété & de B (lop.gém.,chap.1I, § 3,th.1) ; soit L' 1llensemble de

ces fonetions pro .ong’ées. Dlapres le :{)I‘lh(:lp“ de prolonzencnt

BT

zalités (Zop.gén., chap.iV, € 5), les fonetions de J' sont des g

noymes dans I ; en outre, si pour touts gemi-norige p € Y Dbt e
o
prolonzemont de p 8 E , les fcnetione ﬁ(x—-y) fosz‘memt un systone

d!éc rta définissant la structure wniforze de B (Pop.gén. , efcdz;,uz“; 31}3
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6-‘ ; - i 4 h q % .
I est done localement convexe et les fonctions de 1 forment un ensem-

ble de semi-normes‘définiséunt la topologie de_ﬁ 4
,‘PBOPOSITIOE 2.~ Soit & un ospace lbcaloment:convexé gggplet; géfini par
un sn§emble de se#i-ﬁormés”ri? :8i (i )} est une fanille de points de @
tella»guez pour toute senl-nnrme P eff ,'la.SOﬁmB' %;_p(xg) soit finie,

lg fanille (x ) est semmable dggs B
i En e¢fet pour tout a:> O‘- il e iste par P”Dotacue ‘une partie finie

ne renconitrant §as'Hﬁ , on ait . ”p{xh} & © ; on en déduit
15 géi}"i (] .
of . 28 gZi p{x 3£ e , d'oh 1la proposition; en vertu du cyi-

4. Sous-sspacesg vectoriels, espaces guotients ot espszes produits
1

£l est clair gue tout sous-espace wectoriel V d'un egpace localement
cst un ensemble de

semi-normes définissant la topolcgie de B ’ les reutr*otzons Ges fgr

ticzs de [' & V définissent la bopelogie de V .

2

De méme si ¢ est 17 appizcatwon canonigue de B sas l’espuc% guotiezn

Ti? , pour tout valai@aga svmesflcue et corv@xe ﬂ d@ 0 deas B {i}
st un ensenble convexe et symétrigus i zfv (chap.I1I, &1,2xe prop.2)

0it point interne de g{ﬂ} (ea an. 17,

n
LAY
&

ﬁﬂg?agzaﬂt 5 et .gz gae O

)

295} ; denc '$f¥ ect localement convexe. B outre, 8i p est la jeuge

dw U , pour tout & € EfV ., 1llensemble dos JLZ>€) tels que k zeq{if}
2 ? ;

est ‘iﬁea‘bi@a& & 1'ensemble des A >0 tels qu'il existe x€E pour

leguel Ax&U et @(xjwz ; il en fésulta que la jauge de ¢(U) est
donnée par la formule . p(z} - 1nf P(X) ; la topologie de E/V est

§e(z
done déf&mi@ par l'ensamble das seml-nammes D ; ob b parcourt i
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La corndition est néeessaiz@, en effet, par hvpothésc, pour toute semi-
norme q de T ob tout a > 0 , il existoc n nombres a; > O et pour chaque
i une semi-rorme p; do B, e gue les relstions D, (xi) .o, (1€ign)
ertrainent ;(u(xT,...,xn)) @.u ; en part;cu1ler, les relatlons
p; (%, )-rx,. (1€ i<n)entra£nezt alulz,,...,x, ))£ . liais alors, pour

tout point - (x,,,...,x j € T.f B, tel que x;#0 pour 1€ i€n , consi-

3
2 s . @ X
e 61 %y asXs mEm) e
Q-J“Oﬁs PR e '?G:.ZEE = } : (-v-;: } 3-:.: n?-m:(—a-n_jj 3 g.&’i 2 ‘Qi\ ‘z -}}—.
: Pyt Pol %, Po\ ¥y Py (Ei
¥ . - P b, 5 4- 4. & -.‘3 - Sy - - o
et ¢omme u est multilindaire, on a la rslation (1) avec
T o 5 % iy gt eteg i BT Sl
a = e La rvelstion (1) sst évidente si Xx.=0 pour un indice i
Vi 2 2 n A &= 7373 Tj_ i‘l"ifs.
R D au meius
T - e 1 s rd 3 .~ -’
Héeciproguement, supnoscns cue la corndition ds l'énoncé so vérifice,
- b i e it ol ns e T
et montrons gue u est continve en tout point (e¢,,c,,...,e ). Or peut
- P Zz
égrizre '
[ PRS- N ,?h
=1 SR S S R i LAY
#44 "g,'g g« ;.‘2’:,7'15"‘«;,26;5 33 &8 .Cv? }-‘cs 2{;{ L?_%‘u,% 2. :'G:i i ;Xi 6'; :j{i_';." 3 v+ :o‘sﬁf
- - - x . ; > - £ 4 b S 4
= i e e o - T e H ” 4 o e £ - - o $ i
LES Conoiticas B 5»@7 & T {3 ‘i: z..:{l 11} ontreinent I i,"i )g _;’D(i?i; > i
g A e = '
dicw, en vertu de (4
"
7 come ek,
gfuie e X:-e X x ) ar {p.{e. }rj
d % R 3 s 2 & - 3 et . ¥ o . % s i 1 =, a
12 Fge) ) 4 9] bop N éﬁi i1
- S s g e i
et Linalement
7 ;
AR 7 it GG e o By et s AL il
- % % - « 2 Y
glels, ;... %, 3= ule,,...,C J) & ner | | ggﬁxei}vu}
(=4, i 7
~ 3 3 = 5 man = - P
Comme le second uembrr de cette velgtion tend vers © avee r . ils propo-
- o il s - 2 T A
gition est démenitiés.
( i) = 2 <o A R L : 5 esage i < Crp e e
COROLLALERE 1.~ Pour cue v goil conbinue, il faut et il sulfil gue,

7 : &
fet, la conditicn ost évidemment n“ﬁ@S””if% ct la premiére
pavtie de iz démonstration de la pmp,} montre izwarsemen't gue cetie

condition entyaine ia relaticn (1), doxne la vontinuité de u .
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COROLLAIRE 2.- Seit ¥ un SEDE. ce loealement eonvexe. Pour gu'gg forme

linéaire x'- sur B soit contirme, il faut et 11 sufsit qu'il exigte un

voisihagge‘ de 0 dang & , dans_loguel x! soit_bornée.

I‘ktOPObl’.i‘wH .- Solent g gt g’ &eux'tapolegfiess d'espace localsment

convyexe eqmmti’bles avee is ctrueture d'espace vech toriel de E ; ot

définies respectivenent par deux enserbles T° , TV de semi-pormes.
Pour gue ﬁ ‘seit moins Pfine gue- ¥ , il faut eh il suffit gue,
pour_toute vs@r;i-g@gm& el | 51 oxiste une semi-normg g € 1 -
mombre a > O ::els. gue 1'or -ait identiguement |

4 P Y e e < A | el L Sttt e ) 1Nt de is
En effet, cela exprime gue liagpplication identique de E ; muni de 13

: 3 9Et G’é’);.’i; J,J'J‘;

g

2 > > b 1 .ﬁ
nent convexe B est définmie par 1! msemble L
gur B ¢ zi@. IS5 Pour ‘é . Bn efiet, 81 G est définis par un ens
7 é{ o - i "(”Rﬂ,‘, 3 i : i e l t0 T mrrd e
’ € gseni-pormes, on & | ¢ i(., » € qui mentre que la topologis
it 4@

définie par T’ . ©st plus Tine gue € ; elle est dlavtre pars
moing fine gque © ,d’apz*ég le ocor. de la prop. 4 .

5, - Soient & un espace logalement convexe ; P Bre seni-norne

o

a::@ntinue'daana 5 , g une i‘anctwn Convyexs pasz.,mvemzens lnam» éne dens B

£

ot _telle gue a.a(xz) € »(x) ¢ ba{zz} (0<a £b). 8pit B, (gesp. B )

5

1'eneerble des x€E telg gus p(x) @‘i (resp. olx) < 1)




Ao

5, (resp. 5,) 1'ensemble des x€E tels gus p(x)=1 (resp. q(x)=1)

1l oxiste un_hoaéomorphisme de E sur lui-mémo travsformant B, en B, et

5, en 8, .
. a(x) .
FPour tout XE E , soit y=o(x)=x sei p(x)=0 , y=p(x)=x Gy 5t p(x)3#0

Par hypothdse, si p(x)#0 , on a a(x)f0 , et p(y)=a(x) ,
2 : p(y) |
r) = K= ce qui montre que 9 est une
Q(}') (Q(X))/P(X) ; Alok x =y 05y o q que 9 a
application biunivogue de E sur lui-méme. D'aprés la forne de l'applica-
tion véciprogue de ¢ , il sulfirs de démonirer gue ¢ est continue. Or
il est immédiat que 9 est comtinue en tout point x  ob p(}‘io J£0 ; bor-

3 4 Y By - g > < nf m Feumdy
nons-nous doac au cas ob plE )=0 ; on & p{x)-9(x,} = x-%, si plx)=0

si au contraire p{x)F0 , on peut éerire

r'&‘,«:-' N o ¥ . = &
afoh, LJK@{A,vap(xg}} = p{z-—xg) dans lo promier cas, ot comme p(x_ =0
plolz)-elz )} C a(z) {x-% Kl 3
BiPiEj=ql 5 S =Y F‘X"l‘xg} :{; g P{X*‘XG!
Pl ¢
dans le second, ce gqui établlt la continuité de o . I1

appligue 5, sur 5, et .82 sur B, , d'o# la proposition.

COROLLALRE. - Dans wn espage :normé sur TR, soit & un corps conve

borns, dent ) est point imtéirieur. il existe un konméomorphisme ds B

gur lui-mBne. Lfaasremws A en lz boule formée B ; i x < 14
£ o
@ ,IQQ’E‘

it
:a}i‘,zé:;‘? .

fu £fet, ‘vl;yp%‘taese entraiine que A contient une boule do centre ©

L=

el de Toyon o | ot as’c contes'u dans ume boule de centre O et ds =

ar 1o jJauge p de A , a.p(x) < 25 Kég < b.p(x) et le coro
ot d.e 1 proy.. 5 .
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PHOPOSITIUIJ 6= bo;ent E et ¥ deux esgaces locale'nent convaxes, et sgit

oéj (E,F) d1'espace vectoriel des applications linéglres continues de E
dans F . Pour bout onsembie G de parties bornées de E s llespace
c€ (14 v 'num. do la togalogie de 1la corvergence uni forme dars les

onsembles de (& , est un espace localenent conveaxe.

t

11 suffit en effet (chap I § 3,prep.1) de montrer GLe pew’ toute

7 S : :
partie A€ (S5 et tout voisinage symétrique convexe V de O dans F -
liensemble T{V,A) des applications lindaires continies v ée B dens &
telles que. w(a){Z V est convexe ; or s; u(x)eVv ot vix) €V

4 X i -

e . X S 3 ~ e i i % i G ’,., i A y S miad = -
pour ctout xZA , on 3 auvssi A ulx)H -=.je‘;"9’(;{j 2 pour tout =z #

- i e T siils 5 - o iz iV
<A< 1, d'of 1z proposition. En outre, si p, est la ! &
Brsraiiaalopin : myse N el e 5 ) kg e e R > =
:i:«..&“};l. {:".‘_.. -hs’ﬁ., i.»é: ‘u‘{’\; 5!5-,; & LS.:._’ (, \JLUV"&&CLL {JC E}i Qg"‘}., x?—{X} £ ¥ _@JU«; UQ U & i'— 3
~ rpn S 4 v o S 2 ARy 3 nis < 3 LD P .
o voit gue ls jauge Qy., 68 T{V,s) est définie par la fo:

34
£y { SR
&) 3y Cu) = ghay p (u(x))
s Z LA %

r ; £ » s P b et i g

En particulier; si E et F sont deux espuces normés, on ret:
T 3 a2 e & =] 3 «, ot §ann ~ s -4 ~ & 33 A 2 on P oy 3 ~ &
g2 definitior de la norme d 7 dfune application linézire continy £
Crys e P 2 -~ ..,_(:!f» x xn Y ey i T G St e
{fcp.gén ,,hap X, €¢2,n°2). Plus particul iorement, gi o

26P ¢ X
AT e et ]

“lie 1oTme lircaire contimur: dans E , on e

b
P
&%
S
st

PRCPOGBIYION 7.~ 80it P un espace norné P f ame forme 1:2.,‘51{,&5, @ gonbinus

douns E et nom idonti -uement millé. Pour tout o réel, la distance ¢ de O
: Loy ARy !
g i’hyperplan ferr: H g'éguation £(x)=a , sst Gmale 3 EAVE b

2
in effet, vour tout xf0 , il existe A tel que AzcH , dton

VD= Lo [Vl =1o1 g 1/ Uxl=tol/gng Pl =le) /
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75
¢ 2. Ensombles coavexcs et variétés lindairves
dans un sspace localement convexe.

uhVﬁlOEEe convexe d‘un partic diurn cspace localement CONvexs.
PROPOSITION 1.~ Dans un OSQ&DS Jocalemont convexe, l'enveloggg convexe
d'un_ensemblo bcrne (roop. pricompact) est un ensemble borné (resp.

grecomgact)

in effet, & upposons d'aberd que A %o;u une partie bornée de E .

Pour tout voisinage convexe V de Q'dane B , il existe A >0 tel gus

A g:Q}L?’; comme AV ,est convexe, l'enveloppe convexe B de A est conte-

e e i1 vies - £ 2 2 enen A ~ B 3 wde onad ol
Bn seecond licu, supposons gue A scit préeompaet ; pour tout voisinage
Z =8 = = ik =)
£ = < Ay i S DA LBy e, tdliCe L T/ oa
convexe V de O dans E , il existe uwn nombre fini de points a. €4
$

G est de discnsion finie, et G, envelopps convexe d'une partie bornée
de 6 s est bornée, aanc précorpacte puisyue G est isomorphe & un_‘?%a 7
. i1 o=xiste Zonc uvr nombyre fini de points b}gé C (1€kgn) tels que G
s0it Gﬁﬂtunl dans ls réunion des vbiaiﬁages_'b}+‘% Y (1<k<n)

%
év J;

k»-.l

g for io:L B es* contenu dans la réunion des voisinases b +- V. (g ]

“u

&
-

ce gui schéve iardéﬁaﬂﬁb?@Cl&hg
On notera gue l*aavalsypg.QOﬂv@xg B dfun ensenble A compact dacs

™

E n'est pas nécessairemcnt fermée, ot que si & n'est pas complet,

1l'adhérence de B dans E n'est vas nécesssirement compaciso

(oxore. 1 ot chap.V, § , exere. ).




+2

i “l’j‘
2 hPSQAbles cenvexea et v&rlétés lanéalres.

THEOREME 1.~ Soient B un un_espsge. vectoriel tﬁpolqg_gue sur'TQ A un_ensen:

[
ble convexe nen v1de ouvert dans B, V ure variété lxnealra fermée ne

renggntrant pas A Il ex;ste on hggerglan fermé H contenant ¥V et ne

_eontenan@.v et ne ?encant;ant pas g h
'inkawski (cn&n II,23,th.1), il existe

;n-

En effet, d'apris ls th. de

A un engemble convexe non vids ocuvert dansg B , B un ensemble ¢

guelcongue ne yencontyant pee A . 11 exists un hyperplan formé séparant

A ta ”
2 Zhei B
L

oiters

Er effet, comme A engendre 3 et des peints internes, il existe un

; comne 12

hyperplan H cui sépare 4 et B (ehay.11,§<§,ccr.§ du th.1)
complénentaire de H contient des points intéricurs, H est fernmé
{ehap.1,8 2, prop.3)




AR 1 C A
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PROPOSLTION 3;-.Soiént E un-esgace localement convexe, A un cnsemble
copvexe formé dans B , x_ un point de E pn'appartenant pas a A . 11 existe
n hyporplan fermé H séparant strictement x et A .,

_Bn effet, il ‘existe un voisingge ouvert cenvexe B de %, ne rencon 1trant

pas A ; la prop.2 montre gutil existe un hyperplan fgrme B! géparant A

. A Y 2 i 2 g v . s e - - ' - Ay Ticn
et B ; si f{x)=2 est une équation de H! oli £ est une forme linéaire

4

PROPOSITION 4.~ Boient B un cspsce localemont convexe_géﬁazog V¥ pn sous-

oVl
s
0
C..

iizension f nie. il exislte un SCuUS-93DACE

csnuzce vectoriel de E

fexmé W , suopplémentairs topelogicus e V .

11 suifit de prouver quiil existe un sous-espace f@fmo supplémentaire
de ¥ {chap.1,Q2,prop.4). Lg proposition réswlte du cor.2 de la prop.3

2

i ¥ ost de dimension 1 . 8i V est de dizemsion n >1

”6*ur$@n%@ sur o . Soit af@ un peint de V , H un hyperplan fermé sup-

n

i3
A

w
fiot

G

émentaire de la droite passant par & | BV est de ¢inension n-4 ,

done, dang E*Qspaae localenert convexs H 11 exigtevun gupplérmenteire
z b} A%

7

ferné W de Hf}V , et il est clslr que W est fermé daus B el suppléten-~

taire ds ¥V dins E .
datecd s - —— -"
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Comme nous l'avcns déga remargué (chap.i, é 2 nok ), un sous-espace

\

formé ¥ de dimension infinie d'un espace locnlement cONvexe sépard
3 = . %
'f/// I ntadmet pas néeessairement de gupplémentaxre topologigue

M (@fe @ha@ cl'z 3 % 35 ea‘{.@f{?@ 8 ) =

%. Prolongement des formes lindaires continuves.

g
& !

THBORWAT 2 {llghn-Banach}.~- Soi.ent B ua es8pace localomert convexe G un

I,:-"".,
4 s )
£

sous-ospace vectorisl de B , i* une forme linéaire gontinue 46

¢ ; il sxiste une forme linéa..To sontinpe T définie dws B

£ e NOI MG s % Pt S Tt et = \:}4 @ g
SEeMiL-0011 058 e et un BOBDYEe & X
ke i ; ;

3 . P nge Z £ b - 5*’? - "'15 4 2 X 7Y e 4

dars 1 , prolongeant I , et telle qus P £(x) | £ a.p(x) sans & ,
| 8o

ce qu: mentys gque I est coy tinue.

CURULLAIRE.- Solt £ un e&.ace normb., G un sous-ospaee vechborie! 4o -

Pt = b i

Mﬂ

¥ une forme 1“n?a1ra cor.t .puo définie daus € ; il existe une IQIHE

continue F 49 finis dens B , pro hgeant £ , et _telle c.8

5, - DAQXTRTOW o < S gl e 3 3 e Y8 =T 3
PROPOSITION G - Soient E un espace localement conviie, G un sous

J
reotorio’. sy dans B , X, ur ‘point ds E , p une des semi-noymes définis
£ a1 existe unec forme linsaire continue £ , 4&fi-
i S %
£ = = £ = Snf . aﬁ‘
Ef{x} < p(x) dans B et gue £(x,) 3ﬁ§§~p<g %)
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Si xeé. G, 1lsa proposition est trivialement vraie en prenant- £=0 .

Supposons denc X EG , et soit V le sous-cspaee vectoriel ent,endz‘é per

%, €t G ; V ost formé dans B (Cﬂ:lg.s.:é ,cor.2 du th. 2). V est sem s

directe topoiogigue de & et do la droite D passant par X {chap.l, g?; 2,
prop.4) ; pour tout x€V , on peut done éorire d'une seule maniére
z=t{x)x ty{=} , ob H(x)ER et 3 x)€6 , et t est uce forme linésire
continue dans V , telle gue ®(x )=0 dans G et tlx_/=1 ; dtavtre part,

J’"Q

Logalenont COLVEHND ,

¢ ot flx.)=4d.

ecvenmer ﬁ
Appliquens la prep.9 avec r«(&} = i‘ xgi diaprés la défipition de &
i

on.& d= int g§ ;V‘"X;;;:f?% ; dtaitre part, comme g(x)=0 dans G et g(3
y€5 :
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ona fsl=t (8§ c,farmule (4)) 5 le c@mllair@ de le prop.4 mentwe domc

BE
'PROPOSITION €.~ Sopient E up egpace localezent convexs, C un s@cteer

qufon peut prendre ﬁfﬁzi‘ig%‘m‘i . .

- ﬂcﬁ;gzze c@nmya forné de senmz'b 0 ', gyant un point mterieur Sgi‘t v

-un :.«'souc-es ac@vec uen al fe‘f’

dans E , 8t £ wne foma linéaire con tinue

flans'%f >0 aans YNAC et > O en un point de VQG au moins .

11 exi ’ce Bne farme lindaire T coptinue dans B , prel@ngémnt fet 290

: ; - .~ dane C ¢
o eﬁ“@t eeiu {-} lthyperplan fermé dans V , dpfini par liequa‘i:i on
-f? 3;}~ ¢ ne contient ausun 20int intérieur & G - ;;z;z.zisque dans tout

vc:azsina‘g@ d'un point de € , il existe des pointe % o flx) 0 ; dfaprds

i | T * % a2 g B EAE S Yo oo o vi P il 4 Gy, < 3 PG 4
le th.1, il existe donc un hyperplan fermé H contenznit ¢ et ne rencon-

L
3 e gLkl £ e B e e 2 s e >, o Ot G 3 o e i e Dl P
5X20t payr L*ifoe¥Yien? e U ; 31 IiXij=U  esi tne eguavion e L o, On pauy
Wlous
X < S S (R, DR e i e 47 S (8 i & & b
toujours, en multiplisnt au besoin T par une constante, supposer gue la

méne. cfté de H , et gu'il existe vn point de € au moeins o £(x) » 0 ,

PROPOSITION 7.- Soient B nn ospace lobalement o@r&%“m:@ , A un ensembls

compach dens B . Pour mu% hynerplen feymé H dans E , il existe un
H

hyperplan d'sppui de A paralléle &

el
2 2o 2o o gy L3 o o = g o Yo g it e S
In effet, soil g une forme lindéazire continus dans B , telle que glxj=a

orn a gf ,}g b dezm 1*hypezplen H! parsllisle & H st é’:;fu tion
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mmm”mﬂ 9 - bc:lﬁ,‘i; § ;ug,em Jonction définie ot eantixme gang un

mztemra}.le coapact I = Ea,b} ds "R ; Prenent ses va
On_suppose gue F admet une dérivée &

droite en tous les ;goints du rmmlementaz,re X o {a b{
a*u.rza Qo,rm.e donam‘brable A &e cet :s.zz’c,xa%rval193 e‘b qu’g_gchacun ds ces

espace loealement convexe B

70

points g’-i (%) w_yparowm’; 4 _une 'ﬁaz*%w corvexa ferm mée D ds B . Dans
i é
ces copditiors, I (C(p)-F(a))- appartient 2 D ;

Br e s:?*?e’“ , soit “ une forme linéaive -:";@ntimze quelc
QLLL soit contonw dans lc deni-éspace Pormé zﬁ{ff}
nuzérigue continue uly (z}))=z{x} est dérivable 5 droite dans I w Lonah
point nfappartenant pes & A et on o en chacun de ces points
%g} = ul § s‘“}} dene g;;{?% 2 o Dpar h?,!_@@bh:%@ ; dtot, ex vertu da
th. des accroissements finls seur les fonctions numériques,
glb)-gla) > c{b-a) ; en dtautres tormes, 1@ point ?}?EE '(g;’("i:a)» ?’z‘f} a8t
dans le demi-espace fermé ulx) 2 o . Comne D est lt'interacecticn de
cos demi-espsces- {(eor.1 de la prep.3), la proposition est
GOHOLLAIRE 1.- 81 D g des peiats lntérieurs. e £i ﬁi-g» s‘;‘”" {b)- , B)=2G
est un point frontitre de D , pour towt hyporplan d*appul I de D av
point € , £ '(x) spparbient & END ez t peint ob cebte
st définie.

En effet, si u(x)=0 est l?équaﬁimz de H et si ulz 20 daus D,
on ne peut avoir, avee les notations précédentes, sg(b}_ag{a}mﬁ que si
»v( : ,;-:Q en wout ’pe:‘mt de {a,-?s{ n%appaz’tonant paﬁ-éi 4 , co q-s;i signi-

g
fie gue

. COROLLAIRE

! X}é I en ccs

m‘b 'Z? un

§’

]

e

'pc ints.

erﬂem’ale de seni-normes délinigsant la topo-

logic do B gt poit De " . i, en tous los points do {'3,;;0 { ot €
agnes une dérivée aﬂ@roweﬂ_ cna o E? ;{x)} £ %, 008 '
e ="
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En général, le tapolegi@ o(B, E’} est stmctement moins fine que f

{or. cl—éessox;s 3  toutefois ; on & is proposztzon suivante i
'PROPO&_}L;.IOE 2.~ Toub ensenble eegzmxe A Terné éans g (pour- is tdp@l@gi@
€ ) ést

@ncam; eut faiblement ;@mé}

ernd 4.»_ la topologie faible o(B, ’) (ou, acma on. ﬁa,’t;

_ En @ffea. - @so:w X un po:wi; zﬁaz}p‘az“teﬁaﬂt pa,a @A il exmte 'an ’fl,;}:g;fe—
‘ﬁlan f’@mo B sm arant ;zc et & et ne contenant pas x (22 ,prop )

it & ¥ = une Sguation de H (aveec x'€ B'), ot supposons par

] { - % 4 i < e et Rl e Z A i e ,.
cxemple gue 3 ,x?} > & pour teut yeA ; alers, on a <2{,3,f;5 S =bda
N any 3§ 1 e 2 e rpiam T EAaral ,;,‘« (R s D wmm S {2& e S g o
par sulite, le Voisillage 02 X Lour ia wopolosic  Olhk, J iTo¥rue 8 POLITLE

= 11 cat facile de donner des ex@ﬂ@;ca dlensembles fermés dans E
{pour %f ), mais non faiblement fermés. Par exemple, si B esti
normé, toube gphéxre S : gg.ggz g est fermée dauns B , mais 8i B
est de dimension ing finie, eslle n'est pas falble az,sm Ternge 2".’.
@f:‘e:"aza quell@a gue soient les formes lindgires x' en howmbre fini,
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sur B esglt strictement nmeins fins gue la ma“@gie défizz

 COROLLAIRE 1.- Toute varidté linédaire ferwée dans E esit sussi

faibliement feimée.

,{3{}}302};‘;1}3’5 2.- Pour gu'une partie A dlun cepsce localefﬁpm conveze soil

un emble total (chap.I, 22 0 ©4) dansg E , il faut ot il suffit gue pe

tout x*-f'() dang B , il oxists xe€A tol que < x,xt > £0
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En sffet, the condition ez pmme gus A est total dans B pour ls

o topolosie i‘a,iale olE, E’) (crap.i, &5, e@r.é— du th-1).

CCHOLLALRE 3.- Pour gu'une Farille (x ) de points d'un espace i

%

convexe ¥ soi’ topolosiguement 1libre deus E , il fanb ot 31 suffit oue.

& 2 3 A ~ 2 x B - %
pour Gout indics x , il exisle af & B' tel gus Z z, 8% 7 #0 , el
5 ; \l. it 52 /’— e

, a7 ;;':@ our tout 2 = & .
- Deur _vouy . :

_) est tojolosiguement

2 3,cor,5 du th.1

(ST

Sciept B gt F Jevux cspaces localecent COnvenes.

ek iy LA e <
gue u o8t faiblene c g j.,cor. de

nt continuc (chap.l,
¢ ntogt pas vraic en géndral

nent convexe

copbinue sur B est semi-contimic inféricuroment pour la top 10Ngie I

b4
o
&
fd
)

in effet., pour tout a p O , l'ensemble des pointe

0}

< 2 , est convexs et £ 3, donc faiblement fermé

COROLLAIRE 6.- Sciont B gt F daux espaces localeusent conva{;% s U

5

spplication lindaire continue Je E dans F ; pour cue a(s) oit

&

On 2 vu que la condition est nicess

si ells est vérifide, u(B) est

{ehap.I, 3 3, rrop.14), donc partont dense
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Héelproguement, si M~ est borns, pour tout x%@ dang ¥, on a -
£ s s § : < 3 “"; 2 i i ‘ : .
f <\; ;gﬁ}-é e, pour tout x'e¢ M = done .4 4&4,%*';}*- < 1 Dpour Eﬁ,i & 2

B & J - iju ! ‘> - < e g
¢ec qui montye gue A XeM =M ppur |} e , clest-d=dire gue

M engendre B et que 0 est point interne de M .
b) Si O sst point intéricur. de ¥ , B contient un voisinazge convexs

- i 3 s "-a}’ : s l"} = CB . 2 = 3 8 Z ; i %
Vde O ,done ¥ <— V=Y , et on s2it gue ¥V est cempacy

- P P AP s B 8 e hT s b o e o S TP 7O S5 o B P Ny B B e ) S S oy 0T o e g
contenu dmne llenveloppe convexe d'un onsenble syvaétriqus ;
ot P z <« - *

engemblo borné dang E

linéaire continue XxX'€ B'Y , posons

“ 1 % &
(1) hix?') = sup £ X,X° >
> 1= eu <“A.’ < : -
Iihypothdss sur M ontraine gue hi(x!) ost fini (% 1,e0r.2 de lo
o & : _ : , 9

guc la fonction h aingi AGTfinie dans Ef est la

ensemble M . On a gvidemment -h(0)=

&5
ot
o
(&
en
b

rapport & lihyperplan dféquation  x,x' >

i A A . : s - = Y z 2
espace nozmé, h(x*)/ {{z'{| est la distapce de 0 & cot &

M sst conpact, cet hyperplan est un hyperpleo diappui de U
toh lo nom de "fonction dfappui®) puisgu'il eoxiste un point xell au

~ moins ok ls Conction contimue ( x,x'> atteint ss borne supérieure.
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' §4. Espaces localement convexes complexes.

Fiques complexes.
Soit B un espace vectoriel iopologique sur le corps ( des nombres

: e
aam}lexes (chap.1, §1) ; en restreignant le corps des thlaires & K ,
on obtient sur B une structurc d'espace vectoriel sur R ; en outrs,

y@u@ la topolosie %5 de B , 1l'application (g& 33) «ﬁ%.ﬁgx de

dons Z est continue, puisguielle est continue par hypothése

est compatible aveec ls strueture d'espace vecto 16

-nons par - B llcsnace vectoriel topologique sur

> o
bans E_, 1l'application x —>ix {qui n'est plus une homo
sutonorphisme {topologigus) u do 70 , tel que QQ{XEmwK
F, un ospace veetoricl topologique sur |, &t
sutomorphisne {(topologique) de F_ tel iﬁ@ 4

28

o
une structure i'espoce vectoriol gur
A

Q

= oFiB €, ot Tout xzeP x = ax + Bu(x} , car on vwérific

N\

aussitét gue J%{§@?§ { &ét}x en raison de lihypothdse u“(zj=-x

{ef.plp., chap.VIII; § ) ; en outre, 1'application {u,B,x) — axtpulx)

F

de R~ 5%?5 dans FQ étant continue, la topelogie do ? est compati
avee la structure diespace vectoriel sur C aingi définie ; enfin, si
F est 1'espaco vectoriel topologique sur € ainsi défini, F_ est

E?esgaee vectoriscl topologigus sur R obtenu par restriction & I

du corps des sealaires. Nous direns que les espaces vectoriels topo-

<

55@&@5 P et F (sur C e: TR respectivement) sont ggcsociés

notera qu'il n'existe pas toujours dang uvun ©8pace

topolerique FO sur ® un automorphisnme u tel que u {x)=-x :

&lest co gui & lieu par exemple lorsgue F@ est de dimsnsion

inpgire sur R .
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mous.dixons_quevles ensembles convexes V telg que e V*V pour teut

a

8 ﬁéel son» eﬁ”clés ; 1a prop.1 sizmifie done qus dams un espaee 1&@&-
lenent conveze, 11 exziste un systeme f@n&amental d@ VGLSlﬂageﬁ

” e@nvexasﬁet_eerelﬁs de lforigine. Lo Jauge dtun tel velsinage v est BRG

eerzunorme B tefle que g{e x} = plz) %Lentzqugment s 31 reyzent_au

meme ‘e dire e que - D{jl X}—’u}i%ff x)- ye’my '{)qu scalaire )t comglaxe
'Lorsque nous pawler@ms Gegerm&Ls de semi-normes sSur un espace vectoriel

ccﬁnieze, @1 woga toujou s‘scgs~czt©nﬂu quﬁallme satis fonﬁ 4 la e@ ndi-

7, . £ A i 3 aglae s 5 o o <= T )
tion prées dente. Avec cettc comvention, et en rempls

e . s R P S TSR e i i o i R o S
nets "vois ;g@ convexe symétrigue” par "voisinsse convexe cerclé? |

7] 1 £ 7o e iaeti P mvre ST R TV T 715983 T *-'s" 3 A g B an A
ie iecoeur verliiliera gaing Deine 4us tou a@u LB8 ﬂfi”}’ﬁ* 2.‘?41 4Ng GononTress

e Toeg e g Lo 4 s
au 9 1 pour les espaces localenent convexes réels s’ctendent sans modi-
o e e 7 . N e b e it . o, 2000 e ~
ication sux cspsces leeslencnt convexes complexes

<

., Varittds lintzives et formes linéaives dang un espoce localement

S0it B un enpace localenert eonvexe e®ﬂ§?eaa B liespsce locslement

convexe réel esssocié. Toube variédté linsaive V dams E Qst.aussi_ame

variété iinéaire dans Ee ; 1z réeciproque est inezm@t@, ear pour oufun
S0Us~88Dace ve@t@riel Wde E  soit a@ggi un sous-espace vactor&al de E ,
31 Pagt et 1% S“ffiﬁ que iW=W . Pour éviter toute confusion, on dira
qutune varidté lindaivre dans E° (resp E } est vne varidté lindcaire

finie 0 (roop. de codimension Tinie n) est une variété lindaire réelles
o4 5
de dimension 2n (resp. dexdimemsion 2 n).
Soit £ uno forme lindaire sur E (dome & valeurs cox plexcs ) & il
est clair que g= AL et h= d £ scont des fermes linéaires sur e
en outre la felatign £{ix)=if{x) entraine liidentité hix)=-g(ix).
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Fn effet, ¢ = A £ est une forme linéa

E et prolongeant g ; si £, est la forme linéeire continue

définie Gcns
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