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2 5 - Fonetions mesurables sur toub compact.

e

Le théoréme de Lusin - 2 : Définition des fonctions mesursbles sur

toﬁt compact - 3 : Promrleaés élémentaizres - 4 ; Mesurabilité’et'sammabi%
1ite - 5 : Fonctlons semmables sur tout compact - & : Suites de fonctions
nesurables sur tout compact - 7 Ensembles mesurables-sur tout compaci -

%

g : Les espaces Cé?zyeﬁ LQQ. - 9‘;'Eelation entre ensembles et fone >tiong
nesurables - %G,:flﬁtégrale &tendpe 3 un sous-ensemble - 11 : Tonctions
faiblement mesurables sur tout compact - 12 : Définition d'une fonction
ﬁ@@u;ﬂ‘ﬁe par ses restrictions aux compacts de E

¢ 6 - Théordues de convexits.

4 : Le théorime de convexité - 2 : Cas limite du théoréme de convexité -
3 : Liindealité de Holder - 4 ;: Cas limite de 1'inégalité de Holder -
5 : Lo Théorine de Thorin - 6 : les inépalités de il. Riesg - 7 : Démons-
tration dc gquelgues inéealités - B8 : Convexité unifornme des espaces &i

' : i

1 : Bnomeé dv théoréme - 2 : Jas des fonctions positives s&miw&@ﬁﬁiaggg

infériouremert - 3 : Cas général - 4 . Conséquences du thégxém@ de

Lebosgue-Fubini - 5 : Extension 4 up prodult fini d?iﬁtégrale%,
Compentaires ‘

On a rassembl; dans ce chapitre tout ce qui, suivant le plan de

juin 1948 ., (eovait counstituer les chap. III, IV, V ; seul, Iebesgue
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v 2la) < pfe) < pFa) te .
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- 3 T 4 s
f{d‘ y.// 3""@ %
= = z 2 P R e
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Progosition 5 - Lo limite dfune suits convevgent@ de fone

‘néplirembles est néglipeable
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|z 2] - 1 g0
1;efmesvici.auéora; de se ramemer au cas de fonciions fn'é valeurs dans
B, . La Prop.5 résulte alors de la Prop.4 et de la relation

0 *s:;’;lim fn(;s:) < 25’: fﬁ(;&:"} -

2 ~ Insenblzs néglicesbles.

iresblies est nég igesble.

er exenple, soient E =R ef ¢ la mesure de lebesgue sur B .

81 urp scus-engemble A E est réduit & un point %o il est peoli-
_geeble, car llouvert |x -& ,X t& [ est de mesure extérieure 2o
pour € >0 ., Diapris l1a Prop.8, toute partic démombreblo de B est
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pmuve qne g ssc 1u borne su; erieure de @ dans L‘R , et achéve 1s ‘

éamcmstratlo a.

une Tornction contipue et grol

= -
e 5 = T
o saal et

“;Q £ aﬁ = ZoR
B (s pte
&
{
-
{ e =
e "B % s s I3 g z %
g i‘bg.eﬁ,‘é} {%ﬁ o (:- f:)'aﬁ o rﬁ&&.:{} E B ff_g, E’U@ 11 Z
o S S TE %;, J -
% 3y ¢ : -3 25 e o Ve
de 1a Prop.i5 - Licspace de Hissz L= eg8%
B

nour le voir de riontrer (Chap.I, 52, Prop. ) gue touie

i -

: » 73 - 5 siie e : - T :
partic mejorse A de L+ admet une 'i:sgz‘ne suporisurs dans ,:M-y .0, sup-
A4

vosons gu'il existe vne foiciion g > 0 telle gue lion ait

- . -
(z” ) o P < - _ pour tem, PeA

o7
Q
3
==
Q
o
)]

dtaprés 1a Prop.i5, @ admet une borde supérieure, gui es

o

celle de A {(Chep.I, g1, Prop. ).

N
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”naor cme. 6 -
£, (e L

presgue pariout avec ume fonstion T€ g@; (resp.

= 57 =

Do
Suites lrolsaamtes dans ' 35 :

g

boy)

)

Soit (P ) une suite nrozggaﬁ?e

5

de fgnc ions ds

- nnc 7.
} . Pour que i?eﬁvelanpe s&ﬁémle&;

et il gu?fia qus

i'on ait

Ay 7 3
4’%'3) SUD gp(fn’

Lt oo ,{gesg; Sup gf

f(; = 1im f& {x)
: D oo D
8 suite fﬂ Stant 0?01qaanbe il s'ensuit gue
£{z) = sup 7 (x) presque partov

e

o

S % b TR U e T 7 Ry Ee)
orcllaive 1 du Théordéme 6 - Soit (F }

go tonciions de
s b
P =
e 5 o on a
> 5 0L 0

des £ coincide

pfe;qu@ partout ;

5.

ez bguatio s (2) et (,}“%wf sont alors évidentes

(Z)
&
g‘,....

el
St

i
{.g‘:

\b
BN iy

t
Py
=y
g

a puite crois S&Lt@
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Corollsire 7 du Théoréme 6 - Soit (£ ) une fanille dénombrable

de fonctions de a’gg ; pour gue l'enveloppe supérisure des fﬂ.~ coincice

presgue pariout avec une fonzsticn de uﬁi il Pout eb il suffit gu'il

existo une fonetion g , & valeurs dans H, , tellec guo 1'om ait
e : = r) 2 7

e (eP) £ + o0 ; £, <2 pour tout n€ 72 .

La nécessité de la condition est évidente, comme cm le voit en prenant
ok e ;

A, £ =

& : {8@}3 s,ﬁ) -

Béeiproguencent, supposons-la vérifiée of posons

"n inf
= 7 = T : Z 2E7 %4
e 2 " &-4-,.5,, ner, - ﬁf%::\i:; L
Tneide ore oo - $ 2 Gk o e -
coineide preésqgues partout ave: une fonctionde  ~ . ce gul prouve

‘ sup £ (x) < + oo presque partout ;

N\‘ nais 11 ne foudrait pas eroire gue (4) su'ﬁ‘fiée rociproguenent a
- aszurer 1ia validité des conclusions correspendantes

o Remarcue 2 - Le Th.6 p3 s'étend pas sux familles de Tonctions

-—— dort 12 puissance est 3upérieure au dénosbreble.




. =
- Le théorime de lLebescue.

g

Théoréme 7 (lebespue) - Soiert F un cspace vectorisl normé complet, et
{@ > o £ o . : 3 = : p .I" : &

(L )n c7, e suite de foncitions de ef 7 - Supposoms :

&) gue f,(x) converpe prescue partout vers une fonction £(x) &

Valeurs dans F

1l existe une fonctior glx) , 4 valours dans R, ,
; e
¥ % it i =
w” 2P L+ oo : ngﬁ(z}g < &lx)
o )
iz Ton:bion T est dang gﬁg ct on &
im E (. f -0
A oo P z
o ) 2 f
g.(x) = s8up £ (x) §§ .
il i e i
. - wpn L P
Conms les Fouctions namequzeg §§ £y 55 sont dang =L (Prop O
] . :

pothése b} o le Coroll.2 du, Th.6 impliqueni que les gn coinciden

presgue partout avec des fonctions de @’f f - Mais les g forment un

.suite décroissante, dont l'enveloppe inférieure est presque paritout

e

done (Coroll.1 dv Th.6) on a g g ési;?h

n(e) =B (fz]) - nf 3 <g>

&

mais (1) inp icue
ol 3 M 3 S o = 1~ 7
Epagn} 7 Iup (£, pour K 21,
et par suite il vient '
(2) N{£) > 1im »=u N (F
N g :é} o4 éf,/f m %‘ _9 P ﬁ, :
Considérons maintenant les fonctions numériques g:" £ I ; pour n
3 / ] et
oIy ':. Too B B ’t if‘~f f ;“ 1’“ ¥ i f ‘V;D p I VI i PO
ionne, la su.te gg e §§ (ke Z+} de OﬁCblGn&s de i, - converge
b

presgue partout vers fé f»fﬂ éé tout en éta.nt d'aprés l'hypothése




- 40
7 : Dan5 ces conditiors, nous 10UTODS applfquer (2) 32 la suits '%%ifafr:’~ H
. de fﬂﬁ@blﬁﬂﬁ de gﬁ?g . cette suite ast magoree parr 2& , et converge
presgue partautlvers 0  Doncon o :
N (0) =0 > linew P(f £ )
(£-£,) 2 0 , 1la relation

¢e gui entragne; pulsque ¥

lim B (F-7 ) =0
im pg '3

~. ©bar l'hByothése plus Ffaitle
e

P Y ; >
sup 0 (F ) = + oo
necy B4 '

4

11 dénombre

1l n'est pas vral non plus pour des familles

708

iChetion . O

0

toutefois le résultat suivant :

Proposition ‘6 - Soient B un sspace localement compach,
pogitive sur B , ¥ un espace vectoriel normo complet,

topol @ﬂacue cont chajue point p@§aéde un.

. de voisinapes;, £(x,t) une application de

‘réaliafes les conditions suivanles :

a) pour chigue t € S2 -, la fonetion F(x,t) est dans o

g

b) pour chigue xe B . £(x,t) get une fonction centinue de % (pouzr

la topolozie forte de P ;

fad

c) pour cheque t €S2 , il oxiste vn yoi 1nape Udo t dans €

ot une Tonelion numérigue glz) yérifian
ﬁﬁ%gp) <t

x L) %% < 2(x) pur ze® . b&U

Alors f(x,%t. sst une fonctiol continue de t au sers de ls topologio

@

s
b
Lo
Vatin:

Hodan b —
=P
dye o

B marti a = = s ‘Z Fo i +4 A

i parsicviier, 81 P = s 40 L1O0DNCLION




w

i

(6) = [ 22,) ap() ,

3

définie sur 52 ot & valours dans F , ost (fortement)'centinue.

Dans ie br b d?éconcmiser 21 papier preczeax9 on lulssef» 2y lectenr
ile soin de cononlbrer cette Proposition. :
0_ > S % 7 ; - o:é)"z “ (,[Dp
S = Bel&t&ca.encre les espazes » et oL o -

5 5 = = £

Hous sommes maintenant en Iesure de montrer compent les e n
£4 /5 s omes ) 7 A o 1
(i< p <+ &> J se deduisent de QQ;F .

- qu'une fonztion f & valeurs dane F soit dang

faut of il %afﬁét gue la fonction

A
g P :
L 2x)E . flx)
réciproavement.
ndit

5 : b o | Z
tioa. BSupposoms fE€ ol _ joomne
suite (

existe une

: : .,5‘} e
mng gnix)_: @ f(x)g:p £{x) presque rartout,

o théoréme de Lebesgue implique
<4

5
2 - Suffissrce do 1a condition
‘- B =1
Posons glx) =§gf{x}§ = =)
21l
1 . 5UDPosons gs{;’@gj? Cn &
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sommable, o
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=

.
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on effat an a (Erap 6) g ftiéﬁ&ff} , Gonc (Coroll.1 du Thgg)

éz' %E 4 05 ; comie, pour une fonction sommable et nosz, tive g , on &
- 3

/ gd = f gd ,
1féquation annoncée ‘est évidente.

9 bis - Fonchions de carré sommable & valeurs dans un espacse de Hilbert.

= < - - : » . 2 :
On vs voir q_ue, lorsque F cst un espace de Hilbert, l'espace 1}’* des

Y

ng de carré sommable & valeurs dans F est un espace de lilbert

o S

Théoreme 8 bis - BSoit F un espace ¢e Hilbert. 8i f et g sont devz

fonctions de carré sommable 8 valeurs dans F , la fone

< %, g > _est sommable.

En outre, l'espace des Banach

W
0
=
o
<ol
@
b
40
L

il bert, dans leguel le produiil scalaire est donné par

T A f

J L £x),e(x) > dplz) .

=N

o

N
i

iz o _— . @2 ] 2 e
Tout d'aboid, si 1{1}:. A g 1s fonction %hgg =<h,h> est
ble (Coroll 2 du Th.8) ; si 56 cﬁz , l'identité
/ 2

4 < £,8> ={§ f%'gég = z!f jé + iégﬂbigig - i“f-aigf,
prouve alors que /f,g> est sommsble.

Dans ces conditions, il est elair que l'expression

L2(x)8(x) > dulx)

fa s ° > © 2 ._,‘
sst une forme hermitienne positive sur of © ; comme elle sfannuie

F 2
7 > S = 2 ! 5" T../o
JZP , 6lle permet de définir sur O‘fﬁj J;’F = 5

7

cxactement sur

ane structure pré- hil’oermenne ; la norme correspondante étant

5
i s Z =
ﬁxf ff>d5,¢,} =§§?§§% .
il s'ensuit que le Th. 8 bis est démontré.
On peut élucider facilement la structure de L}i de la facon sus.vante.

2 z
et posons, pour f e ol -

Soit (e_) une base orthomorzale de F ,
%2y

f(x):Z o -£.(x) ;
<: (z), e@>' s

comme on a f (z)




Gy
: =g -
e = = 5 : = S5 2 -" : S
les fonctions scalaires fa sont dans éZ’C (Coroll, de 1a Frop.7)
et on & ,_ ' . . '
W n 2 o 2 ' - 14 |
— { o 7 ’1‘,.)
E%fig j%\ﬁs{ dufz j fo.. if@(x)i d{f(x}
'uvpposons taintenant F sépa ruble : les e, sont en nombre fini ou en
infinité dénozbrable. Comms on &
| 2 - 2 |2 |
: , - 2 2
et comme les fonctions é .g% 5§f E sont positives et sommabies
{Th.8), 1'écuation ci- -dessuz et le Th.2 prouvent que l'on peut sussi
/ i 2 ECrire
4 ; i %2 A e = é 7
(1) fleloop - > |l2] dp
Eé iproguenent, soit £ wune famille de fonctions de @gféj vérifiant
= E e %2 3 7
§ X {:%?‘; < ¥ ) s
2 L ai B o =
- - - ols -
Gr anrs (h .2
<78 o e £ 2 2 A
S i + oo _ rasgue partout
—, | aﬁﬁig 42 - P jue par
donc il ex .=te vne fomctior T 4 valeurs dans F telle g i'on 23¢
' =
£lx) = L e . (x) presque partout ;
: & % & ’.}; A 7.
¢cette fone:.ion est dans 'Qg;g , comme on le voit immédiate.ent en

1% approchant par des vamme~_finieﬁ de foncticns. e&.f&(x} , et on a

1y (2) = (\ﬁé Jir ,‘ifi}% ,

On a donc le résuliat suivent

Sine?

Proposition 16 bis - Soient F un espace de Hilbert séparsble et (e

une base orthonormale de F . Pour gu'une fonction

£lx) = = £ (x)
& valeurs dapns P solt dans ’“? , i1 fapt ot il suffit gue les
- 2 S
fonctions £  solent dans o&f 2 et ¥ vérifient
W
E £ IS a2+ o0 :
= G §< £ >
On peut Jéduirs de 13 aque 1'asnace de Hilbert 1. est imomornhe §
2 -
P e () 5 S =
{1 ) o2 o est 1a dimencion ds F .
o = =

e e e T o e i gl



ad‘«&)« g g
: 2
Remargue - Le procédé de fabrication de L déerit ci- ﬁessu appar-
tient & la théorie des gummes directles ceau&nuag d'espaces de Hilbert.

10 - Intésrals inféricure dlure fonction positive.
lious allons donner, dans co N° ot le suivent, un critére de sommabilité

- applicable sux fonctions pumérigues.

Définition 4 - Etant donné un espace localeient compact E | cﬁ désirre

(E) = 3? 1'ensemble: des LQH@%&OES £(x) 3éfiniece sur E | g

= = : - P Lt : 7 @ : %
le gueslcongue de fonetions de o, {en particulier de -ggb ) eotl d
, + , &

(Top.Gén., chap.IV, 26,Th.4) Fn fait :
Jom e o S e G s 4 ? S 1Y e £ L 5;:}
FTODOSICIO 5, foUte é’:ﬁl&@alé’ﬁ T c o)
des fornetions de £ qui maorent £ .

Soit en effet K le support (compact) de £ ; soient K, un vois
compact de K Kg vn voisinace eamga t de K% . L'espace compact K.
ttant uniformimable, il existe, pour tout zgé K et tout & >0 . ves

Tonction continue sur K, , svit ¢ , vérifiant

9 > ¢ our kK, : e«(x@} < f‘(“xg}+ e
(Top. GéntyAgzap,IX, %'iy.Prop,S). On peut évidemment supposer o > 9,
et nulle en dehors de l‘(,é ; comme on le voit en multipliant ¢ par une

=

cnctio: continue @rale & 1 sur K , & O en dehors ds K, - forction dont
ltexistence résulte de ls nornalité de K, (Top.Gén., Chap.iX, ¢ 4,
Bef. 1 el Prop 1)

i alors on prolonge ¢ & E en lui assignant la valeur O en dehors ds

K, , il est clair gu'on aura obtenn une fonction ¢ € af {E) , majovant
- £ , et arbitrairement voisine de f en X, - : C.o-F. D,

Proposition 18 - Pour gu'une fonction f£¢ jL soit sommgble, il faul

ot i1 suffit que u'(f) <+ oo ., Toute Fonction ge f esi




- an =

fg. ap = 1t foap .
78 -
. - 9eL, : _
Si P e j est aemmable o1 a évidenment {;L""(f} <,+ oo . - Si1 réei-

pmquemen‘t cette condition st samsfalte. i1 ex:tste . pour tout = J:»() |

une 9 ¢ o’i verlfz,ant

pr-e < ple) £ plo)

sn
'_g..

SR @@Z’&V -
£ -9 1 f-9)

liguant le Th.2 du 91, on voi“t ue
< id _ &.

i
}E.,g(i“a;}':: ;f_,{,ﬁ(f.‘,a*:} 2= ,*J ("5”‘)» {Lj{(f‘) < = <

4252 ¢ est somnable (Pron.2) .

Sk 5 2200 o
d'sutre part ¢ -fe o, , ,fvi{@ﬁ—

supérieure des (9] of 9 & c«p

m: la relabion c“@fﬂhc@

Do méme @a?mﬂ a défini 1 12}'@ rrale 8’&3;@(,??, el z { £) dlune
£ > 0 en considérant les onctions de ;;Z_ gui majorent f ,

pout introdulire cecl :

Défimition 5 - On 8.}3'{}91.!_@ intégrale lnfarleure d'une fonction namérigus -

positive I le nombre

f £dpu - { ‘*'f) = pgup g,z,(@).

¢4t
‘ 9 E “ﬁ-
Puisgue les relations
, . 5 o
0o <Y (9c J , Y€ J,

1
W
o

B
impliquent gﬁ@ {9) < p oy J, on voit que, pour toute fonection £

on a
~ A Y 7~ = :é N,y
O<cpt, (B) s @ (f) < F 22




-4 -
3i fe of+ , ona (Lt*(f) = {4‘% (£) = p () "‘relation gul s'étend
immédiatement aux fonetio s de Qi st de j&; . Hous allons voir qu'en
Pait cette nropriété caractérise les fonctions f » O et sommables.

41 - Critére de sommabilité des fonctions numérigues positives.

g e

i3

Théoréme 9 - Pour gu'une foretion numérique positive T soil sommable,

il Paut ot .1 suffit ogu'elle vérifie l'unse des trois conditions

sguivalente: gque voici :

P Iees o
vorlie - 0
Ve =

Le- gus
Sl

¥
i\"}
O
L
s
b
b
\{fz‘
N
o
Neswer?
il
L)

(@)
Set?
fte
et
v
xS
fte
Ul
e
©
B
L)
165
&
S
(L
(@)
Q.s
o
E-Jn
W
g
eai\
(1))
s
e
]
LT

W o~ - <
tells gue

Sup g v ) Lt oo 5 gup ﬁlmix) = f(x) presque partouh.

"g F o as

‘monst-ation de b} : la gxRRaéx suffisance de b) résulite du fait

0

gus les ¢ oont sommables (Prop.i18) et du Th. de Lebesguec par exemple.

Réciproguenont, si £ est sormable il exigte, par définition ds
> :

o - : s 2 4
P o jf‘ & o ; '?‘{ 3 7 ; ot 2
@% & 2 = ‘\f‘; ;‘Z‘ M, k@ﬁ} =~ (f} + n 7
pogant g = anf ol .
2 e G = 2 Lo < T g;[ N <
is suite ¢ est dems o, el decrcissanie ; oma (L (9 ) &+ 0O ,
9 >Ff : on’in on s , puisgie £ et @  sont pomiables,

7 9y

&

O

guil montre que inf ¢ c¢oincide presque partout avec T ,
c

2 - Nécessi:é de a) et : 83 f >0 est sommable, il existe une

e 3 s st £ 3 o
suite dc foaetions T e U telle que 1l'on ait
BAE ]
“ - o~ N - ra A * - Py 52 % = SRS G
3 N £-f =0 . ilx) = 1im T (%] yresgue paritor
2 2% SRR A 3 3 P4 e s =
£ L4 i 00 e




on obtient ane suite creoissunte de fonctions de ;i gui converge

4 - ;ui’iz isznce de ¢) : résulte diroctement du fait gue

4

Posant

Y -~ aar 2. . , |
?n ppyn D ° . ' - |
resque partout vers £ | ce qul prouve la nécessité de c) En outre, on &
g (£) = pls) = sup g.L(Y ) < e, (2)
ce qui, puisque yf?{f} > by (£) , prouve gue
- - * ‘
a%,(z)z_ n(f) = g;é.(f) £ + oo :

‘ot la nécessité de a}. - . -

(e

est vérifié, il existe pour tout & >0 des

b\
o

18

(0]

et

fods

D

]

conme 9 &6t W sont sommablos, il s'ensuit gque

»

W, (o-h) = plo)- LY ),
ob comme (P-M | L 9- |, onen déduit N, (t-%) < :
: . o1 : .
donc T est sdhérente & d g ¢ ©° gui entraine £ € d

o
l6v)
2
<
)

3
L8

u
sommables, ot du Th.6 sur lua svites croissantes de fonctio
Le Tnéoréime 9 est donc conpidtement démontré.

La Théoreme O donne des iadications sur la structure t@"ztvme*;zcsm;_d;@s

fonetions sommaples pOBltiVu . Un résultat analozue est le suivant :

i
Thioronme 1C - Toute fonction numérigue £ , appartenent & un espacs O
(1« p <+ 20 }, coincide presguec partout avee 1a diif
N § -
= ( e ' :
fopctions ce
Fn effet, il existe une suite de fonctions £ € o telle aue
£lx) — 4/5 fﬁ;x) presque partout,
REZ :
> %fn(x} % < + oo presgue partout.
peiE R - <° é‘ 3 = o
Si ll'on pose glx) = 7 £ (x) Wzx) = > £:(x) ,
e ot h sont dans J, , prasgue partout finies, el on a
£lx) = elx) - n(x) presgue partout.
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De

,fonetion arccterlstlgue

- Lrsemblee

_ 49

Znsemblss mesurables.

Q 4.

Definition ?

mesurables.
Qn dit gu'un Jus«ensemble A de B est Mqurable i 52

X

est sommable ; le nombre

)

gﬁ,,(ﬁ) = % fx:) tiii/ (x)

' ..

Ssgu
osition ¢ - la réupmion eb 1'in gectbion dlupe famille
, .. diensembles mesuralles sont mesurables ; on 3
= Loy 5 o
e TR e > o a Y
L) 8 e 2. gl .
'} - 5 £ o
_ &%2 . o =
si _en outre ies A gont deix & deux disjoinis, cn a
o Sl iy > ' '
{2 (L1 P o - 7 : A ‘
= E %2/‘ | -~ ¢ ( 1,)
s E =g &
Posons > - Lt
; "§‘
3 ﬁ < o= g A X
== = = & “ et = b
- ter . telg *
v 2 = S = e
/oy 8% ~e sont les envelospes supérieure et inféricurs dc ia familie

Pr

12

o 5 2
2 ) sont

) . de fonciions sommables ; done (23, coroll de 1-
te 1 :

sommables : B e: C sont par suite szesurables. (1) =tobiien
g &8 1'inépnlicé

{(2) on observant que, si 138 ., sont disjointe, om a
XB= 2‘ XA L
_ lex . 7

Propositicn 3 - B5i A et 3 sgont mesurables, et 8i A B ,

i n :
cngemble - B | A

: > L
;. et lion a




done X est sommsble, et (3) s'obtient en intégrant (4).

d“BUT&bwvw . _pour gue sa rérnion A soit mesurable, il feut of 11

et on g alors

. 1s Prop.5 risulte du gj —Th 6

= 9 -
(3) p(C) = b (B) - o (4) .
tn effet, on 8 ' '

o .
Propogition 4 - Llintersection dlune famille dénoubrable dfengembles

mosurabies ast mesurable.

Soit en offet (A ) ez, une telle famille ; soit A son intersse-
tion ; om a | '

e

= inf 25’ -
Aa

A z
. nez, |
1z Prop.4 risulte alors immédiatenent du 8 3, Coroll. 2 du Th.6
Proposition 5 - Soit (A ) ., une suite croisssnte dlenseublies
ny cz. sl :

4 ,
o 2=

130 1 . 3 = 55
suffit gue n%%+ g(%ﬁ < ¢ 5

£
o

L) - .agg ey

Comme les fonetlons sommatles QQAP forment uie sulte croissante,

et comme

'X:A = B8Up 'XAI\. s

Pr@poéition 6 - sSoit (AB)inZ une faLllle dénorbrable d'ensenbles
+

megurables, contenus dans ur eosemble mesurable fLX& ; 1llensemble

L

nC 4

est mesurable; on a
) gl s §Z+ (ay)
gi les A pont deux & deux disjoints, on a

(6) wis)= >, ()

neZ - ;
Les %r tant contenus dans uﬁ*mesurable fixe, les fonclions };@ z ©
‘ ~

asont major ré3s par une fonction sommsble fixe ; la mesurabilité de & se

=

Z dyTa b ; (5

Sonr?

(9)]
b
fede
i
ct
s

m\‘\l

A
b
(85
ind
oy

topticnt en

ot

3
L-.-

g

e

Ms
‘ 3

+ alors au

;w.vn

PEr
N

3,Corol

s




5 s §
. < - X
H a7 Bn
et {6) en aprliguant lgATh.z iy 224 1)

=
> ?i = : x :
2

2 - Mesure des ouverts st des compacls.

Proposition 7 - Pour gu'un ensemble B , ouvert ou formé,

il feaut ot il suffit gue

4¥n) £ +co .

51 A est ouvert, cela résulte du & 3, Prop.18. 5i 4 est

“(a) = ¢ (1) <+ oo

' . * . ,
réciproguenert, si ¢ (A) es; fini, il existe un cuvert

S
1S
) 2 5 7%
tel gue : o f6) v oo -
‘3 >

Ltouvert G ., ainsl que l'ouvert
- :
{"}/i = % P gn ‘é’ C;:- G’ 7
< 8 =
sont donge mesurables dlaprés ze qulon a ve ; il en eost

Corollaire de la Prop.7 - Toub epsenmble compuct est mes

urable. ds

soit mesurable

lativement compact.

4:1"
(L

e

]

&

O
ot
o

&
o
=}
&
]
er
@
o
s
W

gue touw

Proposition & - Soi un ordonné fTiltrart dé

A

c

erpisgon

o
Y iy
o
N
()
foed

Jlenseirbles iernég mesurables ; on 8

/ inf
i % ié‘%’, ”%‘" J{,cz

Fay

“ﬁ

Ty

bd
B e
il

1tr

= - Py = 1
B considérari su besoin une section ds 13 crdonné 11
LR S e s S 2 B st 3
peut Supposer gue les F sont tous cgmteuus dans vn fe
B2 ey S 3
ot .
ghei i i e e 6 = ey AT s CA e s S o]
fixe, ot donc {2 1, Prop. 17) dans un ouvert mesurzble
/4.‘:; ot % s
= i P e iy bR o - i
B . 2L 2 s s}'d - {J fa g Jz’f' 3 = iz § 3
A g & L7 (e :
b B .3 1 i o L « vy 3= - . 3
3ens G sont ouverts, et formsnt un filtrant croissant
s = S FE A D
>st G ; on g domc (g1, Prop. 6)
£ = - 3
L (G) = sup w (G ) ;
de 1a Prop. % gue B = G

£S 3oy o B
ant donné, on

P4 e i
ey LGS TR B e
e aesuTs 110

e 1 T 9 e
25 3,;\:'_@ 85 * éj’{} 5 9:&;.,1{}

n

o
i3

3 n 3 e e
gony la Teunian




_est mesurabls, et que

(F) = M(G’) ;w{&; = igf

el
inf gl
LET :

| SN

il

gxx w“1

0

(G }sw’e)
(F :
‘E%) -

¢

3 - Cyitére le megurebilité.

By
5
{aefs

E\-u.
o
[0}
o
o

Thooreme 1 - Pour gu'un encenble A soit mesurable, il faub ot

0

gu'il existe un ouvert G et 1n compact K tele qus

£ c A O

et pour lesgicls la nombre p@(ﬁim,géﬁx} soit arbitrairvement pstit.

:
SN R R et A : A 22N e = 3 =
1) Bécossiis de 1a conditicn - Si A est mesursble, il existe un

S s T R S e . Joag = e
Soit srbictrasirvenent petit © iout =

un compact X < A vpour legnel

un noLbre } 0 arbitrsire.

: ) 24 - St = T o)
Or, A étant Sﬂﬁﬂmb il existe (g3, Th.9) une fonction
- :
fe ¥ veritiant

f%xé’ ’ : jf{%ﬁ“f>dé€,i’,<;8, 7

Soit K l'ensanble des xzcE oh liogn g

S P o > %
5 S - 5 = - S
Comme £ é J s K est compact ; comums f< X . one K o= A - 5

e
€

1%on pose B = ﬁ,fT 5

f‘*&;?ézi + € }ééi .
dong
.
j Pap L HK) teu(B) £ (HK) +e @ (2)
V’ (1%
Tipalement, 11 vient
5" - 2
A< | Papte £ (LK) +e e gcln)
{ =~ { > q
ce gui prouve que (A)- #(K peut 8tre rendu arbilrairement vpatit.




53

Suffisance de 1la condition

N\
St

Si Ke A ¢ & et si
&(G) = {%‘(‘:} '< 2

| > - % f\ E
on voit dfaburd que g e X ) <% 0o -
de plus, come :
A /}‘i 7 /z{l 7~y
S = L, AN = L&
j{ﬁ s K~ G f/K z
on a8 & -
o A b
¢ L - A :
874 ‘ o1
/~, st donc, dane gﬁ” , adiérente & dﬁi‘ par suite X €o
5 p Y i
et A ost me:surable. ' ! . .8 F
is Théorére 1 pefmet élucider - en partie - 1l structure topolo-

i: ombles mesurables :

Tout engernble mesursble est. & vn onscoble ré »1liraable

= ]

iz réunion diune famille dénonbrable de compacts, ¢t 1iintersection

dfune famille dénombrable a’@zva

En gffel, ¢i A est mesurabl,; il exxste d?apfcs le Th.1 une suite

{E_.}. ., d¢ compacts contenis dans A et vérifiant
n E 6 4’.2‘:”‘ J
i i 4

s = ; ‘ ‘m
pla) - (k)< =
11 est clair gue lYon peub al>rs écrire

=N U &M) K

oh B est négligeable. Un ral>oanement analcgue vaut pour les cuveri

Corollaire dv Théorbme 2 - To1t ensemble ds mesure extérieur@ fivis

Bt
fant
-.:-3

1 cﬁ

peut 8tre recouvert, & un cnsmble négligesble prée, par une fami

o

£

dénombrable ce compacts.

fomt

1 suffit rour le voir d'apsliquer le Th.2 3 un cuvert mesurable

aonivenant 1'¢nsemble donns.




A f;ég‘ =
4 - ‘legures intériecure et extériecure.
Ltant donnc un ensemble A C_ B , onaposé (21, Déf. 6)

F’(A}; (1«(%)

Dl’l&; notion anzlosue & celle de mesure extérieure est .5,23, suzvnnue 2

Def‘lﬁlt on 2 - Op sppelle mecure intérieure d'un ensemble A E

ic nombre ‘ ‘
g:/f,%(A)= éi,(‘%g)z su wjf;dg;@ .

ot
fot
s
<
Q
e
B
&)
&
&
)
N
d
Hots
o
&3
by
&

Becures des compacis contenus dans A .

Si vn compiet K est contenv davs A , la fonction A € &
569
najorée par "f’ig : dioh
v %
(k) £ p (8) .
Supposons ra ntenant
3 7 :
( L, (A) < +20 .
5 soit va pombre £ >0 . 11 existe une f ¢ ,§9, "B} vérifiant
& : G 7 gt 2
- 7 Z Ay
= i:; /’wg 7 g.{,(f} > éi/;%(f’l) B

Soit ¥ l'ensomble des xeB tels que P£(x) > & : clest un compact

W
N
0]
P

o]

W) 7 4@e. p, W) 3 g M) - e [1+ p@]
€ 70 étant arbitraire, la Froposition 9 est démontrée dans 1'hypo Jgé?
|

51 gu con.raire

{X-{,A(A: = 4+ o0 -




,.552.
"pour tout nc 7 i1 exisie uvae f’e’,ji (E) vérifiant

+
'f@i%‘g s éu’(f)»>33 o

oy

- = : , -4 - .
Soit, pour peZ, , ,Iip le compact f‘(gw% - £ )., et posons
fp = inf'(fé }@K ) ; 102 fp formant uwne suite croisssnte dont la limite

eat £ , on a (o 3, Th.6)
: . :

p(f) = 1lim @(f ) ;
L | ;
= - 3 A
or, on a visiblement £ = foe 5 dl00
' &
: 3]

50 Y G by B o oy TP
DegSuire 2 A

rieure et des résultats acouis

, on peutl énoncer la proposition

Propogition O -~ Tour gu'un cposenble A soit pesurable, il faubt eof 31

gnfiit gue 1l'on ait
%

4 (A) = (h(8) <+ 00 .

3 %

On peut aussl considérer ce résultal comme une conséguence cirscte

=

v 95 Tu 9
Terminone on indiquant uwne relatio:n remarquable entre les mesures

intéricure et extéricure ¢

 Propositicn 1 - Bolt A un ensemble contenu dans un ensemble resurable

fe(8) = ) - i [ a) .
soit en effet un compact K — A , eb soit

c=un[EK .

LY

it}
Gy

s e y 2 =
est mesuralile, on a (Prop. 3)




- 56 -

(1) pl6) = @) - (X
et, comme G SHN f A , on a
EN 3’
(c)  ple)- w67 a8 ;

on combinani (') et (2) il vient

Aanf v pw - ®
¢ p@ - wranl

:ap Dfeﬂiat --& borne supérieure du premzer mexnbre, on en conclut que
) foB) ¢ ) - " "t [ 8

daintesant, soit V un ouvert contesant H ) g?ﬂ.; et soit

F = zs.rgg;v

P est mesurable et contenu dasns A ; on a donc -
?’éf{F} = é@i\ﬁ*{};:’ g
et dlavtre part, puisque e FE DV
fﬁ/( ) ;’ gjif'(ﬁg} =%
dioh 17om deduit
K, (8) » b @W)- (V)
¥
ou fc ) 2 @G- (n)
Prenant la Lorue inférieure du premier membre il vient

e fsh) > wu) - e (2)

X

(@) w > pw - gfanla

la comparaision de (3) et (4) prouve la Proposition 11

5 - Fonctions sommables el fonctions étagées.
Etant donnés deux ensembles B et F , rappelons qu'une fonction T ,
définie sur E et & valeurs dans F , est dite &tasgée si f£(E] est un

sous-ensemb..e £ini ds B,




=t
Lorsqgue E ost vn espace localement ccnpact sur loquel est définie une
intéprale de Radon positive # ;, et F un espace de Baaach nous 0.si-

: - ,
gnerons par "ééFv(E , /), cu simplement par é%F si zucune confusion

3.‘
G)
0
Q,
oy
=
i
e
®
n
3]

1est 4 craindre, 1'ensemble des fonctlons Etazé sur & , &

valeurs dans F , et cui sont de la forue
2 % =T =

Plx) = Z - '}éﬁj (x) (e.e®
3

1<in i
o les A. soiit des ensenbles mesurables pour. ¢ . Etant donné qus,
P ' ’

Steuget

i 5 - ‘Your toub espucs de Bancch P et tout p {?:gp ~ + .

des elasges (e Tonclions étagses & valeurs dans F gort parfou. denses
s

dops L

BT 9;"

Etant doniié que oo est pazrtout dense dans ¥

# _ iz
guels que soient & >0 et fé‘@ﬁ}?;;il existe une
telle gque l'on ait

ﬁp (£-g) <

Or, soit i ¢ B le support de £ . £ étant Tortement coniinue sur

)

le commael K o 0] cx;ste un r"couvrcmenc (G ). =i de ¥ su moyei
; > 4 5 <

d'un nombre Jini dlouverts €. , tel gue

)

Y o ] ; e - : Niana of . 5}\
xeh, y-@ &i impligue ‘égl(X}ei(y}§%<;
Définissons ¢es ensembles A. (ﬁégi < n) en posani _
A = K1) G - = K G e g A ; i
A ENC ﬂ{, (‘43 g ”,uanw,g),

Les &3 recouvrent K , sont ieux & deux disjoints et mesurables.

Choigissons vn point X dans czhaque A el posons




, <6
s N N
glx) = L 2(x,). XA& (z) -
| il est clai- que g ¢ @ , et qus
% fgx)eg(x)!é<;€ pour tout x ,

ce qui domnc, puisque £ et g sont nulles en dshors de K :
D D,

4 : 54
i f"‘“ <, ‘E, s >4 Viohee 7
, P B S e
L2 4
par suitce o =
5 e R 52 ol P
K (f-z) &« € fUE) |~
b = =L i z
~ g B

2
pour e (41 <p £+ oo

§'-‘ 38 B

L
gont situdes dens un sSous-espece vecioriel forné

étent ur sous-espace vecioriecl

presgue partout avec ls somme d'u

fomet
S ]

‘onctions T &

by

convergerte, ds

63 valeurs daps ur sous-sspace de dizmension £

anoncée slensuit.
. 0 - = : - - =
On verra su N suivant vr procedé "canonique® qui, dans le cas des

»~

onctions sommables 4 valeurs dans R, , permet do réaliser

1
tion par des fopetions étagées. On trouvers un procédé analopuc
ble dans le cas général, au 96, Th. 8 ,

6 - Sommes e Lebesgue.

Proposition 12 - Soit £ une fonction de puissance p@ commable 4 valeurs

dens un espice de Banach F . Pour tout nombre & > 0 , l'onsemble des

XxX¢E ob lona %%f(x)a ;; s est mesurable.
= :

= = ‘0 ‘;_3 > = : = = ‘: 3 j{} :”f'; ‘?
Puigue £€o - implicue (§ 5 Pron 6 b i 8) fgg €S
& : : d g =i

tout revien; & prouver la Prop.12 dans le cas o& £ est & valeurs dans

f\ )
0
fds
V]
i
{ 4
n
L
=
ad
o
0]
]
Lol
vy
)
Q
e
-
(6))
=
Py
Vo
N
Lo}
o5
0
N
L))
o
£
gm 1)
ct
(37)




- 59 - . -
(1) 2Ax) = int 5 (x) presgue partout.
n<:Z n : ‘
501t - - - 5
s=trzal, s clerel s mcfusa)s
canme_'qglé ¢}¢ , A o5t ouvert, et mesurable puisyus la relation
& n ﬁ .
: “a = 8 }iﬁn
impligue - . [ v
; 1 e
ff@(!hﬁjég%‘jQﬂLdﬁéT

11 en est de w“we des. ensembles é@ﬂ > a - l',f pour pE€ Z s 8= T 4 b

done B , iitersecltion de ceux-ci, est resurable (Prog,é;, Mais ce

‘;’S

(1) résulte ;ae A coincide, ¢ un enseuble négligeable prés, avac
interscebion des Eﬁ : done A est lui-méme mesurajle (Prop.4}: £.0.7
Corollaire 63 la iroponition 12 - Soit T unc fonction somaable nun

et positbive ; guels gue golert les mo.bres a el b tels gue

6 <8 < b £ oo

= ey

s ;& §a<f<b§ Za«g@f{b% %aéf bj;, aw
sont meﬁurabLes, ' -

- Dénontrons-le par exemple pour %a, 'b§ Clest la différence
entre les er:embles %ﬂf’>ra 1 ot f jﬁ'bé donc (Prop.3) tout
revient & prmver que if‘ > a j. 7
est .esurabl>s. Mais A est 1'intersection des

- jrpaicl (nez)
J _ +
lesguels, diapros la Prop.12 sont mesurables, E.o.7 D,

Nous allons montrer maintenant & 1'aide de la Prop.12 comment, con-

naissant la mesure des ensembles, on peut reconstituer 1l'intésrals des

fonctions numérigues.

Pour cels, soit £ une fonction sommable el positive, définie sur &

tout entier. Soit unc suite de nombres réels vérifiant 1es

a ;
( n)né AT
nditions suivanices :




: .

1) © < 2, <, 1y < bco ~ pour t0u§ ez

2) 1im a =+ 0 - 3} an -n )=t <+ 9
) noe B ' 2 2} QASF (an+1 n) = o5

- “y
osons _ -
A B s
n ( “n 7 ®pyg ) ¢ . ,
los ensenmb es A_sont mesarables (Prop.12) ct deux & doux dizjoints.
Ln ountzre, on 8 .
pour & z‘;,ﬂ

et par suiie

m N : o
[”iﬁ } 7 a A = < h’%fp
S : ‘Q“_&é 0 4 "'( "< x "g»\\}' /J &a_?_é“v f‘-”. s
. hery 4, = nEZ, -~ 20
Ay % = P % % o 2 o 2% % Ly
Comre T oc . sommable, on déduit ds 1a , en ulilisant le Th.6 du 53,
que le prenier membre de (1) est une founction soimable, et gue
= .-?A vzl - =
£ 5wt | e TR . fif
> - i )< | Fa
e e i 5 i g = 2 L4588 2 0 e ,’ff?,
,j;; N s e ’gfg'_‘; } ﬁgM _ s & { n) é;afj ﬁnéj
Dfaptro part, conae :
5, < 5 ke
Spq % By ;
on voit quo »
‘ = 7 - 2 =0 A
Y > o 5 :}" e 4
(2 <L Zpige }w < = . fig L
=7 ez, =n nez Sn
or, laa:gr @taﬂt dlsgaiqts, on a =

..{:“}! 2 ‘

> )cA 8 - | 8
: heZy - - |

et puisqufon a &videmment '

i est mosuable (Prop.i2) ; dlapris (2], > By 14 ‘};A est donc
2 o v - < onﬂ

avesi j -sommable, et il vient d'aprds {1) et(2)

jf d;j Z +4 ° ?&(An> = Z 2n f’L@‘n) +e [ (4)

*

()  Jle )< (rafic Sl g0 £ )

Liexpressicn ;;j (A ) 38t appeldée une somme de Lebesgue inférieurs

1‘
de . Comre €. {ﬁ} paut en choisissant la su:rszsioa {ap} de B

fine &tre rendue arbitrairement petite, on dédnit de (4) gus

75
G e e A BN P Az : :
i £ dg.. est 1a borne supiriecure des sorles de




A A
£ (;‘% =

be méme , }iexpr9891on ;EZ 2 g f@(ﬁ ) est dlte une somme de L@bes:g@

supérieure de T ; (3) prouve que ‘}ﬁf au est la borne lnferleure des

sommes de LetSSQue superleure de £ .

On remsrquera que, les sominss Ge Lebesgue étant des séries conversen-
tes, on peut les rezplacer, avec une préeision arbitraire, par des

sommes finiec. FEn particulier, en choisissant une subdivisiorn {a ) assex

fine, on surs, pour p asscz grand
= » e : — : :
# 7 4 F < = & = Eo e
< aﬁg@s‘ﬁﬁ) ‘:’»;; £ £ g fr S 7 aﬂ f&(!&p} e
Lewep . t<nsp - .
ce qui s*écrit aussi -
e 1
{ = AL {
g Eon 7 3
’ £ - - eﬁ’.f:,g} g”ﬁ‘ = ‘A % s ’:; & :
e i<ng b oL 4"
e sl 2y iy L
on retrouve ainsi, dans le can de of le Th., 3.

S ? R s
Dfautre part, or voit, comie on l'avait annoncé, que la mesure 4

&
O
=

s =
Sai L Leguirar

ensembles détarmine # ; comie 5&{é} est connu dés g

les compscts. {(et, ce, dlapris le Th.1), on peut dire :

Zroposition 13 - Pour que deu:; inté-ralos et coincident, il
faubt et i1 suffit gue 1l'on éiﬂ
(.(X) = Y(K) pour tout compset K C E .
En particulier, soit une intégrale, et considérons un auioncrphisos
o de B ; pour une fonetion f pésons

fg {(z) = féja“ﬁ(zgj .

ot considérons 1l'intégrale it » image de . par o (Chap.IX

i
Kito

g%(f} = ée’v(f(__g> pour fC%i -

4, quc

LA =t

d'oh 1l'on dédiit, en utilisani les définitions du

%or o # :
‘)= UL 4 - e
b £) = p{ 0’,“1) pour toute £ >
En particulier, om avra
- Fete) |
@ (K) = 22 | clK)
sour tout comjact K . Par suite, d'apris la Prop. 13 ;




Propogition i4 - Pour gu'uns %n’s:egrale 54, oit invarisnte par un automor-

paisme ¢ de i , 3.1 fa.un eb i1 ﬁuff‘l‘t gue lfopn ait
" px) = wjo (8]

pour toub coapact K ¢ & .

6 - Cas de 1/intérrale de lelesgue sur B .

Sni?

Bi E=HR et si g est l'intégrale de Lebesgue, on s vu (21, >
gus peur tout intervallec ouve :rt }agbg cn a
: = - |
e T} i = =
;‘Lﬁ{ { ga b ’J} = bea . '
Cn déduit de 12 e*t dc la Pror.7 gue, pour gu'un intervalle ouvert dc R

e
soit mesurable, il faut et il suffit qu'il soit de longueur finic

@

Pty

s

o

o
)

8
Cozme tou: intcrvallc coircide, & un P'aseﬁ‘)l i - donc néglizeable-
gr: . avce u intervalle ouvert, on voit cuc : pour gqulnn intervalle do

u
R soit resurable (relativement & la mesure de lLebesgue) il faut et il

({3
D
43|
o
£
fond
D
k1
n
N
i
£0
foe
43}
b
]

suffit gulil soit de longueur finie ; sa aesure
ilongueur,
11 vésult: de 18 que toute fonclion étagée, ue la forne
Wl 2 X, )

) 15esn ‘ :
ob les A, so1t des intervalles finis et ies a, des constantes complexes,

i i
egt (i-gommible ; en outre (m &

’j £(x) d 'M, (x) = ;,2; a, gf'{{ﬁg)

22wy




= Par gef inlt“on, on a 2
N5 - e 12 :
j-:f(z} {o f(X}dx = lim § f{x)dx = lin ff £ (x)dx
o a v n .o l{’# n os J"w,ﬂ
: : 12 {7 : y
ﬁ,ég;jzgfx}d « (x]) ;
mala les bypothéses faites eur la suite £ entrainent gue cellie-ci est

majorée, en nodule, par pne fonction de 1z forme M. ?ﬁy oli O £ + 20
donc par unc fomction g@=s€i&abl@ B?'; ros le € 5.,75.8 on peut
donc affimmer

1) gue = est # -sommable

! 2 que ' o : ]
;| it du = lis [ £ du- | T(x)dx .
f ¥ oA n § i
& NS o 5D
Par des T i)omﬁeme?cg snalogues, on vermait gue le résultist s'ét eﬂd

Propxxfké 15 - Pour qu'une Tonction numérigue fix), dé

sur B . soi. sbsolumerlt intérorable, il Tout et il suffit gulslle golt

sommable relativenent & la nesure do lLevesgue sur B ; on g alors
‘ rz
j f{x}diyij} = | ol-Ja-
: o : Voo : :
~ Bemarague - 11 existe sui B des fonctions, sommsbles pour la mesure

L - , - ‘ ; -

N‘&ﬂ 3 vl e s : %
3 de Lebencue, qui ne sont pag yéplées (cf. Bxere, )
7 - Intérrales de Hadon et foncitions monotones sur RH.

existence diune QLJL ture d'ordre sur R
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perszet de rialiser les intérrales de Radon par vn procédé

ment siample. Tout d'ebord, si . est vne intégrale positive sur R ,
tout enbleo Boet s o T ol tent intes “;‘im?l i : P b =
GOUE eﬁng‘}o L CO 3—}_ ae% en ;g bj_ SEACK ie?’ GOUT eﬁ»ﬁbﬁf\:(ﬂem £ y@ﬂpauyb g a F
est w-somioble. Défirissors alors une fonction ¢(t) en posant
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= comme en outre ((A) est uns fonction croissante de A , on voit immé-

diaterent cue la fonction (i) est non-décroissante. Elle est en

outre continue & droite ; en effet, guand & >t, 20 tend vers t_en

décroissant, lec compacts 0,%

forment un filtrant décroissant dont

Yoy

=5

l'intemsechion est E O,tOE ; on a donc (Prop.8)

p{t ) = _lim oft) :

O = lg
5,

L O
4 L e o ey ] < (ﬁ.‘- f‘hfa £ B 25 T g "“
tend vers b, en decroissant, les ouveris 1,0 forment un fillrant
£ . ,
i s i = D, '«-.‘. {’ &5 ..,
croisgant dont la réunion est [t,,0 : d'ob la néms propriéte guse

pour ©. 2 U .
PouI ué}{y J

aent (¢ . ‘'out dl'abord, pour un intervaile Efa,“éj on t?ouvevimmééiatea
ment que
(1) ﬁ(}aﬂﬁ ) = olb) - o(a) .
&n en dédu’ t e péar un iﬁﬁ@fvalle ccmpaet ga;bé - intersection des
intervallies %a.» 3%; 1 -ona
e =

2{b)-2{a-0) .

=
iy
ey
mm 5
oy
&Wm\é
S
il

Conre un conpact arbitraire K ¢ B est rdéunion dlune famille dénom-

lim X = 0o lim x = t <o 5
1 S =00 & Tp o e 4L
<L } wi #
s 2% 5 i e 3 -~ 1 3 vt o e b~
, associons-_.ui la partition x de B suwivani les intervelles |x g o
= 5 s 2 | G
% 5 - TG T Siei ot 3 S g - o4
et considérons 1'intégrale discroie 4 obtenue en placant,
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(D) [ (b)- <¢<a)] el  pour fcef A

Si [a 61 est on intervallc compsct de B , et si une £ ¢ ag’ est
égale & 1 sur {;&:Bj , mulle en dfehqrs de a b} (aga <8 e.{b} - et
partoul corprise entre O et 1, on aura donc :
' u(£) € 9b)-9la) ; |
comme 2 et b peuvent Stre choisis arbitraireucat voisins de o,
on en rgnciat ¢ étant csntLdue 2 droite, gue v
([o, 8]) < 9(8) - 9(a-0) .

i, Tour les £ considérées, il est clair d*apmés (1) que

$- (£) 2 @fﬁ - 9{a-0) .

@)
Y §
0
futa

nalcrent ,

(f([e8]) = 9(p)-o(u-0)

Ep définitive, on a prouvé le résultat suivant :

Proposition 16 ~ So 1% o{t} une fonction non décrois ssante et continue

& droite sur R . Il existe unc intéprale de Hedon positive el

une seule sur R telle gue l'on ait

¢ (1a,0] ) = 9(p)-9(a) (-co<cagb<ton )

5
P

réciproguenent, touts iﬂtéﬂf&le do HBadon positive sur R peut etre

obtenue de cotte facon.

I
b
fade
£
ct
(Dh

srale d@ffnle par ¢ se nois souvent.

Q0
[ ety
s :

on l'appelle une intégrale de Radon-Stieltijes.

Exomples - a) Si plt) = ¢ ,
on obtient 1'intézrale de‘Lebesgae,-car
o(b)-9(a) =

ost la lonsueur de l'intervalle Jla,b| .
=5




b) s5i

€0 pour t <0

= i?' pour t > 0,
on obtiert la nesurs e, » formée diune masse + 1 placée en O .

0\:

3

N

¢) Plus généralounent, si 9 est constanie par morceaux, on bobtient

pour [t un intésrale diszréte,

1'intéerele de Lebesgue db. (ef. Exzerc. }. On g donc alors
A 7
g 2 2 =
Jgfrfa} dolt) zj £(t).9'  £)dt pour e &£ (R) .
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v,

dans un ospnce de Banach F . Aso e @{fag...g_ ) est m@surable sur tout

compact.
Soient, en effet, un compact K c E et un pombre s;; O . I1 existe

ldog»cgmpacts <K‘)?"'4<ﬂ, contenus dans K , tels que

L fsdsl -
ERALE)IL S (1 ¢ i € n)

fi étont continue sur ¥ . 11 est clair au*alars @(L@.».‘égn, = £ o5t
- : : 5

continue sur ¢e conpact
o B %
L.%_S_.—- °‘“fg ﬁ.ei‘ ;f?Z&m s
COMme ‘ : -
(el x) |
(Al V) K 2
gL | KL ’
le Th, 2 egt démonireé.
Corolilaire ° du Théoréme 2 - TLes fonctions corplexes déTinies sur B

wesurables gur tout compact forment une zlcébre sur € , sisble par

1'inyolution £ %

Corvollairc £ du Théoréme 2 - Ltenveloppe supiricure (resp. inféricure)

d'une fanille finle dc Ffonctions numérigue se mesurables sur lout compact,
ost mesurable sur tout compsci.
Coreollair: 7 du Théoréms 2 - Pour gu 1iune fonelion nunérigue £ s0it

b

mesurable sur tout compact. il Faut of il suffit ane 7 et £  soient

mesurables sur toul ccmpncﬁ.

Corollairec 4 du Theoréme 2 - Soient r et g dopx 1onstlo? mesupsbisos
sex tout corpoel, 2 valeurs dans F 4;§ B oo octiverent ; 1o Tonction

Corollaire © du Théor ém 2 - Soit T une fonctlon mesurable sur tout

o3

‘compact & v:leurs dans ¥ ; poor tout alé€ F' , lg zonetlon scaleirs

R e oo,

£ £(x) a?;> est zesurable sur tout compact.
£

51 une fonction £ , & valeurg dans un

S gl
(0}
=
L6
£
o)
&
Yt
)

tout compact, il en est




Corollaire * du

y cornpicto.

sont deux fonctions & vsleurs dans 7

Sifstg

. Lesurebles sur bout cozpact,

il en ost de méne de f.g .

Corollsire ¢ du ¥h.2 - Lt up'espacé dﬂ Barach,

Soien

Vialpdbre normée des endomornhi

oS
£
Rt

mes continus de T .

fonctions mesurables

ot AP

£ et uw sont deux

R (P

sur toub compact, & wvaleurs

respectivercnt, la fonction u est mesursble ‘t@#i compact.

Proposition 3 - ©Dolent £ eb g doux fonctions & valcurs dans P
: o Soeigy i 7 i e
tellcs owe 1lon oi:  P(r) = slx) presgbo parionl cur K
compeect K B . o1 T cst mosuvaple sur toulb compeet, il en est de
'mfi"‘fﬁs s e
deilc 48 g
bvolent er effel, un compact K o E of un nomlre £ > 0 .
vn conpac K < K  spr legael § o5t continuc, et tel gue 11
8 A
£t G
tenl Ky - &
?*(a& f% %J; !»‘:._»E ; ""*‘«a.‘ 2 o
G o e o : e = ATy “n e - Sy A i - s c
Dlautre parl, g coincide ave: T presque pariout sur K, donc partout
sur vn compeet K e K, ot el qgue
: €
Emnl ) 2
b 3
: ; u 2 % :
g est donc continue sur K2 , et 1'iné-alité
e
é«%\K!; % H_ ‘{; &
7
acheve 1z dimonstration.
1217 1 - On peut énon hypolhise de 1 Prop.5 en disani
Hemarque 1 n pe énoiicer lihypolhise de D. 5
- gue ¥ et g coinecident presaque parbtout sur lout compact ; cette
“@ﬁi conditicn est, dans certnins cas, plus Pfaible gue la reilstion :
/ - - , :
7 T et g coircident nresgue partouﬁ Cn etudlpra cette guestion
o cagp T
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=
b 4

70

4 - iesursbilité ot sommabillité.

Théoréme % - Pour qu'une fon:tion £ , définie sur E et & valeurs dans F

soit éﬁ»sa&m&ble, i1 Paut et il suffit qu’eile scit mesurable sur toud

compact et d?intétrale'supérleure-finie..

Supposons en effet gulune fonction £ & valcurs dans il'espace de

 Banach ¥ g07tvaSUfaOlO sur boubl compact et vérilie
& , ,
H2{x)h dulx) +
jé{}%giméi

2 i : :
En mocifient au besoin T sar un ensemble néglizeable, on peutl supposer

gu?ewwe est nulle en dehors 1'un engemble

Hous allons nmontrer que ces fonctions sont sommables, en exaninant
diabord le cas dcs fm .11l e b eloir guc, pour cgllesmci, tout revient
& prouver le Lecame suivant :

Lemme : Soit K une partie compacte de B , £, une epplication continue

tio1 définie sur E par

= - P S| =a s <
de K dans F , § la fonc
ooy :
{ £ (=) 8 x ek
:{m.a = ¥ o
v ] X
e i = 2
0 831 X &8
““5_5 aemAST ‘;

J




@ = s s : : 2 ‘
501l en effet un nombre 84} O . ¥ 8tant continve sur K , 11 existe

des ouverts Giﬁl E en pombie fini tels que 1'on ait

)
Ui}
*
S
{t
b
s Y
&
St
N
o
=
o
&
oo (R
a
=
o
G2

de X en ensembles mesurables,

x,y€4.  inmpligue | £(x)-£(x)]]

X
Uy S e -y S o '—
Choisissons an point x. dans chague A
: : 3

¢ £lx.) =
&)

« =1 1
olary 2 g
SAA g = < =

%

7 = e
i 0 Si Le B
L £

:

] % b =
Tt 3
11l est elai

o b et Tl i

9
W2
»
b=
e
£
(D-
&
Q
fto
i
sl

= - - o
pour x gE |
i
-
St 0ong
(1) B (e-F) € . u(k
) L (e-t) € . t(E) .
ar e e,
wEaliS Ofn 8
==

glx) = 2, 1(x,) K, x) = 2, & g3
i 3

.. tejsp I
ot les 8.€F sont des constintes et ol les fonections nunérigues &=

3
(23
sont gommables : par suite g cst sommable (% 3, Prop.8), et (1) montre
s s 3 = = =
gu'il ern est de mbre de f 5 €3 gul prouve le Lemme .
ievenons alors 4 la déuons ration du TL.3 des fonchions £ sont

o5 e e 5 Eats : 2 < : .
sounabies, €t convergent fortament en chague point vers comne on g
en outre

o H jf‘

i 5 - i ~ 4 _ A : 2

b (x) 8 4 Plx) i {1 3} . o

P\ é»éz g-i(ﬁfég 3 J !éfizég d (x) &£+ 00
on en conclut ( Th. de Lebesrue) que £, est sommajdle.

ny
i
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: i 1
i (AN é"*’zn} -

L coincide presiuec partout avec la réunion des ﬁn . On g done

reggque partout,

o
o]

f(x) = lim %,

ce gui, en appliquant & nouveau le théoréms dc iobespue, prouve la

0
LT

v

sommabilits de T . - €C.q.7.D,

5 i % a s - - - 3 3 > 2 = (sﬁ"‘«p'
Corollaire 1 du Theoreme 3 - Pour gu'upe fonection f soit dans o

(1 €£p <+ ), il fant ot il suffit qu'ells sot mesurable sur tout

TS & s
conpact et vérifis
e é“’
Al it & R
,fiw stgg,gé*géé—r{}? 2
/ L)
o 'S z - a. = e Lot 2 2 i o S s =
Lo méeessi © G2 comlitione est &évidepnits ; 8l el.es sont Templiles,
la fonetio:
2‘
oy et el ¥ - w2t v
2, 2t d ipibégrale guperiours
- .
= ¢ fa 7 241 2
= ’\‘;‘_ & _,5 ) Lé..l,..e 8} ¥

i o 3 S Y .
goient £,,...,f des foncticns complexes
DAL TR IR N 4 i -

(g
@
=
O
i
fneed
€2
t._zn
o
L))
]
<
=
et
s
o
©
B
oMz
£3
(@)
AN
i

sommables «of(x,,...,x j vne fonction complexe délinie ot continue sur

goit gommable, i1l faut et

€A
o)
g
=3
™
4
ot
CD
=
B
Q@
et
e
Q
i
3
~
by
FY
b
5
)
oy
Kroes®”

B
te slors d rectement du Coroll. 1 du Th.3, appliquée pour p = 1 .
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9 - Fonclions sommsbles sur out compact.
55

Définition 2 - On dit qu'une fonetion £ , définie sur B et & waleurs

dans F est sommable sur tout eempact (relativement & pv) s« pour tout

compsch K,Qw,E - ln fonczwau z. )ég (égale & £ sur K 5 8 O ailleurs

est sommable.

Hemargus - Une étude déigillée de ces fonctions étant 1iobjet du

€hap.1V, oo en s?étonﬁera pas de voir leur r6le réduit ici au

-

mininom,

)
)
L6}
k‘b
5
(R
5]
£
P
o)
)
| W
)

Tosm

Proposition + - Toute fonct:on sommable sur tout zompac

sur Lout comdact ; toute founction bornde et mesurasie sur tout compac

sommeble sur toul compael .

o o~
es8tL Son

T

o1 T est sommable sur toul compact, pour tout compact Ko B s

fonction f. XK , ttani sommeble, esi mesurable sur tout compaci ; il

exigle donec in coumpact Kﬁzz.ﬁ ; Gonc la mesure es’ arbitrasircment

et sir leguel £, §LKL est continue ;,.fagg

vai@ina do cal ede K
. < Z
coincidant sir K avec £ , ceci prouve que f est mesurable sur tout

Réciprogusment, si £ est nesurable sur tout compact et vérifie

sup g f{x)g = ¥ < i

= [
pour chagque compact K¢~ E 1a fonction f. %’g est mesurable sur
tout compact (comme produit de deux telles fornctions }g et vérifie

g‘;’ff 'l:, B 4 it 7 =

Fec A s 8 o8 e
done, f,jiv est sommable, ¢e gui achéve la démonstration.
Proposition b - BSoit £ uvne fonction & valeurs dang F ; pour toutb

At N ST
entier n > | Dposons

e




£ix
e

Pour que £ spit mesursble su: tout compact, il faut ot il suffit gus

<

leg T soizn ammables su:;’ tcut compact.

.2.-

Hécesgite - Les £ étant bornées, il suffit
quielles sont mesurebles gur towt compaci, ce

de seci : si T est continue sur un compact K C

des &0 @uigfus pour la topologie forte
- (4 ¢ < ol o :
& = g 7 i
m lim Jeix)l =
Z-5Xg £
et un pombre £ > O . 11 56 ,

= - : 4 s o ‘ ey ; i e
3452%_§ un compact K <. K spr leguel £ est continue et

0 =
Lel gus
L (KN} E )< = .
! LS 5*?‘.3}“‘%_2@
les Z sont Loulbes continues sur le compact

= : 1

E - i 1K

8] %G ég ﬁ»
cn sorte gu'il en esgt de mbro de i ; comms

: 7
(K ¢y | 7T &
% \ghggﬁﬁ}ﬁﬁ ;

L ome 1af (L 1)

soit mesurable sur tout compact, il fawut et il suffi

scit sommabls sur boul compact pour tout ne€ 7, .
2

6 - Suites ds fonctions mesviables sur toub compact.

Théoreme 4 -~ Si une suite {fn}né§2 de fonctions & valcurs dans ¥
: 4. :

mesursbles cur tout compact. converge fortement on tout point de B

it

-

vers une fonztion limite £ , csllc-ci est zcsuravle sur tout compacst.




Posons pour pPEZ
' { fnfx) si |
i (:) = :
82,p - - % < (Y} 51 ?a
- L 2%5“”?

et soit £ 1a fonction définie de facon anslogue & partir de £ .

(z) =

pour tout 1:&£B et
e = - 2
2 A (comazblop
n.o A%
g g e v A =l = Ty ANES VT ‘fc— A ﬁf . {3'«:
Tesitent g j0recs on noilia pDar 18 ion ction P. sy, O
- SR
3 T = = £ 3 £ A T
e Lepespae £ /4. ©eBL Goic sonmsbie.
7} B
T ey = Lo £ & & d - 7 -k Wy e ) g
par.osuite, £ osl. gucl gge coit D € 4, , 80U ablc sor toub
s

ce qui, avec la Prop.5, prouve le Thiortre 4 .

7 - Busembles mesurabies sur towb compact.

- On dil qutun snsemble A ~ E egt ,e;m, rable sur tout

Rammrs-
: 2 fonction ecarasciéristigus x A est mesurable sur tout

{

Une foneciion sommable éta at mesurable sur toul compact

iy s A A 3 e .
propriéhé s ivante :

I G i o) ; 1oy o 2 - 7 o 775 P o 62
Cfaua nent msurable sur tout compact, mals sonmable sury Tout colpacy -
= 3 2 D, ° e = - & "". e T _:.;.5_ P 3
puisgue boriée - et réciproguement (Prop.4) ; si XK < E est compact,
2 AT ik
omia A o X as dae
A i ANEK ‘




Proposition 7 - Pour gu'un ensemble A< E soi; mesursble sur

tout compast, il faub et il suffit gue A/YE s0it mesurable guel

gue soit lo compact K B

On dédu.t de 14, comme cn pourrait du reste le faire directement
4 partir di Th. 4, ia proprzétﬂ suivente

a =

Propesition 8 —.La réunion et l'intersection d?ufe famille Fi

¥

ol

2
i

aba

Boed
@
0

abl

S

dénombrable d'enserbles resurables sur toul compact sont mesu

=3

'a

&
(i}

sur tout compact ; le complémentaire d'un engenble mesurable

out compact est mesurable sur tout compact.

Tout ersemble fermé est mesurable sur tout coupsct, ainsi gue

tout ensenle ouvert.

o

Ie Théodme 3 implique (fautre part ceci :
01 9 ~ Pour gu'ur cusemble & ¢ E solb maenzﬂbw@ il

faut et il sulfit qutil soit mesurable sur toul compael =L que

1'on a3t
¥
gr@m}é%»@@ .
Cn déduit de 1la la propri suivante :

- Proposition 10 - Ltintersection d'un ensemble mesurable sur tout

compact et d'un ensemble mesursble est un ensemble mesurable.

11 est clair que la Pror. 10 généralise la Proy.7.
: . oo - 0.
8 - Les espaces c%?F ot LF :
‘HNous z2llons introduire meintenant des notious qui généralisent
celles du %2

Définition 4 - Gn dit gu'une partie N  E est pépligesble sur

tout compact lorsgue, pour tout compact K < E , NM K est négli-

geable . Tant donnde une relation R , contenont un arpusent variabls

P

XeE la celation <& R presgue partout sur tout compact /;> egt

1a relation & il existe un ensenvie X o F

(Dh
WO
o
tto
=t
0
[t
4]
[
Lt
(sl

toit compact tel que xXel ou R >>.

Peeeteten ~
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\’ Vi

A B est mesurable, ou réun: on dénonbrable d'ensenbles nesurables

= ‘79

s des ensemblos négliseables sur tout compact sont

»

Les propristé _
évidemuent arzloiues & celles des ensemnbles nég ll&ﬁ&blﬂs : toute partie
ﬁ?un ensemble négligeable sur tout compact est négligeable’sur tout

compact, de miie que la réunion d'une fauille dénonmbrable cfensembles

népligeables sur tout compact Un ensemble négligeable est négliseable

sur tout compact, mgis la réc;grague peut étre fausse. Bi un enssenbls

z

APYN est nézliceanble dés que N est néclireable sur tout compact, car

L

alors A est, 3 vn ensemble négligsable prés, la réunion d'pne Panilic

dénombyable dz coapacis {% 4 Th, 2).
Définitiorn 5 - Btant donnés vne fonction numérigue ¥ définie sur B
- o - o A % 5 1 o< i
s appelle vrai maximun  (resy. vrai minimun) de f rvolabtivesnent & ¢
4 e {

B tol gue Vion aib

£(z) £ iﬁ-@;,(f§ (resp. £(z) > a n@éi‘} )
prasgue partcat sur tout compact.

t

iEX

by

£

ont donnie une fonctior # & valeurs dans un espace dg Banach ¥

)

on POSE

S&D(f}»z vyral iax. %Ef(x)gf

. oo : ~ - :
on désigne par < o l'enseonble des fonctions T 34 valeurs dens F

.,
&p

e

negurables sur tout conpasct, ¢t pour lesguelles on

B _(£) <+ o0 .
' oo ' . - o
il est clair cus J?F est un sous-espace vectoriel de gff 5

o0 -
st une gemi- noyme sur :ﬁfF', puisgue les relations

gue N [f
- a0

M

presque partout sur tout ccmpact

45
=B presque partout sur tout compact
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st

- 8t =

les ¢ 562@ telles que Eacif} = 0 forment docnc un sous-espace
10y O2 -
A o

7 ds qﬁfF ; qui n'est zutre que l'ensemble dss fonctions

nérliseables sur tout compact. Par passaze, au guotient, om obtient

donc un es5D3ace vectorlel noImé

05 /J/"”

. oo 20 -
Proposition 11 - L?esnace vectoriel nazmé LP - est compiet.
S0it, en affet, (£ ) une wu&te de fGH?&LOiS de ol . donyg
7 ﬂncZL i
= - = o0
les images Jlans L formeni une suite de Cauchy :
1im (e - ¢ ) -0
D,g oo 9 q
Comme les £ cont en infiniié dénombrable, il existe pour chajue
n€%, un easemble ¥ <. E néglireable sur toul compact et un suntier
k  tels gue les relations
1 I a >k x ¢ H
impiliguent
i ; 1
.'; X "?? ( = e ~
g f (‘*} "‘Cj ‘«X‘ é‘é . Z}
. s s o
Liensemble
2 "1} = { Fi i% ! ‘ :
nez: Y A 5
est néplirsible sur tout corpact, et on voit que, sur ?,E ; 1lg suite
{2,) est pniforiément conveipente. FPosons alors
- - . -
Y 1im P (¥} . pour x &N
:;’:2;? = 4 i oo <
§‘ O pour xZ € N
N A
Feur tout compact K E . on a
lim £ (X} = £(x)  presque partout sur X .
ce qui 10ntfe que f est mesurable sur tout compact : en outre, lss ﬁ

o -

étant bornéss sur g H . il on est de méue de £ . qui véz.~“e done

: : oo : o e
- oo et par suite f & &f¢a : enfin £ étant limite
¥ :

sbe. o Nodes f . oon g

Y ki
o
ot
b |




. %%2? L) 0,
¢e qui prouvz la Prop. 11 .
En éombinzntlla Prop.5 et le Th.4, on voit gue :

Proposition 12 - Toule fonction mesurable sur tout compact est limite

- - 2 3 & o° . g
sizple d'une suite de fonclticns de ﬁSF , et réciproguensnt.
e : 72) : 4
mfin, si L € &gy et Bi K E est compact, on &

2 Xy | <w

(e L presquie psrbtouns

et donc
i laonr B o

7 =) 3 & _.2,, &

plis Ay <+ o° ;
pay guite (Th.% et Déf, 2}

Lo , o : ,
Froposition 15 - Toute fonction de @L est sommable sur Lout eompact.
cntre ensembles et faﬂcti ons mosurables.

(% e retour du Diplodocus?®?) - Pour gui'une fOQQ@iaﬁ 7

définie sur © et & v:aleurs desns l'espace de Banach

s

sSuFr Lout comisct pour 7~ oo

Raate

£ £
apt et

les conditio s cuivartes

a) llirzare réciprogue par I de toute boule fersée B d

Tm - oy iy de - : s
bie sur tout compact ;

b) pour to:t compact K C E , il exisie upn sous-espace vecioriel

(&}

feraé sépmredle V de F tel que l'on ait f£(x)e V prescue pariout sur K.

1 - Nécessil: des conditio s. Soit un compact K E . Digprés 1z

e

Déf.1, il ex ste une svite de compacts KCK, vérifiant
{@,(K f@i KE{} < % s

et sur chacuy disuvels £ est continuc. Soit B une Boule fermée de F ,

et posons A = “%(B} . I1 est elzsir alors que A f?K sera coapac

pour tout n  comme la réunicn des X, est, & un cnsemble néglig

Lo
prés, identijue & K , on veit que A /YK est mesu: -able : dfon la




Par aillebrs £

dfune suite

sous-£8pace

= la néc

. - 83 -

étant conbtinu sur Kn , est limite uniforme sur Kn

ds fonctions étazées ; f(Kn) est donc contenu dans un

séparable de

<m

F , ot il en est par suite de méns de

= L £(K)

1€z,

W

N

ce qax proul ité d> 1s condition By .

2 - Buffisaice des cenditidﬁg; S0it un co.pa@t E ci E . En modifiant
au besoin £ sur un ensemble aégligeablis, on peut EUPPOS 'dfap res
ithypothése Db), gue ?(X) est contenu dans un sous-espace ferme el
séparable V de 7 . Soit 2, nae suite Qrzo&t dense d: ¥ . et s0it

A - fﬁ;péii%} lfensemble des =xEX

=) - =, i <
Diaprés 17k pothéss aj, les %ng@ son Pour p dorné, défini
niszons alo's une suite daeﬁgeﬁbies en posant
=Ry 0o B}:H“z}p = e
Comme les - les B sont mesurables, s outre, pour p donué,
0,P ° L,D - ¥ Ao 7

teux & Geux disjoints. Soit }iﬁ}j saractéristigue 48
B ; ce gii'on vient de dirs montre gue la fometion

o= ‘ <3 -

fl:’ = z@%f = 'Kmﬂ?
=t mesurab.e sur towt compsct ; comme on a
ﬁ 2(x) - £ (z)éé ? sur K '3

on voi%'que ¥ est linmite nniforme sur K de fonctions Lesnrab bles sur
_tout compac;, ce gui prouve gue est elle-méme mesurable sur tout
e@mpaat; ‘

Corcllaire - dn Théordme 8 - Soit £ upe application Taiblement
continue 4'in espace compact E dans un espace de Banach séparable P .
Pour toute  ntéerale de Radcn positive y sur B g7 %o e>0 ,




>

F‘ (x ﬂé: £

ast for

P

o
) <

temenu continue.

et sur leguel T

ment cortinue.

et 2} pr@uver quﬂ i est Jesurab?e pour : 656 t-8-dirs

la condition a) da Th.8, pulsque 1s gepdra bilité de F
c 3dition,§§; O, s8i B est une L§?1ﬁ Oiﬁ@Luﬂ- fermée de F |
faiblement feraés en sorte que mf{B} est fswmé’gnisgue £

someable , ni méue wseuw23lc; ur B : car tout compach
sur legiel T est fortemeat coniinue est nécescalirement
ble.
Corcllaive ¢ du Th.8 - Pour ju'ume fonction numérigue
subr bout corpact, il faut ot il suffit gue pour tcut o € B llensembic
"Ji V| >4 o ; S
T g )} so0it mesurabl: sur touit compacl.
Lz condition est nécessairs dfaprés le Th.8 et 1'éguatio
! 5 T (T 1 5
£Cla .1 )= &/ fliai- n )
e % ’33‘\;,@%‘ = o
Elle est aussi suffisante, piisque, 4'aprds l'équetior
: : 4 - a1 5
g == ) ] £ {
a2 ) 0 U L

hegse

ot

~1%hypo

spus-ensemble.

% un Snsg ﬂ%3e mesurgbl
jans P , mesuyrable suy
sur A g1 13 fonetbion +




e o

j £(z) K, (x) dpix) = ;f £(x) d;«e(z:) . ' |
: VA
Digpres 3@ i 3, Ta cond1t1UL nécesssire ot sufif ‘sante pour gue ¥ ‘

soit sommablo sur A est que lfon 2it

e
Conme ééi‘%ﬁ g&; {gffé, ce sera en particulier l@'eaé si f est

scmmsble (sur E) .

11 est clair gue 1'cn a8 :
: r

§£ 5(. {i : £ §¥ g;
g I dﬁﬂéé %ﬁfédﬁ ?
que si ¥ et g , & valeurs duns F , sont soumables sur 4 , il en est
de méme de ftg , et qu*aio“s
Ve f 7
j (f’-%-g} ciié zjfdgé%—j gdgﬁn -
51 dfautre part T ost sommable sur A ot sur B , T esi sommable su
A DB pulsane
e x - ey b 1oy I
. 4ol VN oo e
U5 Xaup s §° M7 0 gl
> 0 = o 2 5 v =y 74 : 25
2i s outre A et B sont dis oints, on & gﬁ = ji, et s e
e 40 . B

2N

- . - : 0 .
Iroposition 14 - Soit £ unc fonction de of . ; soit (A

une suite dfensembles “esu%“b ¢g sour tout compact, et deux £ deux
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A est mesureble sur tout comject ; les ﬁn étant deux & deuxz disjoints,

f,, Zf;&A ;.%é N (r X, )€ N(2) <+oo
ct la Pmp ’?4 résulte c?lrec,cment o g2, In. 2 . '

Ou dérontrerait naturellemegc une proposition analogue en faisani
80 lieu_de‘ﬁ -

’roposition 15 - Une fonction ¢ aemmable sur toul compact est sozmeble

L

et

oul cnsemble mesurable ot relativement compact ; 8i ¢ esh en onlre

bornse, ellc cst sommable su: tout ensemble mesurable.

o

un mesurable A est contenu dans un compact K . o1 a
?z@.?évgg et dopc . Dpuisgue 9. gﬁ~“ est q@mn.bja”
i i ; 2 E{ 2

. donc ¢ est sommable sur A .

© est priosgue partout sur tout compact inféricure en znowms & wne
constonte ¥ <+ o0 , ona g<p %, g k. X, Dpresgue partout ef
done ¢ est sommable snr A d@s gue A est meuurable C.0.F. D,

11 - Fonctions faiblement mesurables sur tout campa@

h.d'

Soient P un espace de Banach et P! son dual fort. On peut définir

igng P! comns dsns F , en utilisant la DEf.1, @es Tonctions :esprables

suzr tout corpact. Mais on pout avssi y introduire ls notion plus
générale gue VGici :
- L3 dit qu’une fonetior £ , 4 vsleurs dans F! | est

¢ cosurable sur toul compact si, guels gque soient 1o

e >0 ¢f ic corpact K E , il existe un compset K, «— K vérifisnt

iog conditiocns suivantes :
a) a8 gt 5 K)<e ;

b £ est faiblement continue sur K,

Qm




- 36 - , _
iemarcue : la topologls; faible dont il a'agit ici est naturelle-
ment celle‘gui est obtonue en considérant les formes linéaires
déteruinées sur F! per los 6léments de F (et non cevx de F").

11 est clair que les fonciions faiblement mesurables & valeurs

=4 f s
dans F! forment un sous-espice vectoriel de l?esyace guﬂg les fonc-

tions & va}eurs dans F' . 01 a en outre la propriéié suivante :

Propositior 16 - $i ¥ eogst mme Tonction WegugghWE 5 valeurs dans 7
fcnction Taiblemen: mesurable § valcurs ﬁaﬁs P

< £, g > est mesuvable.

vient & montrer qu: si ¥ st £ sont

nent continues sur un compact K,

g &lant Ta iblenent continue sur

est faivlesent compach, doic bormé ; la p

a
-
(@)
@
i3
(o i
[
o)
&
[
i
L
)
()
g
o
{0
et
D
&
o
{$)]
)
E‘S"
iY)

lorsque af resbe sur une bruls ds P! .

e

Borollnive 1 de 1a Prop. 16 - 8i f estb une fonet

, 13 foncltion numérigue

Corollaire 2 de la Prop.i16 - 81 £ est une

dans ¥ . ¢l 5 une foaatlom & valeurs dar

Lo
P

ot essentic llement bcrnee, ia 19nctloa numequn < 1. 0> och




e e

ce qui proute (Th, 3) aue < £, g‘;> ost sommable et gue

- . i = o
§J<z,g,;,d.{;,§<\jg<f, g>| 4 L (D). T () .
ﬁggggggg,u il résulte du Corollaire 2 que, g étant £

; s
£ -:%J;<il - g‘>>d54 (P c LF )

s i
définit une forme lincaire continue sur l'espace de Banach LF .

On verr: que, dans certains cas tout au moins, on cobtient aiusi

] -
L

toutes les formes linéaices continues sur L

42 - Béfinition dlune fonctim mesurable par ses regtrictions aux
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e
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coapactes de E Caus llcisemble des foreclions mesursb

) %mieurﬁ~@e2§ e mJﬁ?GmOﬂc réalisées leg comditions suivantes :
a) pour tcub compact K , 7 est nulle en dehors de X ;
b) étant conncs deux QG@Q&EtﬁV K1 et Ka , tels qué K, © K, ,
les fonctiors fh@o et fgg@ goincident presgue partout sur K, .

Alors 11 existe une founction £ mesurable sur tout compaebt gui, sur
- 3

- ' o s . ¥
chaue compegct K, coincide oresque pariout avec la fomection £ .
Désirnonc par @ 1l'ensendle des fonctions 9 & valours dans F
définies sui des sous-cnsembles ouverts U@ de E , et telles gue,
ronr topb cocmpact K oo Ué , on git
N QK 2 . 2 £ 3 v
¢(x) = £ (x)  oresque partout sur K .

La faLills (@ nfest pas vide, car, si U est un cuvert relativeszent
< B .

compact, la resiriction &8 U ie fﬂ gppartient & @? d?apres
ltnypothése D) .

On peut crdonner Q? en ézrivant ¢ £ Y lorsque iz fonctioa’yﬁ

cet un prolcace crt ée o . Nous allons montrer gue, avec cette defini-

3 .

=
tion, (O ecsi ir uuctlf




~ a5 =

-~

En effet, soit @ une partie totalement ordonnée ds @ ; 6t consi-

<
dérons liouyert U  Téunion U, gquand ¢ parcourt @ . 11 existe une

scule et unigue fonction «yQ définie dans UO - ot prelongean_t‘ iec

9 € q}o ; je dis gue 9 oé ¥ 4, ece qul prouvers évidenment notre

""‘i.)r@“

assertion. 2our cela, soit r;n compeet K U ; les U@ (o ¢ 5;?3@}
recouvrant ;, et formant ur emsemble croigsant, il existe 9 € {a}
telle gque £ ¢ Uﬁp ; 9 coincide gzz‘esque partout sur K avec £k P 96 s
pmi@nﬁj@aﬂﬁ @ , possede donc 1a wéme propriété, ce gui montre que

=
g ¢ (U cgomne annoncé.

Scit alors ¢ un élément maximal de ¢ (Th. de Zorn), Je dis gue

5 /1

81 l'on aveit U, # B, ileusemble F = | U, cgersitum f
e a7 s 3 3 't e -t = sy by e & : e ot + SN Y ey
¥ide, et 1l oxistersit un cuvert G , relatlivement cowmpact el rencon

trant F ., Définirsons alors use fonction VY suy ilouvert
7 S 5 V3 > = .
.- % sjg’ r Uﬁ? en posant
§ o(x) sur U
e
éf‘? (x. sur G MF .

b

(x) =

Tout ’z'eviﬂnt & montrer que 1{/ g'ci} - Or s0it un compact K 5\5

12

bl et W =2 qur 6 NT .

Dans KU , qui est mesurable, on peut trouver une suite crois-

41
sente de compacts K o K MU, , tels que

“iENT f;@xn)<< .

Comme X . U et comme ¢ = \E’ sur U_ , 9 colincide Dresque nartout

= = X K . -
sur K _avee B , do’nc avec £ . L'ensemble des points de K U_

.' - ' : ‘§ b
ot 'ona (x)#  of (x) est donc de mosure £ = , clest-a-dire

: “{’ cofncide presgue partout avee f£- dfapris 1'hypothése
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¥inaslemeu:, ¥ colncide rresgue partout sur K — U
ce qui achéve la démonstraticn. |
On se servira de ce Théoréne zu Chap.

Théoréme ds»Lebesgueeﬂikadym

o

b

£

o e D e o e e

o

2 6 - Théordnes de convexité.

e DD e o < o o

1 - Le théorine de convexitd.

Soient B wr espace localsns

1t compact, (4 une irtégrale de

positive sur E , F un espacsd rectorisl normé complet sur B .

Théoréme 1 -~ Soit £ une Tone

sion mesurable sur toub compact. dont!

3%
avee ¥

IV dans lz déuonsiration du

Badon

7

urs cppartiennent & u

o
0
m
NS
&
fi
U

[

i1 gous-ensenble convese ot fermé K do 7 .

tolle gue fo , soit sommable
, ’
j £lz) olx

S0it en effet

22,8 > < |

1% éguation d'un demi-espace formé de F contenant K . f£p étant sommable,

< 2(x) o(x), at

Hahn-Banach

(ale F!)

de néme (33, Coro.l. de la Prop.7) de la fonetion numérigue
j’«ﬁiféj 3 a};’&' = <«fy a§> - P

; comme f(x)e K , ona
7 S olx)

. relation
§=€ -

ﬁéA gppartisnt & toat demi-eospace

;. appartient 4 K d'apr3s le théorénme

fermé
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Corpollaire 1 du Th.1 - Si liintéprale H ost de masse totaie érele

a1 et 5i

£ est sommable, aj’f'dgL ‘sppartient & l'enveloppe convexe

fermée dong F de 1l'ensenmble F£(E) .

11 suffit de prendre p{x) = 1 ot d'observer que

de = e} =1. - -

Corollaire 2 du Th.1 - 8i f est (L - gomzable, ot si l'ensemble £
est mesurable et non nérliresble, on o
' 1 ! -

' i fdu e R

g.ﬁg.,:: { ﬂ.; ,{%% i 5
of K egt 1'snveloppe convexe Fermée do T£(E) dans F .

1l suffilb de prendre p = /X dans le Th.1 .
z - s limite du théoréms (e convexilé.
Rappelons que, K étant un ensemble fermé et convexe dans F , on

appelle voridhé dlappui ds I toute variété iinéaire fermée ¥ possé-

proyriétés suivantes

a) ¥ /y X n'est pas vide ;
b) tout segment ouvert zga,'b[ de K rencontrant V est tout

-

sntier dans V .
On dit slors que V(31K ost vne face de K .
Si V est 3n particulier un hyperplan dtappui, on sait gu'on peut

toujours uettre son éguation sous la forme

(1) < = A (a'e 1)
2¥ec ‘ 5 :
- g Laa> =h

et réciprogiement. On obtient slors un premier %cas limite® du
Th.% sous 1l forme suivante :

Proposition 1 - Pour gue l'élément




sur l'enseznle on

- o

-

hyperplan d'aprui V de K , i1 faut e il suffit gue l'on
21t

£{x)e VN ¥

grésgua gartauz '
olx) £ 0 - '

Fn effet

on a dlaprés (2

Zi(x), at > < )

et donc ,
- ~flxlplx),a' > - A o(x) € 0O :
si ltintégrole de cotte fonction est zulle, clest done guion &
< tx)plx),nt > = A p(x) esque partout,
dlod immédisterent la Prop.i .
On va déluire de lé,ven faisant des hypothéses plus particuliéres,
Ges féﬁritg,g plus précis.
EI&@C@&%LOL.Z - S0it K wne rartie faiblement conpactc et convexso de 7 ;
21 i @é’ (e masse totale €zale 4 vn , gt si 7 et une fonction &

%““‘”““"\

valeurs dan:s K et Taiblexent Gani'&e ;i dfé 16 peut spparienizr &
une faee de K guo si £{x) aoportient & cotte fac: sur le support ds w.
f

est 1lintersect

revient donc

de K . klais

est son équsti

£ étant Tsiblerent continue,

.gu'on a

eﬂ‘ﬁcut PO iy

N pParGicl
a de K gue

étort faibleneat compact, toute variété dlappui de K

ion das hyperplans d'appui qui la contiennent. Tout

& prouver la Prop.2 lorsque V est un hypsrplan d'appui

si“ v : £ a8, al> = A

on, l’hypathésa Lj’f d £ ¢V implicue dfaprés la Prop.1
L Hx), 8! > A

il s'ensuit ( § 2, Coroll.2 do la Prop.12)

presque partout ;

P
=

L 2x), 8t > = A

t du uport de F“’ ce qui prouve la Prop. 2 ,
ijer, { 5 % dé& ne pout se trouver er. un point extrémal
si flx) =3 sur lo support de (L .
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Un Sﬁcand vésultat cet le mivant

Propositior 3 - Soit f une f>nct¢0n mvsurablc Sur tout compact 4 valeuz;

dans 'ﬁiﬁ , telle gue f(E) soit contenu dans un sous- _ensemble fermd

convexe K BY Soient it unellnteﬁrale-p031t;ve sur B |, (x

hﬁe fonctior po ive non nérliceabls, ielle aue g et £p soient

sommable. Iour que ¥f‘fp dg&f'fg dg& appartienne & u“a vazricté

diappui V de K , i1 faut et il suffit gue l'om ail P(x) e ¥
presgue pariout sux i?eﬁéeﬂbg@ plx) £ O |

En effet, T &tant ici de limension fi nie, V est 1'intersection
dfune femille finie 4! hyperpians a*dppui, La ngQlOﬁ dlune fazmille
Pinie diensembles négligeabl:s t néglipgeable, la Prop.3 résulte
immédiatenert de la Prop.t .

On remarcuers que le raisonnement précédent subsistersit si, P claal
de dimensiorn ianfinic onrétait aésafé gue YV goit ifinterséctigg clune
famille dénrmbrable dibyperplans diappui. 11 suffit évidemuent pour

cela, si l'on s53it aéum par ailleurs que V est une intersection d'hypsy
plans d?appui, cue le dual fort de F soit sérarable. En conséguencs :

roposition 4 - Soicnt F un espace de Bonoch réfiexif et scéparable,

e T

K une partic convexe, fermée ot bormée de F . 8i f(E) ¢ K , la condi-

s

tion nécessaire et suffisante pour gue j £o dgx.. !/ !f ) dé,g apparsienne
¥ z

& nne variéd dlappuil Vde K est gue l'om ait £(x)
sresque pariout sur l'ensemble p(x) f 0

Tout revient & vérifier gque V esi ume interseciion d'hyperplans

Giappui {qu on pourra alors supposer en infinité dénombrable puisgue,
? 4tant réf exif et sépurable, P! est iui-méme séparsble). ‘lais cela

provieat du fait quc, Glaprés les hypothéscs foites, K cst

en effet, K étant convexe et foriement fermé, est

.

PP — .'" P — L




-

Start borné, il est ontenu dans une boule - ensemblie gui,

fermé ;

&
puisque P ect réflexif, est ’siblement compact.

5 - Llinépalité de Holder.

Etant donré un nonbre réel p vérifiant 1€ p £+ o9 , il existe

un nombre Téel p' unigue vérifiant

i 1
T m::’?a
T p

Onaanssi 1L p' <+t o , et lion dit que p, D' sont des exposants

2

conjucuég. la relation entre p et p* est évidemmert synéi, igue, et

E3 .53 A <
D= i 1< p £ + oo
D -1
p! = + © ai ‘p=t 5 pt =1 87 p=+ 0

Cn resarqueia gue-la relaticlr 1 £ p< 2 équivant 8 2 £ p! £ +too
cLgue P =2 ¢quivan, a pl =73 |

Théoreme 2 (Holder Soient F, 6, B des espacec yeclorisles noymés
R e 5 3

complets, et (a,b) »?-ws;a £ a, b> vne application linéaire continue de

i = : . ﬁ i 1 3¢ 2
FA G dens B vérilfiant 1a condition tg%ag o<zl o8 . 51

p, p' sont des cxposants confjucués, les relations

e P = - P! :

fdy

impliguent

i

(1) ?<f,g“>& €

ot (@) || [¢2,685 ap ¢ (o) ¥,(0)

lous allors d'abord examiner le cas p=i, pl=+ &= .
A
¢

S o
i Fe N@E . £ C @fG , la fonction / T, g;, est, comme f et g,
uLeuarable sty tout 'compact %53 Th. 2), et vérifie

f’gg;}: 0 est réuniocn




presque partout ;
par suite, il vient
E? : g ST

J<tie ;éé ¢ N

ce. Qi}il montre que _

ﬁ‘%(<f= g> ) <

est sommab e,

presgue pariout,

P i\

e}
Ko
L)

B‘Qg(f} E

8t on a

dpll <« MK, 5 >) S B (2). B () ,

h. 2 dans

4.3
i - M T =
gi . ﬁg/"é%‘?gj % =9 3
on & done
N (ot 75 ) <3 o0
. 2 .
ce gui montre (395, Th.3) que L %, g}{;&ﬁg . I1 reste & démoni

relation (2) : dlaprés (5) et les éguations

§.le) =1, (|e]

B, 8, b >

t revient & prouver (2) [orsque F =6 =H =
étant écal an produit ordimairc a.b de deux noubres de R .
Or. considérons dans le nlan R® 1lilenseasbles K des points (e
= he =
3 2 2 ) o ES = i 4 - ¢ Tn,
tels gue l'on aijp s ~0,b 2 0, g b 2

=
Lo = O =




o(t) =t F

est en
seconée

est

Cels stant, considé: deu: fonctions
: 5

)

(i &

T
ot considérors la fonction [ fp D'
g '3,”'“ . e /
\ = f% /

L3
ce gui,

on voitb
ce gui sf

3 4

=y B

fet 9Lrnctemont CONnvIXe daﬁg ‘30 +\A9L

gr(t) = AL A+t

> 0 é=zns l‘lnterval?e consi déﬁéf

2

hp = (i?' 39' )

s
B i

at gp

Or ost donc dans 1li3s conditions diap

‘w

801t somnables, nont

(A > 0)

P un espace de Banack, et F! sorn dual 9

puisgue 8z dérivés

la fonction

nunérigue

-




- =~ 965 - = o
e 2 o e
n dédult Svidenment de 1& que %éﬁte ,f*é'éﬁi@i- détermine,uﬁe Torne
linéaire conggnue‘ sur L§ -
. '?«ﬁ:[«:if, £ ap

Corollairs 2 du Th.2 - Si les fonchion numérigues £ et g appariiennent

bt

& Bavoir

Hous allon:; oxaminer dans guel cas 1'inézalité(2) est remplacés par

1iégaiite ‘ .
] | J<n e aa| -8 () v, @)

Pour cela, nous ferons los h*pcthaseﬂ suyivantes : nous SupposSerons gue
H=R , et que P =G est un espace de Hilbert, <& a, b> désignant
alors le procuit scalaire ds jeux éléments de F .

bOWBe cn a d'asprés 1'inégalité de Cauchy—HehW& 7

{ : 4} if ot 147
| [<t. 65 ap|<[lct > ep < [l2] lek op
ot aussi, en appliquant le Th. 2 gux fonctions [ £l et e i
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Thel-Helae < el 5 (sl s

on voit gque g&) se decompose en les &g uatloas

(41) é L f, 5 >dpk j <fgg>é cz.w_ ;
- (47) ggéfagﬁd# ”M! fﬁ. "d@,;
(v’ g”éf%sagg ag =N & i) ﬁs (| &l )
¢ce gui nous raméne &
" Gomme /”

N

S L5 ff%’
2 s S

spivante :

L 4 ceit oo o 1 ¥ &
cinme 4 - D0LL . Ol ey -5 Iour ouon ait
P e S ST % G
£ :l i st ! 1
ﬁ,"gmj i 5’ ({‘ é Fwi@ 2 = 4 i @ £ d,. JA
Z £ € 3 ‘
2T ok ot 4 s P = e Ttamiin al s
L 18Ul ©0 ST que 2 faripil tud ae Pux )
VY gy Ty o = 1;’ T O b?@ ’ e
ConsLanue Sur SnsemDLe D 1.y 25 U
et A 24 e = 217 £ra e aa A e ava §ey ] 7
est évidermen . suffisapte, puisgu'alors on 2
e 0 est prasgue yartout consiant
- - - 2 2 e - 4 & - i SOy Cagr =
Réciprogucient supposons (L) vérifié ; soit A llsnsemble des
» ;i 5 o~
o glix) =06 . et pcs
4 Y

) si x % -
La fonction F esl, comue le voit &mmedlatament wesurable sur tout

compact, et prend ses valeurs daps l'ensemble convaxe D de € 4éfinl

G

g;%gfz :

(D

Comme (5) siéorit encor
.? filojd4 g
ol 44 ﬁ

ne que 1

8 AV rraA
=
‘L.\ T
HAM

s
N
S

on voit gue ‘expr
i

o
&

O O e
=

.
) i LG

-t (? g 3 & = ":,3 T b 405
est sur 1la frontiére de D , donc est un point oxtrémalide D . I1 s'en
)
- e s, - = 4 o - 5 iy : = z
suit, dfsprés is Prop.1 , que £(xz) coincide svec ce puinl prosgue
: % 5 A R R i Rt A
partovt sur liensemble o ¢ f ce gui provve le ismme % ,




= = 9t =
Exaninone iiaintenant {(47). Comme on a partout

ﬁ , (4%} exipge ‘
% i ; ~ presgue pariout ;
alité de Caaeay -Schwarz, il sf‘emsuil gue
l'on peut écrire .
£(x) - 6(x) g(x)  presque partout sur g £ O

¥ 3 5

ob © est nic fonction scalaire. Comme, d'aprés (47) et lo Lemn

)
(AR
£
Lev)
Sy

(6) £ -6 o presque partout sur g # 0

(6%) 5= B.p,° preisque partout sur £ f 0 .

71 nous rTste maintenant & exzaminer (4”9), cless-a-dire le cas dos

fonctions & raleurs daﬁs R, . Nous supposerons dfabord 1< pd+ o0
3 iy 3 D o2
Soicnt doic T ct g deu fonﬁtwens appartenant a'” espaces o= E et

Qﬁ' , ot te. les gue T ﬁe-sai' pas nésliceable (sinon, (477 exirs

b
gue £ et g 1o soient) . Si 1'on reprend l'ensemble strictement conveze

m@ngtrat*on du Th 2, on Yoil que la condgition

7
i
0
oy
U
L
o
£
s
ot
0
it}
Eu“
£
(o)
()Y

Nit) - 5‘{?}@’,§g) ezyrima‘que 1le point
{ =i _ dit | = (a,b)
@ \ T % ap. fzdp .
de B est sur la frontiére ¢le K . Dlaprds la Prop.i1 , cecl exige

gulon ait prosque partout
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il s'ensuit, d'une part que .cs ensembles f # Oet g + O coincident

8 Pp en nsemble mbplipeable pris ; dlautre part, que sur cet ensenble les

fonctions £ et gp‘ sont'gggnerﬁiongslleg.
Béciproguoment, si f«gaw‘k , 1a fonction
g=tF

: / . » ”;. ? : Fl .l @ V s 3 -
est dans @gf? , 8t on 7éal se ainsi effectiveient le
; e o |

hﬁ\

iwaninons maintonsnt le cas of p = 1 . ct ol 1'o1 5
2 ¢ . tomme £ ost sommaile, liensemble £ £ € -st
de compacts ; on & donc
s o gcﬁs{g}' £ presque pariout ;
1 conditio : |
;&Iiﬁfg} = 5 e @ézgﬁ = Ié’,é{f} E)c@ {g} = W - (e) jg G i
sxige dongc
fe z»E’QQ{g} £ presgue ﬂgW*oua»
ciogb-8-dire
glx) = F {g) presque partout sur £ # 0
et cette cordition est elle-méme suffisante.
Revenons Daintenant av cas ol £ et ¢ sont & yaleurs dans ¥ . Hous

si 1 <p <+ oo , il existe dos co nstanves a,b non nulles

D ‘ 2
4 fl of 2
(7) ded . el
2 %
dfapros (6) st (6'), ceci inpligue

3 j P z g
- 8
o =eo s

oh P, est une constante ; on a donc




_vparticulier le Lemme démontrs plus haut)

. : »‘i';)U?o '
(8) t-apg=0 . JalF " .

presque pariout sur g

i

0, ot en faiﬁ presqde paztout puisgae g = é

implique presque partout g = O d'aprés (7). On noters que (B8) stéerit
aussi

» - .
lehZ e v 17 -

o8 v o8st wrs constante.

2) 8i p=1, on a d'une Jart

L e(x) =% _(g)

@)
ci
=
C‘)
&
c"?
i
o
1)
&)
e
<
L
o
Nres?
@
et
TRy
(@AY
iy
s}
(B3
Sie!
()
e
N
- ,,m;l

presgue pa T*gvt cur £ 0
ig

e
by
8

:{5*

o S =
&=t iy
4 %

On o denc sn conclusion le vécultat suivant (qgui contient comme

S
0
A

Yheoréme % - Solent F un espace de Hiibert, D, p?'aeug,eﬁne'duag

conjusués, T st g deux fann“zcns verﬂflant

‘
e &
e : : i
e oL 4 g < Cé‘wzsj :

& .
7, N £ %
LE,p5dp] = y (£) . ﬁ Le) ,
o & z‘, 3

: P
il faut et il suffit si p >t gue lps feﬂctwons
t

2 5.2
(12 .r ot e
fi = X e §§ éf i )
e = ¥ - A = B 22
soient prescus parbout proportiomneiles. B5i Pp=i Pl = o
i‘- P l “‘r B e xS - A S t hao: STt }gm A 5 "f“‘";’:;_/‘\ ..‘.;. - : .ﬁ; .
iaut 8¢ 14 £8iiit gue I T |5 gient meme anpliclis ©L Juc L8
b et < A = T e AT of o

constante, 1resgue psrtoul sur l'ensemblo fix) - O
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Corollaire dﬁ Th.3 - Soit F pn 6ﬂgace de Hilbert. Pour tcute £ 6¢ﬁ?§
1 gy £+ o9, la famule ‘

e };<ﬁ?g > x (2 g f ""’p 3 »
.dé nlt sur LF une forpme linédaire csntlﬁue dont 1a norme 6s t éoale
2 H(f£) . ‘
= D :
5 - Le théoréme de Thorin. _
Thé@rem@ 4 (qurin) - Soit ?'gﬁ_@@lyﬁame (non identigueménﬁ’ﬁal}

Q.a
(=21
fons?
&
[

rzapport & 1 variables Cﬁmﬁ$,x“s Zs 1< i4p) ; Boit K un snsemble
}?

vido bornC contenu dans (3 . Pour tout &iément (@,;¢¢g.& ) de

-p T

f(z»"gastaz

~ 7D = - . . :
{Ei%jw , 80it ﬁfaﬁ,.g,gagf 1s borne supérieure de

Mbaenctamon.

B
dans 1a partie de (P dérinie par la condition.
J > -
/ 1/a
3 ty 2 = = o= ".\I S
>§z%§ g.e,ﬁing P)e & . Lo fonction 1log %(&?3"’5&B} est c
dans fﬂ% }

Nous commencerons psr supposer que K est compect et contenu dans

-

cube Termé dont les nraj@ﬁt;aﬁs ne contiennent pss l'origine.

1'image K' de X par 1'appliczation (zﬁ3-ﬁ%(l@g x;) est un ens
ompact dars "?qp . 751 on pose @(zﬁ,..,,z.iy,,.agyé}*’f(@@? : Vﬁﬁﬁ_@
@”pE§+13@}? 3 ﬁ(ai,,.a,a ) est la borne supérieurs de ¢ lorsgue (x)
varie dans K' et chacun des,yk dans 1l'intervalle [eﬁ,rn:Z‘; comme F
n'est pas identiguement nul, ¢ prend des valeurs # 0 dans cet ensemble
dorc on a toujours M(ai,...,a ) >0 , et log M(o ,.,,,ap) est donc
une Pcnctlcn nunerique flﬁl§ dans (?Q )p et mcme dans _E%g’ étant
donné 1° hyzgﬁhése faite sur K . Rous éevqns montrer gue quéls gque
soient (Bk: et (J&k) dans ‘1%p. 1s fonction leg M(B1+J{1tg.w.y'

5p+ukpt)- ¢e la variable féalle-t est convéze dars R

dl'aprés un

3
critdre de convexité connu (Fonct.var.rdelle, chap.I, 22,prop.7) ,
2 ; e ¢ ¥ ¥

)

L

il suffit ce prouver gue, prur tout nombre réel U , et tout intervalle
>

< - “} » s : 3 3 5 = : g
la,b|] de K , la borne sipér Tieure de log E(5§+uﬁ ty. . BtA T ut
& ~ : : 2 i “




e 3{52 -
dans/ié;b} est nécessaliremont aﬁteinta en l'un ap moins des points a,b
il rovient aa n8me de momtre: que 1a borﬁe_sapérieare.de
v (t) = ﬁ(@?%ziitgz.;,m§+4iyw)agkt, dans Zgyb;g‘eat‘ﬁécéssaireﬁant
attointe en 2 ou b . Cette borne supérienre ect amussi celle de la
%gﬂcﬁien continue k - . - :
% fiagﬁﬁ$u!%t}&ﬁ+iyﬁ . e{ﬁp%lapz)xp+iyp)§ eéét

19?3@3@4{3&} varie dans Ki, thacun des y, dans Ewn ,+ﬂj} et t dans

-(f -~ " = . 3 ‘ it o : 7 - -3
e b ; elle est done asiteinie en un gzed point au moins de col eonsenble

 compact. soit 'ixkE#{ﬁk} . Qk} {dg} et t=t_ . Haisomnons par l'absurce

- et supposors qa@'té Soit disiinct de a et de b , et que iew valeurs de
(a) st “f{b} soient gﬁfiutemeﬁt.inférieare54év “H(%Q§ . On peut
éviderment supposer gae T o=t ; alors lao Togctlon

o) - igg’s“h"”‘}";} cer e fF
(£} 1

munm relatif au point O : aut:ement dit, pour t réel ot assez peti

= - s ' : . - o
vaieur gbsolue; on a §g(%}§,; ggﬁa)é . Mais g(t) , qui est vne somme
g : i 2

%

d'exponentielles, est définic pour t complexe, et pour u et v réels,

C?:i& 5

ﬁ?ci+;(d{+jL1cgv)+‘¢4g@u} @@pcp+1§d§fJﬁpgpg}+¢pcpg)4
Lh A . M.gw,—u-—-—-'"'”“"/

e - s
iR {fa, 2

Iee s
donc, d'aprés ls définitior i t_, on a gg(u+iv}§f%,§g€®}§ Dour ©
e ' 1 = |
o 4 o

réol assez pobit en valeur alsolue, et v réel quelcongue ; a fortiori,

pour w complaxe tel que E%E soit sssez petit, on a 15{w éﬁgiﬁ}
i) > 5
Or, comue g ast ééveloppable er série de Taylor au volgia&&e ds O
et n'est pas constante, on &
slw) = gloW{ote(w) "

e * o Py gk |
o# n est un sntier, o un nombre complexe #0 ot &(w)




-0 =

avex W ; si alors w est pris assez petit pour que’ a(w}}g% éag , et

1'a.plitude de w choisie de eorte que 1'amplitude de pw- soit égale
& celle do - O) , on aura r(w)! g{@) !p e ﬁ}» 5g(0}§ , et on

aboutit & unc contradiction, ce qui ﬁemcntre dans ce cas le théoréme.

B

. s : = -~ : : £y o
o1 maintenant K est un enseanble borné guelcongue contenu 4 dans ( _5% }

pour t.ut noitbre r > O désirnons par K - i'ensenble des poz.nuw de K

dont toutes _.es aoordgmées sont: >r ; pour v as'seaz petit, K n! @sL

‘pes vide ; soit 1 (a,,...,a ) la borne supéricurs de | flz, . 2 )

E % te %)
‘ , =l 1/ 6 . - -
pour (12,1 * 4, .. iz | 4/ D)€K ; clest aussi la . supéricure de

gé / “pYe & dome vne fonotion

P

e = y 3 v 2 o & B 1 % o : ¥ b1 >
convexe dans (s ) . Or, comms K est la réunion des K_ , #(o,,...a

4
d
3
et
i
Bk

= ‘
est limite de M {G,,“.,.@@p} lorsque r tend vers G , po

:’23‘ "donné : 1la Ton st

) E R, : ion log éﬁ(a@ »o0+3% ) , Stant limite de

735
TR ’1;‘57. P Z
rfonesions conwvexes dans (F ) ; est elle-néme convexe dans cetb

CORULLAIRE. - Lorsgue (ax.}é R}e )p tend vers un gemiz {3 ) de
(R )P (dont unc au moins des ecordonnee_s est nulle), M(a,,... ;,c:.,.ﬁ)

tend vers unc limite finie et >0, et la fonction log H(a,,...,op)

peut donc 8tro prolonsée par zontinuité en une Ffonction convezs dens

tout (R % .

&

.ég
WP :
Sn effet, so0it V un voisinaze borné de (Sk) dars (‘R ; 1a fonc-
a i )
tion f(*zr e T ,...,vzp yP) est bornée lorsque (v Jek , (o )evV

et que Chu@ﬁz des yk est daig f-»:tz, —r'z} ; la Tonction convexse

log L{(@, sree s O ) est donc majsrée dans V , et par cuite (Fomct. Var.

réelle, cua.p,l, g2,prop. ) admet une limite au roint ( ? 1) avoh

la propositicn.
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:st valsble pour d'autres fonctions que
cellee de @E’ (ef. Zxore. )

Bomarcue - La Prop.5

=,
7.
4

Lz Prop.5 étant démontrée, désisnons par o(f,,...,f ) une forme

n-linézire céfinie sur l'espice vBotoriel O p - Dtant donné un point
3 7 2 & : -4
{g'i}'%é;.i(n de R _ tel gus l'on ait ,, |
D<a <1 ~pour 1< <n
e - :
on pewvt con:cidérer { éﬁs}g} comzme nn sous-espace de
A 2 : :
7, - K,
3 e 7 b
{’}');:' P e T S ;"!'Z’

Lous allons dénontrer lc théréme suivant

Théorome 5 (. Riesz) - L'enzemble A des points {cs-i}.{;: B tele cue
O £a. €1 (143i<¢n) eit poir lesquels

i, (més,“ﬁ@n) {+ oo

ost convexe ; ep outre, log M " (a;,,i 3os 30 ) est convexe dan

i
fe=

Démonstraticn - Soient (B ), (Yi} deux points de A ; soit
e :
iE’a? o une suite Tfinie quelconave d'ensembles mesurables , deux
@ S i ; : z
disjcints et non négligesbles ; choisissons dang F des points

1<k ¢n), vérifiant i e

4 G P .
<k ¢ gs%g 1 , et posons, pour =

=2 F=Z JE J 3 5 n
7 2 & ~ Pa 5 2 - . » ,2\. e
On cbbient sinsi 1'élément (£,,...,£ ) le plus général de (@ -

On 2 alors, les Bj et 8y étant fixés :

qb(f,g,.“,fa') —alz,,, .,z )

nn
2 22 Rt i S Tt ST
oh g est vn polyndme en 88 Z., .
Pashecfds Sonetedunihedl Ik
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On a : _ , -
., 3 (2ij(/ (B)j 6 o > D
Z/% t & 3 lzjkg’ - 81 o =0;

51 on désisne paz K la paztze bornée de (R } définie par les iné-

SR = o SR
galités ‘Zg §3a¥<g g{B ) & . (1< K< n), on voit que, si 1l'on
4 ' ; '
, <« 7 @’ 5 7 o Sl “é
note ﬁgaﬁ;qgeﬁaﬁi la borne supéricurc de égfzﬁﬁ,.aa,zﬂﬁgg pour
& : » . A T
§ ?z*,,é’i‘f% ) ¢ kE
'i-% : Es%' S :
les o, 6tant supposés tous o0 log ﬁ(&4;~¢.,@ ) est ume io
e * .o <
convexs dang fﬁ% ¥ , et pout Stre prslongea par continuité d:
{Corcll. du th.4). Nous allogns voir gue, pour touv (o, )e (B
i{e,,...,0, ) est la borne supbrieurs de [o(f,,...,f )| lorsque les i
varient en satisfaisant aux conditions N, (£,) =1 . -
=W<EQ K

Lorsgue cus les a, soit 0O cela résulte de ce gqui précede ;
s K ¢ 2

&

pour le démonitrer sussi lcrﬂoue certa;ns sont nuls, il s

us 1z borno supérieure %9€@%;..e,aﬁ} de g¢g dans les conditione

: = 3 il P e z < 2 & ot
- la partie 4y g~ définie 117 les relations H €f¥ =1 = c oot
2 : 1 7 2a =

tion de r | méme pour T ~i 2o ) que pour tout VOlﬁiﬁ&bQ compget V e

'Hiaég.~a9@n}5 il existe un YOLSIB&F@ W de (aK; dans {R ) tel gue ls
relation QJ%K)Q W entrailne Eﬂ&43”.gﬁm)<w‘ ;. comme ¢ est

vniformémen; continue dans V,; il est clair que Egiji ,‘ﬁ.ﬁ.ﬁ,ﬂﬁ est

aussi voizin ou'on veut de ﬁffaa,...,@ ) @38 que V est assez petit.

Ce point &tant dérontré, on & évidemment N&ﬁ1;.,.,6n) <

< m(ﬁ?,..‘;,ﬂp'} et Hlv,,...,%) € M(*{,,,'.‘..,yn), par définition de ¥

0
Rt

; on en déduit gue pour

- 1 . (1-A vy fo < }g,

Ha,,-.--,0.) & BiB,,....B )

et de I

il

&
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Msis comme le second membr: de cette inécalité est indépendant de
1161 émemt (£4,--.,£ ) consilérs, et comme celui-ci est, ainsi qufon 1'a
d t b@élémﬁnt le plus géﬁerxl de é& ) , on voit qu'op a aussi
.&ik@g@“'_«mﬁa} Eﬁﬁ;@f'ﬂgﬁjﬁ’ M(Y,—Ia"*sy } s

ce qu& démortre ie thégreme‘
Ponr toul ‘@K}é A , 1z forme mu’t$linaaire ¢ reut donc éire pr lon-

77
> ‘P 4ﬂ [C s
g6e par continuité su produi; des adhérences de @?F dans les mgqf -
; e
adhérences cul, on 1'a vu, n:> sont autres que les @v@§%

de @  , ot so0it A l'ensemble des *pies (a,B) tols gus
oD U : i o 7
=7 2
3 Ay o 7 £ = 2 iy Sy 92=n 1 ;7 /rf} T
nue en tent de forme linéaiy: sur le sous-es ( &)
X
Conpe on & ivivialenent
} - £ % %
| of e 1 C 9 () e Y
; J{\«,:gig,jg {!‘: S aﬁé}i\..‘g} 43,&5 {..!.2;
é, Eg¢afﬁ} ﬁgéfg) -
& o1 % - ® Fd ey e 3 NS s X A
on voit gue A contient les points (0,1) et (1.,0) ; étant convexs, il

contient lec (a,B) tels quse o+ B =1 ; de plus, on a
4

1 g -
g % s = i £ )
§ ,»f £ d 5 < ﬁ,;/% Cf?} %5/{[{'@ {;@2;

, @B =1, ce qui n'est aulze ¢

&5:5
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7 - Z}emonst ra‘blon de guelgues inégalités.

roposition 6 - Soient x et 7 deux nombres complexes » T et 8 deux

nombres réels itels gue z’!} 1 5‘71;{; r* . Ongsa i)
r T \7% ¢ B < >
(%x+y§ +§X§r;2 o - (=l *lz] ) -
\ ,
Posons, pour (x,y) € C
N (X:vyf = ézg
- ‘ . ; 2
muni de celie zmme, €2 ot i isomorphe 4 l'espacs LC correspondant &

une intégrale formée de deur magees +1 , et tout revient & prouver aue,

pour cetts *aféprale 1%appl ication (z,7) m@(}:*'y, x-y) G&e ‘Li
gans Lﬁ o3t continve (ce qui est trivial) et de norme 277
Or, poscns ,
is, ') = sul L x+ )2 + (x-2)% | :
' fﬁ}' {x,5)¢1 ¢ {
ﬁrt (Z % } <‘§

la norme de l'application ci-dessus est precmemeat écale & U (s,r')
dlapres le cas limite de 1'inégalité de Holder.

Haie l'ex)ression
o(x,7 ; 2,t) = (xty)z + (x-y)t

v s nt
étant une forme bilinéaire sur LC A LC , log M(s,r') est, d'aprés
le th. de E;Lesz, une fonecticn gonvexe du point ('i/s, ‘3/3?‘*’} € 5%2' :
Comme 1! < 8 l’equa‘t:wz '

4 } sl pd 0,0

Qe ? 7! T' .8 °? 1,) t3F : (0,0)

prouve donc

4 =
Z

(s, I‘q)<ﬁ(s ;s 1) M( o0 , o0 )" -

De méme, 1'sguation

1) - (1 -§')(o,1)+’ -gé' (1,1)

prouve que 4
= a 1= ot Z

% (2 ,1)¢ 8 e2 ,1) M(1,1)° .
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Proposition 6 big -
r et 8 deux n@mbzesﬁréels;ﬁgls que
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‘on trouve immédiatement la r3lation cherchés.

Soient x et ¥ deux points d*ur espace de Hl?b@ft E

i

en supbosani par exemple, 0L a £ b , et
on est ainsl conduitl & prouvsr guion 8
?‘/
{6) = (1+:n cos Q*ﬁ ) +(41-2u cos 8%&2?
dés gue tga g1, E 2, o<
Or on a
: ' : 5 Z 4
9'(0) = r u sin Qé{‘i‘w?ju s08 8+u°)°

-{1+2 u cos 8

r> °2,r >5 gsrﬁl, On a
2|5 ®

s

r . m
tu, Hil-n) = g}
ZE &
N3 :
n o

le crochet 1e s'asnnule que p)ur cos 6 = 0 ; comme il est < O pour
6 =0 en vertu de g-uﬁ )0 ,onadonc 9'(6) <0 dans IO, =
et 01(8) > © dans § %L} % . 11 s'enpuit gus ls maximum de olf
Gz =

o(0} , eo qii donpe 1'inégalité cherchée,
: < : D
8 - Convexiis uniforme des L .

2

Proposition 7 - Soient F un

réels vérifiant T 2 8 >1' ,
~ £
fonctions gypartenant & oL §

sgpace de Hilbert, D,

rzp_8>1 .

on &

£ 7

r, 8 des nombres
Cia
S als
el




ma\{q
MRSl
&

E H . n il te
= o In { : i ?’x =
é,&‘% (gg-ggz }*%-wéﬁ {ﬁfgg J .
5 . :
Comme on & %;; £1 , 1'inégelité de Minkowski.
N (f) + ﬁa(g} v B (ftg) pour O <a <1
prouve gue ce prenier membie est majord par ' .
7 1 T - = |
% Yot T b 4T L F il o 5“4°1§9n%?'2'@ 5
| np el f el " o] [ el 25 D7 [
quc“ics bf}?ﬁﬁhé@%&% faites suyr p, r, s lmpliq_mn"t r > 2 ; on peut

o ol 1 T . - i,
[ (.8 ‘ol ® Ly ‘fg‘“é? QFizé"”% {1 1 Ol
8 i & e £ [~ i = b X e % &
| je Chrk ehel | | =2 0] tle] ) |
&1, disprés Minkowski applique p{m{g § 7 fié AT p
# ;r. = E i&;f»-‘ - N ‘ .«(. 1%z
2<,J’3§{[€5f§‘34 {9+ | i g@.é}?é
: ; s
O EL e L
beN'r £ 90 ' PAVE ok
s S inel B el 75
= 2 ()2 5)F + (Jhel
7 : =
£ i :

Théoréms 6 - Soient E um espace localement compact, (« pne intérrele
‘ E

, ¥ un espace ds H;iberi:, Pour tout nombre b

Fs e St S s = : : ST = 7 2
tel ogvs 4+ L p L+o0 , ifespace vector iel norné complet Lip (E )

Fn eifes, ai 1< p<+ % , on peut trouver des nonbres T et s
vérifisnt T e 21' , T3 p>s >t , et done ap pllqaer 1> Prop:7
8i ceux éiments £, g€ L, verifient

{ =l=l, -1 . |




S

i :Q” 7 =~ 4.
](f%.gf‘é;; é 2 Y - ~‘=‘v€‘2 ::r,vgz3 = gr

alexy
=

dicts ‘
s 9]

ce qui prouve 16 Th.

D = :
Hewmargue - La Prop.7 exprimart que lia ncrme,de L. vérifie la Prop.6 ,

2

- on voit gue lo Th.6 est encore exact =i F est, ﬁ@ﬂvﬁﬂ,GBQ&@@ de Hilbert,
Tp '}

mais un ospaco 1, sur un egpace de Hilbe vt P, 11 s'ensuit que, par szen-
ple, llespace ,2? :

de .
7 2
A 7 {7 o ,,,f:; x = y?
fert de L ost isomorpho 4 s
= = = -
Posons en o’fet pgf .5 :’j {f,g>dp
3 5
s Ns
pour felL_, gel . D'aprés H@léerg on obtient ginsi une forme
3y 7 7 ;
p
bilinéaire continue sur L A1 Loy et le cas llmété EG@XQE¢. du Th.3)
montre que ' -
; i e;-a
o ' §<, : B }E
= 81 =7
18l = 2P d
: &
o D P -
On peut par Shlte identifier bg 4 un sous-espace vectoriel fortement
. . P g
formé V du dual Tort de LF Ce sous-espace est du reste faiblement
B = B .
densge dans {b@}’ ; car sucun elemeat non nuli de &F ntest orth gonal
- . . -' ‘ ’ D b ..
& V , puisgue l%on pea+ a@ mérns identifier —LF & un sous-espace de (L 3
: s : -
- - _ P - - .
O pour 1 ¢ D & + co . LF est uniformément convexe, donc réflexif ;
E

¥ étant fortenent fermé est donc aussi faiblement formé ; étant Taible-

ment demse, i. est identigue & (LF)’ , e qui prouve le Th, 7 .
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2 7 - Théoréne de Lebesgns-Fubini

e R ]

1 - Enoncé du théoréme.

Sgisnt E , B, deux espacss localement cempact,ﬂﬁ - , dgux inté-
grales de Radon positives définies sur E‘i . ,_}332 respectivement. On 2
géfini '( ahanil §3, Der. 1] 1'intégrale pi"oduit # = &, @ [+, sur

$ = % “Z@ £
i'esgpace prﬂdm,’s E = E‘E%"‘"" en posant, pour touie fonction £ €4 G{E}

Do 5
i ; & = P
Pt = A{ a {x. ) ) i (=)
JJ X5 ) du (f,g 3x2 = Jip @,e }}g f(z,é 1% ) c?;‘égg.&,giggf
s E % =
sl 5 gt 3 = - 3 % Pl 5 %5;
.,...‘5 QEZE(XQ; féﬂ ?{2\,4 5.,.‘2} (65 g‘L—w g{.‘!wéj 5

£
s e ) s v » Ao X 22 - . 7 R 2y
Lebesgue-Fubini / 81émentairs > (chap.1I, ¢ 5,Th 2). Hous silons dans

L
@
(Wl
O
ol

dang un ¢

2 <™
Theorsne
a?.’mmay»m‘,xm‘fm

o =

e e e e
g w3 R 53
o

nv’

& valeurs dans E‘ . et gomuable pour _‘intéporale produlil

fe

= ¢ @D . Alors, poux @reau

JJ

= o =Y B
X, € B, (resp. € E,) la

fonction ffx,%, ) est & gommeble pour “, (reag, “, ). En ouire. les

foncticns £, {X‘g) £ (xﬂ) délli’ileﬁ presgue partout par
1 5 “BE %Y A ‘7 “r 3
f’% K-X.gv: ‘}ffix 335»?} a L ( ) 5 (xp)"" e?(m_.,% ;X;?.;v G L (m» J
sont sommab . es pour “, 8t gu,? , et on o

(1) f}f"”(x ,Ag}éu ()4 p fxz}wjf{z?;ag (%, )= f‘” (z, )*fﬂ

2
Notons dtubord qus le Th.1 esgt é&lémentaire si es*s continus et &
SUPYDOrt ¢ Eeiip ¢t ; en effet, ia démongtrat ic}f donnee au Chap.lIi. ‘E 4

Prop,i1 dans ie cag des Tonctions numérigues s'étend sans ac ucune modifi-

ation au cue of £ ost & valsurs dens ¥ s ¢t montwe que I, et T, sont

= B : = . : ; =
dens o“{,,,, (3,) et G’f‘z:& (E,) respeciivement - donc sont gommables.

Quant & 1 quation (1), on la déduit de l'éguation corresponcante pour

les founctions numériques en remplagant £ par (f, a'> ok a' est

dans le duai fort de F ; ou a2 en eifet alors




- ;?}c

fj<f, a? > apu, ég.i‘% fé;{x, f<f al > Q.!eg ,/dﬁe&j( £ aV> d.

dfoli (1) réculte inmédistemert dlaprds la Propﬁ ta 23

z - Cas des fonctions positires ot geni-continues inféricurement.
Nous allors examiner tout 1'abord ls cas ol f & é? (E zéE?} . Soit
E% liensemble des fomctions ¢ é*%? {EfziE | telies que o < £ |

Va4

J est un crdonné £11trant wmissant et on a

,é_z'{f)z 3up_ f“’(fﬂ}

?4 0?
Pour tout .Mg(;;z."?;,g posons d* ine msniére generale
_ f}{ (X>=f(x 3.32) 3
4

il cst clais que f € Jﬁk( < B } implique £ gj 9 (32); et comne
les 9 ¢ & ) fomment lans c%f (B,) un lllt?&ﬁt croissant dont

]

%
‘erveloppe sul B b= 5 )
l'enveloppe supérieure est x, ¢ on 2 ?% ifxﬁ (25
Cotte G:uation mGﬂ%re que e { } sst dans ?’{E ‘on @

H

) [
j ﬁa}(fﬂ} (i{xi (K } g%gg;' é’{’éﬂj[q d#
’ = B8P Jf@ a a :
@e%'j Fi SFy
par suite, (n g

) [[rap, e,

ot de néme

#*. %
ey jf ap,
#

2 é’b% ‘n‘g’ . &
(27) gjvfé,e i - | a%ffay,i 7.

Une premisdre coﬁsequence de ze résultat est donc :

qugasitisa 4 - Pour qu’uﬁe fonction f € ;E (Eg?éggj soit sommable

pour (. & “. , il faut et il suffit que lfonm aib

s [r J{%
f 2N 2 .§. oD 7
A\ 97 - : jé dzu,i y i G-{fi
_Diautre part, si cette condition est réalisée, on aura d?apf<s (=)
(4) j f(x,;g %) dp, (%) L+

prosque parihout sur E ; doac f(x1, 2) est 5@ ~gommable pour pPresgue

tout %gb%.LﬁLs?afmwtwn(&}étmi corze on 1'a vu, dans

7 o .
g&,{Eé} ., (5) inplique gue catte fonction coincide pr




[

. -~ 414 -
avec une forction sombie, st (2) et (27) achévent aloz's la démonsira-

tion du Ph.: dans 1@ cas considéré.

On va décuire de 1la nn résultat important :

Eo

Proposition 2 - S0it B — E? :&Eg un ensemble ¢« -népgliseable. FPour

_Dbresgue toui x, € B, (resp. x,€E,), la coups N, (zesp. N )

Jl-.q : 2 2

, ~Décliroable (resp. p -négligeabls).

3 vy - -y - e : X > 3
de U par x, {;"esp x,) est “, “,

© o

%

2 2 N Tty oy Lo “ e Ay
in effet, la fonction /-5 étant neg.,,z,geab , i1 existe une suits

décroissante de Ffonctions 5’ e 3’ x‘EQ;&Eg ) telles gue lion ait

= > 4 [ 7 £
£ L mf‘}df;ﬁ dp, dp, =0.
Lep £ étanl en infinité dénombrable, il existe ur ensemble 4
seable N c  E tel que, poir tout Xy ;’é Xé@,é , L€s {z,
de. - = { E? J socicnt toutes "{"f‘z -gommables ; si licn pose
flx 12} = inf £ i:?;,i g,xo} P /{/w {ng?“”} -
: - . ;o
il en sera ¢ de nére de “(Ké,x } pour , F 8, , ot ou sura
e
| 2(x, Xg)diﬁ (x,) =inf [£(x,.x)dp (),
pour x, &I, . Mais les fonctions £ dp, étant g -
§ 4 £ S
sommables, i1 enpst de afme e f df"g, , et on 2
4 £ $
laoa Lo ot |4 £ o ap é,z,a 0
J &25 et 541 du, inf irfz ;
Ny 5
Conne fe% s £ i vieat done & fer‘tlom
i /’%; [.}%”X
J “‘n} e -

- ¢e gul prouve gue

* Th

(g )= ) a ¢ =0 resque partout :

éz(xﬂ, ,ﬁ"{ﬁ(x‘?’x“i ¢ (x5) _ presque partout :
d'ol 1o Prop. 2 .

Soit £ € egaa (E, % B, F«LL@ 5&%) I1 existe une suite de
£ e @2{?,,% (E,?.;‘*ﬁ E2) et un ensenble é.&t -nésgligeable ® }lﬁﬁ A B tels

3

F-Y

gue lfon ait
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la mesurabilité ds A, X A, ésultant élors du f’ait gqus 4, ;<A2 sst
compact. : :
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L'application £ £, g> de F )éFé dens F étant continue, on sura
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