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APPENDICE I
les @ 1 17 verselles.

Plusieurs des questions traitées dans ce chapitre {produit temsoriel,
extension de 1'snnesu 4'opérateurs d'un module . puissancea extériearee)
ot dans les précédents (mono¥de 1ibre, corps des frac ions d'un ennesu _
d'intégrité, module 1libre) rentrent dane un néne schépa, Que nous retron- 7
verons assgez souvent par la suite, et qu'’on peut appéler Trgcherchs
d'applications universelles®. Tout probléme de ce %ype, gue nous conviea-
drons 4' sppeler "probléme (U)® comporte les domnées suivantes :

1°- un se donne doux gspgeces de strpotures (Ens.BR ,§8,n °2) Bet T
(poue abréger, nous diroys souvent, éans ce gui suit, Yune utmctaro S
{resp. T)" au lieu de ®ume structure d'espéce S {resp. T)%). '

Par ex.émple, on 'va'voir que l'sxtension de l'an‘nsau dfopérateurs
dtun module { § 2) n'est pas autre chose que- 1'4%ude d'un probldms ,
(U) particulier, que nous déaignerons, pour ls commodité de 1’ expasé
sous le nom de probléme ( ‘& ), et pour lequel (_a.vec les notations
du §2,n°1) les eépéqee de structures S ot ¥ sbnt respecfci%ment |
celles de A-module unitaire et de B-module unitaire, A 6tent un |

sous—a.nneau du centra de ifepncaun B .

29 0n suppose quton s défini, pour toub couple d’enaembles E et F ,

respectivement munis de structures d»_’eepéees 8 et T , vne famille d'eppll-

Dans le nmbl@me ( % ) , 1es (s T)»applicatiens d'm A-module B
dans un B-module P seront lee 8yplicamoms A-linéeizes de E dans F .
©_ 0n supposs qu'on & d6fini, pour tout couple d'ensembles F,F' munis

de structures d,*eapéc@ F , vne familie d! apnlica*cioxas, dites ¥-zppllica-
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Dens 1o prodléme ( € ), les T-applications d'un B-module F dans
un B-module F! seront les applicstions B-lingaires de F dens F'.

Un suppose en outre que les définitions ci-dessus sstisfont anx condi- -
tions sulvantes : - ” ' |

e) Pout 1somoryhisme entro ensembles munis de strgetures T est unme
P- application.

b) Si des ensesbles F,F!,F" sont mnnis de strugtures T , alors, quelles
que solent lee Taapplicatlons £ds F dane F’, st g de F! dang % ., g.f
est une T-application de F dans ¥7 .

c) Si un ensemble B est muni d'une structure 8 , et dos orcembles P,

do structures T , alors, quelles que soieat la (8,T)-application ¢ de

E dang F , ot la T-application £ do'F dans F' , fog est umo (8,7)-appli-

cation de B dens F' . _
Le plus souvent, les définjtions en guestion setisfont méme & la

condition suivante, plus forte qus &) :

a'!) BEtant donnés deux ensemblse F,F' munis de struectures ¥ , pour guiune

application biunivoque f de F sur F' 30it un isomorphisme (pour les
structures F), il faut ot il suffit qus £ et llapplication réciprogue
~de f soient des T-applications.
Pour le prdbléme,('é }, 41 est immédiat que les définitions
posées ci-dsseus satisfont aux conditions 8&!),b},c) .

Cela pcsé, on propese d'éasocier, & tout enseomble & muni d'uns struc-
ture 8 , un ensemble F_, muni d'une structure ? , et une {5-T)-applicatic
Pq de B dans FG , de maniére 3 setisfaire & ls condition aaiv;nte 5
(UQ} Toute (&,T}ea@plic@tién ® de B dans un ensemble F muni &'une
siructurs T est de la Porme @zfo@g ., ot 7 est une @»agy}iﬁaﬁian @@ By

dzns F .

|
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Quand cela sera possible, 6n dira gue Fo et ¢, aont; ;espeetivement,
un ensemble et une appiication universels associés & E , pour'les types
de structures et d'applications en question. | h e
Par exemple, il zésulte de la prop.2 du §'2,n°1, quéévec lee rota-
tions de cette proposition, le B-module E(B) et 1'application cano-
nigque x—>e @ x du A-module E danms E(B) sont un engemble el uvns
application universels pour le probldme ( ‘é Y
Le probléme =insi formulé présente en gépéral (lorsgu’il est possibls)
un certain caractére dfindéteymination. Dans les cas les plus importents,
on consfats»qu'il»est poasibie de satisfakre, non seulement & la condi-
tion (31)9 mais ausei & la suivante : . ‘
(Uz) L'inage vo{ﬁ) de E dans F_ par ¢ est t@ le que de&b'l-anplieatioaa
de ¥ dans un ensemble F mupi d'une si tructure T , qui csiﬁcldent deng
'@G(E, coincident dang F et sont donc ldentiques.
Par exemple, dens la solution dv probléme ('é ) wappelée pi-dessus,
le B-module szE(B) est ﬁngendré Dar @Q(E), de sorte que deux
applications B-linéeires de F, dans un B-module ¥, qui coincident
dans ¢'(E), sont idéntiques. ' |
Lersgus . E ot 2, aatisfont & la fois &. (3 Y et (O } ilse satis¢ont
évidemment aussi & la condit ion suivante, plus forte qus (B )
} Tovte (8,7 } app’&catlen ¢ ds B dasns un @%m@mbi@ F muni d'ume struc-

ture T peut se mettre diuns manidre st dfune seule sous la forme

£

g= Lo , @ﬁ £ sst ups T-applicetion de B dmas F .
o 0
2 P V g g = L 3 e
De piuas, lorsqu'il en est aiagéy et gue la condition &%) el satis-
feite, F. et 95 s@ﬁ? aétar m&n@ ‘une menlidre vnigue, & up 1

prés, par la donnée de B . En effet, sl ?§ gt ¢‘ sgtisfont sussl sur
Y e 0 T o SR e
cond¢itions {Ea} ot (L?,, on 8ura m*w «@0 ; QGW@Q@; , P et g étant des
v 5
P.grplicationg de Eb deng ?1.@t do P! denpg F_ respeciivement,
% ; % c*y 2 2
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On en dédult qaon(gof)otpo , clest-d-dire qne gof ooincide sur @o(E)

aveo lv'applicatior.z’ identique de_!o sur ¥, ; d'aprés a),b) et (U?_ )

g T et donc l'application identique de F, sur lui-méme ; de mime ,

fog est l'application identique ds ¥ sur lufi-péme ; il a'gnsuit
(2zs.R, § 2,0012) que £ ot g sont des applications bivmivogues, réocipro-
ques l'une de l'autrs, d§ ¥, 'qur l‘é et de !'; sur l'o' respectivement ;

d'aprds a'), ce sont des isomorphismes pour les structures T de e

Pour le pro'bléme { ‘Z ); ce zaisonnement n'eat autre que celui
de la démonstration de la prop.1 du § 2.

La recherche d'un ensemble B et dfune appiication 9 satigfaisant &

o
(_‘61) S ajb le cas échéant & (112), constitue le prodléme (U) relatif sux
types de structures et d'espplications donnés. Dang 1l'é&tat actusl des
nathénatiques, il ne saurait 'guéré étre queation de traiter un tel

problidme que pour des espéces de structures et a! spplications explicitfes]

e probléme sera résolu le plus gouvent par 1'indication d'un procsdé de

congbruction explicite pour P, ot 9, & partir de B ; on pourra alors
copsidérer ¥, ot ¢ comme canoniguément associés & B .
Ciest aingi que noue avons procédé eu ¢ 2 pour le probllme
x-—>e @ x de manidre & patisfaire 4 (01) at (Ge) ’
Exenples.- A l'exemple rourni par le probléme ( ‘E ) s a,;ou’sen*c lmmédf,ao
tement les suivants, déj& traités dans ce chapitre et dans les chap.l
et II de ce Livre :

19 Produit tensoriel de modules. On se donme (une fois pour toutes}

vn annesuy comavialifl 4 ayant un élémemu unlité. 7TUn emsemble de astructluze
8 est un méait de deax A-modules unitaires, un en semble de slirueciure T
un A-module unitaire ; vne (ir; P)-applicetion sera une spplication

bilinéaire, une T“&Z}E}-hifaavlaﬂ uno application linéairs. A toub produit



E de deux A-modules unitaires E,,E, on associé le produit tensoriel

F =E,®E, de &, et B, et l'application canonique (x,y)—x @y de E
dans F_ , qui constituent dens ce cas (3 1,2°2) la solution du probléme

(U). Le lecteur verra aussitdét comment on présemte de méme le produit

tensoriel de medules en nombre guelccngue, et la puissance exitérisure
p-8ze 4'un module unitaire B (§ 53ﬁ°5 '; en ce cas, les (8,T)-applications
‘sont les applications multilinéaires alternées de EP dans un module |
 guslcongue F). ' '

.29 MonoZde libre. Un snsemble de styucture S sera un ensemble B

gans structure (sutrement dit, S est 1'espdoe "structure vide® gui ne
comporie la donnée d?a.ticun élément 4'aucun enaam‘ble de l'6chellie dfen-
cembles construite sur B ; ef. En.g. ,cha;: 1I). Un ensemblse de siructure ¥
serz un monoide (chap.l, ¢1,n °3) ; les T-applications seront les
regrééentatiens pour les structures e monoide (chap.I, §1,n°‘! et ¢4,
%), les (S,?)-applications séropt toates les applications d'un
ensemble -E dans un monoide P . Un vérifie slors sans peine quicn psut
prendre pour F, 1o monoide libre L(E) déduit de B (chap.I, H1 ,0%3), et
pour @, lfgpplication gui, & tout =€ E , fait correspordre le "mot"”

- de longueur 1 défini par la suite d'un aédl ’cerme ééal adx .

3° Grouge libre ; module libre. 8i, dans 17 exemple précédent on
.;.ubsx itue eux structures de momoide les structures de groupe, on pent
pj:eszdz*% pour Fo le groupe libre angex;.dz'e par los 6léments de B
(chep.I,§ 6,6xerc.19), 1'applicstion 9, étent définie comme oi-dessus.
8i op substitus aux ebructures de mopolde les structures de module 2

gsuche vpitaire sur un annegu donné £ ; on peut prendre pour F@ ie

f"“:a
pedule & ) des combinsisons linéaires formellss d'éléments de B

.‘.; B
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: ‘ g n_apnas LEE Prenons pour b
3 'e&péce des ghructures d'amau d':lstésﬂté, pour T 1l'espéice des
ructures al WM pour T 1l'espéoe des structurea de

gozrpe ; les T-applications seront les 1somornhiggg dfua corps dans un
autrs, les (S ‘I')-applicationa les isomorphiemes d'usn emneau d'lntégrité

dans un cOrps ; alors on peut prendre pour ¥, 1e gorps des fractwga
de 1'amneau d'intégrité B , pour g, 1’ajpplioation gui, & tout xeB ,

fait correspondre la fractiom xﬁ/a (a Slément fize #0 de E) (cf.

*aﬁyaxg 8 9,prop.4). :
L*aatzea sxzamples de problémes (U) sont ebordée ultérisurement
- daus lie ¢ours de ce Traité :

5° Compiéiion G'un espace En iforme. S est -l!eapéc% des structurss
unirormas {Yop.gén., chap.II §1), T 1'espdce des giructures uniformes
; les (5 'E)-&pplica‘bions sont les appli-

‘cations uniformément gontinues (d'un eepace upiforme dens un espace
uniforme aéparé et 6omplet), les ‘i‘-applicetiona des applications uni-
forméuent Vcion‘timzes dtun eafaca wniforne sépard complet dans un espace
de meéme nature. 4lors om peut .pi;aadte' pour F le complété de l'espace
nniforne sépard aesocié & l'espace uniforme B , pour e, 1'agpplication
Scanonique” de B dans ce compléts (Zop.zée.,chap.II, §§1 et 3).

{%') Un intéressent %rouléma {0)® vient seulement a'stre posé et
“pésolu bout récemment i c'est celui ot B est 1lfespdos ias dtructur
 dfespace cOmD létamantr uiiss h@ giella ggts gtﬁetursﬁéda r”z*%agw
0L0FL008 B8 & ' —app cationsg ant lem repressnavecns
76'5% m%é’g (d'un gmupa topol %iqua dans ng %roap@ Topologique ),
- Jee Ji"’ J-applicetions les applicetions continues d'un espace
cwgu,&e,@mmt régulier dang un %roupe topoIo igue 8 pe.ré
(cf. 4 HABKOFF, Bull.fo. Soi, 3.8., t.1X (1945), p.3-64).




canonigue de E dans EB .
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6° Structure_un;fozme universelle. Omn prend pour § lisespdce des

~slructures topologiques d'espace complétement régulier (Top.gén. ,

chap.IX, §'1), pour 7 l'espace des structures mniformes sépartes §

les T-applicaticns sont les applica#ionsvunirqrmémsnt continues

(d'un pspace uniforme séparé dans un espace de méue neturs), les
{g,T)-applications les applications continues d'un eépaoe cemplétemené
régulier dans un espace uniforme séreré. Alors on peut prendre pour

Fo 1'espace uniforme obtenu en muniéaant.l'aapace complétement régulier

~ E de 1a ”struéture uniforme universslle® compatible avec sa topologie

(Top.Gén., chap.IX, ¢ 1,exerc.5) et pour % 1l'application identigqus.
70 Compectificaetion dg Ceoh. L'eepaée S &tant la méme que Geons

1'cxemple p?écédént, cn prend pour P ltegpdoe des structyres dlespace

ggggggﬁ,'les T-applications étant las applicaﬁions contivues dian
BEDAce cbmpact’dans un espace compaet, las (S,%)-applications les
spplicstions continues d'un espacte somplétement régulier dans un
espace compact. On peut alors pzendrg pdur ?o.l'espacs compact :

obtenu en compldtant B muni de la siructure uniforme la moins fine

gui rend uniformément continues lea-applicaticna continues de E

dans ’[0,1] (Top.gén. , ehap..II, §1, exerc,?), pour P 1'application

¥
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APPENDICE II
_ Produit teneor;gl d'une infinité d'algzdbres sur un co;_'gs
Soit (B 17) (eI 9ne famille queleonque d'algdbres sur un corps K ,
ayant chacune un élément unité, que 1'on identifie avec 1'élément unité

e de K , de sorte que K est identifié avec un sous-corps du centre de

chacune des algébreé E . Pour toute partie _i:;g_;g L de I , nous désigne-
rons par ¥y le produit tensoriel des algdbres E - " tellez que <€ L
(64, 8591, | l '

Soient L et H deux parties finies de I telles qée L;:;I;fz , ot so0it
P=i (0 g L ; 11 existe un isomorphisme canoniguve SL;, de l'al;;é:za
F; @ Fp sur 1l'algdbre Fy ("associativité du produit tensorielf,
cf. §},n°1) ; d'autre part, comus les E, admettent un éléﬁent‘ unité,
oD a vu au §3 ,:193 qu'il existe un isomorphisme Vcanonique'r v " de z
dsns F; & FP , qui lgisae .imraria:zts lep é6léments de K ; désignons

pazr ch 1? iaomorphisme de FL éans FM , camposé deo eL » et de Y L u

11 résulte immédiatement de cette définition et du fait que, dsus

chague P; , 1'éiément unité est le prcduit tensozjiel des 8lénents unités
des B tels que téL , que si L,’H,ﬁ'— sont trois partiss finisg de 1
telles que LcC M C ¥ , ona . *
(1) R W L

Cele tant, eoit ¢ un ensemble somme (Ens.R, Q 4,n %) des ensenbles
FE, ; 08 L parcourt lfensemble %(1) de toutes les pa:ties finies de 1

chacun des F; Stant identifié 2 ume partie de & . Désignons par R la

ﬁ“.

relgtion euivwm entm d@ux éléments arbitraires KL&Z ?’: et z.e ;‘.ﬁ&
i3 i Rs6

de ¢ (L st u srbitraires dens $(I)) : "il e;x_iste une partie finie

Hdel , contenant L et M , et telle cue 9y, Q(KL:%”% ﬁ(%}ﬁ

-
P&

Lz zelation B est une relation d'équivalence dans € ; il suffit pour le

voir de vérifier gulelle est traneitive. Or, s'il exisbe ? conisnant
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L et M tel que QL P(x:b)”n P(xm) , o6 Q cmmwt B s% ﬁ tel que 1

%, Q(xl) “On (xu) , i1 vésulte de (1) gue, pour toute partie finie 8

contenant P et qQ,oma ¢ S(XL)“’H, (xg) .

~ Dé signons par F 1tensenble guotient g/ , par ¢ l*applieat%an cEno~
z;iqua de & sur G[R , par o, la rodtriction de 9 & ¥, ; il zésulip do la
définition de Rque, pour Lo ¥ , on a :

(2) . e ®ee0ry

~ En outre, chacune des applications 9, de ® d.a.ns F sat binnivoqus.

L

En effet, si X, 0 ¥, sont deux &léments de 7 ip zelation

L J
(x )-ch(y J aigairie par définition qufil cwista une partie finis ¥
de I contenant L telle que ?y,, u(xb)zqall M(yh) ; comme chaouzs des |
QL,M est un %somorphisme, on a 2=y, .
Hous sllons malntenant défimir sur F une structurs 4! algébm per

rapport au corps K . Hous utiliserons le iemme suivant :

est une famille fiple ¢ lcnued'élémenca

Lemme.- si (xi)'l'gign
de F , il oxigte une pertie finie # de I ot n Sléuents ¥y és ?a
(11 én) tels gue 3j,"’ﬁf(71) pour 1£1¢
En effet, pour chague indics 1 , il oxiste une partie finie L de I .
et un &lément z; & FLi , tels que xia‘@,‘ (z;) ; on vépend & la queat
~ en prenant pour ¥ la réupiop des by , at yi-tpLi ﬁ(si) at aprés {2}.
Cela &tant, soient %,y Geux 6léments quelcongues de ¥ ; pour tou‘ce
partic finie L de I telle qu'il existe un couple diélémente x;,¥; de FL‘
satisfaisant & mL(zL) | 5 yr-gL(yL) (11' 7 o de %elles parties L
digprés le lemm.e) , 176lément q»L(x.L-PyL) {resp, %( yL)) de 7 ne
dépend que de z ot ¥ et non ds llensemble L gyent les pz ropriétés
précédentes ; en effet, sl Ll st wn(; ﬁ) y 3’5@%(3’&) , 00 a
=g (x ) et (y.) , en vertu de (2) et du faii que ¢ 68t
Xy=91, 1 yL,ﬂ‘L’ . M
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est biunivogue ; oomme 0 © est un isomorphisns, on a xn-i-yu:vL n( L)
d'ot, d'aprae (2) qn(xu+yh)t¢1(zljyl) Nous désignerons par Xty
(resp. zy) ia valeur commune des 6léments ¢B(xb+yL) (resp. o (x yL));
On définit sinsi deux lois de composttion internes dans F . Le.lemma
perunet da voir aussitbt que ceé lois définiesent suf F une structure '
d'amnes , car la vérification des aziomes d'un anneau no fait jemais
intervenir qn'un pembre fini d'éléments de lfennesu. Pour ig méme
raison, on volt que 1'image de'K'par ¢ est un gous-corps du centre de
1'annean F , isomorphe & K et dont 1'6lément unité est s16ment unité
de F,;'on.peut'donc jdentifier ce sous-ocorps & K . On voit sinei que F
est muni d'une structure d'algdbre suzr K ; nous dirons que 1'algsbre

ainsi d6finis est le produit taasorielc’:i@ la famille d'algébres (B, ‘)'“ it

et nous lg noterons 689 E, . Il est clalr alors gue chscune des

evplications 9; (L nartia figAs de 1) est un isomorphisme (dit canoni-
gue) de 1'algdbre T, sur une sous-algébre da ¥ ; en particulier, om
voit cue si I 68t un spsemble fini, F‘eét jsomorphe 2u produpit temsorisl
F; 46ja d6fini au ges' ; | :

Proposition 1. Pour chague partie finie L de E , B6it fL une renrisenta-

tibn de 1'algébre FL‘ggns“g@e algdbre G , telle gus, pour L < M ,
en ait
Il existls alars une 2_yrésentation et vne seule £ du D?Oﬁé&t tenscr¢el

Q§§ E,_ daps G telle gue, pourx %auﬁa_p tie f inie L do I, on ait

.(4), . | £, = Lo,

Bn outre 81 checuns ges r@prés@mtauvong fL est un iuﬂﬂ@fﬁﬂleﬂe 4o

Fr deng G , £ est un iszomorphise de ¥ dans € .

4

Ep effet, solt x un &iément quelcongae de F ; 11 éasulte ds {; gue

pour t@ut@ partie fznie Lde 1 tells qu7&¢ exxat& x&eafL ﬁa'igf&isfnu &
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X = QL(XL), 1'é1 ément x ) de G est 1ndépendant de L : en effet,

si x=¢n(x“) il_existe par définition une partie finie M de I contenant
LetH¥, telle que 9, x(xh) | (i:m):' : d'ba en vertu de (3) ,

2 (x )=F ( )af (x ). 81 on déeigne par f(x) la valeur commune des

fL (xL) . il‘resulte sussitdt du lemme gue £ est une repré&entatioq de

F dans & ; la relation (4) est &vidente, et assure l'unicité de £ de ,
fagon triviale, Enfiﬁ, si chacune des fL est un isomotphigie, la relatior
£(x)=0 entraine d'aprds (4) fL(xL):O pour toute partis finmie L telle
que x=@L(xL) ; on en tire =z, =0 , d'oh x=0 , £ est un isomorphisme

de F dans G .

~ Une 3remlere application de ls prepn.1 est isa suivente : solt J une

pariie qgelconaue de I , ot ? = <§Q E_ 1le produit tenscriel de la

sous-famille (E ) g appliquons 1la prop 1 en y remnlagant F par 53 -
G par F , f par l'applicetion canonique Py s ou L parcourt 1'ensemble :
(3} des partles finies de J . On voiﬁ ginsl qu'il existe un isomor-
phisme de 23 dans P , ldentieue é l’isomorphisma cancuniqus P35 défini
“plus baut lorsque J est fini et que, densg le cas général, nous appslle»_‘
Tons encore iscuorphisme cenopigue et désignerons per 93 ; pour toute
partie finie Lde J , on a

| -t
. en désignant per ®L,J l'applicetion cenonique de E dene F, . On en
dédult aigément, par application de la prop.1, que a1 L et ¥ sont deux
parties quelconques de I telles que Lo # , on a encore la relation {2)
en déaigaant pér @Lgﬁ l'epplication canoniqus de F deng Eﬁ ; par guita,
si LK, sont trols parties quelconques de I telles que Lo ¥ ¥ ,
on & encore la relation (1), en ramplagamt F @ar Fﬁ dans 1'applicaticn

de la relation (2) .
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Proposition 2.- §g , (L,M) une partition guelcongue de l'ensemble I

en deux ensembles ; le produit tengorial & Fu est isomorphe 4 F .
Remarquone d'abord que, si R est une partis finie de L , S une partie

finie de M , les applications oanoﬁiquéa_ QR L et qzs" y Permettent de
définir un iaomorphieme wﬁs Lt de Fo ® I“ dans F ® F ; elles }'
définissent en effet un mcznorphisme de F @F sur ?B L(r )@@S J(F r
et on sa.it qu'il existe un 1somorphisme oancnique de ce dernier produit
tensoriel dans FLIS Fﬁg (3 3 1,007,3 de la prop.7 )‘. Cela étant, pour
toute partie finie P de I , il existe un isomorphisme canonigue de E’P
sur FB(Z) FS , 08 RPN L et 8P K (Tassocietivité des produiis

R
que B=¢ (resp. 8=f)) ; en composart B I.u& avec cet isomorphisms,

tensoriels finig® ; on convient de remplagsr F regp., F.) par E lors-
: 2 - e 0o

U

cn obtient un isomorphiﬁme f de ¥ dang FE BE iié? . On vérifis immediate-

ment qu'on peutl sppiiquer & ces isomqrphigmes la prop.1, ce gul donne

23

vn isomorphisme f de F dans F; @ F, . Reetoe & voir que © est un isomor-

phisme gur F ®?E ; or, pour tout x€F, (resp. tout yeF) ks

existe une partia finie R Lresp. 8) de L (zesp. li)' et un %€ Fp F
+
{resp. g eP ) tel que zsa)R L( ) (resp. 7=9g M‘Eg“ ; 8i z est

17éiément de FBUS gui eav‘reapond ) T A7 ¥y Dar ltigomorphisme cgnoni-
que de FR@FS- sur Fp .5, 0na flz)=x ®y , ce g_ui achéve lg
démonstration. ; A

Bous diroms gue l‘isamorphi@m@f et son ipomorphisme TAciprogqus

sont cengnioues.

COROLLAIRE.-- Soit (J.), < 4 208 partitior g ueloongue de I ; ls prodult
tens orl@l ”p ) 7 ¥y est igomexphe & P (Pgasociativiié du produll

: % ﬁj &
tensoriel® ).
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-Posons G“_-zFJa s G = @ G, » et, pour toute partie finie B de A ,

dEA
G G ; oi on pose BR(H)= J, » la prop.2 définit (par récur-

" LeH @ acl
rence sur le nombre 4d'éléments de H) un isomorphiame canonigue de G
R(H) ’ en composant- ’R(H) avec cet i.apmorphiame , on obtient

un iscmorphisne &g de GH dens F . On vérifie immédistement qu'on peut
appliquer aux isomorphismes 8y la prop.1, ce gui définit un isomor-
phisme g de G dans F . Reste & woir que g applique € sur F . Or, toub
XeF ost de la forme xach(xL), ot L est une psrtie finie de I et

Le P, ; il existe ume partie finie H de A telle quse Lg;‘,ﬁ(ﬁ) , dtol

 on comclut aussitdt qu'il existe un éléman’s By de GH tel gue gﬂ(z&}zﬂ{ .

et le corollaiie en résulte.

les isomorphismes éanon:iquesvch p_ermettentd' identifier 1les E‘L &
des gous-algdbres de P ; quand on falt cette identifioation, la
relation L M entrz%ine FLCE ,6tF 4est»la réunion des‘Fi' lorsqus -
L percourt l'ensemble des perties finies de I . On en conchut que P
est engehd.ré par le réunion de ses sous-algébres E, , ou emcore que
tout ékément de F est somme d'un nombre fini de produits de la fome
x oﬁ x 63 pour tont 1, 8t x, =e sauf pour un nombre fini

1€l
d'indices {1'ordre dans un tel produit est sans importance, puisgue

pour 7 # k , tout 6lément de E, est permuteble evec tout 6lément

de B ). De méme, gi, pour tout ¢ ,(a. )8, )“ c 4 ©5t une base ds E_,
une base de F sera formée de tous laa produits T x, ,08 5 =e

2€l
sauf pour un nombre £ini d’indicas +~ , et of , pour ces dernierxs,

x, est un des éléments de la base (a ) de E (deux tels

1 9.
produits ne sont égsux que si pour chague indice + , les fact teurs

d'indice ¢ de chacun G'sux g@nt_-égwx)..
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Montrons eunfin comment on peut ocaractériser un'prbduit tensoriel

d'vne famille quelconqus d‘algébres ;

rogosxtion 3.- Seit E une algébre sur un corps K ayan t un élément
2 {(B,) _p 9o sons-algébres de B

urité e . §

contenant K st telies gue :

’é) gbué tout couple d'indices distincts 14 % ¢ tout élément de E,
est permuteble avec tout élément de E

b) pour tout % , B, et la aausealgébre de E engendrée par 1z réunion

des B, a?indioe f p A sont linéairement dis;ointes sur K ;

c) B est esg;nﬁxge par la réunion des B, ;

- alors il existe un isomorphisme de P = CZ; E sur B , gul

coinoide sur chacun des E, avec l'aﬂpligation identique.

Ba sffet, les conditione &) et b) entraiment que, pour toute pariis
finie L de I , il existe un isomorphisme fi de FL sur la sous-algébre

de E engendrée par la réunion der B_ d'indice 1¢ 1L, se réduisant

sur checun des B _ & l'applicatioﬁ identique (en vertu duw th.,1 du S 3,

et par'récuirence sur le pombre d'élémentavde'ﬂ) ; comme les fL véri-
fient la condition (3), la prop.41 moatre l'existence d'un iscmorphisme
¢ de F dans B colncidant sar chaque.gb avéo 1'application identiqus ;

la condition o) de 1l'énoncs assure qus T applique F gur E .



