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 Ls rédaction actuslle = profité trés largewent, dfune part des
eméliorstions et idbes nouvelles de la védaction Chevalley, d4'antie
pert des pariies du livre de Weil sur la Géomdtrie algebrigus qui
traitent de la théorie des corps. Les innovations les plus _
importantes se trouvent dans les (34 et 5 ; en § 4 , une idce
de Weil {oh les "&léments primordisux” sont utilisés)  permet

de dopner ume définition générale des exiensicus séparables
(algdbriques ou non) en termes d!isomorphismes et d'en déduire
aussitdt le critére de Mac Lane (8§ 4, th.2) sur leguel reposent
toutes les démonstrations qui suivent. Au 8 5, la composition
dee corps st dominde par les idées de grod&it-%ensgriel et

z

0'extensions linéairement disjointes ; le th. fondamental {(th.1)
dériva-

est démontré sunivent une méthode de Weil, qui utiiise les
tions. : T , :

Le rédacteur a adcptéile point de vue de Chevalley, dfaprés
lequel les corps ordonnés doivent se trouver demns le chapitze
relations d'ordre en gbnéral dans les snneauxz et les
(chap.VI) ; 11 & en outre sdjoint un nouvsau g sur les
coa

cligues, sur 1'ubtilité duguel il pe peul se promouncer,
se la perols aux spécialistes d'aritiméticue (commutetive

S el “ :
nvoysT cette rédaction eun tirags, le ré
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GORPS commgﬁ?s (Etat 3)

E? 1. Corps premiers. Caractéristigus.

1. Corps premiers.

un sait (chap.I, $9,8%2) que 1'intersection d'ume f‘am;lm grelco

@
t»’
o
E“i
@

de sous-cpzpe d'un corps K {cematat.,; on non) est un sous-corpe de K ;

en perticuvlier, 1ltintersection P de Loug les scus-corps d@‘?ﬁ: et ls

plus petit sdus-corps de E ; il ne contient aucun sous-corpe distined

DEFIBITIOR un dit guw'un coTDE 65y oremier s'lil me contient sucun
sous-corps distinot de lui-méms. |
Fout f}ﬂZ‘?S {c@m}u’éa tif ou pon) contient donc un ¢orps premisr sl un

ssul ; nous al*gns déterminer la structure de tous les corps premiers.
Pour c¢ela, remarquons gue, si K est un corps Q&@lﬁ@!ﬁi}}l@, £ 1'&lément
unité de K , l'application n<yn.e- esﬁ une regréeentatiog de l'ennecaun Z '
des entiers rationnels dans K (chap.I,$8 ,e°8). L'ensemble des entisrs
ne Z tele que n.€ = 0 est un 1désl (p) de Z , ot 70 est la
caractéristique (ehap.1, §a,n 8} du corps E ;-1%imape A de & par ls

représentation m ->n.e est un sous-anwesu isomorphe & Z / {p) , conte-

pu daps tout souns-corps de X , donc dans l1e SOUS-COTDS pmmia Pde E .

11 pesut se produlire dsux ces :

y

19 p=0;

LIRS

A est alors isomorphs & Z




= o

2° p>0 ; comme A est contenu dens P , ilAae peut contenir de divi-

seers de © , dono EE/(p) ne doit péa contenir dé di?iseﬁra»da 0, ce
gui implique gue la relation ‘pzmxx (m}@ n>0) ezztrai:ne m=p ou B=p ,

et par suite que p est un nombre premier {cnap 3 é&,na?}';ll?aﬂnega

Z /(p} est alors un corps, st per suite P est idemtique & 4 et_i&ém@xghe

8 Z/(p) . En résums :

-

Thébréme i ia earaetériatiqug d'un corpe K (commuistif om men} est

egale & Oousg un nembre premier. 8i X est de cmrectéristicus Q is

&auﬁ»cerpg premier de K ggt is@m@rah@ 81 COTDE CQ'daa nombres ra @i@apeha,

21 K est de carsctériegtigus p » ¢ , le sa&m cozps premier de K est

igomorphe au corps Z /(D)

2. E’uaggs caraciéristigus. Corps parfaits,

&

e

O

{Zfa

[}

iin

St
o
o

feant

Etant domné wn corps commutatif E de cara@térisﬁiqa@ D

Q\vf

S
:k"}
¥
@
o

CONG gmﬁg sant c“?art zistigus de K la caractéristique p 21 D7

0

le nombre 1 si p=0 .

Propogition 1.- 841 p est l?azposaa% ceractéristiqus d'un corps commutatif

K , l'aoplication x —-zP est un jsomorphisme de K sur un sous-corps
a

e K (gu'on note x® lorsgu'aucune confusion n'est &-@ﬁaénarw}

C
11 est évident que (xy)P=z"3". Hous allons mc&txer qa@ (ﬁ+§;pax?~w .
g 3.
, . : ; -k
Clest évident si p=1. 8i p>1, on sait que (=zty j? p} & et
. 4&‘0 w

gue ’g“( )w? ; 11 ncus suffira donc de montrer que, lorsgue 1<ksp .

un mazu$»le ge p , oB
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de A est 0, la caractéristique de A/ P est v g'il n'existe

aucun nombre premier p tel que pA C p ; dang le cas vontrairs,

il n'y & qu'un seul nombre premier p eyent cette propriéts, et i1

est égal g la carsctéristigue de A/ p . Homtrer que o est tou-
- jours ce second cas qui se présente lbrsque a / ? - les'f_ fini.
Q 2. Extensions algdbriques et extensions transcendentes.

1. adjonction. ‘ ,
Soit K un corps, E une exitension (au' surcorps} de E . ktant dompée une

famille guelcongue A= (x ) a?’ élémeﬁ e de B . on selt '{ chap. 1V 2

cel
qulon v‘ié*igﬁa par  E(xz, } eI {ou E( x} , ou emsm Eﬁi:«; 2Bnyeee,X )
io wa I sst .Uintcsw?alle {1 Qﬁ} de M ) ie ulus petit %@_gie Ipe de
B coutenant K et les 6léments de la famille {x ) ; nous diz“oam que

x, ‘ o 7 ©°t obtenu par sdjonction & K des éléments de 1g femille (x )}
g

e
Ry

()

2% que 1l'e

{

1.6 X
ne dépesnd que de 43.~ens~emnl@, A

nsemble des x . 98t un s;gatéme de généreteurs &@ K{x b1

par rapvort 4 K . On sait gue E(x, )

rel
des éléments de la fanille (x 1) ot qu'on le désighe encors par la noia-

tion E(a).

Propogition 1. BSBi M 6&: ¥ sont deux gartg__guelg_ggues de E, on s
£ (i UN)=K () (H)=E(H)(8).

Eo effet, K(MUE) contient K(M) et B , done K(M)(E), et comms

f"\:j

B

A

¥

¢t ie plus petit sous-corps de B contenant KUHEUE , il est égal

@
s

Se

2
E(M)(H).

Bemargue.- Si P est le sous-corps premier (% 1) de B , pour touls

&

partie 4 de E le corps P(4), et le plus petit sous-corps do B

£ ry“ Y 2 N7

contenant A . Pour tout szzm—@m@a Kde B, on a P(K)=K ;: a1 X

?

est un sous-corps de & , A ups partie guelcongue de B , on =

; r, 81 K et K' sont deux sous-corps

£
s

art?
b

g
.
b, N
b

;.,.r
O
oad
%::,

A 2 ;
A} ; en parti
K

)
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sous-corpe de E comtenant.& st X', ou encere la borne supérisure

de K et X! dans l'enaem’ole des sous- ccz'ps de E , ordozmé par inclu-
eicn (cf 25).

On sait {chap.iV, S A pTOD. ) qus ie 00£ps K(x ) g ot id@n’&iqus,

a 1'enaemble dea é1léments f( (x }), ot f parwux‘i: ltensemblie K(X )
des fractions ratiompellaes par rappcz*" & 1ia famille d’;n»éteminé«*s
(z-%)aé;, g & coefficients dams K , ‘tml@s qus l*élémem” f’{z 3 @@i%ﬁ,}

d6fini. Comme dans une Praction rationnelle par rapport sux X ne figu-

rent qu'un nombre fini des X, , on ¥olt que ¢

Proposition 2.- Le corps %{4), obienu par :m nobion 4 % d'une parbis

quelcongue & dg E , st ls réunion des o0Ips K{F), ob F parcourt

1%ensenble des parties finies de 4 .

Uz pent encors ﬁé’ﬁfmtre@ cetie gm**«emﬁm@ de 1ia f&gﬁﬁ guivante :
lorsque F parc@uxt l’ﬁ:ﬁ&;@ﬁibi@ des parbies finises de A ; ilensenmble &°
des corps K(F), ordonné par inclusiom, est f£iltrspt pour la rslation o
gar pour de-ux parties finies guelmmgm@ﬁ %.8 de ’~}zs. ; on a .
E(E) K(Eﬁ UR) et E(E)c K U Zﬁ%). 85 mous prouvous gpe la réunicn

L des ae’*@s de C:;%,  @st encore un corps, ls prop.2 em résulisra, puisgue

at K UA et est contenu dans K{(&) . Ur, plus généralement :

n
: > .
Proposition 3.- Scit 5+ un ensemble de sous-corps 6fun ooIDS B,

8 i b R > oo 5 % " x %% s e o, e
filtrant pour 3= relation < . La répnion L des Colps Gé i est




; -6 :
Définition 1.~ Op dit gu’nne eztenslan E d'un corps K est de type fini
- par rapgorf & K si E Qesséde un azstéme de générataurs fini par rapport

a K . :
Lz prop.2 montre done gus toute eiteﬁsioa E d'un corps K est réunion

des extensions de K de type fini, contenuss deans B .
Une extension K{xz) de B , epgendrée par un enssuble formé d'un seu
élément % , @5l dite gxltension simpio de K .

% ety P08 4 s
2. Elémenis glodbrigues.

O s2it qu'une sxtension B &*uﬂ corps X et une al 2] 5bre;, ot

vn espace vectoriel sur K . dont la dimension (liréesire) par zarporsh &
- _ : : - o : 5 e , P q
¥ eel gpnelée le degrt de B par r&ppar* & K , et potée {B:X 1§ lorenu’ells
1539 s i
s 5‘ = 2 i - : 3
est Pinie (le nombre B K} r'est donz &éfini gue dsns ce devnier cas).

I
L'étude de la restriciion du corps des sealsires d'ur szpacs veostoriel

(2

entraire en particulier que  (eohap.iI, 35, cor. ds la prop.i ) o
Théoréms 1.- Soit B pune extension d'un corpe K , F une axtansiOﬁ~&a E .

¥ e

S1 douz des nombres [E: z] [? ], {1@ x] somt @éfinis, 31 en ost g

méme du troisiéme, et on a a

(1) . {r:x] = [&: K} 2]

ggggzla?%e 1.- B8i F est une extsn neion de degré fini de K , le degré

| pex repport & K do toute extension de K telle que Ec F est un

&
{e ]
diviseur de LF K]
Cozgllsire 2.- 3% ECBE c;F et si {F:K) est fini, la T relstion

S e S

4 1
2:x} =[P:x] cct Squivaionto @ E<F ; ls relation [F:E] = [9:&] est

£guivelisnte ﬁ B=K . ¥




est aussi dane cs ces un eystéme de généréteurs de E par reppert & K ;

mais, comme nous le verroms un peu plus loin (n 5), 1a z‘éeiproque est

inexacte, - : . - b
Définition 2. Etent donnée une extension B W x', on dit mm
élément ZEE est a.l 2bz: K (au sur E) st 1'extension

Buz K est di‘b o psr Eamm‘t. 2K ou w K } -
Théoréme 2.- a} Pour gu'un 6lément x€3B so ; gébz‘igm sur K , i1
fout ob 11 suffit g_jil axiste un pelmome g0 m £z j tel gue
g(x)-—@ . ‘ '

b) 81 x est de degrs o par_repport & K , il eziste pn polynoms

4%

- £€X[X] ot un senl de dezrs v , tel gue le goefficient de X* dens £
Boit $mal 8 1 , et gque 1'cn alt :(:):o' ; ¢e polymome sst appelé '
pblynome minimal de x par rapport & K . : . -

o) Le polynome minimel £ de x pst irréductidle ; 1'ensemble des
polynomes g ck [x] tels gue g(z)au g_g_t_m_;gg__gg; (r).

d) L'applicatig g —»gl(x) est v . :

sur le corps K{x) ; E(x) est isem ’

et lesg élémenis 1I=x ,x‘,pz,...,:“”‘
34r8 comub algbbre cur K '

Si K(x) est de degré fini n sur X , les m-f éléments Tz . x
de E(x) forment un systiéme 1i4 psr rapport & K , donc 41 existe

2g de K(z} coasg.;

' nkd elemanbs @‘k (O<k§n) de K non tous xml« a% tels gue 53: .kxg =0,
s &
oo qui signifie gue, pour le polynome &= Z a.kz #0 de Kg}} , cn s

nt, supposcns qu'il eziste sn mﬁms un polyuoms g#0 de

2{x)=0 ; 1'ensemble des polynomes g€ 3‘&{2{ tels qu




- 8 - g 5 ;
g(x)=0 ost donc un idéal #(0) cane k{X] ; par suite (chap.TV, &1,
prop. ) ctest mn idéal principal (£}, o& £ est de degré m >0 ; om

%

peut camoura supposer em outre gue ie coefficient de X° dans £ soit
égal a 1 . L’abplzca‘tlon g —»eglx) de 1'&1&@&& K{X] dens K{J{) eat
une re;orésentatioxx, et l‘lmage de E{X} par cette represencatiun egt-
un sous-snneau de K(xz) contenant K ot isomorphe & K {X}!{f). - Comme
E{(x) est un corps, il s'en suit gxzeﬂA K{X} j(f) n'a pas de diviseur de
O ; donc la relation I=gh dans X {X} éﬁfz‘aim& que 1'un dss é.@u}@;
péi;momas g,h est une constante, car on en 46duit gh = © {f) done
g sg 0 ou h=0 (mod.f) mais comme les degrés ds g @‘%: de h gzont su
pius égaux aun degré de £ , 1fun de ces deux psimmas dolit Btre dgal

v produit des £ par une const amta. JAutrement dit, eat un polynome

iyréductible dans KEX} il en résulte (chay.i?,é »,DTOD. } que |
{ ) eﬁ‘c zn idéa}. ma.xi_aai dens K{K} et par suite gue KEK} /’ {£) est
un corps (chap.I, §9, th.2); comme 1'image de K{X} par ia'wméam«‘ :
tation g «.ﬁg(x) eat isomorpbe & ce corps, @mtienb K e 8'53 contenis
dan.s ' K(xz), elle est égale & K(x). Enfxn; pour deux 330.,;?336}3&@3 g
ée E{E] la relation g(x)=h(x) équivaut &° gr-h {m@&f) ; pour tout
M@?v’zﬁame chiX} , 11 existe un pel:mome h et un geul tel gue g =bh .
(mod.£) et deg hdm , saﬂ?oiz‘ le reste de le division ds g par f -

tout élément de K(x) peut done 8?-:—’;0;‘ re d'upe menidre st d'une seouie

. R 2 n-1 e A ;
comme combipaison linezirs de 1,x,x ,..,X 2 ooefficients dans E ;

s AL Amont Ao
Al 5 &
Zounn gael .L?\Z;u e RERS




.‘ji:’j i :

En effet, si £ est le polynome minimal de % par rapport 8 K , on a
fe g{x] et f(x)—-O X est donc algébrique par rapport & F., et son
po.&gnome mmimal par rappctu & ? divise 2, do‘zc 8508 degré a3t au ph:e

égal & ceial de £ .

Ezenples.- *4) Dens 1o corps des ziombres complezes C , le _
nombre i est algé‘brique Aet dga_- degré 2 sur le» eorps jmemiez’ Q
6h oitel dans Q@ [’x]' le polynome 41 eat irréductible, car Gans
le cas ﬂ@ntra:we 3l aurait un facteur du premier devré fw;»,‘ , oh
@ é,é@ - et on né paut avoir aa+é=u, puiequ& xg 1210 pour
" tout z& Q . Le corps C?(l) sngendré par i ee».éémc une @xi@a~
sion de degré 2 de Cz‘;‘ii est formé des nombres complezes g%%i;
ot & et b'parcmaramt Q ‘ ' - \
2) Soit K un cerps, F le corpe EKE(X) des fr&ctio g reticmnelles &
une indéterminée sur K . Soit E le sous-corga K(X’) de F ;.@ﬁ 2
P=}{ K) , ot X est algébrique sur B , puisqu' il est racine du pely
nome YB—XB de l’anneau Bt!] ; ce polynome est d'allleuva iéré«
ductible dans E{Y] » car daus ls cas contraira 11 sursit un faewm&g
¢u premier degré, et il ¥ qurait done deux polynomes non puls u,v
de K[x] tels que (u(¥’ ))5=13(v(x5))}
gi m ot n sont les degrés de u et de,v s OB en tiré om=9n+%  on
3a=3nt+7 . F est donc de degré 3 sur B , et tout élémaat_de\F peut 1
s'écrire d'une seule menidre a(Xd )+Xb{13 )+x2 0(33 ), od a,b,¢ ‘\

sont trois fractions rationnelles guelcongues de K(X).

» ©8 gui est absurdse; car

3. EBxtensions aigébriquss.

6finition 3.- Op dit qu'une extension B d'un corps K est upe

{ou @3t =lgdbrigue sur K) si tout Siément de E esi &

Uns extension de K gul n'est pss slpébricue sur X sst




= 10 -
Proposition 4.- Toute am:ension de degré fini d'un co;.m” ¥ es algé‘brim

gue sur K. , : o
En effet, 81 E est une extensa.on de aegre fini de K , pour tout x€E

on @8 EKU&) K}(LE K} donc x est aigéanque sur K .
On voit en ou‘bre, d'aprés le cor.1 da th.1, qus le dagre aa Toub
xe B pa,r re.ppor‘h &K é¢ivise is degré de E.,paz' rappo;‘t 2 K .
La réci_@roqu@ ds la'pz"op.@ eat inekacta ; nous doz;xnarcng pius ta:ré
,, 5,0 953 des exenples d?eybansicaa algébrigues de degré infini.

Propogition 5.~ Boit £ : Lae exbtension d'un corps K . Bi 4 est une pariie

de E fcrmée d'éléments slodbricues sur & , llextension B(s) est ailpfiori-

gque sur K . 8i & est fini, K(A) est de degré fini sur K -

me K(&) st la réunion des corps K(F), ob F parcourt i'ensenbls
des parties finies de A {(prop.2), on peut s bormer au cas ot & est Zini.
Halisonnons per recur rrence sur ls a@:ab::‘e n des éléments ds .A s 4im ;{*Lﬂ;:%
sition étant évidente pour n=0 . Soient 2 {(1<1i¢n) les élémenis

de A ; posoms L= K(aﬁ}&,,,..,am ?} ; oo & K(x‘a_)nLC&g) , et a Stent
algebrigue sur K , est algébrigue sur L ; donc L( an) est ds degré Timi
par rapport &4 L ; comme par hypothése L est de degré fini m:. K

3

E(A)=L( e, ) est de degré fini sur K dtaprés le th.1 .

GGB{}LIA&IP@. Soit E=K(a,,8,,...,8 ) nne extension algé’rsriow de K ds

type fini ; soit n, le degré de a, sur Kk , % (2¢1<m) 1le degrs de

9., 9 9
- . : 1 2 m oy s
a, sur K(ay,8,,..,8; ,) ; les 6léments a, a, ...a, (0 §$9;$,-1
pour 1<i¢m) forment une base de B par rapport & K ; E est ﬁ;}_ﬁ{; ds

degré m.m,..n sur K ; en outre, 1'idéel & Mggg@;@i sbrigues
% VA
: oo e .
entre isg . a, {formé des polynomes feK{X, X ,.. ,z:.},ﬁ} tels gus
e T % . : : fo = £43 .

X 3 2 : 3 Z ey
.,;8_)=0; of. chap.IV, ¢ , prop. ) est un 1déal mexinal
1 o A e st ey 2 oy g’w' % w 3 Foa,
g 1 89 & S8t i80M0TDRE @ RlA, b a0 38, 1K -
as2 Y -
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Le premiare’ partie du corollaire réaulté da th.2 ci-desaws s et de la
prop.1 dun chap 11, 55 ; on a done EcK a,, 2,...,%};, et par suite
E=Kia,,2,,. .,a l ; comms K a1,a2,...,am3 est un anneau isomorphe é.
xs{xi,xa,...,xm }/(,;x, (chep.IV, § , prop. ), le fait que & est un corps
entrafne guse 1'idéal & est maximal (chap 1,29, th.2).

‘ Pregosztion 6 - Boit E une extension d'un -corps £ . Pour gue E soit

une exuension algbbrigue de K , il f= fan‘c. et iIfuffit que tout snueau A

 tel gue Kc:, ACE soit up ce@, ,
 La condition est nécessalre ; en affe‘é», si B est algéhriqua,ﬁf@
- on élémen*%:%d‘uza snneau A tel que K A&E 5 z est algébz‘iq_a@ sur K ;

s5it £ = %._Z’ a;%ﬁk son polynome minimal par rapport & K ; on a « f%\:‘
=0 ¢ :
sang quol L ne gerait pas irréfiactib}; _{oar i1 ns peut 8tre @fra}. & X
‘ . .
en vertu de 1'hypothdse x#0) ; comme F(x)=0, on e = ?Am QZ Gy X -
= ¢ 2 &" ;
et par auite x i €A , A est un corps.

La condition est guffisanis. &ucm:aaons en effet au e}..ae soit remplis,

"at Séit X un ékéme&t qa@;eomqua 740 ds B . Le sous-sonesu %.Ex} de E , , :
engendré par KU {z! , est 1'ensembls des f(x), of £ parcourt 1'aopoau
de polynomes K[X] {chap.1V, § s DTOD. ) Comme Dar ﬂypothém KE&._E
est un corps, 11 axis‘se unR polynome  g= Z gkxk tel que x -g{x3
ciest-g-dire Z By % ke -1=0 , ce qui mogntre (th.2) que = est algdbri-

'&:G
‘gue sur K ,

4. Transitivité des extensions élgébrigues. Exteneions relastivement '

algebriguenent fermées..

Propogition 7.- Soient B et F deux sxtensions d'un corps K , tellss

i

gue KC B F . Pour gue F soit algdbrigue pavr rapmris» 2 K, i1 fant
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aa condit iuﬂ et néeasgaz.m, G:ai’ gi F east lg"‘%*?z*iaua aur fi! - tout
élémenu de ECF @gt algebmque sur X , ot tout &lément éﬁ; ¥, etaxnt
&.gé‘brique sur K , est algdbrique sur E (cor. da th, 2} | ’
La eondz.tion est guffisente. En effet, sappesons»la rem'pne . et saz.t

= an slémont gueicongue de ¥ . Par hypothége, x est algébrique sur E ;

L
(&)
o

ggE‘.[}:] lo poiyuome mimimal de X par rapportfé, ® , & ltensenble

3

{(fini) de ses cosifiocienus. Les élémezxts de 4 élaat aigé‘briquea sur kK ,

P

K{4) est uwne exiension de dagré fini de K (pmp %) et comme % est algd-

Tar

$3

brigue sur K(A) (ih. (), E(a U 533,) ent de d@gz*é £ini sur Ké’ &}

Ry

snite (th.4) K{(a Uy {x}} est de fz,egré £ini sur K , ce gui monire z
{prop.4) que x sst alg,é‘briquﬁ sur K . '

Definition 4.- un d2% qu'up sous-corps K d'un corps E est relaztiven t,m,

zlpébriguement fermé dans B si tout &iément de B plgdbrigue gur X

- gppariient & X .

Autrement dit, K est la seuf}.e extension algéﬁr;,qms de K contenue
gens 5 .
Lorscu’ il ne msqnera pas d’y svoir confusion entrs ce@tm‘mstiem
st celle de "corps algé@briguencnt fermé® \qui sera définis au
533,:10?) nous nous pemattroaa ds dire gue £ eat ¢fmnébrmu ament
.*@z'me dang, E " au lieu de ”relmivemant algébma @men‘t forné
dang E ¥,

-

Proposition B.- Boit ¥ une extension d'un corps K . Liensemble L des

fon

&léments de B alpdbricuss sur K est un corps, gul est algdbrigu ww*

¥
CREw U f 5
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Hous dizons que 1 ’extsnsion L de x formée des éléments de E &13%:2»

: Béfiait:lon 5.-

temille (x,),, Igﬁws

4 K (ou sur K) 81 1a relation 2{(=, )M T m 2 ,-'=~:.v ¢
1'enpesu K [XJ zel , entrafne £=0 . _ |
&orsqu’mae ¢amllla ix ) n'est pes algbbriquanent libre sur K , oD

it gu e?la o8t algébriguament 1i6e sur K .

Deux éléments x 1% d'une famille algéﬁnquemnt 1ibre {x, ), dont
les indices sont distincts sont enx-nm8mes distinots, sans quol on
,&Lraxt f(x a:%g J=0 en posant fzx ‘Xﬁ On dira qu'une psrtis L de B
_ est une part:s.e algébriguamant libre gur £ (ou un gystime algabrimwm@ﬁt :
libm gur K) si 1s famille défini.e per 1t applieation biunivoqu@ de &L
-sur .mi-meme est algébriqnement 1ibre (anqu.el cas toute famille ﬁéfiﬁi@
par une application biunlvoque d'un enseuble d'indices sur L est sussi
une fgmille algébriquemant libre). Iles ﬂémnte d’une partie algdbri-
quemenu libre sercnt encore dits glgébriguessnt
Si une partie de E n'est pes al@brigmnt li'bra, on dit qu'elle est

algébriguenent 1iés (ou est un gystéme algsl
2 K , et que ses 61émonts font sle3briguens:
vréms:z.tion 2 Pour qu'une famille (x )tel L §A aner
algébriguement 1libre sm‘ K, i1l fant et 11 auffit gus toube swa».a:mwa

finie ds {x/ o7 204t alg&briguem% libre sur K .
z

ndition est évidemment nécessaliTe. Elle est suffissnte, cer dans

ment 186) per rapport

1

tout pelynome feX g;fii,é o1 il 3e #1gure qu'un nombre Tinl G'inds-
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. La partie vide de E est algébriquemant libre. Dire gufune par%ia z}

de E réduite & un élément est algibriquement libre sur K signifie (th2)
qua X est tranaggg eur K ; tout élément d‘une partie algébriqueman*
iibre de & est transcendant sur £
Hema ggua,-'ll st clair gu'uns partie‘algébriquement i1ibze de B
est formée d'éiéments 11néa1remant‘1ndégen§ggtalpat rapport & K ,
ou enggre est uns paritie 1livPe de B , considérs comme ewmpace .
- ~;%&G%Driei Sué K (chap.iI, §1,vééf.?}; nais la‘féciyréqﬁé est
<i;n inéxacte, pﬁisqufune base dlune extanéioﬁ algghrigu@'da ¥ ntest
pas slgébriguenent libre. Lorsqﬁ'il sera néeeasairé dtéviter toubs

confusion, pous diroms qu'ume partie de E gui est 1libre pour la

stxact&ré d'espace vectoriel de B sur K ; est liﬁéairamgaﬁ libre

‘ sur X . ‘ -
Soit (x,), ., ume famille algdbriguemsnt libre dans ume extension E
é'un corps K ; 1'application Iiﬁéf((xa)) de l'anneaun K[ﬁi@ o dans

E est aiore un isomorphieme de cet suuesu sur i'snnesn kx| .

- engeadrd par}lé réunicn de K et de\l'@naemble'das xﬂ‘ (chag.i?;‘éz,
710D. }.VII en résulte qgue KEX-}Z&II est un anﬁean d’inté&fité
et gue son corps des guctients est 1somarpha zu ‘corps des f fractiaﬂﬁ.

1TEFL "'} & 1
n’est autre qus le coips Kix )‘LGIZ engendré par 1ls famzlle {z i

retionnelles K(X ) ; mais le corps des guotients do Xlx

Yosons siors la définition suivant@ e

ggfiﬁition 6.- On dit qu‘nne extension & G'un corps K sst une extemsion

trenscendante puLe go X 5'il existe npe famille (x ) \szl d'éléments
de & , slgébriguement iibre sur K , et %ell@ gre B=Kx) _; .

Hous venvns de déménirer gue

Théoreme j.- Pour gu’uns extension d'up corps X soit une sxtension

h"

i faut ot i1 suffit gu'elle

fete

trapscendanie purs de K |

2
]
<o

o]
é@.

S e i G, iy
2 4an :‘jg“' P8 RS 1008 rationns .E.i 3 7%,1::,, Aoy

J A : _ - :
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g Nous Verrons plus lOlﬁ cemme cgnséquenca d‘uﬁe groprAéte p&ms
. genérale,(§ 5, cor.ﬁe ia prop.a) qus, dans une exlenslon transcen-
Gante pure E,surAK , tout élémént de B qdi n'appartient pes 4 K

est trenscendant sur K (ou encore que K est algébriquement fermé

' *? pPaT rapport & E). HMais inversement, lorsque K ést algébriquement
Lermé par rappcrt & une de ses eztenqions 5 E n'est pas néceg-~
alram9n+ une extension transcandaxte purs és K (cf exezrc.2 ).

6. Bases de ltrapscendsnce.

Proposition 10.- Soit B uns extension d'um corps K , ¥ et B deuz pariiss

de B . Lss pronx%ét@a QQET&Eb@ﬁ sopt éjuivslentes :

a) ¥ L’ﬁ s8% Plﬁ@@fiﬁ&ﬁ@@é@ libre sur K et K NE = ¢ ;
)

¥ est a,g%uwzqueﬂes libre sur ¥ , et E est slgébriguemen ¢ libre

o) ¥ est sledbriquement 1ibre zur K %'gg_ﬁ.ést algebriguenent libre
sor E(F) |

i1 suffit évidemment de prouver gue al et G) 5ont éamwval@m es.
49 g) entralne b). 11 est évident que, si M UN est é¢g6§£&g&ﬁﬁgfﬂ

1ibre sur K ; i1 en est de méme de ¥ > Supposons quﬁlﬁ s g0it pas alge-

briguement libre sur K(M) ; il existerait alors (prop.9) vne femilie

finie (x,) : a'&lénents distincts de E , et un polynome non nul -
1¢ign . |

fé Ey‘ﬁ} %‘XQ ng..,zmj 3 t@l {}_ﬁ.@ ka‘i ,?;2,4..53&}50 ‘a

-

41

Oz peut toujours supposer (chap.IIX, §1,pf@m. ) gque les coefficients

<

de £ sppartiernent & l'annesu ﬁyaj , et par suite sont des polynomes

= - g s Py R Y 2 < @ 2 ” S
£ 21V Ve S e 8L . oyt Rt oz -ere Ao 7k
8 o noiinie L1010 ZLOISBTLS {ilg AR AR g;; [Pl }‘2’3:"&? o ok K
i e &b
Wodo aslore. iz relsticn 2 = = =03 nevt siéerivs i
MELS SGLLLT,. L8 T2 &\vu)w S 3&,_,&1j—mw Qé%‘;@ 5 'ecTiie |
¥ . AR
4! =
\
|
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2° 1) entrains a). Il suffit de montrer qus, ai Zyy..0%, sont des
éléments de B en mombre ﬁnl, ’, 172s-97p des élémta de ¥ en sombre
fini, 1'ensemvle des "1 et doa Ty est dsbbﬂqnomt libre sm' X (prop. 9)

o,

Su,ppeeons qu'il n'en soit pal aingi, ot qu'il existe un polynome
fexli., 3 Aot ] non sul et tel que f(x,....x 7, .uﬁn}‘-ﬂ -
81 g=f(Xy,. X000 0T, } , g est un polynome de 1'annesu :
K(m) [xq,..,x }eu 3s relation f(xz ,..,x“,yq,..,yn)sc stéerit

- alx, ;,g,xm)-ﬂ . C’amma K sst algébrzquenont libre enr K(u), 1les cosf-
ficiepts de g sont muls ; mais ehsque eoeffieient de g ®st de la forme
G;?(ym o ,yn) oh g9ck [Y1 e ] coene % est algdbriguenent librs sur

X , ot que les polynomes ¢ ne sont pas tous mzle par hypothéae, nons
errivons encore & une contradictien.
COROLLA(RE.- Soit E un e extension de K , & uns pertie de & algdbri-
guenent iibre sur K . 81 K'C E est wne axtenaign algébrigue ds K ,
& est algébr;gmment libre sur K* .

Suppoesons en effet qu'il existe ume partie ﬁnie B do A qui ﬁali}

gigébriguement liée sur K' | ot s0it ¥ une partie algebriquement 1ibre
mazinale de i ; posons P =i ﬁ[: E . Yer hypothéﬂo P nlest pas vide, ot
tous élément xXE€P est algébr:lque sur E'(s) (prop.10) ; comme |
{ ,J(%)(K‘ J, v que tout slément ds X! ast algébrique am K. et a
fortiori sur K{¥) (cox. du th.1}, cn voil (prop 5) que K'(H) est |
une extension algébrique de K(i) ; il en résul‘be {prop.7) qus teut !
X< P est algdbrique sur K(M) ; en vertu de la érbp.ﬂ) s C€ régultat |
ost contraire & l*hypéthésa que ¥ est slgébriguement jlib}re sur K .
pofinition 7. - Dsns une extension B d'up coxps K , on dit gu'une i‘%"m@
B és E est une vese ds »%rénscendanee de B paz repport & K , i 3B est un

-

¢élénent meximsl dans ifcusemble (ordobné par inclusicm} das parties

o e 5 o - s o
e s e Y ey R :
: B BASSOXLC :f.ﬁvm@‘&? '! Dres 55?3: 2 e
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Progogition 1.~ - four gue B soit uns bage de transcendence &'ums exten~
sion E de K , il fautb et il suffit oue B soit al@brigment li‘bm sur

- e; que E eoit une extension algébrioue ds E(B).
En offet, si B est une base de trauscendance de B, ot x£B , <

BU $x} ne peut 8tre algdbriqusment-libre sur X par 4éfinition, done

{prop.10) x est algdbrique sur K(B). Béciproguement, si B ssl alptbei-

quement li‘z:af:@ sur K , et B algdbriqus sur K(B) , pour tout =x43B

cztension itrenscendsute pure de K .

e

Ce théoréme est une cogséguence du théordme plus précis sulvant

LR

Théorsme 5.- Soit E une extension d'un corps K ,'8 ppe partie de B

tells gue E soil upe extension algdbrigue de EK(3) ,‘ L upe psrtie

‘algébrgg_emant libre de B (par fapport & K) contenue dzns S .

Il exlipie uzz@ bage ds trangeendance B ée E par ragg ort & K telie cus

e BB

En effet, l'ensembie @i dea parties algébrigusmenti libres de 3

ordonné par inclasioa, est un ensemble ds cargctéra' fini (Ens.H , 37,

O‘M} dfegprés la prep.g ; il est donc 15@126‘311’ (an'.R 3 ‘?,ZA@?} et
par suite il en est de méme de liensemble @' des paz'tms libres de

contepant L . En vertu du th. ds Zorn, @ admet un 61ément meximal

S
B : d'aprds 1z prop.i0, tout Slément xeS est algdbricue sur EKE(B),




.E}
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. donc B est une base de transcendance de E {pron.11).

upe pariie de B teils gue ® poit wne exiensic

L uns;partis algéb*aguament iibre aa B (par rapport & K; : 11 existe

une partie 8t de 8 felle gue I-L)ﬂ' golit une‘bgge de tranmc@wda@ga
ﬁ@ 2 # : - : .a@f -
1 suffit en effst d*appliqmsr is th.5 en ramgiagani 1fensenble g
%iﬁ@% sﬁ@m@&&%t@m@@wuius '

?K

extension algdbrigue de E | @isti&c%@ ﬁ@ B °F geaa fort bisn .

P

Stre une extension transcondante pure 5K (cf, 2 exeupie 2

7. Degré de transcendsnce d'uze ext@n&ieﬁ,

Théoréme 6.- Solent E ume extension d'un corps K , B ot C deux beses

U

.§.

de +xaﬁﬁg@ndagce de B g repport 8 K ; les ensembles B gt © zont

éculipotents.
fious distingaer@na deux c&a, suivant gue B est oum zon un ensemblie

2) B £ini. S0it n le nombre d'éléments de B ; il suffit de montrer
gue ¢ & au plus niéléménté.: Hous raiaénnersns par récurrence sur u
la proposition étant évidente pour n=0 . Soit x up 6lément de
n*appart@nént Pas 4 B ; en vertuvﬁu‘th. dtéchangs {cor. du th.5) i1

iste une partie B' de B telle que {x} U B' so0it une base de
transcendence de E ; comms B est une base de iraunscendance de B ,
on ne peut svoir B'=B ., dopc B! a an plus n-1 6léments. Soit Ki'=E{x},

£ 3

et C'=C U g 5:&} ; B et C' sont toutes deux azgébr gusement librss

ur le corps K' (prop.10), et comme K'(B!')=K(B} , K'(C’ =E(g) . B est |

slgébrigue sur E'(B'j) et K'(C!) @@&ﬁ {axap i1} B! et Cf

b
4

2
o o nm"’w &
ped 2&"’ BoIT é '{, 2

emergus.- 5i B est une extensicn za@s&e&ﬁant@ purs de K |, P vas |
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n-4 éléﬂenta;‘e"a au_plas'n-1,éléménts, donec € a aa.plua n &léments.
b} B infini. Boﬁs allons montrer ici que C a ume pu133aa¢e sy moins
égele & calle.' de B . En effét, pour tout =xeC , §1 existe une partie
finie F_de B telle que x soit algdbrique par répport'& E(F_)

sgulfit de prendre pour F une. partie finie do B telle sue les coef £51-
cients du.polynome minimai de x par rapport & K(B) apparticnnent tous
& 'K(Fz} . Hoit F= =, F;‘;'il existe une application sur P d'un on-
semble somme (Zns.R, $4,295) de 1a fo apille (7 }, ¢lest-d-dize d'uns

©
4

partie d'un cnsemble éguipotent & l?angembla nf@&?ié g n M
c x N est éivipoternt & € (¥ps.B, 87, n” ”3 denc i@gﬁ.ﬁ 57,8
une Lulisssnce an plus egale 4 ceile de C . Si la pui&saa@a ée C éusit

strictement inférieurs & celle de B , il en aez@i de méne de ce

(1)
;..w
§'3
&
b
E2

et par suite ¥ serail une farti@ de B distincte de B , #Hais tﬁw%.éiéa%&%

de C BEzZE 681 algééflqu@ sur {W), donc prop. ?) tout @lémemt ﬁ@ % sst

alegdbrigue sur K(F), et par suite F est une base de transcendance ds B

;"\

(prop.i1); ce gui contredit 1*&33@»&%3@ que B est sussi uus base de
transcendance de B .

Définition B.- Boit E vne extemeion diun corps K admstiant vns base de

“
b

-&?ansc@ndanﬂa finie _per rapport & K . Le nombre diélémsntle d'une gusi-

3

congue des bases de traumscendance de E par rappery & & K egt alors appeif

le degré de tramscendance, ou la @ imersion a?gébrigua de E par rapport &

Lorsque E admet une base de transcendancs infinie par rappozrt & E ,

332 A 5 2 B Lo ot e LN s N G
cn dit nue son degré do irasnscendance {ou sa G?mgﬁaﬁﬁ algdbrigus ) Dpa¥




(83

D'aprés le th.9, teute amanamn de X 8w t¥pe Linl & un ﬁ.&g}'.u ge -
trenscendance fipi per rappor‘c ; ' ' |

On aura soin de ne vas eozzfandre le degré de irenscondance Ge B
_ ;‘ i _ par rapport & K , ,avec le depxé (ou dimension linésire) 5.6 B
_par rapport 4 K , qui est toujours infini lorsqus le d,@ de

tranecendanca n‘ea“c pes npl (prop. 4} . | . '
-Th.é@._._.,m,.l Scit B uze aztensimx &@s K F une exiension efi@ E. 3 |
= Y A |

deux des nozbres GimE é,iﬁs.g}’? mz@ F sont A6finis, il om sst ds

mﬂmp du tralsiéme %u on 8

(2)

dim, P é; ink: dis P . o ' s
Dlsprda la d6F.8. ce théoréme résuitera de ls proposition plus
Y : i \'~ 4

sénérals suivante :

Proposition 12.-  Boit E une @x‘ﬁ@n ion de K , F uvne mz“s@zlgzicm das B
8i ¥ est une base de fren enscendance de E par zapport & K , & une bages |

g s Z ! ; : . : «»?_,? : s ;
de transcendence de F paer rapport &4 B , cn a HAON = 5/5 , 8t B K eab |

une base de transcendance de F par rapport & K .,

kn effet, B est algébriguement llmm sur E , donc & forthori sur
K(B) - B ; par suite {y?gp.?@) BN %Zz$ et M UGB est algébriquement
libre sur K . 8'il existsit un élément x¢MUF tel que BUBUSz) |
‘soit algdbriquement librs sur K , H U ‘5 5:,? ;s@zai algé’i:amgmmﬁt |
1ibrs sur K(M) (prop.i0), donc susei sur B , qui est une eztenmicn
algébfique‘ de K(M) (cor. de la pm@.w}; ce ouni est absurds puisque ¥ 1§
28t base de transcendancse de P per rappor: 2 B . -
Exercices.- 1) Scit {E ) une famille d -
contenues dans une extension & Qe K . 81 F_est 1
trique de K dans B, montrer gue le fermsture gigé‘%}ri que de K

dans E-—-OE@,eatleearpe ?-—-ﬂ?. o - ]




o
W

2) &) Soit E une extension tranacenaante yura &fun corps K .
MQntrer que tanﬁ élément x de B n'apparteﬁanz pas & K est trans«
cend.ant. sur K (en censidémnt, ‘:;a,mi les mrtz@s f;.nies {néc%n.'

sairement non videa) P, algébriquement libres sur K et telles que

'xeK(F) , une partie ayant le pL_,a patit nombTe ﬁ.’elém&@t% poammeg,

e ramener & cas ot B=K(y), 7 gtant tramcea&am gor K ; montrer
alors que ¥ est algibrique sur ?(z};. '
#1) soit ¥ le corps C(Z) des Proctions rati m@&les & une ind6-
taminé@ X sur le msznessa @ des nombres complezes. im%mz‘@ S,
dang llspnesn ;%i’i’;ﬁ . ie poiynone § e;g;%—w %?& irrsductible ;

soit B itextension de K @;'a%mw $e par une racipe z ds ce polyoonme

est trenscendsnt sur C mais gue E nf est pas ume oxlension

trauscendante pwc de {pour 6tablir ce @ernier point, montrar

@

LEs

wa

g 81

b« od

gue, guels que soient les nomb res complexss a,b,c zom nul

polynomes u,v,¥ de ( %Xj , premiers sntre eux deux & deux, et

i

dont wn au moins p'est pas rédult & une constavie, on

‘ = . . .
auj*%-b‘e’-i-c%‘?’zﬁ . Pour cele, raisonmer par l'sbsurde : parmi l&s sys-

témes de nombres a;b ,¢ e%f de peolynomes w,v,w satisfaisent anx

-
e o »‘iﬁ"gﬁé-evw«@ prenare un sys-

téme formé de trois &‘}Kﬁ&@& s ,b.,0. et de trois polynomes

conditions précédentes et tels gue an’+O0
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§ 5. Corps algébri@uém@nﬁ farmés;'
/ , ‘ Extenslons nnzvera@lles..
A 66;23 algébriguemeﬁt fermés.
Propoeition 41.- Pour um coxps K
égﬁi?alentes -

3¢ décomnose en un produllb
P 277 2 : : !

e -
K X 2 vue zacing danp X .

{£F") Tout polwn XiXlegt du p gmicr deprs.

(4F"') Une oxtension algébrigus gueiconaue
jdenticne & X .

Bk it g G o e wa : £
Kontrons G'abord gue les conditicrs (AF). (aF
4
é

ientes. 11 est 4vident gue {AF) cntrsine [(AF7 ) nirain 3
¢ar on ﬁéd@i* de (AF¥'); par réourrence sur n , gue tout polynome de
; Gt 2 . 3 e @ P Y
degréd n esh 1 X@&hio de » polynomes Ou premier degré (chep BT, 5 ,prop. };
.f' Lo s 25 1% B3
5 2 ;

enfiu, (AF") @ﬁ?t&lﬁ& xﬂ?ﬁ} sar tout n@avaem@ ﬂuﬁ congtent de K
est divisible par un polyuome zwréﬁactzbla {chap, v, @ , prop.  done
gdmet une recine dans £ ; Duisgu'vn poiynome de premier degre aa&&% wng ,%
racipe Gass K . . . | |

Reate & voir que les conditions {AF") st (aF77) sont égué?&léﬂt@g.
8i K aatiefgit 4 1a condition (AF"), un élément algibrique sur X est

néceepairenment de degré 1 sur K {§ 2,th.2), donc apperiient & X |




. = : _ o3 . , , "

2 et ai n est le degxé de £ ; Ejest aﬁé eztenaia& de é@g@é n de X! , eaf

,, tout poiynome de KEX} est comgra module £ 3 un gcly&cme a+ un seul —
de degré <m-1 , donc les images };ar p 48 ‘i,x z ,.‘,xﬂ 1 ame&‘t une

’ base de E par rapport ﬁ s Si on identifie K et K aa.meyea de liiso»

: morphisme ¢ , on peut donec dire que E ast ane sxtena%an de dagré n Ge K 5

comne K satisfalt & (AF"'), ons =1 . '
Définition 1 On dit ou'un”coryauﬁﬂeat“ali
satlsfait aux g__ﬁre conditigna éaaavalé&tae g&?},{&?’},{ AP ,(é?”f},

AL

,ébfiau@m@nt formé lors gu*

On dlstlnguera soign@as@ment cetta ﬂ@tlﬁﬂ de celle de corps

reletivement azga&zggu@maat f@mmé dans une ds g@a_aaﬁeﬁﬁigng
(é Q,EQ 4},

On G8duit de la przop.1 les corollai ro5 suivants : '

Corollaire 4.- Boit B un corps slgébriguement fermé, X un sous-oorps

&

de B - L fermcture alnebr;caa de K dapg E @su ua COTDS _alegébrigucnent
fexné. , _ » |
En sffet, s8i F o3t le Lfeormelure alzdbrigue de K dans E , tout gaiy~
nome de EEX} & une racine dans B ; sette ragine est un 61éme azialg%4'
,'brigue sur P , donc Eé w,prap %) sur K , @b gar suite a%@az+1ﬂa@ & F .

Corollaire 2.- Un corps algébrzﬂu@mamb formé est yarfaic.

En effet, si K est algébr;a&am@aﬁ ferrné, p son exposant éaractéfiaé
tique (% 1,n%2), pour tout xzek 1'éfma‘tieﬁ Xpa-zae & une Tacine
daas K , sutrement dit, il existe yeE tel gue y?*x . :

Exemples, - #
quement fermé gef.ﬁep.ﬁén.,ehu@.vii&gx;ﬁ}.%

1) Le aerpe ¢ des nombres complaxas eat algdbri-

2) Un cerps fiﬂi K n'est jan ennis alg gebriguement fermé ; en
effet, soit (.;ii}1 o , L2 sulte finie formée de ses 6léments.
&

Le polynoms f£=1 + 1} ’X=z.} e EgXE ne peut &vid mment avoir
iﬁ

aucune racine dsne K , dome {prop.1), E
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2. Eztensians slgébriguenent fermésa°

Nous allons maintenant dementrer qs*il existe des eorps algéhriqnsment

&

fermés ; de Tagon précise : _
Phéorédme 1 (ﬁteinitz;. Btent ¢ dcnné up coxps K , 131 exista”anewaztenaien |

e N e

axgebrLgue E deo K gg; est un €orDB aig%br@ggem@nt ferms.

~Bupposons is probleme résolu, et soit B uns exteaexgﬁ algsbrign@ ,
de ¥ gui soit algdbriguement fermée. Pour tout =€ B, soit £_le poly-

nome minimal de X par rspport & K { 92,th.2) ; £, est un p@lgﬁgmg irT6-

ductible de l*annaau K[XE - Réﬁiyzﬁgu@m@m%, si £ sat un pglgﬁemﬁ irré-

guctible de %{X} , dans lequel le cooffi cient du terme de plus heub |
degré est 1 , il exists au molins un zZe B tel gue #(x)=0C disprés |
ls conditicn (aF') : ic polynome minimal P de % per rapport & K diviess |

B A T g
ayant vn nombre d'éliéments au plus

6gal au degré de £ (chap. IW o vrop. ) 1 exist done &ﬁ@

»Q@FE@&@Q@&&&%& biunivoqu 18 mmtr@ , et une aax%z@ (f%ﬁ1m3 du gous-ensent ble

Y21 x N  dans 1e@ﬂ§@mh&8 produit 'KEKE x?ﬁf ; Gagm@ les &f forment
um@‘gwiﬁgtien de B , 11 existe donc ane application bimmivecue de B
sur une partie de 1'engemble KE$§>§jJ_ ..éaﬁrémeaﬁ7éit3'si ls %ﬁé@f%ﬁ@  ?
est vrai, on peut 4éfinir, sur uge partis B! de K EX} <M , e
structure Ge corps slgdbriguement fermé, telle cu'il existe um sous-

o 5 i i
et dont B! =o0it une sxiension algébrigus.

corpe £' de E' isomorphe 4 K

‘A




|

' @igﬁiﬁ@ que le earps dont S est la struscture &5t vD souS-corps ds

’.,25., -

de la fome (x,y,x-l-y,xy) guand x et 3 percourent B i1 est clair

gue la connaissance de 8 détemine oomplétemen'h B, qui est la pm,;@a» |
tion de 8 sur le premier facteur de AXA <A <8 ; 8t les lois de COmpo~ ‘.
sition (z,7)—=>xty et (z,¥) -3y de la structure de corps sur B ;
on peut dong mentiﬁer l‘anaem’ole &95 stmetnz'ee de corps sur des

parties de & avec l'ensemble @ des - pw‘cma S @ Axhx Arbh gul leur ‘

sont einsi sttachées ; clest oo que zpous Terons d,azu.,;a os QL.L ¥a sulvre.

Oz motera que is relation 8 . B8 pour deux yar‘ciaa appartenant & @

C)

esiul dont S? eet la strzzetwe. G@la étent ;

Lenme, - Liensenble 6 des structures 6;@ corps sur ﬁag parties de A ,

gzdoyné par imclusion, est induectif. - _ :
En effet, soit < une pavtie tetalemezzt ez'é.azmé@ de (g ; seit G

ltengemble des pa,r’cma B de A suw lﬁsquelies sont déféniea igs sbruc-
tures de corps 8€ % ; pour montrsr que % admet une borme supé-
risure dans @ .4 i1 suffira de faire voir gue iz réupion B des ou-
penbles 8¢ §  est ume structure de ©orps définie' sur la réunion 3,
des ensembles B € %‘ . Remarguons d'sbord que ai (Xi) 1¢1 &é gsi’
une femille finie queloonmgue 4! 61éments de B, , 1l existe un B eS
wl q'@.e tous les Xy appartiennent & B : en effet, chague X, a@pazm@m‘@
& un Bia %" , et comme ‘S eqt totalement ordonné, il existe un des
33, qui contisnt tous les autres. Cela prouve d'sbord gus, pour tout
couple (x,y) d'éléments “de B ; 11 exigte up élément el un seul de S_
dont les deux premidres coordannées gont x et ¥ ; nous 4671 Liz“-a;:y 24y
ot zy comme, étant les deux dernidrss csordonnges de cet Slément, Agent

inei défini l'sddition et la mmltinlz.eatmn 4 ans B@ , 11 reste & voizr

{13]

JJ

;e
&R

ces lois définissent bien une gtructurs de corps sur gst ensemble ;

i i}::"
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or, chacun des axiomes desstructures de corps ne fait intervenir gulun '

nombre fini dtéléments ;_ées élémentﬂ'apparmienaent tous & un méme
corps B 6-5 , 6t per sulte tous les axiomes des coIrps sont ;@i@a:

vériﬁ.éa pour la atmctm S Lo
Ce lemme &tant démontré, prencns pmr A l?ememh}.a EEK} %ﬁ" S0it K

1'ensembis @ea 4léments de A de la fi??’f}ﬁ@ x m.{wx,é}}, ot £ parcourt E ;

8

i1 egt clalr que X% — 2; e:a%' voe appl i@& iop biunivo ogne de B sur K

@w on peub, par transport de @twaetm>g, definir au m@;g'an de cetie sppli-
cation une slructure de corps 8 sur d imﬁm@h@ & le siructurs de cofps
ge X - s1 £ = Z aiﬁ;z’;g est un polyrome de EE&E ; BOUS DOBBYOLS .
2= % ! %Zs? . %%Ea posé, considérone, dans liensemble @ des structurse .
ge eax;gs sur des parties de & , le sous-ensemble {g b formé Ges sirvc-

tures § telles gue ¢ a) 858 ; b) quel gue soit 1'élémut z={ 2{X

dane 1a partie de A sur leguelle 8 ect d6finis, on & £(z)=U (au sens

do 1la structure B).

L'snseumble ‘@@‘ eemm@&t évm'@m&@ S , Gonc gﬁas"‘* paz vide ; em
ocutre, il est iadncoii’ : en effet, si Cf/ @st une partie tote lement
crdcnnée de 6@ , i1 réeulte du lﬁmm gue la réunicn § des &lémenis
de &, appartient 2 G , et il est clair que 8 satigfait aux condi-
tione a) et b) . Dlaprés le th. de Zorn, @a admet un élemem maxinal
So s soit LG la partis’ ﬁe & spur laguelle 6 est définie, munie de la
structure de corps 8. ; il résulte do a) qus £ est un souvs-corps de igé .

et ée b) que Lg_ est une @xtezaeiom alegdbrigue de K . Hous allonms montrer

gue L  est un corps eiﬁ;@b riguenent fermé, ¢e qui (en identifient X st X}
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éana gur K ; soit fy le polynome deﬁ[ﬁ} tel que ég’ soit le p{}lfgf’&é@i@

mininal de y Dper rapport & E ($2,tn.2). S0it G la partia ds zrz}
formés des polynomes g tels qu'il ex:z.s’ce- gu moine vn yegE tel gue

f‘y-g ; pour un gé G , les yeH tele gne f‘g:—g gont tels que g(y;-—@

dana L, et par suite sont en nombre fi.ni ; 80i%€ ﬁg i'ensemble de a%
élémgmta. D’autre pa?t pmz.z' um geg domé les éléments zkzf
z=(g(X),n} de .é. Qu; appartiennent & L, sont tels que _g(z}aﬁ dens L,

dfeprés b, et par suite sont en mombre fini ; l'emseuble P _ des 6ié-

nentis (g(X),m) qui nfappartiennent pas & L, est donc infim. Il exiate
donc, pour tout ge G , une spplication biumivogue {’e”g ﬁ@‘ E«;ﬁ 5 dens Pg :
comne les %g forment une pertition do H , et qus T@s Fg sont deux &
deux ssus élément commun, il existe ume aé.@mcat"‘é on bin ﬁi‘ffﬁgz&a 9 ds

&, 1

5,50

o

' C‘%"
(,"s‘*

B dens B qui, sur chague ensemble Eg , 8@ Téduit & @g ; pour ce

ez
)
o

T

application, e¢(y) est donc de le forme {f‘y,m}; guel que soit ¢
Posons alors Ly=L_ U ¢(H) ; soit ¢, 1fapplication biunivogue de L sur
L, qui se réduit & 1'agpplication identigue dur L et coincide avec ¢

dang H ; on psut par e@tte application, traﬂsport@r & E, ig mtwm?mm

de ooms donnée sur L soit 8, 1a structure einsi définis sor by .

un o 8, :)So , ce qui smplique 31 > 8 ; d'sutre part, 8, satisfait &
ls condition b), d'aprds ls définition de-9 . Comme 8, est maximal dans
dlot L,=L, et par sulte I=L .

C. 4. F.D.

(5, > on a nécessaircment B,=8_ ,

Hemargue.- En particulier, un corps fini K admet une extension
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Etant dmmée une extension slgebri aasmm*s f@mé@ E ds K , tout zzmg-»
nome f£¢ K"X; de degré >0 o au moims une racine dans B (p epw."s}
81 x est une guelcongus de ¢es racires on peud donce former llextensiocn
K(z), c'est-a-dire adjoindre & K ung raeig“a

de degré >0 de K[X]. 81 f est’irzéguctible dans z{x] , nous avons

wu qu'il es‘c idsntigue (a, vn facteur p:rée} au nel;—mome minimal
(§2 th. a} dlune qu@lcemga@ de ses racines G.Fq‘;ﬁﬁ E . A tout polynome
rwééaeulble de degzé n dens K{E} f;m‘mgg;m@ &m&c ap moing ume sxben-

sion algebrxque de @@g}:‘é n de E , contenus dens B .

3

5. E%@e@@igm@‘@ﬁi

2188 i.&@ﬁ &

w3
(%]
s
c&
()}
&
&
]
ﬁ,uh
€
i
‘:’3’
fd
{n
.
f,rd
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A
O
<
D
Es
(?‘
=0
iy
o
an
i3]
]
o
&
&
&
()
e
L
e
£
i
foo
N
&
]
e
o
G
@

Théordme 2 { initz). S@ieﬁ'@“ K,ﬁ? 48uR GOX isonorohes, st %m?
un isomorphicme ds E sur X' . Soit B' une extension elgebri igment

fermée de K! L une extersion ds K u&ﬁb is vﬁ@;g 5 8o tzatsceniancs

par rapport & K est eu plus ézal & c@lm de B' par rappor

£
Daus ces conditions, il exziste un it z;&uamcmh.‘mw de L dmg B gui
»' proloage £ . '
Boit (a ) pEN une basa de trans::amiancez de L par r&ppe:mt & K.
(By) 4 ¢ g ume ‘ba,se de transcendance i@ B! par repport & K! . On sei |
{chap. IV 23 ) gu'on peut pre:x}.@zzge*' 1+imomorp phieme £ en un isomorphisme
vw—>u 9s 1'apmean K?X% Jpen |

o ] 7 , = , > &
hypothése ¥ & ure pulssance au
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al{(» (f")}) de K {‘b JeH » OB 46finit vn ieomorphiame de 1*&&@0&@ A
[a&k‘j 0 dans 1l'smesu K! [b°]°e u e qui prolonge £ , et se z:m}.azz,%
d’une seule manidre (chap.I, § 9spTCp. 4) en un isomomhiam@ da corp

ZK(%) we g G208 le corps K! (bo)g ¢ ¥ - Comme L est uvms extengiam

&alpsbrigue de K( a?) ceM? on peut done se liniter désormais 3 démon-

trer le théordme lorsqu'on guppose, dés le début, qus L est une ezien-

sion algébricus de K

Kous Ut iﬂi%vms ie }.mma Bsulvant : . :
Lemus. - Hoient Ky K* ﬁaw,cgﬂs iammz* hes, ¢ un isomorphisme do K zu7

Ki  gfoit ;% une ext censlion aa E , B! sne ezt epsion de E! |, x un &]

de B alqé""ﬁziga@ eur E , u(X) som on_polynome minimal par rsopor: & X

S "% 2 5 7 <y
(g 2,th.2) 8 ol 2(X) le polymoms de K’{K} gui correspord 2 ul¥)

_par l'extensi né KE&E de l'isamogghism@ ¢ {sutrement dit, chague

coefficient de U est r&&zaﬁi‘emé per @ &u eceffé@iez.% du terme do wEas

degré dans u ; cf.cﬁa@.:{? ‘5 ) ; B4 8 admet wne racine x' dsgs B ,

1‘3@9&&@*@&36&@ ¢ beut se nrologg__r d'une maniére et d%m@ seule en un
isomorphisms de K(xz) sur E'(x'), gui apgligme % pur x° . '
- kn effet, 1'idéal des polynomes de K'[X} don‘i: x! est racine est

transforné psr 1'extension de w a K{I] de 1'idésl des nolynones de

| § gz} dont x est racine, car u(X) ast le polynome mininmsl de x' (puis-

gu’il est irrédductible et gque le coeff’i cient de son terme de plus

logrd est 1) ; le ‘,.amm est done une eenaéau@zaﬂe de la pr

IV,$ , compte tenu du th.2 du & 2,
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de ces isomorphmmes dana L;‘E' L’ansembl& @ ; aimi ordonné, est .

inductif ; en effet, si \?{ est une parties totalemsnt ordonnée de @

l'ensemble ZG‘ des sous-corps de L sur lesqaels sont définig lss 350~

morphismes g (5 Y , est totalement ordomé donc 1s z’é&nion de ces

sous-corpe est un sous-corps B, de L (§2,prop.}} ; et il est immédist

que la réunion des emsembles représentatifs des g ¢ “'%’  eat l'ensemble . ‘

représentatif d'une application gd én Bo dans B! qui prolonge tous les "

g e «Eﬁ’ ; en ouire, comms deuz Sléments a&alamqma x,g dé B! appar-
tiennent & un méme corps B¢ 6*5 ; 04 & a {(en désignent 'ﬁ)&i‘ 4 1%;’*0&@?‘*‘@154
me de 1l'ensemble ¥ défini sur B) ggj?«-VE«S’{:{-‘?}mg{x}«g{zf-?mg@{ﬁ}*

‘_ag@(g?} ; et de méme g@(xg}zgé{};)gg{g}, c6 gul prouve gue g esh no

isomorphlans de Ea ciaﬁs B
Il exisgte donc, d'aprés le th, de w%, un elem@z:at meximel EzO é; é 7
cfest un ie@mwphigma é"’m s@a&g‘zw@»@- . de L sur un 5008~ 00TPE Lﬂ |
de B' . Hous allogsv@ir que Las;& . Supposocns en @ff@'t gu’il existe
un élément z€ L n’apnarten@t pas & LQ ; X est algébrigus sur K , ot o
; par suite sur Lﬁ ;' soit u{X) soz polynome minimel paxr zapport &L ,
2(X) le trepsformé ds u{X) par 1'extension & LQX_X] de 1t isomorphisms
b . D'aprés la prop.1, -;i admet upe _}raez.zw x! dans B! ; en vertu du
lemme , on peutl p';'olong@r ho en un isomorphisme de L‘,;(x) gur Lé{x* ).

¢e qui est contraire & la définition de b . €.y.%.D, |

CCRULLAIRE.- Deux extensions algébriwaemsat fermées E.E' d'un coxrps K

ayent, méme depré de trenscendance gur ‘,' @zzt iésmames.

| En effet, si M M’ sont des bases de transcen dence de E,E' respec-
vivement, ¢lles sont éguipotentes, @ b par suils il exisle un is -
phigme de. K() sur E(M#'). On peut dunc se borner su cas of E et B

=55 . ity T S Fo e CHlsRs Y
sopt des oxitensions glgébricues de E . Biaprds
2 < B B = RIE, PR w8 = TN > i
iscmorphisme T de E sur un seus-coryy ¥ ds BS
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b) Si K est un corps fini, toute extansion ée ¢ ayaa% un degré de

transcendance fini est dénombrable. Si une axtension E ds X 2 une

base de transcendsnce infinie ¥ , B est équipoteat a4 ¥

2) Soit K un cozps, £ un polyuene de 1'muesn KE; Y} . sontzer que,
sl £, considéré comme polynome ez Y , est réductible su;'le ceﬁps
K(X) , i1 est 6gal au produit dé deux polynomes non constants dans
KEK,Y} (montrer que si on a une reletion de la forme
o(X)£(X,T)=a(X,T)n(X,Y), of g et h sont deux polynomes de K[X,Y]
et @ un polynore ds KEE] , 41 exlste aussl ﬁe&ﬁ ?slyﬁ@&aﬁ g?,%@

LA i i e:? & st = > ] ‘Z: : ’ %
Ge K{g,&g tels que f=g.h, ; pour cels, comsiGérer ¢,f,g o5 b

aF

fois
conne des p@ly@ en X sor K(¥) el décomposer ces uoxvm@ﬂ@ 8n
28t

b3

Yecteurs (ang uhe OXTBLBL ciguement Pexmée SL de

&
=]
c
frmod

u
ﬂ}

remarquer enfin gus 1le p.g.c. tens L) yk} ge a@%” polyrones de

K;K@ sppartient & Ki&% s
= o X ?

%) Soit B une @ﬁt@ﬂ@i@n d'un cozrpes K , z un élément de B trans-
cendant sur K ; dens 1fe xb@nsiaﬂ transcendante pure ka}} tont

6lément ¥ s'écrit sous la forme £(x)/glz) , ot £ et g zont deux

@

polynomes de K[X} preniers entrs sux (et bien déterminés & wn
fa@tanr de K prés) ; on apmalle degré des y per rapport é % le plus
graﬂd des degrés de £ et g .

&) Montrer gue si y est de d@gré'a per repport & x , K(x) sst une
extension algdbrigue de degré m ds K(y) (méntr@r qﬁ@ le polypone
gy-£ est 1rréduct1b1@ sur K(y), en atxiiaaxt 1ltexerc.2). '

b) En déduire que tout ye E(x) tel que K(y)=K(x) est de la forme

(sx+b}/(cxtd) , ob a,b,c,d sont des &lémenis de K tel gue ad-begl |
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'§ 4, Isomorphismes. Dérivations.

Extensicgs séparebles.

Sauf mention expreses du contraire, les corps gue nous comsidérerons

dans le reste du chapitre seront des sous-corps d'un corps () algdbri-

guement fermé (mais par silleurs guelcongue). Pour tout soms-corps K

%

de £) , mous désignsrons par ¥ 1s formeture glgdbrique de K dang (L

ng n%), gui est vn corps algé‘bz;gm@mmt fermé (%»5,@@:6 de le prop.4).

.

1. ﬁgome?phiﬂmes reletifs & un sous-corps. fidmenile conjusués.

2

Définition 1.- Boit X un corps, B.F ceux surcorps de K (non nécessai-
= , 3 = w2 :

i e s el A Cal s e SR TR S L
Tement BUDPO méﬁ’—'ﬁ G@uﬁ‘u&i’i ug deps une mBne extension de ;. Un €1y au-un

= g b 4 % ) S s @ G2 - e - - - @ i
isomorrhisme de E deng F est vp ipomcrphisme zelalif & K s'il alsas

: . s : : i
gus pous allouns considdrer seront guzp@@é@% contepues dens () (saui
msption expresse du contraeire) ; susei, per abus de langage, nous enten-

drons par isomorphisus féz&b¢$ 2 K d'une sztension Bc L) de E , un
73 . ,'-‘. » = —éa‘ Z I :"f » \,‘ é"' : .gl &
“aomorgﬂlama de E (relatif & X) dans -
I est immsdiat gue si P est un ipomorphisme guelconqus d'un
sous-corps B de £L sur un sous-corps de L1 , i'ensemble des
éléments de E qui sont inmvariants per £ est un sous-corps de B ;

tout isomorphisme de E dans (L peut donc &tire G&ﬁ%iﬂéfé COmme

un isomorphisme relatif & un sous-corps de E . En particulier,




- %4
Propo s*tlon 1. fout isomorphisme ds Egz;(L relatif & un de ses sous-

N

eorps K peut etre_prole 26 en uzm endemorphiame de g}v (?ezaazf 8 L),
Glest une consécuenc@ immédiate du sn.2 du @ 3, '
Ipversement, il est clair gue la res»rictzon a4 8 de taut azd@mory zam@

ae (L Lzaiat;f & ) est un ‘isomorphisme de B (rzelatif a K) étude

des isomox@hismes d'un soms-corps de SL revient dome & 'étud@ des .
restrictions & ce sous-corps 4es aﬁdomerphi?més‘d@ o
Soit K un soms-corps de S) . Si x est un élément de S)  qui es?
algébrigue (resp. tranSé@adanﬁ) sur K , tout endomorphisme de $) relstif
2 K trepsforme x en un &lément algdbrigus {re&p. tran c@ﬁddﬁ%} ser K .
| iavarsemenﬁ Bi z et 7y sont deux éiém@ﬁtg de Sp ir vaa@ndaytﬁ_

\

sur &k , il exziste un iscmorphisme de EK(x) sur E{v} relatif & E , &t

app}iqu&ﬂ x sur y : il suffit pour 12 ﬁéfimi?.éé faire @@rr@gpgﬁﬁ?@ &
tout élémaﬁt £(x) ée E(z) (£fek(X)), 1'élément £(y}. Cet isomerphisns
s Er@langaamt en un @ﬂaemarvhlsm@ de S) il @xié%e done toujours am
endomorphisme de $) relatif & K ; trapeformant X en ¥ .

Ern partlculier, on peut preundre 'yzﬁg . et on voit dons gufil exigve
vne infinité 4'élémentis éistincts de S) gui peuvent &tre transformés
de x par un endomorphisme de S2 . : _ %

Au cenuraire, nous allons voir que si x- est algébricus sur £ , il o'y

|
|
¢
J
|
%

a quiup nombre fini d'éléments de €)  qui sont transformés de X par

un endomorphisme de ) .

Définition 2.- Btant dopné un sous-corps K de QL , om dit gue deux

&tlémentes x,¥ ds S alzébrigues sur & sont coniugzués {par repport
Pl Attt Z i ? 3 A4

% ¢ 8% S Skl i i e et Sl ey
2 ¥) s'ils ont méme solvnome minimel ($ 2,th.2) par rapport & X .
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est & un facteur comstent prés, le pelynome minimal de chacune de ses
racines dans S) ; donc les conjugués de x dens S‘ - sont id&utiqu&s

&

aux racines du polymome mininsl de x dans S elles son* par suiie

en pombre f£ini, au plus égal au degré de x sur K .

Proposition 2.- Soient K un sous-corps de SL , x,7 deux élémenls de §J
‘algdbrigues sur K . Pgur qu’ll existe un endomorphisme de () 2 1stif

& K., trapsformant x en y , il faut et 11 suffitl gue % gt ¥ ggie &E

conjugués par rapport ﬁ K .

-k .
 Bo ef ffet, soit T = ZZ @@X le: polynone minimal de % ; om & £{z)=0
B
dtoh, pour tout eudemn”p@i@m@ 6 de S} relatif & % , @{féz}}z@ : mein

P

glflx)) = é?i a?(aif;) 2 paisau@ ola, )=a

"fl

¥

s(£({x))=F(a(x))=0, ce qui monire gque olx) esﬁ &ijuw
port & E.. Inversement, sl z et y ont aéme 1o \gg@m@ mininsl par rapport
a K -1 aubemerphlama identigus de K sur 13 ui-méme peut se prolonger

en un isomorphisme de K(xz) sur K{y} appliguant x sur ¥ (
. et ce dernier se prdlaage'ea un endomorphisms de L ipr op.1
proposition. . |
g.,@lé@@nﬁgn}nremantminseﬁaraales. ,

Définition 3.- Soit K un sous- corps de Q) . un dit gufun &1 ément
26 est purement inpéparable par rapport & K (ou sur X) s'il est

inverient par tous les endomorphismes de €) relatifs & £ .

11 est clair que si X est purement inséparsble sur K , il est aussi

&h"@maub inséparable sur tout sous-corps B de ).  contensat ¥ .

Proposition 3.- Soit K un sous-corps de S} , P ifexzposant caractérie-

RELE Cx, o e i 7z ) s G
tigue (21,0%2) de ) ,.Pour que z ¢Sl pgoit purement insépar

£ . s % : & A s g . + S D EREASEN
sur K . 31 faut et il suffit ou'il @&33&@ un entier m 2 O U8l gus
Burl / 1 7 8- UL

0
L3S

D % 2 i T
xP €K ; si e est le plus petit de ces en
; e e
= o e e L o
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En premier lieu, si =xze$) est purement nséparab}.e sur K, x est
- algdbrique sur K ; en effet, si x Stait trenscendent sur K | 1/x zorait
anagi tronacendant sur K , done (gc 1‘ i1 existersit un endomorphisme

—_— e e o =

de SL trepsforment x en 4 /x # x . Soit alors £ le polynome minimal
de X par rapport & K,n son.degré ; 8l x est purement inséparabla sur
K, il n'a pas d'astitre conjugué sur X que lui-méme (prop 2}, éome

toutes les racines de £ dans ;Q gont ldentiques & x , et comme () @m

_algébriquamant fermé,‘on & (S sPTeD. 1) f—-{x-x}ﬁ - 81 n>1 , x est

aussi racine de f‘”ﬁ(x-»x)n“"i ; comms Pig KEY;( et que £ est le polynome

minimal de X , cela n'est possible gus. si £1=0 dans thC% , ce gni

-

.bmpligue que K eat de caractéristique >0 , et gus u est multipls
&@ p . Hous a‘lloﬁs Yoir que n doi‘f: é"-;z*e une yuiés&nee de p . En sifet,
s0it p° la plus haute puissance de p qui divise ﬁ. ézz a donc Dn=p @p s .
et nf #0 (mod. p) Un peut alors éez"im f—‘(xﬁ xp } : ézama :i’ ls
coefficient de XP Ha'-1) est -n’xP ; comme Pg Kizj - st que n' nlest
pas multiple de la caractéristz.que ,ona xP ¢K ; autrement dit x est
racine du polynome Kp -»xy , qui ap?artiem & K{K} , €8 qui entralne

0

n'=1 , p=p® , et P£=XP -xp : ce dernier raisonnemem montre en outre

que, pour bout entier hce 3P ¢K :
Inversement, supposons gu'il existe un entier m30 tel qu,a x@ €K ; a

pour tout endomorphisme c de L relatif & K , on a dozzc o(xl Lyﬁ -

clest-a-dire (cr(x))p zp , C8 qui s'éorit (s(x)ex}p =0 (§ 1},

et entrains par suite o(x)=x .

Il est immédiat que 1tensemble des Sléments de SL purement insépare-

bles sur K est un sous-corps de $) contenart ¥ : ce nlest anire an

effet que le sous-corps de () atta,ché {chep.II %ﬁﬁﬁ 6) & liengenble
é des endomorphismes du corps €L zelatifs & K ; dlaprds 1z prop.s,
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Ge sous-corps est formé des racines de tous les @&Lvaem@@ ﬁ? %,

o&h x parcourt X et & l'ensemble des 9&@&6?5;241, ﬁh tal pciwn@m@

{irréductible ou non) nfednet qufgggkseala racine dens 2 . cer si
v et z en sont deux récines, on & 'y?@= zﬁe , clest-a-dire {yaz}§%:@ -
d'oh y=z . Fous dés¢gnerons cette racine par la notation ;?w@
o Ll )
,?zame&iﬁien 4.- L’agglieaticﬁ x-@az?” gg%'uﬁ isomorphicnme ds & sur
un 5aas«coggw ds SL eaﬂy@nag' K . - » -
B effet, soit me@fa 3 ym%?w%',fmi,a et b zont deuxz &

-8 @ @
guelecngues de K . Cn a wg.ma . 352'5 , dfol  atb=(xty )P ‘e 4, cox,

les sur K est la réumion des coip

&@aas pax exent. inséparatl T8 -
lorsgus @ parcourt l*@ga@ubla d@g enilers » O ; mous le désignersus
waz ie naﬁaezon K? : c'egt une oxtension algébricue de R .
Proposition 5.- Le corps gp ost le plus petii sous-corps parfait
de ¢ contenant K . . .
g biadh = 1 i |
: : - :
En effst, l'isomorphi sme X -3 x> oﬁ?&l@ﬂ@ E? sur EK? s puisgque

: X : 2 n 3 3 5 A = i oty bRy Rl
1z reletion P =2 entraine (zP)P = a ; c'est donc un asutomorphisme
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COROLLAIRE.~ Pour gue les geuls &lémente de Sl yur@menuwgﬁaéﬂarab&@a

sur K soient les élémegts de K , i1 faut et il suffit gus K soit parfail.
Remargus.- Si K est impazfazt ies corps E? seat tous aistime%a,

car alors EP £ K, et l'isomorphisme x—»z""° de K sur KE”

: ; el - oo ‘
- appligus P gur EF . Le corps E° = st denc toujours une
sztensicn algdbrigue de degré | nfini sur K loraqu@ E est impariail.,
Exemple.- Hoit KQ un corps e @&ra@séri tiqu@ B >'G aﬁ Zmﬁmiﬁﬁ'

2

"le corps des fractions retionnelles & une a@éa rpinée X sur K .

polay 7 PR =
Ls corpes K est imparfalt, cer dans K ns

/

nuissance p-éme dlune &?&ﬁ%i@a rationnelle F(X)}/z(X) ; on en
fq; 5 ""{" sl % fmfwaxéj ty {‘r§2§§ » e S o 5 7 T
déduiralt en sffet gue (X)) =KlglX); ; si B &t n gont les

SE s s S 4z o N MU PR D s s
deoux menmbres de cetie 6galité sursient des deprés Sganx Tespecii-

i .-\» s a e A 2 o B mem s
vement & mp et mptl, o9 gul ent sbsurds.

E

e

Définition 4.~ Un dit gu'une oxteneion B de K , contenue dsns (I 88%

une extension purement iseépsrable de K (¢u est purement inséparsbls

sur KE) si tous ses élémsats‘adnﬁ purenent inséparables gur & .

11 revient au méme de dire gue les sxtensions vareﬁaﬁt iﬁaépa?&bima 7
de XK sont les extensions &s K contenues dans KF ; ¢8 sont des exten-

eicae mlgdbriques de X . Bi A sst un ensemble guelcongue dféléments

purement inséparsbles sur K , X{Aa) est upe extension purement imséparable
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3. Indépendancs lin@aire des 1aggazghlsm@a,

Lesz eadqmorphiames de SL par raprort & K (au Bens @éfiﬁi ﬁ&ﬁﬁ ce

[ PEN
A

est-a-dire des endomorphismes ds iz stra@ture de eeggs d@ Q) ) sont

susel des endomorphismes part;cuéiazs de la structurs d*@ap gce vectoriel |
de S) par rapport & E , 8i nous ﬁésignan& get eapace V@euczi@a put-Yod '
g

relatifs &4 K ; appartiennent done 3 l‘aaagau 43 { §2 g!* br {chap.I1,

‘3

efin d'éviter toute confusion, les endomoxphzsm@% du eerp AL

2 5,0°%6) a{?.(ﬁz x) est muni @'une structure d'espace vectoriel &

gauché gur le corps SL , le pzoéai% au d'un élément @g;SE_ et diun

endomorphisme u de SE‘K stent 1tondomorphisme % —» ocu{z). Uuend noms
, }
parlerons d'uns c@mvsﬂaiﬁcn ?iaé ire & c@affi@i@ﬁtﬁ fens ;Z diune |

Ponille {u dlendomorphismes du corpe () f(relatifs & E), il slagirs
4 P rd = - 3 & G

E —> &iﬁ,{X} . o& -aie.gz . virs que les v sont lindairement .
4 b ; d : i i
inaépendants signifis donc que, pour toute famille (a } d'éléments deo

2

€} mpon tous nuls {mais ﬁﬁig_gauf up nombre fini d'emtre sux) 1l sxiste

z¢85) tel qus Z a u, (K}?ﬁ
Plus gépéralement, étani donné vn sous- -espace_vectoriel V ds llespace

Sl,g , nous diroms gue les aﬁ_ gont linéairement indép@naana@ gamg V 81,

pour touts fanille {@&} d'&léments de $) mnon tous nuls, il existe x

: 5 =%
appertenant & V tel que 2 a a@ixﬁ$a
; 2’.«




a0 -
Cola étant le fait qu'il s'agit 4° @ndomomhiamss de la s’tru@‘twe

de 30@ de Sl entraine 1'1m@ortanta conséguencs ami%,n‘i:@ -

théordme 1.- sSoit (u ) Loy 2me famille d* endomorphismes de Q_ x@l@tifg

4 K, ot soit B un sovs-corps de §) chz‘%:@nwanﬁ K . 81 les regtrictions |

des u_ & B sont des jsomorphismes d B (relstifs 3 k) distincts

‘deux & deux. des =u ,&' sont lindsiremsnt indépendents dams E .

En effet, les u_ éteani considérés comme des élémentes de lfespace

..v /,) 7 B i : -’-s\. k3 3 - z
vectoriel o (B, ) g sur Sl. , suppoecns qu'ils eoient linésirement

dépendente. Il exizts alore 2u moine upe relalion primordisis

] 5 2 A < e Q-” M"‘ Bt ey 1
> t v = 0 ontre les 2, {c'esi-a~-dire {(chap.II, § 5,0%4) goe (¥ )
5 4 [ 2 ot 5 = * ¥
~&’ oy 5 Qé};} .M::‘;a;-"*% 3
a8t un £iément px wA@z"&ia;, da fﬁ(ﬁ‘&l&s -gs3sce de = formé des | 4 )
. =1 3 2 ;“"\, 3 e
tels que 2, A v, =0). ﬁ@m’% E est 1p sous-corps de 5L , les rela-
; Vi A :
tions xX€E , ye E. entrafnent zye 3 ., done

o) % o
(1) 2 p v lxg) =0 7
et comme les u_ sont des endomorphismes de CZ,
(5} ' . (o)
gaj % gA'@ “’*@(yi‘a,&‘kz} g

guels qa@ ﬁaﬁt % et y dane B . Mais cela sgignifie gue, guel qu@ solt
7e¢E , s u o .{7) sont les ccefficients d'unme relation lmé«.@im
sﬂtre. les u, ; comme par hypothése .% @, .= O est une relstion
primordisle, il existe pour tout ye¢B , un 6lément o(y)e SL el

que pour tout €1

(3) gue@(y}z@( Yo,




e s |

solution (a, ) mon triviele formés d'éléments de Sl . #@ais on déduit
de {4} gue, quels gue s&ien‘%; lee .@;?@g , a2 ‘ _,
% a, ( % A.ui(&., 3)=0 ; éﬁ sprds 1'hypothse sur les u, cela

- gue les ufi sont liméairemesnt dépencanis dens V .

> 4% &
Hemargue.- Le méme xaieonnemnt s applique, ple.s généralemam
au cas oh les u aoxzt éee regréseﬁtations d‘zm mgnoide zml 123.1- .
catif E dans ls corps Q,. {asasiﬁeré comme E@uni gds la lai rmlti-
plicativse senie) dans l’eapace vﬁetcrzel Q.E des app.zicatians
e B dans §) , les u, son*i; linésirement 1;1&@3@ zdentes oi |
aucune d'en‘cz'e slles zz'ast i&em*t:;.quemen nv,ll@, ot i elles -
sont éistinctes deux & deuz. | , | o | | ‘
Progbs:.tion Z-- §_, V eet wo ”_wgoas S518CS ?eemzﬁ.al ds @iﬁ@%{‘a finie n,

$ode

RIS

ds l'eagace Q’K , tout ensemble 4’ sndomorph ismes de §) . relalifs

2 K linésirement indér

pendants dens v . &8 8y 333 ue n éifmsnts.

En effet, soient z;i_.(fﬁ giéa—m} ntl endomorphiemes de S} reletifs

& £ . Soit (@g)‘%é L, ume bese 4o V per rapport & K . Ls systéme .
: b5 .g.%ifb . i

da! éq,iz,a?«;icms - ki ‘
< 2t

4 \ % o, ta, =y 1€i%n)

) - Gar A d \1gIsn
v, - 3 "‘-0 $ - oy %
per rapport aux Lo est un systéme lindairs homozdne de n

6guations & nti inconnues § coeflficients dans $2 -, donc 11 admet uhe

et _ | e
s'éerit a&saﬁ. 2z ag g ( Z %”3 5050 ; et comme (sa,) est une base
Aw R % Bt

L34 a4 imd : © =
: 28 i
- de ¥V ., omn & done E; a1, {x)=0 tour tout zeV , ce qul prouve
GUYEA e : s

4, Exﬁensiaaa gépargblies.

La prop.7 ?mzta SUDET

ds S1 relatifs & K , linésivement

ge dinmension fimie ds

ne pas éire atteinie :
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“la regtrmtmﬂ & V ds tout %ﬂﬁ@@?‘%ﬁimﬂﬁ% ei@, :’? ezt 1tapniication iden-
DD

tigue, &atremen’c dit le nombre maxinum dss @»ﬁ-’:ﬁ@ﬁ@ phisme;

@
[
T
i
@
B
Bty
o
&
g
s

1ndépmdants dans ¥ est 1 . | A
Définition § - On dit gu'une extensicm Ede K, W o

est_une @xtezasion géparable ds K (ou est géga:mbl@ sur K), 8i, pour

toul sous-espace vectoriel V ds 91 T ; contsuy dsng éangs E ot de &&me&ﬁmﬁ

finie n , i1 existe o _endomorphismes de S$) linésirvement ipdcpondenis

dans V .
 Cotte d6fimition D sut encors slexrrimer de ia fecon sulvante : solent
a. ) p éléments ¢e B , lindairement indépendanis Dar s apport &

i

L

K ; dire qw o eﬁué}uﬁ)l‘f}}l"iﬂfﬁﬁﬁ a2, (11 gn‘} de SL sont liodairsmen
dépendents dsus le scue-sspace V ayent pour bass {

<
gu’il exziste n émmaw% Y. did

fads

=2
satiefaisant sux z:; dqua bions

195) . 2% ,;a}a . icisn)
o i ;
Cela 6quivent & dire gue la matrice ¥u,{a.)) ds ce systiue n'est pas
inversibls, ou qgue son 4&¢ @z‘mimwt @3t nuil, Par suite, pour que B soil
séperzble sur K , 11 faut et 11 suffit que, pour toute suite

de n élémazz'be de E linéairement indépendents sur K , i1

(B )ici¢n

o

xiste n spdoc F’@E@E”l&‘éﬁi B Ty de JSZ tole que le 4é




-

Théordme 2.- Pour gu'une axtszasien ¥ dfun corps K

ar @zgoaamt ceracté-

i1 faub a‘s il .guffit gue pour touﬁ:e

ristigue p goxt _ggparabla sur K ,
famille finie (ai) f¢n
1z Pamille (a ) g___ﬁ' linéairementlibre sur K .

La conditicn est nécae&aim, Supposons en effet gue E soit aépamal@

sur K ., et soit (a&) 414

indépendants sur K
(1€ 1¢m) de Q

de la forme Z }s. , of 1@3 '

Z A u;iiau,«t? . mz encore % ﬁ-j By J Y=o
/o = =
det((d, {ai))g’} est égal & {@.@t{& (= }} donc #

qu*en_ a ﬁécegsairem@mt A jui} DORT ‘axm.t indice J

les 21; soni linésirement indépendamuis suxr

L R
-

Le condition est guffisanie.

sussitét que st (&;), ; o, est lindeirement bibre
< .

(et )

ax .

1 1 @, $

l'entier e »0). Cela &tant, soit f{a;), (5

®

de méme ds chacune des Tamil 3.@ {par
une

de E linéairement libre sur K , et supposors @ma le
g

dfendomorphisncs de .Q, ‘yelatifs & K , li é sirement indépendants

1o sous-eepace vectorisl de QK a;r,:gend par les

Pour chague endomorphisme u de £

3'81éments de E , mneaimmsm, 3ibre sur X,

une famille de n é‘ieman’sa ge B lipéairement |
Par hypothdse, 1l existe n endomorphismes u,
|

relatifs & K tels que ém{&{a }}j@

&2 ek , emtz*am@ peur 1 4’;1 £z

Remarqguens d'sbord gqu’elle entrains

considérons 1!

E’ﬂ@ rolation

or, le détermivant |
U ; on en comslud ‘

enitrement dit gus

sur K , il-em est

réourrence sur
famille d'&ldmsunis
zmmbm maxXizum

dens

8 , Bolt L B .

élément

!‘5 o A =) = 'z %
\A(mi,)dggigg de 1°f sp@eé vectorisl
1s sous-espacs 4 Q‘*‘ :zze par

2 ; 5 ‘3?”2 - % o
1'eneembie e;.@s Wﬁcma phizsmes de

s b %® '3 -
] R R eI £f G gty QU S 6 EHE AR RS
gelliRy par .'*‘;\X‘i ,}‘mr-\?‘}‘ﬁiil; ;o POBT Lol
T &
w iy 5 %N i p i
~ SR o o PR A e
{lala, )))=(v(ule_ )]}, et comme ¥o1




A

‘44’

v ¥ . Par suite (chap.II, § 5, 1WOD. ?9), le saus-gor@s ds £2

attaché a W {pour la base cenonigane de Si By ast‘caasenu dans le

'sous-corps attaché & l'engenble d'efdcmozghismes 'é , clest-&-dire

-go _ :
2) dans le sous- corps P de S?_ .11 en résuite {shag 17,

‘35 th.2) qufil existe un syetéme a’équati@ns de W.a caaffiezﬁﬁbs

= :

dens KP ; et comme W est de dinension £ 1 , i1~@xiat@ une femille
: - 0 :
d!éléments de £ _nom Q@hﬁ aalﬁ, et tels gus

CPadigi¢n

o fzia{&i}s@ pour fout endomorphiene u as S z%&a@if & £ . Fn
géltwuuﬁ¢@&, en nregaﬁu pour z 1'aptomorphisne ident ilgue de e el
vient ;% pgey=l . @r;,ii existe ?ﬁ,?ﬁﬁ; 5T 8 >0 tel gue tous lss
élém@a%ﬁ‘f§i§@ aﬁyaf%i%ﬁﬂ@ﬁ% 2 K ; sommne de la A@&%z?@ﬂ"gg o8, =0

d ’ e : el e
on tire, en élevant 4 la ?uaﬁgaﬂ@@ y@w&m@‘ 25 %&Pﬁ @; =0 , on volt gue
les &ga seraient lindairement dépencents sur & ,(a@aﬁwairam@a% i
1'hypothése. . . , 6.Q.F.D.

3 it

 Bemergus.- le définitien dfune extension aép&z&bi@ E de K pars

dépendrs @a corps al g@briqu@ﬁ@x“ f@zmé g? dang 1@%&?& on

%

2

considére E comme plongée ; l@ tn.2 m@mtfa gufelles est en réalité

aﬁl

1n&épendaate de ce corps.

Le crliére du th.2 peut encors s‘ézanear de ig fagam puivente :

Proposition 8.- Pour qa?uﬂa extensicn Egg;gl de X goit a§nar&%l@

sur K, il faut ot il suffit gu'elle soit linbaizement dislicinis du
OO .

corps EF , par rapport am egfgg K {ah¢g 111, §

En offet, solt (a
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. .
de K’ (et a fortiori si B est liﬂeazrement disjoint de e ).
toute famille (51)1.<33<n_d'élémant9 de B linésirement libre sur E

S

ltest aussi sur Ep~ , done (é%) est lindairvement libre sur K., et B

est séparable sur K .
Corcllaire 1.- Toute extension d'un n_corps 2 fait K est géparable
sur K .
o -2 o .
in effet, on a elora KP =K , st tovte ertension de K est linéai-

rement disjointe dek par rapport & K .

Corcllalire ¢ 2 - L?ludﬁfaﬁctlﬁﬁ d'une extension s6D: sbéparablie st d'une
extension @ur@@@nt inséparable de K (@Q&ﬁdﬁ&@@ dans £L ) sst identigcue
E .

o

C'est une conséquence du cor. de la prop.5 du chap.III, 32 .
e
Un &@&@?a gue Efint@?sﬁcuﬁaﬁ i'une extension § de ¥ et de EY
peut se féﬁm&f@,& X pens gus 2 soit séparsble sur K (exerc. 18).

Corollsire 3, - faur gutune @X%@nsica E de X @e&t sapa@abl@, i1l suffit

gu'il existe une base (a@} gg.m par rapport & K , telle qus is

famille p) soit lindajrement 1£b“e sur K .

£n effet, cette condition signifie que la femille (a ) et li aire-
ment libre sur %P 2 , done (chap.III, gz cor. de la prop.5) entraim@
qae ‘B est linealrement disaoint de Kp , et pér sulte (prop.8) gue
B est separable sar K . . '

il est clair gue, si B est une exﬁanaidn séparable de K , toute

gxtension de K contsnue dans B est pépersble sur K . #r cutre :

Proposition 9.- Boit E une externsicn séparasble de K , F une sxteusion

gépareble Ge E ; alors F est une exisnsion séperabls de K .

I effet, soit (a 4 ) une base do B par rapport &4 X , (b, ) une base

% B e TanT 4™ 2
de P par rapport & B ; ors (chap. L&,g 5,pr0p.1),
bese de F pax rappor:i & K ., Upne relutiopde 1s ;
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ol les a e K eléorit Z,, (% el M’” ‘k}h@ =0 ; comme ”i‘s@- "s:;i gont

N7
lineairement indépendants sur B , on a, pour tout indice s

%.‘ 4 Ap af 7 D conme les a n sont linéairem@mt 13@@@3@&:@.‘55 sur K ,

cela entraine ) ?- 0 pour tout couple (J\ B, La pmpcmtion z*ésul‘w

donc du cor. 3 de 1a prop.8 .

Z_’ On notera par contre que lorsqus F est une extension séparable

de K , E vne ext ;ension de K com:em,@ Cans F F p'est pas

E (ef. n 9.

Pour les extensions algdbricues ! contenues Gans @

se précise de la manidre suivente :

Proposition 10.- 81 E est une extens ﬂwm aicédbrigue de K ao:;’;:@b ue dens

TRERCEIIDS

Sl , tout isomorphisue de & relatif § X peut. 8tre prolonszé en vm
sutomorphisme de K (zrelatif 8 K ) .

En effet, comme B X , tout iscmorphisme £ de E relatif & K se

prolonge en un iscomorphisme g des K ralstif & £ ;ﬁmais z(X) est mue

e
%

extension algibrigue de K , donc contenue dans K ; comme en ouire g(&3
est algibriquement fermée, on a g(K)=K . La prop.7 et ls th.i

entrainent, pour les ezt@naiang algdbriques de degré finl, que :

LG

vroposition 11.- E < ) est une extension elgdbrigue de & de dopZ

fini, le nowmbre é@a isomorphismes de B relstifie & K est find et au
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Pour touite extensio’ purement 132‘8@?&3;63316 B de E , on g done %:335?& 'Eg =1.

Prop_oéition 12.- Boit E Q une sextension a}.g dbrigue de K , PC St
une'extenaion-algébﬂgue. de B . So:.t (f}.} la famill@ des 'ieomora

phismes «distizicts' de B _rélatifs 3 X ehacm d'em; étmt gmlo 126

(d'une seule manidre) en un auﬁomgz"g_.amme de X ; soit G.e néne {,g%& ; o u
la famille des isomorphismes distincis de de ¥ relatifs & B , chacun dieux

&tant prolongé (dtune seule maniére ; d‘ ailleurs guelcongue) gn ©n

sutomorphisme de X . i‘m;‘%: isomorphi ey @ é@ ¥ rolatif & X se prolongze

alors d'une manidre et d'unme seuls er un sutomorphisme de E de la forme

f e ° ! = : : : “

Lo . . |

En effet, solit h un isomorphisme de F rezati? 4 K ; sur B , 31 coincide
avec un fﬂ‘ et un seul, domnec ﬁ’;ﬁo h est un isomorphisme de F relatif &
E , donc égal sur F & un g, ; sutrement dit, om 2 h{x)=f, {ggiég{;z«;;u

pour tout x¢F . Hociproguement, i1 est clair gue tout subomozphisme
£, o8 resgtreint & F , donde ua isomorphieme do F Telatif & K ;

en outre, on ne peul avoir f} gg (r }}%5 {ggﬁ({w}}" pour tout X e
.!‘-
gue 81 A= A, , Wws @ ; en @f:m, pour x€B , on em btirs
P RIS £

Ax3= = f o e Y X e
zi (X;—-fﬁl(x); done A=A, , d'ol z’@am@@' %#(Z}“g%‘%@j pour

£

tout xePF , c'esl-é-dirse pu = 5,4,& :

! ensemble deg isomorphismes de F "=@3.a’sim & K sst donc en correspon-

c‘aance biunivogquse evec 1'epsemble LAK ; en paz“*ic 1lier

' ' : r 1 g e
COROLLATRE.- Si deux des trois mombres |B:El, , |F:k| ,|F:Ej
eont d6finis, il on esv de méme du tyoisiéme, et o &

i . e 3 S - ~1“
(6) - {rx], =] \mE]
s L -ia v 4
Pronosition 13.- Pour gu'ure extensign slgébrique B £ de & gde
degrs Pini soit séparsble sur K , 11 faut et il suffit gue
= 53 !; i 5
| B:kl = B:K
22 ajg L5 \
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suffisente, supposcns que E soit de &égré n sur K , et soit V un sous-
esrace de E 5 de,dimension‘ p'g'h s 1 existe alors une base

()i ¢1¢m | . ,
forment upe base de V . Par hypothdse, il existe n isomorphismes dis-

de B par rapport 2 E/,vta;le que leslp premiexs vecteurs a;

tincts ﬁi_de E relatifs & K (1‘§3.$§é} ; ils sont linésirement indé-
pendants dans B (th.i),'domc la matrice carrée (m;(a.)) est de rang o ;
en paftiguiier les » praﬁiéres colonnes de eetta'ﬁat;ice aent’liﬁé&irsé
ment in@éyémﬁa@%@a, Gfoh résﬁlte gu'il existe p indiéeg distincts |

k3

i, ig””im tels que le déterminan’ d'ordre p det{un. (8.))

oot
fo

{

{1<¢k¢p, 1<£34¢p) ne goit pas nul ; llextension B est donc

sur K .
Proposition 14.- 81 ® est une %Xt8£ﬁ 98 slgdbrigue aéparable de K

L)
&
O
(%]
‘rf'%‘
\dx}

3 i S e £ ras - i F ooy 8 5
degre fini de X , telis gue %(E" =B

En eilfet, s0it B une extension de é@gré,a de § , (&)}
de B par rappawt 2K .8 B est sépa?abla sur K , les gt
1iné ir@meat lndépegdaazs gur K (th‘&;, donc forment une base de E par
rapport & K ; a fortiori E(‘P)—E , pulisgue les cﬁmbiaaiSOQs linéaires
des a 3 coefficients dans K appartlaaa@ﬁt & K(Ep) Eaciprﬁqaﬁm@ma,7
supposons gue K(EP)xE remarquogs gue tout prodait_ aiaj esl une
combinaison linédaire des 8, & coefficients dans K : il en résulie qgue

DgP eat une cnmbinaiaon linéaire des 'ai 3 coefficients dans K autre-

20
ment dit, l'ensemble des combinzisons linéaires des a? & cc@ffzcxﬁa%s

dans K est un somean contenant E et conteru dans E ; clest domec un

o 7 N
S T S w e
3 clest e corps R E ;

0
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8i maintenant B est une exzenaion alg%brique eéparéble de K ; de degré
: 1nt1ni E est réunion des emtenaions F de degré fini de K céntenaes
dans E ; pour chacune de ees;extansignsi K(Fp)z? ,jd'o& résﬁlte que B
est réunion des K(F') , et a fortiori gue ‘K(EP)BE'
,ucrsqua E esi vne ex*enﬁien algibrlqae de K , de degré lnfi i gur
gziu' X , la condition K(EP)~E nfest plus suffisante pour gue B soit

séparable ; en effet, ls corps Kp' vérifis esu%@ condi ti0m.

k&

Coxollaire.- Soit B une extension slgdbrigue séparsble de K ; gi (e,)

est une bass de B psr rapvort & K {%%} est sussi poe base de B

par rappnrb & K .

En effet, la fanille %@} est liaéairément‘lib?@ sur K (th 2] ;
d'avire part, le ralsonnement de la wﬁep 14 montre que Kérzé est
des combinaiscns iiné@ix@@‘ﬁ@ﬁ'@i & coefficients dans E ; commg
R(E¥ )= i@f} set une base de E . '

- Proposition 15.- Scit B une eztension eégarabla de K , F une sxiension
=

2

tzébrigue d@ .4 @oﬁt@nw@ %aﬁs B ..Baﬂs’eag c@&@&tggﬁa, 8 est une

gxtension gé@arable‘d@ E .

So0it {& ) une base de P par rappor: & K , (Db ) une base de B par

prort &F. &bnfr@ﬁg que {bﬂ}'@st uie famille linéai?@m@gtll&ﬁre
par raprort & ? ce gui éémemtr@ra 12 proposition (@@rﬁﬁ de 1z prop.§).
Suppesons en effet quion ait une relstion de la forme %§’§%k§;~

. Comms {af
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dems S) , ces racﬁmesmsanﬁwg;y

N
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En effet si F est une extension quelcongue 68 B , P est une gxt@mé

sion sépereble de K , ﬁqme est sépareble sur B d'aprds la prop. 15

éfinition 7.~ gg ait gu’un élément x.eKZ ,’&;gébtigﬁe-sur ls corps
, 8t sépersble sur K gi l'extension K(x) est ségar&bia sur kK ,

?rcgoeition 1é,-,?c@r gu'upn éiément =z efl gébrigua ot de depré n
par rapport & K , scit séparable au?‘ﬂ', il fauﬁ et il suffit ou' ii

‘

ait p conjugués distimels par rapnort g K (ea, ce qui zTevient an mé 306 ,

que t@utas leg racires cape 2 du ] solvngm@ migimal de z paer Tapuorh

émzlea;.,

lsa pr@p@sitlan_ast une ﬂaﬁ@éﬁu&a@w immédiate de iz déf.? et ds la

45}

prop.13, puisguion sm@mrfgh&ﬁm@ ge K(z) rdlstif & K est entid Tenent
déterminé par sa vazeu? pour 1761lément x , et qae {K(ﬁ}:ﬁ%w n

e

COROLLAIRE 1.- Si up polypome fej{z

7

, gue _des Tecines sinp:

arables sur £ .

En offet, toute racine de kS dens §) est racine d'un facawaz irré-
ductible de £ , et wa E@l facteur ne y@u@ avcir que des raclges simples
dsns S1 .

En particulier :

COROLLAIRE 2.- Bi =x c(; @est sigébrioue at’ségarablevsar 4 ;'igmggg

séparable pur foute exbension F de K contenus dans () .

Proposition 17.- Pour gu'unm élément xel) , algdbrigue sur £ , soit

1 faut et i1 suffit gue E{x?}uzz{ﬁ‘h

8éparable sur K ,

#

i
5 D whe D Y
mn offet, =i E=K{z) , on & E’=E (2*) , donec k(g )=2F
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a2 3 A

byt

T

'?rogasiﬁian 18.- 81 A ozt une partie de ()

'?atmaéiarableg;aur K E{é} est une azt@m&i@m {alg

sur K , E(B) est séparsble mr X {@r@p,,;,

51 -

formée d!éléments algdbr rigues

28brigque 3ébra%i@ de &
I} auffit de moutrer gus, La&z Ltonte part @ finie ¥ de K(4), K(F} ‘

est sépax&ble ; comme eh&qu@ élément go P est ecﬂtenu aans une éxtenaion

de K obtenue par adjonction & X d‘un aembrs fini d*élémanta de A , K(F)

est ccntenu daaa un GoIps K(B), ot B est une partie finie u@ A ;‘ii
guffit deng»de,prouver,q&‘un tei corps K(B} est séparaﬁle sur K . 8c¢iv

(a*}1<;g«:§ uns guita £inis formée par les é$aments de B ; raiaéam@ﬁ@
£

e

ber récuryence sur o 1z @?@“@@i%i&ﬁ éiant é?&ﬁenﬁs pour a=i . Biom

pose Emﬁ{&ﬁﬂag;w.ﬂakeg}, on.a E{ﬁ}a%{@n} ; étﬂw algé%rigu@ et
géparsble sur K , est algdbriqgue ot eéparable sur B (cor.2 de

-

P oYY ales AT T .' = 0 ) 6y 2 & 2 - i °F7 PO A "*""‘n"«.'l ¥ .‘\5.,“
COMCLLAIRB.- Zour gu’une exiensiop alzebricue B de K 20i% gépereblo,

2 Coitier
= SUL B o
=

Asmffisa&ﬁa d’aprés ls prop.i, puiaqua =K (B) .

il Tapt et i1 suffit gus fto leg Sléments de B aol&m% séparables

p
(NH

Ls condition est évidenment aé@ags&&?@ dtsprés la G6F.7 : glls o3

Propositicn 19.- Four tout 8lément xz €Sl , algébrigue sur K , 1l existe
: 4 .' ; 3 Y Tﬁl & ;
un entisr m.g,ﬁ. tel gge P s@i* aévaraalﬁ sur K :

¥

donc le ﬁ@gfé de ﬁ(“Q ) sur K est f£ini et décroissant es fonotion de m
- 44

1% eawiete donc o anticr = tal . w =D E""K{ D Ceo ani sign
i @ELECEe CONC Un 8Noisey B LeL ghe L d- D= S ;. Ge gui 2380

a




:adﬁ

o

“o®
”ﬁﬁfiﬂi% simultanément et égaaz aa@gg& ‘ils sont d

-2 |
En effet; d'aprés lie pr&p.f&,”on 2 K(Ea)c; Eé’g'dbac Kiﬁg}zﬁﬁ
Eo'aatvpar sulite lgmﬁlggm¢;§g@ewggﬁeggi@n eég@@abl@‘ée E contenue daﬁs

E . D'aprds 1a pTOD.19, pour tout xe B , il sxiste un entier m tel Gue

&

) ; - ~ e L
zP €8, , donc (prop.3 et déf. @) E ¢al une extenaion purement insépara-

ble de E . Enfip, comme les deux novbres {

’pzoy %ﬁ)g et gue {E %.} ; 1a derniére partie ds lis provosition

@

é
E“Sh&tﬁva& cor. de la prop

LT

. 2 - ,
b i
RO s b S = 8 i : g s o . W o
CORCLLAIBE.- 2i E o8} une oxtensior de & de degyd Tini, B:EI  eat
gt : L .\ii’fé- b
A f" e
e arem, 5 22 o E o B g :
Bz divigeur de L@,ﬁ_ . ;
5 b B o s a
En eifet, on déduit ds 1s prop.20 qus { & 2. th.4)

¢ R i A 2 % 7 <2 o o : =
Cela Justiliec done .z aom de ®fastieaz ga Ao
r 1 : : ,
i3 & e S o ke YR g o e A A SR SR i SR o~ i
sﬁ4ﬁjﬂ : on woll en outre culonm est suend £ possT do @exv 1z d
i B - -~ %
o s g g ;

&

Eéfiaa ition 8.- Lorsgu'une eztension slgébricue B de K st de desré Tini

par zapport & la plﬁg_gr&a&é extension ﬁégmaﬁb}@ B ge K cﬁa&@@a@
dang B , ce depré est appeld facteur neépersble du desré de B per

r&sgort'& K , et noté {E'ﬁj :
&oreqae denx des trois nombres EE Ei ;EE:K}@ . Eﬁzgﬁg. sont 4é&flnis,

Py
e d e
i B 22
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Xemargues. - 1) 1l ne fa,udralt paﬁ croiz‘e qus 1@ faeteux inseparable ,

du degré fE Ki ‘Boit égal & la plaa haata paissanae d@ p qui di?ise

ce degré. Un peut en effet dommer des exemplee de cs?ps é’exposant

caractéristique. p2> 1
degré p (cf. $ 7, prop.4 ).

2) Soit xe(l

admeitanﬁ des axﬁensiona.séparablss de

i
petit des entiers mj;,e hel& g&a 2 goit aeyavaule sur £

(prep 497 ;'e est ép@aié i‘@ﬁg snb de % per repport & X .

Le corps K(ZP ) st vane @Xb@ﬂﬁl)& ﬁegar&ble as K

K(z}, et x est o

ext@nsian purement insépareble ds K{z?

ﬂ?am@néai&-e;ﬁ;% 516 gﬂr K(x

@u
3. ﬂazc

{}‘@ n

ten
E{

;il en résulbe

que K(xy )} est 1&_@1@5 grande extension a@pé?a@la

s o

28 L

%) est

{prop.13 )

un éiément-alg@briqué sur K ;, et soit e‘levplnﬁ..

ug gdans

B

contenue

dans K(x) . De c@t%a remarque ¢t de lz prop. 9, on 46duit que &

est aae&x le plm& petit des entizrs ﬁ;f

| 2 K(xp ) ;

t@i@ gx@

=y

o)
2=

appertienns

@?

done {prop.3), z est de degzé p paer rTapport 3 ﬁ{m ).

8i n est le é@gré de % , n, le gagré de x? per repport 4 K ;, on

donc n=n p- £33 en résu}ts gne, Bi g(X} est le polynome minimel

de <P par rapport & K ,

le gclgnama minimal ds X par rapport 4 X

est g(xy ), car ce polynome &- .¢videmment pour racine x , et de

degré n , et le cosfficlent de =2 o8t 6gal 2 1 .

sont les racinee de g dsns 5S¢ (gui so

3
racines de g{XP ) danas ) sort les

)

Si

Iy

t tontes ﬂ“@pﬁﬁg

72

141

-
188

s

<)



sont les racines distinctes d.e L dans .Q, - on eurait donc

T n1<n ; or, les conjngnés de X sont leg éléments zgené 5 ot

il 3 gurait au plus n,§<n . conjugués diatzncus de X dans SZ, 5

ce gul est absurde. ' ' ,
-5 Soit B une extensien algébmqae de K , E ia :gim grande ext@ﬁ«f -

sion séparable de K ccncaﬁm dang B . ?@uv tout éémm"s .4 é}@ E, ie

&‘egré de % parrappert @g est p@ " oh B8 @a‘t E*@ mmm’s de par
rapport & K (prop.3). Il em rés rite oue Do %%;@zz ﬁm;a%gz; an
Pacteur inséparable ;ﬁ:ﬁii du degré és % par rapport & K
{lorsque ce pombre 8% aéﬁ;&i_} ; sutrssent a1t gaag;%fjé s %g ,
5 s e {7 pour tout Sisment 1 €E . Meis 11 faub noter cus T
ii,w | y’:ﬁlu gtze giriciement 8 DDED i aur 8w plus grand des ezposents des

T
éiém@ﬂtg de B . Par ezemple, soit P un corps de carsciérd stigue B ,
CE=P(X,¥) w s»;;e:r*ag de fractions "a’rimmal"ﬁ@s & deux indéterninées
’ szz,z‘ P . ceit ng;(ﬁfﬁ 54 jv}) . Z‘@Kamzﬁe gn 3@2 mom;m oue
*t"pgé,ﬁ P(Y)(K) : de méme, on & Yli/z:’éﬁ E(X‘iig‘, car dens le cas
c@nar&irgg on surait Ye (X, Y7, =K(X)}{¥P), contrairement & 1*@?@2&1@1%
gz 2° 2 . On a douc [B:E] =[sz(x‘/P}(ﬁ"/ﬁ):fxixg/?;} [g{'zf’* /ey, K| %
alors que EC K/P . » | :
géfimgtien 9,- On it gu'un scws'ocqggm E d'un cagms E est r@iamﬁmﬁz@nu L ,

a}.gé?f}riquemant guasi-fermé dens B si bout &lément de Z aisz;éi’;?mu@ et

séparabie sur ¥ appartient &4 E . ‘ A : ¢
appaTLishiy &

Bl e o

AT ; SRS P s V AP _ N b \ S e, e 3 2
B ezt one extensicn quelconcus de B , L enzenble

s Za R TS R T
a2 31 2 2

b -
S RN 55 i
G808 28 { DL ,..f‘" TS




i o : 5P opy

pour 'toizz‘t'e extension E de K, la quaai femetm‘e algéhz’iga@ ée K &é‘&ﬁ&
E est done XK NE . \' v . .
7. Bztensions transcenumtes sépara’b Les. Bases de t'ran;scéndaz;g o
séparantes. : . . . .

Era?gg}ﬁéon 21.- Zouts extens purs d'un corps K ssb

séparable gor x‘%

En effet, s0it B w;aes eytwsi@n f;z*&zaeané&nta purs de K , contenue

= e ' A = : = 3 z St oy

daps L) ; soit {a,) , €1 une bage de zf&“ﬁﬁﬁi@ﬁﬁ&ﬁﬁﬁ de B sur K , e

drent B . Soit (x.).  , . une f’ami ile G?éléments de B , lindSairenmsut
29< 1 g«;.ﬁ :

iibrs sur K ; monirons que - :zz; } @m linésirement 1ibre per M;c”:u“: a

polvoomes non nuls de ?.’;L@ ] 1} 1 QELE ‘te une rélation de l&
. T é, c | ‘
torse 5, A;x,s0 avee A, ¢€ P |, elle peut stéorire, en la multi-
=4 7 ' _
vilant par ls produii des g ({s )}, sous ld forme & 4.h.({a ))=0,
; 624 A I ;

sont des poulynomes non nuls d@ K[ 4,] 2€T ° Solenw Zk

4 les h,
DU L85 5
(1€ k< m) les monomes &is‘amctes E E 5 o gui figurent avec nn coel-
: 16T .
ficient non m dans un an meim des hi _on peut donc écrire
h, iflg ) £ 3 ot
hsile i} = Z aikzk o aves mich . O, la .f.amill@ (@,@; i1 est
g i uoa E %
&lg %t)*:'aqu&m@m 1ibre sur KEP p&mg&a s d@miaz' corps estl vne 8x-
tension algébrigue de X (5’ 2 cor. de ls PZOD. w} 1l en résuite qus
o
> .}z,%?:ai({ a, ))=0 éouivaut su eystdme 4fSguations linésizes
=4 =
T %
SHidsh ‘ﬁ'fﬁ. o o !
1 b = 4
@Z’E faag=0 (i gkgm)

= les coslficients do ce systéme apperiliennent & K ; si le sys
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memarguaa.~ 1) Nous retrowverons la prop.21 comme cas 1 ar@i&uﬁi@r
d‘une proposition plus générale av &5 (g‘&,prep.e}.

2) Ls prop.21 permet de monirer qnb; dans une éﬁt@naiom 35@&?&@1%
qualconque Ede K, 1l peat y avoir daséxtensieﬁs-? de K telles
aue E ne soit pas une extension sépereble de T . 11 suffit de
preﬁdre pour B l’extsnaion transcendamﬁe si&pla E:K(X}, pour F
1textension F~K(X?) {p ex@osaat caracteriatique} esmmé X est
trenscendant sur X , B est une sxtension aépaz&bl& de K , meis B
nfest pas une extension séparable de F , car X est purement ineé-
parable sur F dgapré@‘ia yrcp.ﬁg-@t»ﬁ!appaztian% pas & F '

{c?. 02 exempls ).

béfinition 10.- On dit a&’uﬁ@ base &a tramaﬁ@ﬁ@ane@ B (par ?&p@”fs 2 )

dfupe extension E de E egtwgéyazagﬁg¢&§; B ept une oxtemsior { ?&éb*i@a@:

espsreble de  K(B). | ' - |
Diaprés 1z prop. 21 et 1a ProD. 99 gi B pasgé&% Bne baﬁ@ de uf&&%@@“&%ﬂfé_ 

sép&raﬁte par repport & K , B est séparable sur E . Hais inversement,

si B est une ezlension séparablé de E , une base &e.tranécaﬁéan@@ quel-

congue de E par rapport & K ne aera pas nécesseirement nn@ baae de ’

traaac@ndance séparante, comnme le montre le &ernier des exemples @ﬁ?&é&

ci-Gessus ; et d'sutre part, i1 y o des extensions séyargblag de K gui

n'admettent avpcune bese de transocendance séparante.
Per exempls, soit x un élément de $1 trenscendant sur K soit

B l'extension de K engendrée par l‘@ma&mbie des 6léments =F |

o

2 n par court &?eﬁﬁﬁﬁblﬁ des amtlgr 20 . B ast sépareble, Garp
: =it

si on pose B xﬁ(ﬁﬂ ), toute extension de type fini de K conte-
nue ﬁ&ﬁg E est ccntenus dans up mﬁ ; 8t B est une exiensien

Aoy om wy
L8

KB
#)

cendante pure de K , donc 3é§&j lie sur K (prop.21; .




Frogaaitlcn 22.= So;t E pne exteaai 20 ség&raale de %gg@ fini &@ X

=97 =
maisg B n'admet pes de baae de hranseeﬂéaaee séparanta sux K
en effet, on a dimgh = 1 ; una base de txanseendgnce ds E sur K

86 compoée done d'un sevl élémﬁnt y ; solt m le plus petit dea‘
entiers n tele ue B ve K ; couwnme K est 53 te.wai@n- algébrigm
de K(?)g , eat algébriqus et noo sépargble sur K{y),

puisqu'il est puremant insénaruble sur K et n'appertient pas &8 K .

Toutefois, or a la yropoeition suivanie :

?oufﬂtanﬁ@”

de bf&ﬂﬁ@@&é&ﬂﬂe séparente ée B par faggaft & K , contepue dsus F .

tartia,finie P de B tells gue EmK{E}, il existe mne ba@@

ie cex@s @ ayant un degré de transcendance fﬁﬁz 4 sur K , noue
.@va@éa@fen@ Par. réourrence sur & 1a proposition étant évidente 52
d=0 . Safpﬁﬁana donc la proposition démontyés pour les extensions ﬁ@}ﬁl
de type fini et ds é@gr@ de transcendance ( & . L'ensgen ble ¥ gontisnt

une base de E?&ﬁ&@%i ce B de B ; Bl on a',w,§5}~§ , on & & fortiex

de transcenGence @éyar&%t@ ds E par. rapport & K . Suppoesons donc

ids que @‘yk% ; ef. exero. J. 11 existe un 61 ém@a

ro deuns 'K{&@}_; x est irsnescendsnt sur K , sans guol

nd ] pament A 7 ¥l o H-Be S Ban zilona DoanLrer auns
aiyaient &8 4. YTDOLREEs, HOUE 21:0DR8 BOUDLGISGE (UT

2
()
fﬁ}}zE ; comme E est algdbrique of 4o degré fini sur XL(B ).

o

une extension ﬁéma@&higf&@ E{§Q§ {prop.14),

E {on peut @”az%i@a s m@mér@ gulil en est pécessairement zirfel
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kfp%-j % o& k est un entier 20 et 3£ j<' p«-'ﬁ , on peut écrire
.i‘i(x) 2 gij XP)XJ , o 55.;36 KEX} {1 n).' On a dozw is rele-

tion Z (Z nigw(xp ))x =0 Or, @h&em ﬁes élém@ﬁt@ Z s{zz}}

iz4
amarti?ent & EK(E?) ; comme x«?ﬁ K{Ey } @a =Pz K{E*?} 3 agt de ﬁ;@gfé D
sar K{%p) {pmn 33} cm en ﬁ.éﬁuat 4‘; ;gi,{gl?}g@ pour 0% P
‘ e e : :
} Z a,“z, , ol a-,, €% . Les é{iémmzta x“% {k f;i%f 1

wF A5 A 25

@

W

1 A e o e AN SR i o % s e z B
lipSsiroment &zméma«.zaw ‘mar rappor: & B(Z) . les x v, sont lincaire-
e

Pl 2 L s sl £ e e e R A S

ment % épendants Tar Tepport & E (:hep.i1, 55, prop.1 oF o 5,th.2};
. N =,
e : B

sonpe B

Coln étant, %@ms@ééﬁ est séparsble de iype £ini sur K(xz), et 2 un
degrs «i@ transcendance G-1 sur K{z:} ‘{ 2 tz,} i}. @xié% une base de
trenscendance séparmt@ Bg de B par z‘appc?*’ g K{x} @m"&@am ﬁ&ﬁz
2N ﬁ Sx} : lf@ag@_nh?e B=B, U %xig ost =glors une base de travscendance
a@ % per rapport & K { 2, pr@p ‘22),, et comms Kas)‘-?fz’}{,&,‘j, B st
2ne base de %E&ﬂ%@@h&aﬂ"% ép@ram@.d@"E par m@p@x‘t & K .

8. bérivaetions dsns leos 30%

3 ey e R A g f L&
Noue zvons 4&fini au chap. IV (B )
¢ &

L5
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. 33 D est une dérivation de E relative é K , on sait (eha'p I‘s?, 3 )
que cette déri.vation peut se prolongerstout anneau E[ }L eI de poly- ‘
 nomes sur B , do la mani.ére saivante : 81, pour toub. polymme |
fe E[ 0] 1’ on dé-sigae par fD is z«,}.yname (&9 Q (:&J 26 I} abtenu

en appliquant la dérivation e ehaqua aoefﬁ. e&ent &a f ltapp}.icatiom
£ ‘-ﬁfn ast une dériva.ticn. - ~ ' _
P m;ositiog 23.- Spit E une e_x_tens;on de K ecntenae d,ans $), D une

dérivation de B gglative & kK . oit E‘.E{z ) e une emaggion de B
mnﬁeﬁae dans <, 'idgg_; ds EEK } LeT formé des pmmamea ?3

' ’rwla gus f‘((x )):—.e . Btant donnée une f@;ﬂa (a ),‘,’ﬁ1 ei.émsmg ‘

£} , pour gu'il existe ume dérivation D sur Z grologgeaat D o telle
que 'Ex =ap t0n+1,,ilrautetilsuff ue p Dol vno:

i"c: ¢t , on git

(io) £((x >>+Z: ax u, =0

La dérivation D satisfaiaant aux eonditious précédsn‘cea eat alors zm:agae.
'. 11 suffit de prolonger ls dérivation D & 1'snmesn B{x .

z;uisqu'on sait (chap.IV, 'é ) qu'une dérivation suw un enneau d'intégrité
86 prolonge d'une manidre ot d'une aeale au Corpe des quotients de cet

soneau. Tout lément de B[z ], est ds 1s forme g((x))), ot -

4 eE{X] zc,I d'apréa les zéples Je salenl dee dérivations, on doit

donc avoir, ponr toute dérivation D pmlongemt D,

. Ble((x,))) = &2z, )+ 3 28 &,

dfo nécessité de la canditicn (10) pour tmzt polycoms £ (_ %

genent, ei cetta eandition est vérifide, on é6finit D dons

en prenunt pour tout élément g((x }), o g¢ Egi }&éT 5

Dla((=, })) I’((xz)} + g 5%: u,
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.En effet, si-g et h sont deui: pélyzwaes tels que el (xv 3 )=h( (z D)
z-h appartient & 1! 1déal o , A la eondztion { 10) prouve gue
Blel(x,)))=B(n{(x,))) ; done B est bien défznze ‘pour tout 6lément a@
E[x 0] LcI i °B vérifie suseitdt que clest bien une dérivataqn,
I teurs de 17 méal ot

CORCLLAIRE.- Soit (£, ) un systime do g
pour gue la céndition (10) soit vénﬁée

11 puffit gulelle soit v ririée gom‘* lss f 5 ,
Tn effet, tout polynome fcot at fsw}.t var h‘w@m‘h@a@ £=73 « y £

0 les o j\, soni des z;elgmem&a qa@m@mmg - on a dome

[aﬁ e Q a? - a:%éu . s 552 w';;‘%‘::r?;é‘%l 7
1 ,P %f_& Z «;»} £y s 8t 4 méas max. % 5K, i};“% %@ﬁ By

L
comme £ ((x ))n@ DaT hwe‘t}:lé% p)&i‘ tout A , oz voit que lfon

A
- = 3¢ - .0 Pl
fﬂ((x W+ <= B, X‘? ‘ﬂ{{?“ }B{f K= ’%.}1 5@; 5 B

@

: 33”!”
dfod. Je eamllaire.
ﬁppii@%mms le critere @@ la PTOp.25 aux @i%m types d’ex m@wsﬂw
d'un corps : | ; : .
me%ion 24 .- ggg.,_, P vne extension trmseeﬂdwz;@ Dare ﬁ@ E {x }'

ope femille algdbriguement libre d'éléments de F tells gue E‘-—E{(z -

: pour toute déz‘lvacien Déde E mla‘cfwa 4 E et toute famille (u )
‘dféléments de £,
Q%ﬁﬁ@ﬁ%ﬁ D Dx_=u_ pour toni ¢ .

te une dérivation D ef une seule sur ¥ ,

t




comme X est:éépgrabls smrvE_, z est racine simple ds £ , done f?{z}gﬁgl
ce Qai/mﬁﬁtfe‘qug D=z est ééﬁ@x@imé, , : : '_ .
Kéatrcma’maiatsnam$7qa$ Randéxivatiﬁg B yeut_étté praiéngé@ & touts

&i{teﬁ;ﬁicm de degré fini L de E contenue dansg ?;‘ 8l L—aﬁ{zx? sEny . e éx@}

uw

il suffit de z&iaéﬁn&r psr récurrencs sur n , la,pzagsﬁiti@mfétaﬁt'
évidents pour n=C . 0r, si on pose azﬁéxq,gg,..., ?} , oB a
aaﬁixn‘ . et Zy @Bt sbnarabl@ sur ¥ : par aypabﬁéaes b se vroionge ea -
une dérivation D do B B relative & ¥ ; soit g le polynoms @

= % 73 s S Abas s
par rapport & M ; pou T qu’ il existe une dérivation D, sur
b P ) XA P 3 S % 3 = e A
B . 11 fant et il suffit. d'sprés le cor. de is pop.23, gus llon
b3 o ZF >
LG A }g 25 v & 5 & e e g e g s s e B e e A A
viisse déterminey D.F deve ) U8 BOYTLE C0'il SACIBIEEES & S8 Y2LIA G 0E
as f1 : i

Cola ét&ﬁu. i*applicetion x —» B ds F Sane ) aéterminse coume
ii & été vu plus haut est bien une dsrivation de F ; en effet, 8
et y sont deux Sléments gaelea&q&es de F , ils apparti@ﬂm@né 3 E{K,E}j
8t nouse venons de voir gu'il existe dans ce corps une dérivation aai
ﬁ@im@@d@'néeaaagiremant_awee'ﬁ ; on a dono bien Tixty)=Dxily et
B(zy)=zby+yD= | ' | ‘

Proposition 26.- Soit F une extension purement insépsrsbie de E , de
i s ool bSO sl Pt e g A m_-.maé R AN O I S ¥ e

degré fia;_@% >1 par rapport & B §1 existe une gérivation 2 B
ds ¥ , nop jdentiguement @mli%, @i gui e ;é&rgt & O éa@g B
Br offet, il existe un systéms de génératenyrs {ﬁi}% de F
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Théoréme 3.- Pour gu'ume extension do type fini B d'un corps X soit
’algébrieusMet aé“ suffit,;uewlauﬁ;?i?ati@a
identiguement nulle goit la seule ggrivation ds B relstive & K
En effet, 81 E est une extension aﬁgébriaaa sépar&bla de £ , une

&arabla auu E s il f@ut_etuil‘

dérivation de B relative & K est un pralongamaat & Ede ls @@?ivati@ﬁw
identiquement nulle de K ; comme ge yr@longﬁm@nt est aﬁiga@.ipya§ Ei’z}gj
cfest la dérivation 1dentiqusmant nnlle. '

Bé@ pr@gu@m@nz, aﬂit E.K(zﬁ,zg,..:x ) ume extemeion de type Fini

ée & , ot posons B_ X et B 3 =K(x, ,%,,..,%;) pour 1gign . foit n

+

ie plue petit ﬁ@s entiers 1 tels gue ‘Eﬁﬁ @@i% aiy@%r&@@@ st sépayabis

sur E. ; i W30 ., B = E _.(x,] ntost pas algébrique sépareble sur

B, . (prop.9); =i est transcendent sur E 4 .1l exigts sur B
Zien'y i E 4 # 7 & f ¥ £ B3
une dérivation D relative & K et non iden fio jwenent pulle (prop.24) : =i
z, est aége%ragu@ suy Eh 4 ¢+ By n'est pas @éﬁaf@hzw sur “{ﬁe% ;.%@33

° 1a plus petite p&ﬁsaanee de p tells que gg 80it séparsble sur Eﬁmf
il exigte alors sur B =B, 1(KF )(x) uﬁ@ dérivation B relative & X et
son identiquenment naile, @fapréa la prop: .26. Dan& lss deux ces, oz peut
prolonger & ﬁaﬁn ig dérz?&t&am D xpfﬂ? 25), ce gul achévs la
5% ¥ n’est pas une ext@mslan de typa fipi de K , 11 peut se Taire

gne la seule dérivation do E relative & ¥ &ait. ig dérivetion i

s tiguement nulle, saps que B soit sbparablie sur & : 33
: / b & 3 P
Sas gL p>% 8t, 81 on prend B=K’ ; toute dérivetion D ds B




5"&

Ny

\_)v

, -6 - , ;
miieﬁétamnmt ﬁ&%{gﬁ“) alest pas _nul, 1’@&: tension E(x,,x,,- -s%,)

ast alzébricue et eép@rable sur K .
En effet, =i D est une d.éz*ivati.on guelconaus de x(x, ,xg,...,xg,
relative 8 K , on dédnit des n relations £.(x,,%,... ,Iﬁ)r-:O @tw

< ijjsﬂ . (1L i&u)

d'o%, 8n mz*ta de 1'hypothése, ij-.ﬁ pour 1<j<a . et par suite

Dx={ pour ’s@m: 26 B(xy ,%p,. .5, ).
Les dérivations d'une oxtemsicn E de K , velatives & £ , sont des
a;ppléicm‘img linésires particulidres de llespecs vectoziel 7 dans

1tsepese vectori el S1 (sur le corps ¥} ; il est immédiat quiglies

forment uwn pous-espace vestorisl (per rapport & <l

vectoriel SL2B . on déduit 4w th.3 que :

 Propgsition 27.- Soit mg @x‘t@zz‘.ﬂgﬁ 36pareble 6% de type fini d'un

corps K ; s1 r st iz &imaﬁmea (algs bmgma@} de B par repport & K

é,ié@ga@@ desg dérivations de B relatives & é, E est e.@ amm sion (linSeire)

r psr ra port & o . , ‘
En effet, soit (xi 1¢igr une base de transcendance 'ségarazam de B

9

par Tepport a E ; chacune des dsrivaetions = dans le corps
0 A
(=, sEg -0 1% ) se prolonge en une dérivation unigue D, du corps E

M

{prep.25). Les D; sont lindasirement indépendantes par rapport & 3?1 .

¢ar pour i:émt indice j , o & ﬁiﬁ.sg} DoRT ':%%3 5 &gxéaé : diune

PR "*ﬂ 3 . : S
reletion 2, A.D.=0 , o2 tize dome f&»jmu pour tout indics 3 .
: ¢c=i = :
S0it sliore D ume &é‘fﬁﬂ,‘@@mi@& gueloocngue ds B , et posons Dx.=u,

3 : A
3 L St 3 &
3.
=24 3
= : = 5
RS R - =~ 2 e g 22 £ 2 = PR b Sl
pour 4<ifr . d'ch D'xz=0 daprs KiX ,X, ,..,K J , 9 8 fortiori
b ey T
I smmmean S T8 =) famea B s oo Gong Tl T e i3 s ona achéwe iz
v,““}_k -‘.!Q. =D I3 425 R=0 RASENIEy A8 a yei & WO 7 Wig dfg 3 G Ul DA RS Lee
et L&
PR 4
» s
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Exercices.- 1) 8oit B nas-&xtenaian;algéhriqu&&eﬁt fermées d'un

corpe K , ayant un degré de transcendance fipi sur X . Monirer que

tout endomorphisme de E , reletif & K , est un sutcmorbhisns de B
B

{8s £ o8t un endomarphisme ds B ralat*f é K , r@marquax gue £(B}
8 méme degré de traasaendaaae gue E par rapport & K ).
Hontrer gue pour toube extengion alﬂébfigﬁemaﬁt fermée F do X ,

o

ayant un degré de tramss endance infini mar s 31 @zigta ges exndo-

morphismes de P u:iaﬁifa K gul pe scnt pas Ges suiton rﬂﬂﬁwa*g

~de

Y eaar O &1 w0 . 3 5o
33 Boit 5! uvn cor ﬁ@ﬁ ﬂ;ﬁa@¢a§ga, i WA BOuUS-Cc0ZDS 48 A\. . B uane
epalion de ¥ o P 3 @med fo Y & Pomillia A4 mommees
nalon de E cont 54T '&& dang A @ o R e i/ Vhe Zomiile 'igonmoss

phismes de E dens S , relatifs 4 X ; pour gue les v, scient
3 - = _1_. - Lt T o 3 > ¢ * 3 g > i e -, E & 3
cinsairement ddépendants dans B {o est-d-dive guiil existe une

fapille { 4 ‘ ) a’él ments non tous puls ds ) tells qus

Vi ngw@ @@ww tout x€B) il est nicessairs qu'il existe Aauxz

&

$ﬁiiees a,B distineis et un élément g,ggz. non nul, tel gue 1%¢n
s 6. ? g : .
ait iﬂwuax@aﬁm@m% u (=)= ﬁi&,u. pour tout =zcE ,
4) BSoit B une extension séperable d'un corps K , iagﬁ} ung ﬁ&%Xi?@.

o

dont les Slémemis sppartieanent & ﬁ Hontrer gue si les co
de cetle matrice sont 1inéas rement indépendantes par rapport & %
olonnss de  1a maieics (e

5

34
5 0y e N e
me des J@s%@uff dipn @&y&@@.?@&5@:3@¢ de




6

suffit que toute partie Pinis de M le soit.

de B geindépendanta sur K ; montrer gulil

L
et
23
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) Soit E une extansion d'un corps K . on dit qu'lune partiﬁ 5 ﬁa E
est p- indépendante par rapport & K si, poar toute partie ! de M
distincte de M , 1o cotps K(RP)(') est distinct de (2P ) (m) .

'On'dit qneiu és* vne p-base (ou vne base d'lmggrfectisn} de B par 

rapport & K gi E est p-inﬁependante par rapport & K et si
E=E(EP)(H) .

a) Pour que ¥ soit p«iﬂdépendanta par rapport & K , i1 faut et il

b) Boit ¥ une partie de E 3 «1nxép zd mte par rapport & E . 81 x €k

n*appertient pas & x(2°){(#), moztrer aus Eiﬁ%ﬁ%% est une pertis
E L

=3

P
: -
P i 5 “ -‘:’L‘} v f’ =
pur m@mt ipséparebleg suUT UL COTES L , sppartenenl & 1L~ [ | -
, : , |
les rel tiaﬁa veblx) et ze l{3) sont éguivalentes}. .
e < z s z
c) Soit 8 une partie de E E@il@ que BE=E(BF)}{8) , ¥ ups paviie

T e ; - ‘qﬁ
existe nne p-bass B de E

v-d

- par rapport & E tslle que HC B 8 .

G) Pour qu’ﬁne fanille finie {E'}ﬁsiisff dtéléments diatinct soit
% =
peimﬁépendante:fur K, 11 faut ot “1 suffit que les p é3em@rt@
43 )
By dpeady = x, 22"32 3e£eat llmeair»meﬁ? in&eﬂaaﬁaﬂta par

repport & K(EP) (0 i<;? peur 1¢igr). En ﬁaroisalz@r, rour
que B alt une p-base de T éiémea,s par rapport &4 K , 1& faut ot 11
suffit gue [E:E(EP}%z D ie_agmbre r est aa@ar@.apyeiw le

degré d'imperfection de E par repport & K . 81 7=0, clegi-d-dire

S

K(2P)=E , on dit que B est relativement p&rfait par rapport & K ;
toute extemsion slgébrigus séparable de E st relativement parisits
sur K . |

'%} 51 une partie B de K est p*inééy@&éaﬂt@ @gz‘ﬁgggérﬁ & gg

sous-corps parfait de K , elle est p-indépendente par repport &

tout sous-cOIDS Da fai% de X : on 4it 3iors ¢

e

b= &ﬂdép@ﬂ@aﬁta de E {utiliger Za Pait oue 81 x et .y sont deuz éicdment
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’ paindépenéante. Une p—baae da K par mpgart & 'tom: scus»eorpa paz‘fmt‘ ,
de K est dite p-base &M de K, si le mmbra r dﬁ ses élém.ents ~
est ﬁni, r est appelé le degré d'imperfection

o =[k: xﬂ:{ﬁ/p.x] . .

81 EDK est parfait, B est relstivement @arf&it sur € .
6) SQit E une extaneicm de K 1’ une eztension de B . ’

a) 8i B sst une p-base de B par rapyort AK , C une pwb&s@ de F .

par ra@poxf‘b a E , il existe une p-base de P par myﬁcz't a4 & mmcmﬁ -
dems BUG . - :

b}y Si P est ume aztenaioﬁ‘ géparsble ds B -,k &@m dss trois proposi-
ticns Qui’s"mteé sntrainent Ia' troisidme '-. a) B eat aaeéa%:sa% de B
per rapport & K ; 8) c es"c une p-bese de P par rappmt é}a B ; w B 1,; f:’*
est une p-bage de F par ra,pport & K ee, BN &a¢ {on atu.wam ie zﬁf’g;zg |
' que, si (c,) est une base da F per rappaz*t AR, {e\y) est une bass
de K(Fp) par rapport & E(Ep}, et de B(FP) gar rapport 4 B ).

¢) 81 P est une extension séparable de E, ¢ une p-base de F par
| rapport & B montrer que, pour tout entmr kYo, %(?P ) @m; Bépe-

reble sur K(EP ), et que CP est ume p-base de KQFP par Tapport &

K(Epk) (remarquer que P = est mntenu dans Ep s ek per suite
linéairement disjoint de ¥ par repport & E) En @éduire gie, oi By
est une p«baae de K(Epk) par rapport & K , BkU ka est ‘azi@;:?%m
de K(Fp)par rappartax.caso& BaK. '

7) &) Boit E une extension pumment inaéparable dtun corps K ,

contente dang un corps Kp . Soi.*ﬁ: B une p-bess de E par rapport
& E ; monirer gu'en & E:sK{E) amamuar gzw pour tount emtier &
i1 exlste une p-base de R(EP ) par mgspaﬂt & E contenue dsns

Pour que le degrs | . K] soit fini, il Paut et 11 suffit gue ls ¢

= e
3t Ty

_n@rfm* “‘QZ& B, eie B sur K (m.ibre é*alémente de B) so




-b?
m eat alors le nombre minimnm de générateuys de E gur K . 81 m,

sst le degré d'imperfaction de E(iP ) sur K , on a mk+ﬁ‘imk ponr

tout £ , et 8i £ = %; By : Qn 2 [ﬁ st f .

b) On suppose gue S<:.KP ; K, un ‘sous-corps de K tel gue B

20it ségarable sur Ko Monura? qva l*ensembl@ Bp est geiﬁﬁép% ant

par rapport 4 K dens K (remsrquer sur, si {a?L) est une base de K
_sur KQ (ag) est une bage de K (%) sur K ). S0it C une partie '
_de K, sans élé&@zb eommua avec ﬁ; , 8t telle que E?L;€ g0it uns

v-base de K par reppori & Xﬁ ;’ﬁﬁﬁufﬁf gue B UG st aﬁ@ n=-bass

de & par rapport & KQ .

g) ip 5u§§agaqd@ nouvsan B C K

¥

3%

:

80TUB-COYEE ﬁg é@ E . Bontrer ge, 8i K 2 un degré 4'imperfeciion

m;.s l
)
«d

ini sur K, E a m@m@’d@gré‘d?iﬁaﬁffa@tieﬁ gae K sur K (utiliser B
(9] i 2

6
3
%
L%
®
(’a
Ltﬁ't
i
hale

7 bis) Soit B uue @X?@mﬁi@a.ﬁ £, ¥ one @?t@ﬁ%i@ﬁ_ﬁ
de B . Hontrer Q&% gi le d@g?é &'ﬁmp@rfaatzu@ de B per rapport & B
ast fiﬁi is éﬁgfé d'imperfeciion ds P par rappart 3 £ est su moins
sgal au &egré d*im@erfectien de B par rapport & E {Be ramens’ anx

A deux ces svivants : { F est séparable sur B ; 2° F=E(x) , 08 Z é ).
8) scit P une extension séparsbls ds'K' 85 B g;? est vne @x%apsi on
?aiétive@ent paffaité de K , montrer gue F est ség&rabl@ sur B .

9) 8oit B une extension séparsble de K , B une p-base de E par

rspport & K .
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b} aantrer gue E est aéparable et relaiivemen% parf&x% sur K(B).

10) Pour gu'une extension E ds K , ayant un degré de transcendsnce
fini sur K , admetie une bese de transcendance séperante svr K ,

il faut et il suffit gue son degrs dlimperfection sur K soit égal 2

Touts p«ba&@ de B sur K est ziors une base é@ tra&s&@néaﬁa@ séparant

e BE ey B .

%é} Montrer guluns @x?@ﬁ@ion tracacenian ante B ve i ativement parfaits

'ﬁgﬁf‘aufyﬁ K Bne @6&% 3tze sugendrfe par un é@ﬁbf fiﬁi'ﬁ?éigm@ﬁ@ﬁ

{ei T est vne bage de irenscsndance de B , montrer @mﬁ@&.a&rﬁi@
E:K(%y)é'é‘%ﬁ:ﬁf?}g et provver jue cotds c@ﬂemag& n est sbsurds

orsgus T ntest pag vide). En d&dairs ums nouvelle démonsizration

de 1z prop.22 (%ﬁizia@r 1tazerc. %@}},

12) 81 une extension B de K &&m@v wne base

%)

inters %0&1@& L des COrps

rente T sur K , 1
l§§ﬁ9@mblﬁ des @mﬁz@xs 70 , est algdbrique sur K (ls démonirer

dtabord loraqu& E a un é@gré is t?ﬂﬂﬁﬁ@ﬁﬁ&ﬁ&@ fini sur K ;, en Pemar-

guant que L est rslativement p&xfa t sur K , et utilisent les

exerc., 8, 6b) , Ya) et 10 ; puis remener & ce cas le cas gé@asgA?

en considérant, pour un &lément z de L , ume partie finie T de 7

o
tells que les ecoefficients du pélynone miaimal de x sur -E{(%) sppar-
= n
tiennent & K(?Q} s maaur@r que x est a@pa?able sur E(®? ) pour

:sen degré de tranacendaaoa sur K (utiliser l'exerc.6b) et lfexerc.9b))

<
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i
e ]
§e

- ﬁ? - :
montrer que = e K(z}, en remazqnant qm@ x ex(xy ). B dédnire
que les coefficients du miymme zamimal de & par ra;apoz*t &K appar=
tiennont & tous les K” ). ' .

44) Soit B uwe extanaion aéyar-zbie de K ayam on éagz‘a de tram.ae-

cendance 2__& sur K . _ , _ _

a) 81 B adnet une base ds tranacsadanee sé}pamme sur L - mm*
’soute ‘base de transcendance % de E sur K , 13 existe un sutier n 20
- tel qns K(&pzs } aeit séparsble sw E(T) . :

B) loversement, &'il existe une besd de transean&wce £ de B
_sur K et un ﬁntier 220 tola qae K{Egm 3 awi‘t séparable sur Ki"}?"‘ 3,
pour toute base d& tranacenéance T de Bour K , i1 exizte un zﬁ:’? er
2 tal que X(EP ) soit séparable sur E(F), '

¢) Bo déduire que, 84 la condition de b) st vérif:c.és , B aduet
une base de trauaeend.anae géparante sur K (éi:ant donnés une gam,ﬁ@

B de Esur K, une base ds transesndmea g de E gur K mm:ezzmt
'(exerc. 9a.)), montrer qus 8 est une baee d.e trans"sndanc@ aépamm@!
' . en utilisant 1'exerc. 9b)). ' _

45) Soient E une extension de K r nm ezssswien de E.

s) 81 B admet une base de transmnﬂame séparante gur K, et E‘
une base de transcendance séparante sur B , ¥ sdmet une base de
transcendanca séparante sur K . | , _ |

b) 8i F edual une bese de tmsmndam ségaax’a&te gur K ot 81
E a un degré de transcendance fini sur E , E sdmel une base de
tzwsse&danee“aépamnts' sur K {se raﬁe:g,ér ‘sn ceg 04 F & un degré de
trenscendence fini sur K , et appliquer itezerc. 14s5)).

¢) 81 F aecmel une baze de transcendance sépammé f’iﬁi% gur K
et sst séparable sur E , F admet nne bese é@ transeenéﬁm& f,sé afente

sur B {(utiliser les exsrc. 10 st 6 b)):
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16) Soit K un corpe ayant an deg,ré d*‘imperfacﬁon absalu bgal & 1.
Pour qu'une extension £ de K so:v% -séparable snr X, 11 fant @t il

suffit que B ne cont&eme aucun élémemt parman% insépamme sur ¥

ot n'appartenant pes & K {201t a. an élémsm de K ﬁ‘omazz‘% une p-base

sbsolue de X s mcmtrer que KF = K{ap ) et B sozri; linésirement

'dis;}oints gur K }.

17) Soit £ un polynome irzé&ucmb}.e dens E{K} montrer que,
dans K [X} - 1e polynome £(xF) est irréductible ou st puissance
p-&me d'un polynome izrx‘ée’izzctibla; suivant gu?il exmiste ou nom un
cocfficient de £ gul n'est pa&sv puissonce gawiém‘fﬁm élément de 41 -
18] Soit .K‘ un corps ﬁ@’a&mefe’:;é@m‘tiqm p»0 , K ltextension
‘%ramm@né&nw pars K (X, Y,; : on é@miﬁ%m dane K une rscine € du
polynone £=7204%7P e Kiﬂ . Bontrer que lfextension E=E(8) pfest
pas sépara’ble sur E , maia @wn afexiste pas ar élénent ds g:suw

ment maépambie sur & @t n*&pga&*wnaﬁu pas & E (remarcuer d's

'que f st irréductible dais X{ }; g'il existait BeE tel gue
_gi"e K, BgE , £ sorait réductibls dans K(@)[Z] P en déduire,

d'aprés l'emm.fi , que X'g/ P ee‘i: b4 / P appartiendraient & B , et que
par sulw on surait [E K] 7P } '

19) Soit E une extension d'up corps K de carae%;éz"m*fma@ P>O
Montrer que toute dérivation de B yelative & K est ié@amgmmam
nulle dans K(BEY) ; 81 B est une yﬂﬁam&@ E reletive & K , pour

1ie

@5}

tout z¢B , il exisbe une dérivation D de B relative & K , te

)

gus IDx=1 el Dy=0 pour tout yéﬁ distinct de x ; en particulisy,
51 le degré 4'imperfsction ds B sur K est fini, la diw ensi o

Y e SR e
est bgsle & ce degic.
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 20) Soit B ana .-extenaioin aéyaz'abl'e de K ayam un dsgré de trang- .
. cendance rixu. sur K goit B wne base @e ‘transewﬁance de E sur '
I s @t pour tauﬁ nz 0 . aaﬁ: s l& Bous-corpe é.as élémenta "
. X€B tels gue 2 c K(8). uontrer qm 8y admet une baaa do

: transcendanoa séparante sur E (utinser ies exerc. ?c) et {‘% )}

8 5. Composition des corps.. -
1, 5‘@@5 com yasés. . = -
aa’nixs ﬁmné% deux eﬁ:@aaiams E 7 éﬁm ﬁsﬁa ms@a X , conbenuss é;gam

9 1s s@z‘zzs E(F)=F(B)=E(EUF) a'est auire que la ueméﬂzg&?mrx&agﬁ '

£ ] x e

e T - ,‘ o : o 3
% E ot de P deus 1'ensenble des sous-corpe i?.@ VA &*ﬁs Bné per incin-

ot

«:*‘r'"

on ; on &iz @aagz*@ @&z‘ e.s;w s lmkeg@; qus »3@ corps @s‘u 1iext

'm

¢ K com P&ﬁé@ des ﬁzmmiem B ez r .

S8

; Cn surs sam ¢s ne paa amfoniz*e ceztw Me.otwn awc ie notion de

‘ cem@esé direct de deux anneaux & eyérawum (ehag I, 88.n%11),
53 @ est un corps tel que E— Gaﬁ , 00 & K(EU?)sG(EUF)a&f%}w;
| autrement d:lt E(EVUF), eonaidéz*é cme extansion ae G, est e@mp@sé@_

des extonsions @(F) ot B . . f

‘ Propfogiticm‘ 1.- g__q.ent B ot F deux axteng;qgg_m A (resp. B) zm ‘ '
snpean eentsnu dans E (resp. ¥), M 4 , et tal geze B (ram )
amit corps des guotients de A (reey. B} _ ‘
- a) 81 C est 1o plug petit sfmg snnese de ) caﬂtemazz‘é; AUB , le corps ’
compogé E(EUF) sst le corpe dos quotientas de € . ' '

b) 81 (b .L) est t.ma base de B sur K {B étan% congidéré comme ume

 algdbre pur K), l'amzaau ¢ est identmue & l?ensamble des 3 eombinaieonsy

;ﬁg‘zg;éw;m Z @b, ok @ Pe 4 ; i1 est isomorphe & mn annean ;m:rﬂ;mm
du produit tensorie}. ADB (z'elatif & X) des doux aledbres 4 et B .
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¢) Pour gae E st F sgiont lméaimmum diagaiﬁgs sur E,

-.i.é, suffit gue 4 8t B saﬁ.an'h lipnéaizenent di&imn‘tsaﬁm K.

s

La propriété a) est évidente, paisque K(Eu F) contient & ot B .
8i on reme,rcue q_ue le produit de deus élé&eng de la. 'é}ase {“’y_} est
one combinaison linésire des B & c@afﬁcmmg d.:ms K, on Toit gue
hen,g@mble‘éee eombimi&ang linéairen 2 &, ‘ﬁi% & c&f&eia&m & u € 4

comme il contient B . égﬁe E, &1 gontient aussi 4

tout enuean conitenszni

g5t un snaeau ;

et par suite {2' : meis il est aussi oontenw dene

AUB , donc est idembique & C . G@zsmz: i?@.,yfx@ii@atigﬁ {z,g}'?mﬁ{m ds
n i ‘ ’

AxXB dauns f

A®B dans @ }’;s"%i; {chep.lil, 51,0 23} : on s6rifis
snseit8t que @ est uvne représenia: ,,;%,&i pour les structures d'slgdbre

{eur E) de 4 B @'%‘ de ¢ , ce gui démontre Bb).

Eaf&a, gl B ot F sont linéairement Gisjeints sur K ; i1 en est
évi&@mm@n@ de méme do & 8t B . 3ésipfagaameatg si A st B sont 1inésire~
Bant éizgaiﬁta sar K , 4 e% F &@ﬁﬁlli&éairam@ﬁi dislointe, car sl uvns
femille é?élémgatg d@ §l est libre ser repport & l'anmesu B , eils
szt libre par “apport 2108 06?@& des guotisnis ¥ é@ B {chaygz it
“rep. }g le npéne raisoznement yﬂauge ensumté q&a Z @% F %Qﬁﬁ,li&
ment éi@ﬁointﬁ sur £ , ce qai achéve is ﬁémanaurax%@n. \ |
- sgiﬁ E uvne &xt@nsiom Qaalceague 8e K , F une oz @ﬁt@?saﬁﬁ

ila ds X conbenue

_plus g

alp Wigm de K , F_

rande extension séparsb
asi-fermeture algés%}:fiqa&- de K dans P ).
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Comme tous lee léments de F {resn. EQ) sont a}gébriq@z%a {resp.

algébﬁquea et _séps,rablee) sur £ , ils lc sont sussi sur EDOK
(%2 cor. du th.2 et §1@ car.2 de lg prop.16), done E(?) (resp.
E(F )) est une extension algdbrigus {resy.,algébriqas &t 3éaarabl 3

tant

de B (@ g 2,rpop.5 et 8 4 s PTOP. 18) ; en outre les éléments de F ) 6
purement ineépafablae sur i’@ la sont a fortiori sur E(F ), doune
B(F) est purement iﬁaéparabla gur .}?(E@} ; ot E(? ) est bien la quasi-
fermeture algdbrigue ds E dans B(F) .

Le plus petit amnesu C contenant 3 U P @ggt contenn dans ?‘ { B} ;

comme E(F) est une extension algdbricue ds B , € @m un CoIps

de P sur B , B(F} est identions & llspeembie des combinaisonsg linéaives
Z;; szu%h w & ccefficients Gans B ; 11 en réeulie asussitbt que si ‘Z; :;;
g@‘; £ini, co a iE{J}:EES;[E':KE {chap.il, %j;ﬁ@ﬁ"‘z du th.3) ; 1o méus
@awwmwm@‘m appligue e?a» an E,:‘AL@&Q’ @@E' . m@&tr@ quse iﬁié},jﬁg%‘&zg
iorscue le ;%cazz:i merbre @s‘t défini ; appl igué\ & E{i@} cmmé.é:% COLBE

conposé de , &{E‘é} et de ? sur F_, il montre que g’ﬁ{?} E]i ii: EFK%X
lorsgue le second membre gt G6fini. Bn fm. pour cia@ B et ¥ soiew

15%&13’@:@@@@ disjoints sur £ , il faut st il euffit que (b ) Boit

¢
. £
sm@ famille lipGairement 1ibre par repport & B ; donc, lorsqus g?:?ﬁig
est Géfipni, la condition E?(?} 33:% :-..,aE' ﬁ% set nécessaire et *:»3‘ Tiisen
! s L
_pour que B @t F soicnt lindairement dlsjointe sur K .

CORCLLS t-“}%}::‘im Soient B et F deux x extasusions aigepricues de K ; 1o

P
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- [x(Eum):x] & {E x| [P Kj
(1) [K(E vr):k] | ¢ [m:x] |mixl,
- ‘_X(B U?):K]i \1 :11 E?:K‘L
lorsgue les seconds membres de ¢es inépalités sont Gofipiz
lorsgus les nombres [E K} et [F-Kk sont dé;_ig; s, la rélaticm- |
‘;ﬁmm ] =[z:x] [r:x] W&?MWEM&E BeL F

goient linésirement disjoints gur K . | ' /

Comme E{EU F)=B(F) est algdbrique szaz‘ E ’@'éﬁ B aigébriqzw sur &
K(BUFR) eat l&lgébfiqm sur & (%2,?@3@.7) s gl 3‘?’0 (resp. ?ﬁ}éa‘% is
quesi-femeture algébrique de K dans B (resp. B), K(B,UF,) “v'-{g"g“.
é—aé slgdbrigue et séparable sur K ( - 4,prop.9) ; d'autrs per -
ia preop.2, tout té}_éﬁ.@ﬁ% dse EK(BUF) %‘{; porenent iﬂ&é@&faﬁi@ enr
%{E@‘ )z? {B), et tout élément ds F é{i%} est pammému ins éséga’z}ia sur

(E ;zﬁ(ﬁ JF ) , donc tout élé.ai@ﬁ.‘t de E(BUF) est purement fzwem@
rame sur K(E UF, ). De 1& se &édmia sussitét le reste dun corollaire,
tenant compte da la formule (1) du 'a» 2 ot de la prop.2

La relation [B(F) E] 5 5 {? K] peut @mors ge déduirs ﬁimc‘i’,@m@m‘
ée ls définition du symbole {E:Kj . ( %gﬁéf.é) et de la remarque
immédiate suivante : tout isomorrbisme de E(P) Telatif & B domme,

sar restriction & F , un isomorphiswe de F relatif & K .

2. Corps glgé’ﬁriqmem@wé disjolnts.

R

Proposition %.- Soient B et F deux extensions de K . 8'il sxiste une

bass de traonscendance B de B gur K gul est plgdbriguement 1ibre sur F

¥ > -y w5 q o, % ¢ - £ % %8 b 2O ,-‘f'i S Sy e
tonte partie de B (resp? F) alsdbriguement libre sur K esi aipgebrigue-
Rl TR e e 5 X
5 Y X 23 { = e = e - o e
ment, 1ibre sur F (resp. B}, et BENF ecst une extension a.gcbrigne
: g : : |
s PO 2 3 ‘
|
Po g B e At B amrs o ta 8 e 72 % P 7 )
in effet, s0iv B uue pereie Ue £ LiB¥8 BUY & @
B sat aledbriquement libre sur B , et a fortiori sur KH) A
e
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on e BNM=Q , ot K est algéﬁriquement 1ibre sur K(B) (% 2,prop.10).
Comme E est extemsion algdbrique de K(B) , ¥ a5t aussi elgdbriquement

librevsur B ( 2, cor. de la prop.i0). 81 on prand en particulier
pour ¥ une base de transcandance ds F sur K , on voit on permutant les

roles de E et F gue tounte part;e de E , slgébrigquement libre sur K ,
est sussl algdbriquement 1ibre sur F . Enfin, =i un &lément de ENF
était transcendent sur X , il formerait aﬁé_éa&%ie de E algdbrigusment
liﬁra sur K , mais non sur ? .

Lorsque les extensions E et F ds X sgtigzam“ sux conditioms de ia

% 2 Xy . 3T S & % B8 T v oy g o e, - 2R SR PR 7
prop.%, on 4it qu'slles zont glpgébrijuenent disiointes =nr K .

= g TR R AR A e S '

g 3 5T 4 0 o 3 = 3 3 o £ 3 RO & B ;
COROLLATIRE 1.- 81 & ot F sont algebricuemsnt disiointe sur & | les

2 o T A s wele e o 2 : 2 R 2, 2 o ke
Teorneiures slgbbricuee E gL F ds E st P gout sizdbrig uement Giziointes
sur K .

Bl

En effet, une bess de transcendancs B de B sur K o3t sussl bass C8

R
falt
&
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trenscendance de B sur K

elle 1'est aussi sur ¥ (§2, cor. ds la prop. fﬁi,

?3«'
¥
0
i
§
)
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COROLLAIRE 2.- 8i la dimeusion algébrigue

"éimﬁziﬁ) dim F pour gue E et %,gggéat algbbricuement disjoints sur

K, i1 faut of il s&ffi%;gug dim E( }némﬁg ;
En effaﬁ,‘aae bass de uranacen%ane@ G de F suz_ﬁ ast telile gue
E{F):E(S}{E) goit =lgdbrigue sur E{§},&§ui5§§8 ﬁ@&t élsment de F %ﬁﬁ
glgéﬁriqge aaé yﬁiﬁ}g st a fortiori sur E(G) ; donc ¢ contient uns
bags de irasnscendance de B(F) sur B, @% DouT g |

Z BN & a ) 3 - 254 2 A
sriguement éx@ﬁgi‘@@ﬁ‘zé faut et ii-ﬁuffl@ Qus

=

e

tranncendsnce ds B(P) sur § .

a1 v = ; R s 3 =z "t'; % = "3 ]
COROLLAIRE 3.- 81 los dinensione algdbriguss ds B gt F
LS & o e ,
s ‘iﬁ &:ﬁgg ﬁﬁ %
(2) im R(BUF) £ éin B + 4in F
A5 BUF; < din B + ¢in B
R > i g
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Pour que E et F solent algébriauam‘éni c”z;é_join‘cm K, il faul el
il suffit gue dimxg(ELjF)uﬁimKE+dﬁmg? , ,

C'est une conséquence immédiate du cor.t ci-dessus, et de la fommule
(2)da 52 " | |
~«  Proposition 4.- SiEBetF sont algébx guemany disjointes sur K , 8t
E , E(P) est _sépersble sur E . |
Il suffit do monirer que, pour touwte partie finfe M de F , B(H) est

¥

Bl F est gépw&ue sur K

J%m‘fa‘m.@ sur B ; comne B(H)=B(L) , o L=KE(B) , on wvoit guict peut

Z;,. ne pas &ire aépara‘ble sur B met&e lorague F est» séparabl Bu.T X .
Par exenple, soit x un élément tranacendant sur K , & un 61 émen
purement inséparable sur K , appars,azzaat pas & K ; alors xte
est tranacsn&ant sur K , doge B=K(x) et,?-—-x(x—%a} sont des

extensions tz'@ngeendantes pm*@s de K , et par sulie e;énaxw ples

sur E . Haig B(F) contient s=(xta}-z , qui est purement inaépe-
rable sur B , et n'eppertient pes 4 E , puisgus Kig) niest neg

K

= £2

B e ; = e L7 . it
P pont edparebles sur K et algsbricuenent

; L LY s & 3 3
E(EUP) sat sépersble sur E . , : {
& easloy AL ; E

p ey 4 s L e
1) @BT Separaoie sul B ;s ©% 3




Lo

7 aawait une racine x dans ¥ ; 5 comae oz a u + g e

e _4:;3’.‘"1;132\

P

-‘??m

Proposition §.- s::ient Bet 7 deux exbensiang de ¥ g;gg‘briguement

isjginﬁg pur K ; gi E gst une extens! n8cencs 5
..__.-;.. ns.e.__l.a.tg__.emt .mmwxm F, WJ 2@..."

_ lgebrigy B dans B(F). L
Toute base de transcandanoe de B sur E est sussi une bass de trans-

cendance de Z(L)vaur L . puiaque L est algébﬁq&e sur K ; dome ?(L}

et P sbnt algeébriguenent ﬁia’.‘!oints' sar L , ot on pe’ut ge bormer &

considérer le cas ot IHK 5 e'eat-ﬁ-é_im ot K est algébr&%uemem fermé

deang F . On a alora BsK(B) , 04 B est algé&ziquemmt lﬂzre sur £,

dtot E(?)=F(B) ; si un élément x ée P(B) est ~algdbrique per rapport

2 K(B) , 11 existe dee parties finies B?,Ez de B tolles que =
_appartienne & P{(B,) et s0it 2lgdbrigus par rapport 2 E(Bs) ; iX

suffit donc de démontrer la propoeifion lorsgue B est fini. De=ns ce .

cas, procédant par' récurrence gur l'a nombre df élémsntsf da B , on s&

'mméne auasit6t au cas ol B se réduit & m; seul élément ; auﬁrafmaﬁt

dit on doit démontrer gue, si E est aigé‘briqusmsm formé dans ?

ie corpa K(X) dea fractions ratiomelles s I & eaefﬁcisnta dang
K , est algébrzquwent ferné dane FiX).

 Hous utiliaarm pour cala 3.0 lm auivant

'-LGW - _& he K(l} seoiele

| nR 4 £, h”“"‘-x-. AL =0
o les les f sont des polyn nop Kiﬂ $n & nex{x}
Ezz effet, pami toutes les expreeaﬁ.am de h comme quotient de deux

polysomes, soit ufv une expression ok le ééaami,.amur & l@ plus "a@%*
@&g"‘é passible : mommm que VEE . Ezz effeﬁs, ds.ms le cas contraize
oB ’k ¥ 0 ‘
oz a sussi (u( }3-»0 . donc n(x ¥=0 ; mals alors u et ¥ aam '

‘iﬁwibles par le golynome mmimal P d@ x paﬁ* r@mrﬁ: & £, 06tona

n={ mj o) j{v/ @) ; contrairement & l*ﬁ%ctﬁéa@ f‘aﬁ%@ sur v .

S TR R R .




e

Ce lemme é%ant démentre, sozz W un élément de ?(x) algébrzqu@ g0y
‘K(x) on a donc une relstion de la forme
o +, ngnn’k =0
ot les 2, & x(x) - poams ukstkls , t& lse fk et g a.ppartwmsa‘b & KEK}
en pcsant h—gu , OB &8 h?+ 3 fkgk 1h§ =0 . Gomme los fkgk 2 apper-
tiepnent & Kix] done & Ff&} le lemme prouve gue h C.ngg ‘
Ssit donc ‘b= % 3X3f , avec ajc,? (Q j¢m}. Fout enéomzpmsmr“

de ¥ rolatif 2 K ee prolemgﬁ d'une senle menidre en tn endomorphisis

de F(Z) relatif & K(X) , laisaa&t invariant I {chgg.i? : 8 :vgzeg; o

< : S 2 L5 ,.;J. i e
gue nous noLerons 6ncore ¢ . “@uﬁ ur el endomo zﬁzﬁ%m@, o(h) est conju-
3 ; 147 < ;
o = % ) & 2 o Fom 2 25 A X o 625 '}“""; %, -.,;z‘
gué de b par rapport & K(X) ; Gomc, scoume ollhj= 2, ol8.J8° , ieg
5 i =
- : g s = s - S Y 2% R o g ¢
{e.} ne peuvent prendrs gufus noubre fini de valsurs pour ious les
o : i :
= . S = ; S om o S P S
endomorphismes ¢ ds P f@@@ﬁiﬁg 4 & ; cela entrains (¢ 4,871} qus
: i : 3 L0 B, )

i zdbrigue sur B , donc ap
Ls proposition @ﬁ* ainsi démontrée.

Loregu'on ne ga@g@&@,@&ﬁ gue B est une extensien tvaﬁsﬁ %ﬁaﬁ%@'ﬁaz@

G K , ls prap 5 n'est plus exacte er géﬁéra 8E8TC. %Y. ¥eois on

la yrepeavtioﬂ guivante :

Proposition 6, §cie& E.at P deux ez t@nslgms de X algébriauemena

diglointes sur K ; g;_h @ﬁtwlawguasi f@f&ﬁtara algzébrigue de K Gens ¥

B{L) esﬁwla_;uaeiofermeuura algébrigue de B dape E{?}

Gomme B(L) at F soni &&gé@?i@&@ﬂ@ﬁ% disjoints sur &-3 on peub se

Y

BOTNeT au cas ofh 1=K . *@gué&eﬁir@ o2 K sst mlgéﬁfza“@m@ﬁi quas

dans F . Soit B une base de transcendence de E sur E

zlgébrique de K dens ¥ ; H est dons purement inséper

1z prop.5, B(B) sst la formeture algdbricue de K{(Bj

=21 v polymome £ & ses cosificients purement inséparebies sur E , i1




de ces coefficients appamiezm & K , et par .w.it@ f@ & 868 mef‘f‘iﬁmma
dans K ; donc H(B) est purement inséparable sur K(E) . Cela étant, '

80it Z un slément de B(F) algéﬁriqéé. sérE donc sur K(Bj ; il existe

un nombre fini d'éléme:ats “5. {1 2.4 n) de B mm gus X appartienne

& liextemsion algebmque I;"{B)(ua,f ,ng,. .,mﬁ) de F(B). Sei% T un entier
tel gue les u%f solent tous sé@ambwg sur ¥(B) ; y»ﬁi’ appartient done

ot e
4 1'extension a}.gébmqu@ séparable B=F(B) (u 3...,3 ) de F(B).

Se:’s“" (v j < 3qq B0 base de ¥ par z'&zagaz;-ﬁ, ¥(B) . formée de
. ﬂ\ b : o :
mon z;'sa par rapport aux aﬁf’. , done ¢'élémentas de B . On peubt bGorirs
% et ?
‘\‘w o \T"’l - 3‘ [ \3 " o ; R s e PR S ST =l ‘% Bl et 4y
¥ = 2. by, , ob les “:;% . e P(B; ; cormag H gat séparable sur F3) , ii
424 L o= g
& e
sxiste g %&&@ﬁ@?gﬁi@%@% o5 (1€44¢c) do 0L reliatiis & ¥(B), tals
aue  detlo.(v:))#0 (34,2%) ; coms on gd o,(7)= 2, b {v.) poer
s (3] E A s e £
2 .

4<4€g , on voit gue les b, ﬁ*eﬁ. riment raticnnelilenent en fonction
R 3 ‘? 5 .

(3

des ¢.(y) et des o0,{v.] ; mais comme ¥ st les v. sont algdbriques
i pUb B R ; : ! ‘?’

sur E(B) , et que 1ss o; sont des endomorphismes de S} ¥elatifs &
K(B) , les o5,(y) et c'i(v ) sont algibrigues sur K{(R) , et il en est

de méme des b . Conmes les b, &ppar‘tiemant a4 P(B) , ils sont,

=

at @z‘é& ce qa”ozz a o plus h@us;, purenent iﬁgé%sa‘a}.@@ sur K(B) ;
g

done il existe un sntmz ] 2;«9 tel gas 3% b% ‘appartiennsnt é@ K‘%ﬁ}

=
on en dédult gue ?‘f = Z ‘%::}*‘ ‘? erpaz “’&:i@za% a% B, ﬁﬁimﬁ“&? les *%':5;2% ;
v’é’ ?.

, c‘imc x aa"c purement inséparable sur E , ¢ qmi achdve la &éﬁ@zmraﬁzim

&k

e

' e’.ﬁ OROLLAIRE. - Soient & st F deux extonsions de K

RS NVTTNTD

glsdbriouement 0ig-

2 e = = = % 12 el & & s S
jointee sur K . 81 L {ﬁ‘f&& . B est la guesi- fz;»* rrneture zigdbricne ds
S g S e - b | S
O = AR s e % o iy RN, : Saeis AR e e
K dans B f{(reep. P}, K(LUHM) esl la gusel-fer neture 2igt bg,éw,f% de §

P P P
LR vf? ntes gur K @,
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Remargue.- Les prop. 5 et 6 na sont plus exéctes lorsquion ne

suppose plns gue E et F soient algéhriquemsnt diaioiﬂts ; par

exemple, 8i x est tranacandant sur K,a algdbrigue et sépar&b*e

sur K et aéx , ot 81 on prend BE=K(x) , P=K(xts), K est

élgébriqaemsnt fermé deus B et F (cf.cor.de la prop.8) meie

_p'est pas algdbriquement quaesi-fermé dans K(B ¥) pulsgue

ecK(EUF). - G
3. Critéres de dis ,cneﬁloaml

86 rat tacher

'a cells a*axﬁexaiam iin e&¢r@m@nt &i&”@lﬁi@@ : en effet i B et € sont

des bases de transcendance sur ¥ de denx extsnsione B ¥ d2 X respecti-
: 5 -3 ? b 3 2

Sale

vement, dire gue BUC est algdbriguemen &iav@ sur ﬁ signifie, comme

on 1o voit aussitbt, que les slgébres X|B| et K|c) sur ¥ sont

mem@npmd¢sﬁaaztes gur E ; 1a vzop.1 monire gulil ravi@ﬁs au tne
de @irs-que,les extensicns trauaeeadaﬂtes pures K(B) et K(ﬁ; sont '
linéairenment disjointes sur K . '

11 st donc clair que si B et ¥ sont 1inaairemegt disjaintes sur K .
elles sont aussi alg%briqusmsnt disjcintes ; malis la réczpfc ne nlest
pes vrais, comme le montre le ces of B et F sont kdentigues a nne mBme
@XteasieL alg@&riqu@ de K . ’ \

B*&airg part, si B et P sgm@ 1iméazfam@nt éisjasntes, 13 prop.1 .
nontre que 1e @yeﬁnét tensoriel B @F {zeletif & E) est un gnneae

d’intéorité (dont le coxps des gu@%i@ﬂ%a et igemor@h@ & -ﬁ{ﬁ UP

’

neis Lei encors, cette sondition aé@a@saiﬁ@ n'est pas afﬁ*% mte pouy

sendante pure E(x)

@mols B OF est un ep
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transcendant sur K{xz) , K(x) et K(;g} sont lméaimmem dis&mmm
et le prodait tensoriel de ces deux corps est isomorphe 4 E@ F
En général, on a le critére sulvent :

Proposition 7.- kour qus deux extegg_ion E,P de K soient iméaimm@m

disjointes sur K , il fant et 11 suffit gue le produit t@zmem@’i E®F
dfiﬁé-z‘i’béa et Q ne ﬁ et F a@i@ﬁt

slodbriguement dis éafmt% 8o K . Le corps composé E(BUF) sst slozs

(rmmif a4 K) soitb D enpesy

isomeTphie 2u GOTD ﬁm%mw%j;ng@ B@F

Bous venons 26 voir g gue les conditions sont nécesaaires.  Brouvens
zgu?@}zé@ gont suifisantes. OUn sait a;ﬁmp.‘%} gue, 81 G ezt ls plus
petlt sous-annean Ue §l contenant BUF , 11 existe mne repréaenta-
tion ¢ de lisnneau H=E ®F sur C , te}.f‘aé gue oix & yl=xy ; i1 nous
suffire de montrer que ¢ est un isomerp hisme. e

Soit A (resp. B) ume base de @ama@ame@ de B (resp. F} pur K
conze B ot F sont algdbriquement disjoints, E(4) et K(B) sont 1lindai-
rement @iageiw’a sur X , et par suite, l’a@?lieaﬁiew @ , restreinte
20 sous-anNeau B=K(4) @ K{B) de k& , set un i aamc;g’__pmme de B &ans c .
Soit P le corps dss gquotients ds 8 , Qc:? .’se corps des quotients de
R: P eat une ext@nsmﬂ azge’ﬁxrique ds Q; en ef’fat tout Slément de

E'=E & 34 } est algdbrigue sur K(.&; & i%} dono a fortiori sur 4 ;
t

ée méme tout &lément de ?hz‘f} & F est alzdbrigue sur § ; conms

&5 M RS
L dlun

tout @idm@zfz% de E est somms de produiis d*m éiément ds B! e
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Hais ¢ , restreinte & N est un isomoxphisme, dome v, =0 , et £(X) est

_ @ivisible pa#x comme il @st minimal, i1 est i@ﬁﬁti&ﬁ@ &%, 58 gui
prouve que z=0 , et aehéve la dé&onatratxea.
COROLIAIRE.- Solent B at P deux extemsions ﬁa E ingair&man% éi giointe

- Bur K ‘o et T deuz 8n domoi

,,- de §) zelatife d K ;

\éisgointea sur K , et i1 axiste un anﬁcmogghism& o de 5@, relatif &

'{ﬁimcoinﬂide_ayac g gur B et aves zf gur F .
En effet, of(B) ® T (F) est iaamarsga & B @ F , dono ag%_mﬁ

anneau d'intégrité ; la prop.7 7 prouve slors @a@ 6{§§ st TI(F) sount

Soit B uaé'parti@ de B algébfiau@y@nt 1ibre sur K et telle g&@.
E=E(B) ; B est le corps des guotients de. KEB} , ot é*apwés la prop.1
41 sufPit de montrer que‘E'at,K[B]'ﬁcnt linésirement disjointes sur
Or B est slgébriguement libre sur F ; cela signifie que les monbmes
peér rapport aux 6léments de B sont linéairement indépendants sur F ;
conme cees monémes forment une base Ce K[B} sur K ;, K&B}_ét ¥ sont

linéairement disjointes sur K .

COROLLAIRE.- 8i E est uze extepeior transcendante pure de K , tout

$lément de B n'appartensnt pes & K est travscendeat eur X .

s 3

si ofB} et

3

»

Ea offet, E est linéalrement disjcint de t@@is extension sigdbrique

de K &?@pWés la prop.B , donc son ir ﬁ@?ﬁ@@*i@ﬁ avsc une teils ezien-

@i@@ e réduit & K .
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Proposition Y.- Soient E et F deux oxtensiocns ds K , algdbrigucment

digjointes sur K . 81 B est séparable sur K , ot si K est slgbbrigue-
ment guasi-fermé dans F , B et F sont lindairement disjointes sur X .
Soit A une partie de B linééixement libre sni K, atvsupyﬁscms
gulelle ne soit pas linéairament libre sur . 11 ex;gta‘daﬁc 2u moins
une relation limésire primordisle (chap.IL, § 5,n%) aé% W%, =0 enire
des éléments distincts s de & , les coefficients %i‘;@§%fi$ﬁaﬁﬁvé 7,
sucun ds ces cgeffieiaﬁta;ﬁ?étant nul ; GﬁAyﬁéﬁ SULPOSGT &1 ouvrse 4B

%ﬂmf . Comme 1@@'%§ n'appartiennent pas touz 4 K , le corps
i1} 2 ’ o

is BOUS-COTDE %zﬁixﬁ,ﬂgi..ggEE de %-;'12 88t gégara%i@ %mr E; enit

B une bass de transcendsnce géparanie de ¥ sur K , formée d'un certaln
nonbre des X, (384,prop.22) ; B est algdbriguement 1ibre par rapport |
é& ¥ d'aprés l'hypothése ; a fortiori, ells est algébriguensnt libre
sur L , done (§f4,pzop.24}vla Qérivatiem B de L peut se prolonger en
une dérivation de L{B}a gue nous ncterons encore D tells quéjﬁgmﬁ

pour tout 7B . B st une extemsicn algébrique séparsbles de (B}
i

'}

done & fortior

e L(B} : D peut donc emcore se proleonger en une




i3 y -ia
MO E2 Y

=4
La proposition est donc démontrée._,

lses Bwi ne sont p&ﬁ tous nala, mals DE =0 , ge gui contredit 1 ‘hypothise
gue la relation ‘2: %imi“ﬁ est primordiale (chap 11, §,pysn 2).

Théoréme 1.- Soient B et F deux extsnaibaa'de‘x s dont l'ure au moins

est séparable sur K . Four gue 5 st ?‘§22223,l&ﬁéﬁ&Eﬁ%ﬁﬁi_Qééigiaﬁéﬁ
sar K , ;;_;ggg_gg_;;_gggzgg_gg;ggggs ient algdbriguement disiointe

alggbrzguas x.sn’s ot KNP gde
jsimteg gar K .

Les @@mé%ti&n@ de 1'énoncé sont évidemment néo cagsalies ;

gur X , ot gue les guesi-fermetureés

gg Eet F ﬁ@i@n*wliméai;@m@n#%éa

Py
&
;r’/ m.% aiéz%:}}
: ,/ ; R\*\ {’
“2 ljﬁ‘ﬁ @
: <
o/ ‘ -
S / 4
N 2
‘é" 2 ; g ' = o . ih
: sont linézirement disjoinis sur K {chep.T11,% 2,p700.5).
: or, comme BE(¥) est une extension azgébrﬁﬁu@ de B, B(n)
fig. 1

et F sont &lgébriqnemen@ diegoints sur ¥ ; ¥ est algébri-
~qaemantvgaaai—farmé dane F par définition ; enfin, B(H)

est uvne extension aéparable de B ; puia@us toutvélémsgt de ¥ est aslgée-

briguas et aéparable sur K , et a fozrtiori sur B ;

é@ﬁ@'(é ,prop.9) E(M) est une extension séparable de K ; comme ¥ est

®
Gl

g
&
w&
2

ue sur K , B(H) st auagi une extensiocn aé@afab&e de M

-

éélézywv' 45). La prop.g montre domc gue F ot E(M) soat linéalreme

<)
kS




sur K

or, L(K) est algébrique sur L , donc algébriqusmeau digjointe de B

sur L ; L(¥) est sépareble sur L puisque ¥ est algdbrigue st séparsble’

wWwes

erfin, L est elgébriguemert suasi-fermé denec B per définition.

La rrop.9 s'applique de novvesu, ot nentre gue B ot L(¥) sont linéai-

rement digjointe sur L . ~ - €.G.F.D.
—— Lee c@ﬂditisas de 1l'énomncé 1& sems plua sufficantos lormguion
a4 ne supnese plus gue l'npe gz moins des extenaicng E,?.@g%

séparable sur X (exerc. 4).

Té’
& g ‘
Proposition 10.- Soient B et P deux sxtensions de K , alpdbriguement

,g;gﬁﬁiﬁt@%raw% E , st dopt l'une gu iolns est géga?&%l@ gur £ . Bi

e Bt
L (zesp. ¥) est ls fermeture aﬁgemr&w@ﬁ de X dans E {(resp. ¥}, FiL}
{resp. E{H)) sst lg fermeturs azg%sf*g e ¥ (resp. E} dans B(F)=F(3).

Zupposces par sxseple que B so0it aema?a%¢% gur & ., Alor
séparable sur F (prop.4) ; comme F(i) est algdbrigue sur F , F{2) sgt

séparable sur F(L) { 4,prop.415). Or, comme B est Séyﬁf@b&% sur L _

(8 4,prop.15}), L est la.quasz -fermeture algdbrique de K dens B , done

{prop.6) F(L} est le quasi-fermeturs slgdbrique de F dans F(B] ;

puisque F(E) est séparable sur F(L; . ?(L) est aassi la fermeture
algdbrique de F dans F(E) b

Qﬁk 8oit ma;ateaaat B ¥ lg guasi-fermeture algé@riqaa de K

dans P (£fig.2) ; B étent algdbrique ot séparable sur K ,

B{HB) est algdbrigue et vép&xabl@ sur B ,'deae sur K

. o)
- (§ 4,570p.9), et par suite sur ¥ (§ 4,0r0p.15) ; comme

- ' B(H) ot F sont algbricuement disjoints sur B ., 8t que B
"% / ‘ : X | e o 7
\ - est slgébrigueseat guasi-fermé dans F , F et B(¥]} sont
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Boit aslors x un élément de E(F) élgévfbrigue gar B ; il agt pmr@m@ﬁ%
vinséparable sur B(H) , donc i1 existe m"entier r3 0 tel gue
xP" ¢ E(N). Soit (b‘w) ane base de E(E) sur B ; X peut s'éerire dluze
maniére seus ig forme X = zé-b a{k #, ; ob les “5,05 ¥ oz & done
Z, ap ?ap € B{(8). oOr, les bﬁ Vsen’t linéeirenent n&épazs@.mta par rapport
g E , p&i&qm B(E) est séparable sur E ; comme E(H) et F sont linésize-
ment disjoints suzr E , vne combinelecn linbaire des aﬁf & coofficients
dans F pe peut eppertesir & E(B} que si ces coefficients spparilennent
"3 B ; on 2 dope @ﬁfé E , dome a, el pour tout indice g , ce gul
prouve gue =xeB(M).

COROLIAIRE.- Le corns E{LU¥) , conposé de L et B ,

mﬁ»m

algdbricue de X dene E(BUF).

Bn effet, sl x< B(F) est algébrique sur E , 11 est aigdbrigue sur & ,
donc spperticut & B(M) : commwe B et E sont zlgdbrig a@%w disjcinte
. gur K el que E est séparable sur K , = , qui est algéfarwm sur K .,

et & fortiori sur B , &ppa%‘bi@m: a4 B(L)=K{LUM) d'aprés ia pEoD. 40,

-

EBztensions régulidres.

\Béﬁni:tion 1.- On é.:w gu'une extension E de K eatré eiidére sur K

(ou est une ax»engi@n régulidre de X) si B et la fermeture alpébrigue
K de X dens O , ig,i__ai...xa,,‘;%:mas sur K - ’ |

I1 est clair gqus si E est une extension rég@;liézé de K , tonte
extension F de X contenue dans E est régulidre sur K . m‘é’@rl,%rgw;;

gl & est un systéme de générateurs de 2 sur £ . ot 21 pour toute
& s , !

e

" e 1 & “!“-.—"",."'(7 o &8 i oAb . i 5 o 4 %2 . 5
partie finie ¥ de § , E(H) oat uvpe sxiension zéguliére de




-
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Proposition 11.- Pour gu'une extension B de K solt régulidre sur X .

il faut st il sufflt gue B s@it ségma%m gur & et aa@ K goit algdbri-

guement fermé dans E

Bn effet, i B et X sout linéairement disjolnts sur K , il en est de
. - GO . ,
rdme a Portiori de E et KP ; Gone (é@,pmpu&},-g est eépmrable sur

E : en outre EN ¥=K ., donec K est algdbriguement ferwd dang B . B«
3 . 3 > :

roguement, si ces deux comditions seul vérifides, E et ¥ sont algdbri-

guement disjointes sur ¥ ; comme la guesi-fezmeture elglbrigus ds K

dans B est X (puisque E est sépaz abm elle est linéairvement disjoints

sur K de la %%;&&aiwf@ agture alg ﬁ’bz*afgw:: de K dans K ; done B et
linéalirement 43 ;;miz uts en vertu du th.% .

Eaaﬁ“gﬁi on 12.- 8L % gl une extensivm rbouliére dg X , ek F
o ) e S avs e Kivon 3 5 S z
ex jom réguliére do E ; F g% uwre exiepsion réguliers de X .

Bn effet, F est sépareble sur K (§ @;gmég.%;e% comms € o

E est aig sbriguement fermé dems ¥ .

Fropositicn 13.- Bolent E e F dsux «:%z%;aﬁg cns de £ , alzdbriqusment
g;ggg;ﬁﬁas sur X .

-

e) 81 F eot répuliére sur X , B a{' F gont ] méaﬁ.x@mem dis *;awﬂ: gur K

et E(F) est résgulidre sur B .

e =3

b) Ipversement, si E(F) est résulidre sur B , gt sl B st ¥ sont

linésirement disjointes sur K ,

 ©) Bi B et P sont réoulidres sur K , E{BUF) est _zépuliére sur X .

2) 51 P est régulidre sur X , les guasi-fermetures algdbriques de &
E
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b) 8i E(?) est régullére sur E , B(I) st E.aémt'liaééixam@m%»digjaiﬁ%@
sur B ; 8i en outre B et ¥ soﬁt 1ipénirement di&jei&t& SUT K ET@% ¥
gont linésirement diﬁjoiaﬁs sur K (chap.IiI, 52 épra@;&),ve%v& fortiori
F ot E sont linéairement disjoinpte sur K . .
¢) 81 B et F sont réguliéfeﬁ sur E , E{E? 05% ?ég&lﬁ@x@ sur & , i&@a}

aprds le prop. 12 , E(P) est réguliirs sur X
\ ﬁxgga@aeg,» 1} Boisnt E et F deui extensioms ds X ,

2) 51 B es t'@ﬁ@ p-bass Ge B gur , © wne p-bass de F sur i

suzr §
.
b) 8i 8 et F sout iipéalirement disjolnis éar'ﬁ , Doz HRS
Baﬁﬁ set ana-pc%@ﬁ@'ﬁg ~K{EL)§§,&@E E .
2} Boient Ez?%{ﬁ}', F=R{T+i) teux sxbensions transcendanies
pur@g du corps des nombres réelﬁ R . Hon 7 er gue B et P pe scnt

n&s &lgébr&@aamena d4isjoints sur R , mais que ENF= R
guiune relation telle que p(X+i)e(X)=g(Ztl)z(X), ob ?j ,_
sont deux freciions rationnelles i -réﬁaaﬁigz@a & sgg?f

| : _ . - e
ezt impozsible, en décompeosant les deoux m@mbr@r dens L |

3) Boit P up corps de eax&aiﬁy wtime p > 0 , K=P(X,¥)
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4) Soit P un corps de caractéris sique >0 , x=9(z 1,3, ) wn corps

. de fractions rationnelles & quatre 1ndétem1néas gur © Soient

U,,Y, ,02,72 quatre indSterminées sur E ; on coneiddre les corps
B=K(U, ,v,,(mpﬁv")’/ P,(zup-mp}””; ot F=K(U,,¥ 2,(zup+zv“" yWe |
(m"—i-w"' )"/ ). Hontrer que B et F sont algibriquement d.isjo:x‘.zzus -

~ sur K 5 que x est algébriqucmem femé dans B et dang F , mais que
E et F ne sont pas linéairsment ﬁ:’s;}oints sur K .

» 5) goient E et ¥ deux extensions de K , L ax @:aus-mrpa e E
‘contenant X . szr gue B ot P soient &gé’sriqumnt dis,,;omma saz
K, il faut et 51 mff‘it que I ot F soient algibriquement disjointes

sur K , et que B ot L(F) soisnt aigéizziqwmant disjointes sur L

ﬁ)
&

- 6) Scient B et P deuz extensions de ¥ eigdbriguenent 6.2.8,59
sur K ; soit L (résﬁ. %3 ia quaai&ematare alg%ﬁ,qm de K dans B
(resp. F). Boit olresp. ¥ ) un isemorphisme ds B (raag. P) relatif
| 4 K sur un sous-csrps B! {resp. }?“} do SZ , tels que B et ¥
soien"s algébriquemen‘t disjoinis gar £ . B'il existe un isomorphigns
® ée K(L U ¥) sur E(g(L) U W(E}), gui coincide avec ¢ sur L et
avac 7 sur M mozztrer qn* 1l existe un iaamarphigme de K{(B U ?3

- sur EK(B'UPF') prolengeant 9, ea;maiéwt avec ¢ sur B st svee ¢
sur F . (8e ramener au cas particulier ok o o0 vtilisent la
prop. 9 . me;mzer alors par pmlwgefmn‘t 1'gneenble g des
isem@zﬁhismes "g/ définis sur L E{”} , 002 O ﬂs't an 80VE-
corps verisble de F , gui c@{mié%m‘: avec ¢ sur B @’r ayec o ;}EJ‘

Bn utilisant 1@ th. de Zorn. ss ramener BuUX trols cas suivante: I

a) F est vpe extension transcenden "5@ ginple a&,g 5 Eé‘mi%:ié&‘} :

of § est algdbrique et séparable sur K ; c) F=K(8) , ot " €K ,

. paas les deux premiers cas, on utilisers le th.1 3
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7) Soit B ume ex ﬁ@ﬁ@?@ﬂ non sépareblie de K . Monirsr gulll exigis
% g
7/

Pini, contenus daus K
fedids g

‘a’m
oy

anelgxt@ﬁsisn Fde E , do degré
que l?int@r&ect%@a de Kﬁf@ et ds K{%L}F} 20it distincte de F

{coaﬁlaér@r dan@ &%{9 vne famille de » &1 émam& p-indépendants

sur K , p-@épendante sur B , et telle que m«% éag élém@@%
femille solent p-indépendants mar B).

ety ] & = " e, 2 e e B o T o w3 p% L e
lindsirement digjolintes sur £ . Donnsr Bo

- § 6. Bxtensions normalss.

1. Eztensicus &@fﬂaaag, ﬁﬁta ione galolipicpues. :

Proposition 1.- 81 E est uns ezisepsics =gt ”fica@ de & , tous

s

phisme de B relabif & K est un suiomgrpbisms de E .
En sffet, soit ¢ un endomorphisme ds B relatif & X ; montrons gue
ﬁ{&}éE . Pour tsuﬁ_ﬂz&gg s a@lt E_ 1'ansenble dss conjugués de X
{par rappo?t & k) qul appartiemment & B ; ¥ est un eus sombie £ind Qémr
tout €k | et B est ia réunion des By loreque ¥ yarag@f% E . Or, pour
tout yefF , u(y) est conjugué de 3 , donc de 2 , et sppariient 3B

&

- = 5 < s B 2
par hypoibéss ; on & 408G u{?E}g:;? ', 8t comme u est bDiwnivogune,

2
w{? )=F_, pulsgue ¥ _oest finl ; d'ct la proposition.
P % & 2 & i

o T T G % % = 3 S e 2 o — 3 LY s 4 o
COROLLATHE 4.- Pour oue touh lscmerphisms de Be §) ze.atif & B




ia fermeture aigégrin'ﬁ@ ¥ de E eiamsn ‘"2, @ﬁ‘b zm@ ﬁx%gnmaﬁ DO eie de B

N §

-

H
po

&
;\
S
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COROLLAIRE 2. - gur gue 'bont 3@@3 gggg B Q, mla’cm & %

,<._;,;f3‘§s décbmgeaa’@@mgg
En @ff@t ecette condi'bion eat &uvalaute ﬁ celle du cor.1 . '
3-Q£___QQ£B§ Ee “g_“wcrm&&@ gug X

péflnitien : 3 X
f alie 28t alge ;ng,_“ éiy?'f
Cette définition est indépendante éu coros o gébrxauamﬁaz formé 4

‘dens lequel B sst plongd. Hais le aa 2 66'?a prop.1 montre qus, pour

gulune oxtension alpgdbricue HS) de E seit nowmale sur & , i1 faut
et il suffit que tout isomorphisms do E relatzf & E @eit g@tﬁmﬁ TONLENG

gur K si @lie eas aexma?@ et 3ég ) e sur K .

1. est elaiz que K eat Bne exteasien.galezeieane de 1&iqm§m® ’

4, p2op.10).
.

o
[V

(&)

g

est une @ﬁt@ﬁﬁiﬁn aormale ﬁ@ 3 . & une sxi %ﬁﬁiﬁﬁ dg K conte

o

nue dene § , boub isonorphisne de M “@?ai&f & E et & fortiori mn

&

uorphisme de ﬁ f@ia,Lf & £ , dong E 38t &ﬁ@ exten nelon pormeie do E .

SRS s £ G a sl i T T
Un nolers pez coblre qus 81 B %%t wne ﬁzucﬁw;@ﬁ normele de &

----- T &
T J."f @tsx;&g LD

OD Bipen

iy e
. algébriguement
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e
e
o
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deng ()' prolonzesnt 9, » on.8 o(H)= Y (8#) ; %g.gngg Bt=p(E)= y (¥)
egt une extension posmale de X' ; gk bisme o
relatif &8 E et un automemhisme o' de Bf relatif 4 K , tels gue

’Y = ol = 0’0? .

1a ﬁéf 1 montre que @(B) et Y (n } sont des extensions nomales de
Kt ; cemme _ 'fo@, = est un ismrp&isxm de @(E) sur ¥ (H) , relatif
4K ,ona off)= ﬁf{ﬁ) ; enfin, il est cleir Qae @'%oﬂg' est wn
automemmsme ds B . | . ‘ ' |
ngesitzozz 3.- Boit (§ } une famill@ dlextens stm@% dtun
corps K , contenues dans TL : llintersection 1 H_ et le COZDE

g7

E{ U ﬁt) engendré par 1ls réunion des B, sont g @:&5@'&&1&29 zemam@a

de X .

, E“ effetl, goit £ m @nﬁ@&@ﬁﬁisﬁ:@ €h%.§,@ nous &
| on a f"ﬁ )< B, _pour toub ¢ , done st E= 8 B
pour 'Zza&ﬁ » , 8'0h f{&’} < B , E st nommale sur K ; d'anire pelt,
81 Eéssﬁ{ L} L}‘ . {ft} 8t e&g%ﬁé@é VAT ia ?éwwn des £{H }s:% =

dore @at meatz.gue & M .

- De 1& prop.3 on déonit en p&zﬁ:ﬁmi er gue si B est une wtcmsz.w

algébrique guelicomgue ds K , il xiste une plus petite %E%%ﬂﬁi@.» B de
B, :ﬁcmale sur K , savoir 1l'intersection dss extensions mormslses @

K e@ntemaat B (il en eziste, per exemple K) ; nous dirons gue E eat

6:2
§;d~
&
&
e
*

1%extension normale de K engondrée par 1texter

5553
gr
{
frd
<
:?:; R
m“
il
o0
©
&
e)

Proposition 4.- Seit A un engemble dféléments

@

sur A , et soit B llonsemble ds tous lep &léments de O)

des 61léments e A par rapport & E . is ocorps Kl

- pormale de K engendzée par
'En effet, pour tout endomorphisme u de () Telatif A K , on &

u(B)c B , donc a(K(B)) = E(B) , c6 qui montre qus K(B) est mormale
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sur K ; d’aprés le cor. de la prop.2, toute oxtension éa E(2) normale
sur K contient B , donc K(B) est 1¢grtension normale de K engen&rée
par E(B) .
CORCLLA1RE 1.- 81 B est une extension aledbrique Go ﬂagré fini ds K |

;'@gtansion‘ngrmala B de E engerdrés par E.sat_éawdggmfwfiggﬂggr

e

% gi en cutre B est séparable sur'ﬁ il~en et de méme de H .
Bn effet, en 8 EaK{&} . od A est mi ans@mbi@ fini ; llensembie B

des cenjugués des élém'ﬁta de A& étant fini, K(B}:ﬁ est é@ degré fini

sur K . En outre, si les éléments de 4 sont séparables sur K , i1 en

: e
% 43
£3 o vl BT o e Ry % e 71 ) & S
OROLLATRE 2.- g1 (£, ) est une familis €8 POIYZOWSS L0 K1), 5 ilen
; ;
- iz = 5 - 3 e gmam oad v
semble des racines de tous iss £, gsis €L , K{&) sst one 2Zlspsich

Bn effet, l'ensemble des coningués i@svéiémﬁﬁiﬁ de A o8% identiqus
a A . ' .

jirel §artienlier @i ? est un poiynoms guelcongue {irréduciible ou nonj
de EFK] s x Zy.ﬁ,x ges racines distinciss ﬁ&m&igz'g le corps -

B=K{x, ,%,,..,%, ) ezt une extension normsle de K , gu'on appelic io
i

£
o
. @
{od
e

oorne ﬁ@@ raeiﬁ@s du polynome £ ; dans l*aﬁa@aﬁ g K £ es
2 ) »

igtincke ou non }

7

L ie
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i gi en outre le corps des racines de £ est séparable sur K, op dit
que f{x)=0 eei ume 6quation geloisienne sur K

Soit ¥ une extension pormele de X , B ume exteusion de

E contenue dens N . Tout isomozrphieme d,@ B relatif & K ;@w&; a8 prolon-

ger en un sutomorphbisme de B .

Bn effet, un isomorphisme T de E relatif & K peut &tre prolongd ea un

% i , o : b & , . O
endonorphisne 7 de 2. ; le restriction de ?sf’"’ 4 B est vn subomorphisue

! & 2 s & &
deo ¥ , gui prolomge © .,
.
= P = S Ty o2 sy g g gt
2. Uroups de Galcls d'uie w (e pormale.
R 2.8 5 = v 4
Definition 3.~ Bisntl ROTNALE

%
B ot et ¥

. ©op mppelile gropps de |

Lo gsreupe des sutomory

3 3 e e FaSras usas
Boit £ un poignome {irréductible :

3
z

oot
Ret

: » 3} P e o o = ‘ £
sss recines disbtinctes dams SL

o 7 o 2 oo o A
racines de £ . Tout evbomorphiims , restreint

4 llensemble Sz‘z,‘ Tnpeee ﬁfgné , 8t uno permmbation de
et réciproguensnt, loragus :U 7, sonnalib g{xi} pour -?éﬁ.g;é , fo({x)
est déterminé pour ‘a@@‘:«i &iémeni x ds H {% 2, cor. de la prep.5).
Pax s@i"t@; is groupe P de B ast gﬁfm@mﬁ@ eu groups des permuta-

tions des xz; , formé des restr &u@m@mk des sutomorphisimes o6

e
4 l'ensemble deg =, : 11 sst domo iscmorphe & un gous-grouve du

grovpe symélrl 4;3?3.@ ug ’fi; - {mais em géndral 1

S L"y
i ég,.., , lni-mime ; sutrement 4i%,

BHG 48
i,
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En effet 13 :rastrietion Y d'un endemorphiame ae Q. relatif & K

est un automoz-phiame de B relatif &8 K, et réci.prequamant an i:al
automorphiame et restriction d'un enﬁomorphiama de S (%4 prop.i) ;
ig prwiére pertie de ia pz*opositiox résulte done ée le. définition
des 6léments pursment inséperebles sur K ; 1s seconde partie sst
évidente. | ‘ ' \ -
GOROLLATEE.- 84 F est wno sxtemeior geloisiengs de X , fout 6lément

de B inpverient par tous les sutomorihismes du grgup@'éﬁ Goicis do B

relatif & K) appertient & K
Lorsque N esi ume sxtension normele guslcongue de K , om psut

identifier le groupe e Golois de B welatif & K su grovps de S@".@i%

Ge ¥ relstif & # .

Proposition 7. Soit ¥ une extepsicn normale ds K . Lg plus grencs

exiensior géparable H de K contenue dans ¥ {quesi-fermeturs algdbri-

que de & dane #) est une extension galoisienne de ¥ ; toub subomorphis-

- ne de E relatif 4 K ss pmleme d'vne mam.éra et dfune smla 8n vn

sntomorphisme de B ; les corps ¥, et ¥osne™® sont lindsirement
;e;s;n% gur K , et B est leur composé.

bn effet, pour tout endomorphisme o de 92 mla‘h?f 4 kK, et tout

_ éiémezzt x¢ 8, , olz) @maéparama spr K et appartient & E , done
aglx)e H, o, e qui montre gue H_  est normale {at zzgg*” muite galoisienns)

; |

gur E ; comue ¥ est puroment insépsrabls 2z H

o tont aptomorphisnme

& 3’%@ , est un isomorvhisme de [' gu
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disjoimt de &P sur E (5 4,prop.8), i1 est e forticri linémirement
disjoint de B=KP {";&é . Rests & moutrer gue EJ&{E@ UE

8B peu.’t se liniter su cas ot B est ds Gegré ﬁm sur K ., En ef