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CHAPITRE II (Btat 4)

DERIVERS. PRIUAITIVES. INTEGRALES,
: : § 1. Dérivée premiére.
Nous étudierons dans ce chapitre les propriétés des fonctiocns définies
sur une partie du corps R des nombres réels et prenant leurs valeurs

dans uvn espace vectorig;( *)de dimersion finie E sur le corps R ,

gu'on peut toujours identifier & um espace numérique R (fop.sén.,
chap.VI, §1,n°5) ; nous dirons pour sbréger gu'uns telle fonction est

vne fonciion vectorielle d'une varicsble réslls. Lorsgue EBE= W , une

n'est sutre qutune fonction numérigis finie (Lop.gén.,chap.IV, ¢ 5/

définie sur une partie de R ; on ¢it encore dans ce cas que cleat

une fongtion scalalrs d'une variable réslls. Lorsgue E=R  , la consi-

dération dtume fonction veciorielle & valeurs dens E revient & ls

considération simultanée de n fonciions sealaires. ,

( %) Les éléments (ou yvecieurs) d'un espace vectoriel B sur un corps
conmutatif K seront notés dans c¢e¢ chapitre par des minuscules grasses,
les scalaires par des ainuscules latipes ; le plus souventi, ncus
noterouns % drgig le produit d'un scalzire £t et d'un vecteur R
qui s'éerira done Xt ; éventuellement, nous nous permetirons
toutefois c'utiliser la notation & gauche © X dans certains cas ol
elle sera plus commode ; nous écrirons parfois sussi le produit du

scalaire -1.5 (t#0) et du vecteur X sous la forme -’é— -

Lorsque B est un espace vecioriel sur le corps R ou le corps C
des nombres complexes, la notation [X|| désignera vune norme sur E
c'est-a-dire une fonc%ion numérique, & veleurs finiegs el > O
définie deps E ot tells que [x+y] g Il +iyl > i xt) = |& x|

(pour te R , resp. teC ), et enfin que la relaton | X} = 0 soi
équivalente & X =10 (cf. Top.gép., chap.IX, §3,n° 3) .
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e
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Beauconp des définitione et propridtés énoncéee dans ce- chak i-
tre s' étendent aux’ fonct:lons déﬁni.aa dana une partj.e du

corpa C des nombrea ocmplexes, et prenant leurs Valeu:s dans

un eapace vectoriel de dimension ﬁnie sur G (fonctione vecto

rielles d'une varisble coxztplexe). Certaines de ces définitions

et propriétés si-ét'endent.méme sux fonctions définies sur une

partie d'un corps topol ofique commutatlif quslcoonque K-{Zop.

gén., chap.¢11,§»§}, et prensnt leurs valeurs danms un ¢space

g 3 RiAmarsead A e toanrmne . Pims o P P e
vecioriel B ‘EOI £ » U8 QImSnElion JueiConfus (IXse OB Lonj,
W 7 i s e g S - 3

A T A | & m g T s 4 Y- & s ){ 3 7 s 4
auni d'une topologie tells gue les fenctions + ¥ OEn Er

" Bk L T T e &

3 &L e ¥ ’ - i ™ > o o S S e 4
socieni conbinpses deng B X B et BXE  respdotivement

des ;oncﬁiaﬁs Glune veriable compleze, de beaucoup ie plus
;m;ortant avec celui aaa fCECthn¢ d'f une variable réelle, el
gui sera étudie de manlére ?las a;,pr»:mfcm ie dans un Livré

ultérieur

¢ Derlvee d'une fonetioa vectorialle._;

DEFINITION 4.- boit ? une ﬁonrtlon vactczzelle &éflnle dzns un VOi”l*

nage V d'un;ggint X, 5=Fi . On dlt que £ es* derlvable an pciﬁt x s'_

x.gzc,xﬁv x#x XX
prend ses valeurs) la vauleur de nette lma.te 5! app e}.ie dﬁrw«a@ pDre-

midre (ou sim;lement arivg ) de F 2u_point xo ¢: se note F?(xo.}
}ou. DF(x ) .

: _définie dans un voisina.ze de x©

x)-f(Fo} i %
AAZ4§ 5= §( ,i e£13t9 (aanc l’esyace veo toriel 9&*?

o 4

Dans ce qul Bult lorsque nous dirons qu'une fbnctlon est

dérivable en un point x , il sers sous -entendun qu’elle es‘c.

/
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DEFINITION 2. g;t que F esl déxivable dans un ensemble ouvert

A(:R gi elle eat-derivable en tovt poipt de A ; la fonction vecto-

melle X~ f '(x) , dé6finie dang £ , est agp_e_lée fongt;‘ dn dézf'ivge
{ou, par abus de lemgage, dérivée) ds {’ , et se mnote p' on - bf’

Exemples.- 1) Une fonetion cgngtmte a en tout point uns aerwée

nul lg.

2} uUne foncuon lindaire  x ~ a.,c% la z en tout point une

o

dérivée égale & 4. , donc gonstante.

Y - z : e 4 PEITaRY - i
3) La foz;“t.:,a scalalre % gst dérivable en tToubt point wﬁ?{}

?
car on a Ma = - —tee -ot comme = est continue aw point X
;o g X-X XX e R < ot
la limite de l'gxpression précidente sat - = 5 .
- Hop .
4) au point x =0, la fonction scalaire x| n'adpet pas-ds
. C 5 . ; ‘. :
5 - .2 ) : i ; .”é . i -~ L § o b, £ % -+ 3
agrivés, car on & 5«%» =1 pour x,8 et L%i ==1 peur xL 0 . I1
@.‘{ista aea f@z;cfz.oas continuss dans un in p%ﬂ:ﬁliﬁ st nia:yaatée
dérivée en gacun v;omt as _‘w ervalle (exerc.2 e% 3.
% b ) ) - - 3 - b % . s - i
Bemargues.~ 1 Ev’z Ginémat .;.c;_ gi 1ls point gi‘s} est lg positlion
b &2 1% e o R
: E(5)=€(%s)

on zfs.., Fae en tont point de est ivnterveli
Conoinue 2h UYL DOLLTY 3 8¢ AnTaIvalis
) - e h e 3 ﬁ“,«-{ 2 /é
SGHULE 49 a E 8L e
b ad
: x
P Al cynay A Pt
T e s R f:}c,, rtout une 4 main caelte
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*2) En uinématique, si f(t) est 1e. pos:ltion d'un mobile 1

a l'instant ¢ , %(t) la poaition @ uéme’ :l.nstant de la
projection ..1' de M°sur un plan P (resp. une droite B) paral-
lélement & une droite (resp. un plas) mom paraliele-za P
(resp. & D), % est compesée de la pro;)ection w zla %Rﬁ sur
P (resp. 'D} et de F ; conne b aat une applicau_cn linbaire,
o veit que la projection de lz vitesse df ur mobile sur un

plan (resp. usme droite) est égale & la vitesse de la projec-

G o R . it 5 I'4 i S R X
tion du mobile sur le plan {(resp. ia droiwe;. .
Frvmod AP -r»m et aran T T v fbEn ey Werer b i e} ey (42 4 & =Y Ao Almensd oD
Considérons maintersat p espales veclorieis = (1 i< p) Cg cimeneiz
- . . . | ' ,;%\ % e
fipie sur R , ot une zpplication multilinéaire\®™/ (que nous noterous
¥ ot~ y . = 4
(X, Xy .i%g ﬁlxq.xg .. %x_1)de B,xE,x..0XE dens un
§ o C; g 2 E i ' ‘ &= !

¥ e T YR F U ALt arfim S Tn L2 A% Y o i T TSP T G -
PROPOSITION 3? t”iéé-ﬁm@ d'un produis”).- Four chague indice i (1€ igp)

dé6fipie dapg ¥ at & valeurs dens F , sémel gu peint X,
3 ” T I o
tpale & 5 :
; =3 T y A 3 T :
£ '} b 0 ¥ sk oY {‘ £ * G 4 P e, * 4 ';1
£ e i Uk Rl e il > Sola G de G < . £ 3 3 :
el ﬁ_;?’i.{i@’v -1l 40/ F b1 %/ 20 p Z@,)j

e

5 4} qu“»ie apgi”c&s,ez, (:x,“ Ko ,.;( -

e %;( x,, ng‘ . X ) d‘B Eﬂi}'«éif‘;« X o ;~’~§f§ &eﬁs F est {2198 malﬁ,l.uzz@aus
g 4

si toute applicat .Lgn partiells A — F (& 445 s . 4584, a: 5 @y
de B, dsns P (*‘f< £ p) les -'--"-&-'j d?:s,bd:.ce ?43, guelecngues d%s 0

s - 4

ast une Qppllcat lipéaire e (honog ena,, ¢leat-a~dire s

- < S : - 2 :
i_}‘i) et g‘,(xlt): %i{ﬁi)'t guel
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rosons en affet h(x) [“'1(") Fz(x).. f (x)] ; on peut ecrim

h(x)- hix,)= 2[91(:: ) B 6 (fim el o ¢ (x)]

-;iultipliant les deux embres par 111;‘ et faisons tendre x verse %, ,’
: (+) ;
on obtient bien l'expression (1), e:z tenant compte d,e ce que toute
application ﬁdtilzr'éa-rs d,e E,« :( 2o pr '. dans F est Cgﬂbiﬁﬁv

(Fop.gén. ,chap. VI, $1,0°%) ot zmm de la continuité d_e ia somme de p

- - : :
Inrsque ¢eriaines des Tonctlenms » i sont des cc-n.stan*;eﬁ s l --:='m;-;s
ds l'expression (1) contenaut lgs (érivéss (k 1 de ces fon "ui:arzss

T st o 2 ATt PO (9 6% 1 i 3 anTr & R - 5 % - N e
fiovs srplicitercus le cas varticulier p=2, le plus imporisal pols
wod b e | o i 3 e h =
> L fﬂs &85 yas
O ey ;—’g, £ G R A ey -i
SEDATUES Yol uusl &@;&8

o 3 P A %,
foncitions wectorielies

prensib Tes eatwemr;ﬁ leurs valeurs duns B et F :

rielle'  -=-3 U» {x]. %(z}_’ {quton noté encore {F %, adr&s&,'au;

;'..int %, une dérivée Szale 3 s

() e [gi?(x ).g(x,)] + {f(z) %'(x i ,

En particulier 8i & est un vecteur comstant, {a, {? j (resz), % ]

admet au point x une dérivée éga.le a [a, f- (x )} (resp. {r‘f(k . “]

' .Exeangles. 1) Soit £ une fonciion scalai.re, g une fonction’
yectorielle, toutes deux dérivables en un point x €R ; la

_fonction G £ edmet su point %, une dérivée égale &

a*{xogffx }é~<} z J2*(x,}. En particulier, si & sst un vecteur
%

constant, 4% sdmet une dérivée égale S @f*a? } . Cetts

remargue prouve que s mne forction F=(£.) prend ses

v H‘

Valeé;z::ﬁ ﬁ&m-:-: ?«3"3 ;8

W
ot

4 ) J PR B e v R
8i ci ~:Lm'~ des £, est une fonction
i i : 5 7
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g1 (&

f est aérivable en ceo point, car

X
Qe :
‘est lo base canonique de R® , on peut éorire

/

e

i

ti

3

i?’

_1)14&1_{.11
ifi"

2
>, °
(=4

2) La Ponction scalaire-_xn pro

¢

on de

ligéa

stitud

ient de la fonc ’on_mui

i

par sub

b

finie dans W

..xﬁ aé

2

X
hacun des x, ; la pro

2

xn)w.a x

x{a’ﬁ!}

Xac

e

SouYT

£
=
B

o
o o

S A N
g2 W

&) i

£
rs Tix

gae la
te

o0

i A
g &

ivés nx=77. 11
&113. “f“.,,“rdwﬁ‘

pour dér
.%..

ot &I
a

ane R
solynon

&
P

i~

8
N
o>

£

&)Xﬁ-*g%.' r;""i"éé-";

3
/

%
i

Q@

rivée na

deé

i neg

”y
N
[
™~ .
R gxw .
o) ;o
! ”?X
" ‘BN
3
i
“w...‘
&
]
1)
2
VA

S Dot
S
s o6
el £
W e
et B,
Whds beg

g

o -
B
@ e
)
o,
TN N
NGO

rivables au

AN

&

,J‘,

b

9

e




NER ot 9

- \ » 52 e
si g(x)z(“ij(x))’ (x)—(aij(x)) sont deux matr;ceg carrées
dtordre n , dérivables 2u point x, , leur produit QY sdmet en ce
_point une dérivée égals i 'la matrice ﬁ'(xo)x(xd.)%ﬁ(xe)x‘(%)

(avec D'(x)= (“‘13(3)) : l’(3)=(3ij(X)))
o) Le déterminant [x1 xa..x,.] de n Vecteurs K. ={~a:}.

i""‘. c.h

88 ltespsce RY (slg.,chap.1TL,36), étant fonction mu
des X . , oz voit que si les =% fonction s‘scalc,lre,.

3 ZLind o W Il PRl Sy e e O s, % S £oi )
dérivablss an point x_ ., lsur diteramipant g(z;sa_a@%{f AE

PROPUS!

TOH 4., - 305.‘5: & m‘ze aihe”i:zr& de Tang aiﬁ sur R , ayant vn élément

T
nﬁlf”a 3‘.‘ une vaECbiQL qul?rzb}.S en up poiznt X, é‘R , PTemsni =88

valours dans E . 8L Y= o f(x ) est iﬁ‘ferslble dans E , la fcac%isn

X —~>» { (x;) = est,_aé&finie au voisiaage ia > S et adnet au point Ag

une '*déxf;lvée égale 8 - F‘(xo-))- £rig ) Fix,))" A
sn effet, comme B est complet, 1'ensenble des élénaents inversibles
de & ost uvn ensembl_e'omzer’t“oé la fonction Y *-? Y o est contmuea
(Tor.gén. ,chap.IX, $3,p70p. ). On peut écrire ' - _
(F GNTHUE =R P (x,)- pfm ég’i
=1 : Nogay N

g

et la pro yosition rés 115@ de la conti ;ut«@ ée Y ay volsi

et de lg ¢ vﬁ%d’&l"ﬁ@ de XY dans E XB .




NBR 004 Ao

. 22 =
Exemgies.-— 1) Le cas particuli er le plus important est celul
ot E}'és‘b 1'un des corps R ou C si f‘ est une f‘epchon 3
valeurs réslles ou complexes, dérivable aun point xée R et
telle que f(:ﬁe)gé@ 5 ‘iff adme'g; su peint x_ une dérivée égale
a -£1(x ) /(£(x,))°
2) 8i B-(a, (x)) est une matrice carrée dlordre n , déri¥able

iJ
au point x_ et inversible em ce point, U ' admet au point z_

© : - -
RS e : w1 ~1
une dérivée égales & -0 U'U . e
PROPOSITION 5 (®dérivée d'une fonctiun composée®).- Soit £ une fonciicn

sgalaire vectorielle définie dans un voisinage du poipt Tz, ) & valgurs

A Si £ esi dérivable

{x_ )} , la Auﬁbulg}ﬁ composée

s < ™ 7 k. < ; *

fz8le & %*gfgxp}}f‘(:{@} .
o? e -

#n effet, posons h= o £ ; on peut écrire h(x)- h(;‘: )= U.{:t)

M}%&?‘L ot on pose WU(x) = -&l%%%}f(%i*(%) gi f(x}rﬂxa; , ot
wix)= %’ ffx )) dens le cas contraire. Lorsque x tend vers %, ,
£(x) a pour linite f{x ) , dome u.(x} e pour limite g’ (f(.;a, ))
a'cez. 1a Vropos:.mon en *’eart;. de la centz.nul*sp de la fcs:a's{ cn ‘;5- b4
Q&nﬂ B xR. . |
Bemarguve.- Dens le Liw:'a consacré aux différemtiellss, nous

verrons ¢ue les proposgitions 2 2 5 peuvent 8tre sonsidéries

conme des cag par‘ui

A
ﬁ

e ey
Uie & J,I' j',‘;i
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4. Dérivée d'une fonction récz:.prgg‘ us .
PROPOSITION 6.- Soit f ua homéomorphisms dfun voisinaze V ds & W
sur un vciégggg_e_ Wds ¥, =f(i. )G’R , 8t _soit g 1'homéomorchisme
'r,,:&”p;mgg_ 83 £ gst, grlzable an g int x ot si 1 ({x )fu{ y & adnet
an pc;‘.,fv une dél”i“’?ée rale & *i!f’{x o

8
&O pyEsAs
zn effet, pour tout yEW , on s z{yle Vv et th( wy)) on peut

donc écrire, pour- ¥y,

tend vers'y- en restant '?-4'77

v
L4

le second meubre o

3T AT L%
WLLALBRE, -

Par e:remgle s p@dr tout entier = > O, la fometion x * iis’:;mée-—
marphlsme de ’F’\+ sur lu-menie réciprogus de zn ; & pour aérivés
| o de | ‘

tout nt X .
en tout polnt = >0, =

0o en dédnit aisément, d'apres 1a rop.5 queilibur.tsﬁtg nonbrs
retiopmel T , 2 > u ; la fonction X -(x’{ 232 4 pour ééfi;v'ée
: rx.r"*“ en tout poz.nt x>0. . |
: Bemargues. - 1 ) Les ééfinlt.iona, pmposmione et axemnlaa gui

: précéd.e'm; (a l'axcepmon de 11 razemp.:,e 4 du n°% et des considéra-

 tions &vr la b--.aéma, :;, z rTestent Va.z.a.biﬁs lﬂ:r: sgue lion remplace
+le corps R pza zm cof;zgs vopfslo{ z.Cﬂlﬁ aamzztm;a,; Gae‘,esﬁu us K ,

g.\v..

gzi'ia TV

Sl
o
w

det
A
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et multilihéaireé coneidérées sont continues aingi que l'applicag
tiom y—> 7 dans la prop 4. La prop.5 -'étand en outre au cas
suivant : soit x' an aons-oorps du eorpa topologiq ue K, Eun
espaéa vectoriel topolog:lque sur K ei ? est une fopciion défi-
nie dans un voisinage VC K‘ de x, €K' é.‘ valeurs daneg .
, (cansidéré comme espace vecteriel topologique sur X*), deflvablg
.an point X, s st 81 % est wie foncticn définise davs o volgina-
ge de f(xo}e K Ta val&uva iens B , ot derzvabla an point féz@},
l'gpplication g,of' est aérivable su point z et a uné dérivée
sn ce peint égale & '%}(ffzg})f'(xo)>(E &tant alors coneidéréd
comme espace vectoriel topolsgique sur K! ).

-

Enfin, avec les ndmes motatichs, il est clair que si g 28t
une Fonet LlOIl defime dans e v’cls.lﬁa.ge ¥ de 8¢ £ i
daas E , &b démvgble an pcnzn., a , 81a a,m., Tl em & _A’i?‘ et
n ss’c pas pomt 1solé dans K' 1& resiviction ds ;- I EAR S

est dénvable e poz,nt a et s pour dérivée f' (=) en ce point.

Qes remar&uea ! agyhauerczt surtout, em pratique, au cas

ch - K =0C et w—T-z.

2}_ La prop.b et son corcllaire ont été époncés de fagon & se
.gérg aligeyr u.as:.‘i:gu au Ccas i on l"@ﬁul&ce "R par un corps

vaOlO,g,anﬁ‘ qae;conque. dais lorsque, dems la prop.b, on sup-

poge que V szt un izxtez‘valle; ccn‘bsaant x , 0B 5;.@»4;.%; r@ﬂ;i- car

fsd

‘hypothdse gue f est un homéomor phisme de V¥ sur un volsixuags

de f{zg}; per 1'hypothdse Scuivalente qué £ est giri

g;agmfwm dens V (Top.gén,, w,zp iv, § Z,W.‘j;,

z”f*mé-fz 3 droite ot 46 rgvgm a gevghe.

aprelons {e‘iﬂP t;.“z.camona au fa,cc 111} que si u cwt nne fox wction

¢ mx’ ung ﬂar*«:ic d@ '3? contena, un lﬂﬁ@‘i"V&}li‘ oa%w% A= jx ﬁ"k
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et prenant ses valeurs dans un espa*e topologique quelcongue, la

limite & droite. u(x -} ds u au p01nt.x (lorsqu'elle exigte) est la

limite de u(x) lorsuue x tend vers Xq en restant dans 4 et fx -
u est dite ggtinue & droi;g aun noiat x, si elle est defznle au point

xé et & en ce ‘point une limite & droite égale a n(x 3, La llmlte a

gauche et la conginnite & gauege s def;nissent de fagon analrauo.
DEFIEITION 3 Soit F une fonction vecvg iglle cogtiaue 8 draitav'

(resp. & _gapche) en 8n_un p_é)int X' o 0n dit gue ? est dériveble & droite

s

{resp. &_gauche) azu gaxnt x, 8l la . la limite & droite {resp. & gauche)

; . ;
de ; (X) £{%) exigte en ce poiat_; la V§laar de ceite limitse

) f:‘ g ; -

=¥ = 'il ‘é“{i‘ é 5 ATad >3 Y é& 7 aoxy wnadindt v et
g'appelle Cerlves a 4IClLie TGOS L2 g. a8 Polile X s 2L

poi @% at urn ensems?e

qutells esi &Q,i?&hlé & droite

(zoap pauﬁue) dans A ) st la fonction x >§7d§x) (resp

-

z - F'(x)) définie dans A , est av else fonction dérivée & '.4rclze

(resp. & gauche) ou s:malement (par aous de. langage) dérivée & d101ae

\raep & gauche) de F , ot se note f; (reep. Ffs_),,
bxemgles. 1‘ Au pcint x=0, la fonction seslaire ix; admet

2

une dérivée & droite égale a + et_nne dérivée & gauche
égale é' -1 Q“

%%2).Au point. x=U , la fonciion scalaire égale 4 0 pour x=0,

£
)

4 x gin X pour X#0 n'admet pas de dérivée & droite ni d

dérivée & gauche. .
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ies propositions 1 & 4 se géuéralisent :I.méda.atanent en b4 rsmplagant
partout le mot "aérivée® par : sdérivée & d.roite" (resp. "dérivée A
'ga'u_ehe") » le not 'dériv&ble' pa:; "dérivable & droite® (resp. "déri’sable ,
a gauche") Il en est &e m8ane de la prop.5 lorsqu'on suppose f“dérivabie

. droite (resp. & gauche) et g dérivable ; 9of a ube dérivée &
droite (resp. & gauche) égale & g (f(x ))f*(x )
eam., %"(.f{x ))f'(xo))-

P sty

gt 391? : i*aug¢10&zlsn réeivrocnsg de £ . 31 € gdmet 2y point % ung

é,rygrlvaes des fonctions Ehﬁé?lrkus

Les ‘é';n&txcns et EIS?OElﬁlﬁbm qui précédent se compldtent sur

gueiguss yelﬂig lorsqutil s¥sgit de foneticns guméricues {finies) 4'unse

variable réelles.

o

1 ]

o

Tout dlabord, si £ est une fonction m;aéz’ique définie dans un
~ (AT 5 i i . ’ . o) . ' = i
'wv in% d*uﬁ point X ER . e«% continue en ce point, il peu it se

Pairs que, 101’* que x tend vers x o S8 rostant éxc , da fszlc'bz;.{zza

{x)~ Y . . i L
: :;f,.,..,wf {Xﬁf‘ a»r,ﬁ; une .1 ite égale & + ¥ oud ~-o00 ; on dib alors
0 I ; ” z
eneore qus f 95‘& dér,v'aala Bl point = et & pour ierw ‘6 en ce point

i e j 3 i i : = _V s g Al . 2 e >
= oo (gD - oo ) ; 81, en tout point % d'une partie ouverie 4 ds W ,




- NBR 04 /(5

- 38 .
la fonction £ a une dérivée ?finie 1) 1 inflnie) f‘(x), la fonction f!
(a valeurs dans 12 ) est encore appalée 1s fonction dérivée (ou simple-
ment la déri#ée) dge £ . On géiéralige de ﬁéme les définitions de la
dérivée & droite et de la dérivée & geauobe.
Exemplg - Au point x=0, lz fonction x3 a une dérivée égale &
+ oo ; ia fonction rxi%  une aérlvée 8 éruit@ ggale & + oo et
ane dérzvée 3 gauche égale B s 0o
Soit C le gragh@ ou gourbe ¢enreseltat1ve y=f{x) dtune “Cﬁétiﬁﬁ

numérique finie £ , dans 16 plan ?%2} 8i, en un peint X, +°f a une

deériveée & droite finie, ia demi-droite ayant pour origine le point

¥_ ={x_,f(x_)) et pour paramdires dimecteurs (1,fi{x }) st appeids

ﬁamﬁatang@ﬁt@,a ﬁﬁ@iﬁ@ & le courbe  su point %y ;. lorsque (X, )=t+o
; P -, . 3 L . ¥ 3 b s

, : o A A

{rasp. f'(x J== 0o }, on appelle encore ainsi ia demi-dreite dforigine

@xg.et ds paramétree (0,1) (zresp. {ﬁ,g:)}. On aéfinit de mdme la

deml-tansente & ga&cﬁe gu point M 10?80Lﬁ’81i8 existe. Avec ces

%o %
ﬁéfznlulons, on vérifie aussztét gue liangle que fait la demi-tangents

& drozte (resp & ganche; aves 1*&?@ éss abascisses, ost la limite de

1tzngle Gue fait avec cet axe la der 1-&?015@ dforigine K_ passant
)i b - X =
par le point %x;(x,f{;)} de G , lorsgue % tend vers z, en restant > x

{resp. ¢ x G
On peut dire aussi gue la demi-* ngepte & droite (resp. &
i

est 1a ljﬁl te de la @ﬁi*d?ﬁiia d*origine M. passant

L) 5
X
L
Cme - 2 i ey = = < a =
38 o o AL YA A e AL el e
i , en aaumiaefa¢u sur Ll'ensemble des demi-droites de
ok :
<
7 R 3
(e {7 TV T 3oy
Ge L'espace guo?
-
ol e o e i e
- 2 Al S A b S &Y ok B3l U o
G i e
oL < SR VU £ Lo B 3
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elles ne sont 1dantiques que 1orsque r’(x ) et 21 (x ) sont 1nf1nies et
de signes contraires. Dans lea denx cas, on ait que la droite qui con-

tient les deux denu.-tanventea est la E.EEEEEE 4 C au point n s
*o

' _z-oraque la tangente en.lx existe : ene eat la mi te de la dro:t.te
: 0
passant par M et-ll lorsque. x tend vers x, an.restant ;;ér; -

%o
ia topologie sur 17 enaemble des droites passant par un méme ‘Toint

\;_,."

étant celle de l'espace quotiesnt -‘ R (Top. gén.,chf»p ﬁﬁ’i&, e2
Les notions ds tangente et de 4

gsentative sont des ca

s
()]
w3
&

IR

ot
Feie
O
;

e

Les formules domnant la dérivée {resp. ¢

é?uae somme, dtun- nroauzt de foncticns
nverse dfune. fcantzoa déflvae:e (rrop.1,3 et 4) -iﬁsl gue 1 dérivée

étune fcnctzon tnumerlque} cemposée {prop.5) sont encore valsables ,ig?sqﬁe

s

ot

les dérivées (resp. dérivées & dro:foe ou & gauche) qui 4 &zgur J; son

infinies, pourvu que toutes les expressi ix..,ervenam dang ces f'w,_zmlas

gient un sens cf‘ Top.gén. , f’ha}) iV
gl on. su;,;scse gue T es’«: stnme ent croissante {resp. strictement décrois-

sante} et entmua dans t

e

g admet su point y =f(x ) une- dérivée A droite (resp. ume dérivés &
gauche) égaled + 02 (resp. &4 ~ex ) ; 81 F

%
"
: I en s mawn A Awns 2 5 A 3 3 ¢ = S Lo S e = = §) A AR | ENEE
g asdmet une dérivée & droite (rasp. ums dérivée & gaagﬂa} épale 5 0,

ble en un uacf? x
Z

_ o
—0—-/ tend vers g?{x

Wers O par vgleurs >0 .
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Fgontrer que la fonction ¢ , gale & xesin.%v pour x#U , & 0

‘&‘
1
@
4D
9

>

-~

¥~z

i
pas vers £1{(0) loraque y et % tendent vers O on restant distincte

bour x=0, est dérivabls en tout point,

-

nails gue

# . :
2) Dans 1'intervalles ip,?] » on définit par récurrsn

de fonctions conbinwes numérigues

70 .

el

T

prend
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(et dépendant de x), on ait |x(t! )_-.-x(t.))g_ ﬂ\t"{t\ pour tout &'
tel .que’ tst"gb ; montrer qus chacun ées An’est un ensemble
forné rore dans '.(@(I) : OB renarquersa pour cela que, dans £ (1),
t_oxite boule céﬁtiszxt une farction ayant une dérivée & droite bornée
dens I , ‘ei"‘,' dlautre part gue, quels que soient £>0 et llentier |
m >0 , il existe upe fonction continoe y ayent en tout point de
ga,h( une dérivée & droite, et telle que pour tout LeI ,
YOf €« ot o] 50 ‘

4) Soieut B un espac@ ectoriol topoiogique sur ® , { uvne fonc-

=
i
S 5 4 - GGy R B oy e T s 2 A R 35 1 o T T Y s s e
tion vectorielis continue , delinlis cung un intervelle ouv 8rv
+ T : T e Ad R e TR SER e TN S SN, et
i K s 3 valsurg dane E et adnettasnt en Lout point e L VLS

b

a) Soit U un ensemble ouvert nonm vide dans B , A la partie de
formée des pmnta x tels qus :.’;{:’fzr)é U . Btant donné un nombre

>

G ; 0 , soit B is partz.e de I Tormée des points x tels gu'il

o
. m"~

e

existe au. mins un y tel gue  I-C €y x et 5 (EJ“ fy\ »3‘
mcntres: gue l‘ezzsembls B est cuvert et que »ﬁn ks B est &éﬁgm’gra—
ble {remarquer que ce dermier snsemble est Tormé d'origines
A'intervalles cozz‘ﬁigﬁé & {' B.} . En déduire gue l'ensemble des
‘points x€A tels gue ? {}1: cf EJ est demembrd,bie. A

b) én suppose que E est un espace g,i;gg < l%mage de [ (1)
dans E est a}_ém un espace mélrigue ayent une base dénombrable

il en est de *’aé du sous-espune vectoriel fermé F

Pl P o 5 i D sit ) ;

f (I), et qui contient ¢ I(I) ¢t
LA

Mg e Sl Pty e B i

 licasenble des f}@“nw:’s xE telg
e i o - - iy
1 4 YT 3 e cong e i R 4 he?
05 v81 LU est gng bage o 8 L
< o % e S 23 im [ A AR g e ATk 2
rorgrQuUer que pour deux points distincts a,b de F . il
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c) On prend pour E 1'espace produit T{I (espace des applications

de I dans R

\

désigne per &{x} 1lapzlicatio
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» muni ds la topologis de la éonvergaﬁca simple), ot

. #ontrer gue pour tout x

F une fonct

intervalle ouvert ICR , 2

-

pour tout xEl , on
5) soit

de I desns R

>
=
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quelcongue les’ po:mta de l‘ensemhle dénombrable A U {a} Cela posé,
désignone par J l'ensemble des points y I tels que, pour tout x tel
que adx4{y en ait ; e ;

(2}): _ - f(x)-t(,a) < k(.x-é)i- € ‘?‘ %ﬁ
la sonme du second membre étant étcndwa a 1'ensemble des indices 3
tels que an < X . Rons allons démontrer que l'oma J=I .

11 est clair gue J n'est pas vids, puisque aeJ . dtautre par%:, ilg

‘définition de cet ensemble montre gue si ye€J , on a x&€J. pour

agx<y , donc J. est un intervalle of origine a (wop,gén. chap.IV, $2,
gai;cap,'i} ; so:n: ¢ son oxtrémits. On & c¢c€J , car pour tout x{e
5 ltinsgalité (2) ot a forti ey
f{x)- f(a) " k(xea & Aaiic %21 _
dfch, en Taisant tendre X vers ¢ dans coette indgalits, résulis (en
raison de la continuité de £) gue ¢ sstisfait & (2).
 Cela étent, nous allons voir qu! oiz & nécessairement c=b . En effa%;,v
‘si on gvait ¢{b , ou bien f'(c) existeralt, et comme ki 2 £ile)
par hgpothéaa, 11 existerait un y tel gue c¢y£b et que lfon gj;é, :
pour c<\£4 p
: f{x}-fle) £ - k{x-c)
) d’oﬁ en tement compte de (2) o& x est memplmeé par ¢
' - ”(x}-—f(a\ < E{x-a) + & éfée. i:a k(?-al e ‘%m:
ce gui en ,.ainezaa.. Y €J 4, conbrairement & la défini‘*ia‘s:: de ¢ . Ou

‘bien on surait C=gzy, pour un indice k ; comms T est continue au point

‘,..3::
=
o

xisterait alors un y tel gus e<y<b et gus lion ait,
“pour g ¥

- .
Hx)-r(e)< &
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, Sng 2% .
raine de nouveau coutrsdiction ; on a donc bien e=b , et
gk(bma}%a

7

lult &

S

g2t
=z

4

g,<b 2%

;2

rexmplacé par ¢
Comme £ >0 et k)M sont arbitrairss; on “d

e

b

< k{X*a)%e

%

3

5

= 3
a'n<x 1
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en tenaht compte de (2) ol x &
) £ kibea}e

—'f( a

£(x)-2(a) L k(o-a)te
£(b)
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£ une fonction vn'uméri

b[" tel que £(b

Jeor(
noine) ds ]a,

fib}=-

G=a

r legs -foned

o

existe alors wa point o (au ng) 4s
11 euffit d'appliquet la prop.2 4 £(x)-

et admettany ’en. tout E int de -
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4 . =49~ . : A
(8) “ fi| "’:1(7) . - :
| I £ co)- F(G)B ?(b)=¢(a)

£ outre, a1 x| eet lanorme ouclidiemne dans R™ , les deus gen-

bres de (9) ne pguvggt gtre égaux gg stil egste un_vecteur figg &
tal gue )}a,u 1 et F'(y)z _ .q:'(y) popr: tout - yeI nc A :

ﬁ'n effet, l'lnte-raection de las boule 3 ot d'zm ausleonc; e do Zeg
parz:iana d'appuil se réduii & un point.

elle ocont

e

tor

«.z

(o]

”’\Oauélﬁ? .~ Pour gulupe fonction ve

e

I3
S':vl.
®
Pt

1 suffit

fale

canstante,

AN

,_imC svalle ouvert I soit

4 drcite nulle en tous les points du compl iémentaizre

-

d*une periie de“:s:abz‘abz,a de I .

E.-@ th.2 s*étend de 1ls ‘ﬁdﬂlézfe sulvente aux Pfoncticne vecterielles

fune variable gor ;gﬁeze

“R‘}POSI&IOE@ 3 - §oi f une fonctmm vectcrlelle d'@e vama‘cie
complexe, défmie, continue e‘t derivable dans une partle ouvs:»zrae :

" gonvexe A du corps C , & valeurs dans un espace. vectoriel E de

lmension fig;e sur Q . On_suppose gue F'(z) amartient 4 une
gartie gm fggm@ D gg E pour tout z¢ A . Dans ces eondgtions',

Dguy tout cougle de points a,b de 3 , b 'a mrtientl & D,

L»OSOIQS en effet % {t) = -5—-— F(a+t(b.a)) pour O Qt : comms
g t(t)= ? ‘(art(b-a}) 1'application du th.2 & la fqnc‘ti&n. g donne

snEsitht 3‘.% “rams"f“icn
Fn appl 3.11:9;:1, de :anme le cor.2 du th.2, on voit que :

COROLLAIRE 1.- 83 A pst un ensewble guvert convexs tel G:_ug'g’i bz

L oy D (] - oy
g f (-} (a3l & m,-jt%a; pour tout comy
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co g;gxa, dgf;g;g g un domaime A , Boit constante, 11 suffit qu'el}e

ait_une dérivés nulle en tout point is A : =

En~effet,<soit a un'point'quelcongue.de 4 ; l'ensemble B des points

de A od F?(z}- F(a; est fermé puisane é? ast céntimue : il est aussi

ouvert par arplicstion du cor.i {avec ==0) & un voisinage cuvazu COonvexs

contenu dans A s dtun point ga@lconqae de B ; dome 1l est idemtique 3
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essentislle le gregr iétée ta?elﬁgiqgas particulidres su corps

on peut en effet ugnnar_ﬁeg exenples 46 corps valuéds X pouw

la dérivée & dre

te}, et pour une Tonctiom scalairs)  est

St E A EERON £ 2 o S P - P S DI T . 1
7 7 esquels le. cor.3 du th.2 (énoncé pour:ia dérivée {en lieu d4ds
% b £ ¢ . i

~ - &g 5 © s - - A - T e < a & =% P s <7 i}

B de dimemsion finie sur R , 8éficie st continue dans un ivtervslls
= s
oy g Z v ‘*h‘-;{f i_% % L 4 i 3z P ; By - 24 e v 8 ST

ouvert borné’ I= la;b| , gl sdumetbent une dérivée & drolite en tous leg

ra =

v. .. £ : A ﬁ-' AT B ; 3 : b - 5% ° 3 7
points du compiémentaire (par rapport 4 I) diume partie déro

ite e an gszn% =

H‘

Agde ! . pila fonotion { ¢ sadmet ume ii:

- 2 . : ' ; ; rhao .
lorsgue x tend vers a {resp. b} en restent dems 10 [ 4., ¢
prolougée pur conbtirnuitd au point a {ras&.‘b), et _la fonction asinel
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que si f! prend deux valeurs de signes contraires en deux points c
etrd de ]a,h[ il exisle deux points diatmcta de 1' intervalle
)c d[ ot £ prend is :neﬁe yalour): = =
‘h) B L aﬁmet én outre en tout point de ) a,b[ une dérivée @
gaucne, les hornes in? rieures {resp aupériema) de fé e*"’ da fg

dans }a ‘b[ sont égzles. .
,’ %
c) En dacnires que si i’ est dez,.yable ders ]a,b*{ , 1iimg

0
s
(6}
iy
{0
(]
by
Y

de tout intsrvalle contenu dens la %{ est un intervalle, &% par

- ¥ " Sades iy %Y

suite est gonnexe (utilissz a}).

&Y @ © ae .. 1=. P ‘ IR ERE S T PN f’ . :j'"»’s:u
$) Boit p Llfapplication vectoriells de 1I= 10,1 K~ aefi-

'zfielle? gf 2 vmle}.r dans R

, Géfinje de ls nmaniére suivents
(5] - Y ,f
] s 8] . = 3 = [ NS g A 7
F(t)=(o @} pour -i£t€0 ; §(6)=(:"sin £, tTeos g) pour OB,

5 5 A ' % . By 5 % £ . 2
Horntrer que gf eat dérivabls dans gm’é,ﬂ‘ 5\ ;-ais gue de
= i r ) & ) ‘ F )
<

cet iﬁts:ﬁ;al}.e par g?* ‘ a?ast pas . un ensenble COnNOES e:_vrz- 5
(ef. exere. 40)} ‘
i) C‘lt g,« une f’onct;on vee,tor e;.ie o'm“'m% définie émsuﬁ
iﬁ‘carsralla ‘ouvert ‘IC’.’ R, a vzsleurs dans un espace normé ¥ sur
"’K', et am.Lettdnt en tout po:mt de I vne aple>@ & d.rciaa montier

a’ue lf-ens fzmla ees ps:mtd ds I ol f %ﬂ’\m@» ansa @.é ée sgt le

E Zumr Y Y ey s
:is&«i i BESTC,) 5O

co ,Jlo::ar« taire c“m ensemble matar G aan (ati

<

a 84, . les PIGD.4 et 5 . ).

o
A0

s

e
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8) On cmsidére, dans 1'1ntervaue (4] 1) , uns fam:.lle (1 P)
3

d'intervallae onverte deux & deux sens point eommn, définie par
récurronce cme suit : l'entier n prand toutes les vaileurs 30 ;
pour ehaque valeur ds il 2 l'entier P prend les valeurs 1,2,...,2 28,
or & I ]3, [ i I est 1a réunion. des 1ntervalles Img

corraspondant sz nambres n <.'a te coreplémenteire de J ‘eat réunion

- :
de oy > iﬁterva}.?es femés K . . {1 ¢p <2n+1) éeu_x e. denx . gans
point commem. Si K., LQ,B} ox prend alors pour I~ - I'inter-
,‘ P 13 :.i £
{ i

pclrzts de Es dz. ' ._rz;«ts ées exirém.ids @‘i_§f*36~'ff?§;las contigus & B
o Jomgra. 7} (prendre f£{z)=C daiis £ , % d6Tinir convenablement f
dans chacun des intervalles. 1 _ de sorts.qie poar tout x€B |
-i1 y &1t des _pgiz:ts_ y<& X rlapgper :

voisins de x et tels que {f(y}—f{*:})j{gg-x}:»i}.

a,’i;j} ,__'éjt,ayax;t 'chat;éazze ug dérivée Tinie Gans ;?*

'f'j,'_l_ sxiste ¢ tel gue adec<{b , et que
UL E()-fla)  s(b)-gla) ) ,
tic) . aie) s

"10) Solent £ une fc.m‘txon scalzire Aérivable dans un m:?zﬁfaz_}a

ouvert I , g Ba -.Léz’ vée dans 1 ia hj en latewalj{@ compect contenu
dsns -EE ; oz;i suppose qus g o5t da?*ww@m dans 1'in torvalle ouvert

i
3

1ab & (mm.a pas nécessairement continue & droite (resp. & gauctie )

au jponu, a (I'OS_Q.‘ D)} ; wontrer ‘,uul quute ¢ tel gue a <"c <b et

'fi

fada

que  g(n b )~ @g«a,~(’a-a) f{c} .{ 1tiliger lse:,.s_c\; 4;’;1}.

i

I R e L g W
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11) on appelle derlvée smétmque alune fonction vectorielle £

en un POlBt X 1nterleur & 1tinservulle o& est deflnie §’ la

e limite (sJ. elle existe) de i%flﬂ—l lorsque h tend

vers 0 en restant >0 ; on la mote f1(x)) .

u) Généraliser & la dérivée syndiriqus des réglss de calcul
4teblies au ¢4 pour la dérivée (ou la dériv vée & droiis ou & mxauche)
b} Montrer gue lg th.1 est encore vral guand on 'y remplace lss

; 3 £ ans P IS g o NS YA S
mots "dérivée & droite® par "dérivée syméirigue”.

un volsinage de X, I , el est dérivab.e suo point x, ; sa dérivée est
= 3 y,_/;\ =z ;”"-‘ E i % .‘ 5 3 s X s
aeprelés la dérivés seconde de » =zu point X, ; 8t s note g lxg) on
?25”";, N < P Al op w e e - ~;', PGS (g S T - i
LT E LEgi. 51 cetiis dérivése seconds exisie en tout point de i1 (ce gui
impiique que F ex:’asz,e et est continue dams 1), x —» P¥(x) est une
3 3 2 - %o mndes 2 § 5’{:.7; oy
faxzemcﬁ ve’-uorieda guion .:éelgi;ae par la motiation gff’ ou D g,: . Par
5

. Pinit

©
O
iy

{.‘

récz;rz*-ezw;e ; on méme laz dérivie n-éme

de {
- ’ y i s ¥y - w3 s ol e
de L ., gu'on note (1) ou B* : par définiticn, elle a pour valisur
PR : _ P ; ;
; : o _ (n
'h

~en us point x €1 la dérivée de la fenction F

n")
= ” “
e ¢ G Y
déf‘iﬂ“ti n ~suppose donc l'en%e ¢ de toutes les dérivées ¢ \EJ) dtorare
. S f s e
: , o - Sty rn{n~
k¢ n-1 eiansv n voisinssce de %, , et lc dé mfamiué de Fo 2
nawqt E, -
0 :
un Giz Ta gue g ect r folg dérivable su poiant x_ (resp. dans vn intsr-
r‘d'
valle @«1641:) si al.w «M@fn une dérivée n-éme en ce peint (resp. dans

{0
ke

et .nt@rvalia),.
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Le théordae est vrgi pour =1 s
fonctions ad'nattant une dATivée (n—‘! }-é*ne au point &
& ls= dsrivée (-" de F
tel gue, si orn pose . L
3 )=F@E- fla)- frie) 2R ?ww i’-‘=§l
on alt, pour. isw- icih

| gt @l=lF - frea- f'“(a) iéf::-%-l N

qaer

Appli@uoﬁs le th.des ﬂccPClsse:enta i

suLp osons-ls démontrr pour .:es

s 6o peut 3‘&ppll~

pour fout €S0, il existe done h}@

9(5){ ) i.}.?.:wl

3 n o & 3 3 Y = i 2 g
ﬁﬁ,zztemalla dfextréniiés a,x (svec gz-aigﬁ;, 8 la foucticon g, PR &
<24 i S B eyl o aB ,] ~353 SA P A R
vient il ;; S e s D€ QUL 4em0nTie. i@ Thegrane,
R £
J ’
£ e 3 - A 3 -
On peut éonc éGcrire
, = 3 : f ‘12 {.3~, * g e
e e N e 5y v AE~8 * 5 vy AA=2 ) o PRI G NRETB S s iy
W87 ga&ﬁm Clajr 81 (u) 2228 £ 0¥ 5] 5T ‘,».%‘g taj=y= %+ Ulx;,
_ ¥ 1t : R el
Vil k41
= y*
\AE=8 T
- i
4 sa £l = S, 0 T areriio i3 TN s npmbite P 2 gk A o
Su W X Bend vers L lorsgus X Lend vers & ; CeRvtg Iormuls 38T 43102
e A TP " AL Sy W i PR L e L, i o’ i ] i E o o i
formule de Taylor digrdre ; relstive au point a, ot le.sscond manbre
1 * - 3 oA 3 A F e Tyt - Froay § P P % P m P 2
ds (8) est appelé le développement de Tevlor diprdre n de ls fonciion E:'
’ . i.e'.u_ t_“:ﬂ . 7
e T #5 3 A R 7 N . Yy LA-S 5 Y YA % -
az point a . Le dernis? terme ¥ (x)= W (x) >S53<L ggt appeld le reste
) ) iz . 2 =
2 % o = o : . ) i j
de liag le de Taylor d'ordre o .

br (x)j] dans I :
: . f
oo X ' 6 P& = ; i e + 7 o =1 7
PROPOSTTION 3.- 81 | F'™ ' )x)} ¢ % dene ¥ , ons
(53 el o
9) BT aflx) (K
&F by ¥

formuic S pour n=0,
smontrone~la par récurrence sur n ; @

réeurrence apyliquée & (!  ona
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Dazzs le cas oﬁ a=0 , on conclut de 1& sn. particulisr gue, si F (z¥)
\p entier . O) admet une dér1Vee dlordire pn dans un voisinagse de 0, ie

développe;ent de Taylor dtordre pn ¢e cotte fonction mlest autre Que
113) £ (xP)= g + 8 =P+ 23215_-%...—93,5:‘13 '+‘?’n(x ) -

}*n(xp} étant le reeta;du développement (cf: chep.IV).

3) La aefinition de Is dérivée d’ordre n et les résu tate gui
précédemé'Sﬁ généralis&ntlae figon imméd;aﬁe agux fonetions f‘une

variable complsxze ; nous n'ineistons pas davantage iei sur cetie

dénonirer la foraule
1 S o «
i, -eq o - v ¥ A o w35 JRE - 5 t o1
rale s ey e (l”‘-.nﬂ”' L ol 1l 4 ‘:‘*"Q)Dn Pl -  AD
i - o g Lty 4 § e »1{ A J 44 § | s "-1~ , 0w ¢ ‘/ A i bo» 3
i ? R Lf-al e D gl 0
vt (0
oo u ! ‘,  E - o -
: Lo & o
b 3 y | o X
2) Avec les rnotations de la prop.2, on suppose gue la reiation
i 4 1 { n g - & 7 R S ot
| &.Y | =0 pour tout Y € F entreine A& =0 dens E . Dans ces
s w e
o -

. (0£i¢n) gont n+i fonctions vectorielles &

it N o -. i . % < 4
que pour toute fonction vectorielle + @& valeurs dans (P et n fois

[ oF
fn
'-
;
Sﬁ
&
o
[{x
{0)]
<R
B
(2)]
bl
-
o
&)
w
B
ct

i/- At r»’ n-‘I.' { '1(.11)? ;
Lk el 4 i v bt
19 Hl Gk *“'ﬂ%n‘;r . 0.
les fonclions ¢ . sont identiquement nulles.

ions de l’eXerc.E, on suppose cue chacune des

Tonctions '§§:¢Stvz fois ﬁérivable dens I ; pour toute fomection:
f n foie dériveble Game I , A valours dans F , on pose
L e ‘i - T A vEL S
ter T tey: O i o n i piial
] Sy i 3 S e JUEID 2y B " f_./:\ R L et
LFo il L b1 ek 00 LD )
£l : 2 , = TR
Peop ! 241 )T
=§-?& ~r:§ +}' 51 Oé” +t§o+%§1 .;“ }J
i s e £.0
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ee gui dofinit les fonctioas hi‘ sans a-vbiguité d' arris 1'exerc 2

7

montrer galon a.identiqusment - .
r}i F} [h ?}!.f.[h F]”+..+(-1)n [h F}(n) - _ -
= [h.. leh fole b fO]
‘ 4} Soit F une fbncticn vectozaslle n fbis dérivab7e dazs un
intervalle ouvert I ., Hontrer gue pour -eI s OB 2 identhae’aent

W"‘im @ €17 “"’p( 3]

¢ F e A Re S e e
\Teisguner val Tacurrencg sur ru -
+

5} Bolent u et v deux fonctions scalaives n fois dérivable dane
; ; o
- o 2 : T,otda %
n intervslle ouvert I . Si on pose B (Z)=(~-1) ——
o k23 Y’,.,;é i .
N U il & i, = sl Ul el
en toui point oh vw(x)=0G', montier que
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i i
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3 & v 4 a PRI Ul Sl G st *
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by (n) -1 ) {n- el |
i Anj (n) Ay (B-1) - n, (n-2 ¢ 1
il | 2 i i I
i v (3Iv () 2ol
(e posant <f=ufv , dériver n fois liidentité u=fv)

il by -
cuvsrt I.. On po (A F(x;h )=7"{x+h, )-E(x) uis .par Técurrsnce
7 1 7 ?
A "_‘ Ll e i L 9 ‘% b g ol ¢ ?."i Ty
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D=1

_ fonctions qui sont done ﬁx definies pour xeI et, pour chaque
xel , lor ‘BCue lss L, sont assez petit
&) §i la fonctérm f est n fbls dérivable au.goint x. fet ?ar’

suite n-3 faxs dﬁvlvabie en. tout point d'un v01slnage ge x,, on a
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(raisonner par récurmnoo sur n, , en cmidérant la fonotiou de t ;
ARt p'(xﬂz h,,..,nma 1)° p(”’(x)h,..hn )t) - -~
B) 8i f est n fois dérivable M 1 308 8
f F(x, 1,..,1:) F(n)(z )h,,.. }l< ' -
lh tnl aupﬂ £9 (xﬂ: h+..4% h, 3 f

la boras suj érieure etant prise dana l'ansemble dee \t 1 itele

que J\{.vié‘i pour 131 <n . | ;
c) 8i f est use fonction scalasire n fois dérivgble dams I |

éﬁ{xm“qhﬁhh hfw%%0n+“ﬁ

€
e
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n X
z &‘ be) ﬂ’
les li;:’;::’;'ai:}?as"_@i appartenant a io,q
7) Soient £ wnefonction sceleire n fois dérivable mu point x
17 uns fionction wectorielle m fois dérivable gu point 'y
soient ; :
(x.¥n)=a +a ht...4a h%+
- £z h) 8 a,ht a h rh(h)
. - =
4 (3o+K) =b+ bkt . +b K+ S (k)
les d—a’veloﬂpemsnts de Taylor c*ordre b de £ ot 3 aux points x_
8t 3 7P ecuvement. dontre:x uue la somme des mit -osaz;aes du
aéve;onpemen* de Taylor clordre n de 1la fonctzon compossée Q of

C\

au point x est égal & la somme des termes de degré < n darz;,
le polyncme '
1 n 0 a.n
b +L1(a bt .+a )+l:2(a1a+ 4 1") +..+Ln(aih+..+anh )

sn déuu.re les deux- fomules euivmbes .

). G~ = m1 s g“”(r(x)) e 5
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la SOﬂm txon etant étenﬁue tcus lcs syste’ee v'eutlers atrzcteﬁent-
yositifs {mi) <q teis que

+232+... qm =n

et p dészanant 1= eomme m{+m2fu..imq
) Plg) g L ¢Patn] Z (1")( f(xn?‘%ﬂf{»(zn%
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8) Soient f une fenctxon scalaire definze et n-1 fois dérivabls »
dans on ;ntervalle aurern : ,'?1,18,..,x; dee points distimcts de I,

et o, (1¢ 1.<p) p entiers > 0 tels que n.in, +;..+ﬁﬁ~n . On suppecse

'\.,.
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qu'eu point x, , £ s’anngle_ainst gue ses 3-~? premidres G4F

pour 1§§isgp ; montrer gqu'il existe un UGlﬂt & intérievr av plus
-1 i
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etil intervelle contenant les x. ; et tel gue f‘

) a) Avec les Memes aotaulons ;ue dang i'exerc.&,.cn BUPDOSe Que
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) e = £)
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’ « nt
o s est une constante eonvenablﬂwent Cnoisis}.

k) Avec les memes notations, so.t ane fonction vecuorlqlla a
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i

veleurs dans £ , n Pois dérivable dans I 3.13 polynoze \a coef-
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B gppa Sl e
ol & - sppartient a X > o V '
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V4 AU
Bu dédnire que si f ast une fenction eca;airw définie dans ja,b|
et 5 fois dérivable dans cet intervalle, on a-
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-
=iy

'F‘UD_b £3 zis, chacun des

LG

nombres kk = s%% f Fi“)(x)ﬁ sst fini pour 'ze’k -1, 8t

_lsézz.isl ,1-%
M ¢ 2 4 :

0!1 a

ki g

i
o

(o)
’zﬁ%

k




-bé-

d} ‘Par ls méme néthode que dane &), montrer quse si - est trois
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1% ) "011: {3 une fonation n-1 foie dérivable daas un intez'valle
ocuvert X cmtenaut 5 » et aoit F 1a fonction vectorielle defzme

pourx;éodansiparlamlction.-.- .
F (x)= F(O)-l-F ’(0) & -l-F'(O’ § +...+F(n'1)(0) -fi';'\'fi'F (x;z
a) dontrer aue si f-' admet s ﬁrivée (n'i'p)-ha e point Q .
f , atmet ane dérivée p-dme au mint 0 ot ane aérivés {n+p- 1)-éme
on tout point de I distinct de G ; ex ontre, on a '
{5.3{4_}} _ -kt {,(rm—s}(a) porr Ok & <p , ot "_‘
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) AL 1 i .
by iy (000 (P \PTE £ ANy s
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{F{-x)=F(x)) dens 1 . liontrer, & 1l'aide de 8) et b) que, si ¢{
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et n fois dérivable dane ¥ , telie qus ?(x}- %(x ) daps 1.
14) Soit I un intervalle suvert de R , f une fanctj on vectorie
définie ei contipue dans 1 ; on suppose gu'il syxrte n fonctions

vectorislies - %i. (1<1ign) géfinies dans 1 , et telles gue la
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g) Uz Dose ¢ {x
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. pour 1531351 . -;;-5 ‘?p(x,h) tenc umforﬂemant vers g, {z) suzr

h) = g‘{x;z s8,..,0) (exerc .6; zéontref que.

tout mtervalle coa&pact contenu c¢ans I , 1ersque n tezw. vors U , ot

gus lss %P sont des foactions contlnhas dana i (le demozztrer '

successivemert pou‘r p=n , P—B-' ; atc.). : - .
¥ !.‘

b} En déduire que [ posséde dars I une Qérivee n-tne. com: e,

i OB . A £ e SRS
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i. VYarigtion des fonciions numerigues.
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PROPOSITLIO0 1.+ Soit £ une fonction nv.aérigue y finie et continue dane

un inisryalle.ocuvert I , et gdmettant une dérivée & droits (finis ou

en tous les points du .couapléuentaire (par rapport & 1) d'une partie

non)

dépombrable & de I . rPour gue f soit croisszote dams I , 11 faut et Z.

{x) » 0 pour tout T e 1 () ﬁA ; pour. gus £ scit stricte-

guffit gue ! &
A T S a— G . —n ;
ment creissante daps I , il fqzt et il suffit gue fi(x) >0 pour tout

: 2 e G . i . ‘ ke
Xed gl i £ gt gus dans tout intervaile cuysri contenu dsns 1 , il

axigia au ._Cv.LJé ©n Point x tol gue fTil(x) 7 O

T e e " L

e proposition résulte augsitdt de la définition de la dérivée &
droite, ev du _‘r.néoréme des accroissemsnt's'fi;sis (§2 , th 1), ob
on fait :é:i;) . .

un peut nétx.‘zrellewent rem};ﬂace-zr fdérivée a4 droite® par

“"dérivée & gauche® dans 1'énoncé de la prop.1 .

un '“I‘:mi ‘BOBDTS. des fcﬁC»IOLS na;aer* cuss ri‘ une ?ariab}.é réelle iss

nlus usue 'éles “~ont Gia tyys saivant r—lles sont ﬁéflﬁ:i&ﬁ eti 361’3131):1 sea

el Pl e e B : :
devie an .as.m,u-: ow@'azt A R ol a 4:58 er'i" a; tc 1t voint de &
B i e * _ P - : p ; > :




{z l'exception éventaelle dfun ezr: exile de»nonbrable de points) une déri-
vée & droits (f:.nie ou non) ; en outre, dans chague intenalle co:npact

i -!':a,’o) contezm dens 4 , 11 exiato une snito g;gg (°1)1 <i <n
strictement croissante de points de 1 telle gue, dans chacun d.es inter-
valles \a, .;[ ) cﬁ"[ (_1\1<n-1) ]e ,h[ le aigne(*} sgz‘(i‘t(x))
'f'este constant. il résulis slore de la prop. 1 qne, dazs f‘haean de ces
intervalles, f est, goit cons‘sa.nt;a, 301t striete*aent cmissanw, so,,t
strictement decrgisaante ; on dit qu'on a "6tudis les variatéons Qa la
z‘gaetian 7 lorsgufou @ fiéteminé ces inbtervalles partisls . 41 faut

ok la fo_{cmon . ‘”{:?*

ur. intervelle Cu.rff* rentre dans
cdwoLlo gue nous venons de con.sidére* - Un peut donner
es ~a,¢cm;()1as de fonctions cortimies et derivables telles que,
dans toul intervalle omfert isur dérivée ;rez.ne des valeuxs

1__“%5:\\,

btric*“ement positives et des valaurs strictement négative : ;

DEFIRITIOE 1.~ un d4it gu'une fonctiorn mmé rigue filee £ , définie daus

uns po.r‘.;la A d'un espace topologique B , admel un r.naximm ralati

-.nn-‘

{:"'esp. mexizan relatil strict, "sin_mum relotdf, minimus relatif exrict

80 un point xae'A s par r:;gport & A, g'il existe un vmsinage ’s' ée
x_ daps E tel gu'er tout point eV N A différent de x, , o8 ait

;(xj}é £(x_) (resp f(x)<f(x } ; f(z) ; £(x) ﬂzz/) : 'f(x),:>f(xo'}}.

‘gue, pour tout nombre réel z , ls
~ i 9S - - i - e ' >

B E 8l x>0, 182 <0 .60
enple E,¥. HOBSOR, 1zhe thsory of
3 &d.):{Canbridze hereﬁ;g rTess,
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1l est eleif_qpp,, s8i © .att'e_i‘.'xit“:sg{' bam'.sﬁp'éﬁeuré :(i‘-eép. .j.nféz-isu_ira)

dans A en un ;oin't de A - elle :a.jnn' aax:lmnm i‘é_].ét;f (fésp, pininum ,
relatif) par'raﬁiert & 4en cépointlf‘la-fééiprbqué»eat5bisn eﬁtéﬁéﬁ
inexagﬁe. . | ' : - ‘: : - “{‘“'; - '
On moters que si BC A , ob si £ sdnet wn maximm reletif

(par exemple} en un point J'zo’e B ,‘WB : t_nfé&vz:e_‘z_pas
nécessairemert un mazinun relailf par Tapport 2 24 sn ce point.

PHOPOSITIOR 2.~ poitv £ uns fonction puméripve finte, définie dons un

s

£ ] i | S £ i 2 g 2 Y Y o i L
interveils I¢-¥ . 8i, en un poinpt X, ; intérisur 8 I , £ gdmet un
B e e eSS o gt il s oy L B Sl
maximun relstif {(resp. mivimum relatif), et .o en c€ voint une dérivée
s et it L A A - 212 3} L t i 0 --’1"’ - 4

& Gzgite et nne dérivée geuche, on 8 fiix’):g o t £1lx ) >0

=5 24 Ca 470 2 2S5 7

a -

-
fr1{w ) el e e S Lo et L e Sl Ut
fHix ) < 0} ; er particuiler, gi f est dé&rivsble

>

La proposition résulte irivisleument des définitions.
c

Le récivrogue de lg prop.2 est en zénéral igexacte

- o £Le o .t . <4 - o > e D | - < ~ e ——y -
L 1 ™, o1 -~ - % ] N o 3 re o | S o nT & TE M 3 | o, BT Y e T P =S 5 i i x %
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}J;, ddors £ gomel un saxicum relstif auw point x
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2. Dérivabilité a'umne Fomclion corvexs.

PHROPOSITION 3. Si ume fonction purérisve £ est convezs dsns un interval-

le I K , elle adwet uno dérivée a droite et une dérivée & ganche

finies en tout poirt x int6érieur 8 I , et on a f;(;}:§rf&{z}v.
Hemarguons d'aborc gue la condition de convexiteé dlune fonctiop £ cans

vn intervalle I peut stécrire sous 17une des deux formes éguivilesantes
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suivantes :. sl 2. b.c sont troia poirts guelicongues de
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on & en effet_ e=Aat(i-4)b svec A 2 s‘? lss deux .anégali'sés

précédentes sont chacune é"aivalen'ts 2 f(e) g Af{a}*t'(‘i Aye(o) ;
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cutre, dire que £ est s*cnctem%t corvexe équivant & remﬁaeer ie szga&

£ (resp. 7 ) par . < (resp. > ) dauc ces 1&!—‘-@33.1‘&93. Cele 6tant, si %

; s {2 ‘5- ] £ ¢ ]
est intérievr 4 T ot 3L2{3', on ¢ f-;' £ < "(5 } {X -, domc
i Z=A >
£{ Y. p{ ;
2 7_2 53 ~est fornction croissante ce 2 POUE 2 > X ; f"aut re part,
/ { ) iy =~ ;= L k’- I""; 7
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t , £{x wf xty. o plxM)-Plx 1 "\;fftl' e
.Vfd(.xi) <2 1 L & (jgti_g__.,, ...~.§i. AL L -v;{x‘},

PROPOSITICR 4.- Pour gu'une fonctisn numéricue f soit convexe {resp

str&ctwuz z,u,cor:ve:x:e} daps un intervalls cuvert T 'R .11 faut 65
il gus ffit guleile solt continve Gans I , admeite en Tout poim: de 1

i AT ;: o i g > il 3 L '»*'ﬂ,.‘,:'f il e i
une deérivée & droite finie, et cbe ceite dérives soit croissauts

,i. resp. strietar_;agb C—:.&.&qute} gens. .
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ot i‘f‘<x« ,ona w) r'<xw)<:=(x~) (resp f'(x*)(f'(x") f’(x")}
Héciproque:nent, suppoeons f' aroissante dans I . si f ntétait paa
convexe dans i, 1 exiaterai.t trois points a,b,c de I tels que

a(c(b ot que’’ M)Mﬁl : mals d'aprés le th des

c-a

_aceroissements ﬁnia (g2, th.1), on a ;ﬂ.ﬂ:ﬁ.ﬂ ”Z’Em :(;} , et

C=3
-{-lim? inf f'(x) . un aura:lt donc  sup f'(x)? inf f&(x)
. . 6dxLDb alx<e 4
ontrdirement a l'hypothése cme fé est croissante.

ai mai..\tenant f:l east supposée stricieaent croissante dens I e f 8st

conveze ot re peut &tre égale & vne fonction linéaire dana fwt,.n

intervalle ouverl contenu dens I , tar dans cet intervelle £ serzit
constante, € utraire‘5ﬂ+ A 1lihypothd se.
COBCLLAIHE 1.~ g; f oast copvexe dans I ,; £ esf iﬁ”"?ﬁu;r dane I szufl

aux points d'une purtie dénoubrable de I , et f' .t L' sonf ™

coentinues sp tous les points ok £ est &éri'au;e

Scit B l'ensenble dee points de I ok £ n'eat pas dérivadble.; pour

b
tout. x€B , eoit J  1fintervalle ouvert | £ (x), f!1{x) ; il résulie
’ : A ! oA
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e (1) que, i x et y sont deux poistede B fels gue %L 7 ., on a
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{¥v pour tout u€J_ et tont vVEJ_; suirement dit,
. ) ;
vercourt B , les intsrvalles ouvertis non vides J_ sont deux a deux

Aot d il - Al sl \',._ & 3 ok % s o g2 "y
3ang poinls communs ; l'eonsemble de css intervalles ssi donc dénom-

ol y S - = oy # NI 2 ~ - -
brable, et par pulte il su est Ge meme de B . 14 seconde partis ai
.
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. 3 e i A2 o i el e e boe oA Pl e &
corollaire est immédiaste, car d'eprés 1s prop.4 du 22 et le fal

gue fé et £f! sont croissantes, ¥
; i + 5
droite et uns 1im lLP 8 zauchs, €t par sulite f! { reap. f;; est en tout
L
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CGBQLLXIB gggg f une fgggtzgn cont;ggg et deux go;s aer1Vable
dans e intervalle guvart 4Ic:T( ur g 2 soit convexe dans I -

11 faut et i1 gaf £it qus f"{x)} 0 pour tout xeI ; pour gus T sgit

strlctement conyexe ¢aas I ,'11 faut ot 31 3u '£it cus f”(z; O pour

toat'_xﬂéi , €L gue, dznsg tout intervalle cuvert contenu daﬁs i 31

te un voint x tel gue £A{x) > O . : ‘ :
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- iy “ e SR i =z P SR e el e R e
#Fxemple.- Danz l'lintervaile 0.+ o , 1a fonetion x (¥ raticn-
p . i
”‘.L‘ < 1 & Aarivie CTES L INT: (5 £ Ao ley £ !‘r‘“f v: Z e "fi‘ = 3
Ael ) a une UsTivVoe 8eCconlts epalis B T(I~7 X . DOC 8118 28T
ztricie
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Pl o o
cuvarv o Gty Al
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(chap.I, §1 ,n°4) du D , i1 faut ot i1 suffit que fé(xc}:g G 3

La condition est nécessaire, car si y-£{xg )-a(x«x ) esi droite u'akgui

de D , on doit avoir f{x}-fixp);& uix—xﬂ) pour tout xeI . d'ol
. iy - & (3
i i b Y
Plx)-£(%o) f{x)-£(X .
LK O 5 ooy x wx . Bt ELK ) =T L0/ <8 pour X <-x .
00 X-Zq » : Bed e

')
a falsant terdre x vers x, , on a decne filx.) < = g,féix“} -

e = e CE a2 S k. e A { 3 A o i A R
aent, si ces inégzaliies sont reczplies, y-fix )=al{x-x_} eost droite

dfappui de D d'aprés les inégalités {1) .

On voit en particulier que si T est-aérivable eu polnt x. , il nlexiste
cutune seule dveite dlappui su poinmt (x,,T(x, }), la uaggﬁggé & 5 en
Ce€ - DOJ v
5. Variailion des fonctions Convexes.

ponsicércans d'sbhord une fornctien 1 sisiciaze;; gonvexe dans vn inter-
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en conszderant les po;mts de I o& f'(x}7 0 et ceux o& f*(x)( 8,

que trois cas aeulemt sont posszbles =

4° £ oest attictement croiaeante dana I
2° £ esi su‘ictement decroissante gans I ;

3% 1l'existe ‘a€l tel que, xour x g a, T soit strictemen* &éc'ff.;.s-

'sante, et; pour x >/a . atricte nens croissante.

lorsqae T est comexe, aie non s.rictemont convexe s peut atre A
constunte dane un mtarvalle contem dans I ; soit o .]a,bL is plus
grend intervalle ouvert ot £ esl costante (clest-g-dire 1! mtém&w de

1tintervalle of r’ (x)=0) ; £ est alors strictement décroiss

@ Gans
l1tintervalle fo rné des points X de I tels gue x<a (s8'il ¢ 3,1

strictement .crolssartc dans llinterrslle formé des points ds i ﬁels Gue
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Dans tous les cas, on voil que T poss séde une limite & droite a llori-

gine de I , une limite 8 gauche 8 l'extrémité de I (dans R ) ; ces

3 “ b O e @ s o 23 s SEDTE | gl R o B o . » - ¢ iy 3 P S, S
1inites pouvent 8frs finies ou icfinles ( cf.exorc.10;11 ot 12}.

N, N - &) % 4 0o - 2 i 2 vy T o e i
Exsrcices.~ 1) Soit f une Porciion nuandrique cmntinue dans un
inte 7‘*7”1}? seni-guvert ; —Irz., Fo > 5 371 ‘anternn *oua lse
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Foinis du comnplémentaire par rapport 4 I d'uyne partie dénombrabls

A de X , T s0it croissanie & croite, c'est-d-dire gu'en tout

roint xeI N} A, i1 existe 1 >0 tel que, posr X £ 7< Xh

f(y)q}, f{x). ¥ontrer gue f esti croisemnie dens I (raisonner comme

dans le th.1 dn f:;;z}.

2

2) Scient £ et g deux foncticns numérigues finies, stricisment

posiiives, continues et dérivebles dans un 1¢tem’: alle ouverst I |
o i i o ., = e il
#ontyer gue, si f? et g sont m‘sriezamezet positives, et f1/st
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mengtone ﬂans T ; ou bl»n 11 sz;ste an 403bre cel tel qus f/g s01it

strietement décrcissante pcnr x <c s &5 strictement crclssante pour
- xje (rema'quer gius, si on s f*{x);g'{x){ f(x}/g{y) s on a aussi

Hy)fe (L 2V ely) pour tout yLE) .

3} soit f une fonction & valeurs comylexes, eontinue dans uvn anter-
valle ouvsri'I., ne s'y annuldnt pas, et zdmeti a&% e tout aaigz

croigssnts dans 1

’Ou "
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ot

une dérivée & droite. rour gne e

A n Ny ‘B P A f

4 spoit £ une fonct H
. it i“
g J i X ¢ 3 3 B gy,
telle gue {f{x}| £ 1 d=psicet lntervaiis

- | g 2
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P pavy - 3 - ;4 -t < % g
a) loptrer gue si m, (A ) désigne le minimum de {1°7/L¥)
G & i i

trois intervellss de losguaura gi P oLty Jion A

ﬁk{z,} ::) 'E(.m (0- §" 2

b) Bn déduire gu'il existe un nombre K _ ne dépendant gue de n

i L
et tel que si Ef*(u)f'} o5 1 “’(? atannule su noins en n-1
: } s e £33
points distincts ae I {umontrsr ar récu ffence sur k gue £~/ stan-
noie au moins kﬂﬂ_fois_dans 1) A
5) a) Soi ? une Tenetion vectorielle aya ant Ges dérivées ‘} tout

e dans un intervalle ouvert i . Ou suppoee que, dans 1 , on a

#’"\h’
\-..4'

it tf ' 3 ind

3{? §§.¢ a.a! r? , ok a et r sont deux nombres > O inaépendanis
i 4 i s : _ . ] 2

de x et d8 n : montrer gulen touti point ‘x €I , la "série ¢e Taylor”

s = ~{n} n
.&sbterxe 2énéral XLy ey ) eat convergente et 3 pour
e ; i nt e

sonme ¢ (x) dens un veoisinase da x .
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'B) ioverse: ant si la séris de waglea ds b ea un Loint zo con?erge

-dans un'voiainega de xé s i1 ezi te deux- nombres a el r gdependant

é.s x, ) tels qus " q ]C{nf-(x }H 4 a.nlz‘ _pour i;ou*s n
c) Béuulre e a} et de 1'exere.4 “b) qus si, dema un lntervalle ouvert'

I , une fonction scalaire f est 1nééf‘ iment c931Vable 8% s’il

'FGXlSue B nozmbre p 1ﬁdependant da n tel qua;f{n).ne stannuls paﬁ‘en

piue de p peints d iztineis de 1 , 1a gérie de 7 ylcr de L au voisi-

nage de tout point x_ ds I , est converzsnie 6t a pour soume fix,
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1 < il i ¢ & i A 141 3 o o g ey PRy "GRG s F
lie I=ja,b; , telles gu'il ex ste un nomdbre €3I tel gus
LS /
g ‘r‘ . & -
3 - log i - 3 é 4 LY H o A iy 2 e 3 Uthiiili: “
hacun des intervalles }(a,e} et jc,bi . I el g varient qdaus ie
", 3 ~ 1
-
A 3 ~ g - il . o fatie £ ~ Yy e 3 wi 3
meéme sgene. dHonlrer gque ie produit fg est convexe dauns I .
LN i : N s o d
¢ L g e 2 o3 . s - & bk Mmooty %4 3
8) Soit I un iptervalle contenu dans | G, v oo} 1§ montrer ¢ue 23
- i Ny
T i e Nl it REE £ I g 3 2o i ¥ P Ant o
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ent.
e /
N ¢
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bans. les a@mes a’§otnésea, &ontrer que B /zf(e x) est conveze

!utiileer ’*exerc 6). - _ 'K : ! % . _
' 10 80it T une foactlcn convexe dans l‘interValle onverf }f& +4r} ';
=il existe vn ;eaint tel qae, aans}e -l-oo{ f 801t etrzctement |
-_erQLSoante on & 1i$c,f(x)—+-eo - : ; ' ' :
11) So;t £ vne fomction COLVEES dzag un interveils :fa,+¢ﬂ§;;
»~éﬂﬁtfer Qge'” 2AEL o une llmige {finie ou infinie) lorsgus = ééné
+ oo , ob que cette limite ost aussi celle ae £1(x) ot de
ff{x} - cette limite est 78 81 f(x) Vsnd vers + oo lorsque #
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h £ - gy ies ] : . 2 s n s+ 2 o B \ ’.
g} 81 { admet uns lirite & droite finie gu point a , {z~8 )% £z

imite & droite égele &4 U eu ce point. .-

w2
b) Dans }a,b{ , cu bien f(x}'x est croissante' ou bien fix *fg
3 ’ i
est décroissante, ou bien il exiete ¢ € 1 a LL tel que f(x)fx
seit décroisssgnts dans . | a,-c{ et mz.ssum:e aws \gc,b{
A " 3 1

¢) Un suproge gus b=too montrer que si = lim (f(x)-x£i{x)}
: , . = Xy Fe0- g

ect finie, il en ost de mémwe de a = 11m f(xz/x , que la droite
S _ _ x>+ oo 7

y=ax+f est asympicte au graphe de £ et a8t situde su- ue%qoas

de ce graphe (gtriete&ént gu~-decsous si f est, tricten e&t CORVEexs ).
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»3) Soit ¥ une fonction convexe dans un &RtGI"SiLS cuvart 3

& oy 3=~ .
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14} soit f e fénction czgtiﬁaz'dans un intervalle ouvert 1 et
aumettant en tout point de I une. cérivée @ droite finie._ Si
tout x€I el tout y>x , le point i =(7:f(y)) eat an-desaus de ia
Gemi-tangente & droite aun point gz.Lx f(z)) dnhgraphe de T, ﬁcatrer
cue € sst comvexe dums I (en ati isant e th.ues accrczasementg finisn

{Ef} Dy ..}.:_f_\ﬂ _ggr }_ ‘\3}.
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“ h ®)
b - 4 b =y ) ’\. Y ey i g i A - 4 yory i "'—’ 2 \:v w4 o e if v e s =
i ¢ B (ke (b)) dane l'intorvalle f s vt . Jlontrer que f est convexe
{ % % i
" - < N . - . ! - o =i - T 3
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£ i f -
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tel que s {_b s 11 oxiste un seuzl c¢ € a,b§~ tel gue
f{b}-f(a,z{b-y)f‘xc; ; monirer gue f est strictenent convexe dans
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monotone asns L).

e F R - S
Gﬁ sSuppose gue, wour toul couple {&.,;@} ée monbres réels

Tl

cLPixiT A= ﬁ:%_ﬁait_ceﬁWﬁzg,éﬂzg"

e S

A



a) ﬁon»rer gue g est

. £ est convexe {resp. eonea?s) da¥s I (utzliser 1a.prop

‘3 5.
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anexa P zonotone daaﬁ 72 -

b) Si g eet»croissante (reep. 2écrcigaante} dans =

Prinitives et intézrales.

1. Qéfinitiah‘des B i?1§£?6§
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Paragraphe, gue des fonciions
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Four pe pas exclu*e des fonctlons 1ussi siaples gus ld precédente.

“on elargig ila dpfinislon (] ae iz naniére suzvaate -

DEFINITION 2.- Etant gonnée mue foncticn vestorielle { , définle dane

un intervalle I,C;T{ on 0it qu’uae fonction g, définie ot contlnue
dans 1 es), une prizitive izrropre de £ §§;¢§,adm§o 1ne dérivés ag

& C(xw sn_tout g;}nt du complémentaire (par rappert & 1) @'une:2§?t+e
4 ﬁoﬁbreble de I . :

2 ; ~.'_' Sl o = P = < §5 e ‘:,‘
Avec cestite définitiocn n, on voit aussitlt que 1ls Tonciion scelairz
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;;o;t A zo ensembla filtré par un f:.ltre ?)" . {F )a 6 A

une *’amllle ds_ fonctmns définieg dags un intervalle I ,’ % gne primi-

tive (lmgropre’-; de g-‘ pour _ggut aéh . Op supp gse-gua : 12 guwasz“

is 113 tre 5{ . les fenct;_gns Fa ccavergezzt nnifomement dang touts

pertie compacte de I vers upe féneticn £ 211 exis e:xista un point

1
{“L\.
bt

f

tel gue, suivent le Pilire ;_’-,\?f ; 1z femilie ( % a)) a une limite

U




MR 60 bo
- 52 A o

: i 7 . .
%,adme» une derzvée eﬁale & {?(x) En effet, soit }b,cj un inters
valle cempact contenu aans 1 et augueli x est int térieur ; éa vcit 2onmd
ci-dessus gue,; pour tou’c n tel que {b,c} <1l ettout m2np,; ona

. . q .
| K%%J) Fa BV (Fq )G, ) € 2 ex]
pour tout ye‘[b,'e ; en feipant cvcitre il indef;.mment, on voit

guton a sussi

pour toui tyaxl < B

; 8 et e

o @it itautee pazrt,
on a

ce gui

"’0*1(.4.,Juw i.- L'engemble s des

aen’c. unpe priritive dens I e3t ur sous
: | s o i ol e o 1 C:« : (T AR 3 - 1% A sl
conplet) de l'espace vectorisl complet g7 (1,E) des applications

de I dens E muni de la topclogie de la cor 1Vers8nce uniforme suy les

partics compacies de I .. _
'COROI;IAIBE 2.- Boit x un point de I , et pour chague fonction Pe_ S,
soit P (F ) lg primitive de F dens I gui sfennule au point X, ;

1! g,n_plication F —> ? ¢ F) ds 5? Q_____g W(I E) ezt une applica~

tiop linéaire continge. ‘
.Je cor.1 du th.1 permet d'etabllr 1'existence de p rimiti*fes de cer-

taines catéwories de fonctions par le procsdé guivant : si on sait gue
vl

les fonctlons 9.1,1 artenant é, une partie ﬁ; e F (.L E) admetitent une

pmitive, il ep sers de néme des Ffcnctions appartenent & 17adhére: gg
dazls 3! {I B) du’ saug-e pdec: vecioriel ex‘ge._r».dré par f}v . Bous

,allOﬂ.S a}:pliqnsr eette wéthode au n° suivant. o
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5 e ?onctlons reglegs.
 DEFINITION 3.- On dit gu'une fonc‘binn voctoriells defim.e dan 5 Bp

intervaile I est une fonction_en escalier si elle n‘a,qu'ug,nombre'finz

=

de points de discontinuité, et si eile est constants dsns toul intervalle

ofi elle est continuc.

Soit L une fonction en escaiier dans I

¢

$ b 4 Z, 2 g e et o
ltextrémiié de 1 , et les a, o’zsa},e tel
iy =
- & { I
A 2 S . £
de discontinuité de | qui sont intérisur
o y i
5 -, 3 i
Farirrall N S 3 5 £/ 2o
¥ f.; Va2ii8s ouverts i B :,S,i_;'g,. & i xh~-
7 o ¥
ol & £e i 3 ~ — 3
valfte ; 201t LA iaicu? gutelle prend
i
e o < o 3 1z 7 1hde
2 G0 YA U C - & FLh A - o L& 8 93 % 5 4 240
¥ TN enty T "i‘ Yoy L i1 f w10 i 8 b Vi By | ¥4~ = . | ~y
ne veut 2%re %= Jll' QU POALIIVE &, (e

- - QT ” [=] Hel - i i i il e o piige
0 ‘bescin une fonction en egecalier onm un

ou'elle est identigue & une combinaison lindairs (n coefficients

dane B) de fonctions cara Lrlqt1au dtintervalles ouverts.

DEFINITION 4.- Un dit ‘une fonctl,n'vectofielle définie dans un

intg;yalle I est_une fonction rézlé: si elie est limite uniforme de

fnngtions en egscalier dans toute p tie compacte de I .

il rcsuite auseitdt de cette déflxstLon gue s8i une fonctiou est

1imite uniforme ce fonclioug régléez dans touts pariie compacie de 1 ,

elle est ells-méme rdglée dans I (autrement dit
des fonctions réglées dans I , muni de la struciure uniforme de la

-

{ B e L e, o S Sl : Sl el
convergence uniiorme sur ies cngemoles conpacis, ost gemplietl).

S B ey Ll » SR e e
Bous allops trzpsiormer laz GéF.4 ox uns aulre

o




Wee oot C7

. . ; B4 ,
HEORE(E 2. - VO&IAQD'UHG fonction ;‘ déflnie Q§g§ un ;nterva;lg 1 sgit
régxéeJ il Paut et il suffit gu'ell g; une 1g;§g _drojite_st ggg
'*imlts 4 gauche er tout. point intér;gg;gg ., ;“__;;mltgAa drggggug
lforisipe deA;., et une iiniie & g che_g_l'egtremitg de I ; lors;ug
ces poinis aopartlennenc a7 Iﬁenaemble deg goints de dlsgonbggzﬁte

ds £ dzus I est alors deﬁonbrable.

42 ia copdition e;z necessaire. SLL1osons en effet gue F 501n

e

ziée dane 1 , et soit X un galﬁt cuslcongue de I distinct de l*ﬁxzré~

r e
- : : P B ' ; ‘ L o
i%é de I , {x,yi un intervalls cospacl contenu dans I st non réduit
¥ - : | .
1w point., Par hypothése, pouwr tout © >0 . 11 existe une fonchion
i zZ § A g / ‘) ki
A ter o telle que | | 12)-<1(z);§:g € pour tout z ¢ | x, ¥y}
o < ‘=dm ane 13 e & droite au point x , i1 existe y'e 1 E,;¥{
i 2 - b /{ §
. i a e P
% 4 - p PR 2 NIRRT . ~ 4 - ~ T ¥ il -.:—'\
tel ¢ue, pouz toat couple de points 2,z' de l'intervalle 1Z, 7N
bl

gn.ait j"‘z‘ <é(v‘)h < & , et pavr sulle Eif’(z)- F(z*)ﬁ é A€ ¢31a

prouve (crztcre de Cauchy) que F a une limite & droite au point x .

Op montre de méme que F a une limite & gauche en tout point de I

distinct de 1'origine de ¥ .

2° La condition est suffisante. ~Supposons-la remplie, ot soit J

un intervalle compact contenu dans I ; pour tout =x¢J il existe un
X i -»‘-. o o - N
intervalle ouvert szlj y,dz}‘ contenant x et tel que, dans l'ivler-
: A e By . :
e .
ssntion de J§ et de chacun des intervslles ouverts :ECT’ { x.0 4 o

itoscillation de f soit < & . Corme J est compect, 1l existe un

g i " R R A i) S e 2 e ey il ¥ 2 s i I ML
AoEDre 1133 Ge poeintsg Xi U8 o 1818 ghc les 3y Lor erg un :*Cuﬂclvwﬁf
3 :
. \ 2t = Se il : A = 8 s
o8 3 8021 - T e e G e o suiite Cbienue el Tranceans asus L o¥Yurs
5 of \':’«: _s\,éli
Mgl g e i e i iy il % £ g e =
IEE 408 LOINSS Q9 ltengemble fini formé de 1fori S2e BL G

N
57}
iy
Ay
)
w
¥
4, &h‘
-
e
e
fa.
3
0,
¢y
b
‘4»"
Q. 4
o
et )
413

& ~ 5 - - -~ i
e £ SIS 2 & 8¢ 4es boIn - &
e i G %= e ol
A i K
2 i

g £ 3 e i = 3 finn >~
=it “. uvpe de ges val enrs dane cat intervalle (D <kdin-1;3 |
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g% e .
Es pesant %(ak)n F(ak) pour O<kgn, et, pour tout x c] 2y o1 [
3(x)= e (0¢kgn-1), on définit wre fonction en escalier q- tello
quo ﬂ F(z)- %(z) “‘e pour tout z¢d ; done F‘ est rébléa dans I .
Pour voir que lee poiats de diseontinuité de f dana I foment un ensen -

‘ble dénombrable - 11 sulfit de le démontrer loregque I est compact ) puisque'
dans le cas géucral, I est réunion ¢'une suite crolssante at zntervallsa

- compacta. Gr, lorsque I est compe.ct, pour tout an > 0 il exist’—‘- uza
forction en escalier 3«!1 telle gue g F(x) ‘j» (x) ’i < ijn dapg I 3

la_ svite (9 n) convergeant uniformément vers F dans I, [ est. conti-

oue en tout point ok les Gy, sont ftoutes continues (Fop.gésm.,chsp.X, §2)
mais comre %, est coniinue ssuf aur points d'un enpemble Pini H?, -
v . i e i, ..‘. o i
{:'- esl cortiaus aux poi nts. du conplére f,sflre de .L‘za_ns: le d = ) ﬁr A
. i B §.4

e

qui est "dénombrable /
1e th, 2 ,aomra en pa.rticulier que toute f;m tion continne dans I

est réglée. , | , '

COROLLAIRE 1.~ Une fcmction numerigue monotone _g_ I est réglée. |
Ea effet, si a el b sont 1'01’161118 et l'extrémitu de I , une fonction

7onotone dans I admet une liuite 2 droite en tout point de (e, b[ ot

une limite & gauche on tout point de ]a,b] (M-. chep.IV, %5,

prop.4) .

UOROLLAIRZ 2.- Soiemi F i (1 £i<n} p fonctions rdglées dians un inter-

valle I , Fi prenart ges Valeure dine un ospace vectoriel E, ds dimen-
sion finie gur 2 (1<i<n) 8i % est uns applicamon ccntlr.ue du

sous-espace - ! : ETS de l E dass ub espace veeciorisl F de

d}.zaens*on f‘:.ms sur "Q L dn 'cncg.ion 00'211305(‘

_;.w—)%(j- (x), F () ,F (x}) est rezlge dens I .

ko effet, slle satlsfalt de fagon évidente aux co:;dlmons du th 2 o




~ £ =
_'un-voit eh varticulier due‘si f' est une fcnctluﬁ'vaﬂtorﬁaile ré*lee
dans 1 , la fonction scalaive x- -’;‘ (x){ .est- auaai r3glée. Te néme,

leslfonctions.sca;aires réglées dans I forzent an annesu,
.Re;argge.. Si £ sst une fonetﬁen sealaire reglas dans I , ,%?/@Qa

9 uae fonction vectoriells rdglée duns un intervells contensni
£{1), la fonetlon compesde g sf anlest g
<3

COIIGE X L enonece 2> B CCmi oY % { 4 (%
‘x
~ 3 P 7 h
L D3 } DULe Toncilio LOE adnev e 1ML IV,
i D R B P - e [ M - iy 4 Pt e Fs A e e e B AR i e i i ! - R, oy of ning
spffit. dl'aprés i cor.1 . du th. 1. de |ls démontrer p our ia YOoORCLLON
» - d -

O

aractérigltique ¢ d'un intervalle ouvert i&’bi . Or il est cialr que
ia foqction égale & x dans ‘)a,b{‘ s 2apour x {a et a bpour x Db

est une primitive (1mpropre) de @ ..

COROLLAIRE, - Touta fonctxon ccntlnue dans I admnet une primitive propre
dans 1 . _ '
'Bemarguea.~ 1) Pour démontrer ce dernier corbllaire, on peut
utiliser le fait que tout pelynoze {& coefficients dans E) d'uns
‘Vgrlable réelle admel une primitive ; comme d'aprds le th. de

Veierstrass {¥op.gén. c%“g X, 254) toute fonction continue sst

‘T‘}
L&Y
&)
( A,
gt
(ﬁ‘;‘.
o
%)
b

timite wniforaze de polymomee dens tout intervalle comp

o

u th.t montre gue toute fomcticn continue admet uns primitive.
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2) Ise ;rlncipe e 1a methode },réeeaente s'étend sans medification
importante aux fonctions vectorielles d'une Variable W
51 U est un dozaaine relativemant compact dans G : _u:ae mj,jm

~ d'une fonetion vectoriane f -définie dans U ost par défim.t
une fonction oontinua dans v, ayant une dérivée égale & F en
tout point de U Avec cette definition, le th.1 s'étend aam modi
fication (on démontre en effei s en tenant compte ds ce que U ezt
connexe, que («3, ) est localsment uniformément convergante "T
suivant gf en tout point.de U , dlod résulte que ( %’a i

du ¢ 2). Par suite, toute fonmction qa._. 63t"~1'_i.1;ite ,-“-"”

o

polynomes dans toute partie c’srfacU de U ;“admet une primitive

dens U _; cee fonctions ne sont au‘ciea que lea fonctic

hglomorphes ‘dans U , que nous étudierons en détail daps un Tivre

ul+érieur
3) Il ne faudrait pas croire que les fonctions réglées dans un
intervalle I soient les seulss fonctions ayant upe  primitive
dens T {(ef.exerc. 3 et 4). o o
4. Intégralea.' | -
Hous allons désormaié nous borner a4 1t étude'des primitives des
fonctions rég;éeé (fane un 'intervélle I ; la primitive d'ume telle

fonction F A oui s’annule en an point S ] e I ; 86 notera fx £ ou
O* :
.;{)‘Y F(t) , ou enf:m f F(t)dt la valeurxde cette prinitive en un
4 G
point guelconque x€I =8 notera j F ou F(t) , ou emin
X

i Q(t)a , et s'appelle j_.nt_é_g;_‘ale ?ig la fcnction F 5_1_9_ o & X ; clest

‘;
an’ &1&ment de l’es;pa ce E ob. F preno. ses valeura. 54 ,b, est une primitivs

guelcc,noue de F dans I ;s ona idantiquwent <
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)  h)-hix,) -t -
ha prcmaer mambre de cette formula sfécrit sussi eouvent ﬁl(t}§x
,Beaargues.- 4) La terminolog;e st leg notaxlons yrécadeniea %onc
‘empruntées =03 Caleul intégral gui constitve, sous certaing de
" ses aspecis, une généralzsatzon étendne de 1la théorie précédente
(ef. idyre V1) = = :
2y L'expveséi6n '%[f§(t) , ou i g {t }dt est un fsynbole

iy 3 -6. - e -, - .
fonctionnel® dens lequel X,x et [ sont des variables libres,
e 3

t une verisble liée (cf.Livre I,chap.1I, § 1) ; on peut dore y

s PV o ool PR e S b = B v P R 3 3 4o 2 o A e o -
u_;...«.plam;:r U per toul autre argument distinecl dse Z, X 8C L
4 - 0 §
fa_z_ 3 L3 T Y ol P g ey Atre e By s o 3 e Aot ot d A
(et des srguments qui entrent éventusllement dans la démongtration
3 it il e S, (A, 4 el o I G il
or Tigure i c21 8ymbDoie J > T 6 18 Bensg 14 % 218 < HES ‘:-,.—'}»;,
.
¥ pu e Uy s - x o ; S s e oo T
(\-J'. o= l&U!'buY comparela Ces ‘;’,4" Dol 4 8 ::t"’ p(Jl‘-."-cr & R¥ 1] Wil \”j 3
A - . A
bl & 1 o e s 74 40 =
1 4 ot st de méme une varisble lide)
i, =%

i ; LR g % 9 T S N GG o 3 2 e oy S S S S el g e e
Fous avonus obternu (th.1 et déf.4) la valeur de 1'intégrale d'une fonc-

W

tion réglée [ (entre deux nombres fixes x_ et x) comme limite d'inté-
(entre 169 mémes nombres ) de fonctions on escalier. Ce procédé

neult st exprlﬂer de fagon légérement différsnte ; supposons par exemple

-

x°<;x » et appelons subdivigion de i'intervslle [xb,xx toute suite
v = : J :
13 | [ b {
d intervalles fxi,xi+1; de réunicn ,xo x; y OB ‘Xi}ﬁféiwﬂn. est
cooN
upe suite striclement OrOiBBELte de points de ;xe,x§ telis gue F7K .

Kous a;pellerons somze de Riemarn relative & la fonction Foet s ls

7 -
i o z 3 % ey o - P o R R
usaivision 1ormes des :i;:xi+?é s LOULS BAPISBEBIQL U e Formae
3 B4 - - 4
f—-—"‘; 5 i "\ 7 ‘/ oy
2, FlE LX) ., oh t, spperticsnt & X, .X, pur O<i<n-i .
STy A .L)i 3414 i} ; . AL VAR 435544 § Y s = ’

L ‘ :
Up- peut alors éponesi la prop,si,lc¢ suivante

PROPO3ITION 2.~ ﬁeit’%‘ une fOﬁCa;ﬁq regiée dansg un intervalis I
- e T i ; =
{

¥ : £
‘x,‘zg un *J-vaalxs OIE&Cu contery dans ¥ . PYonr tout € >0 13}
# o £ " i T ;
cxisﬁu u“ nywn”e -g >0 tel ”;e, pcur toute subdivision de !x .=
i el R i)




S

cr

g5
;gj,enelles de lwﬂg gp ~ g_p_-g;_'_
(2) " f Feoas - ;’; F(ti)(xm-xi)ﬁ

pour touie sonme e Bieman _relative & cett ion. :
ﬂn effetl, soit 3, une fonction en ascalier telle gus- ﬂ P(Y) %(a.’;v -

£ & pour toat y£ [xo,x ; opa nf F(t)dt-f%(t)dtﬂ(e{x—z )

it aprés ie th. des aecmissemente fizzis, et

\ F(t )(‘14-1"‘1)‘ Z Y ASTPIC L A )a £ e(z-x,)

il enffit oxzz: de dénontrer la propoaition iorsque F est wue o ::::w on

en escu;er, 50it (yk)o< k{m 1a guite finie strictezent croigsants

tolle gque y =X_ ; ¥,=% , les yk intirieurs & [ ,x} étant lesz 1 ".,."_,11'..,
de discontinuiid de :‘3’ . Pour toute ;yubdlyision de (xc,x} 8n if.zais:—
u les de lopgusur ‘ < p , coacun ;163 points Yk ‘ap__p:-_.rtiax;:'ﬁ: 3 deux
i;ﬁ;al‘ml;ea_ s 'j‘l'd.é'; il ne péut dont y avoir que 2m interiallecs

su plus.dans lesqguels la. fonction F soit ﬁiscontihue, et par suite

non {:ons"caata ; or, daus un tel intervalle [Xi;x1+1} , OB 8

Rt iy : |
,‘; f{‘i (t)a fl(t }(x1+1-xi)]( n(tiﬂ-xi) , e dési:nant par @
lfgéféina’sior @@ f dane [ o,x] : au contrakre, si f ect
copnstaute dans fzi;le , on & .J:: F(t)dt-F (t )(x., -%; )=U
n ?C)lv Gone que ia différence ” f¥ F(t)dt - xz; F (t ) ir: «j;
ng peut exceder 2dme ; 1l suffit d&nc de prend‘r‘ea.

P {\ "5::%? pour obtenir Lr.').

HEEETQUS.» LOISgUe f.’ esi coniinue, la prop.2 ms démontre

*:1?}.8 siaplement : conme F es. uniforzénent continue dans
L O,AT i1 wxiste >0 tol que dars tout intervalle de -

lon_;,ueur \(\_ ¢ contanu dans ‘x ,x\i 17 OBC.L.L}-&V.LO;A de 37

t

goif < xfx : . ; pour +0hte suzxiivismn de [ o ,x l em
7 - i 0 i i } ) '
: 15.?_@;'?;;1.183 [;:l,xl,*,?} de lenggu@r _ L8 ei teut choix és T
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dans [ ,xi“] zzour 041 (n—% ; la fcnctien en ssealiar % eé,azle‘ff

F(bi) duns L *xi-H[ (0 ¢ ién-i;, 2 f-'( ) em point x_,
esl telle que EF(zf} 3(3)& < xsfc dans - 3\ j , d'ot la
relation (2) par ayplice*iov ¢u th. des acc*aisuements finis,

.puisque }.'013 geut sorire .
?{t ){x'+4 X..- 5\;[ %{i‘.:) B

g
2 : : - }sﬁ '
COROLLAIRE. - 81 est une fonction rea;‘@_g dang I s 0n a

Or >

{2 )
LR

A T
Usial3 U
A e

¢ x|
ol )
. gl ' 2 L - o Tl r )
. ¥aleur Moyerne) de la fonctlo { dang l'iptervaliis -.\z(;}: £
! i
5. Propriétés des intégrrales.
' Lbes propriétés ces intégrales des fonclions réglées ne sont aubtres gus

1 w z any L ; it g e R S e P RIS g e i g
la traduc tq.OI: dang la notation cui leur est 1.ropre., des propriétées Ges
B HZ bttt Xy s | . & f -

QS’

dérivées démonirées aux ¢ ¢1 e¢ 2 .
Fn premier Meu, la formule (1) montre gue

points x.v.z do 1 . on g

4 f‘” i 2
rFoaN | fiths 2 P, i £ L i P i
\4 ] ; £\ tjac + 5 Xk ae = 0
2 -
o = \JQ
g &
&t 1
(‘._Tvy g ,’" =
’ - 3 Y i - i £ K
{ 3 o YA+ 4 - W
(5) P E(tyae ] Flt)at + )} ¢ {L)at =0
o e s
Mtz rds 1ls bron.1 ¢ 49 2 -
L Ea&ures ia P& O,_.“ a ¢ 1, Ot &
4 €
{ GF ( % s & { &
6 i 3 + g ¥y = . : Y 3
(L= } .‘__? x , {{ - e X i J'.: {:‘r‘
o o 0
+* i o Tl B, 17
2t, pour tout scalaire fixe k
" e 5’\' £ =
] = | S | 3 s i
L2 ¥ ¥ kK- =% ¢ £
Nt vy *3 el :
o i &
e L - - B A 3wy & A P Hle e - g SRS SR g iy
SOLBnY E=? GepX 98p=ces ¥oC %Ofl@ls i GCiInension T3inie 86U I e vl
A AR e - o i e SR ~ g - ol s ; s .o L - Sty Yl
2e appilicaltlidn singairie 0o ¥ dansg ¥ . 33:-.%. T ST Uns QRCLI0n Fooies
o 3 ik : .
5 B : i = £ P S Py Nert oo e 7 X =
Gozs I & valecurs dang E , Wsat+ g5t sp..s&' *Z" ction Yogice danas I .
b B
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i " gyt =

' : 4
évaleursdansF.etona fu(F(t))dt u(LF(tJdt)( ;PI‘OP2)

| Qcient n:a.’a.nte.uant E F,G trois espaces vectonele de dimensien fmie
sur 'K i (X ¥ ) -) [x y] nne applicatien bil:lnéaire de E x 3? éana

s bﬁient {.‘ et 3, deux ronetions 'rectoriellea déﬁnies ot ccnt,mx.a

daps z 2 3z~enwat leéurs valeurs dans Eet?P respectivement euppc.,aas

en outre gque F et 3, aoient toutes deux primitives de for.ctzqns

g dezs I, que nons désignéroms par fret 3, par sbus f-’v

[ 4
1

(ces ,onct.mnc ne sgont en elfet égales respectivezenit auz

o
g,

,.,g, ‘gqu’aux points da co;gplémantatre,d’xszz enssmble d&nom-
v A 4 - iyt

brable). D'aprde la prop.3 du -5t st le th.3 citdessus, 1a fonction

nhix)= | F{x). ?i}) admet an tout point x de I , seuf sux points diune
¢ j‘ : = : .UA. . s" 5 .‘
parcie denombrable A de I , une dérivée 6; sale & [F(x). q L }j,{- (x).
« ') e P o A0

’?(x)vi . ur, d'aprés la continuité de {X )3] ot le th.2, chacune des
[£-2°1 et [f'-3
oD -8n ﬁcduiu le formule

1'." , .5—"’\ T [ [! “a( M% &
(5) 3 | F(t). gr(e)fat = | £ (8). 3(*0) Free). gf J. it

dite fomule Glip ué}’]’.‘atlon par pgrtiee, qui pemet de cala

. |

IU&ZL;JUS

e¢st une fonection riglée dans I ;

r—

nombreuses primitives.
Par exemple, la for‘nule'd'intégration par parties doune la
formule suivante
fx : - X
| tfr(s)ar = £ f(s)] - f’(t)dt
ix,

et ramdne done l'vn & 1'autre le calwl d.es prrﬂitivss dos

“Q‘C\
Q

dsux fGI‘lCthLS :" {(x) ot xz[¥(x) /

2 Ny . ;
s méma, i F et % gont o fois dérlve.biee dans un mvemahc ouvertd

St

ia for

@

'»A

I et Bl L et f (“) sont des zonc’cmz,q réglées dans I,

zule (5) duo 5}3 'éc_u:araut & la suivanie -




\

P
et s'appelle alors forﬁule &'ingéggatiou.2§° parties d*ordre B

sées ( 9 1,pror.5). b&i* £ une fonclien scalaire défipie st continus

Li1) égkeﬁﬁaﬁ o

() f [F(n)(t) %(t) at . - ,
(Z (-17P [F(""P'”(t} %(P)(t)]} (1) f f (e 3,(’3}(»5)7@.

Trztuisons mﬂintenanﬁ 1a formule de dérivation des foncticaéﬁécmpa~

dans i , et qui soit ;rinitive d'uns foncllon 1B:iée dan tuue nous

w
o

déeignerons encore par I' par sbus le langage) ; soit d'autre part a

3 - -+ 3 v wF - - 4 o 3
19 7 £ t e e B £ feptoric
2Lne 3 C_L_,x, VhaTas WL LRI L.

§
'(5’.

roule du ﬂh:QQALSQt de variad

puméricuss réglé

2
&
o
]
(15
3
{
(i)
ot
ol
L]
ot
L
()
frie
16/
21
&
ol
i
k)
1}
[
L

segf *ers e f oct constanis dans
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En @' autres temsa, ia.m gx e do la f‘oaetzon rdglée f dens I
est cmnyriae entre les bomes ge £ dans la partie ds I o& f

est conbinue.

COBOLL&IHE 1. §i ung i’onction mmerigue £ re
£(x)» 0 eux points o} £ est contirue, on & ’

£(x)=0 sgux points o& f st continus.

\8 I est telle ue
f(t)dt ) o sauf si ei

o .

CORCLI. Lﬁu 2.- soient T et & dsux fonciions nwaériaues réglées dans

3 . e
o

I , telles gus g(x, 7 O aux pointe of g est combinus ; sin ot &

sont les bornes inférieure et supérieure de f dans l'eﬁsemble des

remplacer partout.les limites & droite par les limites & gaucha.
3 - 3 4 : i . p Y g - ‘»- oy T Y o A
Pour les ,.u.;C"C;\.fIE vectorielles, «n a de m8me les propriétés

suivantes

Do x""r B 3 e P e e Ml e LA e P i 7 - s e
PROPOSITIOE 4.~ poit + une fonciicvn vectorielle riglée dans I =ia,b) ,
- ™ v e i /
..ﬁ A T v e - P 2 e S '3 > 2
renant ses V«-,;L:a&rs dans up ospace ) iimension finis
e y i st o LS R 8 -t
A:ZT ¥y C"T' SUDDoOSe au i """13_:{ pol i s " g C'—'»‘I" raunn ATt ﬁ, b 4
s 29 i - et AR AgHG;..xu O f ¥ el =3 " '__%,-w*:u‘wb-u : A S o S 5 8 4 "‘Lﬂ“.‘-:“.‘:" Lo &

3

A ne

i St
e




2 AL

- o i '

éOBOLLAIﬁE.- 5o;£‘ﬂxﬂ upe ngrme-sur/E : F une fcnht;on vectorlelze
réglée, g une LODC’IOB nu:éri ue_réglée et 2; 0 dane T ng.
(13) j F (t)att)at € f Fof e '

S

__.QE.E&_E.KX” wg.mmm&_gm =R W&’E&
de {1J) pe peuvent 8trs éraux cue s'il existe un vecteur fixe 4 tel gue
£ (€)= & M F(t)n en tgut go&; & f et g sont continues et '}éu : '
B particulier; on % : 2
| Preofe [ 15 crfes

i ¥ T MOy
t!

et lorsqgue [ x| est la;@orme eucliuzcnne, 1'6galits n! a lieu gue gi

I P, # ’5 f‘. . } - 4
P(B)= 4 | 7 (¢ )ﬁ aux points
6. Forme intésrale du res

supgerieur

Lz formule d'intégralion par parties d'ordre n (Ldr ule (9)) *hﬁﬁ;t
d'exprimer sous forme d'ume intégrale le reste - I (x) du dévehopL;mJuﬁ
de Taylor d'ordre n d'une fonction F admettant une dérivée (n+1{)-éme

réglée daps un 1nterValle 1'; en offet, en renplagant, dans (y)

%
{. par ? ' X, par a et 5(t) par ls fonc*lou b~x , il viemt
) nt . g

- {n) (x-5)"

(15) F £ (x)= iw(a)+ =52 '(a)**"F”(a) *gw"‘ a)® ...t C0 (a) ’k"*{fl

-f¢f ?{nﬁﬂ),~) Lﬁ:%l_ at

: vﬁ‘
autrement dit S

F\
ol i A(ott), { -x‘}n -
11 6} \?an(}‘i) = jfa‘ ": ){t) .\__%r.“ at

fermule qul permet sozvent d'ocbtenir des najorations sinples du regle
Btant donnée une fonction E? réglée dans un intervalle I , bne primEzive

quelpqnque i% de g , étant éontinué dens I , admet & son tour une pri-

mitive ; uﬁé euelconéue deg primitives de- %, estfappelée DTl

éeconde ée §3-. Plus énéralémegf, on =ppelle primitive dlordre n de £

nitive

une ?rlmltlvs d*una p" mitive dtordre n-1 de £ On voit immédiatement,

¢

3]

3

par récurrence Bur m , ous la différence de denx primitives d'o
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NER 0% Jg
b

on voit aussitdt que la fonction S définie dans le complémentaire :
par rappox‘:'t & 1) de 1l'ensenble des ¢; par la condition d'8tre égale &
%i(x)i- é (gk_.,(ck-)- }k(ck+)) dans J °1'°i+1( pour 0gign-1 ,
est continue er tout point intéricur & I et distinct des c; (1€ i< n-1).
ot admet en chacun des ¢y (1<ig n-1) une limite & droite et unme linite
& gauche égales ; elle peut donc &tre prolongée par continuité en chacun
des ¢; (1€ i< n-1), et la fonction yrolonsée est évidemment une priniti-
ve (im.ropre) de £ dans i .

On noters qu'au contraire de ce gui se passe pour la pri=zitive

d'une fonction réglée daus tout l'intervalle Iv , 1a prisitive

d'une fonction F du type précécent, lorsqu'elle existe, nfadmet

ras rnicessairemnent de dérivées 4 droite ou & gauche zux points

cy intéricurs 8 1 (of. exerc. 5).

L'existence de la prinitive de F daus I n'inplique pas l'existence
des limites de cette prinitive a l'origine et & l'extrémité de I ; lors-
qu'en outre ces deux linites existent, on dit gue F admet une intégrale
inpropre dane 1 ; en d'autres termes :

DEFINITION 5.- Soit (ci)O <i¢ n 4me suite strictement croissante de

points de R 5 F une fonction régiée dans chacun des intervalles
ouverts ] °1’°1+1[ (0£i¢n-1 ), mais non réslée dans aucun intervalle
ouvert contenani au moins un des c; tels gue 1 <i¢n-1 (on dit quef
est réglée dans ]co,cn[ sauf au Volsinage des c; tels que 1< ig<n-1).
yn dit que F admet une intégrale impropre dans un intervalle d'extré-

mités °o’°n_ gi, dans chacun des irntervalles J °i’°1-H[ (0<igm-1) ,
toute priritive de f admet (dans E) upe limite & droite au point ¢,

et une limite & rauche su point C;yq i BL g est une primitive de f

dans J co,cn[ » on appelle intégrale impreopre (ou simplement intéerals)
QQ_F de x, & x (pour o, & X ¢ x<cy) 1'é15nent %(x-)- %(xo+) qu'on note

sncors f:‘ F(t)at .
° ,
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[

Lo c:ui précéds raméne la quastiaxz ie "exw‘ceﬁce ﬁe l*ln‘teﬁrale

impropre ‘de ;’-’ dans un ‘intervsile I au css oh I est un interva lle non

compact de ‘:R dfaxtrimités a«.b {a< D), ok ;- est :réglée dans Z et : ‘
A10 éu bien un des nombres a,b {au mon.ns) est infini ; 2° ou bien ; ’

'qua’ui.' ai* une integrale ...mx_,ropre daﬁs Z .11 faut et il suffit 3

g l’lzr*égrale f F (t)ﬁ.’c tende vers une limue lorsque le poin

tepd vers (a b) e ? en rastant daﬁs T %1 ot cetto

Femax quons 'aa:.nt"zzzmu qua ies inte: 'va'flsw zonpacts J

onsemble ¢ srdonns fldt arf 0%5 ‘(I) pour la relation ¢ -

rm. :

fa,B] et [y, Q,j sént' leux intervalles compacts contenus dsis I ,
't si on pose " A = ain(a,y) ; p= r:za:{(B, © ), 1'intervalle L4 Wi
: 7

est contenu dans I st contient les deux imt: 3rVeiles coneidérés -; si
? b

pour a.out 1ntegvalle compact J = (o. Q] con’cer-u lans I , on 13088
j . gf ’t)dt = f F(t)dn , i1l résulte sussitdt des reuarques p"'ecefi@'ﬂos

et de la aef nltion de la limite su:n ant un eunsenmble uxdonné filtrant

que :
FROPOSITION 5.~ Pour qu*une fanﬂtion g,“ ré,rlés dang I ait une iatsdgrais
i i e = : (, B

znpropre dans I , il faut et 11 suffit qus J.’a*),glz.batg_oa d ./f .y {t}ﬂt

sit une lisite dans E suivant lveneezzbls s filtrant }E;,‘\.Lf .

‘\
&
1]
;‘:
it
c+~
“1

valies conpecis ccnterms dars 3: :

i

] R

peions (Ens. B, $6) gu'un ensemble U de ga‘twes de I est

bour iz relabtion < s8i, guels gue ‘seient Ze% , YD , i1 eXis
T v.rm-b?- ._&. — iz ’i"‘} f.""‘!’l
TcZ ot Yc 7 . i 8(X) aésigre la partis d.e & formé

'«

ue XY . l1ss 8{X) f@r’&ent ia base dfun Piltre sur &
sochicns de & ; 1a limite (si elle exi te) dfune spplicati
; St
: e

5

space topclogigue, suivant le Filtre des seciions aecﬂt?»_
te limite de £ sm.van* l?ensam‘a_e Qrdca‘.e ..:z.ﬁ“z*aaa Sy
p.1; 8§55 ot B, ot Q*’f.a“.is;. £5, 12). - ~
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Cette limite est alows 1'iatégralﬂ impropre . }{t)é‘t . Qu*on note

encora f f—’(t)dt : ?ar abus de langage, an liaa de dire gue { 8 une -

iﬂtégrae 1’zzpr0pre deas I 4 o8 dit ercors gue lf 1ntag.fa_a és ,[3 éa:zs I

est convergente. s e

: Ex gles.f- 1) Lt intlégral;e j/ %-e: est convergente ot égale & 4 :

oo,

ks

1s cendition est nécegssire ; ro .,;. pDrogue-

si général A converge dens 3
b 8 550 &
by 1 A i % N i \’:.i o

iim Y% =0 ; or, si nd{x{nt , on a P (B}t = 2, v+ U {z-n),
4 """"/O v :.:2 ?-’:-1 o e

donc cette intégrale s bien pour limite 2. Y lorsgus x tend

i =%
vers + oo o
L» propoesition auiVa.n‘te est une conséguence de la prop.5 et du critérs

Ge z.,auchy (E e‘car. corrglet)

PBOPQSITKGH, 6 critere de bauchy pou:: }.as J,n’segrales ).- Pour gue 1'inté-

g,r,..,.s imuropre d’une fcnctmn ré,sz:_ée !E,‘ d.&ﬁm un .nt:a aLe I ezisza

il faut et il s*aff*t qne, pour tout e > 0 , il existe ar iztervalle —

e intervalls cemgact 4 -ﬁs, &] cc‘:ntemz dans £ , tel guwe,. pour tout

3
A

= L s i e L o s s = PR G S Al Peg g
intervalls coupact K g*f,;:;; conbenu dans I gi n'aysut aucun ;J_y.-’,,x._ﬁ_ﬁ
; 7 e : $1 pé’{- - f 3 . .
< - - ~ & e A L A
intéricur commun mvec J_ ., on ait § | L(tld% {g Le
S o o

1
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gn effet, le critdrs. de vauchy mon tre gue, pour que i’ :zzftcgrale ,
f f (t)at aoit convergente, ﬂ faut et il auv’f‘z.t qu'il exiete mn iﬁtsr--
valle eempaet 3 -[@,B] tal que , pour tout intervalle cempact J cont;e- '
nant Jo ; on ait
” f G(t)at f p(s)at”,;e

& particulier, sl x<a. est dans I,on aura rF(t)dtn g & ,‘
,dto& . 51 z<y<a ,' l ﬂf(t)dt "z 2¢ ; on voit de méme que, si
g<x<y , on a E fg’F (t)dt”< 2e . Béciproque'nent si pour tout 4inter-

Z

valle ?ompact K "‘f:?’ n'ayant aucun point intérienr commun avec J_
ch & ; F(t)dti 45,..} pour “tout 1rtez;}val}e CO-ﬂpa”b d ,-:[u,_vj_ conia-

F(b)dt{%/o, ’;;f ?("6351*35‘% :
I3 fevat - f f(’ﬁ)utl, =t [Fr(trat + ]

H
9‘ ]

e a’ou

entterrs

nant J on .aura !‘
w 7~ T

4

<,

s "*\N-‘-'

i
Exenpls.~ 51 l'z.f_u rvaile I est bomé, et 8i la
fgggggti dang I , 1*intégrale ji ?? (i}é’i: é;i‘lﬁ’ce-“ taizjours,"c_ar on &,
f‘ai%}rés. ls th. de lé._moyenne’« ; ) -
| IO PRCOET O ’JJ foas] < o9 splpinf
et i}. suffit donc de prendre «-a et b-f assez petiis pour (ue
le cri*ére de Cauchy soit satzsfait '
La. 5.9...9 znom;xe gque, si F admst une 1nteg£ale irnymp“e dans un in
valls m,e?ceacue T de R , les formules (4} et (5) sont epcore vslables
.Ggﬁn cet ;auervalﬁe, ainsi que {7) pour toul scaleire k ; Ge méme; Bl
'e—fiz-._ 3} mme’i,tent ck:;acu:ae une iuté grale 3.:@?092’3 dans un z:;emo u‘,mfmua
il on est de méme de §3+% , et on & la Tormule (B) ; si u et une

(D

a,plicatmn linéa:.re &e B dans un esrace vectoriel # 5 woF aziﬁa‘, an

ﬂn

;ﬁtr,grdls L;.p“-opre dans i é*’ oo & 'j b{,( ;3( })..t .-a(j F ﬂu}cﬁ’ Sos
f*et mtaﬂalie. ' : ; -

0:1 5énérallse de z&ame la forrmle a’lntégra.tmn par Pal’tle.: {femmie

»i,&)} sux. ,‘ntég ales impropres 3 3.1 fcut 37 suggoser gue (.’ 2t ﬁ,‘ smt




; = : = 1(-'0 S - .
sont des primltives de fonctions ? v et 3_' qui sent réglés éane £

aauf au vozslnage d’:m Jambz'e flm. g3 pemts ; g2 on deslgzze par’-j

- .
E'F E}j! 1la 11m1te (lorsqu'elle existe) de i."5:1§ lvrscue {?;z}
.
.vend vors ( x) (x (yéz(_x} , on Toit cui si deux des tz'ois a?gafeg-

éz.ons ?‘: ?} )] [F(’ﬁ) (3’,'{%}} ", ,j {F'(t) %{t)jdt ezzsteﬁ

.i? é}:, st de mema de 1a troisidme, et que la formle (8) su’aui

3

o
m
(%}
Pode
)

Hous lalSSQnS au leeceaf 1 df étendze de la méme fa;;ﬂ

B TG ey
L3R LA UaA

.L-,iz?"ie en 'ees points, 4 iadmet une iatégrale impropre <5!iiil"@‘ fi?” .
ff_,{} et réci *oqueme.au, et’ on a lr{ formule (10). On peut en effet pour
le 4 démontrer ge borner au ca.s 0& P t. r2glée dans 'I‘ : ?’x e fj

les:' fe;r_.tremxtés de I* ¢ par nvgou:cssg, si {,,a) X1 tend {??:;:c,‘;K} ’_
.{f‘(lwf‘},f(i}} tend vér;l : (f(_x £(x)); 1s p’fop'qsition résn i,«; donc do la

8. Intéerale 8 11"“;,1%“@5 de fopngtions rosi

0 4dang un

W

PROPOSITIUN 7.- Soit T upe fonction aumérigue répiés st

intervaile 1c¢ R . Pour gue 1'intésrals impropre do f dans I geit

& )1"65";3‘6&‘5;@) il faud e* 1}. suffit gve 1l'ensen ,}.e ges aa:;ox‘es J}»f{%;ﬁt

:so:;.,,_;;a,gora.. lorscue J parcourt 1 ‘ensemble des int 21y -3.”{ éc«w&eﬁs

© supérieurs

ca:atemls aans i ; 1%intspgrale jlf{t Jdt est alors. }_n- ber“ :

e urza,:x.a“e des Sitiat
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En effet, comme f}u, la relation 3 C,J' antrains Jr f{t}ﬁt
f J[L(t)at ; l'applieauon 3-—-9 f f(t)dt est donc croissanta, ot 1a
propom tion est une eonséquence dn théeréme de 1a }.imite Mcnstom
{Eop.gé ‘,chap.Iv' 5, th.a}‘
Lorsque l’appllcau;m J —s 'f(t}&t. nfest pas bomw, alle & pour

1i; te + oo guivant lford.ozmé filtrant k (,I) ; on dit aio::'s, ’DSZ -~

o

exiension, que 1'i ﬁtﬁé,l'hle }f{t-}(l‘:.« est épule & + oo . les uzr;, rwr.m
des intégrales inpropres éta bliss ci-cessus s'élendent {iorsg ‘stagit |

PROPCSITLION B (;,L-incég.e de comparaison).- Solent T et g deux

-

pasériques reglées am,s Uz lnfeuml_;::_ Ic K

i A, R A bt AN 3 -L
¢ ££f(x)<elx) en tout point

y
[TV'S

'ﬂu,m de g dans i esli converzenie,

impropre de £ , et on & } f(t)d’; <

inté rr%ies ne peuvent 8tre 8galies que si f ).-g(x) en tout pr}sn’f t}.e

a-—-»n-—-s

Igafetlse aont co_'zbiaues

’«b affei. poux tom Int ervails cor vaet. d— 1 on s ff‘ 1
. p 7 55 ) > i §

( L iy 7

f i v =
$vie {tJat ; comme iy (T})du i{ ,,Ig(ﬁ)dt : l’lntégrala SJi

z‘e:«:‘te boruée, doamc 1f 1ntéerrue de f daus I est comvergente

en Dasgsant & ia 13 r;;i*cevg on a J f(f}dc .{ (‘c)at . Surpo

outTe que f(x} g(_x) en un DClnt xé I oﬁ T et g gont




t..ette proposit 1on foumit le moyen 19 plus fréquemment emplcyé pour
décider a:l une intégrale 1mpropre d'une fonct.ton > 0 ast ou non '
convergente, en ...’222!2_ t A une fonction plus aimple g, dont on saz.t
ae;}a si son 1ntegra1e eat ou non oonvergente nous verrons au chag IV

"ment peut se faire, dans les cas les plns usuels, 1a recherche ﬁe cos |
fonctions de ccmparaisoa, et uous -en deamrons 1cs criterea d'apphca-

tion courante pour la converrrence d.es 1ntégrales impropres ot des périce.

Zntegrales _zbso 1xzr,ent oonVe_x_'gentes. : , =
HEFINITICH 6.- Cp dit g ue 1'1ntégrale ir;grogre d'une foncta.on C. Tepiés

dzos un intervelle I R est absgw"zent COBVergente, 81 1'intézrale
ds 1a fonction Jdc«.,im?e gf;-(z.)ﬂ _(1.__.8.1“.__8 I est ccnverpente Gp s
PROPOSITICN 9,- 84 1 x.lwégr'il“ narror:re dg F dans I est absol uez}’o

uz:va:;»exzw, elle @E{t COLVOTZ ex,te, el _on 8
(18) L H f (n)m ﬁ fig y(t)ﬁ dt _

En effet, pour uou’r. intervalle compact J <1 ,.on & (.LOI mule (14))
(o). - - f; I (t)d;f.n ‘”} f(t)l at

8i l‘in‘tégrale de J.a fonction positive 5“7 (x)ﬂ est canverg;ezzi;a_, :
pour tout e >0, 31 ex&aze un iate*valle compact [a. B contienn
cms I- s tel gue, pour tout mterva.s. .S co*mact [x,y) c:;n*rsm 5913u 1
et prabt aucu; pomt m’cérieur conzun avac Za, } ’ on azt
} F(t)dt <
rlémcm.re la convergence de 1'int égrad.e dans I (prop 6) ; en passant & le

iimits dans {19), on en deduiulalors l*mévallté (18)..

(0]

ce qui

-
<

s e i
f i’{b) Jjat {e (prop 6) ; on ‘en > re;

™~

ICR:}LLAIPE ~"~=oi.én't B, F,G trois espaces vectoriels ds_ dimensi cn finie
gur R . 0X,y ) -—-;N a‘\!} una a;;t-,lcatmn hllinéalre de :”2’ dens
&, goien; g,'% cieux f&nctmns ré;u.ées dane I , & ¥ },éurs dang E §_§ F
Zfsepectivement. si ;3 est bornde dazg_g I et ai 1'1a£ééra}.e de ?.ﬁans 1
est absclument convergents. l'in¥égrale de F " 33 &m;s, I est absciu-

ment convergente. ' ,
- £ : o i) { \




- = 103 - .
£n effet, coume ?3: y] est continue dans ExF , 11 existe an
nombre - a} o tel que n i % )'] ﬁ } ﬁ i yn iﬁenthuemept -
£i on pose b = su? (x)” on & done P M’(x) %I(x)] } < tf Ax)!

dang 1 ; le principe de - coznparalson ff;ozatre donc gue l'mtéérale ae

!

|

-g.’ } est absoln:ient converéente et on a, d'aprés (‘18) -
3 2 g i i

aggfug(t) %(tﬂ dq < ab f ﬁ%(t}'é; ar .
Aemercue.- Une intégrale’ ?m::rbnre psut bien en'tend *; e convergeute

ssns lt'étre a‘ﬁso}.wazt. Ctest ce gue rontre 1 *ezc ple de lz fouction en

. 3 - SR 4 1 - ity % 4 E by S s 2 v o o i “myry
egcaliey déflinie dans l'exemple 5 du n"7 ., lorsque 1a série de terne

- § i 4 1 s B =
iR g e _ LSl PEe g S Gl el ey S T
dnéral U est convercente sans &ire asbsclvrment convergsnte
= i3 £ ‘
" 3 i P L £ 2 Arneatd nS ol F U g
fxerciceg.~ 1, Donnsry un exenple dtune Tonclion reglés f dans w
Tk BT Ak

7 A iz ¥ R (5 Eod W P Yl s ; A Sl s, b
intervazlle Cv"e/'fb‘- 1 Telle gne lg TounClLion COMposbe ggn 1(X ) e

solt paa reglés; dzns I  {bien jue sgn x soit réglée dans K

2) Pour qu'une fonction . ‘soit'ég, le & une fonction rc,,uee dans
un intervslle ouvert I , ‘sauf on une infinit denozzb:abl,e ds
points de I , il,’f aut et il suf flt gu'slle 8’4,'.«}_‘5f8.;455 & la condi- -
tion suivante E pour tout x daas I et tout € 7 O , il existe un .
nombre h Q et deux é&léments a;;,{: 'de B tels que l%on 2ait
2

“ §:' (y)~ a u< € pour tout y eppartenant & {x,x%-hl , sanf en.

i <

une lz:flnlbe dénombrable de points, et ); f{z)f— o é% £ &  pour

tout 2 a.ppa‘rtenaﬁt a ix-h,_'jcg ‘sauf en ume infinité dénombrable

de nolnis.

= 5) Hontrer gus la fonctionm égale & gin % pour X£0 , & € pour
¥=0 , admei upe primitive (proore) dans R (remarquer que
.AQSiB é adme s & dérivée en oul point ).

Er Géduire qus, 1 g({x,u,v) est une- fonction coutinus dens le
cubs défini par Ix| { i ,/gui: 5‘ . §v§ £ 1 , toute primitive
de ls fzﬁﬁ;eé‘égfé;e & glx gl % CoR 'f;} poErE x ¢ j —*}j,r’;‘%w

i . i > Y




. - . *”?R&cﬂ gz‘

-
et, z#o & uns valenr qnelconque pour x=0 adnet une dér;vée

pour x=0 (approcher nnifoménent g par un polynome en x,n,v,
et appliquer 13 th.!) Donner m exemple ot eette dérivée est

distincte de g(0,0 0) ‘%
4) :Iontrer qu'il existe une fanction continue dans ] 1,+1[
ac-*net.tant une dérivée finie en. tout point de cot interva?le ce e_.

dérivée étant égale & - gin (

R 43

Z{i{ (n entier) et de 0 {Au voisins

ment de varisble x

t

5 llpgide du méme chengement de v
constante a > 0 ‘tel que. -
4 b e st

E § b S S /

lgd i |

L X

Ve Ay &

: {of/"‘"‘" N AT z
(in’cégrala impro rea). ;en déduire gue si on pose g(x)= . 1im
g

f’z’. sin (”‘_‘T" =) dt , g sdmel au point x=0 une dérivée nulle).

d

5) soient a et § deux z.oxnbi os réels FPinis tels que a £ 8 .
kontrer gue, si y et O sont deux nombres tels que ady4 o < B

il exisie une fonction scalaire £ , d8finie dans un inltervalle

10,a ne prenant gve les valeurs o ot £ telle gue danm toub
) b 4 ! 3 .

intervalle [8 aJ (e) 9). T s0it une fonction en esci{}.ier et que,

si on pose gix) = ,j f(t)dt (intégrele lmprorre;, on aii

Iim.inf m&_:-}, }im A&&Q_L 3

X>0,X>0 £20,x>0
{(prendre pour glx) wne fomction dont le graphe eat une ligne-

brisde dont les cotes consécuta fs ont pour pente apt § et |

dont les sommetis se rouvam, :; arna ntqzzent qclt 3L :afs fgroites

L : - oo i Sl e S s
=¥% ;, ¥= (SI pour o Yy . 3:&6 su7 la droite y=yx &t la

By = A o &
parasbols F = ¥xéx~ pour. ¢ =y ;. - E



. = 105 - |
Par 1a meﬁe méthoae, montrer que, 8% y et 3 sont finis ou non
(35 ) 1l existe une fonetion scalaire £ déﬁ.nie dans }o a‘f
‘fftelle que, dans tout 1ntervalle [c, ) f soit nne fbnction en esca-"
lxer, que 1'intégrale ‘inpropre gix)s‘/'f(t)dt axiste, et qa‘cn ait

uminf..gi_).sm:, %g%.sm:zu S

2
. 220,200 _ :
6) soitv f uvne fonclion scalaire > 0, défznia dangs uan intervailg |
5y 1 i 5 a ‘e :‘1,'-. ool - ‘
i0,8], ot Térlée daus ce in tervailu, telle qus l'intagraLe zm TOPT: .
G r - |
slx)=| £(t)at de £ dans ¥0,x} esists, mais n'ait pas de dérivée
J R
& i

i i |
‘ £ Lo e g - a0
grale impropre giit}z ; fqit)ét existe et ait une dérivée & droite.

o

o

au point O boss¢aﬁrar dtabord 13 cas oh £ est 1aedbiq¢e 8 une
fonction en es cdller dans tout intervalle Le a ; {e’; ). Dens ce
cas; divi €T ouaiue intervelle of % est constante en un assez grand
nombre de Qarties égalea, et prenire f1 constant dans chacun de ces
intervalles, le sifne de f' étant différant dars deux intervalleq
consécutifs. Dans le cas général, approcher coavenablement f pa“ uns

fonctlon du type 1 recréent)

r/
7) Définit dans -‘intervalle 1 O 1} deux iQﬂCbiOaS sca¢aireﬁ T,
telles que f ot g a@ﬂetuenﬁ des r“lmlui&u prepres, mais que fg soit

en tout po¢n£ de fﬁ 1 la dérivée & droite d'une fonclion comtlﬁua

: S
qui nfednet pee de 4é i ée & gaucie sn un snsemble de pointe ayant lag

puissance du continu {uti iser l consorucaioa de ltexerc.b et cslle
ds llcxerc. 8 du % 2) -
8} Soit £ uﬁ&‘fa*ctiOﬂ_f;glée Guzis un intervalle compact I .,

Zorirer gue, pour tout € > O ; ii existe une fonction %, continue

Fe

s E e I » ; i 5iyis £ i i Rt : i
dans 1 et telle gus J_ 1 £(t)- <{t}l dt { & (ss ramensr au cas

: - e = 2 S iy Tl e . e S
o ¥ eost une fonciicn on escalier). En déduirs gu'il existis un
: ;’" = . '
¥ - e thay A S
L vl Gue —j-{ 5 QL}" e 1 4 ii} i dat =
i i g o i : g <
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9) Soit F une fonction rég.ls.e dane [a b] : prenant ses valenrs |
_dana E, 43. une fonction réglée dans [a,c] (e >b), prenant ees
 valeure dans r S (x Y= [x y_] une ap:plication bilinéaire de
:Exr dans é. trer que : =
g o fomt - [ Tpe. gee

se Tarensr su cas. od est une foaction en escalier)
: 10) Les hypothdses étant les ménes que dans l'exerc 9, montrer que,
| pour tout & > O, il existe un meubre o > O tel gue, pour toute.
, subdivision de [z»o,x st [h,b} en 1ntervall-es de iongueur < P,
on ait ;
“ f F(t) g,(t)]dt - [F(: 3 g(v )](x - X, )P

quels que soient, pour chaque indice i ,- les poinis u,;,7v; tels que
| xlg 1<xiH ot %<V, € S (sé ramener su cas o F et 3, sont
des fonctions en esca.lier)

11) On dit qu'une suite (xn) de noabres reels appartenent & 1tin-~
tervalle [0,1] est égulement repartie dans cet intervalle si,

pour tout couple de nombres a,8 tels que 0ga<Bg?, oo a, en
désignant par \‘fn(a.,a) le nombre des indices 1 tels que i
1¢i¢p et agx,4<B, . _ ‘ |
(1) 1im —-—-n-(-‘:-,-?—-)- = B-a
: n-»>co . n
ZontTer que, si la suite (x, ) est également répartie, et si F
eat une fonctlon reblée dans [0 1] . on a
(2) .= Z{ £ (x,) ;’ F(t)at _
(se ramener su cas oiz est une foncnon en- escalier) Réciproque.
JdontTer gue, pour gue la suite _(xﬂ) soii égaleuent répartie, il.
suffit que la relation (2) ait lieu pour toute fonction mumérigus f

appartenent & un epsemble partout dense dans l'espace des fometions




il 7

contlnues dans [D 1]_, muni de ia tcpolonla de la ﬂenvergence'
uni forne. , ‘ o . |
12) Soit £ ume fbnctlon»numérlqua réglee daﬁs un 1ntervalle La u]
'Onpwm - e P’
r(n) = —= f(stk —= ) - | Htit
B £4 -
) kontrer que, si £ est cr01ssaJté dans (a b} > on a
0 (r(n) 222 (£(b)- f(&)) ‘
p) 81 f aﬁmet dans (a bf

""*fvoru'er gu'on a _lim ﬁz’(ﬂz

& B >0
o 4 D AN ST NIl i
Ky FK ——= . Temarauer dgu .
S 3 o 2 e
% P e RS i 2 X B
¢, Donner un exemple de fo
f % i part i
€ nrir) mne tende pas ve
- = - 3 - A -~ P %
+T /- 5 i Bets "’t nor pour ..3.2 L8 ,-; BRI VA 'pRe SUluo SO (i
/
o e dE i om & T o cnrbhes renrocentatives Y
& 1 o4C L LB LA v i AL L o AL VO | & < 205 v N, NS A 4
des lignmes briséss, telles gue
I g . Ty~ 5 14
b, ., D-g o SR, gy = higis ; i & i
£ (atk —=) = Platk —~=) pour. O<kg?2
: ) >4 i ~1 o : o =
e Y L. e
st . L o
!', i
_ -8 : - Sy 45 ~ PSS, W Y G e N i S
(b-a) 5’ f ‘atk - ) P ; > {t)dt > % {b-a)(f (b)-T (g)).
\x‘{ 2 Vi ﬁ - &2

T .
12) a) Soit } une fonction 18glie dans un intervalle ocuvert borné

.? bf’ telle ~u*$l existe une fonction scelesire g . décroissante

o | 7
b fo e WP -y s e
ne la. teiie que ¢ r(¢,g £ 8(x) , et gue l'intégrale
# § it

! gltldt sowt converzente.  lonbrer gue, s )
va. 2 e

pombres >0 , tendant vers O et telle gue inf n

e
A 4 o
3y - g S0 F‘:a*r;-; +k 222 ) - F (£)at
R-—>co T F= B R :
e g

b Donnvr un exemple de fonetion réglsd

e e e i D
2it pas i#dﬁQ@{ﬂT.ﬁaﬁ & 5




¢} avec les mfies hypothéses que dans a), montrer que

e

~ i 1 S (1) Clen B2 35
B éz; - s

n —><

14) s0it [ une fometion r32166 dens up intervalle }a,-t- oo [ '__‘l‘.}ei,llel

gu'il existe une fonction secalsir: g décroissante dans ja,«‘s—oaL S

i : ~ = ; = i w - .» : ‘,.' %

telle gue ‘g F(X)g L eglx) , ot quo lgntégrale )f g(t)at soit
5 3 Ja. ;

. 4 g “ ] 5 p——y ~ i i ,A‘ % e ,-
convergente. Hontrer gue la séris - >, | (atnh) est absolument .
convergente pour tout

o = A
C1ip Wit > kA{atah
- n-=>0 mad
7 : 4 & P mtt oan e : A
ih) soit b . ume Tonction vectoris
- '/
#t - ; £ T % o S 3 5
replés dansg | 4,0l 2l taileg gus
i . z -
b‘\ e i g
p 3
g it . i I
Reest 13 borae  pl 2TLONT0 4GS i ;,.
i
: i
: e E ."i = S -
dg-la.bi eh L) esl conbinue. ol &
g Bl | 8 | ; - i
e ,

% Y -5 . P > O gl i # sl g A i
16 ) Boit T une founction nuuériqous

dans un intervalle { U,a; el tlelle
2 L 4 ;
'

3 o Sy

réciproque, définie et siricieuent

montrer gue, pour 0<£x{(=8
0 X "g >

{étudier lee variations en fonction de x (¥ restant fixe)} de

SR ¢ + X3 3 i S R = = wn “
Xy-= £{(t)dt ). Bn deauire que, vour X HO . ¥ 0., D > 1

Y 4 3 ! ; i
p'=p/(1-1}, on s xy { ax'tby’ pour >0, b >0 et

(pa)®’ (D)2 i .

47) Soient f et iz deux fonctions scalsires rd lées, définies dans

B P N, it
<n 3 sl S T 4 i | b i - : 2 PO - i e e ™
un intervslle compact |{a,di , telles gue : soil décrecissaniec et 2
7 Al B s i
dens {a,bi . Zontrer gu'il existc un point c tel que a L e b,
i B, ji il ,1-{;"; 5 ne -~ b b

-

fonction en oscallier, el raisonuer alofs psr Técurrsnce sur ie
noabre des pointe de discontinnité ds = ).




-

: - 109 - :
avee los ndues hypothéaes sur g , o f une fonctioca vectonelle
'rrglée définie dans [a,b) , et prenant Bes valsurs dans un espabe ‘
'_Vectoriel E de diLansion finie sur R . Soit K 18 plus petit ensembla
convexe femé dars B , contenant ies pointe f f(t)dt ; lcrerua x
parcourt &, b} . Hdontrer que le point Efluyu/ fi*)gﬁtEQt
appertient é X . —

o i T A e : *_,.,‘ R Jipsate R R R ;
48) So0it g uns faacu;cn sealalire asdmetisnl une dérivés vontinue et

non nulle dang

I Nii

20) Sﬁib_f une fonctiorn npumérigus finie ot can
velle ouvert I . Pour jue ¥ scit convexe dans I , il faut et il

suffit que, pour tout I"l , On sit
»\4_1_
lim.su (1- £(t)at - £(x)) 0
o jﬁ (z) )) 7

(raieonner comze dans la prop.8 da chap.I, § 2).
21) Soit f ume fonction convexe dans un intervalle ¥ , h un Budbi

)

3t des int ervalles I+h et

.
=

20, et I, 1'ing terseclion de I -h

£
&
AL

monirer que, si I, n'est pas vide, la fogct1on gh(x) = { £(t)as
h 2h Jv’_'!,

est convexe daps Ih ;s h Ok msontrer que g {&f :
22) Soit (f ) un ensembls de for:tions nusériques définies danug
un intervalle ouvért ¥ g-aémattaa; chscune une primitive oropre

dans 1 , ol formant un ensemble filtrant pour la 7 ? ation =~




-

: , : o
- 10 - | . 'E
bOlt £ l'eDVBlop;e supérieure de 1a fadlile (f ) =51 F admet une
primitive propre dans I~.et s8i g, (reap g) est la prinitive de f_
(resp. f) qui s'annule en un point x,€1 , monirer que g est.

l’enveloppe supérisure de la famille (g ) (bl u est l‘enveloppe

Supér ieure de la famille (ga), nontrer d'abord que

alxth)-ulx) L gl{z+h)-g{x), puis que pour tout a
~ : 2

a(x+h)-ulx) 7 8, (x+h}~g-(x)A at conclure de cette dernidrs

z 1414 - 13 ..73.( U_(X‘? Y - en ¢
inégalité que ,lim ﬁ;ﬁf = > 2(x) ; en

preposition). , e

: . WA e o Y e e
Donnsz un exenple de suilte croissante (£ ) de founctions conti-
; 7} i
- T 1y R g e T ; 119y 4 e By b ooAAant Tt ea 5
nues dang ua intervalle I , uniformémert bornée, et dont llenve-
; Mg e S i o ™ TSl SIS S R Sl L e G e T T e e L ey S e
].O_;,'Pe superienrs I n'admel 1as ds Primicive propra Cang 1

23) 8oit (£ ) vn ensemble de fonctions i&UOI
un intervalle compact I , filtiaunt pour la re
comine enveloppe inférieure ; mcuntrer que le filtre des sections

i
de cet ensemble filtrant converge unifcrmément vers O (rsiscnuer

2.

| e

comme pour ls th. de Dini ; cf.Top.gén., chap. X,

, %6. Dér%v

O

es et intégrales de fonctvonq

I

 dépencant d'un psraméirs.

1. Intérrale d'une limite de fonctions.

Le th.t du

= 2 P MG wyen A e ey T e
réglies dars un ipvervalile compac

Py

2, applique =su cas particulier des primitives de fonctlions

Ln

YD O R TN e e ik = o i i ) Ci i
i 17ICH 4.- H03it £ un onsenblie filtre pay un Ffillre =¢ [ i
_ 202 & 2 Bl BB Sa s veD B i elach
B i 40 4 i Pl o - 1 2 i ~ LG, s n M fiam & (. :‘
une Tariile 4 Tonctions regices dans un inlervalle compact I =la b’
3 N ¥
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=i gg fonctiogg F! convergent uniiormément dang I vers une ggnction
(réglée) £ suivant lo filtre & , g 2
(1) | ”gf fo(vlat = ff'(t)dt

Deux corollaires de ce»te propoaitzon sont inportants dans 1es
appllcations =

LOBQLLﬁIRE 1.- 8Soit (;? )} une suite de Ponctions réslées dans un’

intervalle compact I= a,b§ . 8% 1a szuite {r ¥ eonverze za‘formémea+
dene I vers une fonction frég se) £ ,ona :
‘, ‘ ; s,n.f— 4 o 1‘ g’y\,
(2) 1im | ?ﬁ( Jat = f’tiét
n—=t2 f,{' it 4 3
En psrticulier, si une gérie dont 1e terme général Y., est uns
i e _ i .
fonct gua réglée da me I , converge unliornémeng vers ;3 dans 1 ; la sbrie
L onil mhal o " L f e
de Lerile gen eral | zv_a;}ic est convergente et a pour somme {(t)dt
i ! o @, 2 1 : 131 u
(*intégration terme & terme d'une série. uniformément con c:Q:hi:”).
Remargus Le corollaire 1 est inexact lorsqu’cn suppo seulement
jul 7y o il ] ; > .
gue la suite (? n) converge §;ngiem§£§ vers }~ dans I (méme si
F est réglée) : la limite du premier membre de (2) peut alors
ne pes exister, ou étre distincte du second membre. Un 3 un eXem-
ple du second de ces deux cas 21 prenmant £,(0)=0 , fn(x)=n

poar 0<x(1‘/:a' s £, {x)=0 -4 pour 1/n ¢ x
converge simplement en tout point de fu i} vers la Loncvion il
Kais on & j £ (t)dt
le premisr membre de {2) ne tead vers aucune limite en renplagant

' le suite (£) précédente par la suite

1

nd
pour tout . n . On surait

encore simplement vers C .

Toutefois, la convergence uniforme de la suite (f ) niest nulle-

ment néceseaire pour la validité de la forﬁule (2)

liserons-plas tard cette formule, en méme temps que la notion
d'lﬁtécrale (VO‘T lers VI\« o obtiendrons des cornditions besucoup

@|Oins e

lC L'I.VGS

la suite (f )

((-1)2 £,) qui converge

-

on exemple of

; npous généra-
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COROLLAIRE 2.- Soit 4 pne partie Gfun es;i/éce topolojg‘&guef ’ ; une

gplicatmn de 1 x A dans un espace. vectorisl E de d:.mens::.on finiec sur
R , belle gue, pour tout ach-, lg fopctiom X —> £ (x,0) soit réglée

dens 1 . Si _les fonctions f (x,a.). g_onvergent uni formément dans I yers

voe. Fonction (réglée) %(z) , lorsgus o tend vers un point e,EB

" 4 ,' 3 g . ; 2 - . i
gn_restant dang A , on g 2 F‘E : .

P
; 13 il ap. N3 £
%) - 2%m . | fCx a)dx =] O(xix
&>k AE Ve a0
fr parviculier

O e L 0 1 i z o 5 . ol -~ >
Soient ¥ vn espace compact, 1|2 b! un intervalle compagt de w

j 4 ] ¥ =
DOROAY F i {2,011 U s

e A

ot - . 3 ..'- - i i - Fy = - . 4+ 29 T ~ < 5 z
une application continue de IxF danc ug espace vectoriel E de diuensiol
4510 app : 0N L1 ous_Uo Lan pac vOT2E 2 LlEenplb
finjie sur K ; la fonctior :
e L A 8 o i i [ 8 ’

e P00 o~ SO LD <3 - TITT £ -
Er effet, conme f 38T
:
b g p sx ¥ vt 3 v e £ty ) 0 v 3 o 7 o A + o gl y |
I1xPF:, les forctions _p (X,a) cOnvex reent uniformément vers | (X,q./
L . v
. - ¢ b

loracve o temd vers un point qugalconque @ ; |
Voici f-.?..ilf: ppxic;.t‘o.t de cetfu rr\);o,,‘d.cz; :'_ 1a fonction
(,,,c} —>x* st continue dsns le produit Ixd , o I =ia,by est
un intervalle compact tel que (C<aKb , d +
cuelcongue Gans R 3 on en conclut que i’ x*dx est fonction

continus de o dans K

fonction est égale & -8 ___ , et est par suite uniforaément

continue sur 1'intersection de (J et de tout ‘intervalle de 'R =ne

contenant pas -1 ; on a done x%ax = 9—’—-—-—-“«4*' pour tout =

i
g a+1

b

(7
o Taed at ;é 4 L il o @t oni f’% e e i g e v by Y e T
g Teeli oo F-1 ; Ce.n BIiRILIC encore cgusg, pour wouv & Ix L8

i s
T 6 pibiiy o
L I Ay P g - - 5 g P al b i S 3
geriyes e X ast oX {ef.cnap.iil (_!}.
3




Elargissons les hypothéaos do la prop. de ia manidre euivante

I est un 1nterralle guelconcue de R , (°i)o “" une eu.tte finie stricte
ment croissante. de. points de 1{ tells que ¢, aoit l'origine et c l'ex~'
uremité de 1 , ‘et on suppose qua :

1° pour tout scd , F est rég.lée dans tout intervalle contenu dans I
ot pe contenant ras leg ¢1; , et 1'intégrale impropre 46 - F = dans '
gxiste ; ' :

2° guivant le filtre G , la fanille (ffu) converge uniforadment ver
? dene tout intervalle compact contenu dans 1 e% ne contemant aucun

dee ¢,

Dans ces pO“di‘blOﬂB, la fornule (1) (o& a2 et b sont deux points

quelcongues de f? ntest plua nacessairement valable : l'un ou 'avore

des deux nembres peut ne pas exister, el lorsou'lls existent tous deux,
ils peuvent avoxr des valeurs différesntes.
L'exemple donné a la suite du cor. 1 de la prop. 1 momire gue ces
phenonenes )euvent se produire méme lorsque toutes les intégrales
considérées sopt propres : em =ffet, la suite (f ) considérée dans
cat exemple couverze uniformémant vers O dans tout 1ntervc 1lle
compacti contenu duns l'intexval.le ouvert ]O 1(
Dlun autre c8té, lorsque I est un intervalle non_borné, la
formule (1) peub asussi cesser 1'8tre valable bien gue la famille

'(5? ,) convere vers f unifozﬁgmant dggg tout 1'intervalle I

(et non plus squlexent sur toub 1ntervalla compact contenud dans 1)

par exeaple, prenobs I-.)O +w( (x)-‘!/n pour n2<"< & o+ ) 32 .
\x).o pour toute autre valesr de xdsn8 I (m > 1) ; 1a saite
(f ) conver5e unifbrmément vers O dans I , maiad/ 3 (t)dt_(;v+1);n

Lend vers 2 lorsque n croit 1niéfiniment
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¥n d’autres terue..,, lorsc;us I est noxn borngé, si on désicgne par 3‘

l'espace veotoriel formé des fonctions F réglées dans 1 , a

valeurs dans E, et telles que 1'intégrale 1mpropre 1 £ (t)dt

. goit convergente, l'applicatiox:. F"" 1 f’(t)dt de ff dene R
2__ ntest pas cggt;gue lorsqu'on mupit 3’ de la topologie de la

convergence .uniforme dans 5 (cf 5, cor 2 du th. 1).

ouvons évidemment (comus dans le n® 7 4du %5) nous borner au cas ou
11 n'y a aucun des e, gul soit intérieur & 1 autrerez:t dit ., au ces
otk esl non compact ot chacune des f«'“ est réglée dans L ed o

née intégrale imiropre dans. I , et of enfin la famille (rC, conyerse
uniforn nt (suivant le filtrse % ) dsns tout Snta;”v“lla'g;;;;;gv_;
conionu dans I Dans ces conditions, ot en dési a}ft. par ,&, (E) 2'en~

'ce:nl.)lo ur;.onné iil'i'.:*::nt des iniervali;:s compacts contenus daus L
(g 5. n' 7) le premiér membre de la fcraule (1) peut s"écri.re

lim . , g 11 &(1) fJ, a.(t)dt) : compte tenu dé la prop.1 et du fait gue
la famllle - (F,) est un;forznément convergente daus tout interValle
compact J . 1 , le second membre de (1) peut aussi s'écrire

» i3 I)(lmﬁf 3 Fa(t)dt). On voit donc que la prop.1 s'étendra

icrsqu'on pourra intervertir les limites de 1'application

(i,0) — J{J _Fa(t)dt enivant le filtre 55“ , et suivant le filtre des :

Hall ¥ > 5 . :
sections (@ de l'ordonné filtrant ',5{2; (I) . Or, pous connaisscns une

condition gsuffisante pour qne catte interversion soit licite, savoir

liexistence de la limite ﬁe 1'application (d.e) —=> J . F §%)dt suivant

filtre produib f;&: Kok ok

-
o

S
Al

2 Yait que B es;i. complet et gue pour tout a£ A , 1'intégrale impropre

» il \.A-‘ - s s V . = 'y + Sl : vls o e
r {t)dt ost par nypothdse convergents, cobtie dermiere COrCitidn
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est slle-méfie équivalente la condition plus maniable av.iv:mte - :
- pour tout s>0 il gggte un 1nter?alle compact J C I et gg"
~ ensemble ﬂé@ (W 8) tels que, ggur tgut .’mtervalle compact

Ec ¥, ne rencgatrant pas Jo , ot tout €M , on ait ” f F (t)dt;}
ﬁappeluns repidement le raisonnement de "convergence uniforme -
locele" gui conduit & ce résultat . (T og.ggn., chap x §2) 81
(J,a) -7f F (t)dt admet une linite sulvant 43 e 9:‘ , pour tout
e >0 , il existe un mtervalle compact J,oz Ec d] eo enun 45 B T
ot un ensemble- 4 ¢ F tels que, si J et J' sont deux iute'rvalls.s
compacts que?cwqués contenunt J (ot contenué dans 1) « G‘f;- 2
deux éléments de M , on alt n F (t)at - j;]' £ (t)dtf}

(m on déduit auas;tot que 8l x < ¢ est dans I , on aurs
. E ‘_ F (b)(‘t”{_ e pour tout a.E.ZE oa, 8l x<{y<lc ,
“ f#F (t)dtﬂ( 2e pour tout a«c i ; on nontre dérméme que si
U on a aussi ”f F (t) dtn 2¢ pour tout aci . -
Héciproquemant , supposong que pour tout €0, il existe un
ipterﬁgllg conpact J P I _et un ensemble i éc55 tels que‘,
pour tout intervalle compact K contenu dans I el ne rencontrant
pas J_ , et pour tout aeld , on ait H fK Fa(t)dt“ L&
En péssant & la linite suivant ﬂ( dane cette relation ( pour un
K fize), ce cul est possible d'eprds la prop. 1, on.a |
f‘j F( )t ” € , ce qui entralne la convergence de 1'intégr aj.e
fﬁ.:gp::‘@pre : ‘[lf;—.(t)dt (8 5,propé) ; en outre on 8 - '
i, feat - \}'Jof-’ (t)at] € 25 ot H jI Fa(;)dt - fJo§ (t)atl < 2e
pour tout aeg i . Dl'aprés la prop.1, il oxiste un emsemble ¥ - |
contenu dans & et tcl gue pour tout ag ¥ , on ait

h :
‘fa f‘(’f)tft’r: =y ;’a(t)dt ﬁ £ & ; on a par suite aussi,
0 - o - :
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pour tout aecl , “ f (t)dt f P (t)dt “( 55 . Ceci mentrs
que lmg‘ f F (t)dt = f Fft)dt . En outre, p‘our tout mter-
velle compact H contenant J e tout e¢N , onse -
Hf F(t)dt - ( F (t)dt l £ 7¢ , ca guil monire que l’apelicabicn
(J,a) —> J £ a’(t),dt converge vers 1 F(t)dt suivant le
filtre prodmit © x & .
vn utilise le p-lus-souv'ent ﬁne condition plus restrictive que la
précéaeﬁte' : -

= o i . 2 e, Y : Sl s
DEFINITION 1.- On dit que. 1tintégrale impropre ,/(1 }”{‘L)dﬁ est vnifor-

mément convergente pour a« ¢4 {Qu. unifeorméuent convergente &,ms_‘
gi, pour tout € > O ,. il exigte un i,nter'zralle compach JC_ < 1. tal qgne,
pepr tout igg{c1'-Jrﬁiis‘_coapact X< I npe rencontrs n‘L Das Jo ; 8L tout

aeA;ona:li';v e
(4) “ J'K Folt)at l<s |

La prop.b du § 2 montre que si f] Fa(t)'dt est uniformément conver-
gente dena A , elle est a fortiori ccnvergente pour tout a¢Ad (la
‘réciproque.ét_ant anlatuz."el.‘leme'nt inexecte). Avec cettle définition, on a
la proposition suivénte, caé particulier de celle gue nous venons de
démontrer_.ci-dessus : . '
PRUFOSITIOL 3-.« Soit (Fa.) une'i;‘gﬁ;i}le‘dé fonctions réglées dansg.

1'intervelle L , telles gue : 1‘° suivant le fiitre S+ , la famille

( F ) converge unlfornéz tent vers une fonctwn F (riglée dans 1) dans

,out intervalle eox;pact contepu dang 1 ; 58 luntégrale iggl.oprx-,

l" ; e x c B g -
P {t)ai soit rm.,,fo~*“emenx, conveuc te dzns A . Dang ces conditions,

Je Ltions
o g 7
ol H
ilintépgrale impropre |/ - £{t)dt esi conversente, et on a
% 2
il § n
(%) lim . L (t)ﬁ* = ,f_g F{t)dt

Comme pour 1z progp.t

¥

deux corollaires de la prop.3 sont importants

rour les ap}u"auz_ung >
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COEOLLAIHE"! noig (F r) upg suite de fonetlons reﬁlees d-lns un 1nter~
valle nuelcongg i » c_:gnvargggg g_g form '="-ent v ' '

tout intarv-alle cOnr,gacL conteng Qane z 1'1ntégraie mgrbgre
£
JI F,(t)dt est_uniformément comrextt,nge, 1'1nt§h_1;dlg imggg,

e

i; f(t)at est conv versente, ot on a

tu) 3 fIF (t)at = f f e .

" . iDmPoo :
COROLLATRL 2.- Soit A une purtie d'wn espuce topologigue ¥, F une
gpplication de Ix A gdans un espuce vectog.e E de_dize: zension finie
sur R , telle gus, pour 'bout aéA , 1= fonction x Ly F(A,cl)_.gg;_g

b

réglée dans 1 . Si d'une part, les fonctions F(x,a) convergent uni-

formément, sur tout intervalle compuct contepnu Gans 1 , vers uns

(i

£ (x) lorsque o temd vers uéé?\' on restant dang A ; si d'sutrs part

-

/1 .
1'intégsrale impropre JI F (x,a)}dx est uniformément convergente dang A

s finteprale impropre fl F(x)dx_ esl_converpente, et on a
N . s g f 9 Ml f
73 aﬁ(lié?(LEA. I F (x,a)dx = : F(x)dx .
En particulier ;
PROPOSITION 4 ("continuité d'une intégrale impropre par rapport au

paramétre® ). - Soient ¥ un espace com;\act I un 1ntervalle cuej.cbaqm de

2 F une app lication continue de IxF da.ns un_espace vecto iel B

de dimension fipie sur R ; si J.'u;té:grale 1*ngrogre hia)= J, f(z,a)dx

est uniformément convergente dans .F , glle est fonction centinue de a

gans F .
Compte tenu de la prop. 2 ce.,te ;.ropositlon résulte aussitot
de lsa continuité d'une limite uvniforme de fonctions continues

(To;_‘-.gén.,chap.x, §.‘1_,th;2).
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5 Irte;raler normels 1eat.convergen s

Soit ( F ) e A" une farnilla de fonctzons réalées Gdans up intervalle :
guelconque I = R ., a valeurs dans un eapace vectoriel £ de dlaens:mn

finie sur R . Supposons qu'il.,gxis‘te une fonction nwnérique g réegl.ee

3

dans 1 , telle gue, pom; tout xe;i et tout acA ; or ait §§ ? "x}‘t g(z),

et gue 1'intégrale impropre j-/;g(t)d“ eo:.t convergente. Dang ces con

tions, lt'intégrale imnronre

a
F (t)dt es‘* abs glumam et_unifornément

convergente dans A-, car pour tout intervalle compact K contenu dgps I ,

on & : s

M4 : ;s f

,i 3 0D £
&t la convergence de rlintég J_c: L,- I g( t entrafpe gque, pour
2> 9, i1 existe um intervalle compact J (L I tel gue, pour tout inter-

: i ! 3 fliopy g A
valle cor J.p" ct EKE¢c1 ne rencontrant pas J y OB aft Jog(t)it § &
o i

Lorsgu'il existe une fonction num erime g ayant les :JIo_flié;'béa préce-

dentes, on dit que l'intégrale JQ {fa(t)dt eat mormslement -ccovercente

dans £

— , bune intégrale iwpropre peut ,re uniformément convergente dazus A
J e

€ .sans 6tre normalement convergente. C'est ce gue montre par exeom-

ple 1ls suite (fn) de fonctions nunérigues définies par les

conditions f (x)= f'x pour n{x&nHi , fn{x}.—.ﬁ pour les

o
&
(.+
L
{ ¥
(0]
g P
(3]
o
L
i
‘%
w
(V)
p o,
-

OO[ 11 est immédiat gue itinté-

grale _f f11 t)dt est um.fomt—ﬁent convergenta, mais slle nlest
A =
pas normalenent c-enverge;;te, ¢car ls relation -g{x) > £ (x) pour
tout x ot tout b entraime gi(x)) 1/}; , b per suite 1lliniégrale
impropre c’ié g dars 5/1 +0c} n'es;‘ pas coqvarge '
Bn parti - ulier, pa,g’i‘; ns une sé: :La dont le terme geénérsl. — -est
sne Ponction ,rég_:_‘léa Gaps 1l'in ervalla I = eij, supposons gus lsg série de
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-de teme géneral ﬁu. (x) H qui es‘-: une fonction z‘églée dans i) ccnvar—
ge pniforaénent dans tout lntervalle oompact contenu dans 1, 8t alt
pour somme une fonction (réglée) g talle que 1t intégrale f g(t)dt zoit
cgnver;ente. ilors, si on pose F Z, u.p 1'1ntégrala impropre

73
ot ()9t est norualezent convergante, car on 2

tJ

- _
g? ;3 (;z;;i.z Z.; u. (x) g(x) pour tout x¢ 1 ; par euite, la soume il‘
18

la série de ‘Lez”’e wenéral U-n est une fonction réblee dzns 1 tf;lle

n

gue 1'intégrale jum,.ropre J’ F(t)dt soit convergente, st on =
r , ,

{ P
. £ L1) dt S w wrar
{®intégration (inmpropre)terie & ierzs d'une série®).

4. uérivée d'une intésrale dépeudant 6'un parsmdtrs.

wsoit A un voising s conpuct ¢*un point o, dous le corps s

corps (0 ), 1 :Ea,b{ un intervalle gompact dans R , f ugte epplica-
7 : :

tion g_outinue de 1 XA dans un espace vectoriel B de dimension finlis

sur ‘P (rﬂs ). OB a va (p_rop.r’l) gie, Cduns ces conditions,

d.(a)= ; Fu,,)az eest une fonction cortinue dans A . Cherchons des

g

CODLLJ.L.’L ons suffisantes pour gue 3, it une dérivée au point G - Un a

:_OL-I‘ aT’J;O : _g : .

g (a)- %lag) f £ (t,0)- f(T,a0) ,

a~Qg i Ja, -

douc (cor.2 de la prop.1), si les fozctions F(X.ﬁi £{x,00)

' convergent uniformémént daps I vers ape fonction (nécesssi rement conti-

npe ) h(x“ ”urs ue tend vers o (en restant 7ag) 9 admet wne déri-

vée &gale & }".;E)LT ay point o dfaineurs pour chague xedl
J o ! s o

% ‘& % % s % t ; i - it i
(x, 12«, fix .&Z tend vers hiz), done g':*'x) est la dérivée am poiant
o ~ :
1, de Yapplication & - £ (z,a) ; nous déeignerons cette dérivée
{dite dérivée narticlle de £ par ranport & a 3 ef. idvre YIiE) oper ls
o g‘ e 3 &
notetien Ci{x.a ) :; les hypoinéses faites entralmeni donc gus
L R i : {,,f. = .
(8) : gila,) = ;| Fl(t,a )t
= e L 2
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P : La proposition s.uvante donne une (:ondlticn suffzsante plus si ,&,lel

pour la Validl é d.e la foraule (8) :

PROPOSITIOE 5.- Un_suppose gue la der:wée Dartlelle 'F;{x,a) exiéta
gou_r tout x€I ‘et tout o appartenant & un_voisinage ouvert V de o ,
' etfgue, pour ftoaf ac€V , 1tapplication x »—9? '(x;é)' soit régléé} dang .

Dans ces condii;ig_g_srL 8l '(x o) corverge uniformément dans I yers ‘

T‘(x & ) lorsgue « iend vers e s 1z fonction %(a)—-{l - (t ,a}iu - edmst

s
51 POl nt ¢, bug dérivés domnée par lc formule ( 5}
BEn effet, pour tout € >0, il existe par hypothése r > 0 +tel gue

H 1/'M Z - ’ {1y ¢ ~ ! 6.0 41 il 3 "4,-,'..,
LTy g encraar f7 = TAX wy PR il {7 e ~ W< 1 # x )
Uv JJQzQ £ Snci ,_.1..8 { f {;‘1‘“"4' Of".(‘ roaw_z‘_.'.‘,vo/ 4 il & GU.E}: ue ..,;Ol 7 < \J,‘L >
D¥aprés la prop.5 du ¢2 et son corcllaire, on a donc, pour
§= i 3 ronY
ia=a | < r (o#a ) ‘@t pour tout xel
| wig L

i P £ix,a 1

| e .Z.G‘.)" ¥ i, N e y It =

> g el s (2 f S 8
| i L e ol e

: i e O, “ "o e -
ce qui prouve la convergence uniforme de E(Xsed- C{x,0,) veiip

g l T + 1 i iy B T gl { 3 P @ P 3
£ ¥ (x,a ) dans 1 lorsgue a tend vers o (en restant #a ), et &tsblit

a0 . o
dopc lz formule (8):

CCBOLLAIRE.~ 5i la dérivée partislle gf';’{':,a}' existe dang I X V g%
" e : | : . ' e
est fonction comtinue de (x,0) dans cet engemble, la fonctio: o
at_point 6.0 .l;ii‘l@ c‘ié._;,.j‘:.v«ae donnée par ls formule (8).
Bn effet, sl # est un voisinagse compact de a contenu dans V ., 1fappli-
estion (x,a) -— r‘;(x,a.} >st uniforméaent ccontinue dans 1

compect IXW , dome [




| . -121 -
" PROPOSITION 6.- Boit I un intervalle euvert dang K , A up voisinage

d'un goint\ao dang le corps R (zeep. le corps (C ), f uns spplication

continue de I xA daps Un espace Vectoriel B de dimension finie sur

R (resp. € ). On _supposs oue pour tout xcI et tout ac A ,F ;.(z,cq;

existe el gue your tout ac i , l'spplication x —>('(x,a) esct rigide
/ 3 a

deang I : em outre, on suppose gue. cans toul intervalle compact contenu

e 7
dans 1 ; '(x.a) con¥erze uniformérent vers { '{x,a ) lorsgue g
sare 3 ) 7 : ¢ ; =k e

vers . Soient alors a(a) , bla) doux fonctions définies dans 4 ,




4 - e E
ce qui montre coe — 1% f (t u.)it tend(v)ers b'(a ) f'(b(a. )‘,o. )
26 . (% 2 .
De la méme manidre, on montre cne "‘&é‘&" f F (t u)dt tend vers

af (-ao) F (a(o.o),ad).

i.'en'semble, A ayant la =m8ne sigm'ficatian, soit maintenant I un inter-’

<

velle guelcongue de R , F ‘ume application cgtigna de I x4 dana 5
si“l'intégrale impropre g(a)= J; Pt,a.)dt existe pour tout a€h ot

ﬂst foac‘bim; ﬂontlnue de o , ls fonction -n'z pas nccesoalr@manv au
7 . port R S L g o Al

point a,( wne dérivée ézale 8 -Jj, f'(t,a )dt , méne si F‘;{x,ca) :
3 3 . ) -~ ‘%
converge uniforméneni vers g’.”é{x ,U,Oir daz:s tout intervsile compact conte-
g H $ : :

nudans I , el si 1'inté;

*)

rsle i'zmro pre

(;

Fl{t,a)dt existe poa,ﬁ*:-‘

: s n o %
tout a€ A (cf, exerc. 2).

r‘“

Une condition suffisante pour que la formule {(B8) scit encore velacle

g |

. - 1 - A - s By o7 o D NI Sl ~ ¥ ot - °
19 CH Ce8 el donupee ;‘.,.-:.I‘ 8 1.:1’ ‘..J:..‘..'L‘c: Lol10n guivance

PROPOSITICH .7.~- Boil 1 un intervalle guelcocague de 1o ., ¢ uns

coptinue dan L AA Ln suppgose gue :
e s G e O Sl e < &7
1Y~ ia dérivée partielle Flx,a) sxiste pour tout x¢£
L

N\ .
d(x,a) o8t

2°- i1 existe un voisinage ouvert 7 o A de a, tel aue, pour tout

aeV , P'(x,8) converge uniformément vers gf{;(x,sx) dans iout intervallc

corpact contepu dans I , Torsgue 8 terd vers a ;

49. 3 'integrate impro g & f L {t, »)dt . est unifomément convsersente

darsi’_:

. b . oA o
{;-‘f’- l'lntegzrala impropre J < Flt,« d'c est convergente

; = i
Dans ces conditions, 1fintéerals iuprcgre tg,(u.}:_ 02 f-{t a)dt est

o~z

m;for"ne meni convergente dens ¥ ., ot la fonction 4 sdmet en tout pcint

7 4
€2 V une Gérivés donnde par ia formule
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o) g'(a) = f pralt,olat .

En effet, pour . tout intetvalle comrach & contenn dans I , posons

uJ(a) = JJ f(t,a)dt ; en vertu aes hypothéses, la prop. 5 monire que
pour tout o€V , OB 2 /LLJ(a)=- - gla(t,a)au. La converzence uniforme
a £
daums ¥ de 1l'intégrale ;}1 f;(t,m)dt signifie que la fonctiom

2 . £
i 4 { i % o H H i g '3 vy
ﬁksza) converge uniforadment dans V vers 'JI Fé(t,a;da ; suivant i

filtre des sectioms 43 ds lfordonné Tiltrant % (1) des intervalles

4 3 - : : 3 e i Ly R L A
compacte contenus dans I ; comme dlavire par Wila j 2 vrns 1imit
£l o - , a0 e
suivant ¢ , on peut appliquer aux fcnctions L, 16 th.1 Gu ¢ 3

o3 4
(e role de l'ensembls d'indices &ler® ici teunu par 25(1}. celul du
7 (¥ -’

es section: **ia@ cet ordonnd filtrani) ;

=5
S-an
€Y
3
L)
N
8
\E(‘.
(&
o
=~
-
41
*.v
for
}-.J
ot
+
o
o

jues.~ 1) Les conditions 19 et 2° de 1la prop.7 sont a

e & i o 1 ol a2 ( ‘] wit et HAoarm ¥ % o s
fertiotl rempliies L0TrSgue p : {X,a) exigtle cans 31X A St e5%
Y ¢
i e 3 - h, s~ K 4
fonction continue Ce (X,a; Gaus Cev enaaLQio
b 2dd ikt y
Y an t { r 1YWY o - 4- Pl o & 10 ol 3 e~ v ~
i [l % ¥ S PG W G )(‘./ 7 - n itz i LE L P Gt 1 4 ement Ceroigsanive e DO ]
WS Ay A
de R .: supposons gue dang chacun des intervalles cuveris
™ 'Y Fa 3 H
) ™ ol n 8 o
écj,ci+ﬁ; (@ (ign-1; la 101 tion [ (x,a) satisisesec aul
&2 a o i 7 oisaRaImEn, A P i O
copdicions de lga Prop.y { fure on 1'aurnre 8 Ces COonaivClOlE

cegsent d'@ire vérifiée dens vn voisirage d'un Ci d’ indice tel

3 PR 4 Fe) C™\ 1
j 3
TY3 2 I B - 3 i, 1A J Bt gt Y23 il i
1 " ANUOET sle improprs 2la )= PG e s acmet ap
% I :
& o/ i
o e Rep il e e 5 g { gt dE A
d4e ¥ une 4=2rivee gunton peus LLCOTEe sCIrire - P ( G 0T
: ; ¢ g
7 ~F "Jf.__
~ae S5 i £ % o
'u...-r_g S dpt. By | o
i SN
\ ! Bt
= e S e St o £ “ S ! f e
2 LOTBgUe . Gans Uhe IRLeFI85C in|prapre 1 §= {*} o g 12
5 i 3 g 2
v * -

e T o iR ey, 4 AR R
i'étude ce cotlte iniéprele en Ionciion 48 @
. Al e
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péu't ge rétiécher 4 cells d'uneo inﬁégrale ins propre dang [G 1 j
en@(e)ffet par le changemant é¢ variable t-a(a)(?-u)%(a.}u on a
‘/a F(t a.)dt-fF(a.(a,){1-&}-?b(a)u)(b(a)-a(¢))du

5. Interveralon des ig&eg;a&;ggg.. e . -

soient I—[a b) et A-[c d) denx 1rstervalles g_g ts de R som
}5 une fonction centipus dane IRA, & valeurs dans 2!1 @space vectumaa.
E de dimension ﬂnie sur’ ’R d‘aprés is prop.e f F (z,a)dx es’c

Lgﬂﬁt"‘ on continue de « dans A ; son 1nté;“ra,ie f (x,a)dx}ua. 8e
>

n_of{;e: sussi pour simplifier f daa f - (x,c.}cix 5
e :

g,

.- Bi gi g¢st contipue dens I X4 , on @
o ,._(g 2 {.{'y
i"-h. { 5‘(-_,.- ¥ 9717 g ¢ b @ &7{!, !- )‘4"
- £ L84 r ‘m.;@,@}x = x..p«f i. VX, 60
. ‘e da : n ¥
{(fformule d'intervembion des intégrations? ). .
¥oues ellons montrer due, pour tout ye A . on s
{a’;,, 7 : —{ g i g?{f’ (‘"’;m
AR : 4 P 3 { - : E
(s da § 5-( ;a)ix = | dx | f(x,a)da .
: : 3 J oA, »jc ¥ :
Comine ies deoux membres de cett relalion sont des foncltions Ge y ega.ss
' ' oo
)g —C.:,ui'
&

pour ,y*--;c , i1 suffira de prouver qu‘ellas sont dérivables dsas

et que leurs dérivé os sout &g alea en tout point de
(:
§
i

31 on pose 6}\ o) = (’ ;C(A,(L)QA o ;L(x_,y)::

, Iy . - Vo
{12} s'écm.t =
' 2 E & ey .
£ 1ol
¢ C},{a)o.a, = n(x,y)dx
y ,/_,, s i
4 A o e v -
yr, ls a67iv ée du premier membre par rapport & y est -g,_{y), celle du.
J ¢ 5 - - g
= 3 H 3 = B 2 g
secopd est | htlx,y)ax Q'a,p s le cor. de la pro .5, puisque
o W
s & ! ; : : :
at{z,v)= £(x,y} est continue dans 1xa ; les deux expressicns sinsi
o i :
L . i 5
obterues gsont bilen identigues.
Wi i - b B :
suf posons Laintenant gus A=jc,d{ Soit un intervelle compact dans K,
S s 2
I un .;,t“;fa._» le « que] leconque dans R ; s0it - :;ze.foust_iszz CGILtiS&"‘? dans
Sl - - 4 ! s - - : P £
IX8 ;8 valeurs dsns B , telle que 1'intégrals impropre 4 (aj=v; {(%,q)
: - s = ¢ i - 2
i - i iy “ "_ » i i i & ‘:.J»U
scit ecnvsrgente pour Lout a4 ; mdae s g {a) est continue dens &
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'ond‘ne psut pas toujours Mtervertu 1es—integr¢ations dans l'integrale
/ f F(t,a)dt , car. l'intégrale ;fl j f(t,a)da peut ne pas
-eiister, on étre diatincte de 1° 1ntégrale jd ./; ‘—‘(‘l:,a.)c‘n:~
(of.exerc.6). ' = '

PROPOSITICE 9 - gi 12 f@csgog p W Ixh; gt si
l'intéprale impropre fI F(t,a}dt est npifo it convergente

dans A l'intécrals imgro'ai’e : J;dt { F (t a)da. est coaverventa‘
ﬂ :

et on a
Por £ pams oo [
(93) J s J. F(t,a)it = gct a)da
e T : T
Four tout intervaile compset J conispu dsms I, posoms L, =
£, : -
=/, F(1,a)dt . L'hypothése entrains que, suivant le filirs des sec-
2 Znihs : :
tions ¢ de ltordonné filtranmt & (I), 1= fonction continue . L -
; ” : 2 [ it 2 i )
GCﬂv»rLb uni formément dans A vers JI;v(t,u)dt : donc (prop.1) ,
: 1 r L w rd e ‘.
J da J,f(t,a)dt a pour limite @ da Jg b (%,0)8t suivant @
: ; J@ . :
mais, d'aprds la prop.8, on 8 , L .
s e Ii e D
(14) da J f'(t G.)P' = J-4db i ﬁ{t,a)da
: : / d "’r_:
!a .
_Le résultat pr»cec_anu si;*nlfie donc gue 'iatagrale impropre
{ p
F4 Bl _1'_-". 75 2 o > g
J.at | F(t,a)da est convergents, ot en passant & le limite suivant
7 i

&
@ dans la relation (14), on obtient la relation (13).

\ o e

Exercices.- 1) Soit I un rvalle quelconque de X , A un ensed-

e

ble guelcongus, g{t,q)} une forction numérique défipis dang 1

teile qus, pgm tout aca , t %-yg(t a) Boit ,;,i, et décroissants

qaas E ; on surnose en outre QL'il existe un nombre i inGépendant
de a tel que g(t,a) < ¥ dans IxA . ‘

a) donirer gue si 3« e?b ne fonction régléds daus I , telle qguse

ifintégrale imprepre fI'?(t}di‘ soit corvergente, 1'intégreie

P : _ .
32 7t :;) L (§)at ast uniforméreni conversenis pour ai éé
{utiliser ls second théordme de la moyenne ; ¢f. %5, exerc. 17)
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13) on sui.pose cue I— [a,fgo[ ; el en outre gue g(t a) tez:de
um.formément vers 0 (pour ach} lorsqae ’s terd vers -F o |

'Eon‘zrer que st Q 68t we *ene‘tinn réglaa épas 1 , 2t e’i.l sxiste
un nombre . E 0. tel gue ﬁ J.,, f(t,dt} < k¥ 7pour tout 115‘%;3*%11%
‘conpact Jd contenu danes I s l’in tgrale ng\t a) ”{’c)dz esi‘ '

unl{’crm&u::nt ecnvergezzte pour Gz A (memo méthode ).

c) On suppese qus & 30 , A=[0,+ mz ot alt,a)=slat)

est une fonotion cegvexe décroiscante et 2 © dans A4 , tendss
0 lorsgue b tend vers .j— o= et telle gque @(0)=1 . On suppose en

outre gus éf =h®* , ot h est une fcacz;on deux - fois dériveble
sof “ '
a4

| 5 : Vs G e
dans | a,t , bornée alngli (ue h dans ¢cot intervails.
/ PR AP e
L?inte r“ s = ielat) Fit)dt- esv slors converg ente pour g >-U.;
.‘,ﬂ . : A- . % 2 . ;
Loty e 3 R cIflad 1. tliax
montrer gue lorsg ue o tend vers 4 , i le tend .vers - 1'igj
Irt+Aors 3 tigs et 2t T 1 ~annng Fhaaram A T e Genne
1L 144\;(51 er _{._;.‘3.’; Q i85 €L dvlliipcoe 8 S600NG TNeg¥ole G L4 WMOYyOLlo /.

R A

3
D
N
~

"d) un prend o¢f{t)=9 = oy el pour | la Pfonciion nunérigue

‘}5 cos(log t}, qui est la dérivée dfume fonction bornée dans %3

Fe g

moutrer que 1%3 m}égra.te } o b cos (10' t) 4t , qui est conver-
¥ o

‘gente pour tout o,>0 , D6 tend “vez‘q auoune l.mite lorsque « tend

‘f r;;(—‘ %_

-t

") Soit f(x,a,) = - pour -1<x<{1 et se R  ;

fras R T W - -
yi-2ax + a= - L 5 '
montzer que la fonction gia) = =4 S 280 -
‘ £ i~2ax + x°
continue dane R , mais nladmet pas de dérivés pour a=1 8t a=-1 ;
mentrer gus  £'{x, a,) existe pour tont o & K- et pour
2 p = v
T « s — : - . g .‘
rcI =i-i,#1! ol est coutipue dans L X & ; que itintépzrals
o’ EHIR A i : : I L ;
: i : he il 3
impropre : fé(x,z}ax existe pour tout aeK , mais ¥eriilier
.q?‘_?v . i 2
gue cetbe intégrale nlest pas w._ms"nczrant ccsme:z*g_ ente dans un
voisingge du poirt a=1 om du px:;n g1 = -




~ ¢ontinue ds 1IX &
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3) 8011: I an izz’cervalle ouvert dang ‘9 ; & un 7

polnt o, aans 1e corps ’R (resp. le corps ""7

“sur R (resp. C ), telle gue ('(x,a) existe ot
a :

dans I 2A . Sciont a{a) , B(a) doux fonctions 4

8 valeurs daps I , continges dais & ob tellse nue

o DTy Doy o\ Ao f ey

gueigent & {ala},a)= L {bla),q =3 dans 4 . dontr
c L I ’ .

oisinage diun

§ wurpe apniicatibn

é_ans un espa:e vecioriel E de ézmeaqmn finis

s0iL contz.nue

20> 4 - .
£flpiss dans & |
Itop git identi-
r nue la fonction

compact ¥I=}0,a} . dontrer gue i, au point x ¢l , il
W ," 7 : A O

; ; 124 - o :

€>C tel que 1’( ¢ (q.o))/ & 12 reste borné lorsgue X .
l - : TRt M )'_
tend vers o , 1a fonction g (a) =] ~LAX)_ @x admet zu poind
; . ; v 3 s ; 1:‘ R~%x 7 R

N 2 - & 5 £ <3 ~ g‘ - : -‘ ” \ » -

a_ une dérivée (resp. dorivés a fi’.;l,n ou dérivée & gauchne si

a =0 Tesp. 6 _=a) Hgale &
O - 2 o ; y ol
i 0N {
4 ; 5 3 o {a
[ § i / ? X&Q h W Q)
et fo )z | T o GX
Y B g { »3) %3 :
S Touar a ‘T"U 8= 0 ' 7 s %) & U pour a - =U .
P~ 3 g b 4 2 C}
s i T L e
Lersgue + est la fonet.w,n scalaire % e -x , montrer gue l1a
F ] ¥ ] | & 5 s
5 E B e -‘ L gl oyl S ks g e ks g M e
fopction ‘fi correapondante a une dérivée ipfinie (& gaueche} =u
ooint 1
31 Jq%-JI‘ ﬁ; -
2 o e S g ~ ; / -
) Soisnt IX=ia.,b! , &= ‘;c,d‘i ¢oux intervalles compacis daas
: } =~ 2 Ry 3 ‘ L5
goit - une fonoitlon défipie daas I XA ;| & Vaieurs ‘}L.zkw NL esisce
veclioriel ¥ de dimension Fipie sur 2 . ielle auo ?ew;e able §




. = . "_'"128" : = f'Q >
des points de - atsaontznuité de £ dans IxA soit rencantﬁ en un

nombre Q_tg da po.tnts par toute droita X=X et tonte droita c:o.o
a) llontrer que la fonction g,(u.)z f f‘(t,a)dt est centinne dans A

| &
_}_;(étant donnée a € A ete )O, montrer qu'il existe vn vois:lnage v
. de a, et mn nonbre fini d'intervallea I contenus dans 1 et dont

.ibla somme des lengueurs eat L& ; tels que, si 3 desizne le compleman- ‘
- taire par rapport & J de. Lz Jp » [ soit continue dans V ;A’J)‘ ‘
b) sontrer que 19. formule d'interversion des intégrations '(zéﬁnule_

- (11)) est encore valable (m8me méthode qﬁe dans z)).

= 6) soit £ une fonection scalaire difinie et ayant une Gérivés continue

"

S -vdzms 1'intervalle

\

[
O s

c:r»f , et telle gue 1*75 f(x)= 1im Plzx)=0 .

ftlat)dt est définie et continue dans tout

LY

nontrer gue L'intéerale im r:ch re

fat ff'(u.t)dcz, peu ne pas exis e er ou 8trs Qissbmu;e ds

'fda. f f'(ut)dt.

7) Soient 1 et J deux intervalles quelcom,ues dans R , [ une

fonc‘tion déﬁnie et. continue dans I XJ , & valeurs daﬁs un sspace

vectoriel E de dimenmsion finie sur R . On suppose que :

19« l'intégrale impropre f f(x,7)ax est uniformé*nent convergente
lo_rsqug y décr_it up intervalle compact quelconque contenu daz;s Jd 3
_2°- l'mwgrale'improp:':e» ‘/; F‘\(x,;é-)dy est uniformément coﬁyergen_te
~ lorsque x décrit un intervalle campact quelconque contenu dans I -;
3°- ei, pour tout intervalle compsct E contenu dans I, on pose
“'(y)= f F(x,y)dx l'intsgrale *'fpropzs f 2 (v)dv_ st unifor-
mément ccnvergente pour HE f-(, (I" (ordcnne filtrant aes lntervalles i

compects eon..enus Gans I)




. - ". 1'29...
%

Deng’ ces ccnas.tzons, morztz;_ r gue lss intégrales impropres

8x f {x v;d, eu- J dy - o Fiz v)4x existent ot sont épales,
1 : s 1 t P : S - 2

*8) Dé duire de l’ezerc ’? ue les intégrales impropres

'pév P’”. _zg- _ s 2 <
dxf yx cnzy dy et J dy | e *T . 8in g dx existent ot
v“ 5 =%

sont égalos. ., : o
caza?* BE 11T {Et:a-t 4y
" FONCTIONS ELEVENTAIRES.

P est d.ér,iVable en_tcul point x de F ; et on 2

(Do . - ) =P ) Pro) .
Reaarquox.s d'aboré gque B Gtant conple,t G esl QM dans £ ('l'op_.gén.,
chap.IX, 33, prop. ). o e
cOnsidérons la fonction %(A)— f £ (x+t)dt , 0 a>0 est un nom'bre
réel que nous preciserons nlus loin ; comme f’ (x+t)-— F(x) £ (t) par '
hypothése, on a 3,(x)-f F(X)F(t)di.— F(x) j F(t)dt (ohap II S
Drop. 3) comme F(O)- e’c Gus f' eet continue par hypothase, on peut
_ suppoeer que a est pris assez petit pcur que les ualeurs de - p dana
LO a\} appartiennent & oo ensemhla corvexe fermé dans ¥ , contezm dan«

le groupe G ; par suxte, L= j F (t)ct anpe.rtlent &6, .a_utre:nen't it
est inversible (ch&m iz q 9,131*09.4}_- ‘on a done ?(x)~. q('x}‘f""‘ et

31 sz:.f;it'de 'pr‘emrer que x:é, est dérivable ; or, on peut ecmre -par
< o L & -!r'/!'_‘ : g
- ¥

;
_. |
le ci néement de varisble xtt=u , - Oj(x)z—- 3« & (v)du ; comme
x

-«.n«\f&r‘!
w

> est.

coatwus s%, est déri eaa_;la pouzr tOU.b &= f;, , 2f on a
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'(x) = (xte)- p(z,-fuxp(a) e) . Dioa Prix)- y{xn}"‘ g(xje

'oﬁ e-(f(a)ee)é 1 et on & bvidemmant Ff(o)-

2, Derivées des fonctloas «expoaentle les nomb e.

U sai* qua toute repr«*sentamon con tinus du g"oupe additif R dsns

ze e
le graupe multiplicatif R aes nombres réels #0  est une ronetisn de

=
L

la forme = ——»>a> [cite f’gncmon expopentisiles}

eet uvn isomorphisme de & - sur le groupe

{Top.gén., chap.V, § 7 ot n
des nombres >0 , si 241 , et l'isom jorphisme récipro-
; 3 =
2 4

i s : Fo s el SRl MEpos o e S P S G Y Bt
nombre }'Q ev f‘-’i j 48 . ITOonCcTion ‘D y une Jdorivee egadie 8 @i D0

3 - = L R ~ P SRl mp Al G S g 08, A
at gpresg GCo Gui Pre céfe ; @ tautre pare, on &8 p.=a B QOIS

IR T [ i Y 4 ol I 3 i Pt 7 i % 7 T X
iehap . ¥1. &1 rop 1z dérivée de b est Sgale 4 log b.w{a)}b ; par
'~ F o b s 4t e A 7 &

comparaison des f}.eux expressions obtsnues, on c¢btient

('\ b L t'—ﬁ ‘V

«.l 2
‘C.‘
\.
m
&
S
,-
Q
i}
o

S SE =
§ » :_ i ::‘ - S Bt
X2 7 . G i}a By o= B
= : - o "17' z T ; ; -
X § B i o i R i s S s e ) el e S s el s P S
Ce QUL MonLre gue 8 es5t S wricteswnt creoissante, et par suliie gus e >t




'§.2 nous verrons comment on peut calculer des: leeurs
~aussi approchées q;‘on veut du noﬂbre c -

?Ffﬁlilbh 1.- Les 1 ‘arithres de b

e _sont lopari hoe

aépgriens (ou ogarithmag ggturelg)
On QQBV¢GEL d'ordinaire d'omettre la base dans la notation d'nn

lggarithm ngpérien. Sauf mantion exrresss du contralre, is notatzon

P.‘.l
)

g = (x»0) désiznera donc le lgearithue népérien de X . Avec ‘cevte

oo ot 5 Yo = ; Sty o
notetion, 1a prop.? s'exrrize par ls relation

e Sl
‘ Bi{a™) = log B.8
o, ‘o iy R .G % - =" P % b ™
algble pour a guelcongue >0 {(puizgue pour sa=1 , 10g a=Uj.
3 e P P4 g 2 =
rette rolasticn BontIe que & a des dérivéss do touk ocrdre 287

it S i S Ly >
22/ ; v {'37} = {log &) &

2

7 4 i U . i % % S e

= S i pd N i .o p G - Y PR~

5 parQLSUiler pour tout - Q;? ‘et #1 , oma D(a”) 20 “U-”;qyuv'
x

XER gl }b?_au;td a est strwcteaent convexe Gans K (chapiil,§4$

cor. de la p;o }‘ Gn 8n deduit 1la propceltlon euLVante $

PB&PO ITIOA 2. (”inegalxté de la moyenne géométrlque“) -vlgaélq éus
zoient 1les nombres 25 8 (124 n} ot les nombres py >0 tels gue
?’L P , :

- <, pi-‘i , OD 8

(6) 201502 2B poop.z +p, %
o By 25 a2, Py2tR200. - TPnZy

4

En outre, les deux membres de \6‘ ne sont &maux gue 83 ﬁous les 23

sont ézaux.

i effet, posonq' zl=ezi,§ lfinécalité (6} s*éerit
- J 7 -; X.’" o i

La UTQSDSlb&OE resul* alors de la *rop.a da chap.l, § 2 appligaéé

: X
& la fon tion convexe e dans }2 :




, . » .
O dit que le pramzer sembre (resp.'le ;econd'mesbre}»de (6) ost

13 moyenne ruOMﬁtrig e ﬂondéree (resg. is moyenne arlti étivua pondéroe)

dss o pombres z. , relatifs sux poid pi (15 i< n). Pour Pi 3«*ﬂour

i.grx, on dii gque les ﬂoyennes arithmamlque et Zéomstrigue correspen-'

¢anues sout les mo;eﬁaes arithadtigue ot gé é’ricae ordinaires des Zy

',L'inégsliaﬁ {(6) staeTit alcrs

.(3) {_z‘,izg’_..‘,"z;,-l}“;{\‘%{z;ﬁzg%..ﬁzﬁ} -

urop .6 ) donne, LOUL put % 8]
s 4

& 3 DLL0A Zj = sty ownm

7 A% == > e | :‘}5{; a
et en particulisz
) Rl - Z i . f
{103 Bliog xX) = il

81 v est uns fonc 'i: numéricue adwsitant une dérivée & droite
(resp. & szguche ) &u roint x ot telle qne ‘ulx:) > 0, ia foretion

- q v i . 0 7 4 o 2

log u admet su pdim* x_ une Gérivée & droite (resp. & gauche) égale &

u!(x“,'u(x ) (resy. u’(x Ja D(loggxg“ £

a
a0t 4 Q : ;

e =§E %0, et D{log|x|)=- -,-i-? =1 &1 x<{0 ; avtrement
S o s X - : :
1it,. on a D(logixl)= 1 pour tout x#0 . Un en conclut gue si, dens
: A eSSy ; 1Y

iate?VaLEe uvert 1 , la fonction ﬂunérigue 1 @fest nas nuile st admet

une doriveée finie.

\l
i
LTAL

ratts AATIVA
@ SRR e B S M T e

i

L)




NBR 0P A

=y , . p(x*) = “:_,‘.1 {(a Vréel quélconéué, :x > 0)
déji de.aontrée pur une autre vois 0u ehap i1 (°’ 6 21). '
' M‘_& 81 a est nne fonctiun fo dans un 1nterValle I » ¥ une
fonctmn numérique guslconque, on a log([u‘v)-v log‘ul domne
| 2y b(}]”) = v'logfult Tt . |
4, Dérivées des foncuo g circuluires ; noubre n = e
On a cofini, en Topologie générale (Tor.gén. ,chap VLIL, 3 Lz

1'homomorphisse X —> e(x) du groupe acditif R sur le sTouns Y'L.Lw,,.,~
le U des nombrss complexes de valeur abzolue * ; ¢lestl une :? >uction

périodique 5€ périods yrincipsle 1 , et on a e (;,:}:i . O;fxw: .

{lec.cit.) 4 x;z.e; tout homonorphisae de | sur U' est de la +Jrrc~,

x —> & (%) , et q»z’ on yose Co08 Jr =H( e(")),' ein x = '

{ foncticns irc.;zlaic'ss ds bdfse a) cee derniéres fopctions Jlu des

a.;)‘glicex‘;itﬁr:s con*- muaa de ’R dans 31-1 H.} , et ac'nettaist a pour 1é7i ode

ol

priceipale. On a sm (m— -)==cosax : 1,0.11‘ - %éx 4% ~

: C <2
pour ung.Z ; on a. s}aaz-zo | :
PROPOBITION 3%.- Lla fonction €{x) adret en tout point de R uis

e

dérivée égale 8 amv(x_; ; o4 n esi une constante >0 .

Eg ef’if:at, ie th.3 ] appligué au cas of E ¢st le corps (;’ des nonbres
complexes, donne la relation ef(x)=e'(0)e(x). Les fonctions
coe x et nlna}: sont donc dérivables dans R ; comme au point O ,

4

cos x acmst up aaximuT relatif, ea dérivée ost nulle en ce point ; celle

o
de._gsin x esl }0 s Lulsque sin x esi croissaente dans {i(}, f—;‘-;
Comme D(E’,(~)) Bl cos x)ﬂb(sin x) , on voit {en premnant ax’:’),‘f gue
e'(o) sst de la forms al , ol a }0 comme € (x) nlesi 1ug cong-
anw, ona a0 ; 3l es8t d'uame e désis,ner le nombxe a nsi

défmi par ia no batxozx 2n
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(15 = > D(arc sm x) .
A,? : ‘ .'}-x» i c : : 2

_Ize‘méme. iz restriation e coa % & 1’1ntervalle [0 n} est 's’afi_;te%

: 'ﬁent aéer01ss nte ; on ,jés nc per Arc cr's x sa f’onct:.on récipmlgue -

Gyl est uns ayz,licatwn stmctemer‘t wcromcanue da [-s H sui'

\
ol

10,71 . Op a cs.‘aiileu's
% {:15 i 5. - 3 e {
sin{x = 4rc ces 2} = cos{ire cos x)
G e : 7 o
e coamo = > S5 - e‘;‘e_cs}s_%g 5 082
{’;é} ATC €05 X ='é’. = BIC 81N X
dfodk résulite en particulier gus
i 2 o
7 ) i
UVATC CGe X} = = —oos—m=
Rl b G 7 4
cectriction de tg x- A4 ltintervalle } =5 5 T
il e =
saLte ;.on desigﬁe par Azc.tg % . sg Fonction 1o

on 8
137 are tg x = - & c 1ig rc tgx =%
X -—>-co Gegie 2 g e S 2

et par application de la Tormule de déxrivation des fonctlons réciprogues

et de la dernmiére formuls (14), on a

{18) K are tg X} = 'm—‘

3u 5 déterminé (Top:gén., ochap.VIII,¢ ,2° ) tous les homomorphiszes
du groupe topologigue {additif) zles noLdres GoT nplexes r le groupe
copolozicue (mitipliceiif) ’:‘F des ronbres complexes #0 ; ce sont les
- 2 £
evgiicaiicns
{13} xtiy —» 5P gy F37)
of "«”f;f, &  mont gustre zio::*srcﬂ réels zssujetiis &




= ""'"7...135-. | -
pour dérivée {o.+?u1~()f(x+iy) d'aprés 1es for.-ules (¢ }) et (12)
méze, 1' application partiella y — f(xﬂy) est dérrvable quels que
saie.xt xet ¥y, et a pour dérivée (pr2xi O )f(xﬂy)

Cherchons si om peut détaminer les noabres q.,a,y,% de sorte
que l'ap’rlication = —»2(z) ait une dérivéa (par rayport 4 1z var rmale
conpleze z) ians ¢ ; s'il en est elnsi, ot si on dééi‘...a par g cetie
dérivée, 54 :;, ,,lacathz rartielle X -—> £(x+iy) aurs pour darivée

glx+iy) , ayplicaman ,;art-els.e 7 > f(x’rz,,} gure DOuT d:,mvé*‘ '

dtaprés co qgul pf‘é{:@de
> 3 b

-By = 2aly *é,‘d}, done

Si‘on prend em particullier &=t , y=0 , OD 0BLis\nt

B e b K ,Q,, , que nous noterons ponr lp moment ¥ _ ; pour 'L-’;‘L‘a"if :
. & ¥t 4
3 ) it > T 4 - b - e 2 s
avtre systdme de nombres &,B,Y, 3 satisfaisant eux conditions ‘J.G

nods venons de irouver, on s, en posani a=«i2aly , ox+fy = (Z’f{,*'z)
s 8z
et YT Wy = C? (—-—m ; 1fhomomcrphisme correspondant & ces noNbTes

t donc Z ~—~f (az)

(“}

ag

\

2

&

N Wm allons 'ncm .,rez’ ~aintenant guz les conditions trouvées sont
e % i
P

ormale de dér 1?41;101, des Fouctionse composées

{cuamll, 3 1,PC0F. ‘;») 11 suffira de .rfaon*“"‘ar Gque f{){z} a une dérivée

on ’souu pm 2§ ze,’(j . D'silleurs, czonme £, ssi um homo.‘aorphisma do [
cur G, ona

(20) Zolatn) fo(Z) =1 (3). -2
! . <

si bien gue toul revient & :rzonl.rer jue fg est dé‘”.‘.?&blb au pulnt
z=0 ; =& uérivée en ce pez.nt \51 e}.la ems’ce } ast necessa.s.r,uent'éﬁa—la'
& 1 , ruisque e'est lcs gérivée de 1la resbriction & de f a i axe:

réel "; mme sva .xOI}C remenss a prower cue




'(21)

Jettons z sous forme trlgoncmetrlgue z=t(éos'd + 1 sin,a}ﬁ{t;>ﬁ); :

.
£,(z)-1~-2

— =

z~y%m270 iy :": o ’; -  '51 

et posons (pour o fixe queleonque)

g(t)—f (t(cos a + 1 sin &) )-1=t{cos a.+ i gin a) , .;
- t cos “’e(“ Sén a) .4-t{cos o + i sin a)

On a : _ . v
‘g'{t}s(coa”a+i sin. a)(e €08 ¢« e(t sgg &3, ﬁ} . ;;;
g“(t):(ﬂos ati sin a)det it g(§-§§§~g)

un s done % "(t)g e ét c{(ﬁ)=ﬁ(3)=ﬁ , guel gue soit a . Suppesons

1cq le développenént de Ta ylow dlordre 1 de gz(t) au peint O éﬁgtr&

evé ig(t)gg;e %—‘, et coumme "£=;4§';'cel& éémoﬁtra?a fortiori l£2 
rel Qtiﬁn t21).

; La formule‘(zo) montre alorquue_pour tout z2€C , on a8 :

(22) - D(E (2 (=)

_Ce%te prop;iétéAr&gproche.eanre fo de la fonction o™ , quil est
dfgilleurs la restriciion'de fo‘& l'axe réel ; pour_cette raison,

on ?cse la défipition sulvante :

. DEFINITION 2.- On appelle exponentialle cdmplexe l'homomorphiéme
x+iy fﬂkex’e(%;) ds Ci.sar c* ; 82 yalour Hour Bn nembro complexe:
quelcongue z g€ note o” ou - ex *p : |

A?ec\cette.notatiaﬂ; 1z for u&e {22) s'écrit

(23) . 3te®)=¢ -

d?o&, pour tout nombrs complexs a

(24)

le‘faiﬁb¢ﬁ




,q;ﬂ
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Cette formule nerwet de ca culer une

des foactzone e“xcos 8x ; 6™*sin Bx (a et B rbeia)

(“+13) cos 8x + - o
% , "’
B( Q" ( atip

=
B(ff(we

néme maniére, on rau

on a o
ax

e‘““is)x)}f cos Bx

6-iB }x
¢ )= ™ sin px

¢ne le calqul.d’une';rim ti

{2 CL? i 3 7
X e roa 8x . oude yné sin 8x (n an*iar’; 0] & ce
'e > - ~“' + Y } ~ - - : :
prizitive de x e i?-x : O, la Tormule G'intépresii

parties d'ordire nt1 (chsp.II, $9,fermule ($)) montre qu'uns
prizilive de colte dernidre founction est
{( o t".“'ﬂ';’ ,L}, no/i it z"—g e
eu**lt{“;MNx el caln-1ix = +{ =1 )" ; I
{-atif a2 i 15 e e e
iu. X (j;{"‘lf" ) ( aﬂ,T‘l £ ¥ it 5 t-k""l;'é )"‘ : l

:z__:'_fa,t, T f:i;:}s 183 l}“_ fouction e? ;

Liapres l1la le'"l)iLu on de la Poi ction {;‘:"} , 0n &, pour x =
(25) 2lx) = o2
ce qui permet d'écrire les formulss cui définissent cos x ot s

(26)

{formul

i 1 iX  ~ix
y Bin z = 5= (o =6 =)

cos x = 5(a7 "+ e T
es dismuler).

\l.._‘.‘-

1Ry

=l

".} i .
on psult expriner @«

3 de cos x

Cik

riwltlve de chaauas'

&xsinvEX’, aonc a'agrés (1)

an effst

ve ds

g
ini 4'ups
FNY Pey
R Y PR L

in %




““ble des nombres 2nm

..

,: e gz )= ( ix_ -1x)gn ‘aﬁ [2111:( ) (2n-2)ix -

- ‘—'z
- e - dnix |
. d}gﬁ = / 7 : > = P : 8 , j
| s10°%t at = ‘(""%‘ [i sin 20z =() =5 in{z,,-4}z £ (1)
v = : - . o
et en particuvlier = A (Iﬁ}x i
(27) f ¥ o108t at = (%2 %
: . | _
Pour tont z =xiiy . on 8
(28} P cos y + 1 sin 7)

% ' s
et comme e* > 0 , on woii que e & pour valour sbsolus: e

iy

" o

pour amplitude y (medulo 2

i

A s 34 P z w8 e 2 f’u\
Le fueil que 2z -»8” 28l une représentation de U

3 4 ¥ £ o :’
a Z?’Z &L o & v - - l
{ 24 & = 8@ g = 8 o P
% : ) 2 ; : 2 ‘3_'2
Conme 2n est pér’icztﬁ.e nriucipa}s. de e(‘—g}-—) e nd
- 3%

‘ ;::r:lnci‘pale e~ ; autrement dit, ls groupe des périodss e e

S OR R garcom-‘t Pl

Op déduit de liz. que, si B désipgpe la "bande"” formée des poiunts

gL

z=x+iy tels que -nd y d'=n, e? prend chacune de ses valeurs une

fois et une seule dens B ; autrement dit, z —> e est une & ca.t*-
biunivoe e ev contirue de B sur @*; 1'image-par cotte apul;i.catioﬁ du
seg gment (seml-ouvert) x-xg 3 =R -.é Yy { % est le cefcie }.z i: e’ ;

'izage de 1a droite y=y, esi la demi-droite (omerte} déume paT

Am Z = 7o (mod. 21:3 ;

e

8 Le loaamth‘_e n‘-.glexe.

- P : z
11 ”ecnlte de cs gui pré cc‘—.d ;ue fmate var z- e de llazicriour

de la ')a.nde B ;. ¢ eﬁto¢-uira ee l‘ensemb.’i.e i;ies .z el teis que




: ' & 14Q g - ‘ :
' :, ﬂ'(z)!<;::, Vst‘le cozplezentalre r du sedi~axe negatif (fer%e)

tude de z qui ap?artieﬂt & {;n,+3§’;‘l*ensembla.F peut’eneorefétre
i X : Sl

ast vn homomorphisnse de C sur € , l'image par cette applicaticn de

.' = 1 { 7 - R Fog o s AT T g
tout enserble cuvert dans B {done dzpe % } sst un cnsenmble ocuver:

ewsidll

’ = : 5 : = g

Gans (2~ (donc dans F) ; azutrement 6it, la resiviction de z ——> @&~ &
. z _ =
est un ponSomorphiswe ds B sur F . Up désgigrs per 7z —» Log 2 1'homs
L
norphistie de F sur B , réciprogue dii Drécs ; pour un noubre

compliexe 2ec P , Log z =2t appeid la C& ve”?.“saﬁ tion prinei B YA

3”3 ; : i : e oAV
iloguritine de 2. 51 z=2ZHly | Log z=utiv , on.a  ZHiy=5
o 4 : e e e R i e s
e=lz] , et commg -n v nm, veAr. 2.. Diailleurs, on a s
‘ { % ’ o ; > i b " - y ] A 7 Pt
telv + )= - = 81 y#£0 ; on peut donc écrire
-] P ) Ll v 4 A ) -
: * -3 g
- ¢ ¥ R e feor i = 4 o <, «a
: {og= loglz| = 3 log(x"+y<)
*

[V

o

- Are tg = 81 7 QO

o

Gt
« o
] It
(V)
Wt
)
b
L

ﬁ g

g

'l .
N

-ATC tg‘§ 8l ¥y £ 0

'Lr‘u-

pis

‘1 est elair gque Loz z est un prolongeume nt a F de 1s fonction log X

définic sur le demi-axe réel positif ouvert ﬁ ; 3i z,2' sont deux
points de P tels QQB 2z* ne soit pas réel mégat,f, on a

s

*L07{zz‘)=Lo z + Log z!' + 2exmi o €=+ . =Y ou £ epaivant las
& ; > 3

valeurg ¢s Am z el Am z"

Ty ; i gy, | BN o e % nr A -y -~ R
.05 notera gu'sux poinis du demi~axe réel négstif

défini comme le gegteur empulaire oprert -ndAm z L+n . Comms z o

éans € - ei1 on ccnviont dn 505;5-erﬂpar An =z la ne2ure de l'du;li-'

%
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xous verrons plus fard comant 1z théorie des fonetio gnaly-
tiques permsl de prolomger 1= fbnctlan Iag % e* de dézin ir
is lqgarithme complgx& dans toute sa.générglité. '

o g e A s s : T Z : =
Comme Log 2z es8t un honéomorphisme réciprogue de e , la formuie de

dsrivation des foncticns réciproqaes-{chaQ.II,‘@?}prnp;b} montre gu'ea
tout point z de ¥ , LOg z sst dérivable, et cblon o
(31 ~ , P(log z) = L =2 . '
L : o ; = q A Z
v : =
formule gui zémérulise la fommule (10).
g. Priniiives des fonctions retionrellss.
La formule (31) peoramct de celeouler uns primitive dtuns
rationnelle guslcongue r{x) dfune variable réelle x , &

N

réels ov complexes. En effet, on sait (Alg.,chsp.VI,§
fonciion peul stécrire (d'une seule maniére) comuwe somme G'un nombre
finn de termes, gu; gont :

: a) soit des mondmes p (p entiex > U , a noabre complexe) 3

a
x- )%

b) soit des fovctions de la forme (o entier’ )»O a et b
ponibres compl ex~s)

or, il est facile Obtﬂllr une prisitive de chacun de ces lermes :
i 1/‘*

a) une primitive de axp est a Ear
e . j;)"’
e . - 8 oA
v) i m >1 ,-une prlmltl?e ds e est e i
: \I-b )m : (i "Ea) ( x-b }Iil" t .
0) ern.fin, d'apres les. formules \1() st (31}, une’prinitive,de?éF est:
Boocitt |
IOg;tutg . ai b est réel ;
a.Log{x-b) si b est complexe.

F it
)
i

o
.
Ynst’
S’

Dene ce dsrnier cas,. sl b=n+1q on a d'silleurs {formules

iy

S s 3 oo
tog{x-b) -lu“ tﬁrog, g 4+ Arc o = i
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Hous renvoyons ES la partie de cet ouvrage ccnsaeree a2u balcul
nuaérigue, l'exnﬁen dea aéthodas lae plna pratiques pour la‘
dctermznation explicite’d’nne priaitive dfune fbnctlon raiionnel-
» le donnée exylicitamant. :
On peut ramener au calcul d'una rrimitive d’une fonction ratian“vlle

18 calcul d'une ?riﬁitiva d'une. fonction de 1z forme r(avfﬁf:

'r_étant une fouction raiionnslle, a un nombre réel s en e,Le,, p= ar le
chengerert de veriable a:eax ; on est raemsmé & trouver uue prj:ii;vg

de r{u)/u
g e 5 _- : : £
2Y 1o oalcul d'une primitive d'une fonclion de la forme

sin ax , cos ax], ok T est une forction rationnelle de daux

-

ek a un poubre réel parfiﬁ:cnaﬂgement'ae.Varlgble n= tg =

ramené & trouver uvune primitive de , e
b i
—————— f( 2u , 1-u ') i
2 2
14u° itu 1+

10. Fonctiope circulaires complaxes ; fonctions hyperboligues.

‘Les formuleg d’E@l,h (26) et la définition ds e pour tout
permettent de prolonuer A & les fonctions cos x et sim x définies

dans R , en posant, pour tout z ¢ C

¢ - 1 i i ‘iz vl : 7 s
{322) eos 2 ='§(elz.+ = y . gin z = %7 (eizve *2). (cf.exerc }
: 3

soit (X, ,Ka, .. K ) un palynome rapport & m 1nuetefminé@s; % ¢coef-

ficients conulexes, uel gue lorsqu'on eubetitue a A4 1a fOtbf;bﬂ

o~
(v'

coe( > ‘;kzk)- po’_a_;:' %éj.;_gr, ., l2 Pometion sin( Z, D

é %=1 3 .
r+‘<ij ij gsont entaerg (poextzfs ou nég tifs); et ies x,
LA

roelg, onr odtierg une_Lono tiom des > 2% ldenthuame nt dull ; ncus sllons

LS

m , oh les

f/\ .,,.

montrer gque la méue jdsctité & lieu lorsgu'os donne avx X, des valeurs
Jgg§918198_arbitrai:es. Bn effet, on substituspt dans £ & X ia fraction




HBR W0 /’2
s1a8 .

rationnelle -5 (Y - -Y-—} pour 1¢ ,j<r_ 5 13. fraction rationnelle

. 3 -
""i' (Y ' ) ‘pour T+ <3 (m 5 on obtient une fractmn rationnelle dozzt

le dénomlnatenr est un produit d.e puiss.znces des Y 5 et ls mmérateur

-

un.pol;'aome g(g‘ : ,...,Y ) ; eubstituons dans ee polynome & chague .
T

- 5 le mondme Zk:;k on obtient mme f’ract*on rationnelle acmt le

aencfxinataur eat un ;roduit 86 puisssuces des 2 Zy et le num Z"%b&‘l‘. el
polynome -h(z1;42: ’Zn)' Par hypotb2se, ce polynose s‘,dmule. aag&

'un g remplacs %, par et%k s et gu'on donne & chacun G¢s Xy ung: valsur

vt
“
W

réelle aurbitreire ; chscun deﬁ Zy pOuV rapt ainsi 8

infinité ds vsleurs le polynome est identiguerent nul (

. : % b 2 2 4 2 il £ 13 B iv‘:'},
32,prop.6) ; = foralcrl, il est pul quana on y remplace %, par ek ,

o4 X, eal un nozbre conplexe arbitrzirs ; dioh 1la propvosition; en vertu:

des formules (32).
En particulier, on s, lorsque z et 2! sont quelconques dans e
o2

cos‘z . ginz =1

cos(z+z?)=cos z cos 2' - sin z sin 2!

™~
W
o
=
(8]

gin{z+z!)=8in z cos z' + co8

dériva-

0
[N
=
IR
{n
O
]
o

D'autre part, la formule (2%) montre gque cos z et
bles dans & , et gue 1l'on a
D(cos z)=-8in 2

B(s;n z)= €08 %

Pour z=ix{(x réel), 1 fom”ulsa (32) domnent
: X =X X%
cog ix = %{e“+s e gin ix = % -e )
il sst commode Ge éésigner par une notation particuliére lea fouctous

ORI




ch x =
- {33) 50 x =
th x =

Gn a aorc,

(34)

De toute identité

———
-

cos 1x ch %

dfargutents de la forns P

on décuit aénc vrne ideptité entres.cosinus 6% ginus hyperboligues Ges
~l ; - Ll i g i Z oA e
mémes arguments, on rexplagant dans 1tidentité donpde chague warisble
4 SR £ e I 2 - 2A8Y - an novticulier L
Ay, ‘par ix, , ypuls an vtilisant (34) ; ep particulier, o3 =
- - .
2 2z
ch %-sh % = 1
cn(x+xt Y=ch x 2h x' + sh z gh X'
s Bl ORI T TN i - i e > A g Wiy ol
snixztx! j=gn X €8 X' v 81 401 6 Wi <
tés fonctions permettsnt en outre Gfexprimer les s riics réelles &1T
imgginuires de ¢os z el slp z pour z=X+iy , car
cos(x+iy) = cos x cos iy - sin x sin iy = cos x eh y-1 810 X sh ¥
gin(ztiy) = sin x cos iy * cos X sin iy = sin x ch 3+i cos X 8h }
. o A “
¥nfin, on a
Dlen x 1 X : D{sh x)=cb x
7 - s
i 2 i
p{th x) 1-th"x = —5
, : : : » ch-x '
-Comme ¢k X > O pour tout X , .op décuit de 18 que sh x esl stricie-
g I & g

nent croissante dans R ;

e i i ; ~, G S 1 ey i o incs i P
eroissante pour X 2 0 . Bniaun, 3 X sst sirictemsnl eroissante
i -»‘g: i g 4 7 @ i - R S S ; 1
WU B  Jp e A 9 2 @ W Y o & S SR YR 8 e |
: : ‘ |
iim gh z == oo < Fim sh ox = o o %
X - -07 K > oo |
e o il e !
31 Gh o= 330 f.'..'::‘: o b i
S e O _E‘L-—:::vf-m :
i AL i i i 5 g e
iim tn x = =1 - im thx-=+1 ., 4
s R e : &

‘—(e ¥ a” )

pour toat x réel

»Léeursque enire cos;ﬂ"s et gin

144 -

(eqsinué-ﬁypérboliQué;dé;X)V
Eﬁe 6 7)
gh 5

(sinus ﬁggérbo}iaue de-x)'_
' )
ch x ¢

: & S o
_(tangqug'hgyerboggaus-aakg

, ein ix = i gh X

. + l-‘--l A
1%y Pk X

comme sh 0=0 , sh X a donc le signe de X .
ement décroissante pour x £ 0 , siricieuent
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Un désigne parzoxs pdr Arg s x la I’oactxon réc:pmque de sh x 'y qui
est une a;;plication strictement croissante de R sur ':R s Gette fcnc~ i
tion stexprime dtailleurs & 1'aids cu logarithme, cas de ig rela;tu.on

xzsh y = -2-(e -e”¥) , ©on tlre e‘?y 256" -1—0 et comms 65’}0

63~ x + J‘;z;'l— . c’estea-o.lre

Arg sh 2= log(z +J 2% +1 >)

De m&ms , on désigne 1 arfoie par Irg ch x 1¢ fonction T écipraq—iué» de ls
zﬁés*triction‘ de ch x & - ’/O +w[ : ¢'est une appllcatlozz strictament
éféisgm Le de [1 +oo; sur LO + csL ; on montre comme e’-d,»<$:;s que

Arg ch % = log(x + zge’f}

#nfin, oo désigne par Arg th X la fonction réciprogue de th X 4 fgui
eat une applwatlo.z strwtex ient croiss f:fe de j-‘l ,+1{ gnr ¢ oon oo

Ll?uurs '

. . 1ifg, th x = T
kxercices.- 1) a) Pour que la fonetion (1+ =)"'¥ goit décroissants
{(resp. croissante) pour X > 4 ;'il faut ot il suffit que D » -é-
(resp. p £ 0) ; pour loép (-% o ila fonction est décroissante dans
un intervalle )0 X1 s croissax‘te dama'] x' ,+00[ - Da;ﬁs te@s les

cas, la foneclion tend vers e lorsgue x tend vers + oo '.

b) Etudler ae ’xeme les LODCLiQLS (1- __)x P . (‘H— ) (‘H' E) et
(1+ -&)XH pour x >0 .

2) a) Démontrer que, ;_.oqf a>1 et x20 : (j+x)i> 1+ax , el pour
0agt , (14x)* < A+ax . -

b) Démontrer de méne que pour 0K x<1 et a >0, on-a
(aaf e L \

iHax :
3) Boit & un nombre }G ; montrer que la fonctlo;‘

log a - log x
- g=%

e

est décroissante pour 0<x<av ot croissante pour X >a,
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4) Pour x}o et ¥ rcel queleoncue : nontrer qu' of a

v

xs'{x log x + e
: (vo:.r chap.II §5,exere 16)
-ils égaux 7 o :

5) ,..oz.ent a, ( £ifntt} n—H nombres ,}0 , B

£3 it 525
< 14 b o w Gl X £ i % *
LA "(3‘_; S (ﬂ7 iR ey )
4§ £ £ P b & e et Gl
3 ?.’E"““l“ "‘fs nt, 8T T 62512 =1 ~ % Y;l ol
e e 1o WD 24 ) GlA N A3 10 CERATE DR ~ S W e PESEE L oK B
AN Cadant A sl B e S ool
D Ol olnG A Sl W LSk Gyepnes aritneét ue
- : - e o e e o o e = (4 = Y 7
gaes nomoreg gLricielsny . positlilis. g. 115 ] SRR f e
; . i
o y i 4
P e &J- w1t 3 i b 7z
088 X, = == - 12 TO24li0n G s\l~s0JR ., OU ' BZL

En décuire que, pour tout

est la racipe négati racire

Fo(1-a

[} Scient aij

(1+x)e ¥

-~
fde
SN
B
b
-

indice i , on ait > a; y=1 et pour tout indice
: _ e |
soient x;(1<ign) des BO'“res >0 ; on pose
=8_ x'+a. ..;f& &
yi=a, X, .

2 2

g J

les

dans quel cas les G sont-

aoyennge

- A S
8 o & 00 A
I 15 oy

5 1
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R e
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b) En déduire gqus, si (aij)—eét une metrice carrée d'ordre n & é1&- |
ments cozplexes guelconques, zﬁ son déterminant, on za {"inégalité '
de Hadanard?) -

z_ 41,. ;i : : .’L 3
Aler s B 2, [0 (5 [ oyl

=4 * 2 ;‘«:i :

o o

C..;

1'épaiité n'ayant lieu que si un des facteurs do second membrs est

> i - 7 - : - - 3 % 3
nul, ou si on a, guels gque soient les indi cos distincis n,z
Rt L {'\
-1 x —
84 Bpq TRt - tey A = O
{ 1ltinlier la mastrice £ T e i e s e A
cvaultinilier lg mglrice l_:z,l =) WX 13 Conjugies G g8a transposot b
i3 ?
yf 83 RXaV.g. D ont ) £} 4%
b LY g ‘ 7 A
~r i 3 :; -t ™ £ P '. i
e g 0 h e ?
t'ecglite ntayant lien nue i x =
— L ',’ ath
) dontrer que Lz 4 our - DX
1’13 Soit a un raormbre réel tel 2 O L e ia oy il
g x LELE
X 3

: i . . . . i r i 7 A% . D
o8t strlctomaaz croissante dans l'intervalle | a, & L (cf.chap.11,
: ; ) b

":@4 exerc.2) .

42) Soient u et v deux polynomes en X', & coefficients réels, lels
gu'on ait identiquament J::; = vg(fwxg ; montrer que, si n est
ie degré de u', on a u'=nv ; en décuire que lton a wu=cos (g Are

13) Démontrer (par récurrence sur n) la formule

~ - i =1 :
D% (Arc tg x) =(-1)2"] _?“3_,%,7 sin(n Arc tg &
\ ." } v;- -

14) Soit f une fonction réelle d f nie dans un interval

-y i i & il gy L % = s
i do 'K ', telle sue pour toul systéie de trois points x.  x_ X
: R
de I salistoleant 4 x 7 x £x < +1 o ait
{ & o e -
X 2 X pe = X - e e o f et e = - 0
(1) I{x, jein(x, -x HP(x,)ein(x ~x Jf(x Jsin(x -x,) > O .
} = L ’7 o [ ' 2
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iontrez que :

a) £ est continue en tout point de I y et zcmel en tout pointk de 1
une dérivée & dréite et une dérivée & gauche finies } on aAenboutre
- (2) f(x)eos(x-y)of'(x)ain(x -y) £ £ly) '
pour tout couple de points x,y de I tels que {xey| ¢ 7 ; on a2 aussl
1'inégalité analogue & (2), ot or remplace f' par f' } enfir, on &
f’(x) f' (x) pour tout xel . (Pour démontrer (2),‘ faire tenare,
d_ans \1), %5 vers x, en laissant fixe x, , et obtenir ainsi une
z . : £z )~2(x,) 3 252 .

},,,: sieratic 3 . $ siyp 1 s % a_;s—&» z
“major tion de fﬁiﬁyi X%, ; puie faire tendre 5 NeT's

dans 1'inégalité trouvée ; #m déculre llexistence de

2
i

¥'inégalité (2) pour ¥y>x ; procédés analogues pour les

b) 3~¢ipffﬁﬁé:eii} sl (2) 2 lieu pour tout couple de
de I tels que Er*kggtn , P vérifie (1) dans '>ﬂcon3i"
ifférence :
p(x2) __ Hxqy
sin(xj-xz) sin(xjox )

c) S8i f aamet une dérivée seconds dans Z, (1) eet equlvalente

1

3 la conaltion
(3) » f(x)+e"(x) 2 ©
pmn“mut er. _
*Interpréter ces résuliats en cohsidérant lz courbe plane définie

pos bt ;. v = *?557 sin t ("convexité par ra§;ort

i 4
par X = —es
& 1l'origine") ‘%

15) Soient 8458y5cc018,, B nombres coaplexes distincts. onirer
que si o pol;noncs pi(z) (a coefficients complexes) VerflenL

1tidentité

: = 5 ans . :
p,(z)e 1% + p,{z)e 2° ~l—...-!~-pn(z)e&'n'Z =0
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: pou;r tout ze G (ou seulement gour tcut A réel) ale sont. id.ezzti—-»'

'quament nole (procéder par recurfenee sUr n =

: auecessives)

16) On seit (Alg.,chsp.IX) gue, dans le plap complexs

i

]

groupe des engles A sst isomorphg au groupe crthogonsl é?giii} 3
l'isomorphia cancnigue entre ¢os Jeux groupes faisant correspondre

& l'angle 6 la rotetion &'s

'zangle B : oOn oS ia topo-
s 3 iy gtk T e g L i s SR = SR, O s R £l 72
}.Qé‘)ie ag &/ ,‘{ L% L eons iCele comie 2ousS-BSpPacte g 1 '8s8Spacs 1{&2( Y )
~, Ehiir i Ve
v Ay g s 03 e S G d > B e Al e S g 2
des meirices dlordre 2 sur & . of Wop.eén., chzp. Vi, o i.n et
; <0 ZEL. 3
e F Z e X i L i el S e P A e -~ o 1 oy gt g
chap ViIT ; 2 &4 L - Par cauue Lennorpnie ee U T81% G2 A UL griupe
torciocians loecaloment ocompmnt - N Tt anmliond gns
-L'C) BATRLGE P NS RV A LOocCcarenen, CORDal 3 wdl £l € i | L4 8 JA A L35S
P | 2 e « 4 5 T e - e Ay 177
= —-—— 08 'O w4 < 6 o M Ty Al :7’.; ,‘ COoOURNOS LU 1008 £ . Bul
i Rt et o I, T 3 & s Al 3 i il et I ¥ 0
i€ groupe Mmultipliicatll gen aonpres. conplexes. O LR )
A S A gl g gl Ll g i il - ke " iyt Ml - ; 1./ : 3
pRnisae reciprogue etant Gellnl va? L8 I1ornulies Ccog =~ NG e A
& 1 : ,i h o W A ' -~ he | 2 4 . “z
81l DN (Z— 4). beduire de ces relaliong Gre LOoul RouonerpAlsne
s R ) i 3 A SR RGIRTT Jup AP bir” ~ Bt S e
z »ﬁym(z) iu groupe saaitif € sur 4 , tel que les fonctions com-
Pl g, | gy PR s . 0 g gl
plexes cos Q\Z) , 8in gtz soienl dérivables dans & , 88t delfand
par les relations cos 9(z)= cos az gin of(z)=sin az (= nombre

complexe quelcongue ).

7) Soit D ls partie dalf@ réun:

< I3 . ‘-' i
-n £ Rz) o cfgz)'>-0 , ot do segment ¢} (z)=0 ,
< R (2) { ® . sontrer gue ls rcstriction de la fonction cos z & D |
appligus bivnivoouement B sur & ; 1a restriction de cos z & 1tinte- |

rieur de D est un hom aomorphisi e cet éneemble ouvertlsur i com-
plvmenta1re3 ddns iE- - da<la_dea;{droite iy=0, X S e

t8) sbieﬁt_f et g deux polynomes (2 coefficievnts c&g§16385}~pr~uiérs
entrs cux, le desrs de £ étaﬁi strictencnt inférienr &.colui €2 5 .

o

on ge 1‘'engest




. . -15b—'g_”;f-;j"

-&o;t p le p.b.c d de o et ae sa dnr1Vee z! S q le’ quotlent de g par

p ; nontrexr qa’zl L(lste deux polyzomas a,v unlquement decerﬁines, de |

 degrés respeotlfs strictemeﬂt inférieurs 4 cenx de p et g ; et tels gus
. : g B(u) q : :

En déduire gus les coaf41039n+s de un et ¥ appartlekrent 232 plau

<

petit corps \SAT ( ) contenant les coefficients de T et g

ﬂ‘

% contenn

i9) Boit ent f et g deux pclynomes psremiers entre eux, f étant de degré

striclem: CL inférieur a4 celni de g . 30it XK un sous-corps de-<iZ con-
ternsnt les coefficisnis de f et de g , et ©

sur K . Pour gu'il eéxiste une primitive de

ot les & sont des constantes appartenant &

irréductibles sur K, il faut et il suffit qufon ait f=ecg' 5'1u c

est uns constante apparterant & K

O) dontrer gu'on peut ramener le calcul d'une primitive e

Sy 1

e

(a+0x)Px% (p et g réels) su calcul ds la primitive d'une fongtion

e ]

.rationnelle lorscue 1l'un des nombrss p,q,ptg est un entiervf(positlé
ou négatif).
2v) 83 £(x,y) est un peolynome quslcongue en X,y , montrer que le

i

cslcul d'une primitive ds £(x, Lo* x) et de 'r(x,Arc sin x) ‘b

raméne au cale dune primitive d3 fonction ratiopmelie.
22) 2) 51 m et n pont deux entiers tels que 0 m o , démonirer

fﬂlﬂ‘ ie

[ 3
| |- i
. .% ax . s
B B
- mj_ itz : n sin =
o - | kel : :
' ‘ _ — = a8 - ;
- b) Hontrer gue, pour 8<ﬁa<i1 2 l’iﬁﬁéﬂfdae X_Qfx“-.;lest :
urnement fonve“rente, paar a variant dans un 1huervalle caﬂ 8€%, 4

Ge a), gue  .
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i .oo a1dx : 2
. J[ Hx f‘sfﬁ'an» - .
23) 8i I est une primitive de sin % cos % (m et n nombre réels'

quelconques) méntrer que si min¥? # 0
m+4 n¥i= o

. Bin- O |
£ Q“E‘éﬁ"ﬁ"_ = *am+ s T
est une griﬁitive de "si m+?x cos T . i

Hetrouver & l'aide de cetlte formnle la formule {27) du texte ol

démontrer la formuie

[ zats R e
) sin xdx = o e e TR (n entier O}
24) Démontrer la formule de Wallis’
1 246.. an
lim > =
Boroo B 133*...*241-1) r_

en utilisant l'exerc.23 et lfinégdulte sin®x g;sinnx pour

0Lx g,%-.. |
25) a) Calculer les intégrales
4 T e
f (1- Z)ﬁdx J ........_..d_.li_.ﬁ__
0 | J  (14x°)

& 1'aide de l'exerc. 23% .

b) dontrer gus lton a

2 nxz
| 1-x° L o pour OD<x <4
| o 2
e T 4 m—— pour x =68
| N q4xf 7

¢) Dééuire de a) et b) et de la formule de HWallis (exerc. 24 que

fae. I
a

> 5 NEP
: ; i -~aX
26) a) Hontrer que, pour a > 0 , la dérivée de I(a)f; g 3 _Bin Xgx
o _
W A i e S . Y&
est &gale & - & 8iln x dx .
o o

t) En déduire gue s ‘
Bin > - 5

& - :
29 Demonn rer, par dérivation par re;port au paraneire et ntilisation

: de ifexnerc.25, les formules




1.

e : - ir poo . - s
e * cos ax Gx = Jzz-e * ', ' - A=8 ax :_xgin o (a > O)

o - o
' ‘-(x ;'E)dx -%—e S

- 28) Deuulre de 1'exerc. 25 cl-deseas , et de l‘exerc 8 du chap. Lb, §6

que l'on'a - e -
- | 8in x,d;;;%,’g

pction vectorielle rdglée dans | 0,1} , tells gue
5 B ; s i ‘

1t Pt 3 R : i ’ : S e i e R g ST e
ltintégrele imrropre 5» f(sln %)dx so0it convergente. dontrer gus

s

%

& par :
1'% e
T 23 kA Y R YAy O Y A | ~ 7 ] e e LYY 4 g
1'intégralie lmpropre e © z,(f‘: in x}dx ®©5t% COoDVEBIgenie s guion a
; i NS P
zf‘ ] i R = S s
! il 1 N e ok | A - e
y.x { (sin x)dx =5 | { (sin x)d ;
H i & f. ok
_,‘ Uiy .‘\, ’,1
¥ 4 ':‘_'/’ s 3
soil convezrgenie
O = e, e & ANt Trer Gus ST o w0 =%y h S 6 1iintécrals -
SO /"' O . &Woliicl Gugd, pioud i =87 3 P R e Lot W
! roo / : x
3 0. x
s (ax)= F(bx) .
e X
* o
LUl :
P \y "' { ':)
ogt convergente et égale & | (0)log =

S 2. Développerents des fonctions &3 xponentielles

ot circulaires, et des fonctions gui e'y 1"a1;'oachent L

Développenment Ge 1's QOL@".«tl clle réells

n x - _, A 5 3
Comme D (e®)=o l@ deve.tome.‘.ent ¢e Taylor d'ordre n ds @ i

'3 il X -
(2) B GBI e
L

7
K -

? n
= X b
= 1 X_+...+ 3+
= i '2" ot § !
Yoo i e+

" M - ot - 5 - e = 4 4 i
Te rests de cette formule est > O pcur x > O , du sigue Ge (1)

pour x < O ; en outre, 1'ipégalité de 1a moyenne montre qus

By X
‘t.

if.+1 : o ,{1} 4 I y .' |
e (x=ble st 7 Lo ﬂ‘%.m pour X > 0

: poaBkt x x fx.-,‘}” £ i pOuT | X L0
{.'7 } adid = 4 i 7 AR=S) e tﬁ_"' ; Vi = : DO £ AW
: ' o o el ) e e G g Y -
= o+t ) 4 Vs ni d e S R
i ik £
% - 1 :’};Il‘ 3 o -, - + - o~ —
Or, on sail cue 1a suite k;—;} g pour linite O pour Tout DomoIe X & U
il K& :
£om e Al i . & s S i s S 2 i S
{Top.gén. , chap.iV, 3 7.0 Y. donmc, =i on fail croiire n lndelidiiens
o~ £ o : - i 4f
dans {1). x resteut Tfixe, on a :




N

o
v%;;_

| . i
(4) - e =§: f:

et c'aprés (2) ol (3) ' la série du second membre gonverge abs lument

et unlformement daus toui interva‘lA conpact Er gartzcul;er, on z
(5) - e=1+2r §T+...+ﬁ+....

ette for uTe perset de calculer @as Valeu.s rauloﬁnoll s aussi

rapprochées gue lfon weut du nonbre e (cf.Galcul nunérigue) ;

cn ¢btient zinpsi

e 7?529A””8...

ha fornule (5) prouve en ocutre que 2

nnel (%oy.gén.,chap.IV, 3 8,1 3).
e de la formule (1) east > O - pour e
e X‘T el
X : X
s e —— -
- i pigs
: / -nt
et a fortiori
n
XX
e‘;,,// ey 4
jret : 7! : e
pour tout entier n ; on en dédait que iﬁ‘ tend vers + o© avec X,

o

pour tout ertier n ; nous retrouverons ¢e résultat au chap.lIV par
une sutre méthode.

2. Dévaloppemonts de l'exponentielle complexe, de cos X gt sin X .

Soit z ur noubre couplexe quelcongie, et considéroas la fonciion

gy v 3 @ T ,\‘ 0 nZt . Z A
@\b):ﬁ“t de la varisble Téelle t ; on a De(t)=z e et e =gl13;
ltexpression de (1) par la formule de Taylor dfordre n relative zu

point =0, donne donc

2 > . el ‘i o !
- z - Z Z5 Z ol 1=t zt
{5) e e = 3t 7.1'T+ 7 f'~°+,n!.+ b f -g—fﬁ—'-L € ‘dt.

fornuie qﬂl, iorqque z'ﬁst réel, est éguivalente & (1}. Lg reste

;ﬂ

nt1 Ll
(a}zf j Lm—uia a” d* de cette Tormule se majors enco: en valsuw

d . il
absoluve, & 1 axde de 1'inécalité de 12 moyenns ;5 sl 2=xtiy




. = 1h4 - -

t zty . Xt : : zt i z5 x : -
onate ’:e , donc ’e ’41 sl :téo,‘e ~§ée fei ‘x >0 - il
vient donc i ' :

(7> ‘ r (z) J(—L‘TT si £0
(8) (2) > & L x50
8 fr (= o 8- x>0
- n+1) : : z
Comms ci-~Cessus, on en conclut que
(9) >
: w=c n; _ :
la gérie convergeant sbsolument et uniforaément dans touts partie -~

o

ds

2nti

{ 1 2 ) 3 e
2t )t

la pazue imeginaire de (10) pour l'ordre

S
De meéme, er prenant

e Kj \: 1:=1 —33" g n .
{13} sinx =x. - 37 4 = 4. (1) +( ﬂ "X*—%”, cost &t
avec ls iimitation du reste
: : } [% { ar l! 1 ,,231'3'1
(14) d ol Xt oo b dL | L LRl
kv {2n;! o (2n+1)!
£ 7 e &
£n outre, en comparsnt les restes ce (11) pour ltordre 2ut+l et
‘ordre 2ult’ ., on 8
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n—i-z
x- cos t dt = 12 LJ..::(..L_T

et sn tenant compte de (12), on voit qua 1 reste de (11) est du gige
de (- 1) quel que so0it X ; de la méme maniére, on montre que le resie

de (13) ot signe de (-1)“:; Er particulier, pour n=0 et n=}

W

dang (11}, pour n=1 et n=2 dans {(13), on cbtient les 1nég alité
' 2 g
15) 1 - ?2‘—— Lcos x < 1 pour tout x
(16) X ?-\g gin X < X pour tout = > O .

Enfin, en faisant 2=ix dans (9), on =2

: o2
(17 cos X = S,
(18) gin x = i (-1)

":-Jr-r;) ‘
les séries étant sboolument et unifcrmément convergenies dane Tout

”

Azo

intervalie coupact.

3, Le développement; iu bindme

= ; i . n, m
Boit m un nck mbre réel gquslicongue. Four x >0 , ona D (X )

- -

n=-x L g Ml , m -
= m{m-1)..{m-nt+1)x ; en appliguant & la fonction (14x)> 1a formule

de Taylor d'ordre n relative au point x=0 , on obtien, pour tout

x > -1 , la fomule x : :

N 3 o my 2 My 1 m(ao‘) men) [ A, B
{4 e =54 1 - . L-L -z i A0 L 4% i at
\14 } (1‘x) ¥ ;1 )X+k2)x +" (n)z + Il' vlc (f+’t) b el 4
ol on a posé (n)= m(m-1 )z'l-sm‘n""") . La formale (19) se réduit &ila

formule du binéme (Alg.,chep.l) lorsgue m sst entier >0 et nZ @ ;

par extension, on la nomme encore formule du bindme, et les coeffi-

cisnts (i) sont dits coefficients bimomiaux, lorsque m est un nombre

réel guelcongue et n un entier guelconaue.

Te roste de (19 s le signe de {_.,J 81 X >, ls signs de
m ! £ -
)D+i( 5 /’ G 3 e i "t l t -‘» b BICE DTG T
ﬁjl' S1 ol - wOomne ; 1+§—-i$ Xt DevY TR il fLpeY

tepent 2 l'intervalls d'exirémites € et X ;, on a la limitation générse

du resite, pour m st a guelconques et X 7=




A6

| -456- - ,_
(20) }w‘} (x"t) (146)" as !4 l(m* y 5 L(wx'}m}—‘;‘ '--‘

I1 est souvent utile dfavoir d' autres limitetions, qui ne sont vela~

bles que moyennent ceriainss restncaions BUr X , B ou n. En premier
iieu, 831 x>0 et n ym-1 , ona (14£)*° ol 21 pour Osgt:gx *
difoh la limitation '

A 2 - pR =
{24). m{m=1)...(m-n) f X1 ; n+1
20 : o L. THER o )\ m—*‘z) =

¥
Q
]
'-1
i
SUY
P7AN
)
N\
)
o
O
=
&
H
I
)
s
c{.
4

¥ & .
e limitation de 1a £ ,.‘VO'" suivante ; an

de x . Or, sl1 on divige les deux membres de (19) par

! 4 - T < - % PRGHIEE aypia . o B R e = "t A
t qu'on fasse tendre x vers -1, on voit (puisque m £ 0) gu'il vient

12 limite (d'aprés (22))

A : nti m(m-1  Jf .{m~n) 5 u-du

\ ‘:j} i _( 1) ¢
o ’£ (1-u)""!
‘ofi la limitation du reste, vala'ble pour <m0
n+’: : m

{24_} } mm—1 dimin -n/( ) (1+t) dt)< : (1+X.)

~De ces inéga.lités nous allons dédvire d'abord qu'on a, pour |x| £ 1
: | CC m . S G
(25) . TR - )

N:0

s série du second membre étant sbsolument et uniformément conversenie

cans tout intervalle cggpact contenu dansg }-1,4—1 [ . En effet, om pout

ecrire ;
G B, . ....0 m+i,, mnH o+l
(26) (n) = (~1) (1-_---.1 )(15 ). O]
dlolr

f (i)} g “"il?-{')z(? +:Lﬁ%ﬂ;);..(’1 & !m;u‘)




gir

J ‘ ¥ A4
: - N2y
, L = T , - .
bi \xg r('l P il existe 2 tel que 1+ i%i{», ; of 3<zg-<_g..,;
d'of, en posant k=(1+ L—‘-}(H— 4—--1}. ,.{4+ -’-“J-) o
- e oo -
ce qui démontra la propoait:lon. ‘Ru contraiz-e , o X >1 ; 'la» valeur-
abeowo c’u terza aénfir de la sé& ie {25) ercit imdéCiniment gvec n ;

si m plest pas entier poa*tif ; en ef Pfet, dtaprs {26}, on a *g:«,;ma

M = ; A %
-, -
7 1»‘5,{ 7 1o
( i i
i o0 i ! AV fiﬁ“ %
e 2ty
. il : M | H
oit n »yn, tel gue, pour ot 1{x'(
o~ 3
g ;
‘ z i/ 1 gl A
00N VGEE < - cm———
Vil L & i g
$ ¥
b aul HIGL n »n
" ) e ¥
V0 8 il Az et o
£ L 7 .4 -
C\"]..’d- . Yyl Y
i il L

d'o% la proposition.

Btudions meintensnt is convergeice de la série du secound menbre

de .. (25) lor:—:s-:;ue %=1 ou x=-1 . La formule (% montre gus 1o¥sgue
- (m b i ot A .  Ep D
ol 20, ) tend vers 0 lorsque a croft indé sfininent t, car le pro-
L _ e o =
&ult;z;flm. de faclteur général 1- =— a ses8 termes £t et ne
-

i = et i .
converge pas dans = 4 (Top.gén. ,chap.1V, %7 ,6h.4); on déduit
donc de la formule {21) gus le ~sate de la formule (19) tend vers

i ¢ - i
G pour m > -1, uniformément dans 1l'intervalls | 0,1} ; autremsnt
. 4 /

e

dit, la série de terme général [m)-x’:t est alors uniforménent

e 2 ' + o A q:x
converzente dans tout interwallc compact gonlenu cang ?*’1 s

P

et a ponr BORME (H‘x)m : en pa'ticulier, pour = > ‘i = on.a

(27) o 2‘“ S(”).

Yovrnens
“

u eopiraire, pour m-M <9 ﬂ:) ne tend pss vers O lorsgus n
- 1 &
crozt indsfiniment ; on a en ef’ et i 5 }% =1 'pour tout n :
T - .8 p
. m
pour w1 £ 8 ; 1s prodm.t in_fim. ds facteur 1- gﬁ_. converge

{
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vers i (M.,chap 1v, §7,th 4), donc ‘(m)‘ tend vers + o2 .

= fomle (19) a’a été établie que pour x ) -1 lorsqu‘on fait
tendre x vars -1, 1e pramler membre da cette formule tend vers + ¢o
lorsque m': ;@ ; VOIS O J.oraqne n}O da.ns le premier cas, 1e 1c am
tend done vers +o0o d.ana le aecond oae vers une li.mite finie >
Zn outre, en.falsant tandre x vers -1 dans 1'1négalité (20)

‘; 2 1< |51 comne m-1 2+ 5.0, by tend vers 0 lorsque n croft

définiment. Par suite, pour m >0, 1a série da terme générszl
f*:»’:,,li e i ) 5/‘_,, _,./:2 ot
()%~ est uniformément convergerte dans g ! iggervalls :‘ 1 ] el 2
pour somme {1+x)® ; en partioulier, on a
SR ; o n, u
{28) . . 0 =_5 {=1) (r)

a0

Cn remarquera gue daps cette dernidre série (avec .m > G) tous Iis
termes sont de uéne signe 4 partir d'une certa.‘me valeur ce n ; ®=lu

vrouve gue la série de terme général (m) est absolument convergenis

' e >

el par sun.La que, lorsque m > 0O , la série de terne gépéral ()x~

F AL N

est non seulement uniformément coavergente, mais normalsment conver-
oy : - % 4 :
gente dans l'intervalle . f -1, .
Sy /
snfin, pour -1<{m{0 , la gbrip de terme général (‘”) ntsst pas

st .—n«...:_'i,_._‘ .

sbsolument convergente ; en effet, dans le cas contrzire, ls secom

merbre de (25) serait une série mormalement convergente dans
i ’:,+"} , Gonc auralt pour sompe ane fonotion contimue dans cet in-
valie ; mais co'a'aa cette somme est ég ale A (9 %x)'_m Polir X > -1
elie ne tend pas vers ume limite “’im.e guand X tend vefs -1, et nous
cbtenons ainsi une contraulcticn.

terz que ‘oour n=-1, la forme du reste c{otmée par la fomu..«» {22)

onne 1t i:‘l ntité mlgebrigu

L 1 Sdis o sl Bt n _T__“fxn




OB

ge Arec tg x , valable po J%: tout x réel
X

- 15y -
4.5 ,veloppe“cnts de log;(1+x), de Arc tg x gt ATC sin X .

Integ,rons les deux 'nembres de’ (29) e:otre 0 at X , on obtlont 1le devee

loppement de Ta,,rlor alordre o de J.og(‘i-'—x.), velable pour x > ~i

2 -4 x
(30)  log(ttx)=§ . 7 xﬁ "t ")nj E‘T—%‘E"

2 reste est du. signe de (-1)° s}. x }' 0 8t est < 0 81 =1<xL0 ;

fand

-~ i - : £ CHlpes B
an outre, pour X / O; on a i+t 1 rpour OLt<x , ob, pouT X < U,
§2 < M
f “ 3 { -
> 4-1x] pour donc on & les limitaeiions
X 565
| g i £ =
» L —etmda . poRy X2
& ‘ ] .
i ; ¥ 1
7 ’ _ onyYy =i dx<4Q
= { S .
4 73 N 2
% b ISP 1 & 3 Ol 1 U L EE Y P 2
’ s i I A bl R’
3O [ ‘!‘} e 4 !L— i J .".?L“
: n

Tors'q

gérie étant upiformément convergerte dans tout intervalle compaGl

™

ntenu dens | -1,+1 1 , absolument_ccnvergente pour X

~Au contraire, pour (x| > 1 , le terme général de la série Cu

“'second menbre de (33) croit indéfiniment en vuleur absolu

(o1 ) Puur qu-1, la gérie se réduit & la série haruc

gqui a pour somme ¥ .02

L1

-

rrons les deuxX MEeMDISS

Je mBme, remplagons dans (29) x par x°, et intég

ntre 0 et x ; on obtient le déveloprement de Taylor dordre Za-

aIn-1 rr on.
i ) : y — é n 1 -——JE::——-——- \n i "-;, '.-'-v..c
{34) ATC tg X = 3 +5-+...+( -4) =) —

e reste esl du signe de (-1) X , et comme 1+t2231 pour tout ©

ia limitatio

w

0
Ly L On
} al ;’ —

v,

orikey
e o 1

i -5

e s A G Al 3 3
oh on BArs que, pour j L




i | e AT

S o - 16U - s
Er - 2n-%

- i i - 3 n-g .-x'
: _(}6) - ﬂrc g x “Sﬂ ( 1-‘) _--,}.—-211_

la série étant MW dana [-1,-&1] ‘,‘, ei:_?é.p_golg ent
scpvengmnie podr2f ¢ i T T T
En particuner, pour x=1, oo obtient la rormle
(37) §=1-§+§+...+(-i) ey Feee 4
Pour |xl71 , le terme généz‘al ds la série du second 'nembre de
- (36) oroft 1udét1n5.ment en valsur ebsolue avec n . -

Enfin, pour obtenir le développe'aent 39 Tuylor de . arc sin x , partouns

fq
‘\

du dévelOppement de sa dérivée (1-x2) 3 ; CO dsmier globtient en

'k‘a

plagant x par -xa dans le d éveloppenant de (1+;;)» 3 suivant la form
éu bindme, ce qui donne, ‘pour ‘x' <3

B e B e - s b SR NG
et conre ici 1'inégalité (24) est applgcable, on a
(38) | 0 <1 (x) &
En prenspt la primitive du développanent précédent, il vient

(39) Are einx=xi-%3}_ ...}.%5 _"+%_._1_._Z_:+.1%%1) xaﬁ: v B (x)

o8 R (x) est du eigne de x et satisfait, d*aprée (38), & 1l'inégalite
42mre 2n+2

Ix
n (x)] f at ¢ T dt
\[ 1-52 AR EE
vr, en faisant liohangement de variable t=sin 2z , la derniérs inte-
2n+2 1:3:.0:¢: (2n+1) ; 5 -
grale devient f sin z 42 = = af ¢s la. for-
3 g 2.4.6,..(2n+2) i
mule (27) du §1. Le formule (39) montre d'ailleurs que lorsque X tend

vers +i ou -1; R (x) a une limite finie que nous désignerons enco

par Rn(ﬂ {resp. Bn(-‘l)) avec cette conventionm, la formule (39) est
valab.le pour {x[ gi , et on a, daqe l'mtena;le [-1 ,«H}

(#0) - |R(m)|g B.(2- H(1- D...(1- —r3)

ce ‘qui montre que l'on e, Bour Ixig1
(4v) . Arc sin x = Z. WW

3 7 : b
i1z séris du seoond nenbre convsrgeans, norrslenent dans {-1,+% !
: L

/;
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Bz contraire, on montre, COnns pocr la fozmule au binome, qua le %tz r&a
générel de la séria du aecond BeELTse de (41) cro:t 1nééfinzment en
valeur absolue poar \xi >4 - . a1 '
En.falaant p&r exenple x:,%; dens (41), oﬁ_dbﬁién? Bnes nouvells

eXpression du nombre c ol

1‘2.2 ,§2n~ :
2.4 ‘l 25.!3-‘1'?

{2n+1 ;
gui se préts be¢ucouﬁ mieux qgue lz formule aﬁ?) 1 caleul de valsurs

”

cul puméricue) ; on peut ainsi obtenir

%-A' )

approchées de n {(voir Ca

A [0 iy
E = 3,141592653,
o
5:417140° pr par défaut,
L - (P JlaF ey j, el (o i+ ¥ £ e th o R e 2 el il i . e
Bsrercices.- 1) volt . une fonction vectorielle v folg dérivable dauns

. 2 | - ’ . ™ 2
un idntorvelle I o IK . . Dém
n Z
D fle) =
X

a_ ayan®t pour

en tout point x tel que o

pei

expression = . 8 = #;
{méthode de l'exerc.? du chep.ll, 33, en utilisant le développement
e Taylor de ex).

2) boient s une fonctlon scalaire n fois GC?lVEble aun Qulhu x

LA

%; une fonctlcn.Vefto rielles n fois dériveble su point f\x). 8i on poss
Ilf'%(f(x))) _52 g‘k)(f(x)Xuk(x) uk'na dépend que de la foncticn 7

en déduire que Uy (x) est le coefficient de ak dans le dév
-gf(x) ¢
& }D ( al (X))

-
@
O
L,
)
)
Y

(par rapport & a) de o

%) PCuT tou? x réel et tont nombra p > % , démontrer la fo

| P 4, -
;i+xi‘ < Apx o+ 2(p !
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. % sillares) - . = = E - ;
= szpm {(1-z) . dz
4) Hontrer gue, dans l'intervalle .[-1,+1] ; 1a foncton \x} ea‘a
limite uniforme de polynomes, en remarguant que \xl:;-“-(‘!-x e
En déduirs uns nduvelle démonstration du théoréme de Reierstrass

(Top.gén. ,chap.X, §4) .

5) Lorsque n croit indéfiniment, nontrer qus le polynome
X (1-t2)%at
2 =

7

o

£ (x) = tend uniformément vers -1 dans tout inter-
-.1‘1"1 s e -

I -
P

J - {4 g0 T Ak o 2
H g L= 5
H G Gl el :
L cdo . ~ i i . i G Thlel Peedioian
i i -1 : 2t tend unliformenet vers 1 d ng v it LA LS vesls
valle -4 .  -g Y et tent uvnilormesenv vVers i oy o AOUT ] ‘
¥l ie 3 7 8,‘ k1
A | il
~ : P i R s o= 2 o
{ ] i v - NA B . i (5 { - iy %
;i 1 1 - - K L !
' \ b X J
e i
< B Lo -
= - | ¢ (t)at +tend | formément
> -3 & :.,L S e i SR PR FR-HER€ i O LS 34
s o
W
i
: - 4
e £
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