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De trds nombreux problémes, dans la plupart des théories mathéma- ‘
tiques se présentent sous la forme suivante : Stant donnée une
fonction pumérigque £ , définie dans une partie A d'un espace topo-
logique E , comment "se comporte-i-elle® au voisinaege d'un point
doomé acl % Ce sont ces problémes que nous appelons d'une manidre
générale problémes d'éiude locale d'une fonction.

Il fszut d'sbord les poser de fagon précise. (n a défini, au

point a , les expressioms lim.inf f(x) et lim.sup £(x) . On peut
X-sa,Xeld X-28,X€ A

donc psnser gue le probléme dont nous venons de parler comporis
uniquement la détermination de cés déux nombres (et éventuellement
de toutes les valeurs d'adhérence de £ au point a , relativement
& A). Meis on s'apergoit vite que les renseignements obtenus ainsi
sont insuffisants ; par exemple, lorsgue x tend vers + ©2 , les
trois fonctioms X, xz et Jx tendent toutes trois vers + oo ;
mais, des expressions : g B :

(z+1)-x , (x’r‘!_)z-xa e J? -[x
le premiéres tend vers 1 , l,a' seconde vers + ©2 , la troisiéme vers
0. La valeur limite d'une fonction n'est done pas seule importants,
mais encore la maniére dont cetie fqnct:;oxé. tend vers sa limite.
Toﬁt ile probléme congisie & distinguer & cet égard les diverses
fonetious ayant au point s mémes linmites inférieure et supérieure,

autrement dit, & lee gomparer entre elles.
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- Comment faire cette comparaison 7 On est guidé par le fait que,
dans le plupart des questions, il n'y a pas lieu de considérer
'comme trés différentes l'une de l'autre, au point de vue de leur
comportement en un point deux fonctions qu1 ne différent gue par
un facteur constant. 0301 conduit tout naturellement & comparer
une fonction T & une fonction g en etudlant le raggo f/g (sup;o=ﬁ
exister) dans un voisinage de a ; suivant les valeurs des limites
inférieure ét supérieure de cette fonction en a , on est amené 2
considérer l'allure de f au voisinage de a commne trés différente
ou au contrsire semblable & celle de g . Hous commencerons par

 énumérer les différents cas possibles, en indiquant les notatiocns

‘\\.J D

qui permettent de les désigner de facon abrégée ; nous considéreroc:

ensuite plus particuliérement les fonctions d'une variable réells,

ot la comparaison aux fonctions (H) permet de pousser besucoup plus

loin la notion d'étude locale ; enfin, nous exposerons -des métheder
générales d'étude locale de fonctions définies par certains
pfbcé&és gulon rencontreltrée fréguemment en Analyse.
9 1. Définitions et motations. |
.'Parmi les fonctione numériques définies sur A , on est amené 2
_ diétinguer les deux classes suivantes :

19 Les fonctions borndes dans un voisinage du point a €A ; dans

l'etude locale des fomections au voisinage de a , on les deslﬁnez
par la notat;on B(x), 1 lettre B &tant affectée d?;ndices lorscuf

plu31eurs fonctions de cette nature flgurent dans les f&lu@ﬁﬂemj“wﬁ

2° Les fonctious tendant vers O lorsque x tend vers a en restani

ot

dans & ; on les désignera par la notation e(x), ls lettre e étan
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affectée d'indices pour dlstinguer iss differentea fonctions de
cette nature dans un raisonnement.
. Enfin,_on déeignera par la lettre K affeciée ¢'indices, les
consﬁantés rO 1ntervenant dans les ralgonnenents, .

. Pour ev;ter tout malentendu, il y sura lieu de rappeler

_ b:iéveménﬁ qes_qonventibns chague fois qu'on les utilisera

-déns’ﬁné question de maniére systématigue.
Cela poss, oxaminons les différents cas qui peuvent se produire

quand on compsre, au sens d6fini ci-dessus, ume fonction f & ume

fonction g au voisinage de a . Nous pupposons une fois pour. toutes,

dans ce chapitre, gue les fonctions g qui servent dé termes de

comparaison, sont finies et strictément positives dans un-voisinagg

do 2 ; le repport £/g est alors défini dans un voislnags de a .

: Posons o = lim,inf \f(x)! /ex) , 8= lin. oup Ef(x)g /g(x)
. x-»a,x €A = x»axéA

ona 0 <agB £+ oe . Hous dlstmguerons les. cas suivants :

1© B <+ oo , a quelcongue ; on a alors £(x) = B(x)glx) , et

on dit (par un abus de langasge) aque f croit moins vite que g &u
voiginage de & . | |
2° @ =0, B quelcongue ; on.a f(x)-g(x)/B(x) . aux poincs ok £

est finie, et on dit que I croit plus vite gue -g auAvq;sgnageage;

8 . L s e e
° -0 <,<x, <t oo s oma i’(x) B (x)g(y), et f(x)~g(x)/B2(,x)

aux points ol f est flnle ; on dit que T oro;t aﬁﬁo& vite. gue 8

an voisinage de a .

_40 a=f = G ;idn.a 'f(x) = e(z)g(x) : on dl@ que f gst négl;gea»

ble par rappori & (ou devant) g su voisinage de a .
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50'-"’, d-=:pat oo alors £(x) = g(x)/e(x) aux points od f est

finie ; on dit que T est px;g_pg_gger te sur . g au voisinage de a .
6‘.'?_ 0 <a ..7 B + oo .; alors )f(x)'- o.(1+s"))3g(x) ; on dit que )fl
est gguivaiente & ag au voisinage de & . Ce cas est surtout in-
: téressant lorsque f garde un s;xgne conatant au voisinage de a ;
elors, si £ } T est equivalente 4 ag ; 8i f <0, o0n ait
qﬁe f est équiva.lenta 5 -ag . '
Plus généralement,' on dit encore gue deux Ponctiocns f et g
sont équivalentes au voisinage de & (méme si g no satis-
fait pas sux hypothéses énoncées ci-de ssus), lorsque on a
| £(x) = (4+e(x))e(x) . _ ;
Le cas 1° (resp 20) peuc encore s'expmmer comne suit : il existe
unes’ constanue K telle qae O < K <& Oo et un voisma,ge v de a
tels que, _o.ans»Vf‘%A , on alt %f(x) E Ké( ) .(resp. %f(x)i kig(x)).
; Il peut se fé.ire qu'au‘cun de ces deux cas ne soit réalisé,
mazs qu':Ll exz.ste cependant une constante K et vn voisinage V
de a tels que f(x) Eg(x) (ou £(x) > Kg(x)) dans VA A : sl
ya parfo:m licu, dans certames questlons ; de cons:.derer ces cas.

Enfin, on peu't avoir lim.inf f(x)/ g(x) = - oo , et

Z2g,R€A
lim.sup f(z)/g(x) + o2 on dit alors que f et g ne sont pas
Z28,5€4L & '
comparables.

On o’ﬁeervera que les relations eantre § et g correspondant
_2ux Cas 4° ,p ,60 é>6£1(4rclil—u@ut les reJ,a,z ns enire fonctions
cﬂu.n corps de HdTCﬁ" ; Qus aoug avons resp | ctivement fiéif‘gréﬁﬁ
de Z:La} p8me manidre. On pourralu f;o,m les uo‘te‘r boaleoment
par les mémes signes ,:7 dans le cas gerézal , que dans le cas.

‘de fonctions d'un corps de Hardy ; et, en fait, lorsqus 4
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est partie do la pumérigue R , nous écriroms.

souvent o :
£fr<s , £rsg ’ £ rusg
eu lieu de
£(x)= e(x)glz) , £(z)= glx)fe(x) , £(x)=(1+e(x))a(x)

respectivement ; dans ce méms cas, nous Scrirons aussi

t < r -
sau lisu de , :

£(x) = B(x)g(x) ; £(x)= glx)/B(x)
respectivemeni,' -

Par contre, lorsgu'il s'agirs de fonctions des plusieurs
varisbles, nous nous'ébstiéaéfons stric@@ueﬂt‘dsutilisef‘
ces notations, ou d’au%res notations avssi condensées ;
elles ne permettent pas, en effet, dlexprimer de fagon
adéguate les divers cas gqul pewvent se produive, et risguen
par suite d’entrainer de graves eIreurs. Gongidéfonsg par
exemple, deux Founctions f£,g , ¢éfinies dans un voisiﬁage
du point (0,0) d@ §%2 ; i1 se peut gue, pour toute valeur
fixe de x , f(x,y)fg(x,y) tende vers 0 avec y , et, de
méme, que ce rapport tende vers O avec x pour toute valeur
fize de y ; mais ce serait une conclusion erronée d”eh__
déduire f£(x,y) = =(x,y)e(x,y) au voisinnge de (0,0)

(et cfest pouritant ce qufon serait tenté de faire si on
écrivait chacune des relatioms existani entre T el g sous
une forme telle que f < g) ; les relations indiquées se
traduiront par exenple, avec les notations adopiées, de

la maniére suivante :
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£(x,y) = 6:x)(y)g(x,y) = e;y)(x)g(x,y)
étant entendu gque 1'on ne préjuge en rien, de cetie maniére
sur ls limite du rapport Q/g lorsque le couple (x,y) tend
vers (0,0).

Les propriétés suivantes des fonctions de type B ou € sont im-
médiates, et correspondent d'ailleurs en partie & celles des signes
de comparaison des fonctions d'un corps de Hardy, donndes au
ch, IV ; nous laissons au lecteur le soinlie les vérifier :

(1) B,zth:B} ’ B‘i‘@:B1 ‘ z?‘qf&;g:a}

(2) BB, = B, - B c, , B8 = &
(3) 51 9 est une fonction numérigue, définie daus R , et bornée
dans toute partie bornée de R ,ona ¢oB=B,. '
(4) si \V' est une.f@nction.numérigue définie dﬁne un voisinage
de O sur R, et tsndant vers O en ce point, on & Yoee = e,.
22. Dtude locale des . fonctioﬁa de #ariable réslle.
beveIOppements asymptctioues.

mous allons maintenant noug attacher plus partlcullérement an

cas oh A est une partle de la droite numérigue E% , & étant un

point de ?@ aahérent & & ; c'est ce gus nous u981gnons briévement.

sous le nom a"*u&e locale ass IOﬂCthHS de varigble réells.

Lorsgue & est fini, il y lieu, en ganeral ds dlstlnguer,
dans 1'étude locals des fOnCthRS aeflnles sur 4 , au voisinage.
de a , l'étude 4 droite et lsetude é gauche de & (clest-=a-dire
‘Jrespectlvemeut 1'étude, an vslslnage de s ) ae la regtriction de

ls fonction envisagéde & l’ensemble A fﬁ} a +-©og: ou & lﬁensemble

Aﬂ}-@,a{).
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Oz, 1'étude d?ungvfonction'f(x), dro;te (resp. & gauche) de a ,'
sé raménezévideément cslle ds la fonction f(1/(x-a)) (resp. ds '
‘f(ei/(x»a)) ) an voislnage de-% oo (cette fonctloﬂ étaut définie
sur l'image réciproque de é yar l'agpllcabion x a@»?/&X«g) , resp.
x-> oi/YXma) ) ; de Aeme l’étude d'une fonciion £ z; s mglsinage
d?:? o se ramene & celle de 2(-x) au voisinage de + é@ - '
. Auss$ supposons—nous QCbOEﬁ&iu, uaLS les d4finitions 8t oroposz;
tions ulterieures de ce eaanltre, QLe 1'9%&@8 d@; fonctions snvisa-‘

,gees se fait A v0181aage de-f oo  (ces fonct;ana eg&n% donc dsfi—

nles sur une partie A de §? nonmborneeAsu;orlaurc%ent) chaq&e fGl
_Que ce sera utile, nous indicuerons lesvrésalta@slcorrespoadants
'qu on en géduit (au moyen deﬂ ehaﬁ ements de varis bles précédents)

pour 1!'étude locale au volsinage d'un autre pOlﬁG de E%_.

-robléme. Comme zermes de comPafalson pour l’etada lovale des

fonctiens au VOlBlBa“e de + © , nous yf@udf@ﬂﬁ les IOﬂCbLQﬁS (H)

pgs;t;ves (et 6veatuellamans des ongtioﬁ_ Spps gra@naﬁ a‘d@s eorpa.
de Hardy ontenus en aajozgnan: au-qo?psAdes,anc- us (n)'éés _ -
prlmltlves de certaznes ioactlons (ﬂ}').:GeS'fonﬂti 185 {l& CQES’V
“tante 0 mise & part} restent alen stricte ment ~*Q:au.u.’x.vea aa VQL81~
'nage de + ©© ‘ e

~ Quels renselcgements oeat=0ﬁ aicrsvse pro _er %Vobtgnir_gur:le
comﬁortement dfune LOQthOﬁ £ au voi si‘:ge de +_§¥{ ; en la ggﬁga;

rant aux fcnctlons»(h} V' Cs 59 ce guse noas alleas G*aboz indiguer,

en faisant abstractlon, pcur ie mo&eﬁc, w@ la &O&Slblllt d!obtenir

BEX pour une fonctloa ouelconque de; ;cxs@ ements fa Qa;tsx
nature, (prob'ame sur leguel nous Tevenons plus loin), 1 proce-

dans par ordre de précision croissante.
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1° Le miﬁimum qu'on puisée demander est dé tféuyer une fonction
de comparaison g telle gue f£(x) < Kg(x) - o? £(x) > Kg(x)

(avec une constante K convensble) au voisinags de + &0,

2° Un résultat déja meilleur sera l'cbtention d'une fonction de
'comparalson g teile gue :f«( ; aﬁtremeﬁt dit, cevqu’on appelle

encore une lzﬁltation sugerlaure (ou ﬁagcratlon) de ls croisssance

de f .
Le meilleur résultat dans ce sens sera obtenu si on détermine

une fonction de comparsison g telle que £ < g, mais gue, pour
0 =\ &g ? ?

toute fonction g<£ g, , ls relation £ £ g n'ait plus lisu. -
3% Gn peut ensuite se proposer d'opérer de méme sur la fonction

1/f ctest-a-dire de trouver ume fonction de comparaison h telle

gue £ >h (limitstion inféricure ou minoration de la croissance
de £ ). . - '

Le meilleur resultat de cette sorte sera attelnt si on deter-
mine une fonction . comparalson b telle quse f’}*hé , mais
qu'on n'ait 2; h pour sucune fonction h telle que h ho :

Si on a en outre h 7 UKg ., on peut en déduire que f croit

gussi vzte que g, -

40 Ce resultat ctant sapnose atteint, on peut cner@aer casuite
-g'il existe une co§stante K telle que f ~v ﬁgo ; Gans ce cas,
on'dit_que Kgo est ure partie principale de T {(on remarquers

que cette notion est rslialive au systéme de'foncti@ns de
conparaison choisi). |

5° Si on weut aller plus loin, on est azené & considérer la dif-

; les mémes problémes qui se sont

férence f,= f-Kg , qui est < g

: (¢}
posés pour T se poseni de nouveau, dans le méne ordre, pour f1,
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Procédant ainsi de proéhe en proche, onr est Tinalement amené & '

la notion de développement ssym
Définition 1. On dit gu'on o cbtenu un développenen

d'ordre n G'une fonction f su voisinage de + OO (relativesment &

un systéme donné de fonctions de comparaison), si on s
fonctions de comparaison g, ,8,;---,8, telles que g, FEybees ~&p
et que, si on poge T = g%+g2+.e.+gn+ﬂn , on ait En“< 8, - %88 g

sont dits les termes du développement, R, en est dit le reste.

- Le premier terme g, n'est autre gu'une partie principale de'f‘,
et, de fagon générale, g, est ume partie pfiﬁblpdle de fa( T,;,+g;41
Une foncclon peut udmettre Ulu&léﬂfs de cloppe nents epyﬂ tctg ues
: dlstlncis (de méma ozdre) par rapport & un néne systéme ua LGQ@&lOﬂS
de comparalson ; par. ezempla, (x-%z}+1 2 et x° +(x+%) sont &eux ff
develoopements asymgtotzqaec d’ordre 2., en fonctxons (ﬁ), de la
fonction xg+x+1 . Aussi estoon amene a re streiadre l‘ensemble dea
fcnctlons de comparalson par rapport anxquelles on chercna des
Qéveloppements asymptotzques, Nous dirons gu'un ensenble ?Zj de

types, s'il

fonctions de comparaison est unr gnssnble de fonchbions-
gatiefzit & la condltlon suivante :

(T) Si £ et g sont deux fonclions de Qi iz condition £ ~ug

entraine f =g . | _
Un tel. ensemble n'eqt autre qufune vartie dtun corps de

Hardy to*alement ordeunsge par le relation “fe%;g oun ;1

exzste k~< telle que fiﬂjkg_" -
D'aprés la défipnition des termes d'un développgzent asymplotique,
il est immédiat qu'une fonction ne peut_avcir'qu?un seul développe-

ment asymptotigue d'ordre donné, relativement & un ensemble de
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fonctions-types donné,'

Citons, comme ensembles de fonctions-types les plus employés,
i'ensembla des fonctions kx" (a réel quelcongue k constante), et
l'ensenble des fon_tions x@{log x)geP(x) {a, B8 nombres réels guel-
congues, P(x) polyndme & coefficients réels quelcongues) ; on
vérifie aussitét la propriéité (T) pour ces deux ensembles.

' U développement relatif & lfensemble des fonctions types kx

est dl‘t développement esympiotigue ordinsire.

Possibilités de comparsison sux fonctions (H). Exemples. HNous avons laissé

eﬂﬂsuspens le guestion de sazvoir si le processus décrit ci-dessus
peut ou non se poursuivre pgbr une fonection £ arbluraxremﬁnt donmés.
.vn instant de réflex;on sufﬁlt & nontrer gué la raponse est néga-
tive, méne 31 on ;mpose & f d@s restrictions telles que 12 conti- 4
nuité ou la menotonie au voﬁsinage de + 00 , '

Tout dtabord, il est évideunt qu’cn ne poarra cbtenlr de majora-
tion de la eroissance»és £ P_Si f devient infini daﬁs,touﬁ voisi-
nege de + O° ; de méme, on ne'éouira én avoir de minoration,

.81 £ s'annule dans tout voicinege de + oo |,

Une fonction est'dite oseillante su voisinage d'un point
sl elle change de signe dans tout véisinage de ece point ;
d'aprds le théordme de Weierstrass (Top. géné., ch.lV,

9 5, th. ), toule fonetion gontinue oscillante au
voisinage de + oo s{annﬁle_dans tout volisinage de ce
pqint'; elle ne peut dogéladmettfe de minoration de sa
croissance par une fonction (H). Par exerple sin x
adnet une majozaticﬁ, mais paé‘de minoration ; 4/sin x

adnet une minorstiocn, mais pas de majoration ; enfin tg x
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n! admet‘ni majoration ni minoration au voisihé.ge de + <° .
Zdontrons maintenant comment on peut définir une foncti_bn f , mono-
tope ot continue au voisinage de +'Qo , ot qui croft plus vite g us
toute fonction (H). Il suffit de prendre pour £ une juxtaposition
des fonctions lipéeires f ; 1a fonction fn étant définie dans
1'intervalle En n:'*'%} par la condition

£ (n) = e (n) , £(ot) = e, (0t1)

D'aprds la prop.2 du $2 du ch.IV, il ne ssurait exister de
fonction (H) croissant plus vite que £ .

Lo méme raisonnement, légérement modifié, conduit aun

résultat plus général comnu.sous le nom de théoréme de

Du BOlS Reymond :

S

, Bta.nt donnee une su:z, e (f ) de de_fonctions contlmzea ,

cro:.ss&ates def nies dans un vo*« szga&fe d@ + Oo2 , _e;_j;.»

telles vgue' Lot %fm Q elgue so:s.t n , il ez,,,s’re une

fonction @ contizuse et c.roisganue d.ans un vozsmgge de.

+ o2 eb telle- gue ¢ > f guel gue soit n .

On commence par remplacer la suite (f‘ ) paz' une suite
(gn) f..yant ies muaes proprletes, mais celle que de plus,
Entl 28, quel que soit 2, et que gy= I, & partir diune
certaine valeur f:n o X . Poﬁr construire une pareille
su;t.te on grocedn par raécurrence gP &tant définie, on a
er ,}gn donc f + 2@11 pouz’ E 2> X wiq 3 OB pr@ndre. £
aloi?s Enps = Tpiq pour x? a2 OF 804 —.iﬂax(

E_;‘,ﬁ ?gﬂ
pour <X SR Cela eﬁdﬂty on posere,

§(n) = gn(n)
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.@t,.‘pourv i; £z <n+1 , on posant x—(n-H)t%—U ‘i;)n (0 <t <1)

L e(m) = (B-tdg(x tgwez) -

On ver;fle aussitot que ¢ est. croissante ; conus @ g;gh,pour

. x>0, on a @/gn gnM/g pour x >att, d'ok ¢ g, VI,

Si on ciefiz;issait f par les conditions £ (n)..( 1Y% L2)
£ (n+1) (- 1) 1 (arﬁ) . I étaut en outre linéaira dans [? n+%}
la ju?tap081tion des f serélt une fonctlon qul nepseraltmcomcara~

ble,amducunemfonctlon (H)

Toutefois l'ex1stence desg fonctiong de la nature précédente
présente un intérét surtout théo “1qus, ca:, pour llimmense najorits
des fonctiéns (monotones et continues au»vaisinage:d@ <o ) qui
'se presentent dapns les parties les plus diver ses éé 1%Analyse,

11 s est trouvé susqu lei gqu'on pouvalt ts jOuES su%enir une limi-
tation inférieure et une limltatlon supérieure de leur croissanc@-
5 1llaide de fonciions (H} '4.. '

On peut méme dire que, 1orsqu on & affdlr& a une fonct;an f ne
devenant pas infinie en Valbur absolus dems toua voisinage ds T oo,
la détermination d'une magoratlon de lg croissanca deg £ au moyén
d’ﬁne fonction gﬁ) n'est pas en‘général;un.prleéme Qiffiqilg.;
ii‘enbest,tout auirement en ee qui cgncerﬁe ;a_détsrﬁinatiog_@*une

meilloure majoration de cette'espéce, ou eme seule“ent lu do&ous»

‘tration de l'exigtence dlune nellleure magoraulon
Dans des cgs.simpleg, cette mellleafe ma;@fagioa g, est
évidentéA;.pai_éxsmple3tpo§r f(x):gin zks on & goiz}gf-.
Soit G6(=x) le nombre des coupies'(p,q) dlonticrs tols qus

2 5 2 = - o 2 ; ‘
P tq £ x ; on démonire fori aisément que G(x) v =x ;
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";mals, 81 on _pose R{x)—G(x)- , on sait seulement gue

' HE) < 27/82 , .

et que, dans cette formule, ;’ezposanu de X ne. peut pas
Stre reAplaee par 1/4 (il faut dlailleurs des moyans
techniques tres puiss sants et trids. complexes pour arriver
gfces'résultats §'quanu au pronieae de l'existence st de
ié'dé%erﬁiﬁafidﬁ dfune meilleurs majoration pour BR(x),
il reste en Susﬁans}, - |

On peut enfin construire des fonections gui n'admeitent pas.

do meilleure majoration par des fonctions (B) ; s £ eroit

'pluo vite que toute -gnﬁﬁgca fﬁ) ﬁ/f posséde évidemment

cetie prOs iéte. Mais oa peut aussi ohtanér une teils

fonction qgggﬁﬁant iﬁdéfinimant : pﬂ” ool pr@céda aaalcgue
& celui emplcyb dans la @hao mb ds Du Bﬁzs fav ead on
peut *orneé une fonet ion f cro;ssancaﬁ usmtwnue et t@n@an+

vers + C%: - tel¢e g&a =< 1 (E}, Guel aua soz= ﬁ" 1

et
- . s [ } -
ré u¢ alors d'un th @feme suf les foﬁc tions ~z}<; que
r Le @eat admeutre Gne mellleure madcratzch par an@ tall

fonctlon.

Il peut 8tre tout sussi diffic 11@ de determlnar si une fbéctian:‘

admet une minoration de sa cr01&ﬁaace uar une f&ﬂct‘&ﬂ fﬁ) (et néme

ééje de savoir si uue fonctJQJ est ou non 0$c111amxe aun voz' 26
de +©@)
Par exemnle,'@n ait'que la fonction R(x),* inia ezcdessus

ast 080111&336, B&lb (co¢m@ elle n'est pas'ccn*inus) on
1gnore si sa cr01sba Ce peut eore llmltee lnfer;eureme %

par une fonction QE}.‘,
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Lorsqu'on a obienu une meilleure majoration g, ot une1ﬁeilleure
minoration h pour la croissance duns fonction £ , il se ﬁeux,‘bien
entendu, que l'on ait h, £ 5 stil en est einsi, l!'étude iocélé'
de £ ne peut se prolonger au-deld de ce stade. |
2

Par exempls, si £(x) = x&z sxn x,ona g= x@, hb= x.

Dans cet exemple, £ n'est pas monotone su voisingge de + oo ,

mais on peut asisément former'des_éxamples analogues'é 1'aide
de fonctions &lémeniaires monotoues :'c’ast ainsi que
£(x)=(x cosax+s;ngx¢e : est monotone, comme on le vérifie
aisément, mais on a 8,7 x?ex , ©% Ahbz B

.§;lles remarques et exemples qui précddent montrent eleirement qu'il
Qé_saurait étre question'de cherchs:'qne pgrtie pringipale (ni a
fortigri un développsment asvmatatique) d'une fonction ueicon Jug ,

11 n'en reste pas moing vrai que les fonctiona pour lesguelles ces
recherches ont un sens ae préssntent tr@s fregueﬁm@nt et jouent |

un réle prépondérant en Analyse. En premier lieu, Sl.f(ﬁ/z) est

continue ainsi gue ses nt1 premidres dérivées dans un voisinage de O,

le développement de Taylor d'ordre n de £(1/x), dans lequel on

nptotigue ordinaire

remplace x par 1/x , est un géveloppement asw
dlordre n de f(x), comme il résulte de la limitatien du reste de
la formule de Taylor (ch.I, $4). En dehors de ce cas, qu'on peut

conSidérer comme triviel, il existe de nombfeux cas ok on g@ut

obtenlr un développement asymutosxque d'une fonctlon aa f&gOL e&emen=
talre, a savo;r ceux o& la fonetion est dedulte,par des operdtions
algébriqaes, cu des opérations de com posxtlon, ou des cpérations du
Calcul infinitésimel, de fonctions dont on connait déja des

développements asympitotigues ; ces cas seront exaninés dans les
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paragraphes qui suivent. Enfin, on trouvera d'suires exemples de

recherche de parties principales et de développements asymptotigues,

nécessitant vne techmique plus pousséé,,dans la partie de ceb

cuvrage consecrée aux Intégrales & moysux.

Parni les réspmliats les plus remargusbles obtenus dans ceo
genre de qaestions,'il Paut citer parbiculidrenent ceux de

Théorie analytigue des nombres, oh on étudie au voisinage

de + co des Ponciions définies srithmétiquement, et qui_ont
\

en général Ges Yalours ontidres (et par suite sont discontinues)

lew %echniqﬁes ﬁtiliséas dans ces rscherches sont parmi les
pl délicates 9t les plus complexes de toule 1!Analyse.
Par exsmple,'si &(A) désigne le nonbrs des aombre premzers

£x, et p(n) le nowbre des pz rtin;ons d?un ansamb}s de n
élements;‘cn qemontre qus pOur X (resp, n) voisin de + oo
o2 2 e

— dt

J

}’-"{ﬁ?@% 1@; e *’a;

Les méthodes employées permettent sn outrs d’avoir un dévelop-
pement asymptotique d?@rdre aussi gran@ gulon veut de pln)

au centrazre, par suite de dlfllCtheS aa&lythuegs Jusgulici

1nsurmgnteesﬁ on ne cogaalt n8me pas la ma;lleure @ajgrdtlgn.
de la fonction z{x} = @{x) ;a 4t __ (s supposer un;l en

oy, log t
ex1sta une : on & seulenent jepr degoaurar que

f(x)$§ x & % jlaé % toplos % (A constante numérique) et

wz»; log log boo

4

gu'lon ne psut pas remplacer 1¢ sscond menbre par T
: : o =
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§ 3. Calcul de aéveloppements asymptotigues :
A. Opérations alpdbrigues, fonctions de fonctions,

fonctions réciproques.

Somme et‘produit, Bans tout eé_ééragrapﬁe, nous supposerons gque les déve-

loppements asymptotiqaés donnés sont relsatifes & un ensembls ?ij
de fonctions-types, contenant le corps des cunstantes réslles,
et tel que le produit et le quotient de Qeux.fencticns ds %ﬁj
appartiennent encors & 2% ; i1 en est zinsi par exeapls, de
l'ensenble des fonctions kx% , correspondant sux développenents
asymplotigues ordinsires. '

Soient f et g déuz fonctiong'définies sur un néme enseuble,
au vsisiﬁage de + ©2 , et scient

f = f“%"f,%’pf._,'%”f '%*81f

g = g1~{~gg—;= o ,,+gn+é:2gn

: (8 et 62 fonctions de x tendant vers O avec 1/x) aes developps-

ments asymptotiques de T et g relatifs %zj. anre deuA taraes
fi ,.g. existe par hypothéss une &es re’ gtionsg fls< gj -

£ }agj ; ng . Bn groupant, dans la somme f%g - les termes
des deux de?aloppemencs qu; ne différent qgue par un fdcteur

constant et en fazsant pour un. na&ent abstraetlop des restes,

on obtient une somme

: ; u1+ u2+oe<v 9..§= u
de fouctions de CE , telles que u, u, %u > ”H}au . Pour
obtenir un developyement csvm@tothue ds f%g , 11 guf&&ra de ne

garder dans cette somme qve les termes . tels que lion ait & lsa

fois u, }»81fﬁ st u, >°82gn ; 11 se peut d'ailleurs qu'il niy
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aitm teme-i;r ayant cette propriété ; clest ls cas oh, en
suppoesant pé.f e'mmpié B £n ., 1és m premiers. termes du développemen‘ﬁ
. de' g sont M sux iermes de méme indice du développement de f ; .
on pem‘. eeulafnent slors dire, en general, gue fig < f . 51 _on ae
ge "araave _bes dens cs ce.s, 80i% g le plus gx‘anﬁ indice r aysnt '
la propnété precedente ; 6n peut alors ecmre 2 |
, fHig = u,!‘f“ug—i—.u‘f’ap-%' UB . . .
et om 8 ainsi le développamen‘t asymptotiows {raz.atﬁ‘ é, (’f ) d’ordre
1e plus éleve da f—§~g ; que ”Jer‘nettent d' ‘n’mair las développenments
donuds de f et g . :
Il se peut gu'on nlait gj'%g’gfm pour sucune valsur de
1'indice J ; le développement de fig thgzm_@e la maniére
précédente est é,la‘rs le méme (aun resté ﬁrég} qﬁa c@igi dés £.
Par exemple, si £ = z f(x+1) ,-g = 6% |, on a les développe-
ments ‘ : _ ‘ .
P NExTEs e +(;1)Q/zn"?+ag/zﬁ”@
g=e" - ~
( ,i, étant ici :.ov'mé @es fozxcmens =z*(loz V)g }'}(K)} Comme
»x%\ g /z q_uel que ,aolt o, f-é-g @t £ ont les mBmes déve-
loypements. ; ' '
Fomons maintenant le pmdm,t fg en ne eonszdérwt d?abord que les -
prcdu;ts flg., ,,. on peut (d’ﬂnrés l’hgpothese ssw @ }3 en gmup&nt
ceux ge ces tezu;es gm, ne m ffer@na que paz un fac;‘beuz’ camsmna,
les za.nger en mz,e scme - '
vw+mo.+v ,
- de fonctians de ?f , telles que v >av }» .....;:v 3 on obtiea@ra .
un dévelappeaant &symptotz.qw ds fg , ¥elatif & % qg en’ z-.z__g gdmam,:»
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une les termes v tels que v >»s1g1 m et v, >=a £ 5n Ici 11
existe toujours de parells termes, car on a v ;f:",ig,2 ; 81 ¢ es8t
,le plus grand indice s ayant cette propr te, on»peut écrire
_ . fg = w1+ Voteo ot v+ gév&
et on a ainsi le developpemant dfordre le plus &levé de fg , rela-
,tivement a ?Z » Qque llon yulsse_obten;r & lteide des dévelogp81 :
ments donnés de £ et g . ' - - .
On peut ainsi obtenlr de proche en prochke un aevelopge&emt asymp-
tothue d'une somme ou d‘un pr caulu d%un nombre guslicon que de
fonctlons @ogt on. connalt les Qevelop@e em@dg et en pa réiculier,

£

celul d'une pu;ssance amt&éze >>Q qu@¢c@ﬁqve de f.

w}nsﬁdewfonct;ons. Gcngangﬁns par. szamlner un cas p@rtiealler -
sélt £ une Tonction t@ﬁéﬂﬁb vsrs O avec %/z s 8% dont Qﬁ connaisss
un dévelcppement
(q) - f uzf%-fé = -
reigtif é ?Ej ; soit d’autre gart @ une fenctien=cont1Lue ainai gu@'

aes ari premi éreg deriveea &aﬁa un voisinegs de O ; ; on peub alcrs

st f + sﬁf ;

éerire, d'aprés la formule ds Taylor -

(2) |  9of = agt a@%“ a2f3+=eug 38 fg,f wgfﬁ
les al éﬁant les Gu@ffi@l@btﬁ du develoape&ezt @a iavler ae 9 au
point xzﬁ. Reﬂplagons danﬁ 2; le yalvgome 2, + 2, f +¢°°,% &, f '
,par 808 développement asym@tjg;qma obt@na a part;f de (?} par
-appllcatlgn des grocedes d@c ts clwdessua 5 € ne gar@ént q&& éas
uermes de ce &évelopyenena gui sont >= f? , On aurs le &évelop-
pement d'orara le plus ¢levé cu'on puisse déduire de ceux,dé £

ot ¢ .
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Passohs?‘vdléufres cas. Supposons d'ebord gue itoute pulssance
d'upe’ fonction (pos;tive) de %z: appartienne anssi &. fij Alors,
au developpement (1) d'une vonctzon positive Py relatif ?Ef -
on peut dedulre un developpament relatif a {S: de toute puissance
£% ; i1 suffit d'écrire £=r,(1+5) svee &=, /2, +F; o
+ fmjf{+ si?ﬁif% ,_gl§énd done vers G avec %fx ; d'autre part, on a

des développements de Taylor *7ordre quelcgﬁque de ¢(x)=(14x)* an

voisinage de © : comme f£* = f % (1+g) , on appliquers le procédé
précédent pour développer (1+z2)* , ot en multiplisnt cﬁacin das

. : » 2 il Q’ : F'd 2 (-L
termes de ce développement par f@ , Oon aurs un développement de

relatif & gj ‘

%Qﬁtréns %ainte*“nt comment on p@at thenir (2= 18 méme'éﬁ éé?ﬁlapv
pemant da log £ (f ;»Q} a £&1tlr d‘uﬁ davaEQpneﬂenb {s) de £ ; on
on asura, avec les mé mes ﬁO%e ions

' — lég £ = l@? iﬁh lag (1+g)
et on coanalt éag ﬁéveloppenen te de Tayler dferﬁra aaelcc&gse de
1cg (t+x) am voisinage de O ; on en dedulra denc un develo@gemant
de log f relatlf & @S’ psufva au'on sacna former un g@?@l@p@@ﬂ@ﬁk

ée log f& relat;f & ce meme e;saﬂble ﬁe foactlonSeuyzes.v

Examgle, Soxt & cisrcher, au vclﬁinage de X = Q §ﬁ déVelop~
peient asymp@or;que de TOg(%axx} toa - :
2K ezl@g b 4
ddnc, conme xiogfﬁ tend vexs Q avec x ; on ay en appll»i
gaaﬁt laiformula de aylcr agcrdra % , par ﬂz@mg
x* = t+x.log % 4 *‘2_'_2 = éé@ié;gg;jj gz:) -:5’1@5 Y

et par.s&lyv

kﬁ'
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log(’h-x )zlog(x.log( 1/1) )+log(1+ w 4+ _m.gigﬁmél..
‘ : . + &:(x) =(log %)),
, Or ’ en appliquant les »methodes precédentes, on trouve .
logC'H- 35—3-'25-3- -i- 5-4(-3-’25—&— + s(x)x (log x) )

2 2
x Yog x4 x (log x 1
_..._...E.n_.+.=__.§_g5_l+ 1(1:) (ogx)

- Vd' o& : e
} log('l-x ) log, x + log leg( /x) gi,_}-,ggaé + xg;;lowx »
| | ‘_+&:(x}z§(l@vx)
C'est un developyeAent relatlf .L?er‘semule des roncciuns
de ls forme x (log(i/x)} (log log (%/x)) qni eat bzen
un ensemale de fonc 1ozss=»types On ramarquer& guton ne
déternins cet ensemble de fenct:m 1s~t§'pes qa’a yosterior:. 2
c'est ’aoujom*s ¢e cette ‘maniére qu’“’ on pmcéde en pratigue,
car on 16 peuz savec,r g_uel ense hle T connendra avant
a?entrepreadre is calcal ; pour ccnum.re ce: damier - on se
laisse gulder par le princips smva,nt 3 aacomposer le plv.e
possible les- fonctions () qui znaerv;ement sn somes
de fomciions plus simples, ordonndes pour la relabion oy
Cherch.ons maintenant & obtem? un @evelepxss*a&n& da a_f oy QO@%;S;S;&P?
le développement (1) de £ | Il faut-ici ﬁ;gﬁingmr; plusieurs éag_,,:

1° Supposons d?‘_aboz’d que £ }% 1 (f bo:mée), et soit },{le: plus petit

o
indice g m tel que £ $1; on peut alors ecrue
£ 4 fZ :
9 =9 9 e 0 ke

evec g = fk+%’+”:","+fm+§‘ef ; comme g tend vers O avec 1 /3{. s 6% q.za
1'on connait des développements de Taylor cﬁomr@ ‘quslconque de & -

on pourra développer. e® suivant 12 méthode générale donnée cl-dessus.
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D'autre part nous supposerons qu'en adjoignant & ?Ej tous les
h, b
produits de la forme he ‘s 2.,.eh‘ 5, 08 h,h G- ,0 sont,des

n-
fonctions de. T telles que b, }» S ﬂ}-h L1 , on obtienne

encore un ensenble fzj ae fonctlons~tzges le produit de deux
fbnctiOLs de éz’ appartiandra encore évzdeumenn & ‘@f dang ce

cas rentre par exemple celui of ﬁj est l'ensembls des puissanges
...t
=) ; alors, en mult;p¢lart le dévelopycment de ef par o ! k

on obtient un developpemeﬁ de e Telabli a 2 ‘

°

2° supposons en second lieu im > 1 ; aslors le développsment (1)

ne donnera mémne pas, en général, ls partie principale de &  rela-
e < ¢ ° ‘ﬁ» f -’g" ® %»za',*s;
tivement & ﬁE: ;oon paut geuleae t @ire que e/e 1 ' B g5t
: -~ ; z ; : ; s
d'ordre O par ra mcrt .szm {eﬁ é%@ﬁéaa% ici voe notion gui e
. : 4

(u o

éne définie pour les fonctions af un corps ds Eardy

uxengles, s) “her“agﬁs an devaleﬁgemeﬁg de x au

| voialpaoe de xpé - on'a
X . log x.e%-l0g X

A xz' =8 ,
et log % ez -log :~log x%x(legx} §m§§2§z§£>+@(z}z*flegx§
'en renant, gar sﬁemple, un developpemenb & 3 %eraa c
' 19 prem;er seul ds ces tefﬁes est non bcrne, Les autfes

tende&t vers C ; dioh

- x(logz x)?-%a é_ci_lggm& + e(x) (ng X)j’

% = zx.e - _ _
- 7 / ?_5
=7 iicg z) + = (log x; +-w (log x} +

- + e (x) {log x)
a'uaprés la néthods générale.

2) Ccnszaaroas ia fonction  &° S$ﬂ( jx}

2y voza$nave
de -+ cz> . uawma on peut aveir un aevelo;pewenﬁ asympio~

thue OTOlB&l?Q agordro gueiconau@ d@ ‘aln(ﬁfx} par
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la formule de Taylor, on en dedu;u un dévaloppement dﬁordre

quelconque de e*sin(4/x) relatif & l'ensemble des fomctions

XEQP(X) (P(x) polyndme). :isis tous les termes de ce déveb

leppenent sont de la forme k exyx? - done tenudﬁt vers T oo ;

on ne peut donc pas avoir de par»;e pz-a@;palu de la fonction

aonnee, qui soit de. is forme
: ?(x)
e al/x)
? et Q étant des polynimes.

Remargue. Ce uernier exeﬁple montre gu'on psut avoir un

develogpement asyﬁp otique d'ordre guslcongue éﬁ logarithne
dfune fgﬁcti@n sans en ycg?oizfgédu re de agva'oygéas@t_f@
éette founection ei;aeméme ; un déveleEem@gt de log T est domc
un rensai ?ment b@augcap woins pré918 sar f gulun @é%ei@p?a~
ment de T , et il en est de méme, & foritiori, d'un 'é?elopgas_
went de 1 (f) ; pour n > 1 .

TOQ&BfOLS, de tels Leve;@ppemengs p@aygjb rendrs de graﬁda
services dans b@aucoup de guest?@na d'Analyse ; et il importe
'lorsqu’on calcule sur des fonciions doni on con imait des déve-
lcppeuantg de cer riains ¢ogar1thmes& de se rend "@gm;$e7de

lg nature d@~lﬁappraximatioﬂ des eznressians‘qus lion calcuie

Wi
5

o

er

3
£

§

a8 1taide d@ ces &CPﬁthﬁq 3 pour celé, il a'y 5 quf

<y

ssay

de forqer succ9581vezaﬁu asg davaloppamzzts &@S'l@garithmgg
itér gs de l?gxpresszoﬁ cams;der 8 Jusg uga ce gufon paisse'
¥ parve nir% & 1l'alde des éevalg penents @Gﬁﬂéﬁnf - -

Par exemple, si on aal* qg@ f;xjy@ , et aaa gfz; P
(a et § > 0], qae.geuteqa,direz;;ﬁe e 7 aura

. v ' 4 5
log g = log f>*,;°g.g;=_g§% e(x) zﬁ puisqgue log x <L x
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on a donc log fg:leog &, autranent aig, le fait que
f so0it connu avec plus’ de precxslcn que g ne préssnte
:;aucun intérét pour la connalssance du produit fg ; il
'en,seralt de.meme pour la somme f£tg , comze on le voit
Sans peine.. ‘ . = o
Dé ce qui précéde, et de la définition des fonctions (H), oh,
déduit la'poséibilité, dans cafﬁaiﬁé cas, d'avoir ub dé%elappeﬁent
asynpton;que de la fcnctlan composee g=f ,'lgrsqu“on,coﬁnaitﬂun

developpement ds £, et que ¢ est une fonciion (H}. Il en sera

toujours ainsi, en partlcallsa, quand aucune ?Zﬁwﬂembl“l1e nlentre-
rs dans ls formation da D

réciprogues. Lorsque f €8 4 monooone L8U Velainaﬁa ﬁe % o= p) 1a

Fonctions

‘go £ au vo;singgé de + oo 1,

relation x = f(y} est bluﬁlvoqu@ pour y voisin de +'oe, et
dsflnlt donc ¥ eu fouvtlou monotone de X au voisinage éu point
= 1im f(y) c’egt cet te fonct;on que,~par sbus de laﬂgage,

y-—»#@a
nous déslgnerons sous. le nom ae fonctlon réclprog da £ dans ce

qui sui%

Par un changement és var;able sur X, on peut tougours suppeser _

que a = +'©© 5 le proolé&e qae nous al lons ex¢miaar est de

ticue de f au VOiSlﬁage de ce;po;nt

Hous nVaDorderone ce pr obléme qu@ lorqaue f @bt une feﬁﬂalon

&

(E).? 31 seralc facllc @a geuerallaez les és ult bs a i‘vcmt

£

suivre mayeunenant aes ﬁjp@uheses moins xestrlctlvaq sur 2.
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Nous examinergps,d!abord.lé'caa’qﬁ ,f(y) = y-gly), gaétaat,ﬁne
fdgétiqn?(ﬁ?ltglle que £(y) ¥ . Formons lé suite de Fonctions

i

x ~'+-g(x)
x + g(xtg(x))

V= =+ g(y,)

-.-a,ooliee.looc.uoo',loov'ootn

= i .
¥ Kﬂg(y ,g),

Hous allons montrer gque la différence ¥, tend vers 0 avec 1/x ,

- et trouver une fonction (H) Souivalente & cetb te différence ; il en
résultera qu’un deve oppegen* aagmgtoaégu@ ﬂm ¥ limité{% un
nombre convenable de tezm959 aonn@ra iﬁmealaee Nen i.ﬁﬂ aéﬁgigppemant
de ¥ ce aul, vu la forme de I raunsne le Qrcb éme & un Qévelogf
peﬂent de fonctlons composees“‘ 1 . | '

Pour établir ce rTésultat, nous eurons besoin du lemze suivant,

relatlf aux fonctions (ﬁ)

Lemme. Soisnt P et e dGEAMfOﬁCthRS {H) non ldentlauement_auli

et telles gue q(x) }»0 auuvo1sina;_wfw
10 si q.{pjp? '? on & P(K+Q(X))’VP(X}

2° gionaals fols a<7/p' 88 a< x ,on8 P_.imi(,;i)}wpix}e
ﬁO

Les deux pronosltionu gonu eVl 83&68 si. p’kﬁK (constant@ 40) s
oa_peut donc supposer p«{ @ (sanq cuox on raxsanue?ait sur @/p) ;
onen tire p'< 1 . 0na ‘

<8<

O

e , P{X+Q{X}) Q(X}*%xX}PE(K+50(X)) avec
Comme gpﬁg tend vers 0 , elle decro;t‘pour %. 8886z grand, donc on

aure gp?(xfeq(x))gé<;gp?(x} ; comme gp'< D , on en déduit aussitdt

la proposition..




. 126 -

2° La condition Q -(x essure gue x-q(x) tend, vers + oo avec x .
On a encore e : ' :
. p(x-q(x)) p(x)~q(X)p'(x-9q(X)) avee 0 <6 <1
On a ici ap'(x-eq(x))} <; '(x-q(x))ﬁ 2 1g orovositiocn sers

 démontrés si on’ et%bll’c que l'expression q(x)p'(mq(x})/p(x-q(ﬂ)

tend vers 0 avec ’E/:x; ) Or, cel;, o8t immédiat si p'/p =1, car

slors g 9/1) % est cr01ssar=te pour x essez graud, et

gq(x)pv(xeqix})/p(zcmq(x))§ < a@pr @)fet) |

Eaa proposition est tout aussi évidente si ’a?/p F”“\jﬂs e‘coxsz ante %

car alors p’(x@q(x))/p(xﬂg(x}) fup (x)/n(y). Reste u:uqmamenf
& exammer le cas ok p‘/p <% :
.Supposons d'abord p"/p £ ﬁ/x . Alors |
P'(X“Q.(KE)/P(%G(K)) B(x)/(x=q(x)) dope .
~ q(xm?(mq(m)/.@(wqw)) = B(h) fq(z}/x) ea{‘?) z)

et comme g s< X ,‘oar laypetncse, on en déduit bl@ﬁ 13, ymaom‘%‘ion, o

on remarquersa qu’ozz“a, démontré *aiizsi?' ar ap’rés'la Pron. 6 du 5@’8
du ch. IV, que, pour toute fonction p-£ 1 d'ordre fini par
rapport & x , et non équivalente 4 une coastante, et toute

fqnct;qx_i aq < 'zr.‘,. on & ,p(xéq(x))“@lp’(x},

~ Supposons maintenant que 1/x qupﬁ/{p L) da an@ti_@n_‘;:_??/p |

est alors dvo_rc'lzfie fini par rapport a x , et on & g ,< z, ; en

lui appliquant la proposiéion précédente, on a ! .
' | p?(x?@;,(;ﬁr-})-/m:{%q(z})fw'p?_(x}/p;(z}ﬂ |

ce gui permet de conclure encore dang ce ‘_derniar; cas,

C.Q.7.D,

t

o
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Bemgg: ua les. conditions impoeées & q ne peuvent 8tre
ﬁ‘“,faméliorées,'comme le montrent lee examples suIVants :
8 p(x)=e® , a(x)=1=p(x)/p*(x) , plxtg(x)) = e.p(x) ;
,b) p(x) log x , a(x)=x-log(x) =< p(x)/p'(x)- xlog X ,
p(x-q(X)) loglog %< p(x).
Le lemmé étant démontré, revenons 4 1'6tude de la snite (ya§.4 De la
définition de y , on tire x/y 1 =g(yl/§ ; guand x %tend veré-& co
il en est de mbme de y , done g(y)/y tend vers 0 , ce qui montre
gue yrwX = ¥, On a enroatrs . : :
y-yo=.y~x i‘g(y),:.g(x)+g(y)g’(z) oh z est compris

R -
»L%:“SZ;

@

entre x et ¥ ; quand x tend. vers + ©° , il en est dong de mbm

donc, comng gt s§ 1, c'&z} tend vers Q., am@rameﬁt §i§}

» L gexea(x) = s(x)ely) = e(a)(yex)

ce qui donné‘ A s o " . L
Lo L :

Montrons maintenant que, lorsque x tend vers + oo v, btend vers

+ ",e‘tquelvona' . - .

) . s AyT

En effet on a y»y, = (y)~&(yo) =gl (Z )(E 3@

ol zg est compris entre y et Yo s donc tend vers + o2 avec % ;

donc g'(z,) tend vers o avec '?/x E ‘ce qui wontre uu@ -, m{y«y My,

- et antxm.me par suite ¥4 VR ‘1o i‘awcmem«aﬁt Be ﬁ@uf“‘u&t @e la

mérme mcs.m.ere, par. recurrence,“, e a

. De (4), on dedvlt d@ prgca@ en.pr@chcv y @nﬁg yﬂv EL g(x}, d'ol

(y~x) (y «x)«i Wt ¢ ; ce qul entraine T, VY-X ﬂJbixja‘
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Limitons*nous ‘maintenant au cas od g(x) n'est pas éouivalent
& une consta.nte K f O ; on peut tou:]ou.rav le faire, car si on
aveit g vk ,jqn pouriait.écrife lféquation X = 3‘8(¥):56us~1a
forme . ; '
y-h-gﬁ(y)
avec g1(y)»( 1 , et le changement de varieble u

il

y~-K ramdnerait
au cas que npous considérons. I\ious allons alors, & ltaide du lemm@ ;

trouver une fonction (H) éguivalente & V¥, -

Pour cela, monirons que, si une fonction z est telle gue
z2=X rvg(x), on a gf(z)‘fu M(x) En effet, pou*’*-*? assez grand,
comme gt est ‘monotons, g’(z} est eomprlae en‘cm g’ (dﬁf’i%ﬁe) {x}; et
g .(;c-%‘(’%ae)g(x));. Eour sppliguer le 18_‘31,@, il nous auﬁ‘it @,ﬁ vOir -
que g 4g9fg" ; or, eig est d'oru‘e fmfim, per f»rxwt & .ﬁ,“
on a (c.h 1v, ?’ﬁ, pTOD. 6} g?”/gv ,Uge g , et comme 0;6< ,,g;g/g* ‘; ?
sl a,u @ontralre, g est deordrr" £ini par rdpp@:z“‘( 4 x , comme g nlest
pas equiva.? ent & une cons ta.ate » OB & o”/g? f“UK% x ., v@‘:f; on & d'antre
part g%a_._‘ ‘ : ' -

On a alors = y-y, = gé(zng% )(grwy ) @zﬁ zﬁ 4 ©5t compris entre

y et y, 4, 0t par. suite tel que 2 ,z,e-x mg{x} _; done
'ge(zn_a,i)f‘u g (x) et y-y, rv gt (x)( ymyn ‘E} de proche eggﬁpfwhé@
cn en tire o

(5) . vy wsaiex)) o
’Gn aura donc un dével@yp@ment asy'zrtgtiqﬁ@ de @ ; 6n m;a&t un
aevglopge;m@ab @-sg«'ﬁ;ptonlque_ de ¥, @‘&; en iui w@u@exum «U,"”@l@pw .
pgmént (& 1 terme),de y-y, , donné par (9), gué.ny‘:ﬂ:fe; ;i,aé._, :f_?;gl@_d@zmam

la somme de deux ﬁével@ppemem;s,
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Lé cas Qﬁe‘noué'éenons d'examiner pérait bien particulier ;
- meis il pernet d'aborder des cas beaucoup plus généraux dans i'étude
des fonctlons réclproques des fonctlons (H). Supposons en effet |
que, si f est 1a fonctlon (#) cons;déree,.on puisse écrlre, pour
un indice r convenable, en preaant le logarithme. d'ordre r de la
relatlon X = f(y) o -1‘x-= 4 yog(y)  avec g(y)eﬁli ¥

ou . : 1% = e.y- s(y) amecv_ (7)< 6,

(s ot & entiers poslefs, ey = 17=Y) ; en posant =1z,
I4= 1 ad P9 ¥ - ty suivant les cas,-on est ramené 5 une relation
éntre x, o 3, du type étudié. On reviendra ensuite & l§ei§ressign '

1
de y en prenant des logarlthmee on eAponanuﬁemies axcceagifs du

developpenent trouve. ‘ce qul ramene a ﬁes nroble¢e dégi tfaités.
Exemples. ?) uazt 2 rouyer un davaloppement de ;a ¢Onation
réciprogue de 2(y) = ¥fiog y ; on tire de x = y/1@5 7 |
= ibg ;- log 7 - ioplcg vy '
ou, en posant x, = log x , yi =108y
. - z’yé- ;og 5
?renOns’l’approximatiOn d'ordre 3;'sdit
z = x +l@g(x +1og(xﬁ+iog(x )))
d’apzés (5), on a . .
yi» z ﬂzlog zﬁfx
: dﬁo& on ﬁevg7cpgaaa Z., on obtlent

ng z@

puis, en revenant 8 y ,
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. s log x log x, 2 1log =
et e o 1 o4 a5 8‘1+@(x._)
T 7 1 ) .
log x4
BT
1

I1 suffit ensuite de remplacer x, par log x dans ce aévéibp-
pement pour avoir un développenment de y , relatif & lgensemble.
desvfonctions4typ35» xa(IOg x)g(loglog z)Y.
2) Gherchons un - developpegent de la fometion réclp?cqaa de
f(,y) = y'; la relation x = ya o¥ s’acr;t
| loglog X = Ll@g(@+® 3100 )

Posons X = 1@gloﬂ X&: on prenant l?apuroxxmaoloz z &Vordre ?

"
; 2
on trouxe Ly - znge e 1(lob &@‘,
et on a'd?autre part |
st j s : =X, }E ~aX
z = x@»log(%+equlog xj)x x4~ ‘log xq+ z’@, ‘(1@g xz} +

d'ol, en .revenant & lsg Variabxe x

v = loglog x - 32 %gg igg = ﬂgg=%§§*%25f§“*(ﬁ'+ ={x))

4

Remargue;' Qn veneralisera @isemeAu l&o ésu)%ats'yréc@dents
lorsgue é(y) n’es Q&S une foﬁstlon {b) mais sabl' Pait é@xv
dlvemses conulox@ns Teiabl?@g £ 868 d@rxweea ague aeﬁg agons_
utiliséas. m@u@@fakdg 11 faat se garder C%zﬁldpllfl. incon-
sxdaremant dea p%obionbs de cet @rdrc:; cfesw ainei quﬁoﬁ
sboutirait & @@g Tésultats erronés Siﬁ en recherchant un

)

dévelappeﬁenw de lw fonction ree;nraqua o Uﬂw fonection f(y}g

on remplagait £ par une f@nculgn.equjvalemta ; elest ce que

£%

montx@ L?examale dés fonctions aquxv lentes £ {yl=lo g y et

N
Q«:‘:

o
f (y)wiog y-1 , dont ?es fonctions rsﬁwp:agu@s ﬁant




% ‘)Q'.é
A
-

| - 131 -
_ respectivement e* ot 63*1, et ne sont donc pas équiva-

lentes.

§ 4. Calcul de développements msymptotigues :
B. Développenent d'une primitive.
Le probiéme gue nous nous posons dans ce paragraphe est le
suivant : soit £ une fonction continue par morecesux ot pogitive dans
un intervalle ]a,-*' OO[ » et admettant une primitive dans cet inter-

valle (ce qui sera le cas si f est continue et bornée par morcesux
dans }a,'l'oo [) : que peut-on dire de 1l'allure d'une primitive

afbf (b >a) au voisinage de + oo , selon les renseigznenents qu'on
posséde sur l'allure de la fonction £ elle-méme 2
Bier entendu, tous les résultats qui vont suivre slappli- -
quent aussi & une fonction pégative dans un voisinage de
+ ©2 en changeant simplement'les signsé ; par contre, nous
n'aborderons pas ici 1l'étude deé priﬁitives des fonctions
oscillantes ; cette guestion ésﬁ en effétndvune.tout autré
nature que celle dont nous alloms mous Oééupéi, tané_au7}
point de vue:déé}résultats'q&e'des moyéns.émﬁloyés'é elie
so Tattsche & dés'problémés ﬁlushgénérauxgaque nous étédie~
Toos iéns~la ?grti@ de oot ouﬁfaée consacrée aux Intégrales
& noysux. A , e ' .
‘Il est immé&diat, tout d'abord, que

[+

j;f est groissantie zu voisingge
, " 0 . - >
de + ©© , et par suite gque U £(t)ét oxiste, et est finie ou

égale & + o . Une premidre question consiste & déterminer dans
; lequel de ces deux cas on se trouve ; 4 cet effet, le théoréme de

la moyenne fournit immédiatezent le critére de comvarai

S0n suivani,

qui est fondamental :




. o= 192 - .

sdnt de . fonctions positives déms un Yoiginege de + O
et §9_lles gue f <g » 9B 8 Jr f(t)dt <j g(t)dt ; par suite :
19 '31 f - g(t)dt est ﬁn;e, f f(’c) ogt finie. '

2F _'_; f r f(t)d.t est 1nfig;e .f 0 (t)dt et infinie.

..On en dédu:.t que ~ si f et g sont deux fonctions p051t1ves au
voisinage de_+ o telles que lim 280D f(x)/g(x) <+ oo ,
(ce que nous- notone eacore £(x) = B(x)g(z) ou £g), ot sl

+ oo -
f‘ g(t)dt -eg8t finie, il en est de me %6 de b @@f(t)dt ; do méme,

si lim,inf. f(x)/g(x) >0 ¢ f(x):g(x)/ﬁ(x), ou £ g), et si
. X2+ oo o

4 00 S + o2
b g(t)dt = ‘ﬁ'm ; on-a b f(t)d.t + o .

- Comme nous allons le voir, ,les fonctio:xe.fa@ conparaison gulon ¢

utilise surtout sont les fonctions (H) ; toutefois, il ne faut pas

_ perdre de vue gu'une fonction meut. fort bien ne pas_ adme}‘;“tre ge

maora‘hion par une fonc‘f;wn (H) de prlznltz.ve fxme ’ e% "a'a’na

prendxe ia valeur S+ 00 dans tou‘s vozsmage de + oo 3 e‘&; admetire

cependa.nc une prim;tlve f;me dans un voismage de + oe ,

Conss,dérons pax' exemple la fonction f‘ definie dans EG +a@{

: par les condltions s f(n) + oo pou.r tout entier
£f((z) = = = p@ur n<x<nﬂ (nwﬁ 1 2 )
' 2% \f1- [ (m—?)} . .

v:&;m_;a._ ;ﬂ f(%)d.x llm j f(y)a =2{2«f}

- comme on le veérifie.aisément. . _
Pour ﬁtiliser:les*ffo'ncticns (H) dans l’a‘gpiica‘cion du cri-‘tém ds
'@amparamon, il faut dﬁabora saveir guslles- fouctiontz (H) ent-

ane intégrale finie ; c?est ce .qu'on détermine. aisénent, g,m,@e & la
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connaissance des primitives des fonctions (H) les plus simples. En 4
premier lieu, x /( y.-H) est une pmmitzve s xi* pour | #

et log X ‘une primitive de ‘t/x 1 done : 'f+ ez (a > 0) est fins,e
m }L( 1. inf:z.nie pouzr -1 . Le critére de comparai-son
pernet done de conclure chagie fois qu' on a T L xe‘L avec [k <-1
ou a2 x“’ avec ye 21 ; da,ns le premwr ca,s, f h ()t
est _jﬁgg_, dans le second elle est J.nf’ ; .

11 y a doute lorsqu‘on commalt sealeae&zt une mugu&@twn de T
d'ordre 3 -1 par rapport & x , ot ‘une ‘ninoration d'ordre < -1,
Lorsqu'on ne coxmai‘t pas de par%i@ primi@ale' ds f s il n’exiet@ ‘pas
de procédé général pouz aeueminer la. na’guve de l?.g,niegz"ale de f
8i eu contraz.re £ est equlvalente a ung fonction (H), soit g 5 2.1
ne peut y avoir doute que lors que g < 1/x et g . zg‘i _pour
tou‘t eyposant f.,&. < -4 ; pﬁe&,t le cas par e}w*pm 5i 4
g(x) 1/x(log x)' o §/>@) | i .

. Hais (log x)“ /( g&"?‘ﬁ} est une pmmg.tm@ de 'E/(z{}om z:) )
si L # +1 ’ et -’éax est une primitive de 1/(3’ log x) : done

+ =
fa dx/(x (log x)gj’) est fz.me pour > +” » Anfinie pour uLH+1 .,

On pcurra donc de nouvesu conclure 1orgqu”9n aura f%’i /(x.(log X)PL )
avec }&7% oun . T }'E/(x(l@g x)gﬁ') evec . U L +1 ¢ dans la _ |
Aoy . ; o

bresier cas ja, f(t)d’c est fmw finie, ﬁans 1e second alle est :mfmle.

Plus_ généralement (4 x) ? / ( gﬁn’é) @sg une pr&ﬂltive d.e
‘i/(x log x. ‘éax‘ : X.M X)ﬁ} 551 g,e, —k’é ) e’%: %n,,x est zm,e :
prm:.t:s.ve de ’%/(x,.mg x., 24;2“,,'% x) 5 9B en 6fsdmi; qu@, sl on a
_f§1/(a.log xls 00 ,Ex,(@ ) avec p>1, j “r(t)at st
fmm s cette intégm.lc est au QQIE&X@lI‘@ ;a,nfmz@ lwsqu*an &

£ %,1/(1 lorf x. ;j, y (5 x)gj“} avec gk .« Ce cri tare est dit
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gritére 1ogaritgg;gue d'ordre n (le critére de comparaxson a xfb
est dit, par exteneion, critége logarithmicus d'ordre )

11 est rare, en pratigue, gu'on sit 4 utiliser un critére
log arithmique dtordre >3 ; maeis on peut aisémont- définir
des fonctions continues par mMorcesux, poar'lesquellesfgggggﬁ
ci‘-i'tére logarithaique A(,d'o.rdrel gl &levwé aoi‘e-ii) ne *pemetz;.
‘de dire si leur intégrale est finie ou non au voisinage
de + oo . 11 sulfit de former une fgnction telle qu’en
ait & la fois £ 4 1/(x.log x....1,%) et
£ }»1/(x,log Koo f x)ys Dour tout enular n et tout
GX@QS%ﬂtA;¥f>?ﬁ.; m@ug,allons_mgm;re:5quﬁwg peut le
faire -dé sorte que~l’intég?alé de?f s0it fimnie éu_iﬁ;iﬁis(A

: Betermlnons duabord par ré curfenc@ ade,éuit@ {an} ﬁéiée
que'a =@;; et 1 %A&m+@ % 13+@&nf 4 p@aﬁ;ngzé};:é -
suite tend evida&msgt vers }+’@@V ; 81 on pose

£, (x)=1 /(x.wg x. 12:;.,. _.ﬁév) pour ' g’?fgi"ﬁg{ &zﬁ-"ﬁA
on aura jf it f (t)dt = %’ d@ne, si £ st une gagﬁapee
,,/ .& - :

s;tzan &ea f j; f(t)dc —-+-@@‘, et f aa+is&&1 ba
aux condébloas gre@ud&mtas. ﬁa fon@t¢0a u5391 fcrméw ﬁ!@mL
pas uontinuea mais Al seralt alse 43 la m@&lflgfilag@f@m@mi'

au VOlalﬁ@g@ daa pobﬁtg By d@ maniére qu'lelle soit continue

Yi}
&

o
@
B
@
‘:g
(434
Ly

etvdacrolsaap&@ dens (1{%®@£}}Aét j@h;w
propriétés que @ind@gsms;,

_ Déterminons melﬁy@& n% au@ suite (b }f@alia jue
ﬁjﬁ b = 1/@ n c?esb aaair@ b 9}£2‘} ; cotte suite
 tend encore V@rs + oo,

51 on p@ea '




_ o |
g,(x)=1/(x.10g 5:.12};. Cidtex (1nx)2)ipour- pSasy
on sura | - ' J
L ‘Jfbh+1
gn(x)dx 1 /2

’ et par suite, si g est une juxtaposition des gn ’

.jﬁ+ g(t)dt est finie, ot gucun critére legarithmique
in‘est applzcable & g On modifierazt alsement g de maniere
& la rendre continue, tout en conservant ses autres
proprietes.

On peut toutefois montrer gue, pour une fonction (E),

il existe toujours un entier nz» 0 tel qus le critére
logarithmique d*or@ e n lui qut a§pi;@aulaa?>,
Il est utile de_foﬁmuler les critéres corresponscant aux critﬁfes
] logarithmiques’précédentsg ot relatifs aux primitives dfuxne ?antian,
'continue et bormée par morceaux et positive dans un lute %valie
'_cuVert borné I , mals non bern Se an vgzsiﬁage de 1l'origipe cu de
- lfextrémité de l . Qn peua se liniter au cas daﬁug meQw?OB positive £,
définie danms un 1ngefvalle }&)z&{_g nmeis non bernée au voisim&ga
devé ; 40 changemenu de veriaeble u = 1/3 , ramdne glors 1'4tude de
‘1a'primlt;ve delf(i) au voisinage de O & celle d@ la prinif lve de

[

; 2 f
f(?/u)/u» au voisinage de + ¢ , d'od les critares suivants :

' &
vﬂo 8L, au vo%sinaa@ &e @ 9,f_§;x?i, avec L >> =1 5 Jf £(t)at est
& ; G ! QA’ X
finis ; cett@ ln%egrale @s@ mh.comtralre Lﬂfﬁﬁi@ g1 %;x‘ _avec

e | ,
o0 8i, au voisinage de Q . o& ) f /@x.¢@c{% z) 9( /x),o.as;
iy ﬂiﬁ/x} (1 (%/x}} ) , avec Fﬂ>fﬁ Ji&“fa)at ¢, t finie ;
TcetLe lﬂtEéX&le est au ccztﬁazre inflnze l@' L

1 };’i/a\x,lgg(%/z)o’éga'_a/x},,_.,,.’9 ('3/;:) (s (1/};;} } aveg M<:1
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ﬂ'On notera que, pour leés crztéres logarithmiques d'ordre = 1
les condztions pour l'exposant }L sont les :nemee au voisinage
'de +oo et au v0151nage de O ; elles sont inversees aun
contraire pour le critere Glordre O .

.ngemgles. 1) Si on comsidére 1! intégrale

. Jf (1 -)%at .
l'appllcatmn du crite:ce diordre € aux vmumages deg points
0 et 1 monire que la conditicn nécessalre et suf;isante POBT
que cetie intégralé. so0it finie est gu'on éit.. P ,> -1 et g >-1.
Cette intégraie est dite intég_,_ale eulemeﬂx}e ge’ Qremxére

o8 éce, et se note B(pH, q+'i)
‘2) Cn appelle de ﬂe"e intégrale eulerienne de secoﬁde 8speCs

£

ot on note F (x), l”:.nuegrale -
: . f+@a x- ‘i -» dt_
Comms e”t est flnze au point t-.-O et que e ; << t guel que
soit >0, au volsinage de + oo, l"a,;,phcatz_on des
crix;éres d'ordre 0 mogtre qu@ la condition ZJ,GCGDSalZ“@ et
sufflsana,e pou.z' que cev{‘.e ;nteg,rale 80it fllll@ es%; X >> 0

aorsqu uns fonetlan f pos&de un develoament as,ymnto alqoe au, vozbz.- =

nage de + oo . re.x.atlf & un eﬂssmble d@ fonctz.onaasypes @7 la_

seule conﬂa:assance de sa a,ré;i@umnc‘.ale pemeb; par ami;cam on des
crltares.lo&arithmgques ; 48 voir si j;_ in £(t)dt est f:,.me ou lnﬁ.ma..
-L'a}ﬁplica“&iou du. lemme 5 6t de la gron 4 du- 91 du ch. v pem *5 dlaller |
plus laln, et d’obtemr un aevelopge*aemt ae;gmgtamoue m ‘&@ p*ﬂmwwe
P(x)= jal £(t)at au vos.sz.nage de + o0 . : o | -
Soit en effet | H . |
(1) L= fq%fg+;e;+fn+3ﬁ
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.1e développement asymptotique de £ ; distinguons deux cas :

19 f ;+ £ altlat = t oo ; alors, on & (lemme 3 du §1 du oh. IV)
.f £,(t)dt >-f 4 (t)d.t 5-....-}../ £ (t)d‘b },/ R (t)dt
donc
: F = ‘/;f,‘"“ .faf2+...+ ,f;fn‘? .[;Bn

est un déveioppemant asymptotique de F'relatif'au coxrps de Hardy

forné en adgoxgnant gl corps des fonctlons (E) celles des uflﬂltlve

de f,,f,,...,5, qui ‘ne sont pas des fonctions (H)
P
=0 Jé+ -fn(t)at finie ; so0it alors'k (1 £k £n) le premier

f indice tel que Jgfca £ {t)dt soit: finle ; ei on pose

| K = f“" (£(6)-2,(t)-....-F,_ (£))at
K st finie, pulsquegla,fonctzqn;intpgree est équivalente & £y s
et on peut écrire

) 7= 't (tate...+ [ 72, e L e

+ oz j’_'*&fm
| ij; .-fn(t}dt = Eﬁ(t)dt
81 5%0 {2) est un développeient asympiotigue de F relatif au

corps de Hardy oblenu .en adJoianant aun corp des fcnctions ’F)
celles des prlmztlves de fﬁ,fg,...,f gui ne sont pds des fonc-
tions (H) , oar on - {lemme 3 du $1 du ch.IV)
f £, (t)at >»jl f (t)dt i > ,f £ 1(@)@-‘5 5K }.,‘Mgkxi;)dt;m.;
_ - ‘%jg@f (t)at %f R (t)at
E=0, on awvra encore un aevelcgpeﬁent &s;%ptotla&@ de F en
supprimant le. serﬁe K du secoad nembre de (2) ‘

de F slécrit a;mpleaent : J
"%"'@@ J‘»@@ g ‘l‘é“@ﬁ.

F=K- J_  £,(t)dt-....-J  f(t)at - R (t)at



(92
L A

= 138 -

En général, iea primitives qui figurent dens le déve;oppement devF
~n'appartlennent pas 8 l'ensemble fz: ; pour avoir un développement
de F relatif & €zj il ‘suffirs d'avoir un Géveloppement, relatif
a Czl , de chacune des primitives qui n!appartiennent pas & §

et de faire ensuite la somue de cos développenents suiveunt la Tdgle
donnée au §j3. On'ést_dOﬁc ramené & un probldme gui ést résolu en
principe par ia prop. 7 du §1 du oh.IV : trouver
asxggtoiigue d'une primiti#e’d'ungffbnction (H). Supposons par

exemple que g soit une fonction (H) telles que Ej; glt)at soit

infinie ; 1la proposition rappelée donne une partie prineipale de

: fa g{t)at , soit -gf ; on g douc -g.g\g' , dlof g»g’ .<gﬁ 4

‘,%,ﬁi;@é;%i%;wi{--, comme * g- g est une fonctlon (H) on pourra

'obteﬂlr une partie principals de jf (gug Yat soit g ; en
suppo ant que cette prxmitLVS croisss 1ndef1niment «vec x , ob
'on aura g2=< & ; et ainsi de suite, 3usqu§a ce qu’on p&f?lenne '
éventuellenent & unme fonction B ‘telle que "= g»(g’+g2%..,+ga)‘
@it uné xntebrale bornés au vois;nage de-+ ©5 ; on cherchera :

. + oo
alors une partle principale ga+1 de“f; h(t)dt , puis une -

'partié principale g‘#g 'fdf (h )dt ; et ainsi de suite :

X +1
_on abautira finalement & un développe nent de la forme

f g(t)dt 8yt8st. . vt tRog g~ gn_fp sesmgy R
P o ~
avec K =j; -vh(L}at~ (K ast'avsupgrimer qu'il -est nul, et il peut
se Paire naturellement que, si loin gu'on pousse le développement,

on ne rencontre jemais de termes tendant vers 0).-
e DD

Op aursit de méze um développement de - g(t}dt , 81 cette

x.
lnuegrale est finle 5 _mais. ici, tous les termes du développenent
tendeag Vexﬂ 0 .



NJd

_ =159 -

Bien enﬁéndu, en procédant comtie nous venons de l'inmdiquer,

on 'n'obtieiidré; pas nécessairement un développenent relatif

aun ensemble ‘E de fonct’idns«-’types donné & 1l'avance, en
géﬁérél . 1 én’semble dés- 'fénc’tioneé‘-types auquel est relatif

le developpement se déterm:.ne en réalité a pvsteriori, COonme

nous l'avons dega sz.gnalé

Exemgles. 1) Soit f(x):’i/log x (x>1); comme log x< =

pour tout _exposant' P20 Uy mdt/log t=+oo . £ ébant
d'ordre 0 par rapport & X , on 2 , d'aprds la prc;o; ? du
21 du ch. IV ;
. . 4 [X d.x/log xfux/lorf b4
puis ’i/log x ~(x/1og ) = 1/(1og x)
fonction qui est de nouveau d'ox’dre 0 pa,r v'awport x ,donc
7 ja dxi’(log x) J x/(lorf x) . v
De proche en proche » OB obment almn le develoopezae ©
j dt/log t = x/log x + x/(log x) e +(n—1)8 *«:/(log z)2 R
On voi*‘c que » Bi loin qu'on pousee 1s éevelonpement tous
les termes tendent vers + oo . : , _ -
2) Soit f(x)=e % ; on a8, f(z} a<;x§'€" quel que soit (. , dome
f+@o gxadx est flnle, f est dlordre - oo par ra@pgrt ax
donc on a : o
j;: @96.,@2 at ee‘?{g/ax
puis. .
@xg +('@‘XQ/5X>Q ; ' X/&Jm
fonction gui esz; d@ nouveau wware = oo paf K(..gyﬁ.ﬁfb & x

dfol
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f+°°e't [2t? et rve™* fax’

et ainsi de suite, ce gui doane le developpement

f“a"" dt =(e x‘2/.2:;) (1-1 fox° %-2; ...+( )" __Lé%n:_))

Remargue fongamgntale. Si om peut, comme nous venons de le voir n

deduz.re, de renseignements sur l'allure d'une fonction ¥ =0 au
voisinage de + o2 , des renseignements sur l'allure ds ses primi-

tives, cela est dfi au fait que, d'aprds le lemme 3 du §1. du ch.IV,

on peut intégrer des relations de comgai'aj.scn telles q_ﬁ_e £<L8,
f<g, £frug , pourvu que g soit strictement pqsi*é;'iv.e et quion
choisisse convenablement les primitives des deux membres. Pour les
fonctz.ons (H) (oa plus genoralewent des fonc‘twns apyartenant & un
corps de ;—Iard.y), BOUS &VOns Vi au ch. .;,‘V mﬂon pouva,lt sussi en

général demva_z*..ces'relatlons de. vompara;son. Il en est tout autre-

~ment. lorsqu'il s'agit de fonctions guelconques (dérivables au voisi-

nage de + o= ) : de lz seculis existence diuns relation de comparaison

entre éceux de ces fonctiong, il est m,gossible de éedui?’e l'existence

d'une relat;,on de comparaison entre 1eurs de éeg ; plus briévement,

on ne peut pes dériver deg relstions de eomaraz‘,so, lorsque les

fonctions qui y figurent n’al.partmnnent Pas. & un méme corps de

Hardy. .

Do exemples fort smples saffieem & 1@ rfaoncrer 5

19 On & s;a.nx <x 5 Eia.iS zzon 2% cog % =<,»§ ;

.20 On a x /2 T X.gin x +.gqs x fuz“?'/a s Mais non

 x{1+cos x) vz .
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Exercicgs. 1) Soit @(x) une fonctlon définie dans un voisi-
nage de +-cﬁ’ croissante, a&uettant une @érxvée continue et
:bornee par morceaux, et telle que @(x);> e ; Soit‘f une
fbnct;on poazt;ve,vcontlnue et Dornes par morceaux dans un
'volslnage de +-c@ g'montrer que :
o a) S'il ex;ute un nombre strictement posi t1f 6 <1 tel que
_  e'(@)le(x) £ e £(x)
dans un voisia&ge de + 0O jg (t)dt

finie -
b) si : _
9'(x) £{o(x)) > £(z)
.J« v 4 5 :
dans un V0181mag& de + jf f(ﬁ dt est infinie (critére

<

arx Brmakofs). (Dan* le cas a), on montrers u¢90g &, pour
= ;> Xy avec % ssz62 gran&' ' | ‘
o(x)% 0 (elx )
o o
(1-83 jﬂ . f(t)éf& < 6 jf 2(t)ds

: )
yémenstrat;on analogue dd}S le cas b)).

) 3oient f,g deux fonctious surlcUement positives, conti~:
nues et bornées par- norceany. dang un voisinage de + oo,
dontrer gue les iuntégrales, éans un intervalle 2}3 + @@E’,
des fonctions £/(1+fg) et din(f, 1/e) son% simultenément
finies ou infinies.

%5. Séries & termes positifs.

=

Sommabilité des séries & termes positifs. Dans toub ce paregraphe, nous
Somma series mes positifs t. ce paregraph

entendons par sgérie & termes positifs une séris vfi'an telle que
u. 70 & partir d'une ¢erteine valeur de m. Bien entendu, tout ce
qui sers dit reletivement & ces séries s'élend imndédistement aux

s8éries dont les termes sont < 0 & partir d'une certaine valeur

de n , en changeant simplement les signes.
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On sait gu'une série & termes positifs est toujours gommsble
au sens large ; dans les questions oh interviemnent de telles

séries, le premier probléme qui se'pbse & leur sujet est de savoir

si elles sont ou non gommsbles (c'est-i-dire si leur somme est
finie ou infinie). - .

La méthOdé ls plus simple et la plus féconde pour sborder ce
problérrie consiste & aésocier & la séiie ‘%SS@ W, une"fonction £,

positive au voisinsgs de + ©© , continue et bornée par Morceaux,

définie dans )O,—t— w[, et telle que, -pbur tout entier n >0 ,

W f&ﬂ
‘ sn;Z;%= o £(t)at
ol (an) est une suite tendant vers + ©° ; la somme de la série
+ o2
sera finie ou infinie en méme temps que l'intégrale fo £(t)ds,
co gui ramdne le probléme & celui traité au ¢4 .

Cette association peut se faire de bien des maniéres ; nous

en utiliserons deux. 0On appellera pour abréger fonction gauche
associée & la série ;5@ L et on désignera par ug(x}, la
fonction définie par

, '»ug(_x) = u, pour n-1<x n  (n=1,2,...)

On appellera de méme fonction droite associée & la séries, la
fonction u,(x) telle que . A o
u,(x)=0 pour 0O<x<1, qd(x);uﬂ_pour‘ n<x<otl (n-1,2..)
11 est immédiat que llon a o .
: . [n j 4 j‘ﬁi’*&'
= e A L YA+
snw‘j; zlg(t}rit Js &d(t)at_ 4 ud(‘tgdtl

2
A

3

et par suite, on est ramené &.1z considération des intégrales
: 2. > et : : (=

A

ol ]+@ s
o ugi.t)dt-zou A _aud(’t;,at .
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81 ES v, e§ E; ¥, sont deux seriea a termes posztifs, il eet
:uunédiat que ‘.'L.a: relation U’n § vx; pour 8 >n, est éguivalente &
u (x) v (x) (et aussi a. ud(x) vd(x)) pour x >n =% (resp.
x > B il en resulte gue les relations e, K s uﬁ% ¥
v VT, (n tendant vers +2edans N') sont respectivemsnt équiva-
lentes & u, Z.% , 1 Uy £ Vo U T (ou aux analomes pour, les
fongtz.ons d.roites), x tenda.z;t vers + 2 dans &E% ;

On en déduit le critézfe de comparaison fopndansuatal

Scient 5 u, et §;vn deux sérios & termes positifs, tellss
s 4 =4 2

u v ; 5l §° v, est finie, il on est de mBume de > u, ;
<6 % . = oo e

51 > . cet infinie, il en est do méme de 2, V. .

= L s bl w4 0

Pov.r agpliquer co cr‘.tera il nous faut donc des sérigs de

uomgaraz,ssm s 195 plus simples sont celles oh u = _\n) ; £ étant
me fonctlon gH} £l n'y & licu, naturellemeni, de comsidérer

qua des fonctions I tendant vers U avec '2/1:1 » Car pour tc:zr‘* avtre

cas, la somme de lg serz.e ¢st infinie. 51 malntenaxzi; f est une
fonction (H) positive tenda‘a‘c vers o 5 ell est décrozusa:ata =

on en conclut les 1ne‘galltes

=g,
flnws ou imim.es lmultaaement

a (y) (zx) < d%‘K} o ’la ze CGﬁd@ pour X 1)
dtol, en vertu é.a. cm,tvre de cemparalsgn bour }9 intégralies, on
o - (4 co : %
déduit a ls somme Z £(zn) et l“lnaégrale ja" £(t)at sont

Diod les gritéres logaz‘is;zm gques Q@ar les séries & ‘t&fﬁlaﬁ__}p@ﬁl-

't;fs

i

19 Si une sarle 8 tazmea posi m.fes S u, gst telle guwe uw, 1 ,

=t

avse .g;;,<,=§ , 88 8 £
. K¢

Apfinie sl u % n' avee W -1 (eritére gfordre 0).

ommie est finie ; pa somme est zu contrairs
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o2
2° Si une serle 3 termes positifs §§ w, est telle gue
By
1/(n log n. 123..,sp 13 & n) ) avsc }4;>ﬁ » £2 sonme est

finig ; B8 somme est au ccnurdlre lnfinle si on |

u, b5 1/(n log n.12n..,,n’tP 1n (4 n) ) avec }i<;e (crltcre dfordre p
Bien entendu, cn psut former des séries & termes positifs
et’décroissants'véur 1e~quellés aucun 5fi%ér@,;@gari’hmique

ne permet de déterminer si leur somms est finie ou non ;

‘Mﬁ

il suffit de conesidérer la séris f(n)

: nai

fonetion telle que les critéres logeritimiques pour les

intégrales ne lui soient pas applicables {veir
en pratigue, om & rarement 2 appliguer des cri
logsrithmiques d'ordre slové. '

Gs me g‘n;( %/ng‘i quel gue Po;& gA?@ .gi Q< a < , 1'applica-

t;@n éu cr;tere deorare 0 n@us recgnae ‘le £a£5 connu gu@ ia sonne

ds la sez;e gecmstrigue ?ﬁ q~ est flnle poar 0<Lg <1 Eh

w4

prenant cetie série comme terme ds eomp&raison, on thieat un

eritdre qui peut se met tre sous la 4crme suLVant@ (crltﬂre Q@ ua&chl

(

La somme d'une série & termcs QOS&tlfS ué flﬁ;e gi
2 2 re "é'ﬂé z 2
/ﬁ’ 1 2 : /ﬂ'
1lim,sup (& ) << 4 el_ewesgw&;flni Vgi llmggug, @‘} ;at :
n-—>ee . ' 1/ - e B B> o2 i :
Bn effet, si llmsgup (m b =q <;1 . on a’ w, gggf : quei gue

s0it le nombre q’ tel que ] <:qﬁ <§% ; sl au Cbﬁ&f&lfup

n_ :
71%;_1;%%? (&ﬁ} / q >”‘ s ;;zz a, - pmz:g tous gﬂ tel gue 4 <q9 <q_ .

Ce CEi;ér, St surtcat au¢la dens la théorie des géries
artaer@s dont aﬁag 3arler@ns p?U terd ; mais il ne donne

aucun rengeiznenent pour 1eu séries’ 5 u, telles gue
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log a £ 2 ; dqu'on rencontre tout augéi~ £réguemment .,

: préeéde, nous evons ramend l'étude des séries 5 téﬁmés posi-
tifs & celle des intégrales de fonctlgns positi?es ; mazs
“dans certams ce=, s 11 peut au contraz,re 8tre utile ds ramener
l’étuds d’une intégrale & celle d*une série, Par exemyle soit
.@(x) une:fanctlon positive et gerioézgge de péricde 4
(continiue et bornée par morceauxjdaié-toét 1nter?alle}dg
longueur s , 6t d'intégrale finie dane un . tel intervalle).
Soit d'sutre part f(x)-uae'fonction*positi#e, continue et
bownee par morcesux éans un vozs;naga de + o0 Praygsans=noag
de chercher si l”lntegrala aj;+_ f(b}@(t)ﬁﬂ est finie ou
1nf1nle. on a - : '

o -
j;- f(t}@(t)dt llm jg f(t Je{t)at =
b*na :
. > . E(t)e(t)as
£219b4(n-1)a ( )@{ )_b v
donc on esttramené 4 1'étude de la série de ierme générsl

: bvng = -
B RN OO

Or, si‘mn et ﬁ ‘sont la borne inferieuze 2% la barne sup S

ricure de f dans- lsintervalle b+(n=1)a,b+aa , On sura, en

pcs&ntt,ﬁ = b§+a @(t)dt ‘
. En Su € LE :

“elaticn qui perm@t trons dans la glupars ues cas, de Yoir

si ‘22 u est finle ou nom, Par @xemple, i f @st éeeroige

’@1' & une  somms
wzd B oo

7~
finie ou zafan;e en meme Eeaga que 1s série 5 Mﬁ-;

B&n@e, on a = &hff Qonc la série

W=t
d'autre part, on a
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adl , = a.m < . f(t)dt La.l

b

ce gui ﬁxéntre encore que les intégrales j‘; £(t)9(%)dt

et j;) £(t)dt sont finies ou infirnies en méme temps.

Eveluation des sommes partielles d'une série & termss positifs. La connais-

sance d*une partie

_principale du terme général u, d'une série 2

a

emes posgtlfs permet au.ssz.tot par applicatlon des criteres
l@ga’fithmiques, ae voir si cetie série ea t sommable ou non ;

&

mais on peut en outre, ccmme nous allons la voir, en déduire une

r3 o o 1 -2 o 2 = Qf:g

partie principale de la somne partislle B .= 2.
= i1

la sonme de la Bbz’le est z.nfgm,e et du res T,
lorsque la série est som‘aaaée

Tout d'abord, si uv_~v £(n) , oh £ est uvme fonction (H) ,

it ’n oo
on & s, M'Z-f(i-) (rasg. 'z}gj fvz f(p)) d'aprés le lemme 3
- sl . : . e
du %’é du ch. IV appligué avx fongtions. geuches {ou droites)
2t ) : = e =2

o - ;
assogciédes aux séries Q u - ot % f{n}, On es
& examiner lo cas o0& u = ”’(n) £ étant uge: fonction {(#).

?ropom tion 1. uo;t £ urie gncmoﬁ (ﬁ} telle que la somme

>’E. £(n) moit infinis {rea;g. finie) :
?«w@

Si £ est d‘ord.z'e infin i pazr v gpcrt & ex , OB &
=2
- Z gi)wv I(n ,,(resp,- T, = c£(p) A~ fln)).
o =1 R=
2° 8i £ est d'ordre fini o par Tapport &4 & , on a

o = /’*?5“'9
5 jf £(t)at © (resp. r o~ 8. | £(t)at)
- -1-—9"‘,"" r = = d-e
293 g f(n) + oo e% s f asi‘; dlordre infini par rappor
x X &= : . .

g . f es‘f; nfojsx,azme an voismawe de + o= fone



s
= J;" tattren <7 2t o)V )
d'aprés la prop.7 du §‘l du ch.IV. #ais comme fn{ £'  on a -
B -1 4 f’(n) - é'oﬁ »is f(n)+a - ~s #{n).
Demonstrat:x.on analogue ei i £(n) est finie, en uwtilisant
ie fonct.ion geuche asscciée aﬂfj’seme.
29 o1t (x) =@ g(x), ot g est d'ordre O par rapport a e ot
supposons at a‘bord gue Z f{n) = + oo . Comparons f(r) . &

i f(&;}d.t ; ona " :

n-1 - o -~
: £(t)at = | (e g(:&)«@ g(t))di:
f(n)" ne=i = ﬁe1 Ena

= s
= gla) ) _,(e n_na"‘“‘m - j; o Fam)ate)ar
Or gln)-g(t)=(n-t)g'(z) , ‘aveé t <z <n, Q@_ﬁgxs, ez g'% . Diaprés
1'hypothése sur g., on g g'< g' . dana; si g nlest pes 'éq;zivalenta
é'zme constante #0 , on 2 aussi g" «{ g » ce qul, d'aprds le lemme
cu §,; , moﬁtre qge (n«’c}fr”(z} 'f*?(n}% > -.}_?ézi{ ‘ '
Jn-1® \g(n)cg(t))dt c{ sw‘g(n) "(ﬁ)

et on aurait la mene z'elaw.@n 52. 4 etaz.’c equwaiente & une

conswm;e, comme on le Yoit OlI"GCbeLGE‘Z On peuvt do;.;.e éerire

& ': q’ecg A s
2(n)- J _ 2(t)at = f(sa}(*a= Heln)) L—=— -1 =
: , a=0)
dfof ' : A ’n :
- : 4 Plt)at
£(n) ~v ’ioe;a’ jna’i (%)

: - 05
8 Ay & | #(%)at
2 i > #1

et, d'aprés le lam:nei'j du §‘? du ch.IV -

Mg

Ralsomnement tout & fait snalogue ei 2, £(n) est finie.



. 148 -

Par application répétée des raisomuements précédents on peut
non éeuléﬁentiaﬁoir une partie principale, mais un développement
agsymptotique de 8, (reSP;'rn); 8i £ est d'ordre infini par
rabﬁﬁr%;é“exb; Oh'nourfé en effet écrira, dans le cas o&
ﬁigf(n) + oo ; et pour toute valaur fixe de p

- = f(n)+ f(no§)+f(nw2}+...+f(n=p)% Rp
avec f£(n) }- £(n-1) & £(n-2) $ oo SP(n-p) & Ep
Un pourra en outre développer f(n-1), £(n-2}, etc...,
relativement & un ensenble de.fonctiéns types % , =i
elles ne fént pas partie de coat ensemble. '
Exeaple. Soit u = nél= enlqg.n ; G'ordre infini par
‘rapport & ea._On a,,d’apres ce qul préceds

=0 +(n-1) +.,.+(n=p) YR

8 D

0
“Qr, on a, d’aprés les proeédés du gg}

r - :
(n-k)log(nax)*a,écg n-k.log n-k + = h ESE . I (1+ed
; iy I""g : ﬁr ~

ce gui permet d'avoir par exemple, comme dévelgppement

a 4 ter@es de 8

&————— Si maintenant £ esit d'ordre 6. par rapport @'GX g 912

. T ~J[
e £{n) w’qse nmﬁf(t)dt

=G,

Comme on peut dévalgﬁper.un@ primitive de £ , on saura
n
sussi développer !r' f(t)gt , @t par suite a%01x une partie
i Gae)

%
o0 {jl f(t} j ude

o o o o 3 3 g i = % =
partie principale de zi; g(1) (en.supﬁeganf '<iﬁ_g€ﬁ}‘ élinl@},

principale g(n) de 1@f@éf&63@ﬂ@@ f(n)-

obtenue par application de la prop. 1 , donnera ﬂﬁnc un second

terme d'un développerent asymptotigue de 8, - Un éétermln@ ainsi
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de proche en proche les termas ‘hA;hz,...,hp du développement
asymptothue de 8p s qui tendent vers + 02 , la différence
a(h +h2+,.,+hk) apparalssant toujours comme la somme parbtielle
d'une série de somme_xnflnie.‘ 11 se peut quion aboutisse ainsi &
un terme hp tel que 8 »(h~+a2+,.e+hp) soit la somme partislle '
dfune série sommable, 8i K est la somme de cebte série, on en
deveioppera levggggg suivant les méues principes, et on aara-
finalement un développement de la forme
= h Bh ko hF+ X-h — = k -+ P‘

on 2 e q i
les termes h 23.,o,hqA Tendant vers O (bien entendu, ces termes
peuveat ne jamais se Dreueater et il s6 peut aabal que g = 0).
Procedes tout a f&at anal@ Jues. ;crsqu’lé s ablf ds asv lop pper
le reste d'une série scmmable,_ = “ |
_Ezeggle, So;t un ot ,."vee %,§Q>eé . mu‘§$5éﬁﬁ

d'abord %£>? ﬁ - e@mme un est dﬁox&rﬁ O par rapport & e ,

sn_z Z "uf uf'uzfi“/{fﬁ-é"i}
puis ,
. . -
nﬁA ‘._.,j;e‘%tgdt gA (nl' =(n= éi ‘)jfﬂdrg)fg%ﬂ i,/é
51 on S“pposa §&;7© ; ou aura done :
o 7l B
Yo » S;n = 22 : i(&,ﬁ, 1} ’i‘._.m, -%»RZ
8l @u contraire =1 <p<L0e, ona .
o

+ B, , ol K est une
= COrs E;v:on S .

.
on & bu outre z :
+4 -
e )A%Hk»@»@dx

Done, si (1 , on asura
#+1

. ﬁ%ﬁ}%"?%n

/@wwhﬁn“hﬁz @wx}f
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et on examinerait de méme les cas ofi -1<C <t ,et i
'non entier .
lLe cas ot y, est entier se ramdne & celui of p=-t.

On a alors
Y

snz%t‘s/pfuj; dt/t log n
1/n - jf dt/t i/n + log(1-1fn)fu -1/2 ng

I1 en resulte gue l'expression snslog n est équivalente

puisg

& une constante y ; ceitte constante joue un réle. important

en Analyse , el se nomme congtante d'Buler. Sa valeur

apprOﬂhee a 1]10 pres par défaut est
0,577215664

Remargue. Dans le cas général ol f est d'ordre fini par
rappoft & eX ;. on pourrait,'en suivant lavvoié indiqaée
ci-dessus, arriver & un développerent asymptotigue de 8,
ot les termes successifs s'exprimeraient en fonction des
dérivées de £ . Daus le cas ol T est d'ordre O par rapport
a e ; 18 formule & laquelle on parviendrail ainsi sera
donnée dans une partie ultérieure de cet ouvrage,fcommev

appllcat;on des formules dites sommatoires.

Prodults infinis. iious con31dererons surtout les procuitls lﬂflﬂls dont les

termes (& partir d'an certain rang) sont gupéricurs 4 1 , clest-a-

dire de la forae E;E (1+u ) avec u_ %z O ; on y raméne les
=i i 2
produitis dont tous les facteurs (& partlr dtun certain rang) sont

inféricurs & 1 en copsidérant les inverses de ces produits ; nous

signalerons comment se bransforment pour ces produits les proposi-~
tions les plus izportantes relatives aux produits a4 termes

supéricurs & 1 .
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On sait gufon a;'par définition’

- '1 } (14u,) = Z, s Log(t+uy,)
'd'oﬁ'resulte auosltot cue [E (1+u ) ne peut 8tre fini que si u,

tend vers O avec i/h p eonﬂe en outre, - loracu'on est dang ce cas,

en a log(’Hu }"u u, s OB & 15 propos:.tlon suivante :.

Progos;t;on 2. Pour gue le prodult EE (1+un), oﬁ u, > 0 g
Hzd
partirx a'im certain rang, soit fini, il Faut ot 11 suffii gue la
somie zzgu. 40it finie.
%4 :
Lia proposition correspondente pour les produits
o0 : : e :
E E ?uun}, ol 0y <1 a partif dfun certain rang,
i : : n = :
"est la ¢ ui;aata :peur gue E g iﬁmu ) ne soit pas nul,
%51
il faut et =1 suffit gue u, soit finis.
%* QE;:
Ligvalustion aufﬂytgclque des produits partiels P, i {4 %u )
!72';
3 e 5 S = B Q > N = 3 o2
d'un nroault lafinl i (=+u.) (u O) se raméne & celle des
=4 o :
sommes particiles de la série 105(a+v ), suivie d'une exponen-

"=t .
tiation (voir % 3). -

Bxemple :'formule'de'Stirliag.‘ Cherchons une évaluation

asyﬁptotxque de nt, produit partiel du produit infini

de te@ma general n ; on est ramené & 1'évaluation de

2& lag D .

Bfaprés la prop. %y -comme lcgjx est d'ordre § par

ragport a o

25 log p'ﬂﬁ}f ng ] &t fbfnleg n-n

- =

s oma

’vpu;m . : - - : -

log n- élog,t at = lag n»(n log n-(n*?)leg(neﬁ) )

S = . .
- gj?_n +(4 «e(n}}/@ 2
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comme on le vmrifi.e aisément d'oﬁ
1 _
en.lo n+nﬁv-lo n
- ﬂn &g 5 & :
puis 2 n - .
log n = /1;1 ilog t 4% - l(log n—log(n- )e.s:; @-jgg
d? of résulte gue l‘ expression

""'1
logp«»nlo&n%"n»zloe

est ég :;valenoe & une constante K . Hous démontrerons plus

4
tard que cette constante est égals & 3 log(2 w) ; i1 en

résulte la formuls de Stirlineg. d'une grande utilité en
: LI s g :

Anglyse - .
| gl a2 0

Comne log(nfa) log'n ‘i"‘&fl’l - g /ean {i%e(n))

on volt sussi, compte tenw d_e l*evaj.uat.e.oa as;;:g’s@tique

a_e' Z, 1‘/13.', que - , / amé
Z log(g-ra)*n iog nen + (a,"s"’"'>‘2-0é n 5 L{a){ s"i"‘ {n))

\x

oz?:. K(a,) est une conssante de‘oenaa,nt de a , € {n) une
fonctz.en d.e n ag & qu::. : poz,.r chague vqleur i e de a ,
texzd vers i} avec 'é/za 2 on a dczzc -
“T(&,rp) = eykﬂ-) n—t‘avg -n _
pour toute va:leur fixe ‘de & , ncus aetezzunerona plus tard

1*exprasslon de K(a).

Application : critére de seconde espiee pour les séries & termes positifs.

On rencontre socuveni, en pratigue, des sériecs & termes positife
g w  pour lésaue}.las- 1e rapport oy /u g une e?presgion‘simpla
el =t
en fonction ée n , ou un deve;@ypement agﬁmga‘;loua *"‘aule a

former. S.’L on pose v. /u = Vnei s et Vo u.,i p OB 8 U E V
. . . : ' i""ﬁ
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et pour avoir un développement de U, G%n est ramené 3 développer
un produit partiel du produit infini [ v .
- Toutefois, lorsqu'il s'agit seuleae?z;tade savoir si ls série
S un & une somme - finle ou infinie, il est commode d'avoir des
critéres permettant de répondre & cette guestion d'asprés le seul

-aspect du rapport a ,5/%,1 . Un tel eritdre est le suivant {(critér

de Rasbe) :

<L
La somme d'une série & termes positifs g gsv Finie si ses
%a !
termes vérifient 1a relaticn L /u £1 c,jn avec a >1 &

partir d'un ceriain raus ; slle est infinie si ses iterues vérifiend

la relation uﬁﬁ/unzy ‘%mi/n & partlr d'un certsin rang,

~ En effet, si ona u /ah < a,/n & partir d'un certain rang,
on en tire un§ Th?'(%ea,jk} Or 10 gli-a/n) = -a/n-a /an
(i+e(n)), dtol lcg 2, z‘eos, logur XZ( He,(n)), et p '"v’@g/a@ .
comme a >1 , le eritére logarithmigue a’@rdre O permet de
ch’zclure, -

- De méme, si Qﬂ/u Z %mi‘/n & partir d'un certain rang, on en
déduit u, ZT (1-1/k)~v e g‘{/nl, a’abmg le m8me calcul, d'oh
la pmpositien,
On démontrerait de la m8ne manidre ; €0 atliisans les erit seres

1ogﬂf;thmigues d'ordire >0, que la somme Z u, o8t f;uzz;a- 8L oo a
n=i :

/ q = & 0 & ¢ ‘% = ‘ gz:
u essa B R - = < %
' n nlogn 1 log n.4,n. gp 48 Eglegnmfgn,.zpn
& partir d'un certain rang, infinis si on a : aneg & >1
1 1 '

, 1 . . -
uﬁ“&“’i/an 2! . bDiogmn "' °n lop noggn”e%n

& partir d'un certain rang.



Comme eas particulier du critére de BRaabe, on voit que =i on 2
llm 1. SUp. (u M/{zn) <1, zi w, est finie ; elle est au contraire
iafinle si llm lnf.(u 1/& ) )>1 (critere de DfAlenbert).

Ces divers crlteres,scnt dits critéres d64§Q90§§e ésgéce {les

critéres logarithmiques, et plus généralement le ¢ritére de compa-

raison, étant dits de premidre espdce).

Bxemples. Considérons la série hypers

v = & (a"i"? .o ok GIR=1 (§+1)eao(§4‘?—1=’1)
n 1.2..-n, yiy¥i .,.{y+n 1) _

ok &,8,y sont des nombres réels guelcongues, diflérents

eometrloue, de terme

général

des entisrs négatifs ; il est clair gue o garde un signe

constant & bartir d*une certains valear G n. On a

Wl = s Yf;;‘ (1+2=ié.+m£ ) (1 )

i

| atB-y-1 aB- (a8 ) (y 1 (3 2y -
= 4 +_' = + B ( g)ig ) (Y Y. } ('ﬁ‘t’ﬁ(n))
Le critére de Rasbe montre donc que laz série s une somme

finie st ot L v , infinio si &t >y ; dans le cas of

i = Y la série a oncore une somme infin;e, coms le mon%zu

le ecritére ngarithmique d'ordre 1.

Il est important d'observer que les critdres de seconde
espéea ne peuvent s’appliquer'unQ des_séries,dont'le_5_
terme général se comporte de fagon trds réguliére.aﬁ
voiginage de + 0o ; autrement dit; leur champ &Vapplicaa
tion est bien plus‘xestreint_éue colul 4on éfitéraa de

Premiére espéce, el ce serait ume maladresse de wvouloir
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les ut:.liser en dehors des cas spéciaux e.uxquels ils aont
particuliérement adaptés. Pa.r exemple, pour la série S v,

H=o
te};e gue Uy = 1/2 - et ug 4 1/39 {p=0, ‘t,.,.), on a
u2p+’i/u2;) =(2/3)" , ap{‘E/ 2prt = 3(3/2)
le premier de ces rapport tend done vers O , le second vers

+ oo sutrement 4it llm lzzf(u -H uﬂ)-—@, lim.suy(u s,i/m )- _

+ oo ; sucun er:.tere de f‘econé‘.e espéce zﬁ est a;ai;eaole, et

75 e é S :
cependanz s COmLE uﬂa% ool » 12 série a évidemment une
sonms finie.

- 8o
7~

Bxercices. 1) Si uns série ij; u_ 4 ternes posi‘z;if@ a

. = AL s o B
Une sonms zazzle, il en est do mere de la 5381'.‘;8 S i}g% v
Zontrer que iz x'ecz.m’og_ue egat inexscte oh g,eneral elle
eab vrale sl la sm.te (u ) est a@crclsaaata.

2) 8 la séric & termes positifs § 4, a une soamme finie

= H= a
il en sst de m8us de 3.3. serxe g ﬁ ,/zz pour & >u;i .
Si 2, u =+o0 (u >0) : 5“11 = + o
3) 81 2w =+o0 (a 30), ;%“/(

4) Soit {p.) une suite croissante de noabres ygsimi_’sa_
.,/ BB : el

tendant vers + ©°

_ =
e) Hontrer que la série o> (p - )/jg; & une somne
N=i n p-9 b4 ,
infinie {théordme d'Abel-Dini),
e

,b} Montrer gue la série - g, A,(pn@p . :?‘f/p :{39 & une somins
finie, quel que soit p >0 (théordms de Pringshein)
(comparer & la série de terne générel {1/@9 L=/ pi} ).

; : ;

er
c) 8i pn!pn» tend vers 1 , mombrer que

/jﬁ,

=i og D
%L{ “Qk “k-1 }/ By ™ p:u

:~—':
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5) A ton'te série S u, d.a somne i‘inie on peut fan.re
ﬁorrespondre uné série S ‘vn” de somme infinle, dont
=1

le tornme general tend vers O , de sorte que

‘lim.inf (v /u =0
n—> or

6) Soit (an) une suite guelconque ds nombres > 0. 81 une

gérie S u, est telle guion git, & partir d'un certain
=1
rang
& 4 -9 33.‘;"}‘ > g U

_ nn nri 43

of p cst un nombre fixe 3> 0 , sa somms est finie (eritére
de Kummer), |

7) Soib -~(,un)- une suite décroissante de nombres positifs ;
g’il_-. exis"sf_.a an éntiérk tel gue k.ukn Z 4, - guel gue soit n
& partir d'un certain rang, la série . ‘§ U & unse somme

infinie,

e R N




