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Avis au lecteur

cieur Lrouveru duns ce Tuscicule o la suile de l'inlroductiin
s dcfinitions et les principaux résultats gui sont démontrés dans
hartis Gu traité (Livre lxl) consacPés & la 'Wopolo.iise générale.
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En particonllier un parasraphe du fascicule correspond presgue toujours
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racrarhe du iraité dont le nundro est indigqué & cbté du titre
du paragraphe. un s mussi reproduit lg numérotation du traitd pour

les théoremen. Les termes sont souli:onés ag moment oh om les défin

sang cufil scitv alors nédcessaircuent faiti usars d@ locutions telles

gue T"on appelle” , "on dit que" , etc..
Le leclure de ce fascicule nécsssite seulement en principe, iz
connaisssnce de la terrinclogie établie dans le fascicule de résultatls

de théorie iss cnsceitbles et & partir du Ch.I1I celle donnés dans

iiirses, espaces topolosiques, espaces uniforunes, oo a procédé du
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particulier av général (contrairenent & la marche suivie dans ls %

2 &

2t dans son résumné). Il en résulte gque cawsalneﬂ géfinition
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données dans cetts introduction ; ne sont pss identiguses 4
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introcuction

" De 1'espace nulurlque Leb ratiano de liwitu 6, de continuité, de conti-

80X esp@ces fonczzonnela. cuités uniformes relatives aux suites de nombres

reala el aux fonctiona & valeurs roel es d'une wariabls rielle se
généralisent “ac;lement comre on seit aux sultes de points d'un esp o

nuaérique o un nonbre guseleongue de dimensiana-et,aux fonctions:&qﬂ% 1z

valeur et ltargument sont dans de tels espaces. On & basé d'abord cst te

gﬂner&ml ation sur le potion de aistance euelldzeaﬁm dens un tel eaga&@
i 1 ' } :
.d(_453 = 2; {Xi“yg)gjfw y 08 les.zi et ¥s scnt les coordonnses des

PR

points X et y. Rien Qfest cdlaiticurs chanzé a ;@3 notions de limites

iigtance® ji

et df atres 30&3&&

L DA : 51 s AR : S e
stexpriner par ll'intermédiaire diuvns .

fonetion numérigue de 2 variahleé’;arccurant ltengembls des e’emphtu'

étuciée. Par exgmnie considerons 1llensemble ﬁf des iﬁﬂcflﬂﬂ conti -

nues & valeurs numériqugq céfinies sur l'intervalle G € x < 3 .

b

Appelons distauce de deux fonctions f : x *ﬁ”f(ﬁ) 6l g 13 splz)
13 fonction d(f,g) érsle & la borne supérieurs de gkai g{;}g

pour O¢x¢s . Ui nous définissons ls convergence d'une suite £

o z 3 7 2 RESR vy Sl SRR S iy 5 = L e Yy
dtélézent de |, vers un éléuent g de &>.par 1z condition 1im dklﬂ,g;i,
: . 4 : L
nous voyons gu'tells éguivaut 4 la canv rgence uniforme des fonctions
2 A % 7
iy . ; pr S . y B (1 Vs, 3R n;«‘ e
£, vers la fonction g sur 1'interve Ll@ conutxrt 51 la distance de
deux fonctions I eb g est suffisammsnt jetite la valeur sbsolue du
f4 : :
! ; ;
nem A et e SV G e AT aln s e
nonm 1hre [5 VIl j=-gix))dx es%t aussil petite gu! »JD Lg VelUL et L. 8ol
¥ : £

ofa - ;e 3 a : ¢ % : i / < a o & ’}
naturel de dire que la fonetion I(°?) : f— ka}dx définie sur £
‘s
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AT Q@Q@g : Il y uls plus qu’une analo“ia colﬁode cu'cn peut donner aUX

Setiigucs. ter'inolo ’ies de deux theories dzfierentag“ ﬁ;fznissons un
s8pace wetrigue COL.ue un ensenble E muni d'une fonction d(x,y) de _
2 vwrlables parcourant E et 4 valeurs raaile& % Us sujettxe aux c@ua1° 
tions suivantes 1) d(x,y)-o éuuivaut g x«y 2) d{x,y) d(y,K)
3) d(xy) < a(x, z) + d(y,2) (inégalité du triangi@) Un peut sur de tels
espaces delnir des suites converbentes, ues fouctions contznues et Lni°~
foruément contirucs d'une fagon gui génorallse 1amed1atercnt ces défin

?*Gns relablves Lux es;aees numeriques.

Les Lnoorémeq gu'on établiera ceront dPullcabLes

jdes toéorenes, aussi bien ¢ ux espaces na&ériques qu'aux espaces "fonctien~
 nelg® tels que Zf e : . - A . :
ix.1. Théordme du prolongement .Les~azé9§aaes~aalea~é%ab%éqmr{waﬁnaf

dgﬁ“, ctions uniformém. coutvnues.layﬁiie&b%eeuaussi«b&eamguxmespaees~aa@e£a-

guEs Conslceronu par exempla le théoréme qui s'enonce Toute applica~
%ie* fOT““JBQt conalnue d‘une partie a d'un espace Jetrlaue E dans un
espace 1 trlqua F ‘coaplet" (c'esi=t-uire ot touie uulte s~tisfa1qunt @u
“ﬁritérg de Cduchy est convergente) eut etre prolongee par continuité
4 toute l?adnarence de A (c'es+~a=d1r0 & l'ensemble des points qui sont
1;m1€es de p01nts de A). 0n peut l'ut liser pour definir sur toute 1
droits nunerzgua on une partie comvensble des esyaces) des fonctions
sonnues pour les valeurs ratlonnelles deS’variables cotise les foncticas
rati onnelles ou la fouction a* et les identiﬁés télies que Xty = yix
ax.a“fﬁ = 5% g’ pour les fonctions jrolongées donuent 1mmedl¢tauwnd des

ntités zﬁkiﬂ* 88 pour les valeurs rationnelles des variables ar- le

. prolon-enent des identitée (4) .

*'v'ﬁ@ail77’”; définir la fonction mxps
L sur ?GH»G ia droite nmlerlcUe & partiz
un paramd Straf o .
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ials ce mére tadorl..: de>jrolon;e.ent peat‘étre aie 4 1. base dfune
_théorie de l'iﬁtéLralé ¢éfiniec ot des ;riqitives‘aa), On aéfinit dlebord
1'intégrule sur degs fouclions simples pour lesquelles les propriétés
fondanontales de l’inﬁéyrale stubtienrcnt pressuc trivialeamnt (par exenpl
les fonctions "en escaliasr’ qui sori couslrulisg pal norceasn el pour
lesguelles on définirs 1'intdorale par ung méne forme). L'onsenble des
fonctions gimples est plongé dans un enseable plus vaste &e fonctions

pﬁr exer;le les fonctions bérnées, avee la ﬂz&tamee "de la conversgence
uniforme” et lfintég ale est prolongé pur continuité & 1'adhérence des

P i -

fonctions simples -{c.&«dlr aux fenctioﬁﬁ 1imites nif&rmgs de fonctionus

13
=

inples) et les propriélds fondamentales de 1'intéprale ainsi définie

suivent alsement "par prolocngement”.

2 - Theorcme Comsidérons encore le théordie du maxizus et du minizum,
4 maxizum et du  Soit A une partie compscle d'un espace métriqus, on appeile

. azinsi unoc partic A qui a le "propriéte” de Bolzano-ueierstrass

deo teatelsuite.d?fléﬁemts oris dans ‘A on-peut extraire une suite conver-
- gente #er& un de 4 . Dans-l’essace numérique ce sontvles-ensamblas
bornis Iez 108, caxs un es che nétrique méme “couplet® la Ccnditisﬂ
"borné fermé® est seulerent necessaire ). Une gppliCation continue ou

e = »

néne Seule“nut uemlwcantlnue inférieuzement de A dans la droite numéricue

4 un maximug (resp. u maxzmum}. Il sert sussi bien a 1lfétude des maxina

s z

et minima des fouclions numneriques dfupe variéte numérique gu'sa celle

des minina des intégrales du calcul des variations qui sont en gZéné ral
semi-continves inférieurement.
~ Théorene Citong un dernier exemple, le théordéme du point fixe :

9

s0it % —» flx) une application d'une partié A dun espace

méirique complet & daps lui-méme gui "diminue les distances”




ot o . - i . 4 .

{ d(f(x), f(y)) g k i(x,y) , & otunt ut n0ﬂbrﬂ fixe & 1). 'ulors si on

o prend ur péibi a de’ﬁ dont la suite ie Loas les ‘LCrep 3 =f(a) ,
aq»'*ia )s etc., existe. (c sera le cas si A=E par 8X., ) Alors én'
‘c&ﬁva-we verg la uG&QLLOﬁ né essair 1mnt un;f¢e dﬁ I'GQUJthﬁ z~f(x)
{”point fixe" de la {rens formation). Ce téé@réme'werﬂet de dérontrer
19&x1wuencv de ﬁolutan 1S a’équatxomg nuaérigues (E = R) uuic aus ex &

uuﬁllr tdes tuiar‘ﬁsé géﬁéréﬁz ﬂ“exiitéﬁFﬁ‘pGur des é<u ticnaiﬁitferﬂu~

.
éaﬁs.iés coﬁrs?de'mathématiﬁues Spécgéiasg

;;éaif&gance'ﬁes ‘Qn\voii acﬁe pour un ex;os 6 4! QﬁSV"bl snﬁriﬁCiéanx

retricues resultata des ?diﬂg;ableES, i 1zté;at de l'%ubﬁ” d'!’ egﬂav'

’

héorie abrexe _ulﬂ@ilf;ﬁ ot @xﬁﬂm coordonné

f

ces® pondraux doat 1 &

'l9exposévdes théarie pwrtlcujieres maxs lew eapaQQS»metrlquas maly ‘é‘

lour im jortadce, en Pparticulier coilﬂ dos e:paces vectorxels nornés

v

k-ﬁeaces netxlgues Q tFinls sur éev 0&%&1h&¢% 0& @yzate une eaa;txoa"
- gl une ”&iulPllC’thB SCdldlr” '?quz ﬂon7 aas uperatlona contlnueﬁ”

ot ot i1 ¥ & ume taacr > des sériee ¢ cfté de la ‘théorie a@w suites},
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ivis il y a plus : certaines formes de la notion de convergence appa-
raissant naturaxiement en analyse, comme la convergence simple dea

suites de fonctions, ue peuvent 8ire définies & l'alde de 14 notion de
gistance (1). : - . . , .

rgiivu de vaxsznape kcvencas sux espaces métriques. nppelon“ voisinage dfun

gt de f;&ﬁre@ .gaint x.a'un espace nétrique toute partie v ae ilespace
gqui contient en méme tenps ~ae X toue les poxnts sufflsazmen Yo iQi?,
Cde x (or psut ase ier & chqque voisinage V de x un noﬂbre E 20
'téi‘gue el é(y,X)<i € y est aans V). Alors l?ansemble ﬁaé_ des

¥oisingpes de X & les proprietés suivuntes :

a) si Ve 27?31. ¥ 9’ st pag ‘vide ; V é Vi |

Loa iy 4 o 0 e : an ‘ o
o) bi,#1 g_ﬁrz et vJé-C uj il gxxshe} Vj,t‘v - tol quayﬁg.vﬁfgzl
ej st V. e ih . ot si V, :> v ,:alors v. elx

d)sivell xcV {ef entraine 6videiuent a ,mais il sbait
commpode pour la suite de o 3

= : -2 - 27, e i 14 75 S el 7

a) el Vel . 1l existe un V'e éfx tel que pour tout gye VW' il vy

aitvn V'eg i%,r ayee. V' ¢ ¥ |

o
Ul
b
&t
i
.

il existe ue?. et ve . tel que V.(\V._ sont
= x "7 3 x'''y

sans point comsun,
les trois precidres conditions indicuent les jreopriétés de la faxiile
%" relativement s la pro,riéte d'irclusion, sans référence el aucun
point pariiculier de b , la condition d (qui ®mEX entraine évidenient a
peia il nous éilait comzode de suivre cet ordre) indigue les relations
de ¥ _etde x , e les relations des voisinages de X uvec ceux des
pointe aag,;adwkv.t voisins de.x ( "les points suffisarment voisins

‘des pointis saffiSanmant voising de 2 scnt arbitraireﬂ@nﬁ YOising

)9‘»

(}J

cfasl une Qaaséqueuce ic ci d@ 1'indzelité du triangis) @} lf@xu”w une

5;

o

e
Sleelg

Qa
&

les voizinases sdparer i les maim&s,. hous appelerons filtre 2




8 diun ensembls q&eleonque E joulusant des pro:r rlétés abuo.

7]
s
(e

e
q:'*?'

de {f , et bage de filtre um ensezble de partie 7oulssant des prov
yriétés a) b) de zorio cua,i'enscmble'aes parties de I cantanant,un
enasrble dlune base de flltre sur & est un flltre sur B . Remaruuens

ue les nﬂcxhles diun flitra peuvent avoir leur intersection vide

N

¢

efamp;e'és filtre e .complé Jentuxreﬁ deﬂ parties finies d'un en,erbie

a

th
,w: .

afini) des vois lnﬁggs 4tun point afur espace nétrique forment un filire
dent les ensenblies GOﬁ%iemhenﬁ x et gui sont assujettis a la cqﬁéiti@m'@}
ou peai en outre resaviuer que le Pilirc des voisinases d*un_“(iﬁt cans
HQ.qudgﬁyﬂétriQ&é aduel uce base déncnmbrable par exely?@ celle formée

;a% ies "boulss auvggtes“ de cenire X el de rayon ¥, (@ﬁﬁembl@'des ¥

t@lﬁ,gu@. Q(EEK} (ﬁvﬁ} . 51 on copnait les voisinazes de chague point.

2
]
5 J

pout & Id?tlx ae ceux-ci et mans p}u fd;“o'¢ntervanlr ig distance,

d6finiz ducs l'espace lec ouverts, les ferméﬁ 1'adhérence df une parii@s

Jz couvergenge d'une sulte la vsntlnu;te d'une fonction. Fur ex, un
cuveri sera une part;a A telle que tovt Xca admette un voisinsge
contenu dans A , un ferud le conplémert.ire d'un ouvert, lfadhérence
d*une partie A lieusenble des x dont tous'les ?oiéinagea rencontregt A

upe fonetion X ﬁ>fix} sera conténue en X si Quclquc salt le voisinase

)
Y de f{KQ}. il existe un’ Vclblﬁd;e w de x tel g que. f{u)c vV , une =uite

2 -~

a,; Seru converycate vgrs,a si tout vo;sinape de a contient les s, 4

T o

l*excertion d'ur nombre Tin

.M-

sspuces  anjprolons espace iopologigue un enssible E 4 tout

point ducuel est'aﬁ%aahé un filtrs ' - jouigsant des

i & g1 dont on dyD@&iGiz les élénents voisinages de X

- -~ E £ adi B A

£ 4 o P o 0 - B L, - i o
o] Y ? 4 54 £ b 23 : g Lt (a b sl { £3 0 Wy TF T 1 Laond
i, A v 15 A450 7 e &F e S IR o A 4 ey T G R e e L WA AR g
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S
une sous-suite converzente é@ra un point de l'ensemble, onln’abtiendrait
pas la "Borne” . benéralisation des parties compactés dans lasfesﬁacas'
@atrieues; rar exeagle la-compéctc ﬁe serait plus équivaiente & la pro-
priété de "sorsl- Lebearue” de tout reccuvrement par des en:eﬁblcs ouverts
on peut fiXxer un recGQVTEment fermd d?un no.bre fini de cos ouverts" ,

sotion de filtre Clest la notlon de filtre conver~ent gui va tenir le réle

convergent des suites convergentes.

Sur un enserble E disons gutun filtre A est plus fin gu'un filtre B

sl toul enseuble de B contient un cuse.ble de A , (si A est plus fin que

B et B plus fin gue A les 2 filtres scnt identicues). 5i E est nunl d'uns

tcpu“oﬁze aous wzron" cue le filtre A sur E converpe vers x¢E 'si le

?*ltre A est piuo fin cuc le filtre des voisinages de x . 81 £ est une
fonction Géfinie sur un cosenble B, ot & yaleurs@dans E ot A, un filtre
sur E , T est dite ccnverger‘vers‘ xec B suivaﬁtrle'filtre 4, 8i 1 :
filtre de E ayant pour base 1'image f(A,) du filtre A est plus fin

que le Fillre des voisinages de x . (Ia notion de convergencs de suite
rentre d@ailleuré conme cas particulier.@ans la notiah de coavergénca de

d*sléments de E est une applic atlon de 176ﬂG83bi@ H

s e 2 0 S e - Ve hs
filtre Géfini sur b en prenant comume tase




la limite svivant le Pil
! axzone ae dauscorf esi

l“unlexoe de la 1111»9,

dt"eﬂﬁnt* d?an espace topologsigue

A

.—.-.9“.::

Ropand 7 teud veru 1'infini" clést

tre des complémentaires des yarties finiog de 1.

¢

une conditior 1 %cessaire et suffisante pour

uans un espase de ﬁam»darf un flltre conversent

meupeut avoir qu'un point llmlte. C? ast donc seulement dazs les espaces

p rés que la ﬂotlon &e
tros i'“crtante d'espace
86paré et en lout Piitre

ﬁemarguons qu'on.auraiﬁ

i&polcgiqﬁes, les propr

{ou des ense&blcs'térmes
Dﬁ La défini

~rert6 63 GOS8

des ecspacss Lopol topoloy it

la limite s3ra d'un erploi CQﬂLGdP La notion

conipact seri défini'par la condition espace
£in cui est converpgent.

adnet un filtre plus

pu metire 4 la base de la théorie des sspaces
iétés c“ructo“'stl ues des ensembles cuveris

), on obtien. une thécrie aqulUnefb équivalente
tion gue nous WENDHE avans danao@ d?un espace

gque cst ”uffi)amm@nt larse pour couvrir la plu-

part deg besmins'dss mathonatiogues modernes, ot m

les espaces iniroduits pur l’analyse seront scépardés

s

par llinterasdislr

les eu;dces uopolo»llueg Je condi ions analo.

d’es)aces séparés Tassociést
l 7

8me pratiguement tous
ou interviendront
: ‘En‘assujettissantﬁ

-ues & 1l'axione de Haus-

dorf nais T

{ o ALY

ot est

ngenent

s r eaLrJublvaq on . ubt1nLL les espaces répunliers

g_..a
b

e
W

le 42T théordne de prelangezent par continuité, Ce prolo

el
)
gu.J
48
b;.‘j
&

@

'une fonction continic s'il ust

(o8

possible est une fonc-
%

N 74 e ey
PaYy convinul e

tinn o Y len aons o Sk e s
tico continue) les espuces complenenant reguiiers danu la topologie
yaat 8tre obienue comume borne supéricure de 1o ,sio ies définies par
S At 3 U RO e T ; Py oy x Eoio i B e S ]
desg o ca louelouss généralités) et of toute iuﬁ ] Selii~continus




. < 10 - . .
toutes ccu,catégofies»h.purtir don , réruliers sc coufondent
et l'esjzcs est inétrisable. un trouV@ra ddns le cggggggg;;‘ les prop-
'ziazé" fondumeninles ua des cupuces topolor 1quw, &n particﬁlier des

espaces ségérés el d@h'm§;dﬁﬁﬁ ro ulaara, 1. tude a 5 iaportantes
netions de coupagite ol de eannexzaﬁ avec las théorimes que l*lmage
A céntinue d'un connexe eaa'unfscnnéxe; 1'izage cantinue dfun compact st
un compact, théorime qui wé&éfaiiga le “thecrume de, vclpurs internédi- ‘
_azres“ el le théordie du aaxiiun et!cuvminimum‘pOar'les fonctiﬁns )

valeur'et”variable raelies; et la formation des nouveaux aSpuces 4 partir

d'espa ces connés par le Eggggiﬁ d'e;pace" ou le "pagsage au nuctient?
'un espace par rapport & une Ialdti(L d'4quivalence.
gtruciures wais & l'aide d'une structiure uopol%xque or geut deiéﬁar
ﬁgggfsrﬁns une famille d'ensehbles copteuant des ensembles "arbzbre$reuant
voisins d'un poznt x " mals pas une ”xlle d'ensemble contenant dss
‘ensenbles arbltrairemant petits, ¢ estwuwdire stil s'apit de filtres

ges

""C)

iltres convergents vers le pointVX’éais pas des filtres de Caucly.
' On peut définir uné appiicéxion-céﬁtinue d'un,espacé topologiqu@ dans
un autre mais pas une application uniforuément continue, on pe peut pas
définir un espace compact, toutes notions valables dans un'espaea
- métrique et qu’on saVait aussi définir dans un ¥eroupe tgpologiQueﬁ
les ﬁt?amslafiansﬂfdu i roupe permettent de comparer les_veiéinagea
des différents points. La structuré cul perret de retrouver &e@.denxAé

cas disparaiire coume cus particulier esi celle de shrugﬁre umifbrm@;

Revenons 4 un espace métrique, E l'ensenble des - de points (x,¥)
¢ont la distunce est inférieure & une E >0 donné esl une paritis de
iy 7 SR _ T
ifensemble rroduit @;&ﬁ cont eJumt ta dlugﬁﬂﬁl@ (engemble des

P 3 Bp s (5} ~5 § T "y z o A et b ¥ G
dont lss 2 cocrdorndes sont épales) ¢t la Pamille de ces

s A - A T8 T ek = A s
i parcourt l'ensenble des noubies 7 U esl une base de 11l
- DY w 7= 3 5 i % At Ao @iy
¢ Eage yEAANTe 8T B ox B dcud des propridéiés sulvanines
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1) tout vpsc.ble du filire contmnt la dia;fomle

2) le filtre est "symctrique® (si Ve % V € *Zé V désignant
1'ensenble des (x,y) tels gue (y,x)e V ).

5 tout Ve X convieni un WeU tel que WolW ~ V (Wel &tant
11 ensenble u@S (x,7) tel qu'il exiete un z aveec (x,z2)eW st
(752} €ti). C'est une conséquence do 1'inagalité du trizngle .

dous aprelsrons structure uniforue sur un ensemble B la uurucfure

uéfinie pur la donnde sur ExE d'un filtfe (dit filtfe dos aﬁtaarages)'
satisfaisaut aux 3 conditions ci-dessus. Hous dirons:que\2 points .y
de E,santfﬁoisins.d'ordre'v v étart un entouragé) Si (X;J)C’¥

vufun enseunble est petit u'ordre V si tous ses points sont voisins
-Aa'ord‘e vV, et qu' une famllle de pazties contient des ensembles arbi-
traizement'petits,ai‘quelque soit l’eniourage Ve U , i1 y‘avdans‘la
famillepdes cusenbles petit,d'ordre V . 4 une structure uniforne sst
attachée CdﬂQﬂle@ﬂGnt une structurc topologlque celle ok Acs Yoisinages

du point x soni les enseibles V(x) forme des points y tels gue {xnyEVV .

Un gspace uniforme est un enseuble runi dfune structure unlforma ot

e

de la topologie 46803 ée, Un voit ulaemeht gue dana de tels espaces
on peut définir les natisﬁs,ae 1cnctlons uni‘armém;nz continucs, 4'espace

complet. On montre gue tout espace uniforme est sasc spbible dfgtre

s,
o

) 4 A 4'¢A X “ ey SRR RIS SO MR O IR R T e
a le 2° theoréme de prolonrendnt. Toute appiicstion unifor-

P SRR S Rh gy PR , g B < R PR Ay = o i o g
Uunes paftl@ A drup gspacse unilorie dans un CEGRES BD

reut 8tre prolion;é pur continuité a
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dtadrettire une et une aeula étrucﬁuré uniforme doflaissant leur opalagj@

Ce sont ces motions cui font 1fobjet du chapitre II. Un caractirisateur

dos espuces uniformes _ a donné qu'ultérieurement une fois acquiae
b § - e : .

ia noticn de nombre réel.

gtructures alodbrigues Considérons nairtenant un engenble iuni dfune w%?&ﬂwi'

topologiques. - ture algébrique et d'une topologie des rapports de ces

aaux structuzes donnent lieu des résull aus Lﬁbsrtantu gi la top@losia

est “cgupauible avec la structure«algchrlque en ce.sens que les lais

‘de a0mgositio§'et les opdrations fonéaﬁeﬁfales de cetlo struclure sgﬁﬁ
continues pour 1y ﬁopalogie. kar ex. ﬁne topologie est compatiblé aV@§
une 5tfucture de grguyé sl (X,y) ~— X.y et %X — x°1v sont des fomc-
tions eardanﬂées. Aﬂlors'a 1la topolc%ié est ussocids

une. slructure uniforme crozte et une struclure uniforne gauche éermet»
tant ﬂe,aéf‘nir.les,groupes complets et l'eventuel compl 5té d'un proupe.
Los propriéiss élémentaires de ces stractures algdbrico-topo agiques_
{sroupes tcpalagigaas, snneaux topolc~iques, corps topolopi ques} font

1%obiet du chapitre I11.

lpny ot comploxes. L'études des siruciures topolosiques, des struc-

m“
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L83
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o
S
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LeH

saces numérigues et tures uniforues et de leurs rapports avee les

&

projectifs. . structures ulsStrigues nous mel & méme de définir

les nonbres réels. Leur ensenble est un corps topolosigue gu'ok chbiimnt

en complétant le yroupe additif dec nombres rationnels muni de ls topo-
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precudentes, 1s fonction d'un "obget” mathématique de premiére im portanc
puisque lafplus grande partie des mathématiques a pour objet 1'étude
des fonclions reelle"‘4*ane ou plusizsurs varisbles ét d'antre ?art du
.polnt de vue de 1t8conosie de ce livre:eonsacré a la toyologie généralé,
o outil nééessaire ?our 1! étude plua-pouséée‘dés esﬁacés topﬁlogiques
et unifor: es., Avant d'y passer on étudie les’grouges 4 un paramétre
(groupes topologiques aamettant un vaisinage de l?élement‘meutre homéo-
~zmorphe & un intervall e XERALTE nam;quue (chapltre V) ot on montre gu'un
tél groupe, sfil est condsxe; est to;douro isomorphe (algsb%zqueﬂanb
8t tooolog quemen*) au sroupe addwtlf des nombres rpels ou au groupe

additif des nombres raele modulo un ’“toreﬂ) ce qui permet de acnaer

1a définition 1a plus salisfaicante se.ble-t-il des func tions exponen-

ﬁielle et logaril nﬁiques, ve sont‘les.fonctiens P alisant es isomer-
phismes Gu groupe additifides ﬁaﬁbfhs réele et du srol upe multiplicatif
; : ‘ §

des pombres réels > 0 dont i‘exzsa&nee est anlmee par lo théorése

deg groupes & un paraméirve. JDans le chupiﬁga Vlon enaame lss aespuces
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auméricues définis conme nrﬁ ini t to

N

identicues & 1a drgiua numériacue, et les gsnuces nzog@cttfg délfinis

nie !:QthL lcfi:za dfun ﬁﬁyﬁa@ pq.@rlqu@ suive de son oriping

2 i '»,.JQ.'--'-._‘ rioiil TR i admiinye e S
Uour da reiation Q7¢@u1V&¢an@@_qu¢ idagt&!;a leg points alignés aves

L 33 bed g X 29
i®crisine. Au chaplire V11 on éitudioc les szou fwzyee fﬂi -
P s 7 3 g ’ i (b E-:;‘ [, 7Y R 3 g ey
cusdier dlecrels du gioupe additif B On ronirs gu'up ke
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et lu cuvsclérisation des espaces uﬁlfarm&zaﬁies ;ar,un arxiome faisan

= ‘2(1 L3

La« nombres 1plexas sont Qeflnis au unapltrw VIII le thborQWQ des

gﬁeapep a un paralctre permet de d@flﬁl? g pdrtir des fanct;ang trigono=

metrlques alare dont ld aoflnatlcn est purenent alrcbrl(ue las icn0u¢&

.trlnonaﬂotrlzues des nombres. (ﬁ 1lis odcrnniqﬂe du- “rcu}e Multlgliﬁnw

tif des ﬁotbxas complexeu de module un avec is frouge de nombres réels
- modulo ?), Un y étudise aussi sommaireneut les espaces numarzques a8

,;ccmpleXGS et les espucus projectifs complexes.

Les &ppllc cang des aeﬂbrws rwelb a4 la tapolowig ‘“ﬂ Srale x‘bapzﬂli}

gsont lz défin tion des strucliores u@xforwes par d@s Lum 1¢s d'écarie

gcomplétenent répuliers. Puis vient l'étua&vde espaces mét?iﬁugg 8t

ﬁé%rigggggg_p&ig‘l'éﬁade des SﬁILCtLIGo agbtéwl%ﬁﬁ'uCQO ogigues dont

<

la vangwagfa. (compatible avec la siructure i,rbrigue) est définie par

une . lGECL&Oa n uéxzn 16, distance glissante, valuation'

e

et zpnesux métrigues, corps ﬁal&éﬂ. SBaCQa vectoriels et algebres

pormés sur un corps ¥alud). On arrive sux eg

2ces norﬁaux caractér Tigés

21¢)
y&? m axione de "séparation® p}us rest rictif que celui des esLacss

7

ﬁgmmiftea nt réguliers, puis aux egy Laces de Balra earaCTpr igée par une

SPOTTiALE do patur e AdPPATerte onlor ainat 1 A
Bropristé de M@ture touts différents qu'en peut ﬁnguc T ainsi le conpiés

3 = ok i e 2P, g 1 ¥ '_, oy % ¥ Py Pt 3 P
mentaire d'upe réuvion dénousbrable dlensenble, dont liextérisur est

e 2

partout deux, et Imex iui-méme partcut QCRL {donec non vide). un 4

=)
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§onalﬁfi@s Sur Le dernier chapitry s du Livre 111 es! consacre o 1'6éiude
vcertains espaces de tru"tures topolo: igues ct unlforﬂe oue les théories
foncﬁiannelﬁ; v etudlees précidenment aJénent & définir sur les ensonmbles,

de fonections & valeur aaas un espace topoloxique ou uniforme l'enseble

que puarcourt la Vdrlabie &tant lui sussi eventuelle ent munl d'une strucw

ture topologlque 0u unlforme. (S8tructure de la conver"ence uniforme;

de is cchver'snce unlfozbe sur une fanilie d'ensemblb,,de la conversence

compacle, de la conversence sinmple). un étudie particuliérernent le cas

~ Gdes fonctioug!continués et les conditions ds compacités d'ensemble do
fonctiens,cch@inues pour ces struciur:zs uniformes. La pwapriété da'égui-
continuité en esl use condition nécessaire. Dans le cas ot les fonctions
sont dss applic atz ons biuuizoqaas‘d?uz espuce topo ogique sur iui- '$m§
eile Torme un groupe sl ﬁm-éiudie l§'§0mgatibiliﬁé'de,ﬁés différentes
;Ggglogies_dﬁ converysace avec les struszurés de gréupaf'hﬁ‘ahapitre se
termine @ar;guelquaﬁ “ﬁhesr&ras_d*aﬁp?aximati@n” nontrent gaé ceftaiﬂgé

parties (88 espaces iun tionnel

gq.,t
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DOV uae-eartaiﬁe convergence. brinciczaleusent le théorcr
ﬁai%zsz: i8s gui dit gue les PO ilvanomes & n vearisbles sont parioul dsux

2] + v P 5 o~ oy o~ s e g oy A A
pour. la hOQGAQ:AG de lo converpencs i




Commentuire au fascicule de résultats de Yopologie générale.

Dt R R RO R TR R T R O

un a esseyé de donper dans cette rédaction upm naxinws de résultats.
“i elle n'est pus vomie intégraslemeni, il sera facile de voir cs que
donneront de sinples suppressions. Or = résuné le traité en sulvant
son ordre a quelques exceptions prés (par ex. on a traité les Pfiltres
en prolégonénes a la topolozie). un nfa gudre omis parni les
résultats démontrés dans le texte, gue guslques lewnmes techniques,
quelcies rropriétés bicn connues des fonctiions c¢lémentaires, et
prescue tout ce qui touchait les fanilles multipliables dans le cas
~ bom coamutatif. 51 l'on n'a pas résumé le Gh. X clest que son texte
coit subir, parait-il, des remaniemerts importants. On s presgue
toujours surprimé les exemples qui svivent les définitions. (sauf
le cas ot ils introduisent une propriété utile pour la suite) ecar
1ls eunirainent des répétilions nombreuses st le lecteur n'a gu'a se
réforer aux espaces ¢tudiés en détails ultérisurement, B2 , (0

“a

=

espaces fonctionnels ete.., et aux courts sppendices of on Tasume

Lo

On & rassemblé tous les lalus heuristigues dans

les propriétés des p-adiques et des sspaces uixgy) < ibx d{xz),dlyz).
%
e

introduction, d'ch

o

Un a déTini aprés les corps topologiques, les espaces vectorizis
topologiques et les algébres topologijues sur un corps topologigue
gquelcongues. Cela évite des périphrases ultérieuvrement, et il est
b slurel de parler de toul cela arsnt de rencontror liss BEpPECEeSs
vectoriels ot alsdbres normés sur un corps valud cuelcongue. {(cfest
sans coute il'inlroduciion tardive de zes derniers duns le chap. 1X
Gul exprime 1llowission des premiers dans le Ch. III). En outve
pour ropondre & des guestions de cobayes gul ont lu cetie rédoction
on s essayé d'expliquer brilvement poirguoi on ne définissait pas
duns le cas général ups structure uniforme gui tieni, on a donné

la définition d'une siruclure uniforre sur vn espace homogéne

{gui Tipurait dane @es récuctions antérieures du traité). Dlastres
interpoistions plusminimes ont comsicté & donner dans le fascicule
guelques définitious ou propristés ouvi ne figurent duns le traité
qu'en exercice et qui ont parn utilec au lectsur. Elles se trouvent
duns Besucoup de cas Justifides & ' par le Tait gulon a été
G5Js amend &4 les introduire, quant & Ltintroduction, assez artifi-
ciellement dans des rédaciions dlautres livres. Uuant & 1l'introductic

o1 8 rasssnblé loufs leg | on l'a ool ske
e : : % :E. n %]

48 & un lescileur ddbuiani

3 7 el bt ey

AT S g e e T v e

il sera facile de les expulser ez bloo suivant la manseuvre bien connue.
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otion de filtre f{ef. 5, @hap Idu

Un enuemble 55 da parties d'un
posséde les pronrxetPS'sulvantasv {

Pout cnsemble contenant un

\ traité}
ensaﬁble E esf un filtre quand ii

o A i SES i e
o i 00 e e s

1§lomes des filtres) :.

e e s s e s

(r.) .

uouts 1nterseculon finie d

egsenble do % appertient & &,
_ =
L
(=g

(Fyp) .

'emse¢bles de 23 spperticnt &

imt@raectiOQJdafla fonille vide d'é

1-_~ “ : 3 S L R A v -.," g Sl
conditions est éjuivalent 8 la c
o . G s
3fdi@ nuu vide de A

Examp le de fiitre. LS

2

S - ’. e 'J.-
81 5 o= 32‘; les filtres o <k

d@*ho fin que

ey o o % sy i

J
fin que ,gg’ gui est

ot erd

strictenent meins f;n, i en outre

s oo ceasm

o Goid v et

aue® définit ume struetara,d?orar@

- . 0 , i o
(Fre7) 1a sertie vide de E n'apperiient pas & o -
I est slors un cnsemble gglzgé per ¢ . On woit gue l*lnte““ecton
s 4 R L 2g C’;“ i 5 e
de deux éléaents de & a'es t bas Vi ios, et qus & xpparﬁ;eat a & ecorme

o

lésents de F. Cl’anaemble de cos deux

i
Piltre
. ;

03

i3

i

on obiient sinsi un filtre trés &3“thdﬁt su Analyse gue nous appellc -

ﬂamgﬁrables - 52‘ est plus

T EIED o e o > e

sont

Gy

o (strictement plus fia, resp

i et

> # &%, ). La relation "plus fin

% o o k. 3 3 +
SUr i‘@gs@male & des Tiltres sur B .

't une borne inférieure
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Lour qudil y ait un Tiltrs contennni G i1 fuut ot 11 ocuffit que«G”ne

-contienne ras la purtie vide de B . Alors G" est un filtre : le f iltr

Ho

s

enéenuré‘par°6f, ¢logt le moins fin dss filtres contenant ¢ , el G est

un gystime de genorateur du filtre. Un ensezble de pariies Iy eét

o e o e e v e e e s s s ipin e G a2y

une base d‘un filtre_'gi si '5* est’l'ensemble de toutes les parties
centenant’un'ensemble de Sﬁ - pour cala But nécesaatre et surfisant

¢es deax propriétés sulvantes :

Lersection de denx anseubleg de Y1 contient un enseible de %

2 : : A
s vide ds E n'apperiient pas & 4

art
.81 U1 eet une p“rtie de P{E) eniandrant un filire, 1llen-

3 iute ectzﬁls finies -des éléments de fﬁi est une base de

ce filtre. sur ua crdonné filtrant (Eos. R 3 6) et note cu bas de 1a

3 7
b 7

. 23  eg,i§z:ﬁf trsiia}, pour la relation > lss seczlons m . fﬁfmées

yu&ﬂ la relation » on retrouve aipsi le fillre de Fréchet.

Le fiitre de base [ sera plus fiﬁ,qae le Piltre de base ]g-* si
et seulszent si tout ensemble de yi* conaheaf un ensemble de W .

I sers une vase du filtre ‘gz,si et seulaﬁﬁnt si ugut ensemble'd@'§;

contient un ensembls de B .
: i -
16 adn @wﬁg une borne supérisure il
que tous ies & (c'ast
contiecnnent une
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gation £ de B deus F est une base de filtre sur E si

-3

Leﬂ ultrafiltres sont les el+ ment maximaux de lt'ensemble cp 4 clost

T3 7 . e S D s D sl D

5 dire des filtres tels ou' il n.y en ait pas de strlcte'nent plus fin;

d.CmO ap ultrafiltre Elus fin que lui s “3{ ém’;

Tout filireYau roin

une f amllle de parties de B , qui conuaat 8es intersectlons finiss et

’ qui, pour tcute pa,rue X de 5y contient X ou C z, S est un ultra-

filtre. fxemple d'ultrafz.ltre : l'ensemble des parties de ¥ contenant
un &lément ade B . - ,\ -
8i la itrace %A sur une partie A d'un f'iltre ’3{ sur E ne contient

pas la partie vide de A 5 <3‘ esi. un filtre, le ﬁltre mdul_ﬁ per O

sur A .  Alors si o' est un ultrd.f tre F j €8t vn ‘ultrafiltre,

Ltimsge d'une base de filtre (respeetivement dtultre filtre) par une

apnlication guelconque eat une base de filtre (respech,ve ent dfultra-
filtre). Le filtre,,ainsi obten’u & partir d'un filtre %t eur B est
g;,‘,;:m image de 5 , par 1! pplz cation £ .

it L S o, s o v £ RS

o Glémentaire associé & une suite (x )n ¢ ©st 1'image par

:
e filtr
e e s "‘":2—'."::—::3‘-

_ltapplication n-—s —> X du filtre de Tréchet. Il a donc pour base les

, Tormés des xi diindice .‘7/ nf

'f;si un J,;L}t::*e @ & _une base denom‘:srable 11 existe un’ f"llwe fﬁlt;::;@ -
tairs nlus J:m quﬂ g‘*l et 61 est e fil‘cre inter ec_tg:pﬁ de wua
les ‘;,wmzmalres }glus fins c“ue ‘f

wez;g roque dfune base. de filtre }3 ! sur F par une appli~

.....

e BN ok A

' sur T(E).
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et oh Age»ftb cuclcue soit <€ 1. uotons que si B est un ense”ble
_ 2 2 g (__) : Y . . # X # £
infini ; % , (rcsp. @ ) le filtre des complémentaires des parties

finies de E {resp. de ExXE) F x %F, est strictement plus fin que & .

Chapitre I. Structures topologigues

‘5finlu¢0n dluge toggloaie,’:iycri;, fcrvc", vcisi ges, adnoreﬁcu(af g?)
un ¢n5ﬁﬁﬂle fr de partiﬂs d’un 9nsemble B définit ey T une

structure bO“le‘lGue ou plu briav01rnt une §gpg}gg;e,_ ik ﬁagséée

las ﬁ'ux_pfapriétés suivante: (axiomes des s nggigzgguzggglgg;gggg

T v i
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s

(B;). Tovite riunion d'epsembles de /¥  est un ensemble de

ﬁéﬁaquQﬁS'Qué {OI}'impliQue aue 1'snsemble vide de & éppartient £ 0
{coume réuricn de la famille vide d'eagenbles dé (7 ) et que (Grr) est
éauivsiert £ llensemble des deux prorriétés : la réunion de deux ensez-
bles dé'if sl un eﬁsemble,deYCT ot 1lensemble B a;partieﬁt.é>a57

{ comme lmiezseclen de ld Pomille v1a .
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(x)
Y(x).

é_
.
W,
)
guss

t
{x

e

ien

ng de x ",

" (x) appartient
g

() appart
pages de %

de voisi

S e s s

r cha

I
A3

T .

{

ue po

A

€ ?"(x) tel gue, pour tout ye

engembles de
nent

e

nble de
ir

T

T3

i

it e i
e S G k5D g S 3 I S Lt 27 AN A SN il ST V) i U P o s

te ¥
fondamental

1)6 Toute intersection finie d'

-

SXis

g

contenant un ensemble de

tout ense

2
»,

o

g

ors sxiomes ex

7

B

E

.

de
ient &

ien

1

18

';al"‘t
reni

Toute |

X apnart
ve ¥ly) .

v;).
o
) 2e
() 5 v Fon
£o
nage

(
(

O

2

51

i
L

ent YO

]

i

£y

“
¥4

i

e

auT
2

&

o7ie par des voisinsge

1

iane topo

=

uffisar
nir

ey o

Sst -}n

o

J

&4

& a
VoLs

S e O AR

=
&

,"‘4

gy
o

b
B

ones

<

3
Sors
e

o
A e
promianit

1

SUX

el
o

s~

o5

g8 ouver

S.“Mr
w0
&
z.

227

e ol e Y
et £

AR

ol 6 e
S B




B 8l o 4
i 2 ) <
ey g S @ 0} @ O el oy
T o S © L ad ekie S sesdis s b
. Ll Lt GLRET e e b = 5 Q) ey
~ o Bl O o o . o3 Be o
: Ol o e o L = s 3 Wl Y
=200 s £ B o & Fa )
L3} &8 ©n o = eed g O Sh R op=d : £y £3
D@ e D ) S o s 4D & © 3
L ) ) e Sy sl e o s
2 & ; 3. (0 =] o) (4] o e
@ g e e @ wm e £} 4 s &
() wu W A wlm Qo et e S B4 fa’ o G
@ et s e Ny @ 4 &1
=3 Sy ey 53 (& M 84 4 @ L@ 8
e e B @@ = Sl il o o B
o o = S ikl G L) send fa 0w £t
oo O] s ) L% S ad
iiee gy o0 a@ S ey D m
&l = oW 0 e a3l 3] M e £ £ 0
= +2 i 0 . S Sy Lo M
g 2 B e D o} T v ) mw (b T
:.Oan u ) A 3 2 ) @] i) mwv ﬂ\f o st ! ) cpnd A
SRl e e ey LD : O i Be 003 R e
Ol 4T D e @ =g & ST e A : wivh e e
Rl et Gy Fa A2 s ES A e gl O 4D
W o] - @ enli b A i L e o m
o By ® D L o A a7 42 1B g2 ) [}
- ol st} emd D o 0 \ ) SH B Qe
= ] B ) = 4 b N =5 @ o cfe e
S e @D (O ) 4 ® whiheln @ )
Booe m o oy S @ RIS s e e e .
N owd o B TR O @ ey ) B e
09 0 8 WG - el el |89 » e om S =
L VR e Boliaaan L e e
S Sy 'S L TR e a S SRR s add e | Ld “as Wl IS L%
§ : &G o g £ e sk i) ol o e a3 3
o ® 2 e 0 g = 5 D D 0 @ e e e Mm. .
i T« Q4 L - : Bed 1 R ] 3 RN
oo e = D & e £ f=f @ &5 o Nw 3 A il
g o ., R 42 g e B9 < a0 O
S e o0 N1 W s it S i O Wi
Do L3 fa B2 © e o ) Qo B i el
e S w5 Q. O qa s D i =y ka B W] ]
Sl e oh B E e - e o . o
R o Sooed ot @ Qg ity DR L) By 8
@S m [af Saloln sl fone i e e i Ry (e A S e
MR O S Y] SR L @ Q.3 el e
Qe e fo Rl o3 t e wen  Ra By “h 5 oo v o 2
S G s m Nalis 3 e o _ 42 3]
MY « i (S ST G S O @Y C el sed L0
2 g O slitien e B0 R A B4l O Qo
B0 s L m e O e <oy o B
s S ER Y o BEG T e Dy it 42
Qi e w0 (AL 0 e gy ot - 0
R gD 4} e sy i 8 S el w &
el et Sl B e Oy TR e D
DT kil @ e & w0 Sl QR
@ O kit (SR G ) S5ndan ooy ; -
. o0 gt @ 0 &3 @ ; 0 o
. Gt o 9 _ s i
@ 8 e g B A 3 . Su
o i O © Lol &1 e : & ’
M.w. W. e o ww foF 0 L
: Siwp i oD all Lt
: 0 ﬂww P .ﬂ.b ﬁﬁm é 40 WJ : o 0
S e © 42 i S el
Q ,w (4] ° m : m A ¢ &4 _
) 9 o3 @
R4 oy T e L
X \



eo‘?w

 Fopctioms conbipues, limites (ef Q4 et 6)

Une'faﬁctioﬁ T, aef&nxe sur un espace tcpolobique ot & valeur dans
- um espace topeloglouc, est anzlngﬁwan_x 8i, quel que 301t le voxslnaw
- ve V! de f(x ) il y a un voisinege V de x dont 1'image par £ est coﬂt@a
nue dans V', Ou encore que " P(x) est aussi voisin qulon vaut de f{x )
_guaéd X esi salesamment vois¢n de x)"f Propr;etes équ;valent@m . f&@l
“gue s0it 1o @olslnage V! de f\x ) 502 inage réeiproque P(v!) st un. i

¥oisinare i@iw, : q&ﬁii au@ soit ls puffi@ A adhérente &4 % son iﬁ&g@

; £ 9
 Ha) est adu-r'nne & f(x }. 51 elle n‘ast,pfs continue en x, , la
fonction est discontinue en % -
5 : EEmmSmmsammmimoz O £

La fouction f %&E'PQHEXQQ& si ell: est continue en chagus point.

Proprietés fcuivalenies :,ifiLag% réziproyve de tout ouvert (respechi-

3
S

vement fermé) est un ouvert (resp acvaeﬁeﬁ? e@fme) {tu. 2.4). 71 ue

e P A s e e TR e S PR G ) H DR e B
L28%C pas erolreg que ls continuité ﬁﬁkfaiﬁﬁ tonjours que 1l'imsge direcle

ragpectiivement ferné) et an cuvert (re3§ect1%ﬂﬁﬂ"t feraé).

Toubelols cele aurs lleu dans cert&ins espa (eupaﬁﬁg compacts)
comme on verra plus loin, -

%cvc nt ng,b trois sﬁpaces_ﬁapolayiques, £ une application de B

dans 3, g wns puile tion de P dans G ; Qi les deux applicat ions £ et

»

g sont @@ptlnaes {r huGC iverent coniinues en X, €t _en f(x Y )

imgcﬁlicaﬁian composés gcuf est coniinue (respsctivewent econtinus




elle est d'aillears vraie dés gu'ells est vrale pour des voisinages
de xz formant un ayszéme fondamental

L& ngtlon ce limite n'est d'un emglo; commode gue dans les espace&

ucne;eglgues o% un iiltre ne peut avoir plug d’un_point limlte qai

Pt m—-wdn-—«.mm“ e s e s s o i o

Ela sant cars ctprvséh ‘par la pronrleté su;vante (az;gge ae nggdarfz)

{H). guels ous soient X ot y disting ts 11 v 5 up voisznage de % ot un

voisinere de_y sang Dointg commun . o o .

% 172 Y 7
333 2 g e - 2 - : S s I
,{@g»ﬁciﬁJ;;@Lu , (H') L'intsrsection des wvoisinases ferués G‘“ﬂ point
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ferad. i pour tout coupls e

b d'un espece topolozique B il existe une application

“ ~ 3,
T i 5 i e 2%
points Gaistingis &,

continue de B dens un espace top Qloalgue &eparé ¥ tal que ?e imag@s

~ EPRA A S 2 2o R S
e a 8% b sclent d&ﬁaia@%&%

e a A

Un point sst &d*"ﬂn* 4 une bage dz Fiifre ¥ gtil GbL adhérent 2

, base. Propridiés Q‘L?&38LEL% tout voisinage
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il sxiste un filtre plus fin gue le filtre engendré par }%' gui

_ gonverge vers x_a.L’%xLéreﬁ;g,d?ua filtre @st‘l’enﬁemble des paiﬁtg

adhérenis au filtre. C'est encore l'interseciion des aahe?eqz 28 des

s S S o et C Yo R 75 S oo g b i i AT TS o Wr'
sneerbles du filtre. (fest un enseuwble fermé, ana.uﬁ espace sepasd

gt s 32 G Py BN NGRS o5 G TS SHC e sy R B R RN e S
tedbérence dlun filire conver-ent se récuil & son poipt limite {mnle

3 vi" % L ) £2 “ £ N g e 3 mengm '\«l ﬁq,q @B."- 3 ’ 3 f»»-':»fn': s % "v
i1l 3¢ fout pss croire gulun filire dont 173 éur&nce est formée Glun
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= .
fdetation limgz' £ =y ou ’lim’gt _:‘f‘(x)a"y . Fropriété équivalente :
pour wul voisingie V de y il 2 un ens3ible X 6*55- tel que £(X) . V .

T e s

Ze point y/estfune Valeur d*dcherencp de f pour le filtre ‘gﬁ siy
adhdre & la base de filtre = %F). Propriété équivelente : qusls que
\ soient5le vgisinage Vdey et 1'ensenble X de gﬁ il ¥ a un xeX tel
qaé f{x) e f. ??ensemble de ces va SuTs d*auhereace est fermﬂg g2i
1l'espuce. F est SG?&TP, 1a ¢im1te gy s Zle oxiste est hP%LSS& remaﬁt
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anigque @t l?aéméfan%@ e réduit alors & /

i ip .;'wz_ G N ioite oA 5 3 = X
Fzem giaﬁk boiv ‘K Jpgy Bue suite iig poin s un sspace topologigue
J 2 L8 o :

4 1l'exception d'un nom-

bre fini d'eptze cux, pour la‘limi e (r spes Jement vne infinité 0 Z.,

vay lladhérence ). 11 dmporie ¢ de no Pag £o niondre i’ dﬁaerence de 1a sull e

fiie s A2 N e Ap 7 T - - A N e oy
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solt () 1lensesble des tonologles sur_un me'ne support F . On psut

«dem,mier caucunoe d*elles @ canomguecnen‘t 4 une par't:z.@ de @ (E) ,

1la :ﬁ""c:z.lxé; (/( Q ) des mverts de le Lopologie % 3 ou encore au point

a( 5 ) CuT‘Z‘BSyOLd&BL de & (6 (m)').~ ® se confond alors avec 1'ensem-

ble,d@s parties O de *’5’ (E) satisfaisant aux axiozmes Oy et Uy . On

géfinit canoniguement sur ® une gtructure d'ensenble ordonné en ordon-

; 222 - |
. by
% ¢

Q}

Gans le prenier cas ?;i Vf:it Blus fi?@ que C’(i; - f m&inﬂ ;,ina gue 7z

oy

.zzagi’i: les O '(9) dans CJJ(E} par inclusion. Deux topolosies

sont ¢compa rabwa sl {j{ Cf — O ¢ %a) ougi O f 1 -

e e e S v e S o

%
D agined A—-_—“-ﬂ.n—-vm”” %
ST 4

u.h;.e de f‘emé:,, moing de f‘llwas gouveren tg -

<iifzx.;fzemgs—{;:it"tie grbivrairs ef;t. pius grerde, *l y & plus df ap;ci;catmh-

continues de E dans un espace to go’eog;iqua arbitraire moins d.?zs;pplma-»

'*"a_:..a;szs--{}01‘;1&&3-5—3 dfun ;u Toc wpolo 1&116 armtralre dans fes pczu,r 1la topoc-

)

2~ 7 7 ) 7 .
logie T, 4ue pour la topologie moirs fine C:z, . Bl %fi agt plw*s
5 g = % - 5

fine {regg:octivc.:enf; noins fine) gue '-i sans lul 8tre identigue, ells

eat strigtouent plus fine (msyectnvemant gqu;etemen _moins fige) . -
g !

que £ |
S i

23
2 ' : ' - - .
& l”lﬁi or wm}év a un plus grand élément : la topologis discrite

ok toutes les §arties- sont ouvertes (et f’eméas) et un plus petit

&léuent : ls 'tppalagieef;?ﬁ. les seuls ouverts (ct aussl lea seuls fernés)

sont lisspacs @yziﬁ.e‘r ot 1a partw vicse, , Un@ famille que,};ec:m;m@ de
G v o T} (‘»‘7"? SN e o - & / % B Sy
topologies O, (€ I & une borne &nférieure. celle dont iss
parties ouvertes p our tous ies 764 : la topoiogis
3 2 il 7’/(;. : e A 7% lf\‘ v” ¢ -
topolories & O C T = LY O0 (1)
1 v : 1’6'? -z/
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Remarquons qx’une tugqigg;e plus fln@ gufune togcla;&e séparée

nécessalramenc une topoloyie spparem.

 Etant donnés une fanille (EZ karnitzasre} do parties de & , il edste

une topolosic et une seule gui est xa_moins fine des topologiaﬁ,pcur

legggelies les engenbleg de la famille sont cuverts; les parties forment

O o i S IR e e B o et e i o e e 40 e
plrfriereniprtifendtad .uo....-n,,,

: gzsuame de générateurs de q; . 51 65 est un systéme ds génsérateur:

*?une topoloiie dfannee Q (f; l'ensenble des intersections finiss

%:
&
o
D

dfepsembles

L4

£ £ e R 2 3 SRt e R
5 (v compris B , .ntersection de ls partié vide de

g e g o ‘ s W ";‘:’f’ & : o i3 Z SR e
(¢ } alors llensenble ij,i , ) deu ouverts de ?i est formé des

ane tuse s la topoiegle dfun espace donné : o'est qu'elle countienns un |
‘Bysténme Tondanental de voisinagss de chagus point. 8i 1llespace sdmet

une bese dénombrable, chague point admet done vn systéme fondamental

b Ss & s
B WYy i BN S R s, B ary Yy o~
B DT LI OB I8Y 81 O pPrenG ©

- o~
£ gy ey Y
& ad o QL nE
e
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hh SOLE lavorol, gt.nt donne unc iatxllo de flltrus sur l' ensg:ble

il exic sto une tupolobic (cL ane seule) qul est 1u plus fine des tope-

logies sur E renaggt ges f tres CJﬂ?ﬁT’wht . Cae particulier : la plus

A

S R

fine des topoler-ies sur & r {&ii& con%;ana une faniile donnee d'anullcar_

tions f.'d'espaces topolehivaaa'ﬁans i unaema;a E .

&opulc,l» 1ndu1te. rro;&n;evani pur eantzauite

Egpaces reg iliers  (cf. g et é)

w‘“’w-—o@“«mq—o”d&

La ﬁ?fﬁ”iété de trapszt1V1té de la iopela*le induite aQEstfa én ceci

gue 1a opolegle 1ndu1ue dans Bc:.£ par la topolo ie induite par b

b2}

dans A est la méme que la topologie induite directement dans B .

Remarouons qu'un sous-espace d'un ecpasce séparé est un espace sépars
et qu'un espace dont chague point acrct un voisinage ferne qui est us

sous-cspace séparé, est lui-méme sépers.

‘Bang _ies guestions ot interviennent des éléments OuApafties de A

il*fau+,distinguervsoigneusement entre leurs proggiétés en tant gue

Jaﬁnts ou pdrtles de l'espace A et leu*s proprletes en ‘tant qﬂ@ pﬁ;ﬁu?

ou paﬂtles de l'e_pace E . Notons cx les ouvertsl(respectlvmnenf

"Jermes) de A oaul sont les tracssfsur A des ouverts (fermés) de & ne
sont pas en général cuverts (fermés? dans £ . Ils le sont toujours si,
et seulemsnt si, A est Ilui-mZue OqurL (Ieugactxveuen% ermé) dans E .

hes<VQ151nag 5 Ge XEA par rapnort & ﬁ.sant les traces sur A4 des voisi-

nazes Ge X par r&ppcrt a B . Ce seat euxém@m@s des ?@lgznﬁ eg da x4

o

B si, el seulezent si, A @st un volisinggs de X dans E .
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Uae 8p¢llcat10L de E dans F (espaces topolo: 1ques) est coutinue

oo e vk i S e = S
e e et i

relatxve;eht 4 une partis A en un point X A4 si la restriction fA de

Pordndrt ety

o 2 T oy e
06 o o o

L & A est coulinue en X ; contznue rvlatxvement A si f& est aontln¢@

dans A . Hemarcuone gu'une fonction neut &tre contlnue rel ativenent &

:3:;,
s
be =
an
ot
{0
)
Lo s
bt

tout dense dans E es.cependant discontinues exn Bout
point de B . Elle peut 8tre continue (respectiverent continue au point =) |B
sur chacion dec ensemb;es d'une famille d'ensembles recouvrant & {res-
pectivement ﬁﬁ voiginage de x) sans étre‘continae {respectivement <O on-
tinue gu point x) dans B . Toutefois la continuité (respectivenent con-

ouvrement est fini.

o

tipuité su point X) s'ensuit bien si le Te

npe par continuité en a < CA[) T en lui ﬁGiﬂﬁLt en g ls

, 81 cette limite sxisté. La fonction ainsi proiougee

2 o~ 3 3 P 2 S Ay
.ontinue en ce pocint. 81 on la prolome alnsi en LOUS

= £ :
(1°% théoréme du prolon-

o
o
U3
pRs
e
<
o
4}
b
oy
!ml
D
as
0
e
W
7]
&
0
<
O

ement Dar continuité (th. 1.6)) gque 1g fonction prolongée (g u1 évidenms
went sst uniguerent déterminée) est coutinue pour les espaces gui satis-

font non seulement & 1laxiome de Hausdorff mals aussi & 1'axicne suivent

(ﬁlli)ﬂ L*aneemble des voisinapes ferpés d'un point est un systéme

94 - 2 e i ¢ it -
fendenental de volsineges 08 o€ point.

U1 espace Lcﬁolaéil&c I xgéiﬁg et un espace topoloplquse 8eparc
satiglfaigsant @ Upyy. L'axiome 0ss e£paces u}dféb ntest pas une Cougé-
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On renargu&ra Gue toul sous- espacv d'un espaca rpwuller est régulier

Ket qu'un equce tel gue tout point simette un v01sind; ferme qui-éat

un sous-egpuce régulier ost un espace régulier. Une topola sie plus fgae

gu'une topologie résuliére p! est jp28 nbcepsalre%eﬂt rnwuli&re.

Produit et somme d'espaces topolosigues  (cf. 3 8)

1! espace tavoiculque produlﬁ des espaces E (z.c 1) est l'ensembile
'{? = < g = 7 : - > S

: 5T‘E» muni de la,topoiagle la noins fine des topologies ren-
G Pl (%) N A

t.'*

Sl

T OO 1

dans tcutes,les fonetions vrojections  x —>pf (x) continues, Elle admet

;@uf base les cnsembles élémeniaires n A ob tous les A  sont des

T N . i ks s i S o, 3 R

el
&
U’)
3
3y
el
«a
L]
o
(@]

B pour seulezent un nombre fini dfindices &  est
différent de &, . Les eusembles &1 mﬂﬁta&fﬁs centem»a x formeni un
i

) VOlSlﬁ&geS da ce poxnt Le filtre des vois sinages

,{L

de X sst identique au prohuzt des fl tres des” Velslﬂdges de Esg projec-

Il faut et il suffit pour quiun filtre sur un espace produit soit -
cgﬁﬁergent‘gue tous leg filtres projecticns sur LLQ espaces fac tﬁﬁrm
solent converrents { n.1.8) - pour qn‘unevapplieaticn dans un aﬂpaas

oduit s0it continue, que toutss 566 co&pasantes soxent continues.

)
=3
o
=

.

Bn particulier la fonction pPOJQGtIO dfun point surfun "prody ult partig®

X

tes espaces fac Leur estfcontlnus. Dioh 1l'associativité du produit

tepoiogigue.  La coupe (of Bns., R} 4lx) d'un ensenmble euygw, {resp.

L% AN “:. 3 it 3'11 2 a0 % 4 : T A § S - = % N\ ‘:.4 p ‘ T hak oo ';'i‘ o B
ewme) & cu produit B, A B, suivant un point quelconque =x&€E, est un
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Soit x.qyf(x) une appllcation d'un espace topolo cique E dans un espace
topologique F ot so:.t Cc 1t "ensemble re;.resentatif" dans E ;<h.2 de
_l’applicatlon (c.a.d. 1'oncemble des (3,y) tels que y=f(x)), liadhérence
de f pour X —>Xx, est identique & la.ooupe suivant x, de l'adhérence C
de C , en partieulier si l‘espace F est aeparé et sl cette coupe se
‘recamt a4 un pomt f est ccntinue en 1. .

Prog riété eqqlvazente 7 11t axione do Hauédorff : la "diggonale" de

EAE @st fermée. LUn sepace prcduit o8k 8éparsé (respeculve'nem régulier

ei les facteurs 16 so&t

stant donnée une fonction d'une femille d’argumentq x, , t€I variant

?@specﬁivemenm dans un ensemble E, , et 4 valsur dans un ercermble r
on zzit su'on peut la caﬁsidérer conne Tonction d*un.seul argume§t
L?&Ijaﬁi dans l?eﬂsemblé_produiﬁ E #‘grﬁt_; Si les E@ étvF sont munis
ds structures topologigues, on éit gue la fonction est une fonetion
continue pour l*éﬁsém%le’des valeurs az(a@) (resp. continue) si elle
@st.uag appingtion;conLinue en a (resp. cbntinue)Aﬁe'l’ensambla i &wﬁi
ce 1o %ob@loyie proauit duns I?espace topélogique ¥ | '

4 Théordme de la contxnulte partiells (th. 2. 8). 51 (x,y) — 2(x,7)

vt

est application continue (respscalvementycontlnue en (a,b) ) l‘applx%=

e

tion x —>f(x,y) est continue quel gue soit y (respcctivemeni continu

/g : i i i ' X o 4‘
5040 c; A ag; un filtre produit sur ﬁ *E, et I une spplication
de B duns un espace répulier E'!'. Suprosous qu& 1;%? fax,,é ) existe ¢t

,3{.‘(23 2‘

cxiste p cur chague valeur de 2. ; alors

in &&xl,x 5 en méme
o

3 av~e les ﬂ?pﬂtﬁé””ﬁ T<)a~ﬁ
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a somme_topolozigue d'une familie d'espaces B est l'ensemble

| el
S

eomme des B muni de la topologla enzendrée par l'imafe caaenxqu@ ‘des

ouverts ces E¢'~

; Esgace quotiant (cf. &9 ot rectifications au fase.1l)

ST i 010 s 0 s s B -—-..-—»-—-.—.—-—.—..-..-.—....——--—-——-....—-..ﬁ—‘-—
-nuu-ua-—w—-a—...pm-—u—-.-o”m-—wu- S e e - i 70D I

relation d’eQuLValenee @ est llensenble ﬁuotlenﬁ 7@ muni de la

Lo p ce (topoloy 1cue} guotient d';n sspace topoiogique_E par une'

ﬁe;elgg:e guot*ent deflnae comme ?J b Lolepie 1@_@1&3 fwva rendsent con-

T i s 2

tinue l'application cencnigue g de ae a dans T;w . On dit encore gue 1'ss-
pace guotient eat obtenu en ide ht Liaib les poinis éguivalents. Les

S e i i i e G

3 i . 2 2 % Gt 4 G h e = = 2 SSNT A 7
ou¥Yerte (respectiverent formes) saturce (Eps. k,;bj de E par rapoorv & 8
S Deze W2 el o e Lo 4 3 St =
ia relavion d'éaguivalence est Qj?@f§§ arespau tivement fermée) si en

’saﬁwra&ﬁ un 5wv@vt (rcopeclivenent fe?@é} ds B bﬁ obtient un Oﬁ?%fﬁ
*eecﬁi@ ment, un ief ). 51 w eﬁt~caverta,:les imazes canonigues de
toue les ouvsris de E sont des ouverts de E;b . EXemgle': 12 relation
N x éﬁ yAenﬁ»mgwérpreﬁiére'éoordcnnée dans un sSpaée'produit_".'

Uae “0}&10&019@ f ds E/w dans F définit canoniquement une application

&n

de i dans F , feg , elles sont continues en ménm temys,

Transitivité du passsie su guotiens: ¢, élant une equlvalenca entruin

par g, 1'application canonique de ﬁfuq sur QL/u@} &w?/wi) (hdugﬁ 0

esl un-noméonorphisme. Espace ”éﬂtlf t d'un sous-espace : i

, ; i
S £ 2039 4 &ofg,
CangCnigue Ge o W,

. .

s

sur A) BUr B/0
i

Aot e A PO 6 7 ‘- -

s ssvile pDouw w}% &81 la vioste 45 uansouvery {,‘K“%ﬁ peoliysiisny
Je AR P P o A v s o {
rvelilte f dae i aaUIirae Gar. o 2 ouvert fou u
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(317:32)/(m1x mg) sur (31/w );c(En/wa)‘ ost continme ; quand 0, et v,

sont des reletio.s &! éuulvalezae ouverte c'est un homéamorphisme.

Séraraiion dlin oote guotient L/a': une condition nécessaire est

que dans EXE 1'ensesble défini par la rélution » goit Torné (done
les clesses d'Gquivalences doivent $£re des ensarbles ferzés) ; cette
condition est suffisanie si la reiatiah ® esi odwerte, ou si l'espace
ast ”compact“ (voir définition iufra). Ainsi golt E un espacc sepazu,
k& ot B deux feérnds de & sans yoint ecommun ho:zéomorphes. L’aspace_obtenu
en idertiliant les poinls homologues de a et B dumr un homégmgrphismg

5o

99Lermiﬁé 38t un espace sapard, :

‘Soit E ua SSLaLB LOLUIO'JQ&Q, E B2 recouvrerent de B E*rl'esyage
;agme torolo;sique des E,, 0 l‘dppilcdblon canonique de E *¥ sur B ,
vw‘la relation d'dguivulence o(x) = ¢(y), o induil une application
piuvnivogue de 1'ospace quotient F:/M‘ sur B . 5i c'est un ho“éonor 1is-
@2e la topolo ie de & est déterninéde par la topolbgie des sous-espaces
' f, - 1l mn'en est pss en général ainsi-ﬁais c'est.vrai dans'les'déux
cas part‘culjérs'importants vuiVants : quqnd los b sont des ouverts,
-&0 guand les E, sont des feriés et gue chaque voxsinabe d'un point x

do E re Iencchtre cu'un nox bta fini de E

Esuaces coipnct ot 1bcalement499§2§9§ (et § 10)

T e e S i o e

Un espace compact est un espace géparé el salisfaisant & 1'axiore

(C). Toub Piltre sur E a une adhéreince non vide.

Chacun des axiocnes suivants lui est équivalent : (C'). tout ultra-

e sur £ ost conversent . (C"). woule fuuille de fermés dopt

ilinterscetion est vide contient ume souSafamille finie dont 1'intersec-




o

'bompacu. Une partie est relativer

Co

/

-

(c'egted- dire foras d'ensenbles ouverts) de E conlient un recouvrement

fipi de E . Pour ju'un filtreksur un ¢ mpact soit‘convergént il ﬁaut et
il suffit gutil alt un oeul point dahvrent

Une partie A est coxgac&e si le s0US= espace A est comvact Flle‘est
nééess&irement fermnée si B est sépuré. 81 E est'compact tout fermé est

nt_compucte si eson adhérence est compact

L

el
-—::.'::::

Dene toule partie d'un compact est relativement compacte. La réuniou Tinie
(respective@ant'lfintursection guelcorque) de partiss conpacies est ‘

wmpacte, ge pariies rvlativeient coryactes est relativenent conpacte.

dout e&pﬂﬁu unﬁpde 8! per cons( ﬁuunt taut& partie rels th@F“ﬂL conrpacis

. Upe zuilicaticn ccﬁtinue d?un’com'act 8 dans un esyaae séparé Ef est
2 Ul i

 gggg§§§§.(”h, 1.10). Alors 1'image dliecta de tout f@rme de E est vn feriné

de B, car ce gont dau comPacts,-@ is 1'1&359 direcle d’ua ouvert n

il »

pos neécessalrenent un ouver*.. Une agylication biunivogue et continue

d'un compact dans un espace séparé esi bicontinue (homéomorphisme).

particulier Loute topolosie séparée moins fine gu'une topologie Gompace

te lui el ideziinus (les topologries compactes sont des éléments mini-

meux dews 1'ensemble ordonné des topolozies séparses). iais il us faut

pas croire que toute topologie séparée admette une topclosie compacis

S0it E un espace compach et @ une




g ! 7 ¢
ol ot A ‘ s

o s e o ey o i, i i e
| D o o i o i B e s e SRS et 3

bn esjpuce localonent coﬂnact ost un ospace séparé dont chague point

acdmet un voisinage compact ; 1l,est réulier. Dans unllocalement compact
tout cuvert (respectivement tput formé) est un sous-espace localement
coapact. L'imafe continueﬂd'un locélemeat corpact nfést,pés Louﬁourg,éﬁ
localemcnt coapact une applicatloa blunlvoque et continue d‘uﬂ locale-
ment eompuct sur un espacc topoloszicue n’est pas necessalreﬂent un
.homéo orpklsﬂe Pour gutun prodult a'cspacos toyp j0los ziques soit ;ocale?
ment couapusct il fuut et il suffit gue tous les Pacteurs soient locale-
zent compacts et cue les fgcteurﬁ ncn conpacls soient en nonbre fiﬁi,

Théoréne d'iunersion d'Alexandroff. 4 tout espace localement compact &

on _peut sssocier un compact E' et urn homéonorphisme £ de & dans B! tels

gue llims 258 de E dans &' 81t un complénentaire récuit & un ssul point w.

o)

<

E' egt défini & un homéomorphis prés. (Th 56?

Ll

). On "identifiera

souvent £ et F(E) et E' sera "l'espsce compact obtenu en adjoig nant & B

le point & “’1nf1n1 w : ' : o

Le filtre des voisinases de # dans E' est défini par la propriété
.d’avéir'pagr trace sur & , le filtre des,camp;émeﬁtairas des parties
compactes’de'E - Pdur Gue ce filtre adwetie une base,déﬂombrable, il
faut ot il}suffit que E soil réunion dénonbrable de ﬁampactg, on Git

alors gue l'es ;109 localemnent Qompact-E'eS? déraanrab g Ilinfini. 83

un espace est 3zscr@t il est loca 1ea@nt compact el sos parties ﬂ@ﬁp ac- §

e g a0 ]
68t une Iamille de points dlun

S A 4 o
g@st disite o a suivaht le fil
e p Tk sd o et TS a3 e
L A e LR 88V ALIL0E Uk @4

! 1,

o S e SR e 7 T R S Y A i MR s D o wqy e ok i o BV sp
gulon adjolat a I , considéré comme esiuce Cisceret, pour le rendre

R e G 8l Lim S : RN sy SR R e
compsct. Guand l'enserble d'indices est B ou note o2 ce pouint &
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Espaces connexes Lef. § 1)

(4

e 0 et we
e o s S e

el fermées que xulndeme et sa partis vide'; ou encore s'il n'existe pas
deux ocuverts (rquectlvenent deux fermes) non v1des cqmalementalres,.‘

Une Q&rtl ccnnexe est un sous~espacc connexe. Si ellﬂ 88t ouvevte

e o S iy oy o Tt e o S
T T e e R TR T S

clest un comaine . 351 A est connexe ot ACBC

e 7 e ek e e

- B est connexe.

B particulier si A conrexe est pqrt<’ dense dans B , 1'espace B ost

connaxe. La réunicn d'une fauille de parties cor naX@s dont 1'intarseciior

fmrt
o)
]
.
0
(sl
«©
g;"'
5
0
i
o)
fond
Ppde
3
1
ot
*.-.'
0
% ¥
lv\'
[-J
(N
H
¥
@
O

nioat pas vide est un_connexe. Donc s'il”

e

dfun egpace toyblogiqua B sur un espace &; cret coLprenant plus 4

Eic
o
Pt
et
;...2-
wn
On
@D
o

o]
=y
&

&)
ben
{3
;:.1
P.‘t
g. T
O
)
O
S
=

-—L
§.J
&
=
b
e
oy
o
fort
(4]
=
"S
ir\
=
ot
tnde
4 l i
@
(8]
3 o)
O
o}

o
5
I
)
(=Y
£
o
o
r 2
@
w
U]
o
O
2
e
(&
et
a3
P,
[
o
e
C
?—-T;

...... s soit connexe il feut et it suffi

tue chagus fzeolsur soit c&nnexe,.Teuﬂ espace suctient d'un congexe &s8%

|‘<1
E
o

’9 g T > e : . 2 74 = e e o e ,‘w $-
Le relation ; x el v appurtiernne une meme pariis cennexe, st

5 e : SEeye
une relation dféquivalience. La classa 4°
. 2

éguivalenece d'un point est le

1%

plus grand connexe conltenant le poin; ; on 1°

~

sppelid la cowpessntis

S e o S e o

%)

conne: _du_point. Glesi un ferme, cociitenu dans l’intersection'des

i i

ensembles & id 1013 ol ~t5 et ferme:s ccntenanti le p“‘nt, mals qui no

_lui est @as nécess axr“meﬁu ;agntbque 5131 nly 4 QQ7um@ classe, lies-

b

yare est MGQP@YV; 31 lu coumposante connexe éa éhu jue peihi est réduite

R L il Rl e TR R TS N G R

a ce palnt, l'esrace est totalement elcceﬁtiﬁh BXEnt le : ospaces dis-

HENL At ST 2 I A g A H ) Gt RIS A v 2 A PG
crete {(peis il ne faut pus coufondre les deus notions). autre axenmvle
: it . ; . ‘

31 ."'- 2 VoV i it 4 Al 52 K - " TR ] - B ~

& (im0 b o B 44 Ty LR CH TR frey R o £ T s G o Y 6 ) 3 ™YY £
La guosieny 4R 88pace | 9,}‘%:*’5’&' é.{ il sariea relztion de toutl 2
O Ton e ?‘a‘t J618 R B + »(7 y r D i e s 'm vy e s 81 S L
i LS9 RV RV S 6L 2 {, Letys o A‘J D88, .f( = Connsxe BILD AN
sy A i L T R e R O R R e e L e e T e S
Gsale DIOoGYl s Lo Conuosynie ColhoYe esl L8 0va0aid 4es ol
OOTNINTen G aan vt ent A on e
OIS ATls e 3% i,,;jp, yﬂi—’},uwi,u




2 20 :
Un espace topologigue est localenent connexe si tout peint admet

o g e e e W 5 V5. P st Wy SO bt s e Y o D <t

un systéﬁe fondamental e voisinages connexes ; alors la composante
comneké de cnague poiﬁt est a’ia,fois ouverte et fermée, en paftibulier
clest un. dosaine. Pour qu'unleSpéce produit soit locaiement eonnéxe

il faut et il suffit gue tous les facteurs soient localesent comnexes,

et que les facteurs non connexes soieLt en nombre fini.

o e ey




...aﬁ..

Chapitre II. structures uniformes.

Siruct ure unlfor e el quOlO_lO ascocide. Fonctions umiformément

contlnueu cf g 1 et 2).

Une siructure unlforﬂe ,L sur un ensenble E est aéfinie par un.

e s L Tt S s s o e o o o S D P oo

Filtre d'entoursses IJ, sur ExE , slest-a-dire un filtre ayent le

. e S e s we i e ey

Propriéiés suivoutes (azigﬁgg_gga-ggiggzéaéﬁ ou encore axiomes des
strv CEUEE:_- ani fornes).
(Uy). Zout entoursge (gl oo i re des eatouraces) contient 1

diaronale A de B xE .

B

P2

WU Le filtre des %ntcurﬂoes eg’ Es?metrlq ie’ e’ect -f-CGire si V

IT}‘\
est un enbtourage, son'syméirique®” moté V est aussi un enitourage.

I ). Tout entourage V contient un entoursge W tel que Woll ¥V .

{Pour les notions de conposé seB (e 2 parties A et B .et de symétrique
1 ; : D Pt : S

A dlune psrtie A dens un engemble produit cf. Fns. R §5 . Hous

Gerirons A pour AchA , A pour AcioA etec..)

Disons que les foints x et y de I sont voisins d'ordre & {4 partie

de BxE ) &i {x,y}g;ﬁq 81 x et y sont voisins d*orﬁra Aoty et z

e : < = ; gy : d o e 4
des @nteuragas sont 8@H1V&ieﬂ63 & l'ensenble des projpriéiés suivantes
ey - ]
les enitoursses sonl up Tilire [| :cur ExE tel gue :
S SRS I, e i A s e : 8 a4 S ' : K i} r s R N
cuels Cue Boient xek® et Ve 11, |, X el x sont voisins dlordre ¥
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' On appelle systéme fondamental d'=ntourages une base du filcre des

AR e L e 02 L i . i e o e S, D s o o O s S o G D e S o e 3 s S s

entouréges; Toute structure unlforwe admet un systéme fondamental forné
d *entourages s:matr::.o ues.

La structure _sopelogigue déduite d'une structure uniforme estcelle

i e s s s S G 0 e ) G S A D S s o S i S 4 P i
IR SR AT R S e e s S i < 22 e e e — —m-—--—-.—mn—-———c——-—-—-—c—-— a0 e o

oa_ehaque voisinage de x est 1‘ensemale des y tels que x et y soient
 voisins d'ordre V pqurfun entoursge V de la structure uniforms, U
gg;gggwggifgrgg est un énsembléimuni d'une structure uniforme et de la
sopologie qu*eg en daduit. Considéions sur-E;iE{la tdpclogie Qrodﬁit,
les intérieurs {resp. les adﬁérences) des enﬁouragés forment un systéme
i@idgﬂeﬁial dlentourages. Donc B vérifie l'axiome Orpr. .

Une structure uniforme est géparés si llirtersection des entouraces
% === % i % 2 e

o1 réciproguenent. Do plus lout es oa*@ uniforne seper est répulisr.
Pour ch ua atrucivrs wniforie on définit canoniguenent une “stfucﬁurc

Ine séparée :ssacié@“;.ﬁur lfenszemble qu@tieﬁt de E par la Iéiat on

s

: x et g sont voigins ifordre ¥ qael gue soit ¥V .

&

5

Yze aoplieation gtun Jspace unaLorme 8 cams un espace uniiorme Ef

nément ccnu1“u6 sl a teut enbourgvg V' de E' correspond uun

e & e ey e I SEEIS

& Vde £ tel qus les images de deux points voisins dfordre ¥

iforsre ¥, Une telle fonction est continue. Ude applica-

tiom aemp@sf a’duo;&cx icns uniformément co“uzﬁue est upiforménent

Ll i e 5 ek : : =.:¢z S = d o iy
Comperaison des stuctures uniformes (of. § 2 et 5)

(132 TG
Lis BT e U g Ay
< <
11 29 iy - « g VrPeaRy e H/ £ S T floe
For 4 e e B S e e R W, o 4 2 S X FLETTE Ues
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'Proyriété-éqnivalente-:vl'g;plicutibn f-et son applicatibn récigroque

sont uwnifornément countinucs. Les espaces topcloplques E1,E sont alors

homéomorphes. La r@clproquﬁ n'egat »as vrale

Dans ee qui suit Z@‘-et j@éz sont deux structures uniformes sur un .
méne ensemble'E., définies respectivesent par les filtres d'énﬁsbraves

i.zjﬁmet . 21% s ﬁ -

s 4 N V : % / s : o 3 S
53 le Piltre ]  est plus fln ;resoectzvemant strictlement plus fin;
» : Mﬁ : iS5 s 2 A

qug‘ie filtra ‘Iﬁﬁ s 42 structuve uiiforme ?41 est g}g:“§§§2 {rﬁefl
: p@étiwereatvgggizz ﬁent p?us Llﬂ@) gue la structure unlzarma 24%

(et -@%f.est_gggggggégg (respectivement str;ctement no¢pw_§;_“ que ﬁé}
ot ‘&% et'§Z} sént egtgﬁgﬁgiﬁg'. Plus la structure uniforme‘est fine, '

plus il y a dlappls atlcﬁs uniforméiient continues de B dans un espace
uniforme arbitraire F , et moins il y a d?applioations unifornément con-
! . : 5 .L‘ - i - '
tipves d'un espace uvuniforme arbitra.re F dans E , La 0060¢0g3e b,

- . o o - '
décuite de <£é est plus fine cue g tonoioﬁle é décuite de ?Q, i

3
3 o ¢ = - ‘ lf '
Bille pemt,@tre identique & %% , féme si %{ ust strzctememt nlus fiﬁ&

e b

gue %%' ; L'ansemble U de toutes les structures uniforues sur & est
g;@g&gi'pur la relntEOQ : "plug fin que” . il a ﬁn plus grand élément :

ig structure uniforme dlSCTCiG ot 421, est fcrme de tous les ens gmbles

P i e e oy s o e

de ﬂ/-E contenanf A 5 et un plus petit eiéﬂeat pour 1eouel iﬂ, . 5€

“oﬁyose au seul - easamaie &;f . Leg topslagles»assaciées son;’r&apeeti«

Pd £

venent la topolorie séperée et la tcpolo ie minimale sur E . Touts.

S e g sy s Sl ,..' e e SEA L i
struciure uniforis plus fine cu'une structure wniforme séparée est
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des filtres va et une borne inférizure Z{ (le filtre des cntouraﬁes

/

“de ' ntes t_pas le filtre intersection des filtres 112, car ce der-
nier nevsatisfait-pas_an é\nerdl & 1'axiome zc :

Ttimage réciprogu@ dfun filtre des eutourzgeq d'une siructure uni-
Pnrma-ast nné base de filtre d'entourages et aéfinit la slructure uni-

o e e e T e e e i e i e

forme 1 ima g€ fLClpTOGQP sar l'ensembls pppllque ;; c¢'est la noinps fine

des structures uniformes rendant iiapplicatiOE uniformément continu
8i l’a}}iication considérée est 1! alp71vauﬁon cancaique dtune partis

" dlun epsonble muni dlure struct ure viiforne ur cet ersenble on a

w5 4 = g S S A A T £ 75
auesi la siructure uuifo induite sur la partie. FElle est séparés
P oy A e e i e S e =

induite sur ls parvie psr la topologzle associée & la struclure
7 S /
sniforme donnée. !
Filtres ds Csuchy - fEspaces compleis - Prolonzement par

continuité - Complétion (ef. % 3).
S

q

Y étant up entourage des la structaire uniforme de E , une partie 4

de & est pe

-
e

Pt

5 TIEIZEEET R

ie dlordre V si ious ses points sont voisins d'ordre V .

3 a4 et B sont petits dlordre V st 83 rencontrent, AUB est petit

: % / =
- . . - Ci
dlordre V . Ure fau 111@ & de partiab de E contient des en>e'bleﬁ

it l'entourage V , % contient

v & AT S L R Sl S 17 Fi R ~" s
au moine un sneemble petit dlordre V., Un filire de Cauchy {sur ua
: Z== =
£ o A B e Ve Teca g FRAI AT O B st e Tl S L st 4 8%
aspace uniforre) est un Filtre contelant des ensembles aussi pelits
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Un esjace uniforme Ségaré est gggg;g;,si tout filtre de Cuuchy est
couverpgent. Dans un tel espace on pourra donc déuontrer la comvergence

diun filire sans connaitre sa livite, simplenent en montrant qu'il est

de“Cauchy.\Griiére de Cauchy : Pour qd'une appiicatiOn dans un espace

5 - : SR R
séparé conplet soit comversente suivant un filtre &' il faut et il

suffit gue 1l'image de €§ soit un flltre de Cauchy. Dans un espac

81 ara eo";l t une pzrtze fermée est co&olete. La roclpro ue est vraie.

un a2 1?im$ "tant théorime dlexistence suivant :

prolotigenent par continuité (Th. 1.3). Soit £ une fonc

une pariie partoul dense A d'un espace unifomme 4 |

s daus up espuce sépard et complet. Bi £ est uniforminent

continve on peut prolonger f par contlnulte dang B .. La fonection vro-

lozgée {(éviderment uniquement définic) est uniformément cortinue.

Enfin 4 toul espace uniforme on pzut associer un espace complet,

T%uuruue de co&plgtlon {(th. 2. 3) Etant douné un esgau uniforme sévars

e =
T L o v e O A e s e D e S i P

£ . il szisle un espace séparéd conplat E défini & une igomorphie prés,

i 2 - ARLEN * N I
tel cue B soltb isomorphe & un sgus-espace Qartout dense de B ; on lfap-

e i o s S o

Benargue : lu d@flnlulon d'un espace conmplet et nombre de prcpx,ﬁtée
ci=-dessus, en particulier lfexistenem Atun ”ggmplété" (meie non son
wnicité peuvent s’étendre & &es ‘espates non séparés).

»

- Beiace uniforaisa DLG. @oupaclre, connexité et siructure

_anxferm@ . (s, < 4}

sur un sspice bLopolosigue E est

“,{

e g3 e § o 03 RO R
si la topolozie déduite sur B d
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uniforme ¢t icentique & la topologie donnée sur E . un espace topolo-
gigue et saiforrissble s'il gxiéte une structure uniforme compatible
avec sa Lopolo; ie. La topolo,ie sseccide & une slructure uniforme &iant
nécessairescnt réguliire, il ¥y e des gspaces topblogiqnee.ﬁon npiformi-
sables, ﬁgustvorrons au ch.VII_nnG cardctérisation dgs unifornigables.
(Tn. 1.2) 1L emiste uno strugture upiforme et une seule conpatible
avec la copolavle dtun espace coinpact. L'agpace ggiforme gu'elle défi-

nii est csmvlet; C'est toujours ceite structuze uniforme gu'on consi-

dérers lorsgu'il s'agira d'un espace compact,

(Th. 2.4) fToute annllcatlon continus d'un espdce ompdcﬁ Gar 3 nn

espace &aixorme esl uvlformefeut,continué‘

(%n. 3.4) Four qu'un espace uniformne soit COmEéOt il faut et i1 suffi-

on’il soit co “ﬂlet et gue auel gue ecit l'entourape ¥ il v ait un rscou

¥reoent fini de l?esyace par _des ensembles petiis d'orure V . (rec
vremé;t irl.“dzbltralrement fin®), ou encore au'il soit Gomplét‘ﬁt
qu's ehdtae sutlourage V on puisse faire correspondre ur. nombre ;131 de
'ocmnua x de B tels gue les V(x,) recouvrent b .
' Un est 108 umlforme séparé est ,récggggct si son com‘lete est compacc
ﬁb-espace précor pact est donc Caractériaé par l'exxsuence de Tecouvre- -
- ents flnls urbltralrement fins, ou gar l’existence pour tout filare
L dtun filtre de Cauchy plus Fin que lui.
Un sspace niforme 1oealeﬂent compact nlest pas necesaalrem@ﬂz

o ;@;a on verrs au Ch. IX qu'nn espace topolo sigue locﬂlem nt G@@maét
aﬁﬁ'uaigma ie lals deux structn?es uaifbrues sur un’ u@l espace

ﬁﬁmpaiibzgs nvec ge top010ﬂle ne sont pas necessalrament lﬁbuviuL

foit ¥V un entoursge d'un espace uniforme B, une suite finie

poinis de B, dont deux Plements conséeutifs sont Wbi-

i est une V-chaine, QOlvnanL % et % qui en




\ o 08 e
o olt A, yen (ruul. A résp. A’) 1'c.so1ble des roints qui Lcut 8tre

joint & X par ume V-chaine d'au plus 1 Sléments (resp. par une V-chaine,
j

_resy;'par»une V cuaine cuelque soit l'euteurage V). Ax v %{ AX Vot

f\ Ay ¥ lu relatlon JEA %,V (resp. Ve Ay ) sont des relations

d'bQUlV alences dont les clusses sont a4 la fois ouvertee et fermées.

)

51 E est COﬁrggk, Ay est;identique'& la composante counexe de x ot &

1'iutersection des voisinages de x & la fois ouverts et ferncs. 85i B

gt localement compact et a un entouraze W tel gue W(x) s oit compact
o : . :
guelque soit x , soit V un«entourape tel que Vc W alors A V,n est

€ s
e’

compact pour tout m, Coac A i (et en partlcalier B s*1¢ est connexs

est réuniorn déncubruble de compacu.

Espace uniforse produit  (ef 9 5)

“Soit (E ) g une famille d'espaces uniformes, & un ensenble, et

pour chaque 1€ I uae aprlication £, de & dans F . Parni les struc-

o

turesruﬁifornQSISur £ reudant toutes,lqs,£$ ‘unifbrmément continues
il g on a une, U , woins fine que toubes les autreé. La tépologie
\ : 3
déduite de ﬂé est précisément la noins fine des topolo ies sur &
rerdant les f@ con tlaues. Four gufelle soit séparée il faut et il

suffit que pour itout couple x,y x#73 " 1] existe <¢e I tel gue
£ {x) # £ (y). 81 1l'ensenble E.est le produit des E ot si les f
sent  les fﬁuuulwhu rrojections slors la straoture uniforie ainsi

définie est la structure unzforme pzuault , structures unifomes

e e ot e s vt i e i et i s v e

i"'(\

o

topolozie déduitede la struch re




,3{) a:‘

Pour Qqune application hfun 8spice uniforme'dans un espace uni-
forme produit‘soit uniformément conrinue il faut et il suffit gue
chacune des anpllcatlons composantec le soxt . ‘

“1 une appllcatlon du produit de 2 espaces unlformes dans vn espace
uniforze (x,y) —= f(x,y) est unlformement continue, l'applluaton |
gariielie"y —> £(x,y) obtenue en leissant x fixe est uniformémenﬁ

continue. Ce réeultat se ﬁenerallSG & un produzt ouolcoque ageapacea

Pecur quiun filtre sur un produit d'»qP e slott uﬂlaarm&s QA* un filtr e
de Cauchy il 1auw at 1l suffit que ca ;rﬁga u,on SUTr chagus e5pace
fucteur soit un Filire de Cauchy. ucnc Tour qu un produilb d'espaces

faut et i} suffit gue chagus espucs factear
§ g

pss
o
S

vniformes SOii-cbmylet i
goll complet. Le prcoalu des ecmplb g des espuces uniformos et sépa-
rés diune fuubile acun@e evt 1c0L0fuae a. co J\.'Lé‘cé— e llespace produit

des gsyacsg de 1a fomil

&
e}
o
3
=

souisdérons une relation &'éqaivﬁlence sur bn espace conforne § 

’ at»i'ensaﬁble'QQS‘Structures unifozwsfsurvﬁ/m qui’iendéﬁt uniformén ant
continve 1! aﬂnilc ytion canonique ¢ (e b sur E/Q . Cet ensenbls n'ssi
pas vide puisqu'il contient la structure uniforme sinisale; il a done
ure borue supérieure, mals en pgonérel celle-ci ne rend pus ¢ unifor-

mément coriinue et n'est pas associée & la topolo ie guotient sur

o f + VR ] o AT AT o8 2 s 7%
Efw . Clesl pourquol npous ne &@fin%wwo%s cas Gihs le cag géndyral
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CLapitre LI1. Groupes lLopolo:ijues (théorie élémentuire)

Fopolosie de groupes (ef. 1)

Duns ce chapitre la loi de composition dfun roupe sera notee multi-

plicativenent sauf daus les paragraphes correspondant apx groupes abélisns

Un groupe topologigue est un ensemble nuni d'une structure de groupe

et d'pne structare tgpolO@loue cenpatlbles c’est»a dire satisfagisan®

T e e s s e

s o iy aeren oo S gy i

- gux deux axiores sulvants (ax1omes des SToupes_ topolo 1gues; ‘

.e
%;

{GTI}. La loi de composition du groupe (x,y)-—>xy est une appl&c
continue (de v xG sur G).

(szl). La syzétrie du groupe X = !

ast une appilca tion coatlnuc
 (de ¢ sur lui-réme). Ces deux axiomes sont équzvalents & Lltaxiome Qniqﬁ
): Ligpplication (%,y) —> 3y est uﬁ appllcat“on COﬂuiﬁE:;
slors sont Ces }Quéﬁﬂﬁryn¢5 ses de G sur lui-méme las trdaslailoz &
grgite' {reépwbu;vedon 8 éaucne} de 6 x—xa (x ,>ay) les aph1400~
tions x-—axb , la symecr e du groups.  .' : : . ‘ e
5i A esi unme partie ouverle (respectivement ferméé) de G, A , A% ,
At sont des ouﬁerts‘(ree?éctivement formés). 8i A esi ouvert et B
quelcengue, AB et BA sont ouvertu. Far contre si A est fermé, 4B ou BA

-
%

ne sent pas nécessairenment fermés n%me si B est fermé, Si gst un

voisinage de 1'élément neutre e de G et 4 une partie non vide Vi et AV

3i £ et p sont deux applieations '‘un ensemble & dans & suppost

S § g = ,‘.ﬁ' 4:2*‘7'_,.‘ eI S .2 o 5 - Zabi 2y S A
6, % unfiltre sur B el si lim 4 et lim g oexistant;




..52_:.

Soit ~?¢ le filtre des voisinages de l'élément'neﬁtre e de G,
e ﬁ? et Ya sont identiques au filtre des voisinages de a de sorte_
que la connalssance de ﬂf uffit pour définir la topologie de G . |
vmdls *%” n'eat pas un filtre guelcongue ; 11 Sdtisfuit aux proprié-
tés suivantes : : V , :
{GVI). quel gue goit U e ¥ , 11 existe Ve Y  tel que V.V U .
(GV ). quel gus soit U¢€ 3?- , 00 8 U°1{§v%” . :

Z
i q
X

) L'élbment neutre e apyartleat & tout ensemble de ‘Wh ’

¥ §
.2.\-

{uV yf}-. wuels cue sment acl et Be 5% ; aane Y’ .

B

Ré 1iroquemeut si 35 est un filtre sur G ayant ces 4Apr0’lletiu

il définit: unlqvenent une tor olowle “Q_patlble avec la structurs dw‘

groups de & , autrement dit ume structure de sroupe_topologiqus.
Les voisinages synétriques (identiques & leur image par la syma
X — X 1) de e forment un systene fo;uaﬂental de voisinages de e
Pour que € soit séparé, il faut et il suffit que l'ensemble_redu¢% &
1'¢lément neutre e soit fermé ou encore que l'iniersection des voisi-
nages de e se réduise & e . _
Remarquons que si G est abelien 1 cgnditlon (G ) est autons-

igae,en verlfiee.

..-......,_...._..........
m—IRmESEEmEIE

cation biunivoque de l'un sur l'autra gui est & la fbis un 1somor;q S0z
des structures de groupe et un 1som0“phisme des structures topoloigue:
clest-g- iire un homeUAOrphisze) Uns application biunlvoque f est un

¥ S

uorphisme si et seulement si elle est bicontinue et f(xy)=f(x) £{y}

: x->axa”] (ac ¢) _eét un isoaorphisma de G sur G ou encore

m“—“a—nﬂm‘ w—‘-_m....-,
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Un ibomorphisme local £ d'un groupe topologique sur un autre est un

oo w2 o5 S o
EESECESEEmsEnssSns

honéomorphisre d'un voisinage V du premier, ¢, sur un Vvoisinage V! du
second, G', tel que 1° £(xy) ='f(x) f(y) 2° f"(x'y');f"(x')f°1(y’
pour tous les couples X,y dans VzteLs que xy goit aussi dans V , et

‘pour tous les couiles x', y' dane V' tels que»x'y'. Sbit susel dans V!'.

slors v et G' sont localement 1somorphes . 81 6=G' on a un

automorphisme local. Deux groupes topologiques 1somorphes sont évidem-

ment localenent isomorpnes.

Tu restriclicn & un voisinage de l'elément neutre d'un isomorphisis
local est un isomorphisrme local. guand la premlere»conditlon :
Plxy) = £(x) £(y) est sablsfalte,,la42 lfest sﬁrement.pour.une res-
triction convenable de f , autrement dift f est le prolongement dfun
isomorphisme local, Henarjuous qu'us isozorphisme loeal n'est pas \

toujours prolongeable en un isomorphisme.

Sous-groupes. Groupes g ouotients. Homo&o;ghismes. Espaces

homogénes. urouyes ;roduits (cf §2)
Sur un SQHQ‘&TOUPQ H d'un groupe topolaplque ¢ la topologle induite

L ccmistlble avec la strucuure de groupe de H sur lequel eSB alusi

g‘\‘a

(8

it

&finie la qtructure de groupe topo»ogique inaulte par celle de &

{&

Lfschérence d'un qouSegroupe est un scus-groupe. 8i le pre:ier est

Par exeﬂvle, l'adherence de l'enssm-~

o
st
(6) ]
ot
‘m.Ba
=
v
£ae
h
(D
Oy
&
Q
8
o
e
©
n
&
o
ﬁ
@
o
fods

ble récuit a 1'element neutre est uti sous=;roups distlnguc, réduit o

faut et i1 thf&u wu’il existe un enverla ouvert U te; que

Sl

UNH =DBNAH £4 . 51 un sous-sroupe H n'esl pas fermé H | B est

lense duns H (tous ses pozzta sont points frontiére)
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Ponr u'un couse=; roupe polt discret ic Jwl et il gulfit (u'il 4#it un

L

point isole. rout sous-proupe dl serel est fermé. Pour cu'un sous=-sroupe

soit ouvert il fuub et 11 suffit gu'il ait un point intérieur. Tout

gsous=sroupe ouveri est fe.mé, wout groure Contiexe es. engendré par
ehacun des'voisinages de 1'élément noutre.'&n sroupe engeudré par chacun
des volisinages do 1'é1é20nt neutre ne conlient pas dlautire sous-groupe
ouvert que lui-méue, mais il n'est pas nécessairement connexe ; dans un
tel groupe tou. soué=groupe distingué fermé appartieﬁt au centre (Qui
dans tout gréupe sépar est un sous-groupe dislinpué fermé). si un
£reupe estlconnexe et localeémnent compact il est dénombrable & 1'infini.
La éonposante connexe de l'élément neutre esl un sous-groupe distingué
farmé K. La composante connexe dfun point x est Kx = xK .51 H est un
sous-groupe partout dense de & , H' un sous-groupe distingué de H ,

e B' de H' dans ¢ esi un sous groupe distingué de ¢ ; si H

i

dhéren

fomad
LON

Qf‘

est en_endré pur chacun des voisinages de 1'élément neutre dans H ,

7

¢ est enger(rs par chacun des voisinages de 1'élézent neulre dans & .

(t.

.81 H est un sous=groure disiin; ue ée ¢ on salL cue l'ense-rble cuc-
tient /E rar la relation d'e(ulvaience x yezﬂ (ou ce ul revient su
A -4 :
néme yx €H) acrel une struclure de groupe (sroupe quotient) guand on

preénd comie coniosée de 2 clusses % = x.B et y = y.H la classe

a4
¥
=
<
bl
.
L

31 G est un groupe Lopoloiiaue la topologie cuotient sur Q/H
ast compalible avec sa structure de roup@ et G/H est ainsi muni dfumne

strusture de jroule bopolo;sigue. Clest le ﬂro 118 togo7o rigue fu&*ia nt

——-».- 25t e s il s o et et ki e e s i e ot 1 e s i i

G/E , ou sinplement le sroupe quotient L/ﬁ . Comze on saitl gue 1's -
cation canonicue dturn esrusce dans 1'eospace quolient esl continus

Ltimege réciprogue d'un ouvert eet un ouvert. Dans les sroups

i e

C)

134238 AT £ Fag b o PN 1483 ey v A R 3 ¢
G 00 8 8Ll guvle L ki;.l.@lﬂﬁ{'?i{é Le ijfé‘}) ét Zuivanie
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(”h 129 L'lmare d'un ouvert dsns & par 1! “iﬂllcat¢on canonxtue de G

1

sur un grou @ guctient est un ouvert

-

Lorollalre h'l" canon14ue a'gn syctise fondanent:l de Voisinages

do 1'éléncnr neutre dans U est _un systi.:e fonda.entul de volisinares ce

l'ulc@unt Lgitre cu sroure nuotient.

{#h.2.2) lour au'ungfrou'e cuotient b[ﬂ d'un_;rou;e Lopolow1que 501t

schare, 11 1aut el il suffit (ue le sous gsroupe disiincué H soit ferme

k)

dans & .

1 U sst non separd ot si f est 1'achirence de 1'¢lérent neubre

i
G/i¥ esl _donc sépur:, c’eut le grouve siparé ussocié & 6
]

R S e b e e b e sl ...._.....-—».—..--...-
A e i e ot T2 o s 2 s e st i v s oo o, i S o

- 81 le sous-grouie dlstlnquo H de & nlest pas fermé,-le groupe sépardé

uscocié & G/B esi isomorphe & G/H . _(“ o
31 H esi un sous groupe aistingu? discrel de & , QfH est localezent

isomorphe 4 G . US G€ruubrers dans un amtre‘livre.qﬁe réei procueuent:
si u{,uz sont deux~groures,topologiques ¢onnexes localegent»isonorphes,
1l existe un sroupe L (locale“gnt isororihe u1 et G, ) aygnt des sous-
érsuteg dislirguése dl"CTU 8 h et ﬁa L@ls'que &1_et G2 soient respec-
tivesont isom0‘;hﬁs g L/ﬂl1 et - L/ﬁa » Bl H est un sous proupe dis-
tin&ué'ouvert de G : G/H~esL discrel,. Si'ﬁ ‘t conpael (reep. loca 1le-
sent éOKleL) &l sous Lrouge distinsus fer"é G/u esl coipactl
(resp. localsicnt conpacl).

w

ronsiiivilé ges sroupecs guotisnte. 8i H et X sont deux sous £TouDes

~

ls‘;‘t '_1]

n-ues de ¢, tels cue Eig;‘ , ~&5 rrou;es topolo.iuues UK et

B
(G/8)/( Kfn) sont lb@”@?bﬁes

B8oUs rrouves d'un grou e cuoiient @o¢ggi A un sous grouie du

S oaTTie o i Y 5 i Vgl e g e e ST
sroupe topoloricue G ; H un sous <roue ulﬁ@lﬁﬁue de & . Ll'imare cano-




tion nécessaire el suffisante pour gae f soit un homomorphisme est gue

| 0,
b : 0|
PR o

S%6 .

Pour qu'une représentation f d'un groupe topologigue G dans un autre

G' soif continue il faut et il suffit qu'elle soit continue en e

- (6lément neUtre de G). La représentation £ dé 1n1t une reprvsentatlon

bzunivocue continue 7 de G/H sur G', ot H= }(e’ e’ élérent neutre
de G!) est un sous-groupe distingué de @ iais en général f'n'est pas
bicontinue c'est-a»dlre n'est pas un ison orphlsme du groupe topologlque»
Q/H sur le sous groupe f£(G) de G' : Quand cette condition est renplie
groupe Lopologique Gl

(K-B. Né& pas -confondre howoqo*phlsme avec hoaeonorphlsue)

e

Tk, %.2) £ &tant uns regresentablom continue de G dans G', une condi-

ilimgpe -par f de tous ouvert de G soit un cuvert de ¢'.

Ocndition éguivalente : que l'lmage e Louc vclslnaye de l‘elpment

aeutre de G snlt un voisinage de 1'é1én ent neutre de ',

Corollaire ; toute représentation continue d'un groupe compact dans un

aroupe séparé est un homoﬂorphisme..

« 8i H est un sous groupe Haelconquw d’un groupe G on sait (Alg Ch.T)
enton.note~encor :
qu'on note encore G/H l'ensemble guotient de G par la relatlon d’equln

valepco x ye=H (cui n'est plus éguivalente & yx~ éIi si H n'est

‘pas distlngué), et qu'on peut définir sur L/H une loi de comvcsltlon

-externe &ont le domaine dfoperateurs est & , en faisant correspondre &

2

el 1:

5

@
)

7

o

<Y

&
M @
]
By
in

£

b i Sy g ."
clgsgse gt = sxH . G/H nuni de cette loi
k 5 ; 1.

ot

AR e g # : i AT 200 b : ) % {n o M Sy Yk , e op re e i Py
exterpe est appeld ‘espacse ﬁaaog@aa G/H . Bi G est un groupe bopolo-

IR e e T TR TR

S i §. S v G r 1! S LA . ._.,}/- P o Lol
gAgue i ",G?(.}"lzé 3_‘3 C”{Qt.‘l% t sur .l $9ﬂ‘ﬁ8}'§:f)i” L’-;&Gb};a‘ﬁb U’,ﬁ e Lelie jus

]

| G R o o . TP S - o ., ay oy “ ,- S SR
apvlication {s,x) ~—58x ds 6 (& E) dars G/H ,esi continue.
&




= Il

ensemble G/H punl de bette loi. externe et de la topelogie. oaotlenb a8t

Lt
%;gggace homogéns_ ~quotient du rrouge topologique G par le sous groupe H

oy i e e o e .—-.-....-..--_...._.——a... P
s W e i S s T e T i T e 00 s, i i

Ltimage canonique d‘unvouvert de (¢ dans l'espace-homogéne G H est

un ouvert de G/H . Pour Que l'espace homogéne G H soit séparé (st alors

il est régulier) il feut et il suffit que H soit un sous groupe ferms de

& . 81 H est ouvert lfespace homogéne est discret.

Prodult cc group s_topologigues : c'est le groupe produit mni de la

R i o s i T AT i

10} olcﬁle rroduit cui est bien compatible avec la structure de groupe.
& B o L4 :

5l G et G, scnt des groures topOLOgiques'ayamt respectivement H, el H,
ne 30us £roupes u&stingués, ltapplication canonigue du groupe tepolo-
glqug -{#1 1),\( ) sur le groupe topologique {51%2G22/<51XQH2} ast

ug isomorphisns.

§§;dct res vniforues de,grou@sﬁ {cf § 2)
Déng un gsroupe tonalggiaue la gggg ure uniformgnggggﬁg {respective-
ment &nuche; eat definie par le sysienme fg Lam§n§al d’ eﬁ%oaravaq foImé
des eacemolas Vd resp. ﬁw'des couples x,y de points tels que y'x'?éfv

(re: pcctﬁve;ent K y\;v) v yarc@urent le filire des voisinages de

2 s

elémeﬁt ﬂeua:e da &,aupe. Les sspuates uniformes ainsi obtenus sé
ev & A toulbe cropositior sur la tapologie d'un espace

vniforne correspond une .voposition cur ia ,apclo"le dun ﬁrc 108 &

Al el etoae 2 S i 3 At L G e . 3
Gs ©%v G sont évideument LG&fQﬁ&aﬁ 8i & Je g zdug est sbellen st g'il

5

: . b | ’ & : A

P e o LR By G oo e e s R nmin B 2 e at e Pt O i st e e
Sl elile aVHetrie X 23X a3t un i C‘C""f Iy nicme de la sirucs 3
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vniforie droite sur la structure unifcrae gauche. Les aulomorphismes

intérieurs xw)éx'a."1 de & sont & la fois des isomorphis»es de la stne-

4

ture de groupe et ds chacune des struclures unifornes. L. n'esh pas
wra en goncpal gie (x,v) 5y 8ot u“»_a@y¢¢caulen uu;zu;uknenz conf1=

nue de G G0 d &
g% G dams G, | ‘

ment continue Ge Gd dans~Gd,.» .4aig chacune de cos deux propriétés

caractirise les -roupcs dont leS‘déux'structures unifories sonl identi-

Fa

?"JS

w

ques, autlre conoition nicesseire et suﬁflsdnte pour que Gy
coimcideut clest gu's tout voigsinags V de e corresponde un voisinage
Wi de e tel que guelque soit xe"G,’ on ait xWx"ic’_V ; |
Toute représentation continue d'an groupe topologigue dans un autre
est uniformément continue quand on munit les deux groupes de 1eurs
structures uniforres droites (ou goiaches). N
ies stzucbures uniformes induites sur un sOUS-groupe OU SUT UL groupe
produit par las structures uniformes droites {respectivement gauches,
sur les groupss connés son. icentigues aax_st:ﬁctures uniforaes droites
{respectivement guuches) sur le sous &rcapé,ou le groupe produit.
ba structurs unif rie droite sﬁr—un groupe éuotiént G/H peut &tre défi-

pie en premant pour syste;e fondaxeat 1 a entourages 1'ensemble aes

paires de classes A,y) telles que yx 15 p(V), V uarcouran+ les voisi-

neges de 1'élcrsntl neutre de ¢ eb o étans 1'application canonique de G

eur G/H . Donc ¢ est uniformément continue.

ex

Un groupe G est complet si G et G"aont tous les deux des espaces

o i e 203 s i o

topologiques conplets. il sufflt pour cela qu'un des deux le soif.

sxemple : tout groupe localementi compact esﬁ comglet

Théorime de coaplétion dos £EQUDSS topologiques (Th, 1.5 et 2.%)

: / s ol ; e
, ni que x —»x ' soit une,applieatlon vniformé-



&,
S

Pour gu'un 5roupe topoloalque séparé & soit 1sonorphe 8 un sous y
groupe partout dense d'un groupe topologique complet G il faut et il
suffit ¢ue l'inage par 1s symétrie i~a>x°1.d'un filtre de Cauchy poar
la structure uniforae droite de. G 901t encore un flltre de Cauchy pour

T st D v G S 2 e

de , est alors unigue & une isomorpaie prés. En particulier tout £TOuUpe

&
abélien séparé ei plus sdnéralement tout groupe séparé dont les deux

structures unifornes son: identiques, peut 8tre ainsi corplété. e
condition du théoreme de compléﬁion &3t vérifiée si la symétrie est
uniformémenx-eontinue au voisinage de e ou Gy . 11 en résulte qulun
groupe séparé acdrettant un ?oisinagé symétrigue de l’origine précompact
dans G, scmet un ooupmete localenent compact.

Uu goué,groupe fermé d'un groupe complet est comnlet un pfoduit de

groupes comulets est complet. On ignore si un groupe quotient séparé

d'up groure complet est toujours compiet, mais on le démontr e au chap.IX

si le groupe complel esi métrisable. CU'cst aussi vrul si 1@ groupe esi

locslement compact car le groupe quotient est aussi localement compact.

Un peul aussi définir canoniquement une siructure uniforue sur un espace |
homogéne G/H, en faisant correspondre & tout voisinage V de 1'élément
neutre dans &, 1'ensemble des couples (%,¥) de points de G/H tels que

£

yeV.x . Ltapr icatzon GdﬂOﬁlQGﬁ de G muni de sa structure unlfcrm@

o

@

gauche dans G/B auni de la structure nniforne définie ci-dessus est
uniforrmément continue. ﬁe te strueture uniforne est compatible svec ?a

topelopie guotient sur G/H . h?applic&tion X —» 8% (a fixe dans ¢) est

s @ 2
coniinve, (Xx,a)~»ax n'ust pas en gémwral uniformément

;
. sl : oy . 3 5 9 s P : ;
it s 0 2 sk Poywyon o f2 44 P e =y £ T RE B XS T @y 3 { P o
GO0 'lue.. nue os & A 55%,;,,. Cans iz i{ i1 Wals ki Qb g# ’u BEBZY 21181 St L s 7'5.'ﬁ 5
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8i G est coﬁplet et H fermé on peut assurer que Q/HAest conplet dans
les mémes conditions que pour les groupes gquotients : G métrisabld.
81 on compléte l'espace uniforme G/ﬁvet si on prolonge par continuité
les Opérateurs de G sur cet espace on & bien un groupe d'opérateurs con-
tinu sur lilespace compléte mais il n! agit plus en général transztlvemanf
sur l'espace gui n'est plus un espace homcgéne;
S0it G ce complete et ¢ s'il existe, H 1'adhérence de H dans g 5

B e

si G/H est complet alors b/H peut 6tre considéré comme sous gspace ps

ﬁ
!«d

tout dense d'un eonace homogene gui est un espace conplez et dont le

groupe {gui est complet) contlent le groupe du premier (qui iYest partou
dengs).
Sonmes infinies dans les ;roupes ebéliens ( cf ¢ 4)
Dans ce paragraphe il ne sera question que de groupes abélieng
ﬁopﬁlogiquea géparés dont la 101 de composition est notée additi ;ﬁgﬁt

en général. Soit (x@}‘aél une famille de p01nts d'un'tal groupe G et

9 (1) 1'ensemble des‘partieg finies J de I . & (I) est un ensezble
£iltrant pour la relation d'ordre . . Soit Sj la soume des x, tsls
que v€J . La famille tx ;) 61est sonugble si l'application |

J —> 85 & une limite suivant le filtre ¢ des sections de 1'enseuble

filtrant Q?(I) des parties finies de I, ordonné par inclusion. .

{ou simplement <L X, et méme 2; X, q&and aucune confusion n'est &
0

craindre). Définition équivalente,: la fanille (x ) est sommable et
a2 pour somme S si, pour tout v0131nag9 V de l'orlgza ¢ Qdﬁ& G il existe

de I telle que pdur toute partie Tinie J "DJ_

unz vartie linie d

70
on ait 8,68 + V., (Si G est noté nultiplicativement, la famille sers
4, 3 5
ite multipliable si ‘i'application J — Pr = | X . & une limitie
R ARIE TN LIIENIE 1 6: !ja 4

suivant ﬁ? . : le produit de la famil e QA )46 T gulon notera

w..-w._..»..w-.-—




%
R
vt g

S e
Un resariguera : 1) que si i est fini la définition redomne la sonme
orqinaire d'une famille finie;'uéfinie an Algébre; 2) que la définition
d'une farille sommable ne fait intervenir aucune notion dfordre sur
l'engemble des indices. %) que la déiinition s'éteqd imﬁédiatement 8 une
famille d¢ points d'un espace lopologijue séparé dans lequel on a défini'

une loi de composition associative et comwmutative.

Critdre de Cauchy (Th 1.4). Pour gu'une_:.famille (Xi)»(,gl soit somma-
“ble il faut '‘gue pour tout voisinage V ce l'orig;ne il existe une partie

ripie J, de I telle gue pour toute partie finieé K de I ne rencontrant

pas J, on ait 22 x, € V . Cotte condition nécessaire est aussi agf~

ilsante lorsgue le groupe est complet.

Corollsire 1. ui la Pamille (x,) est sommable, tout voisinage de

l'origine contient tous les x, & 1l'exception d'une scus famille finie.

En d’antres termes on 2 lim.x =0 suivant le filtre des complémentai-

ree des parties finles de I . Cetle condition nécesszaire nlest pas en

vénéral suffisante.

Corollaire 2. i la fazille (x ) est sormable et si 1'élément neutrs

de G admel un systoae fondamentul dérombrable de voisinages, l'ensemble

des indices ¢ tels que x_ # 0 est cénombralbe.

Théorime de 1!associativité do la sorme. (Th 2.4). Dans un groupe

complet toute sous-fanille senmable €stl somrablei gt si (;A)Anc est

une partition de l'ensemble d'indicee 1 , la famille des iz = =2 x

?;C 12

st sommable et sa sonmze est égale 4 celle de la famille (x Yoiio
/ﬁ.}

clest-a-dire : = %= 5 Jer iz )
PEUTE e e E e
Ti¥an PO W % & "'/"‘S' Z‘W = S d‘-, 23 3
En particulier 81 I = Lx4 la ferille "double" {x} }{z_,x P
‘ A Jofl] S L A

est sommable et on a la fornule dfécranse ‘des sipnes de sommation

ﬁ;.;' w SN o \ <" gl

2. X RS Y el T G e
/‘ W E Ty S A fh SUE { f é./% ol {lj [3"%“ . ;Lé;» :li e iﬁ
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Renarque : 13 dernier ncabre de la for:mmle (1) peut avoir un ‘seng sans

que le premiocr en ait un ; de méme ders (2) le premier'membre peut ne
pas avoir de sens et les deux derniers en avoir sans que les éléments
cu'ils representent soient 6gaux. A _

Dans un produit de groupes pour qu'une famille soit sommable il faut
et il sufflt que chacune des fanmilles ;rojectlons le soit. Liimage d'un
famille sommable par une représentatioh continue £ (d'un groupe abélien

1 séparé dans un autre) est une famille sommable et on a :.53 f(x J= ¢(<7”z
Si’xﬁ ,'y; sont deux familles sommables au méme ensemble d'lndlces; ‘

lés_ﬁamilles > (ex J; 2inx (u c 7 ), Z (x,* y, ) sont sommables

et ona > (_4X/b) = - Zx% s 2 0z cabiz a5 ('xa+ g )=Zx 2y

géries (ef © 4)

Soit (x,)p y une suite de points (d'un groupe ébélien'to@olcgigme

2

ré noté additivement). Posons 8§ = 2: x? On apgelle série

s i 2 s

‘:‘
§7z

spal
i¢finie par la suito (x ) (om simplenent serie (x,)) le couple des

!H"-.

suites (x,) ot (8, ) ainsi associées. La série (xn) est convergente si

ia suite (5,) est c nverpente La lirite de cette suite est la somme

o v i a

de la série el se notse ’,fﬁ X, - (un ait quelauef01s par abus de lsan-
=

i T 1 o o i e 35 g =
prage = R ey )

0
1

e =
gage "la série > X, " ou encore"la série x +x1 ...+x +, !
s ‘&»0

la série (xn) est conve?gente) Ces rotions s'étendent immealat«manf ;

quand

au oas diune famille dénombrabie de roints (x@) lorsque I sst bien

1el _
ordouné. ou lorsqu'il existe, ce qui revient au méme, une application
biunivoque de A sur I . §i I est ure partie (infinie) de A

ordre sera sauf nention du contraire l'ordre induit dans I par liordre

S
e L ER ]
naturel dans j‘x i
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- Gritére de Cauchy Une condltlon nécessaire pour la convergence de

la gérie (x ) est gue pour tout voisinage V de l'ormme il existe un

entier 1 tel gue pour tout couple d'entiers nyn, D0 onait

1% . 7
Zf% X5 eV . GCette ‘condition est aussi guffisante si G est compld .

Si leq séries (x X}, (y ) sont convergentes les géries (=% ) et

gxn + yn) le sont auusi et on 2 : ;) (=x ) = £§o X
S(x yn)-Sx—i-Sy. |
e

851 on modifie arbitrairement un nombre fini de termes dans une série
convergente on obtient encore une gérie convergente. Par exemple en

mmpl?agant les termes d'indice <m ¢ N par zéro on obtient ume 8éris

~

D

convergente dont la sonue notée J x, 8! iappelle le resfe de la série.
. Mmoo -
Soit *\}:n} une suite stri cter nen" croissante d'en‘f%lers >/(_"; s 8l ls
. Bz £e g'? -i‘, . ; 2 :
série {’} ) est conver gente, et si on pose b= %25; X, 5 ls série
o 0 2% 5

5 /: ; ’ g £ ! Yi-:i S 7 S
{u,) est conver;ente et on a S U= D X, {associativité resireinte

7 N=o =G
deg sérieg).

- 5

51 la famille (x.) est sommable, la série (A ) est convergente sinsi

cue les sdriss (xg( \,, en des%nant par a(n) une pezmutauon quel-
congus de ¥, etone > X, = S xo(n) La zec;.proque

neN %w
es’c inexacte et la famille des termee a’une serie convergente x, peut

ne pas étre ssmma,ble : la série x peut ne pas 8tre convergente ou

a(n"

converser vers une sutre somme que (z ), toutefois si a(n)—n est bornée

(A }, come*ﬂgv vers la méme somme cue (An)

c - o o B A P 2 IRETEN v 2 e
On dit quiune série (x,) est comuiutiveme ,t nyergente si pour
g 7 g
R U o b7 e i / k' z % ; 4 2 gl L
wouie pemutation o'de Nt 1la gérie | n)) est convergente. Une condi-
SR SRR P L SN TR - SR R St Lok “t o
vicn necessalire el sullicante de convergence L@mmu‘sa‘awa est que lg
£ { o NG G R e e e iy D N T RS ».l { ‘; 2% e T B
& ‘.,..r.‘z-j(n ; BOiY gomzanle, Toutes leg sériass ”gir.w{{ﬁ“!, ont @.F.Q»_fi mens
37 BRdey
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edents se o

i

es développenente préc ‘néralisent dans une certaine mesure

iz

au cas ob la loi de composition n'esi pas commutative (familles multi-

pligbles ot produits infinis dans les groupeé non commutatifs). Pour

¥m définir les fanilles nultiplisbles on ost obllge cette fcxs de SUppo-
‘ser que l'ensemble des indices est tutalenent ordonné le produit de la
famille &tant défini & l'aide de tous leSfproduits des familles finies
d'eléments, prises avec 1’0r&re‘induit“ On a déS’rt°ul tate plus sinmples
{suites multlpllaoles) cas gui n'est

quand 1'ensemble d'indices est

/

pas équivalent au cas ﬁénéral méme sl 1'61éxnt neutre aduet an_sgspemr
fordanental dénoubrsble de voisinages. lLe produit infini se définit
< t :

seulensnt pour'las suites comme dans le cas comutatif. Hous 78 dirons
rien de plus sur ces questions, qu'lon thﬁVGid é,uélpeo ﬁang.l“appﬂﬁdace
au chap.IX du ;ralté; duns 1o oas des suites mult tiy lifhlas etlpxﬁcui%s
infinies sur une "algébre normée'.

’Ames’afux ét COIps s top polo r;guag (ef. %35)

sur un ensewble A est compatible avec une structure

TS s Ok e e e e s S

Une torologie ?Z

dfennsau sur A, et A zuni de ces 2 siructures est un gnneau topa}gg&ggg,

o7
gi b est compatible avec la structire de groupe aﬁdiolf ﬁgt si
l'application ( y} - X ¥ @%t conllnue (duurement dit =i 48S trois

@me;cdhzsrs (x,y)*”>x*v , X—»-x , et (x,5)—>xy sont continues).

E vn filire sur A enmgendrart une opologie de groupe sur lie

IR s & s A A e Ry 2 3
”?0,1@ a”dit . pour guells soil compatible avec la strut gne-
_ 2
g e Y S sy SRS kg G PRy At Py e I SR 2=
ngau ilb-Tanv el il suffitv-que 1™ guelgue soilt e A et Ve 8 il
exinte We § tele uue ¥ooet Wn ey L SRR SR S o T
CELEBLE Ve ke CELE TS % £ WA Ol Wi, 2. - AUReLauS - BOAE el
o - «
R T P i el e UC AT e R
Lo SELBLE R 4 LU W TN
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Daus un udauce topolo ijue toute Lonobhétie & droite x —> xa

(ou & gauche x ﬁ}ax) est continue. (Ells n'est uz homéomorphismne que
si g est 1nver51ble) 8'il y a des ¢léments 1nver51bles, l’appllcetlon
x —x~1 du groupe nultlplicatif I des sléments inversibles de A ‘sur
lui-néme n'est pas necessalrement continue, ou, ce qui revient au méme,
la structure topologique induite sur I n'eSt_pas toujours compatible
avec sa structure de groupse. ,

Soient £ et 7 deux spplications dtun ensemble E dans A ! suﬁ%ossns B
muni d'une structure topclogique,'f,at g continues en %, ; alors Pre ,
-f, f.g sont continues en X . Donec lzs apglicatlons cuntlnuea de E daus
A §9rmaut un sous-znnesu de lfenneaﬂ de toutes les applicatiocns dé'E" '
daps A . Si A-est‘commutaulf tsuba'fmnctlon 07Jnome & n varisbles &

L)

coefficients dans A est une appliecation continue ds A dans & . Suppo-

sops B filtré par e Pz tre F ot A separe 51 limq; £ et lim ¢
sxistent, il en es L de méme de l;ﬂlgi(°f) llm<§j (Btg) lim (fe) et
: : : 7 « L‘[&

on g

\

ot

liﬂfﬁ<f+é} =1im ot 1im i1.g ; llm (-F)= limg. : 1‘%§fg lim,~f lim g
bur “n s0us anneau les. strmctures ;adultes d’anneau et a'espac&
opalcglque sont compatibles et définissent une utructure %Eéglt?
d?anneau’tdpplogique;'ﬁi K est un sous anneau (respect;vement un 1dpa~
4 droite, & Lauche, bilaters) de A {ou plus pénéralement d'un sous

auneyu detOUE dense de 4) l‘doberenne de E dans A est un sous annes

{ respective egt un idézl & dreite a qauehe; bilatére; ai B eat u@
idéal bilatére 1la topolosie quotient de cexle de A par 1a relation

3

d*équivalence z-y&E ‘esi-aempatibln avec la structure.alﬁébriqum ds

J¥annesu quotient ; e¢llss dé: 1nzssmn, 1t anpeay LOQOleilﬁue quotient x;%.

s i s e T
i i < i R 5

Hur lieasemble praduiﬁ "une f&mlile a’@mnezux la topologie roduit et

ia structurs dlanneay @r@uxlﬁ sont Jumpai;b$eg et_définissent une
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il faut et il suffit que H soit fermé. in partlculier gi A n'est pas

séparé, l'adhérence N de l'élément neutre dans A étant un idéal bilatére
fermé, 1'anneau quotient A/N est 1'gnnesu séparé associé a 4 .

imend on parls de 1la structure uniforme d'un anneau topologique il
slagit toujours sauf mention expresse du contraire de la structure uni-

forme de son groupe acditif. En partlculler un anneau est complet si son

T e e
i = A s

groupe aadlulf est cor 3 et. Il est tou jours p0581ble de compléter un

& o e o s g R e, B i
e o (1 S o 4073 o o il

annesu toyelogique séperé, clegt-a-dire de le considcrav COMME Sous-

anneau nartout dense d'un snnesu coxnlet (gui est commutatif gi

Lsonesu initial 1'est). En effet on peut compldter sen groupe additif
(cf § prdcédent) et la possibilité de prolonger le produit résulte du

7as

thécréne plus géuéral suivani

{Th. 1.5) = Soient B,F,C trcié'groupas abéliens séparés ot complets.

A UL SOuUS-groupe partogt dense de E, B -un sous grouﬁe partout denée
¥

. 81 £ est une 1pg&;c ation DlliJ&dlrﬁ continue de ﬁ?<b dwna & -

~y
Aok

®

&

1L €tre vrolongé par continuité sn une application billnealre con-
tinue de B xF dans G .
Un corps topologique est un ensemble K muni d'une structure’de

corps et d'une Lopelo gie compatible ayec sa siructure d'annaau et

7

telle cue lu topologie ou'ells induit dans.lfensemble K des éléuenis -

£ 0 de K soi' coupstible avec la structure de groupe multiplicatif de
-4

K A{auvtrement dit =z+y , x-y , %y st x°' sont des appl* onti-

nuaes )

ﬁ'}
3

Une structure de corps et une topologie sur un ensemble K satis?
ant aux conditions ci-dessus sont cimpatibles.

A : 5 § S A ;
£ % o B Y] IRy N T i 5 ) % e > [
vk 8 F 0w LCE apiDeneLie’] X T2 ax . ey




1

il en esl de +Cue do aV et Va , guel que soit agv .

solert & un espuce topolqgiqué,‘f une applicution de F dans X 28l T

est contiﬁue en uﬁ poinL Xy 6t f(x )#U ’ f'1 est continue en xo J

81 K est con 1uta;1f toute fonction rationnelle de n variables & coef-

ficients duns K est contznue el tout point de k% of son danoz;n teur

n'est pas nul. 31 f est une applieatlon de l'enaemble E £iltrs par le

(J

filtre & dans K supposé s épuré et si lim f existe et u'est pas

nalle, limcg 271 oxi xiste et égale (..1m,5. f)-1' .

4

51 H est un sous corps de K la topolo.:ie induite dans H est compa-

-

title avec sa structure de corps et on a ainsi une structure de cor ot

K,J

topologique induite. kn outre H est ul sous corps de K . Wn prod:

- e corps n'est pas un corps et sur ur produit de corps topolo:iques

5% définie seulement une stracture ¢'unneau topologique.

-

Dans un corps topologique K il y = lieu de considerer 1s saructu;

uniforme additive (celle du groupe s¢ditif K) et les structures uni-

formes multiplicatives dr01te et ;:auche (celles du groupe multiplica-

tit K7 ). Le siructure unlforme 1nau1te sur K par la structure uniform

additive est en général dis Lincte des structures multlpllcotlvps

D'apres les ~ultats sur ld conpletlon des anneaux topologiques, tout

corpe torologzicue séparé K peut 8tre congldérs comme cous anneau par-

: s
tout dense d'un sunoau topolosigue e6ard corplet K , défini & une

20

igomorphie prés. Pour que 1'anneau cpiplété de K _80it un corps

Ltopolosique il faut el il suffit qu'un Piltre de Couchy de K (pour 1a

structure gdditive) auguel zéro n'eet pus adhérent ait pour iaape par
ltapplication x—x"' un Piltre de Couchy. iéme quand 1'annean com-

plété est un corps, rien n'assure cue les structurcs aultiplicatives

O3
Q
e
&
B

ent complites. Foutefois il en sar: #ipsi, quand K esi localoment
p i

N PN S B e 74 2 R e Parek it
précompact €t nuand K est commutatif, Si pour la structure additive

o
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le corps coamutatif K est séparé et coaplet, il cn eét de méme de K7
pour 1l étr@ctvru 2u}tiplicative. |
Un corys topolosigue cst néces saireﬁent ou cdnnexé ou totalement
discontinu. Un?corps topOIOgiqueVIOCcleient cozyact admet un systéme
fohdaﬁéﬁtul dérno..brable de voicinape de 1'¢liment neutre. Les sceuls
corps topolovicuss coipacls sout les corps finis avec la topologie

discréte.

space vectoriel to 010ﬂi&ue SuUr un corps ‘
$0it & un corps'vectoriel & gauche sur un corps topologigge K

(dans 1a suile on ne répitera plus "4 gauche", el on omettra les déve-
lopieuenus anzlosues pour les espdces vectoriels & droite sur K)

Une topologie sur E est compatible avec sa struCEure d'espace vectorie

—— e

K , el avec la topologie de corps de K , (ou par abus de ~ang ce

@
e
(=

conpatible avec su structiure vectorielle sur K), et E muni de ceite

topologic est un esJacc vectoriel topolosiguesens sur K , si la topo-

mEEZSTEZTIoTTZ=

logie Sur B est con.atible avee la structure de<groupe additif de B

o ?'aL}llca+1on (A,,x) —> Ax de KxE dang B est continue.

Une topolosie oonpailolc avec ls stracture veciorielle de B sur K
l est sussi avec la structure vectoriclle de & sur'un‘ﬁous corps de K
Deux esyaces VGCborlblS topOIOgliuos SUT le mé&e corps K sont
gggggggﬁgg s'il existe une isomorphie de la structure vectorieiie par
rapport & K de 1'un d'eux sur celle de l’aﬁtre (clest & dire une
arplication linéaire hoﬁogéne.biunivoque de l'un sur 1l'autre) qui
' goit un homéomorphisme rour leur topologie. .

La x@@ﬁ%%dﬁﬁ atrjczuze anlforme d'un espace vectoriel topologigue

e

est celle de son groupe additif.
La topologie d'un espace vectorisl topologique E sur un corps K

S
s

R g A pe i 2 oy I
2 avec la structure vectorielle par rapport a X




d'un sous erpace Vectoriel ce B et définit sur celle-ci sa structure

vectorielle topologiqué induite. L'adhérence d'un sous4espace vectoriel

s e s S T s G
e b e Y e i Gy

est un sous espace vectoriel. Sur l'zsspace vectoriel produit diune
famille d'espuccs veclorielles topologiques sur un méme corps topolo-

gigue la lopologie produit est compatible avec la siructure vectorielle

et définit 1'espuce vectoriel topoloziijue produit. Si L est un sous

ospuce vectoriel de l'espace vectorizl topologique E la topologie que-

tient sur E/L est coapatible avec sa siructure vectorielle quotient et

e i i e e i . s A s e ot S e e sty S o et o e e e . et o i S st s
= . ==

définit 1'espace vectoriel topologigic guotient E/L . Pour que BE/L soit
séparé il faut et il suffit que L soit fermé.
Soit A une algébre sur un corps topologique K , une topologie sur

A est compatible avec la structure d'espace vectoriel et 1'algébre

. T S e s i S, s o s

nunie de cette topologie est une algsbre topoloique sur K . S la

topologie esl compatible avec lu structure vectorielle de A par rapport
5 K et si en ocutre le produit (x,y)¥e>x.y est unec application»conti=
nue de AxA dans a . ' . | ‘ _

Deux algtbres topoloziques sur un méme Eorps topologiqde sont iso-
@erphes sfil existe ur isomorpﬁisme d'algébre de l'uﬁe sur 1'autre
qui so0it en méme temps un homéomorphisme.

On définit canonicuenent sur une sous algdbre, sur un algébre
produit, sur une slgébre guolient par un idéal bilatére, une structare
d§algébre topolo ique. L'adhérence d'une sous algdbre (resp. d'un
idésl bilatére) est une sous-aliébre (ras54 un idéal bilatére). Pour

A

x L Ty RO s £ S S Be & ol £s ALLD X < PRt I 7 381 e < Al |
cutune algcbre quotient soit séparé 1 faut et il suffit que 1'idéal

i TR I J i
aloebre 4 git un

L

&

bate

% < ¥ | o 4 “'.(: w g 2 -,3}:‘ EA AR .y 5 = P ISR % - 2 3
Jilatere gqui la d&finit soit fermé. Bupposons que.l

-
Y Y

ok X é
P N

3]
r;

&b

Bt

PR
gl WS 'olfz!(’;/

o
o
&O

-« i 2 2 W SRR T Sl e 3 :
P P M r A LY B NaTos =) AR TeW o TN P N R A ) 3k o
Qiciisls unlite g+ BOROLOFLIES ANAVALE al Cel.e

o

PSS S O LS TR U Ly 4o Soam e T D e an B i et enY 5 i Lamey } e
atlf & des &léuents inversililes, n'est pas en général sompa-

FI N e Vg v Praosdiivey A errmirries - A 13
LADLGO aVel Llg struliure e £roups e . .
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Appendice : plructurss topolgflques dAfipies & l'aide d'une faﬂille

de sous-groupes.

' soit une famille de sous groupes d'un groupe G . G 1'engemble des
groeupes aﬂa’1 oti a'parcourt ¢ et H parcourt F , fSlJensemble des inter-

gectiong finies des sous groupes dé la fanille F ’ }3 est unc base

de filire définissant uné'topologie ie groupe sur G . En partioulier si

G eét abélien ﬁ; = 65 une ?amllle uelconque de sous 5roupe envena?e

up tel filtre. Pour que la topolo:is ainsi deflnLG s0it séparce 11 faut

et il saffit oue f‘zr“erseﬁtzoh de tous les sous groupes apparzenan% &

B

& se réduise & 1'élépent neutre o . Pour qu'elle soit discréte il faud

7z

t il suffit que %e,;soit 1nbersectlon finie d'un certain nombre d'slé-

(Y]

nents ce Qb . Dans! tous les cas les sous grouges sont & la fois
ouverts et fermés et le groupe topologigus est totalenmert discontinu.

Supposons maintenint que le groupe soit le groupe additif diun
; | ; ‘ ; ; .
annesu et les sous groupes donnés des idésux bilatcres. La topologie

/
7

mfils définissent jest compatible svsc la structure d'annean. Un & donc
ainsi un annesu thaio&ique totalemeat discontinu. Par exemple : =i &

est un.anneau-ie/%ﬁdekind {annean ¢'intésrité ayant un éléuwent uniteé

. () se déczonpose dfune maniére unique en

et'uans iequel ?rzu idéal: F

Agrbduit e pu¢/ 4nces ¢'ide aﬁx premisrs, si la’famille d*idééux définis-
sant la siruc f re uQchrh, est foraés d'un 1daa1 preuler ket de

se6 nxlgsar/f, el & le complété ie A c'est un anneau dlintéprité
dont le caﬂ;aYJes ngtients K, st &souorphe & llextérieur

J o L
P ~acique (u corps des guotients K de A , Gofinie en algébre. bl
; | _

/v S w - % : . . P /-
A=7 , K=, un idésl premier de 7 est prlﬁClpal et esl enjendre par

noenbire

note Z_le complété de A et y p le corps des

corps des nymbres p-sdigues. wn obtient sur

Bt S S ar R emimreipas e

me topollgie compa 2tible avec sa strueture




Si5q.

de corps el yue prolomze celle de @p en identifia.t KP avec 19 gubtien
. :
P

des éléments £ ( dans Ap).

: X :
de AW°>( A’ par la relation xy'-yx' = 0 (A.p désignant 1'ensemblle

Chapitre iV - Nombres réels

Nombres réels (droite numérique) (cf 916t 2):

on a défini en algébre (Alg. Ch.I) la relation d'ordre total x <y
dans l'ensemblo (3 des nombres rationmnels. Elle est compatible avec la
, structure de groupe udditif de @ (lLlordre est invariant par translstim

La droite ruiionnell

-
o G o S D ML D e ST o D oy S et S S s

1'ensemble (Q des rutionnels de la topologie de groupe dont un systéme
fondamental de voisinages est formé par les intervalles ouverts mysk
symétriguss ’]-a, +a,[ (a »>0). ( muni ce cette structure ce sroupse

topolosiyue est le grou.e additif de la droite ratiommelle. soit R

T e T A T s S e < e Y. Y > s < VA i e S A T i AP W G i o i e s o
i S G it A s s e O £ o S s e peepemnad

le groupe conplétd de . Bes élénents sont les nombres réels. K en
= % — i B s e S T S o e e

tant gu'cspace topologique est la droite nunérigue ; en tant que groupe

B> e > e e i

topolosiyue clest le groupe adaitif de la droite numéricue. :
“ : Lo

i
L T e e e e ot e e it - i o e i T et . s St e et S s e s oo e e
T e i 7 D o s o ok oot € r— P - rompa—

Un identifie en général (Q avec le sous groupe partout dense de ®

auguel il est isonorphe. alors tout nombre réel qui n'est pas rationnel

&

est irrationnel. L'ensemble des irrationnels est non vide (of §3) et

" partout dense.

Lba relation y-x G‘?§+ E Ql+,., o8 (Q% est llenseuble des ration-

”

nels 0, esi une relation d'ordre iotal qui prolonge la relation

N

d'ordre sur CQ et qui est compatible avec la structure de groupe

_______ %baa§ de tout

additif de R . Blle laisse invuriante ls lonpueur
intervalle d'extrémités a et b . Pour lg structur e uniforae additive

4

de R 1les fonctions x' = dax (x,0) , X = siax(=x,0) ,}xgz Max(x,-x)

(valeur absolue), les fonctioms iax (x,7) uin (x,y) sont uniformément
i : - continues




H2 =
Elles sont respeclivement identiques aux prolongements par continuité
des fonctions analogues définies pour les rationnels et on a toujours
asl ¢ a ) sl it g v

(%b. 1.2) (Axiome d'Archindde) wuels gue soient les nombres réels

%6 ot yyo il cxiste un entier n >0 1el gue' y<nx .
(Ta, 2.¢) Pour gu'une Qartié de la droite numérigue soit compacte il

faut et 11 suffit gqu'elle soit bornée fermée.

Corpllaires. Dans R , relativemert compact équlvaut a borne.‘ Lea

droite purérique sst localement comracte.

(Th. 3.2) Poute partie aajorée (rc peCuivemeat minorée) et non vide

'ds la droiie numérigue a une borne supéricure (respectivement inférieure

Pour quiune partia nor vide A de T{ soit un 1ntervalle il faut et
ils “”lt que quels que soient a et b de Aavec a<b , [a,b] eoit

daans A 3

{n, 4.2). Pour gu'unec partie A de K s0it connexe il faut et il

suffit que A soit un intervalle.

Cozcllaires. La aroite nuamérigue est un espace connexe et localement

connexe. Les seules parties compacles et connsxes (e ?{ sont les

intervaulles bornés ferués. PYout #nseuble ouvert nom vide de R est

la réunion dlune famille dénoubrable diintervalles ouverts sazns point

conmun deux & deux.

.

{fh. 5.2). Seit I un intervalle de T ; pour au'une apylication £
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Lo corﬁs des_nombres iéela (cf §3) ’

La topologie de Ta dfoite rationnelle (Q‘ést compatible non seulement
avec la structure de nroupe addltif ds ( mais sussi avec sa structure
de corps. On reut prolonger par contlauite la fonction xy & toutes les .
valeurs réelles des variables, et - = & toutes les valeurs # O . On définit
ainsi sur R une structure de corps compatible avec la topologie de R ;

le corps topologique ainsi obtenu est le corps des ngmbres rn¢1s. - Comme

==

-

dans le corps des rationnels, on & daans le corps des réels la ﬂregle@ﬁes
signeg” claSSique pouyr le produit ls pronriété'oﬁ’une'somme de carrés ne
peut éire rulle cue si 163 nonbres €l3vds au carré le sont, et la rela=
tion |xy} =|x{.|¥| . Sl_T{ est l'enssmble des nombres réels # 0, il a
une struciurse de groupe nult 1p¢lca+1f emcrphe au Drodult.au'sous grou-
® :

pe,'T{+ de réels >© , el aa groupe m17t1plicat1f 2 debx elements

__(g.‘ )
Vomtiﬁa}.

L'application x —» %" x2 0 (n entier > 0) est un homéomorphisme.

g 3 Py ¢ / Y (b e ;
de R, sur ?2+ . Un désigne par x™ ou \Jﬁ‘ la valeur (pour X O)
Ge 1l'application réciprogue ; clest 12 "puissance 1/n , ou racine piemer

3 ; 'f!y 7//n, ’//14,,;
de x et ona (xv) Xy

Ly droite nunérigue acherée (ef. ¢ 4)

La éraite 0y ﬂériquv achevée R est 1'ensemble obtenu en adjoignant

e o T e s e o
s Tt Gova e <z

deux mouveaux 6l6ments notés + oo 6% - oo s muni de la struc-

s R

tare d'ordre qui prolone celle de. R , oblenue en posant + <oz R

et’ - 0 R , et de lu topologie enzendrée par les intervalles ouverts

5 e e SR el S
wh TR 1un ET,\S 3 aQNUETas 81

{'7

k3 r R
Avi oy b s A T I N
3% conpacie.  Youtes ses parties nen

G oolne




L'agddition et la multiplication dans R .se prolongent partielle-

ment par continuité &4 R suivant les formules

¥ tlte)alflco ey = & co peny g £ G0
X 4= )={- 0o Hx = - o pour x £ + o0
L 3 4o si X}O
X\t oo ) = (+0e)x = ) ;
) il ,) oo si x<o
xl-oe)=(-)iz= 8l x>0
: G gl xzc

Fonctions nunérigues § 5)

Leg applications d'un ensemble E lans 12 droite mumérigue K sont
aprelées lez Tonctions nunérigues (ou fonctions réellee g) définies

e A et Y i 0D R . D B IS D 0 D
Sl e S s D L T G s e s i s s . e s e

Gans B , Par abus de lengage nous apoellerons encors ainsi, dans ce
paragraphe et le suivant, les applications dans la droite nunérique

achevée Ik , les a:f"i0d+ions dens R étant les fonctions nunéerigues

Tinies , Soit A une partie non vide de B 1la bgzne sugérieure {resp.

' inﬁetleure) de f sur a est la borne supérieure (resp. inférieure) dans

e e e St oo e oo e e R e

R de £(2), on la note su% £(x) {(resp. 1n§ £lx). ). ns
fxe
inf (f£(x)) = =mu§.‘-f(x)) Le nombre a = sup £{z) est caractpri é

XA
par l'ensemble des deux propriétés suivantes : £(x) s quelque g0it

xch st quelque soit b>a ; il existe un xea tel que T(x) <D .

Une fonction nuadrigus f est walorée si sup f£(x) <+ o , minorde
o iz

mrmmRemmrenin & "E T TR
o 4 e 2
si Inf, f£{z) > - 0o , bornée si elle est majorée et minors Uns
XeE B i
Wre M % " = A ; 2
iomection Lornée est finle nais la réciprogue n'est pas vraie,
7% e 3 2 I Huzio D =
31 Aim P0oet 1km _giiexistent nvee lim P S lin g ‘pouritm
. THED U v &
X G G g
D e
AL g e e oy % w2 o s s “y 7, 7 v Fola e oo oo S N e T
Piitre ¢ sur B ¢ 4 OX1IB8U6 uUn enseal itble A€ o» tel Gque pour wout X
G R fLx) ™S #lx)




= 90 »
nis 11 ne fzmt pas croire que de f(x) < g(x) quelque soit xeB |
on puisse dc,duzre 1im ’Sf <11vng g. ' -
‘I‘heoreme de lsz 11 site momotone (Th. 2.5) - amenu E un ensemnble ordon-
né pour une rclation notée x £y , 4 une par’cie de & filtrante (n droi-
te) pour la rclation d'ordre ; toute fonc{tion numérique monotone définis
dans s posséde une limite suivant le filtre des sections de A ; si elle

est croissante (respectivement docroissante) cette limite est égale &
sup f(x) (resy. inf £(x)). _

Il en résulte que pour qu’une Porction numérique croissante (respec-
Yimenent
tivement decr01ssanta) définie dans une partie f2ltrante A d'un ensemble
ordonné ait une linmite finie suivant 4 , il fout et il suffit gqu'elle
soit magorée (respectivement minorée) dans A . En particulier : toute

nonotone de nonbres 1éels a une limit te duns dans R

La linite & droite (resp. linite & gauche) en a dfune fonction pumé-

o e s i T gt A D i e N R i R T
P e ] o T s s e s o e e R s s <y <y i

rique d'une variable reelle (c'est-a-dire définie sur une partie E
de :F: ) est sa limite (si elle existe) suivant la trace du filtre des
voisinages de a dans £ sur ].a, + oof { respectivemnent [= o0 a[) ;

tn les note 1lim 'f(x) ou 'f(a-t-); lin £(x) ou #f(a_) . Une fonc-
X>a XS K22 XL&

tion monotone a 2n tout point une linite & droite et une limitc & gauche

L'enveloppe ruperieure (respectivement l'envelggpe inférieure) d'une

AR ey 2 i) R e e T T T e
Pttt S 4 e i e s e e S o i D o i, G e

famille ds fo;:.ctions nunériques f'x.{ €1 dc,finies sur un méme ensemble
E est lu fonrtion notée su% £, ou Sup. £ (resp. inf f ou

1€ :
| inf £ ), dont la valeur en x est 'uup f (z) (rasp 1nf T (x) )

Une faw/ullle ( f ) L E1 LG

-majorée / (respectivement unifor:n&xem, minordée) si son enveloppe supé-

s s s e o s sy > s G

—-————.—,_.

rieure/ est .na:)orae (respectivement gon enveloppe: m:t‘erleure est minoree

oes‘r & dire s'il existe a {+ o (respectd ; ept,‘ Y G eids ) tel que

f (x) { a (respectxvemen‘c £ (x)> a) quels qué- soient ZER ot 1e1
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La limite sujérieure d'une fonction nunérigue sulvant un filtre 65

est la linite de la fonction numériqie X —> Su;gK £(x) suivant @5
) ' X é ;
conpidérd comie onsenble Liltrant poir la relavion D . Un la uctwe

1im. Sup(éJ f ou lim. Sup , f(x) ; elle est égale & la borne supérieure

©

de L'achdérence de f pu1vant Gb Définition et propriété analogues

pour la limite inféricure . S5i on considére la fonction numérigue

et

a-»>u nef etsi(p estle filtre de Fréchet sur A , ces limites

s‘appellent 1a liﬂlue supérieure et la limite 1nferleu?e _de la suite u,

TR EmEIESIE

ot se notent 1im Sup w (resp. 1lim 3inf u )
N o n w00 o ,
supposons £ muni diune structure ifespace topologique et scit I une
application ¢'une partie Bf de B danz R , A une partie de E teile gue

ANE £ ¢ et a un point aqhérent 8 A.f}E’, ld limite supérieure

resp inferieure) de i lorsgue x tend vers e, en restant dans 4

est la lirite supérieure (resp.  inférieure) de la restriction de T &
ANE! suivant la trace sur A NE' du filtre des voisinages de a dans

1

E et se note lim LSUR f;xﬁ (resp. 1in inf £(x) } on simplement

xE X~pa. LehA
lim sup f(=m) (resp. lim inf f(x)) 81 A DE' . Soit V un voisinage
X = A ! L -—2a :
de a ona lim sup £(x) = 1liu sup f(x)} (la limite supérieure
x>0, xeANY ke EEA

"a un caractére local", il en est de méme pour la lianite inférieure).

Un d}pelle OSGllLaElOn d*un fonciion numérique &eflﬁle sur B

T e s e o g e
RS NI pI TR TSN I TR e i PO upag ot .-:a---- Py

relativement & une partie A de B et on note o(f,a) la difidreice

St e e e
RN ENISN T I IRNIIN o D I STEEIEN=

up f(x) - lhf £(x) si elle existe, ce qui est le cas si f n'est pas

TEA
& b ! PETR e d P g ro St il s
uonstdmﬂeat égale & + ¢ vesp. a - oo ) sur A . Clest alors un nombre
= i + 13 1 i 0 £ - % ¢ S ] 4 4 4 2
70 aui nlest nul que si £ eslt congiante sur 4 ;, et sl B LA,
f e uN N - 3 A o e BN PRI (o ol - 5 4 oy ey 4 Z 2
&i¢ﬂu:'g wf{4a). Supposons gque ¥ ne soit pas constamment égal & + oc

b e 3 5 ! 3 PR - ] . 3 7
>4 . ¥ ke & 234 “ LN W Fod = g Ry Y gy o n mpgn e pm e ey g e g ¥ PR o w my
lresp & -0 j sur E et que k¥ soit wml dune structurs topologique,

13 ”OLQJ aé 5

B . ™"




la borpe inférisurc des nombres m(f,V) quuﬁd V parcourt l'ensecible des

voisingres de u . On la note wo(f,a) et on a »(f,a) = 1lim sup f(x)~-
S s , X - o

lim inf £(x) c'ost un nombre >0 , la propriété Wit a)= U équivaut

Koz R _
& la continuité de f en a .

Sur 1fenseuble R des uapplications d'un ensesble & dans R ,vla'
relation "£(x) 'g(i) qﬁelque soit-'xé;E_" est{uné relation d?ordfe
qu'on note f>g . Toute famille fﬂ d'6lénents de FP adnet une borne
supérieure (rest. lnferlaure} est 1'envelop p 'supérieure {resp;

inférieure) dee fonctions £. .oyen IuPuLChl er B~ est réticulé. si on

.‘T‘ - 3 - 23 ”5 ¢ PO - -
zunit R*  do la towologie produit de ses facteurs (tous identiques a
R):7onie - sap.. T =ilim (sug )}: en ignant par ‘@i(i)

el v Feacr) 161{4’
ll'ensenble filtrant des parties finies de I .

B : Faisy ',/ AP s
L'ensemble TR~ des fonctions numérigues bomées GeflJlQS sur #

& une trucuaxe d'andesu, définie canoniquement & partir de lu struc-

ture d'anneau de R (f+g désigpant 1'application x - £(x)+s(x),
fg l'alplicatlon X «ﬁ>f(x) g(x) ; £ étant inversible si f(x) n'est
jumais nul /f des;lne 1'applicaticn x — 1/f(x2) Les oporationo
slgtbricues sur les fonctlons nunérigues bernées se prolongenl sux

fonctions nuiueriques non bornées qusnd ces. opérations sont définies

®
o
i
@
o
©
6]
5
o
=
Q
o
Pt
o
[
W

pour toules les valeuz ﬂuﬂﬂ”lfue copsi dérées, Les rela-

de borne supérieurs ou inférisure ef de'limile

s 1 Y ek 5 7
5 3 W P PR { = i g
S5 L e ‘\ A f L L ) S ’:35.«4_{} Ly S hel &, 5 o
- @ o 3 / -~ 5

K o Bt 7 & i w3y ep

e . =7 _' . bk ’: PR o
. 7 % r 5 ; i
oy P VVi e 3 r P A ! »

P SN 2 5 S o L ra 8 reEensi W £ SOL1 o it E =3
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Fonctions nu@eriqueu con"inues et gemi-continues \(cf,§6)

En deliors ces propriétés pénérales des fonotions continues & valeurs

dans un espace topologiyue quelconque, les fonctions numériques conti-

nues possedent les deux pro.risics fondanentaies suaivantes .

Thioréme de Weiorstrass (Th. *.6). 85 £ est une fonelion nuaérigue

définie et contlnue sur un espace topolosigue compact E ., 11 existe au

moins un point a tel guse 2(a) = Sup. f(x) _et au moins un point b tel
XeE

gue f£(b) = Inf, £(x) . sutrement dit une fonction numérique cbntinua
xek

sur un compact y utteinl ses bornes. Fn particulier si elle ost finie

1

ot

(U\

born:

.3
o

e

s

8 €8

{

Théoréne de Boizano (Th. 2.6). S8i P est une fonetion nusérique définis

¢t continue sur un gspace connexe B . a et b deux points de E et g un

nowprs réel appartensnt & l'intervalle fermé de bornes f(a), £(b), il

papatcShes

oxiste su moins un peint X ecB tel cue f(x) = a . Autrement dit, ume

fonction numérique continue sur un espace connexe ne peut passer d'une
valeur & une zutlre sens passer par toutes les valeurs intermédiaires,

Cette propridté¢ n'est d'ailleurs nullemebt caractéristigue des fomctions

4

Une fOﬁczion nunéricue f defznle sur un espace topologique & sst

_seni continue inférieurement (res cemi continue sugerleuremenu) en un

o e e i
o RS ERSEEERSE T T EET

point a€ B si, quel que soit n <:i(a) (resp. k >f(a)) il existe

un voisi inage V ue a tel gue f(x) n (respsctivenment f{x) < k) pour

)

int de B . ¥Your gue f soii comﬁiﬁae en & {respaec-

- » - £ & -~ Y S PR A o'
L1l suffit yutelle s0it & la fols semi=-continus

rement en 2 (resvect




%

: : < -5‘)" :

Exenples. L'oscillation d'une fonctioa numérique én un point défini
une,fonétion x-1>w(f,x)4qui est soni continue inréfieﬁrement!

La fonction caractéristique d?uﬁ ocuvert (respecti#emant ferné) est

gemi continue inféfieurement (respectivenent supérieurement ) ot récipio?
quement ' |

{Th. 3.6) Une fonction numérlgue semi continue supérieuremegt

(resg. inferieuggnent) définie sur un compact atteint sa borme supérieure

resp. inférieure) (ou encore a un matimun (resp. un minimum)).

On obtient encore une fonction semi continue inférieureirent en a
(resp. sur E) en partaent de fonctions semi continues inférieurement en a
(resp. sur B) guand on prend la somme, le produit (s'ils sont définis)

de 2 fonctions, 1'enveloppe supérienr: dlune famille de fonctions,

_1'envelorpe inférieur+ d'une fanills inie ds fonctions (th. 4.6).

R

0]
Dy

Natursllement ces énoicés sont encore valables en y permutant les eXpres-
sions : semi-continue iuférieurement ot seui continue supérieursment

“infériesure et supéris “ra‘

¢ resp. i .
En pat+1culler 1’8‘7810Dpe uuperlez € (inférieure) d'une Ffamille de

fonctlons continues ;ng semi conulnue inféricurement {gesp.'supérieuram.);
Pour uns fonc ion ‘umerlque qae‘conque i deflnie sur une partie par-

tout denss 4 d'un esyace uopolo~1que 3, 8i on pose g(x)= é- ﬁf £(y)

{ respectivement’ h\x, = lim sup. £(y) ) & est semi continue inférieure-

ment (respectjvemeyf h est semil continue supérieurement) dans E . 5i f
eat sewi comtinus/inforicurement (respeciivement supérisurement)

g (zéspeculvevczf L) est un prolongement de £ ("prolongement de

fOAftloﬂS seu;~fant1“”e“ £y,

o
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Sommes et produits infinis ce nombres réels (ef 3 7)

Comme tout point de W admet un eystéme fondamental dénombrable
de voisinages, une famille (= ’)‘ de ncmbres réels ne peut 8tre sommable
gi;a_g,g R que si ‘it’enSembla’ des ¢ tels que x;{: 0 est dénom‘brabler.' ‘
,(}xi peut done se ramener & 1l'étude det familles sommsbles ‘dénombrables,
?Iéar mlns, en vue de certaines applic ations, nous ue ferons aucune
13D sathdse anr 1a Dulsuance de l'enoef*ble des indices.

g}_g _1.7). Pour qu'une fam*lle (x ) ce porbres réels finis 7 G /’soit

ARG

ganrzghle dans_ R il f’au.t et i1 suffit gus l’ense“ble des sommes paz*tlele

@

g

)

finies 201t majors dans 'K Lb. borne supérisure de cet ense,lble

85t 1ors 1z some de la f f‘aﬂll}.e (x Y.

Pr: ﬁc:.gge de _gq@;garaig%, (Pn. 2.7) Soit (x )zrl et (;ﬂ,rb )zﬁl deux

o

femillice de nonbres réels »0 tels gue x £ 7 quel que 801t

83 (3 ) est sosssble dans 'R il en est de méme de (x, J et Z g% T
51 en outre pour au zolns un indice x .,‘ x, <3y, ona Z X <> 3 .
, ui les x resm.s finis ne sor.t plus suj posas 2, ; etad.c: ‘d ‘.3;:3.

',so'z malilité dans K de la f’amllle (x,) se raméne a4 celle d’mze f‘amille -

de nombres » G : celle des (}x ; en effet :

{Th, 3.7). Pour agu’ wae fam;._l}_.e (:;0) ce nomares reels f‘lm,s soi‘x’; semmam

ble dens R il Paut et il suffit aue la fanille Qx ) des vehleurs

absolues des x@ soit soanuable dans K .

£ 3 % b =3 4 f~ P T 2 ps: bl a A = Lo T ca
(11 esi aussi nécessuzire et suffisant gue la famills des sormes .
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sulvant le flltre des compldémentaires des Dartles Tinies de I en partlcu-
lier il ne 1eut y avoir qufun nombre firi d'lpdices/tels que 31'< O . '
Nous pouvons‘donc nous borner aux‘féailles (xu) dont tous les éléments
sont stricteaent positifs ; il ést élors geﬁmodevde'poéer”xz'z 1 +1ﬁ; ;
ot les u, sont SOumis aux conditions a1<:un<<* ' qﬁel,que soit‘i :

- Comme tout point de T% 2 un systeme fondasentul 4 ';o%brgble de volsiu
nages, liensemble des ¢ tels que u, #0 est dé omhrable si la famllle
{€+u ) est ﬂa”tlnllab7e dans 1 \ _

' ug lavfamille (1*u.) selt multigllable dans 7 Bl

qo
et i1 suffit que 1z famille (uﬁ; 50it sommable dans AR .

-

4 démonstration de cette proyrié%é & cetl en6101t du trait é n'utilise
fonction logarithme qui n'est defin;e que plus uard

8i nous nous plagons maintensnt dens ?% , nous avons les résultats

: Toute famille (x-) ds nombres réels positifs est scmmabie’.
dans X . Toutle fanille de no»nreu r?nls > 1 (respﬁctlv ment

¢ |0,1] ) est multipliable daus ®

e s sove won
s Tl S i e S s s

Un dira sinplement gutune gérie de nonbres réels fin;s est conme_gente

quand elle est con?ergente dans R . Elle est dite absoluuent conver-

4t oA L s e i T L i A Sk Pl LRSS e AR ST

te guand la série des leauxs dbSGlLCS esl ccnveryente. Pour gulelle

=01t commut Lblvempﬁu cexvergente il Toul ot i1 suffit qu'ﬂlle seit

Y

2 % s .
nbsolument convergente. Uzne série pgut etre conveérpenie sans étre

donc suns 8tre coimu :1¥amanu convergente.

gufun produit infini de nombres réels 1+u  est

. il esgt dit absolusent con V&T?%?u

TRESIIEE g

i est.ccnvergent‘



“
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Pour gulil goit cammutativeaent convercent il faut et il suffit'cu*il'

‘soit sbeolumeri corvergent, nu encore gue la scrie (nL} s0it abanlumeat

1

gonverrernie, it azut £tre con vnrbent sang e*ﬂe nhsn wient vuuuwxgent
donec sans 8tre commulativenment convergent; Remgrguons en outrevque la
aonvergenée de la série (un) n'est pas nécessaireqpi.suffisante‘poarr
la convergence du produit de terne général 1+un‘.

Développenents usuels dos nombres réels- Puissance de R (ef ;}&}

_Etant donné un nombre réel e >0, on dit ou'un nomnbre reel r.est une

.2prrochee éziﬁﬁiéﬁ Atir nonhrs teol v a1 [=- % . r est une

~

gi v ¢ X , une valeur approchée par exces
dense dais K , A contient des vq;eurs
A

approchées &4 € prés de tout nombre riel, © étant arblﬁralfemeno petit.

13 {e_) est une euite strictement devrclssanae de nombres >0 tendsnt

o

vuxs z4ro et ei v est une valeur ar)rochec de x & s, DTrds, alor
lim r =x , Souvent oun estreindra r 4 une condition qui le deflalsse

N
uniguement, alcrs on suras sssccié & Lout nombre réel une suite (rn)'

de valeurs spprochées gu'on appelle ;L@,gexze;ggpggans_gawz:_éu;zg.gg..;a
loi donmnge. uh &ane encore Ce non & la série assoclee > (‘n%1 rn)
gui pfﬁve? e vers x . Par vxe aple soit A un sous groupe partout aeﬁse '
de R , £ €A ; il'@xisze un entlervpn et un seul tel gue '
Py €& X lD b 1) & ; chacune des‘suiteé uniguenment déterminéss

} converge vers & .

53 Ar\,lﬁ"«rﬂ‘ g
La b ».Ls Ll A R g
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5i on prond d =a”? acA . obtlont le developpement en basc a .

a ””””””
Lol s=E=Emsmmm=m=
X =D, T . u f % ; slors tous les a, aypartiennent 7 l'ensenble finl
Ao : ' - . ; _

G,acijc:.ﬁ' . Dans les calculs-numérinues on utilise souvent a=10

ﬁév&iﬁ;pedenta décimaux) et ddns les recherches theO*lques-lesrdévelop»

e sy e s e s S <%
mEREEEREESS

pements en base 2 (dyadiques) ou en base 3 (triadigues) . Le developpe~
ment est dit 1imité si u =0 pour n 7 B, convenable ; ;;;__;té dans
l@raas contraizre. ‘

Consicérons rﬁnlprgqueuent l'enserxble 3( des séries comvergentes
S0

g,

by b 2 4 /an ok p, € L ot w € {0,3.—1](_; N L'application de

n
: R i ; ; " : 7
A, dans K qui & chaque série,fait sorrespondre sa somme est une appli-

‘J

on de X sgur K . dais elle n'est pas biunivoque.

o T _nsu-w’-a-.a-—-—_n..-_—w.-‘--”-

o

enséuble qui canver.@ vers x et qui n'est pas 1e développement en base a

P «—.—u—---- s s e i 720
RIS TSNS SRS IRIRIESS

niadmet pas de dévelowpement impropre ; dans le cas contraire il admet

vn dével og?ement lnpropre et un seul nécessalreﬂent 1llimite) gui est

g
: 1 <~t
6oal a 2, /a + (u °1Z/a o+ /'11 (a-?)/ a® (on a écrit n,
% =0 Rzt
pour po et n, repregence le plus Lrand indice pour legquel u.n n'est pas

nul dans le développememt propre). On g des considérations analoguas

pour les dévelorpements associés & une suite d'entiers a, coame plus

“z connaissance des développements propres de 2 pombres x et ¥y

i'ordre de x et  car il est le méme que g¢alui des

1,
4
{
{
L
¢
P
o)
G
4
Wi }

tincts de leurs u&V@lOppementS. {c;;g

2}
)

o
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L'ékistence des développeménts impropres n'est pas un éccident,'
car ils apparaissent dans toute éapéce:da-éévelopz zents ayant cette
preﬁriété‘relatiVa a l'ordre. En effa&_ﬁﬁient § ug e ﬁseﬂhie totalement
rdonné {(fini.ou infini}Aet S 1tensesble des suites & éléments dans E |

ordonné lexicograpniguercnt. Une ¢ %Tlic bion de "R ou plus généralement

; ¢ : ;
d'un intervalle I < K dane 8 , biaaiva@ue et monotone, ne jeut étre

une application sur 8 .

La'*errésentaticn des nombres TéEls par de tels développenents
pernet de déterminer lﬂ puissance de W .

Fhéoreme de Cantor (Tn 1.8} . L'ensesnblse des ‘nombres reels est eqULpOn

tent & l'enseable des parties d'un ensemble infini dpnombrable (et par
nonséouent'a une pulnsance strlctem ut supérieure & la puissance dfun
,nsemble denombrable) . ‘ : . . A .

La puissance de R s'appelle quelquefOLs 1la guiasance du continu.

S o, b O s ol R LS il SN S 2 i A S 1 T e
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Chevpitre V. (Groupes & un paramntre.

pous greuves ct'ﬂroupes ngtientg

de R (cf § 1)
R , distine

Pede
th

lCut sous ﬁroure fermc dn ”rou)e aégii

10} est s sroppe giseret de 1z fu 6 27 ot a>0 (zutrement
dit est formé des rult lJl 5 entlmrs r’uL m8me nombre). Toul groupe

guotient séparé de R non recuit g ] tflbﬂbnt BCit tre est de 1z forme

R a7l (a;;u} ; s'il est distinct de TR {a 2 0) i1 est isomorphe
a1 groupe ?{/Ziy cu'on note . = tant ou'espace topolorigue (et
par abus de lanpase en tant que groupe topolosique) on appelle.“? is

tore & une ﬂ’reasgga ~¥i§/ajz ~ est eppelé le group

réels modulo & . La relation x=y (wod. a 7 ) 8'é it
(mod a) ow x =y (a) . Quand a2 est entier ells induit sur 1z rela~
tiog gqufon aopelle oné“1ence wodulo a en algdbre (Alg. Ch. 1) Hous

verrons que l’auydce to;ologlque T est iqomorphe auhcercle’x¢+y?ﬁ§

5 .
‘P est 1somorphe au tore de revoluilon dans W& . dlof 1a dénonminatior

Le tore a3t est homeomorphe 8, i‘espace ouotlent diun 1nterv lla ferme

'Ea,n} (ad¢pb) de W obtenu en identifisnl ses extremltes.; 1l est

compact, copnexe, ot localenent .copnexe. On identifie parfois T avec

~?a.b} - le plus souvent Lb f] auni de 1a topologie convénable'(qai est

bien entendu Qiﬁyiﬂcta de celle 1ndu1te par R J.

Toute représsniation continue du éruuua poloulque ) dans lui-méne

~ e -

25t do 1o forme x —>ax ok ae K ; e?est un avtomorphisme de s si
e —\£ £y ED P e W i ar Tt ms 0 o ) T <= S 1 e it i 3 MOaT T S 8 2
& F O . Per ¢consegulrny s8i G €8s un gr OVDE TODOLOLIOUS 150HN0TDIIS &8 S

A e A A W A Nl Wi L 3 i B DS A ; 3 T A RISy
une représentation continue et une seule £, de W daas &
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dans Gf ilais c'est toujours possible pour G! = R, ot ggpt groupe

connexe IOCdle,ent isomorphe & W esit 1somorghe a F{ oua B

¥esurc des srandeurs (ef §2) Caractérisation topologigue

de R et T (ef 3§ 4)

A gu olles conditions
et une relation d'ordre
pba 3 une _artie de FQ

dang

é

et la relation

grandeurs " ?

S@i% % un snsemble ©
Slément o ; soit I une
%€I , y¢ x ¢entrainent

doit satisfsire une loi de composition interne

total sur ur ensemble E pour gue E soit isomor-

ot

EoN

pa

nunie de la structure induite par lladdition
R , et puisse done servir a la ﬁm&%ﬂ*@ des.

alement orconné Dcs“Adana un plus pe:it
artie de E telle que we I et que les rslations

y¢1I ; soit (xz,y)— xy uvrpe loi des ecompo-

sition sur £ définie pour =xel yel . Supposons les axiomes suivents

e

satisfaits

(GR; ). o est élément neutire (X = X0 = %

loi d2 composition est associabive (au ser

Zel vl zel

{C&E,

pour tout xe1I) et la

i
i
19}
&
}—h
p
)
o
(r'}‘
Q
oy
3]
e
o
(4]
’-g
Q
P
o]
]
W
by

xyel et yzel , alors x(yzl)=(xyv)z J).

La relation x < j entre élcments de 1 entraine, pour tout

z¢1 les velations =xz<yz et 2X < zy .

M,

{ﬁaTEI)' Lign=eonble des éléments > de I n'est pes vide el n'a pas

tier o >0 tel gune x

o o Sy ~ g P T
exigts une gopplication £

o & — St s
sy ; e Ly ; N
-~ Ses e : R ao
i\\ QJ%‘:D ‘.f:ﬂ.) DTEeS TFeels A S & ,3\? o




iy r % o B £ ;\. S B 3 % > = ) ot
81 & est connexe il est zlors isomorphe &

pasee commutstive a priori, mais gu'elle l'est en conséguence des axiom%

L3

chague fois gue x€1I y€1 xyel ; ed outre l.'i:nasre £{(1) de I est

dense par rapport & liintervzlle Lb f(b)} de T? ; b désiunant un

element guelcongue de 1.

ﬁecarquons oue la loi de composit: on (X,Y)-9 Xy n'a pas été sup-

Si en outrc sont satisfails les axiomes :

o

a) L’enseaoie les élémepts > w.de I n'est p;s vide et nis pas
ds p»us petit 3lemeaﬁ, gt guels gue soient x et y dans I tels gue x<{ 3

i1 existe z dens I tel gque %z =y ['"soustraction® des grendeurs)

Z_,:‘." ze n 11T e <113 4 o 2 g Z iy .,‘.
££&£131Vaf Toute suite ¢ §1wuarue d!cléments de I , Majorée par un
4diément de I, admet une borne supéricure dans I .

plors 1timspe F£(I) est en outrs un intervalled R

{ Remarcuons que 2i on postule: GRI’~GB11’ GﬁIII et GRyy. alors

&Blj (irivialewent) et aussi GH;y, >.'axiome d'Archiméde, sont satis-

faits).
Une ces propriétés demortfees der ce paraﬁraphe permet diot:blir

une gszrsc.érisation . nuzemedt topologigue de R et T pdrml les groupes

y@’3¢0§1q ves. -

4

{Th., 4 et 2)}. Un groups topclopicue & gui 2 un voisinape de 1'élément

reutre homéomorphe & un intervalile ouvert est localewent isomorphe &

% e AT AN T N -1 S S 2 YRS 3 g i o
Qi3 R RS O oRe 1 SUITirg e sgvoil
- 531 ~ ot CONT S0 T SR dmge 5770 et e PR N S ‘} I O { siors 43
Bk Alr@S OGO a G Ly v a D St R0 OB 0GP 8l SO0 10 ‘, lecyrs il
i
= - i i S £ e e 2 o
* 2 : s o ey O TouDE
- B - - LY
< & 1353 1 rrhea
St - als SGHATDRe,

®
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Exponenticlles et logarithimes (ef.} 4)

: : : g ; / - v 3 0 ‘3{(‘
Les résultats précédents montrenr que le groupe multizlicatif ?{+

des nombres réels >0 gst isomorphe zu groupe additif des nombres
réels (Th.1.4). .

Lone, a » o thﬂt donnc, 11 ex1stﬁ une representqt ion continue et

s,

vne seule £ de K sur Tﬁ Lelie qae l'ﬁmage de 1 soit a ; on la note:

a¥  6n appelle ces plicatlons les Lonctions exponentielles. On a

1*=1 guel que soit X ¢R . Pour a*l 2 est un lsemargéismavdu

E .0
e o S L il o g eto..
Toute représentsation. continue de K dans lui-mEme est de la -
PR 4 2 2

ER L s e i R {-Lr
o3 me - X —2 K 5

Les fouctions exponentielles &* pour ait ot les fonct

migues legqx sont strictement & gnotoaes ; a* et log o sont croigsuntes
& : : : s

I

pour a > 1 , décroissantes pour €< a( : UL veat les prolonﬂer par

L'isomcrphie des groupes topolo riques R et K, monire que pour
X i

Qu ‘yne famille (x.) de noxbres réels finis 5 ot > 0 sbit mzitipliable

e
il faut et il suffit que la famille '{loga x,) e0it sommable (a étant

o ) S e
e rhitraire > s s = = }gﬁ""’ L
iub:g Li%S1 JI% & B % el.‘. (503 / i OU,LZ > E X = g %
©
~ 2 5 : SN 3 LG G Y ~
e meme pour gu'un prod +u j Ge nombres réels finis st >
5 e N V3
% e %
4 - R s BRI R o % e IS E 7 er i 5 SI s
soit conversent il faut gue la série (log a {%+u ) soit
= ot ; = ; 4
s Do Citu)
i et il 3o Al L j= o Sa. |t G e R LR
SRVYSTIoente. el on g i Z : S AROUS Verions
2 o = , s oA i 0 P2 £ Lo 3 s o 3 il R S s —
giiarijenregeny ons ias férenticliles dar iw:jf.,,-'.’_:i LLIE@S DeT
L Ayl dnaepaly 3 : : Yl = = gz z S
e 2 STYONVeTY leg resuliaits aon; S ANLEYIeSTensnt sy et
o e y 3 = 3 & A= = e

;‘7\.

%

)
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Chapitre VI. Fooiaese wuocricues et espaces birujectifs.

Ls,_u,_& . R (e 1)

_-_.....—.._-».4.—-—.' o e o e s e o e T e e e e o T

n=1, Qigg;gg §11Que p ur n—a) est l'espace topolorique 1rodu1+ de n
espacaes identiouves & la droite numérique. ( T{ se récuit & un peint ;
pour n> O T{Ila,la‘puissance du continu).‘Lés points de RE 4 coor-
Gonnﬂes rutionuelles forment un enserble dénombrable garto&t»deuse;

- Urn pgvé_ouvert freopeculvezbnt pavé fermo)de T{ est une partie de

e e e e T S e —— =
SmEmmEEE

n : - S . : S
= ocul esi 1o rroduit de n intervslles ouverts (respectLVGmeﬂz fermés

< -~ 1 e : 3 : 3 1]
¢e R , Les pavés ouveris forment unc base de la topolorie de =Y
Ceux cui contisnpnent le point X forment un systéme fondamenial de

LT 4 o5 i ~;,A ‘g." % & 4 (a5 5 = g St A ' G0 s F o
voizinages de A Il en est dc méme des pavés fermés de KN tont

est un point intériesur. Les pavés ouverts de K~ sont

Un subs es t un pavé dont les 1utexvalies facteurs cont borné et

de ionguau.g égales (pour n=2 on dit un carré) ; la longueur commune
1 5%é A * * 7L : 1t

ost le cbBté du cube. Les cubes ouverts K = 2 Jx - % y X+ =

oo i . - 2 i

forment, gquané n parcourt l'enmsemble des entiers poultlfs (on une suite

a

d'entiers > U croieswnu indéfinin ent) an ggsteze fonduments l dénombra-

fomt
Ii

ble de voisinages de (x ) L'encenble de ces cubes pris gour tous

{15}

55 points de R® & coordonnées rationnellus forme une base dénosbrable

R2 ., ‘ :

g=s ouveris de

ey X1 - < 3 : ¢

® " est un espace connexe et localement connexe ; 1@5 composantes
' : - . . a . -
connexes ¢lun ouvert non vide de T = sont des domaines ; leur ensenble
sst déno:brable. R T est localezent compact, non conpact pour o # U.

."r-. P 5 25 .,;", o RO =+ Folgees - AYTAESY A .,; vi B vnes vy ew - Py
A s S - 3 L &3 .5-? \.Lt/ o SIS 8 SEANE © 100 585 B4 3324 e

rupl ae lz st

BRALS Lo
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topolo-icue ;roduit. 8i X = (x.) er Y =(y;) on note auditiire:nent
leur composé X + Y = (x +y, ). le groure Gtant abélien. Ss structure

uniforue ce gfoupe abéllen topolozique adaet le s;stcme fondamental
dénonbrable d'entourages constitué ;ur les enseables Vp des couples
; o : n ' o
> ie s a m X | %.~¥. 1 ntier 0.
(X » ¥ ) ge poinis de R~ tels que a(n} 5775 ‘ < /p , b enti >
- : . ; n ;
Avec cetie struciure uniforme K st un gspaee uniforme complet.

Le groups aduitif (au sens alzébricus) 'fin 2 une structure dfespsace
vectoriel sur Y guand on jprend pour loi exterme t(xi)z(txi) te R .
o o =0 2 :
La topologie rroduit sur R~ esl coapatible avec sa structure vecto-

rieslle sur ¥ on a =2ussi un espace vectoriel topologique gufon appelle

asinplerent 1'espace vectoriel  ?{1

81 f est une application linéaire affine (resp. homopéne) de R
é‘est‘uae appiication unifcrmément continue de B? sur 13 varié-
t& linéaire affine (resp. homoiéne) V=£(R R%). 8i F est biunivoque (ou

’

ce gui revieut au méme si la dimension p de V est égal A n) £ est un
homéomorpnisme. 51 en oatre}f est ncmogéne c'est un isomorphisme de ia
structure vectorielle topologique de Rp sur cellé induite pour R sur V.
Toute variété linésire affine"V & p dimensions de R® (p entier >
et < n) est horéonorphe & B® et si V est ho@oyéne sa structure vecto-

rislle tog pologiqus induite est isomcrphe a celle de R® . Clest un

sous enseuble ferné de E guand p < n son conplémenizire est partout

3 - 3 7 - Il I, <3 - 3 -3 2 = = =t - . 3 o 4
deux dars R (.éneralisation si f(z1,,..3an) est un polynoue a coeffi-
cients récls, non idsntiouement nul, l'enseible des points de R
(satisfaisant & 1'eguation sl ebrigue T XQ,...iXp)=U " est un fermé

complamentaire a ceux conposautes ccnnexes les cend plat
S = - ] s b e oy > 5
4éFfipis par 1l'hyperpisn ce soul des ouveris. Leur
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‘Supposons toujours £ biunivogue, si n=1 1'image de ltintervalle

Yo 1] 5 resp.‘70,1g , Tesp. ?0 +oo?, xvsp.‘1o,+09[. de R est un
segngggaﬁggg resp. gegment ouvert, rcsp. demi _droite fermée , resp.

= el T
g —— e e =,

gggggge ds B .. un segment fersé est un ensenble compacth,

it

une Gemi droils fermée un engeable fermé, nais un segment ouvert et ue
demi droite ocuverte nc sont pas des cepaces ouverta si m > 1 . Les:
extrénités des sesments sont f£(0) et £(1), ltorigine des demi droites
est £(0). La'donnée‘de ges extrémités définit un segment ouvert |
{resp. fermé). La dogné'dé son origine et de la droite qué la ?tha

AéPini 2 deuni croites ouvertes (resp. fermées). Si p=m 1l1liingge du

pavé £ ouvert P défini par .y‘P}=jO,1 resp. du pavé fermb F dbil?
: : e v
par 'vfﬁf)%xi~1,+1j sst un Qaggllelotoue auvert resp ferné. L@ e
Jaio = 4 ,...:--:—---—-—._————-:.:‘.:-- e~ irert

2

un parallelotope fermé (resp. oﬁvert)'est un voisinage compact (resp.
ouvart) de sow centrs. La donnée d'un point et dfun systéme de n vec-
teurs lindairement indépendants de o determlne unlquement le parazlielo-
tope fermé (resp. ouvert) ayant pour centre le poznt et construlovsur

le n vecteUurs. .

5i B est un espace vectoriel & n dimensions sur TR , toute Dbase .

d:Finit une application linéaire bivmivogue de RE qur E
ré N ANy . - : 7 s n & :
(x,) —>2.% &, . 31 on trans sporte sur B la topologie de K= , E se

P
<
s b

trouve muni diune torologie compatlible avec sa structure de groupe

5dditif et pour laguelle la loi de ccmposiﬁion externe est fonetion

coatinuc des 2 varisbles. On démontre gue cette topologie est indépsu-
anto de s base chcisie (Blle peut 8tre définie sans utiliser une bDase:
v verrs ultérieursment que clest la seule topologie séparée sur B

tel Gue X =Yy et tx solept continues). Clest tou dfell

=
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o
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31 » csv une alzébre de rane fipil n sur R , la topolorie précédente
sur A (zorsidérée comme sspage veclorisl 2 n dinensions) est ausei com-

patible avec sz structure d4':inneau. Leis réeulte £a lag propriété sui-

e

vapte : E, F, G étant 3 espaces vectoriels & un nonbre {ini de dimen-

sions sur K , toute spplication bilindaire de EZXF dans G est conti-
: ' nue.

Exemple : congidérons l'amneau M ( R ) des matrices a - lignes

n.n
et n colonnes & 61éments dans K . G'est un espace & mn dimensions
suir. K . Avec la Lopolaale induite par 1? le produit XY de deux ‘L3511~

e M (R, ﬁ&_ {"Fi) est uae_fomctioa-continue de

(g

¥n torticulier 1o topo'o‘;e (e llespace des matrices carrées

_ } est coﬁpaiibla vec sa structure dlanneau. & oud :”éanq

"pgu(R) le groupe ﬂunblullCdtlf : (?? ) des mﬁtriées inversibles

est un emsekble cuvert nartcuu dense et la topolo-ie induite sur cet
«embié est_compatible ayec_sa giructure de groupe. Remarquons
'ulors iocs deux structiures unilormss, sur le groupe topologique.

L ’E’ ' sont Gistinctes.

Distance euclidienne ; boules et sphdres (cf % 2)

Conforménent aux défimitions géréralos données en algdbre (Alg.

i 7 : 2 ooy i3 : =iiis = X Lo j Y
¢h. IX) on appelle distance esuclidicine de deux points ® :.{xi)
& (v s I S 5 LN o< 32 ";'227 e
V= (y )de R  denombre dlx , vy ) =|> (x.-y ) | 50
Vi 1 # & bmai 2 5 < 1 3 &
Rappelons-en les principales propriétés : dix% ,;;):u dguivaul & X =
s NeoRE g 3\ 2 (0 e i 1B g Y BRI S Lo TED
(85 ¢ \l s K)o = QL{ ANy > ) s dit A $ i ;:! } =1 b! a ( A s }é nour tg_a&_ T Sty s
S < T Kb £ of .} S By ey S E
gl x 2, Yy r 7 g =dt X J } pour toutb el . miin oon o
Yinépalité trianguiaire d(Xx , y) g d( X Z ) tdly ,Z )gueis oup
3 - 2 e 11 S ) , -
soient - X ;- N, 7 i, dons K~ - 11l en réeulte dl X 5 ) >
i & . % £
. i e A B 2 A7 % I
_,:? (98 ‘*‘ : L ;ib ? Pl © 4 ‘Li,‘ /\' P 7 A } (ZHP : g ‘e’i A # P ,-"
i v ¢ : 444G i

DT
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L disterce d(0,X) de X # l'origine se noté' d(X ) el stappelle

norme cuclidisnne ce % , du encorc rorisce A quand aucunc confu-

sion nfest 4 craindre ot se note I!)(H ;- alors d(X , ¥ ) = ”x —)iyi
- Le prouuit scaluire des vocteurs X , y . est {X,Y>=2\xy, -
Ces vecteurs sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul. Deux
variétés line ires sont orthoz onales si chacue vecteur de l'une est
orthogonal 4 chaocue vecteur de l*autre.

‘Les déplacsments.auclidiené sont les permutations de '?in'qui.lais~

sent invarisnte la distance de deux points guelcongues. Ue sont néces-

mirenent des transformations linéaires affines. Celles gui sont homo-
sénes et cul par consgécuent laissent l'origine invariante sont les trans-

formations orthogonales. Elles luissent invariente la norme de chague
peint et le produit scalaire de deux vechteurs.

wous zllons indiquer ici guelgues rapports de.ces'notions avec la
topoloszie el la structure uniforﬁe Gz T{n . hemarjuons d'sbord gue
af 2o, y Jet jixi‘ sont des fonciioas_uniformément continues ; d'autre

part gque pour gu'un sous-ensemble s de 'T{n'soit borné il faut et il

-

suffil gue  3Sup !i%‘i<:+ o
Xea o
Lz boule euclidienne fermée (rGSy,Lulveﬂbﬁt ouverte) & n dimensions

et s s s s i s
o oo et B s et oo P =y

e
£

de centre X € RY et de rayon r >0 est 1l'ensenble des Xe R,
z o ¥ oA <

B

(respectit

ﬁimeﬁsiOﬂs
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croissant indéfiniment. Une noule oiverte fresyectlvemeﬂt fermée)

QSt un ensemble ouvert (respectivement compactj. L'adhérence de la
boule ouverte est la boule fermée de méme centre et ds méme rayon ;

la preridre est l'intérieur de la seconde. Une sphere est vn ensemble
5compa¢t, frontiére des boules ouverte et-fermée de ménme centre et
n8me rayon,A Toute boule ouverte est homéomorphe & 1'espace nunédricue
.’ﬁg‘méme nombre de dimensions.j Liespiace’ T{i;== C %@0} dans 7&}3. est

homéomorphe au produit de la sphére ,5;1 ; 81 -1 dimensions par K .

: - 5 : b 3
-~ ¥ P - » i 5 e eine
La sphere ASv 4 est homéomorphe & 1 'sspace quotient de K‘@ par.ia
i ‘L)' 2 . % A “ B z ot "
velation c'éguivslence dont les clasises sont les demi droites cuveries
dferigire v . Pour n > 1 5 n.q €8T homeomorphe & lfespace obienu en
compact B2”' par 1'adjonction dfun point & 1'infini, donc encore
o ST i : . < | =5 ; 3 2
ax yuotient de ls boule ferzée A n-1 dimnension 5 obtenu en iden-

“ifiant ious les poinis de sa ffontiér@ iﬁﬁeg,~ 54 partlcul ier O,
ot homéonorphe au tore T . Bour D > 1 S 4 est copnexe et loca-
iement connexe et si on la considdre comme espace topologigue chacun
de ses points admet vun voisiasgge hoﬁéomorphé 2! W{jn°1 _ _

ua hémigphére fermé (respectlvement ouvert) de-'g>n 4 est l'intera
aection de b "4 &vec un demi espaca ferné (respectlvemdnt ouvert)
déterminé par un piaﬁ dlame*ral de :Sn,; ;l est homéomorphe 8 1a boule
formée (respe cblvement ouVﬁrts) é -1 dimensions.

Pour la démonstretion des proprictés précédentes et dtautres
- aneiogues il est comrode dfutiliger ces “1auﬁf0rmatloﬁ3 tellies gque la

projection centrale et la projection stéréographigue:. (ef. Algébre )
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On peut aussi identifier K° & ume “artie de T?-(K), dont le complémana
 tamire est 1l'hyperplan de 1l'infipi, de fJQGn que les variétés llnéalres
pro jectives de ’I?n(K} (inages OSBuquUB des sous~espaces Veutﬂrlels
de Kn+i_par la relaticn dtéguivalence) aient-gsur trace sur KO des
vvar¢ﬂtes ii ires de Kn, et sur l'hvperplan 8 l’lnflni les variétés av
1'infini de ces variétsés linéaives. ’
31 K est‘ie corps des rééls la structure topologique de K ¥+1

définit-par passage cu quotient une structure topologique sur §?n(3}

L2
P
e
@

n Pait un ospace sépars, compact connexe el localement connexe

¢ont chaque point admet un voisinage homéomorphe & K2 . Get espace
€

appelé @svace,prQJQCL if réel & n dimensions. I1 est hOmOO&OZwie

# la sphére > - dont on ;daﬂtlfle les 901nts dlametfaZemenL opposés, e

e ¢ 2 SE

sneore & la %aule 5 dans lagquelle on a identifid les points diamé-
n 2! v
tralenent opposés de &n 1 Pour n=1 f (‘R ), appelé droits rprojecti-
- , .. = - -
ve réelle est encore homéomorphe & 231 et & T eb aussi 4 liespace |

obtenu en "compactifiant R " par l'adjonction d’un p01nt & 1l'infipi
julon note " ©0 " sans signe (ne pas confondre avec la droite numéricue
achevée R ) (Par contre, pour n > 1 T (1{) ntest pas homéomorphe 2
S nia T2). Pour n=2 1? ( R ) s'appelle plan projectif réel.
Les wvariétis lin@alreq projectives & p dirnensions (p € n) de 25 {?i} -
sont hgxémmcrphas a 1?(}( r )._Dans leur étude on utilise le fait qus

-~

les trausiormations linéaires projeciives eutra gspaces pruweeulkw
(

e e sy s i sl pos : e iny
esls & % ) et i}ég?i) {imagss canoniques des tramsformatioms
iz R 2 )
iy S e 4 g ; PO SN Airsecn fl‘%‘ 71 TA‘}“: e 2 :
lindaires homogénes des espaces vectoriels W 1, R ' correspon-

inpts) sont contipues, et en hu&m bicontinues si elles sont biunivogues
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Etant connée~una forction nuaérique finie définie sur une partie E
de 'T% on .eut 1la conflnxrer comme une applicatioh d'une partie de
T?B(T{) dans '?Q(WK) =R , et la prolange? alors par continuité en
tous les points de 1'adhérence de E dans 1?11(11>). Dans le cas ol la
fonction est une fonction rationnelle dfune variable le prolongement
s’obtient en donnant la valeur oo & la fonction anx points o& le dénomi-

nateur slamnuls, et il est identique & celui déf inl en algdbre {(alg.

3 . 7 i ¢ o £ 3 2 e -3 £
Ch, ), Le fonction homographigue 25LD aings prolon pgée définit un
aameﬂ;@Lptlsma de #< {Par contrs il n'sst pas toujours posegible de

prolonger par ontinuité une f@act$om rationnelle de n» 2 varisbles en
tout point de PR ), ni de (‘?ﬁ
On définit on algdbre lfespace T up(K) des variétés linéaires pro-
En : :
5 : : ) _ 2 e : : ;
jectives de ¢ E(K}g gu'on identifie avec l® quotient de llespace

i ’}7{ S S : s ] ~ + o o~ . = &
éfn+ﬁ;$-ﬁ des systémes libres de pt1 points, ou sncore de 1*@5pae9 a?a

w

natrices & pti1 lign es et n+1 colonnes, de rang p+i, par une relatién
diéguivelence conve nable. On peut fa.re correspondre & une telle mairice
un point de 'E?ﬁ\ﬁ) ayeant pour coordonnées homogénes (coo”aonnees -
plfckériennes de la variété) les h = (ﬁ::) déterminants des,matrlcas

carrées deg dimension p+1 que contien: la matrice, correspondance gui

O

ast cowp tible avec lz relation d'équivalence. Alors 1'ensemble quotient

est appelé ls grassmannienne @np(ﬁi.

21 K est le corps topologique w ; les espaces nusériques utilisés

pologigue et on a par psssage au guotient des struc-
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Chaypitre VIl1I. Les groures additifs RrE
Scus-prcupss et groupes ouotients de R? (ef § 1)

(Th, 1.1) Toui sous sroupe diseret ¢ de R ™ de rang p es est e,fendre

per un sygtéme libre de p points. Douc p est necessairement <net G

cemme rrovre topologigue eost isomorphe & Z P ).

Dens les recnerches préficinaires & la démonstration de cet important
théoréme ¢ obtient cetie proposition due & Kroaec_:xer : Ae,é...en étant
n nombres rc¢els, pour que le systéme d'équations .Eq ei"’r”i-é <2 4
("& éi&n) ait ure solution en emtiers pi‘ et g , quel cgue soit £ domné,
avec q. 6, - p, # O pour au zoins un i , il fant et il suffit que

Itun au moins des B seoit irrationneil.

LA
i

(Th. 2.1) Zoit G un sous groupe forns de RE de I’ulif’" r(G), o<r

1P

{ctest & dire conbenant r vectsurs lincairen ert indd pez;daﬁtr:,.f

.11 existe un plus sranc spus espace vectoriel V & tel gue pour

tout sous cspace_vectoriel U supp lérentaire de ¥V “.‘{ ¢ so0it discret

et & soii soawe ulirecte de V et de W ﬁ G . Sotons d(i&) la dis ensmn

de W (Qi.&xﬂﬁlQL de G ) . G coume groups tapclog;iqée' ssi G;onq__ ¢§cmcrphe

SR e S e e s a dasae

e i i i S e

Disons que deux points x, y ' de R sont oriho,.onaux modulo 1
si 4 %,y > - est entier, et gue deux parties A,B de "R~ sont

orthogonales modulo 1 si pour Ttout x €& A et tout JyEeB . X et Y
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Un corollaire des propriétés précécentes est qu'une condition néces-

@

saire et suffisante pour gu'un poipt X soit adhérent & un sous groupe

&

de RP est que X soit orthogoral modulo 1 & 1'ensemble des points

orthogonaux modulo 1 & & , proposition due substantiellement & Kronecker
qui 1l'a ¢noncée pour un groups H = H(6L1,,.,a, ,) engendré par les n
vecteurs d'uns base canonique de F P et pur un nombre'quelconqaeAde
vecteurs &, = (8ij) 1<tam £3¢n , donnons-en seulexent le

cas particﬁlier suivant pour gue ce groupe B soit partout demse dans
?{n'ii faul et il suffit qué toute forwe lindaire a coefficients entiers
sn {x?,..gxn) prenant des valsurs er t'§ es sur chucun d@S ?CiﬂtS

., = } soit identiquement nul. Frenons J=1 on voit que les
points'telg qﬁe H(a ) soit partc@t 4ﬂnaa dans '%La 3 sont partou

densass dans T@ﬂ et gutune conditicn nécessaire et suffisante pouy

g

gue 1e sous groupe E{(a) de W forucs des nombres de lua forme piag
p et g ¢tant eniieréi soit partout dense est gue a soit un pombre
irrationuel.

Du critére il résulte que gl G4 ¢t 6, sont deux sous groupes

_ .
- ):ai‘%-{;;" .

Des propositions gé énérales du Ch. I1I et des proprisétés ci descus

o . ‘ - 3 b
fermés de R \5q+hzj =6y M6, (un
n
il re&alte gue tout groupe quotxemt séparé de W " est isomorphe &
un groupe produit ,gl xfﬁ (o grtk £ n). s@S}d e prodult W?ﬁ s
' . el
et par sbus de langage le groupe torologique T, est appelé

S A e ° - % 3 prisii 42 el e i R e AT
torg & n dimengicns. C'est un espace conpact, connexe et localsment

-3 i 0
(ol Z - ?E,» . 1 [ —’:} i Fede ' - 5
on . Le :roupe topologigue ] = A W/ £ ) est isomorphe &
; £
o m on ey O ; i D n-p ;
B o 7 = donc et par consécuenl e = iozel g Ospdnj
Coy : ] 4 i
n
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‘Puut Song cron o Per oode T B et isowrphé ‘5, u_n yrou,.e de 1a forae
q* *F (0gh ¢n) ol F ¢si un sroupe ubélien fini tel gue le plus getit:
nomnbre de groupes'cyoliQues dont ¥ esl sonee direcie soit g'n—h ._Ep
pafticulier tout sous groupé discret de T © est un grodpe abéliennfini z

tout sous gsroupe ferqé de 'T' non identiguse T est un groupe cycligue

Pini, ‘Woul sois prou s un groupe

non K&@&i reCdit o 1'3lénent

ment toul sous groaua

fomid
£

= 2 % [IFE
de L2 Iorne S %
e e gens voYriie.;

> R L s % e
On igentilie scuven

- " X $8 8 i 12 L
aont on & LoErLiilie
174 B o ps S T PP e e A Y e Lt Bl 2 s 4 2 g
RNEOHECRET SG e T dlsens Conte sgil 1 9Le condiiion hécessaire et suffi-

reridre un s80uS 7

e K3 S
Trouge ciscret de 7' est gue

L]
=
&
(‘ \
]
o
=
L
4
@
e
)
<
L
&
o]
-
o

v.ionnelles. 1 les coorco nz%

‘engendre un sous sroupe partout deuse de T

' c . L = —n : .
Tieny P SEE J -7 ¥ e 37 (¥ T eI ¥ D =] ek 1RV g B {5 A8 Y461
mepl une partie A de 'T' eugencre un sous groupe de 70 cul esi purs

oo Srie e a AP Bl (v"r.--f‘
KoY enecs 4 cusflicients «




une aprlication ériodigue continue de '?Qn dans un espuce topolo: 1que

séparé alors 1e groupe des gorlodes est un sous groupe fermé de '?K

81V est ie plus grand sous espace vectoriel ceatenu duns ¢ alors f

est constante sur chague clasce de ?{n'mod V. Donc f est déterzinée
par 1'étude de ses valeurs sur un scus espace vectoriel ¥ suppidrentaire
de ¥ donc 1ar 1'étude des fonctions dont le groupe G des périodes sest

discretl. Daus ce cas si ce groupe est de rang q on dit gue f est

a- fois pérjodiq“ et tout systéme 1libre de g poinis zmExeEEgark engen-
drant G est un gggt_gg_orlnc al de périodes de i
: -~ . i e - :ﬂ. 5 3 3 : = :
Représentations continues de F. et de ses groupes guotisnts
: ' . : (of a2)
= - Syt i M — 1 L ==/
Les applications linéairses et aow nes de W dans & s=ont

évidemnent des représentations coniimues'de R dans R = ; ce sont

{7 . 3 - Voo P = = P - }l.‘ S

Hoe application coniinue f du voisinage V de O dans "R~ duns ur
groupe topologicue G telle que f( A + );}:f(x').f(};) pour hout
couple ‘X ; de points de V adﬂet un prolongement et un seul en

une représentation cantinue de ma” dans G . (Mous verrons plus tard

)

que cette propriété de R s'étend & une catégorie générale de groupes
topologigues : les groupes "simplement connexes"). En particulier un
se prolonge uniguement en un homoxnorphis-

ouvert de & .

S
G loc=zlenont ) rohae & o
9 =4 O aLe fl 3 {}Tﬁo ’JA d {':,' %
Yi—=} 3
A oL D<)
§ o d st
1 1Y
Hid ey b A e s S5
e de  E Lansg ¢ ATCOLLIS 4
e s b el R ; g =
05 C i Al a Al pRslenin 8 ’L 3
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Ce récultat est sacore valable irour tout roupe cuotient soparé R
de R ol H et un sous grouie fﬁfmé. Cousécuences : la seule zppli-

13 M S ‘

caticn corcinte ds B dans R et l’ application identicuera t nulle.
- 5 Jaboiited s e - Saine & 2
Tout isomorphisre de T duns lui-méae est un aui omorpaisme de T°

At e SO = = o ST = e e Rl P S M SR e
qui s'obtienl jur passs ¢ au cuotient a partir d'upne application Iiné-

aire de R~ sur lui-méne tolle cue sa restrictbon & Z

automorphisme de ce groupe. En “ﬂrtlculler les seuls isomorphisnes de

Q,l
C)\
o
"'S
fede
@
s
{
{
\
v
"

T

1. dans lui-a8ue ¢ sont l*ac licatior identicue et lo sym

g 551 G
les gromsies R (ef.. §3)

) tEeT de~1{xlne peut étre JO%mdbﬁe que si

ifeﬁsaﬁble des indices ¢ tels qﬁe %, # 0 est dénombrable. (m @éura

rait done pe ramener au cas o& I est dénonbrabnle.

= \ - . . : n -
{(Th. 1.5) Pour ¢u'une famille ( X, } de points de R = so0it sommable

1l faut et il guffit que la fanille ( || ¥ il ) des normes euclidiennes
. %,

des X = s0it sommable dans R .

e séri o B 65t absol 1 zent 1
Une périe de points de R = est g~§g~gg§g_”gggz§g rente si lg
série des normes euclidiennes de ses termes est convergente. Celte

S le) u*;@ -é sl uns condition nécessal re et guffisante pour cue 1la

cérie soit commutativemaent converpenie,

Ao 25
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Chapitre VIII - Nombres zomplexes

fombres comrlexes et quaternions (cf. Cg1) .

Les résultats démontrés en algébre (alg. Ch ) sur les corps ordonnés

{dont K . 'est un cas particulier) jermettent de montrer que le corps des

nombres coaplexes C = R(i) obtenu en sdjoignant & R une racine du

T e > i e e S
e S SR TR IR IS TS — S

‘polyndme 1rn,cruct3.ble x‘zﬂ est algéhriquement ferné (théordme de

d ‘Alembertwé}auss) On pourrasit le démontrer dans le cadre de ce chapitre
sans utiliser les résultats sur les corps ordonnés, et on en trouvera

encors ure-danonetration dans le livre du traité consacré a la topologie
ébrigue coune application de la nosice de degré topologicue. < est

& vne isomorphie prés la ssule extens.on aigébrique de ™ distincte de

n'existe pas de sous corps compris entre R et &

‘Les éléments de & ou nonbres :,om} laxes sont de la forme Z = X + iy ;

onnote x=(RI(z)  3=IJ3(z), | 6tant identifié ap sous corps

de & formé par les nombres complexes tels que < (Z)=0 . L& seul

St

azf.”:(;;;;ss: higme de (& est l'application % — Z = x-iy (comjugué de Z).

: i — P :
Lg gJM@ algebrigue de Z est le nopbre» réel 772 > O \fZ‘Z. =x‘/x‘*+y2 - est.

_,,...4.—.....‘»_..—.‘..........’.4‘".--_ Pt

-~

&
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s montrent encore gu'il y a un
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iesure des angles. Fonctions tmgoncmétngues (et 32)
{Th. 1.2) Le proupe topolozigue (zultiplicatif) U des nombres

comglexns ge valeur sbsolue 4 est iso worphe au groupe ’Logolomg__g
(additif) des nonbres réels modulo 1 . Le sroupe gultipliecatif C des

nombres complexes #0 ost isomorpiie 8 R xT . Cotte isomorphie en: rai-

. o .
ne l'existence des racines de loutc &yuation binbre 2% =a dans C

{indépendamment du Th. , et permet de démontrer dirgclesent ce th«:orer"e)
71 n'existe que deux isomorphismes distincts de U sur T .

L'image de 1 est dans 1l'un la classe modulo 1 de 1/4, duns 1fautre celle

de 1/4 | jlous désignerons par € (x) i'homororphismne du grcupe’fadﬁiw

tif | cuil par passage au groupe quotient ' engendre le preaier de

ceg isoLorphismes On a donc identijuenment §€(x}i =
. | _
Elxty) = £(x) C(y)_ ' - e(-x) = 1/ e (x).= €& (x) et 2(x)

sst une forctior périodigue de période princ.apale 1, e (xtn) = elx)
pour tout neZ .

Le corps R étant ordonné on a pu (Alg. Ch.IX) y définir les deml
T T ——"

e A5 s s, e S o i e S o ot e e e e A = =
T o o e T s S s e i S i e s e

droites et par conséquent l'an__gle LAi Sy 2,_) de deux demi-droites

FAYA
o

oA , comme la classe 8 laguel le zppartient ce couple peur la
~elation d'équivalence : "il exisfte une simiiitude directe qui trans-
' ; : :
forme .Aﬁ en Az. i Aq en ’Az n . L'ensemble A des angles de demi
. . or 2 & ‘

drcites est nuni d'une structure de sroupe abélien noté additivement
: : P et o Ty

i

gsginie par (N LA Y A A ) e ( A ; A ). En particulier
- 2 <

: ‘,‘s""‘*ﬁi —— 7 v e
(A, 80 (D8 J=-CA , [J.5 _.ale:.sll-_ﬁ_g%zfi 28k 18

zolution # O de l'éguation 20 = O dans g A .

R : - e - - Ny, 76y 2 i y: S
S L ie S8 NOMDTYe3 Yeels P 8 &1?3§ JLAC8LI0 Z g LU;.\. ..,"1} g2l Bdne
¥ :
e
7 o A .q SR 1% o ¢ IS A 3 RO 3 = .
sprécentation du zroupe multiplicatif (' sur le groupe additif




- g5 -

Liangle § = Am(i) s'appelle angle droit p £ ; clest 1
@

0o

solutions uans le zroupe a de 1'éguation 2 , 1tantre

jcation eat

-y

&3S .

vn isoner

'une des deux

&tant

ohisne

aﬁ‘g 5:+ ® ;fﬁestreinte'& U ;celle

tructure ¢é sroure dé 1 sur.ecslle de A ;

de laf§

par transport ume struciurs de gIouire topolpgigue sur & .50
1'isomorphisse Téciprocue de A £ Y . rar diffpition (Alg

A(£(8))

est le cosinus de Y ei ge nole cos.¥ ;
ae 8 et se note sin © . De leur définition 11 rcsulte imméc

.2

certain mombre de formules iaportantes tells que _cos“Y +
[

cos(6+07) = cos 6 Gos O'-sin 6 sin 9° ete... Par

de 6 notée tg ¢ est définie pour cos & £ 0 par ty 6 =

la\zgigggenfe de 6 ;, notée coi,s 4 es® épale & coOs %/Siﬁ )
e e fa g

un peuv prolonger par LGPtLDUlEu X x et bz dans W en pr

ke (3) = alors on a tougou“s'

Gkg(U)= oo';

bientdt définir.

o

e groups topolOflque des ansles de deni droites étant

tore T

v pha su

de ta for&e x —> #/ (X/a) en pLosaut 5(3& = an( € (x)),
nombre p@blbif arbitraire. Il corresioad ainsi & tout

abus de langage

elle perzet

snzle de

di te.aﬁ
8ine = 1 ,
a tengente

T T . T e em

sin a/bos 5 ;

pour sin 9£0,

enant :

(b 6 =’i/ilog(:‘ :

nt de définir
il ne faut pas
breg gulon va

isomorphe 3§

Done tout homomorphizme de K sur 4 est

2 étant un

nombres réels modulo a qu'lon appelle

S ~ S v
tout nonbre

= % ey T ot e ey ey
esures comprise dans ltintervalle
ing Poic ghoicis }_eg noSnY o d. by
LW % L el S QA—L} Wiilisa ol <t nes e 3 on 1%
T varier dlune de ceb zngl«
x X zxe1s2

de définir
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d'inconvériont si la base a reste fixe ot si on se souvient que deux
‘%anres réels cor rue mod a'GCfT?SPOJdeﬁt su 28n angle ce demi droités.

8i 1l'on compose les fonctions triscuométrigues d'angles de demi |
droites sin 6 , cos 6 tg 8, ok © définies sur A, avec léhgmommfc
phisme x ~ﬁ>§%(x/aj de R sur a , 13u fonctlons sin iﬁ -

x/a :
cos Qg(xja) . teo i%(x/a) , cke {3(x/a: ainsi obtenues q*appellwgt resp.

o e o e e DI
T T o o o e S v AR e s Ml S o s S e -.._a-.-_-_.....-..-._....—..—__... T o o oo v s s kS e e D Sty e A o e e

=2 -
a et se notent sing (x) , cos, (x) , tg (x), cotg (x).

fary

appelie fonctions trircnométrigues d:3 nombres. Ce sont des fonctions

e e o e . o e vt S Pt
I IR R S A S SR R R I I SR R s R SR R L ST AN ey Aot pme Ry e e

périvdiques sur K ; clles admettent a comme période ; le sinus et le
cosinus (resv. ls tangente et la cotangente) ont pour péricde principale

et
(0]
n
fete
(o
0]
=
o)
ct
B
:+
O

és sur les fonctlons trigonomet iques dgangles dounnent

deg ideniitée sur les foncltions trigomeméirigues ae nombres, Lc aria Llax
des fonctions tr1*onom€ iqaes;de ncmbres,s*étbdie alsemsn

Etant données deux demi droites 5%, A@ dletlnc es et de néme origi-
2o ? ., 1z réunion de toutes les demi droites . ‘d'origine P telles gue
168 HEBUTES

71”{:;
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";1 existe une méne siﬂilitudo ¢irecte cui transforwe D, en 01 y Dy en
Dé " ., L'ansle é'un coui:le de droites‘de ?\ est donc toujours défini
car 1Ri’ ne contient pas de droites isotropes, =i n'étant pas un carré
dans K . L'ensenble AV des gn.les de ar01tec est muni dtune structure
ek e A~
de groupe abélien noté additiverent, définie par (Dq,D5)-(D1,D2)+(D2,§)
8i & uz angle de demi droites on Tait correspondre l'ansle des
droites qui les portent (prises dans le .1éme ordre), on définit un homo-
morphnisme de A sur A - A est lsosorzia au groupe quotisnt de A par le

sous groupe 30, w{ . D'oh la possibilité d'obtenir par transport une
‘ & _2:

ructure de sroupe topologigue sur By et de définir ls mesure d'un
apgle de arultus relativement & une base. £n analyse on utilise sn

‘endral ls nesure de base a=2n qu'on peut définir par la condition

. 2 f - . . A
{guion montrera réalisable) 1lim £(x/a)-1 i . Alors par 1l'asbus de

X ~»C X .

lanpage déje siinalé, les angles étent identifiés avec leur mesures, on
appelle guelguefois lec an _les de demi droites anzles & 2kn prés,
es angles de droites angles a kn prés (k étant surposé entier
rationnel ).

Sommes et rroduits infinis de nombres complexes (cf. 2)

Le groupe additif de ( éLant identique au groupe additif ‘R ila
théorie des familles sommables ot des séries daus (Z rentre dans
l?éﬁudé générale faite pour RP. (Th. #2). Pour qufune famille {150 )
goit multiplisble dans C il faut et il suffit que la famille (Ju_|)
soit sommable ; on la aémontre & cette place dans le traité sans utili-

T

sor 1la fonction logarithme complexe ron encore définie. Un produl

infini de nombres couplexss, de factsur général 1+un est dit

_ﬁénérél 1+}unz

.8 = > L3 3 - 1 2 §
(ou, ce gui revient au méme si la série (g |} est convergente).Cettie

si le produit de Fuctour est convergent

i
B o H- e e S T e A 3 RE R 4 3 T g
nropriété est une condition nécessaire st suffisante de conve:
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Espaces nunérigues et es aces projectifs complexes (of § 5.

‘La structure de corps de C‘Z‘ définit dans C ® une structurs d'espace

vectoriei topologioue sur (B e8pac?2 _pumérigue .gomplexe & 8 n dimensions

ot

(droite complexe pour n=t , plan complexe pour n=2 ). De méme elle

aam-oa-a—-‘n.&—

t une structure d'alpebre topolog*lque sur C dans une algébre
de rapg fini sur < , une topolo rie dans ll'espace projectif . ?.( G )

mplexe & n dl'nens;__gg_s_ v 9’}*01’56 pro1ectlve conpl 6

R T IR L T IR TR R SR T e i e G

SN IR TTIMER T IR IR TR ===

if complexs pour = 2), et aussi dans 1la

Giﬂ,p( & ) er_ace i ant € ) des variétés linéa ’i}* 88

sectives o p dimensions de ?q( (2 ). Ces structures domnent dieu

& Ges notions el a des tnéorémes tout & fait a.nalogues a ceux vaiablec

pour les structures de méme espéce définies & partir de K.

“pinsi " est localement compact, connexe et localement coﬁﬁe:ﬁe
m?rf {* } est compact, convexe et locslement connexe, homéomorphe-'au
guotient de la sphére ‘SOn—H‘ (cons idérée comme plongée dans @i+1
ic.entifié. & Rzﬂ+a} par la Leia‘tlm. d'eaulva,lence ludmte sur elle
par A ( € ) (les classes d'équivalence sont nette fois des ensembles
k;amésmorphes a5 1) P 4( E ) eri ho;néomorphe & S,‘ et & l'espace
“

C oatenae en compdctlflart C par ad 1onc~‘rion d'un point a l’mi‘lnl

cu'or note oo - ?n*“ & est COAIPavt connexe et lOCulc‘:ﬂquD
COpnexe. '

..53” psut &tre identifié avec ‘g{arj , i1 admet donc aussi une
structure dlespace vectoriel tc:polot que sur R , de dimension 2n

un gusiifiers de complexes les 8tres (croite, plam, hyperplan,

R e A o i g IR e
e reelig gsdous Jaceiue, g ol

]
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ost une application lindéaire réelle. mnis 1z riciprogue est faussé,
pur exemjle % -»2 est une application lindaire rielle de ¢ dans
lui-méme et non une application complexe. : .

Pn( B ) psut étre identifié avee la pértie de Pn( C ) formée
dez points acasttant un systése de coordonnées homoines réelles.
Les variétés lindéaires projectives de 'E}n( ® ), sauf celles réduites
V'a un point, ne soutl janais des variétés linéaires projectives de
rie

)

Ld

)

Des considérations analogues sont encore valables dans uns large

mesurs pour les sspaces K° ??n:K) - T?DE(K) .6 (K)

7 np

construils en prenant pour K le corps K des guaternions, et

yteines sféicident w8ne en prenant des corps topoloziques plus
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A d

'

Chapitre Ia =~ Ulilicution des hombres‘réels en'topolorie.

Génv on d'une structure unlforne gar e fzaille d’ac rts.

Espaces uni foraisablos (ef. S1).
Un ggggg‘sur um_ensemble E est uns application f de EXE dans 1l'in-

tervalle [O,+<m] de lg droite nulorique acnevee R satisfai gant aux
cbﬁditiohs suivantes ;o

a) f£(x,x) = 0 quel cue soit. x¢E

b) - f{;,y)zf(y,x) guels gue soiéni‘ X B et yek .

»p(_"’v‘& < fix

3

+£{z,y) quels ¢gue soient Xe€E , y¢€

]
{2
b
&
M
=

b : > : g- : : ;
Une cousécusnce de' c) est ;f{K,Z}mf{y;Z}g < flx,y)

81 £ est un écart sur B il en est de améme de af , guel que so0it a >0 .

41 (f ) est une Tamille d'écarts 2. £ est un écart, de méme
> -~ _
sup fa(x,y} 5.l'envaloppe sapérieure de 1g famille, est un écart.

R S R N T N RS NI Im R ST T

e i o ertipore e

_par un écart £ est celle gui adumet
: Lane iouddm@L al d'eutourd» s la fanille des ensembles
ot a‘;arccurt l'ensenble des ncmbres réels > 0. Dsux decarts

~’“1Vd16?ta s'ils définissent 1a n8me structure uniforme. Heva TUonNs

Gue si @ esi une herﬂubazlon de- [0;?903 telle gue 1°) @(u)zG et o

¢ s i 2 2 5 o : ]

ogt conlinue au point O 5 2°) ¢ est croissunte dans EQ,¢-QO§ et

strictement croiscante dans un voisinasge de O ; 3Y) quels gue solien.
o LN e = S e B % £ Rz IO o o “ R R 2

>0 , v >0 onan :{uwz} < oflp)oly) ; z2lors 8i £ est un écart g0 T
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La structure wniforme définie Dar une f@@;iLg (£ ) @nggg§§ est la

—-4—-—---—-..-._-..._-—...,.-.....—-.-— e e S RN TE s e s T e

Pt -‘—.«—'—'-..-'—s-.—-

la méne strvcture unlfbrﬂe

ooy '

£1 1la borne gupérieure d'un nombra flni dfécarts akpurtenant a la

st i ity npoerd

Toute famille d'ecarts ost équiValente & une fadille d'écarts 5t@vﬁe,

quion cbiient en adjoignant & la fanmille les bormes superieures dont

il vient d!'étre guesiion. Upe famille Ffinie dfécarts ect , cguivalente
4 le Pamille formée du seul écart : la bornme supérieure des &cerd

four la structurs uniforme Z& définie LdL les £, , les I~ son

uﬁxfo”nsrert ﬁovt*nnes, Ciest 1la moiaxs fine des structurss uniformes

B

’yaau n@tte DPQQTlGJL si U @st définie par un seul écart une -

condition ﬂgC“SSalIB et cufflsaate Daur que 2? soit séparce ast gue

cuivalent 3 X=y ; si i{ est Gefl nie r la faﬁill@ ( )

<.

P{x,y)=U soil éq
clest que si x#y il y ait un 72 tel cue £ (x,y)#U ; on dit alors que
: : &

ia Ffamille d'@car s est se arante . 31 on compléte B pour la siructure
: : o :

uniforme suprcssdée séparée les f@ se prolongent par conitinuité su
complété et les prolengements sont dss écarts qui définissent la struc-

Pd

ture &nifbrme du comyléta.
tant domné un eniourage U ’une strocture upiforme 74 om peut former

une QV1te J teile que Ué:L ’ Un+1‘::ﬁn . Un s agirsi vne famille fonda-

.mentale dengxbrable dfentourages qui définissent une structure uniforme

o

/}' 2% - s () 97 : : P Rve 7
“, noins fine que &( et ZL est la borue supérieure dPS ‘é

n
- a4
quand U parcourt U . ?oute St?UCb}“é an*forxe adimettant gys stime

fendenental dénombrable de voisinages peut euPE'GeilQ§$ rar un ecart,

Ts T B e e N S e 579 S0 et . L et R e W SO
Lonc (thécréme de Auittenden) 1.1). Icute elruciure uniforme peul sire

% oy

Az
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S0it une famille (£,) d'applicaticns d'un ensewble E dans 12 , les

fonections \fa(x)-f‘(y) sont des écarts sur E et la structure uniforme
v
qufils définissent ect la moins fine des slruclures uniformes smr_é
rerdant les f aniformément continus. 8Soit E un espace topolszigus,

PS A
¢£ la structure uniforne définise per. les écarts fﬂ{x)aﬁ (3}1

: e . : =1
f percourant l'ensenble des appilohtlens continues de B dans [b ; .
(24 < -
; Aok e , i 5 :
Llaxiome Oy (stricissent plus fort que CITI;ﬂ
¢.. guelcue soit le point x_ €E et le visinase V de x, il exipte une
_ " € s

SIS
el -~ A o S VA O S e e R | B i de R S e o e e
céparé, le compioié B de B pour {f est compact (clest

R P S S B R PR 3 ’y L S ow N § Jeooe | o 4 e
28me ¢y un sens Tacile & préciser la "plus grande exiension

(9h. 3 et 4.1). Pour gu'un espace soit compldtement rérulier il faul

il socit hoaéonorphe 5 un sous-espsce Glun es La* compact,

©
Py
oo
-
| (’,‘,
=
$on,
]
foie
¢
0]
e

l’

et’mgﬁa vlug particuliersuent a un sous espace du cube K ol K eab

llintervalle conpact {U,i}-et 1 un snssmble dfindice de puissance
conyensbie. '

Sell o oun w;y¢5 ,o&y;aecreu régalier, 1ls famille de tous les
fearte sur B, conlinus sur B XE d5finit sur B ume %ﬁf&&%ufé_ﬁﬂifif”?




Mé

=5 e
T, 5,1 . rour gulume fenction nuasricue 1. finle gur un espace topolof
gigue E el sexi continucs subérieuremant (resp. inférieurement) sur'E
soit l'euveloppe supérieure (resp. inférieure) de l'ensemble des fbnc«
tions continues sur B est £ £ (resp. » £) il faut et il suffit qué B

soit uniformissble.

;spaces métrigues : espaces métrigebles (ef. 32)
1ce sur um ensemble E est un écart fini et séparant. in
@space gﬁgggg_mggglgue un ensemble muni de la structure deflnle par la

donnée dfune distance ; en particulier il a une structure uniforme et

une structure topolaﬁlque.

?ge'ig_mgzzig ou gpplicatio g_igg_etrigue d'un espace métrique E sur

un espace métr que E’ est un isomorpnisme de luurs structures métrigues,

clest-g-dire une appllcatlen biunivogue de E sur E' conservant les

Y
Pode

stances. Clest évidemment un isomorphisme des structures uniformes et
topologicgues sous-jacentes ; la réciproque est fausse.
Par anslogsie avec le cas de la distance euclidienne on appelle

bouie ouverte (resp. boule fermée, resp. sphére) de cenire x et de

o e e e e e e e T i e o e e ot s st i e

Tayon a y U l'enseable des points c¢tun aspaée nétrique dont 1ia distance
& X est < a (resp. £a , resp. = 5). Lés‘boules ouvertes (resp.
formées ) sont des ensembles ouverts (resp ferux s}, les sphéres sont

des enscmbles fermés. Les spherzs et boules dtun espace métfiquevpeuveJt

jouir de propriétés trés différentes de celles des ensembles de méme nom

dens R . FPar exemple deux boules ouvertes (resp. fermées) de uméues

centre et ds rzions diTférents peuvent &tre identiques (sinsi dans *

fe étrigue récuit 4 un point). Mais ce n'est plus possible si
& ¢

A e T R Sl e e S I SR R S - B Sy e % ; - Y A e
s 1iau du rayon on a considéré le "rayon propre" : borne supérieure

% . Y SR Sl il = 3 Sy i o 30
y 2'un point de la toule au cenire,




et B o A : .

Y4 -
7%

Lg distance d{%x.y) est une fonction vniforménent '‘continue de

tids 4 et B est le noabrs {J,H}~ In? dlz, 3
st e , Keh, L EeB

D (x,@)- ) f% },ﬁ}

= En§. d{x,y) - xeX equlVaut a {)(x,ﬁ)zo, mais an_peut avoir

(A B0 e A.AB - g . @*(XIA) est une fonction uniformément

'Le diamétre d'une partie non vide a est D%(A)— Sup a&&,y}
sS== ...»..--22.-‘-‘ : : x é_f,t y» EA 5
La notion d‘ensemble'petit d'ordre V pour une structure uniforrze

(Gi €h.IX §3) coincide ici dve la notion d'ensemble de dwamauLe- <a .

Un ensentla est .orné si son dldmétre est fini' ; condition equﬁvdlente :

sa-azstance & un point c,rm‘c;rfy g est iwnie‘ Leute pwrtie p*ecrvyact
eSt bornée.
u*CSClllau¢On d'une fonotlon f définie sur un ensemble ¥ et prenant

S EmEmETn T

ses valeurs dans un espaee metrlque E  sst '§(f(P)). Si en cuire P

-..-.—.—.—...—..._—-.._-_———m-_.-..—._.—... —-—-.._.—.

ze‘P est le nombre m(x . f) = Inf 3 (f(Vf)P)), V parcourant les voi-

sinages de x . C'est une fonction de x semi-continue suyérieurement.
Pour que la limite de f en x existe il faut et il sufrit que son oscil-

lation en ce point soit nulle. Pour les fonetionq nunérigues finies ces




condition néceqsaira @t suff@sante poar au’uné-structure uniforme soit

9 =

avec cette structure uniforme (resp. zette topolozie). Th.(4.2). Une

métr ;sable est qu'ells soit séparée et qulells admette un gy rstéme fonda-
mental d'entourazes dénombrable. ConséQuence : une structure uniforme '
séparée d4éfinie par une famille dénomorable d'écarts est métrissble.
Remsrgue : il }3&? exister des structares uniformes non métrisabias
“ompatVbles svec lz topologie diun espace mdtrisable.

Une pax rtie & a‘un,espace métrisabls Evést métris¢ble.'éei. f{x}j}
est une disbance sur é_la restriction de T & A est une distaﬁce sur 4
gt définit la pétrigue ggﬂgigg; gui &3t compatible avec la structure
uniforme et la iopclrgie induites); Jn produit fini ou infini dénoubra-
ble ?ﬁwﬁi Q?&syaces'msézisables est r5trisable. (si les firﬁané.aes -
distances sur les Wid, ﬁans le cas Fini lax fi(xi? .i> Qu.gifi{'i;yi)
ou ? ?Z fi(xi,yi}zgiﬁ sont des métriques iéquiValentes}_sur ETﬁEi
compatibles avec laftupolcgie'at ia structure uniformé‘produits ; dans

le cas infini, on peu’ prendre i;%”Z'l £,(x,, ¥;) - Le produit d'une

infinité non démombrable d'espaces toosclogicues dont aucun n'est réduit

& un peint ne peut &tre métrisable; s3 structure uniforme (resp.topolo-

sigue ) produit est strictement moins fine que les structur 65 uniformes
coryespondantes définies par 1l'écart séparant Sup £:{xy) . Un espace
5 Z z 1 e, i
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métrisable admette uae basz dénounbrable i! faut et b safflt agutil

contienne uL sneerble dénombrable partout dense.

On ne uunﬁalt yab ue conéiticn nécessa if st suf'rigante sizgpie.

Pour cu'un ‘espace tonolo sigue soit métrisable, il est évidemment neces=
saire cu'il aitl les propriédtés topolagiques suivantes des espaces métiri-
guee : gue sa topologie soit complétement résuliére, que chague point

ednette un systéme fondamental denombrable de voisinages, et de plus

*

\qma tout fermé (resp. oavart} soit iatersection (resp. réunion) dfuze
famille dénombrable de fermés (resp. ouverts). La dern niére propriété

- 2

el oy s r ; oA : : s s
entraine d'ailleurs la précédente, mais la réciprogue n'est pas vrais,

et liensembie de ces 3 propriétés nizst pas une condition suffissute

pour gue llespace sgit métrisabl

Y

Pans un espace tGDOlOQiQHG ot chajue point somet un systeme fonds-

6énorbrable de v01b1ndges, lfsnsembie des filtres converg cents

gst déberniné par l*ensemble des suites convergentes, car tout filire
convergenti est plus fin qufun filtre & base dénombrable (le filtre des
voisinages deg poinﬁs limites) et tout filtre A4 base dénombrable est

itintersection des filtres 6lémentaires plus fins que lui. Dioa la

2

Log 51b“¢1? de substituer l'emploi dzs sulies & celul des filtres

deng ces espuces, en particulier dans les espaces métriquss.

(D\

Dang vn @upaCd rétrisable & , pour gutun point x soit adhérent &
une partie non vide A4 de B , il faut et il suffit gu'il existe une
suite de points de A qui converge vers X . Pour gulun espace nmétrigus

et 11 faut et il suffit gus toute suite de Cauchy so0it

D
o

sonverrente. Pour gu'un espace métrique E scit précoupact, il faut

) pour tout e > 0 il existe un recouvrement fimi Ge I

y digmétre X € . (8i on ajoute 1°' hypothése que

s e T
PETLEeS

s

cn obtient un critere de compacite pour




b2

=

2R

¢

i

s 5

i

b 2 )

\- A
i |
_.,%‘:‘ fid

, 97 4
Corollairé>d un~espace metriqus préco“gact adnet une base»dénombrable. ‘
D'ot 1le critére to?ologique de compacité applicable aux espaces nétri-
sebles : toute suite a aw moins une valeur dtadhérence. Hemarguons que
cette propri +é ne résulte pas de la aeule existence d'une ‘base denom-

b*able pour chague flltre de v01s_nagﬁs..

Appepdice : prouriété des espsces métrigues ob la distance satisfail a

}fimégalité du trisnsle "renforcée" - alx,y) <,Max(d(x,2} aly,z)).

‘ 5 7 :
Dans ur tel ace E d(x,¥) u~d\ gz) entraine d(zy)=max(d(xz},d{y,z))
{*Tour les triangles cont isocéles), Bn particulier si X = z , pou
tout point.y suffisamnsent voisin de X on a d(yz) = d{xz). BSoit vV (x}

P S B 3 s =< P e & 3
sst lz bouls cuverte de rayon T el de

@

centre x, cest un ensembie & la

7ois ouvert et fermé. Lfespace est donc totalement discontimu4 Pour
tout yeV (xj ona V¥ ’y)zﬁr{x}. {La boule ouverte sst ideniigue &
son achérence ebL tout point de cetie soule "peut éire pris comme centre”

>

de coetie boule). La bouls fernée W,.[x) de rayon r et de contre x , est
un Imﬂéf%la & la fois ouvert et ferré (la boule.ferméa est domc identi-
qus & 80n iatéﬁieur\; 91 deux boules ont un point comzun l'une d'slles
est conlenue dans 1'antre. Les boules ouvertes distincles de rayor r.

ot dont de cénﬁre est contsnu daﬁs unz boule fermée donnée de rayon

o §
o

r Torment uns partition de cette boule fermée. Signalons eucors

N
[

cue pour gu'une suite soit une suite le Cauchy danps E il

Paut et il

gue dl{x_ , x_,.) tende vers zéro avec 1/n , et d'autre part

LSS e s i e g e T so SH i i el e A

aque si B est coipact 1'ensemble des waleurs prises par a( X s%] 4
("

- i

X ‘

ELINS

OB TS S

2.
o
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en former gui nont aucun point iaole, exsaple la sous espace de R

formé de tous: les points de l'interValle [0'{] regrésentds par les

-développerents triadiques 22 am/ a. £ 1 guel aue gsoit &
,(p§gﬁ@h‘§«t£§3é10“6“§§~§:£§0r‘ sutren ewemﬂles, 12 droite roticrnelle

Q oou la dro;ta p-adique G avee 1a métriane Q; {ef Ch.1X). Tout
sspace métrigus compact sans points isolés ol aatiafﬁiaant a 1'1néga~'
1ité du trianrle "renforcée! est hombomorphe i 1%ensenble triadsque
Se Canlor et toute partie dénombrable partout dense d'un tel esnaee
‘ezt boméomorphs A le droite ratlonne?le. proprié%his gui ' etendeﬁt

feilieurs & tous les ﬁspaces metrisablas.compact sans points isolés

et totslement discontinus. Un tel espace est donc homéomorphe & son
251123855 E ,$E - :

Groupes et apnesux métfigﬁas {cf. §-3)

Un écart £ sur un groupe tonolofi~ue ¢ noté multiplicativement est
: E

gauche (re»p a drozte) si guels qus soient %,Y,% dans G

zy) = £{x,y) (resp. f(m. YZ) = f(x,y))

53& Loat broupe tor ologlque G on psut foramer une famille d'ecarts
lissants & g uche xresp. f'droite) guil définpissent une structure '
“aniforme éaubhe (resg. droite) de G, (ils ﬁewvent &tre supposés slis-
;@aﬁ% des 2 c6tés Sl iles structurss uaiformes & droite et & vauche sont
kéeﬁfanémes);_Si la pralonwe an conplété C do G, . supposé senaré

2f ce complétd axiﬁtﬁg»elle est sncore glissante et Géfinit 1s

Pour que la tﬁpozggie diun gfeupe G soit métrisable i1 faut ¢ i1

fta
o
@3
1]
®

tcnombrable de vaisiﬂages.' Alcrs ia structare un

‘guche (resp. & droits). On dit slors qua 1ﬂ groupe es’t mé%r&sah
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L
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B34 G est on groupe métrisable, tout Lroupe guotnlenm séparé G/H de

fyy
J

G est métrisable. 3i en outre G est complet, %,4 est complet.

L B S 5 T Gt A e D S S S e s D Sy o St e e S

Une valeur sbsolue ou valustion multiplicative sur un corps X est
=8 =2 b e adady en Zu v 2P=2Catlive

I P

une aspplication x —»|x| de K dans 72+_ satisfaisant aux conditions

\ : :
a) ]X{ = 0 est éguivalent & x = O
b) }xy!=§x§4 | ¥l oquels que soient x ot v

c) ?Xﬁ?\Q i}c§%~§y) 'quels cue scient x et y .

K 2 alors une structure de corps veludé . aslors d(x,y) = |x-y[ est

i o
o e e e Sl LTSS %

tH)

ot

una dis

ance glissants sur le corps K et ls valeur absolue est une

e

7

el . A 5 : : : e et - 3
representation du groupe multiplicatif K  des éléments # 0 daps K
dans le groule ﬂultlpilcatlf"?ik - Le distance |x-y| est compatible

avec la sﬁructure de corps de K qui est donc un corps topologigue.

3

Ueux valuaticns sont éguivalentes si elles définissent sur le corps la

< e L 05 e i e s S T i

méme structure uniforme et par conSéquent la méme structure de corps

<

topoiogigue ; exemple : une valuation guelconque !x\ et la valuation

=2 a4, p o
B Y . » -.
Les valsurs absolues déja définies sur R , C et K rentrent dans

la définition générale. Sur un corps quelconque K , si on pose |0} = 0

et |zl = 1 pour tout 'x # 0 on obtient une valuation dite impropre

S s e e s s v
AT i 53 s St v e S

qui définit sur K la topologie discrite, Une valuation non impropre

8 un nombre fini d'éléments la seule

G AL S L o n S i s SO O
886 CLLE pProprs . Sur L

ropre. bdur le corps des rationnels on

L0 ou =0 aveec leguel p
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St

- ful - : _
do uuzbres precmiera. Daas le prericr cas la valuation dorne &

la structure unlforme et toiologlque de la droite rationnelle, dans le

second cus celle de la droite rationnlle Q-ad;gue.

mIEE=sma Pt bRt

SR EEmEnEE

21 n*est pes borné guel que gsoit le choix de a-O , ce gui 1aylzq¢e gue

le corps a sa C&detéTlBElQUG non nulle, non archlmedlen dans le cas

'_contrazre. Pour une Valuation non archimédienne deux éléments’

~

pernutables satisfont & "1l'inépalité du triangle renforcée” :

: 13 e T i -1
g-wag g wax (|x|,|y]) .
N ; % : ; 4 1 i
1été K d'un corps valué par une valeur absclue | x|

LYanneau complété é
. ‘ 2 A < 4 & i $
complété du corps valué, et la fonction iz se

prolongs pzr con ifi té en une valeur absolue sur X qui définit la

f‘d
(o
\

¢ 2 . 5 : & 2 ; /\ % : % : 2 s
structure uniforme et 1la topologie d3 K . De ce point de vua le complé -

(‘J\

de (g pcur ld valsur aebsolue ordinaire est la droite nunmérigue,

o
s &

p@ur la valsur absolué p=adique le ¢ corps des nombres D-¢ adigues c% ;
e s o s e S s . s i S A0 S S . S s St 2t S i o2 o vy : 'r;
Un corps valué archimédien complet est 1somor§he-au corps des résls,

au corps des coaples tes ou au corps dos quaternions sur les réels
{Théoréme d°Ustirowsky) . Dans un corps valué completl non archimédien

de caractéristique # O, 1'adhérence I de son sous corps premier est

iscmoxphs &4 4 pour un choix convenubie ds mais il se peut que
; b 85
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Jluni de cette norme E est un dﬁpiggnggggé sur le corps valué K .

Bxenple : la distance euclldlenne sar Ti ean fait un espace noImé.

Lg distance d( ,)/) = p{A - y) est une distance glissante sur le
groupe abélien additif E , elle y aaflnlt une structure uniforne com-

patible avec la structure dtespace vectoriel, et faxt de celui-ci
un espace vgctoriel topologique sur K .
Deux norines sur un espace vectoriel E par raspport & un méms corps.

velué K sont éauiraleutes si elles définissent la méme topeologie

RSN TERIRER I RER

{donc lz méme struciure un;;orme) ar B . (Sur un méme corps K considd

comme espace vechoriel par rapport & lui-méme deux valuaticns éouiva-
lentes sont deux normes définissant la m8ne 09010516 sur K mzig ne
sert pas deux normes équivalentes). Pour gue deux normes  pl ),

al{ % ) scient équivalenies il faut e il suffit qu'il existe dﬁux nom-

_bres a>0 et Db>O0 tels que pour iout xe E on ait

& ; A
: : {0 arae Sl2am o e b ?
ap{ X ) &q( %) £ bl X} dihai (2 x i}/ » Sup |x.| et miaX\‘Xiz.
sont trois noraes équivalentes sur R® . (uand on utilise une seule

norme sur un espace vectoriel on la désigne souvent par [ x| .

83i on compiéte,un espace normé {(ce gui implique gqu'on compléte
le corps ées scélaires) et si Cn bfnlonﬁe par continﬁiﬁé'la norme
on a une stro“ture d'espace normé counplété,

z lgesp&cevvecucrlel guotient h/g d'un espace vectoriel normé

E par un sous espace Vectoriel ferm¢ H la nmorme [ X | = Inf {iX|
R / : ~ S s
définit lua topolosie guotient de E psr H .
o) . 4 X CRIOR A N T SRS 5 2 (GG 5 - &
Soit (& ) une famille dlespaces nordée pey rapport & un MmBne ©oIps

poBE
5 o] 3 ; >3 4 e
o E ey T g COPEa I SeT Fe ok e L ey
SOOI LGA LOITRE e u,u‘, ,5,1‘4 ue o o8ul s
: : o
~ ol e < £ & o i
(/] P ” A NE S SRS, Vo e | O sy




KBk eby L)

lo ’-}""‘2 -
i : : - : "W(fo‘ i)@
cm peu‘t ;rand.re pour norme Hax J % ” (ou - > x4 iﬁ “rqui 1u1 .
sout éguivalentes). §i I esa denomb"able, on peut l’ldenﬁlfier é ﬁ’

gt prendre pour norﬂe 23 ”

ema

- as

L

(n. 1.%) Pour gu'uue fgnctlon multilinéaire 2(;41 - )( 7ar

as@éﬁé& nbrmés‘par rapport & un mdme corps

8 l"'—

m

i saffit gu'il existe un nombr

&‘*ei"t )(..-noa;‘v

l o
A

s péiﬂts,est sompable dans T

;gg@ﬁ@ si la sewie desg

Dans un vupaze normﬂ eomnlet toute

sommable ; Loute serie abeolument:ﬁéﬁvefgaaaa

srgente ot méie commutatlvenent ccaverganxe.~ Les réci@r&quaa

L}
P
b
<5
&
k, A
O
L

]
o
e
@
o

zont inexaétss en géneral. Pour gu'elles soient valables, it r
il %ﬁffit @ue 11 espace ait la propr;eté sulvante : il existe un & } o
uﬂi cae pour toute fa&llle flnle (=%. )i<55 de points de l’espaca
on ait 2; X E £<a Su > % .

‘ ﬁ ‘ JPII% c"‘&““

e 5 o s e o e

avec lz gtruciture d’&l éore, qu1 prend alcrs le nom d*algébre normé

“_“v‘mb-n—‘_.‘”w—-»-‘

g1 1o tcpoﬁw“ﬁe deflnﬁe sur A par 1a norns est cempat;ble avsc_la

L

R Sy AT 3 :
gtructh d apneay s A .

i’ anne

3y T
S S e
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Dans oo algébre normée on a p(x -y ) £ ap( A ) p( y) a etant une’

COLstante >0 canvvnaile, donc en *rcnant la nouvelle norme

;yx% = ap(;ﬁ) écuivalente & la premiire on a flx‘y[i\, (B Wyl

‘ dig&bre Lopologloue euotlant par un idéal bi laté&é férmé'devient
une -alzébre normée pour la norme }) x !} Inf ] - L’algébre topologi-
q;J £¢Odu1t dfun -nombre flnl d'al ébres normées agmet pour norme

2l “?’ x5

n

normée counpléte sur le corps valué co*':pl'*S

’u"cfuﬁrdyhﬁ nous SuyPCSOﬁD que Iéal sébre a un elédusn

T
3
&

d
a0y ; 1lx llcatlon % -t & est un 1soncrrhlsme de la ot‘bu

ure 49e coips LOLGIO igue de K sur un souo~c@rps de l?al;ehre ;oon 8
= T : e : a e
n3cegsairvenent ,‘Egﬁg ‘%‘x 7 1 (si- ;\@ﬂ =1, ﬂ gl g i ; et on peut iden-
tifier sens inconvénient K& K&.)

s ~voupe des. 6léments inversibles e A a sa structlure. de groupe

ro"maa;bln avec la topolo*le 1nuuite par cclle de A . On ptilise pour

le démont ld prourl eté : X 1nverc1ble et H<K - 3}1{,1 entraine
?LZ x)“ est eonverg*ente, et ora % . ;0(3 ")n ; et récipro-

Toute algébrs nornée. eepar;e se prolonge (uniguensent) en une algcbre

E

guement si cette série converpe el i, X est 1nversible, la somme de la.

série est K~ Y ona ici un exemble d'enplol des "séries de puiscances’

dans one algéﬁré . ‘Leur thuerie,.*rincipalement dans le corns des réels
ou ded complexes, sers développée daas le livre X cansacré aux fonc-
tiecns anal yticuves. ,

| i-l‘algébrc normés A est en outrn eonpléte le groupe de ses
éléments inversibles est un ensemble ouvert dans 4 et G est un groupe
{ pouy cnacﬁne de s68 strugtures unzformes). En @arti ulier d

veiné complet le groupe uultiplicatif des éléments £ 0 est -

a8
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A}gpendlce 14 r.’roLr:Letes des corps: -p=8 géicues (cf Oh.HI% 5, exerc. 22'g

" '35, CHiVT okere 10, Appendice Ch, Ix)

;

Le corps des no*nbres b-acigue Q muni. de sa valev.r a{bsolue que nous .

rmterons }x] P jouit des. propmeté nalees plus haut vour les es_paces

par";wvher 11 agt tctaleaent dlscontlna.. Le revultat ralatxf awa mztes
se tracuit ici en - teme as series sovs la forme suivante : une Qjﬁﬂdl‘clo}i

nécessaire el suff3,5¢ ua pour qu’mte 88rie’ de nombres 13- 1 :; e cm* veris

et cue 1la yaleur anso?ae du ferhe géréral tende vers S Sro.  Bn outre

ouvergente ﬂSu commutativement cowverveﬁte

- D'avtre -pa:r:-ft CE’D egt 3_oca3._emeﬁf&: compact et toute partie borﬁé‘;e’ ¥

T S e oy et < s e ey e oo i Y e ot
S o S S o o e ot s, e o e e

compact. Lfensemble ZEJ des entiers p-adig

1la conditicn };iz_:i £ 1) est un sous groupe compact Ou

;Z.Q cu§ Az;ou}n
'idéal prineipal de Z; em endré par p .

Fout idéal de Z“, et tout sous groupe compact du groupe aﬂdl@if Q

est upe puissance o 7 . Le groupe accitif guo‘tleni; TE/.TI est i' "’o”pn:a
: >/, =0 ' o : :
a Zf[{p» )

£

Pout ::,-ifs_f;‘-’un@'e’c Gluue »Eﬂule maniére

‘Fouvt novubre p-adigues x peut &ire i
. = g & ¥ e . 5 T
sous Ja forme o = pﬁ L Y a},‘pﬁ ~oh k eat un @ﬁtler > O ot ob les a_
5 s {i ; _ _ 3

jensabrdii 8l X el hset 5

By i oS TR ik i e LB TER S
BN ;;ii,lﬂr;;;‘;g Si By R s oy U
e b R SaE i oS e
& S0 EeT ;. 428 récei LTOHREs 80480 Yralics
7 3 - o)
X = e o & g - % St e B e
28 RO TDE % LSRG Pas 8y Dlgunelieny et




-ATONNy '“‘. % T

AU ey -ﬂ:}g‘ﬁ

_k‘i.b :"-'8

- ﬂu) .
Und @wuanlov irrécuc+1ble xn+ 2, X

3

on

ficien%s'dans {Qﬁ et 1zreducblble car8' (Qﬁ.; i1 raut rrendre
4 s . ,
Ej?p *}angéﬁ ), les extenelons algsbricue -finies de 9, scnﬁ,eacer@
localeﬁsat,cbmpaetes; %cu pérfie bornée y est re‘at1vew¢nt “oﬂv cte .
= ils,jouisgeﬁt_ﬁé grsprié%és anglo ues & celle de igﬁ ; | Wteﬁg
g;ﬂaruexvgv‘fefméﬁyﬁinimalé de Qﬁ est une extencion infinie Qui =0

Qe p'< 4 _
Be aucour is théories cu'on dévelorpe pour les corps des réels cu

des complexes Qnt un développement "analbgué
tg?
‘des foncttons axpnnpﬁt1911es Joparit?miaasgg trigoncmé+rﬂquss ﬂomf

&b cans s@s extensions al&ecrzgaes. Par exemple on peut défir

S0n

it ;umegt et 1z valeur i.aes icmtreﬁ de ‘igp et gui Jouiss eaz
J%&%u propriftes formelles que celle défini ie avec les “aiﬁrﬁﬂ fé@i
on n'a pos & sa Gisposition un théoreme anssi fort gaevaéitih
5 un paranstre” et ces f@ngiiéﬁa,ggadiqueg ne sont assaci
: de csux des groupes adaitif
théorie 9Qnr

on blutat apparentsd Aans

;gx’

Lo
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! dans (3
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De mbme on peut consicérer "1'espace p-adique” & n dirensions
(ign)n avec la'nbrme‘n)(ﬁ = aax|x | . Il}ést totaleneht discontinu ;
localement comfact, Loute partie bornée y ust relativemant'compacte,
Deans 1'étude de ses sous sroupes fex.és et des théorézes "d'upproxinma-
tiom»diaphantie rnes” on utilise une notion "d'ornhogonale nodulo ZZ
Lux> =0 (mod Z ) (et de r~roupe,"associds lg.‘:-aﬁlt_;u ement” '
snalogue & celle utlllsee dans Fin'}.

n 2
La tono o riede par assase su ﬁuot;ent ceflnlt une topolo:zie
D ? 5

sur ;ﬂ\ CQ ) l'espace prodectlx p adigue & n dimensions qui est

et e o s et o
= _— e N s S S T NS ST DR ERINEREI ST I

alere.ecmpact, uerarquons gu'une Urgprlete du type tout point de
Pﬂ(jfij) gdmet un voisinage ﬂomeOWOpre 2 un voisingge de 17 orlJ;ne

: L n
perd touz intérét du faln aus Qp

des vowk¢na "es de lforizine homeo%orrke pour m et n ouelconoues

N
&

et up admsttent

o3

't:J

X 3 7 - 1 !
(ce‘qal n'a pas lieu pour .Tirlet rin comme nous le verrons plus

-

tard). (e seroni des isomorphismes locaux pour des structures plus

riches gue la structure topologique gui seront significatifs.

 Sspaces normaux (cf 3 4)

Un_es; Tal=] tonologiqva E est normdl s'll est separe et s'll Verlfie

en outre l?'sxione

#

(0V). CGuels gue soient los ensembles fermes saus voint commun A et B

dens B , il eziste une 1Qpllcatlon continue de F dans 10 1J égale &

1§

zéro sur A et 4 1 sur B .
Un espace normal est en particulier un espace complétement régulier

P a

maig la récitroque n'est pas vraie. Un peut former un axiomes éguiva

\;

leat & (0y) et pe fsisant pas intervemir R comme ensemble auxiliaire

@
°



(A

.“n

et 1u ic

=g -

A(O‘) Quels que 501ent les ensembles fermés sans po

dens E il existe deum cnoembies ouveﬁtu sans point

B~V

On peut ,»co*e l’ezprlner sous la forme suivante

que A U et

(&%} Quels gque soieﬁt_l'ensemble fermé A et le vois

Y 43 - -ip § B Smn e e S e e, i ey ey e G% P G
45 L BHLISTe N VOIEel e e Ouvelt W 0o & 1el

Lol
n
]
o
o
o)
e
W
ot
Y
¢
o
%
@D
G
O
{633
£
[
c
O
i
()

s0it nétrisable

aue W

int commun A et B

cowmun U et YV tels

lna e ouvert Y ds

=5
EE

@
LJ
o
Q.
®
o
Q
i)
(&)
bt
Q
l...u
n =
m

Toute partie fermée d'un espace ncrmal est un sous espace normal mais

e Enfin le

ce n'est pas vrai d'une partie quelccongue.
eepaces normsux n'est pas toujours ncrmal.
4).

d’Ur:sonm 7 _Uns

produit de deux

suf fisante pour gu'un

condition nécegszire et

espace K s80iv aor 12l est

gue guels ote soient l'ensenmble fermsd 4 42 B

pction numéricue £ (finie ou non) d&F

inie et continue

dans A ,

il existe up prolonsement de la fonction & 1'sspace

-tout entier gui soit

)

continue de F dans R (si f e

&
o
h

5 PRSI < SSG pan”
jIQ&Oﬁﬁcﬁeﬂa ¢L¢¢}g

iy B O Lt R,'lv‘ %
AGAT AR TUn

&

A g
8 RoYal

inie, on
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A o e e, S e S #08 pO  co

appelons yurbltloL continue de 1'uni p aur umn c¢s )dce LopOIO'laue B

toute fomille finis de fonctions contlnucs délinies sur E et dont 1la

somme est partout égale 4 1 . “ucl que soit le recouvrenent ouvert fini

‘(ﬁi) dlure pariie fer”ee P o'un espace torolo«lgue normal, il e XLSt&

une Tuxille finie de forclions nunmérigues continues sur E ffi}, teiles
que fi(x)zo eu Colhiors de A; et jue la restiriciion des f; & P forme une

partition continue de 1'unité sur P .

_.-—._ —...-—....._— T T T et i e et i i i e

Un espace <st coapléle.cnt norﬁal i tous ses sous espaces sont nor-

duux. Proyriété curaetéristique : si A et B sont deux partiss telles yue

@_:
i
W
et
wn
0}
C:
U
Fou,
o

ANB=ANB=¢ il existe deux ouvsrts U et
nv

Toule parnii

li

U
c-)

d'un espace complélensnt normal est complétement nc?maie

o

ltout espuce réjulier ayanl une buse dirondrable, ou ce gui revient

néie tout espace rétrisable ayunt une base dénombrable est complétemen

by
: normal .
“;ch iice : Defipnition d'une struekur: uniforie par une fanille de

recouvrement. gtant donné un euse:bls E , R =(Aj) un recouvrenent ds E.

g

associons Bu« liensenble UH =0 Ah;;ﬁj dans #xF . 5i K est une parti
g, i
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Bt Lﬁguulume un systeie fonGament=l dfentodraie d'une structure

L

uniforme sur E , jui n'est séparée que si chague classé se réduit & un

élément. Soit E%@ une famille de retouvrement de E , U les ensembles

de EXE  &350Cciés o0 ceo recouvrsiuents. Si les u Larﬁauﬁ un stt ene

i?aide’&fun@ i&ﬁlli“ vniformisante de recouvrerents ocuverts (resp.
un esaaés pologique séparé sour‘qua ia Tanille des
recouvrenents ouverts solt une Tamille uniformisants e Tecouvrements
il faut gue l'espace soit normal et il en ¢l ainsi cette ?stracﬁure'
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la topolo, ie de b, clle ost identicue & la’structure uniforze la woing |

flne rendant uniforadment continues touteo les appllcatlons contlnuec de

E dans [U 1] considérée au 31 .

’ Espaces de Baire (cf. §5)

Un p-rtle A d'un espace topolovlqve E est un enstble Eﬂfﬁ si llexté- .
rzeur de A est partous dense. Il est :quivalenu de alre gue ltadhdérence
de A n'a pas do point intérieur (ou gufelle ne contient aucun ouvert
non vide). EXéﬁQleS‘: la partie vide ; loite partie réduite & un point
non isolé ; la frontiére d'un ensewble foraé ; dans R?Y touts variété |
linéaire &8 p< n adimensions. | ‘

.?our'que A s0it rare, il faut et ij suf £Eit gue & lu oOlt Toute par-
tie d'un snseuble raréiest rare. Tout point a’un ensemble rare est point
Tz snuler@ de l'enseable, inversement touf ensemble fermé contenu d*“s

sa frontle%e esl rare. La réunion diun nombre fini d'ensembles rares o

est rasre.

Une purtie B est dite rare relstivenent & une partle 4 =B si elle

est rare dans le sous espsce Aooeiak est.unfouvert elle est encore

3

rare dans B .
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_dénomb¢able~d’ouverss s une interssciiocn partout dense ; ou encor

- 110 -

: maxxxs 1nepu1sable, tout ensemble non maigre (en particulier le complé-
 mentaire d'un ensemble naizre) esti un sous ‘ospace inépuisable.-?ar'COntre5

un sous eSpace inépuisable A de E peut &tre un enseMble maigre duns E

et meme rare daus E . Exez ;le : une variété lindaire & p- n dizensions.
dans R . : '

“On dit quiun esvacn tOﬁOlOéLQUb esl un espace de Bsire si tout ouvert

5

e

est'un’sous gsypace ing pulsable. PTOTIIPtLu aqulValentes : toute faunilie

&)

touL ensemble maigre a2 un intérieur vids, autrement dit le complémentaire

a'ax enne%b‘, malbwe-est partout dense.

Tout sous-espace cuvert d'un espace de Baire est un espace de Baire
Pout point C'un espace de Besire admet un systéme fondanental de voisina-

vss formé de sous ecpacss de Baire, et réciproguement si tout polint diun
; : < :

»
“

espace topolosique B posside un voisinage gui soit un sous-sspage de

Baire, E est un espacs de Biire. Dans un espace de Beive le compiémental-

B ) 2

gst un qous-ﬂspuce de Baire.
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Théorene de Raire (4.9). Tout espace localeusnt conpact et un esnsce

de Baire. Toul espscc topologigue honméoirorphe a un g ;aa méorique

cmplet est un espace de Bairs.

Hersrcuons cu'il existe des espaces de paire e rentrant dans aucu

*Scédentes, en particulier des espaces de Baire qui ne
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