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ALGEBR .
CHAPITRE IX
ATNEAUX PRUMAT.FS (Btat 2).

: CQ@Q@&%&E?E; ,

Etant domné ngll slagit d'in étal 2, 1e radacteur g pris upe liberté
avec le plaa ad@pte & Strasboulg ; il a ?ﬂﬁlﬁ séparer 1'étude des
 anneaux su moyen de leurs modules { 81) (et en déduit immédietemernt le
lemme de Schur et le th. de d@zszté} - de leur &tude intems ( 9 2}

{zadicsl, iddaux primi 1&@} a ajouté, au 3 1, les propriéiée ‘des

odules complatement réductibles {chsssés du chap. E?? gei luvi ont

1'emploil zu ehapaiz'éu mot "module normal®, gui ne véa% risn dire,
il a gygtémaﬁi@ﬁsmgnt parlé d@rﬂm@émlgg fide 1@ﬂ?§ ég g
vins conforme &4 la terminmologle usuells, }

Au moyen des éléments primordisux il a donné, au § 4, une condition
necessaire et suffisante de seni-primitiviité du produit tensorisl de
deux corpe commutetifs, co qui n'était pas fait dans 1'état 1 _1a
propriété 'K @ K' est une algébre de matrices sur le centre de K 7 ,
démontrée élémenteirement, a 6té trensférée en ¢ des produits
tensoriels ; on 1%a fait suivre do la définition du groupe de Brauer,
On a égelement donpé la définition et une carsctérisation, presgufévi-
dente, des algébros séparables ; mais, aprés étude des méumoires de
‘Ka@hsehild; le rédecteur a jugé gus leur caractérisation sn moysn des
dérivetions, cfest-d-dire ds 1z @@ﬂ@ﬁ@i@gi@} gortait gar trop du cadrs
de co eha@itre ; 11 tient & 1ls disposi ion de Bourbaki u-ne dénonstra-

tion assez sinmple du cas commutatif.




Is §5 {iﬁéﬁ@?phiﬁﬂ@%} suit e prés les 3idées du mémoire de Disudonné

Quant su é (représentation; linésires des groupes et algdbres) il a

eanfermément_a@x décisions de Birs Sﬁaurgg été réduit & sa plus

yrimiti%e expression.

Plan
3 1 - Annesux : prinitifs et senmi-primitifs ; éitude externs.
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S 2 = Eﬁnﬁ@ interns des annssux rinitifs
§ 3 w,Annaamz dfArtin.
5

é % -~ Ipomorphismes dfalpébres rimitives.

4 - Produite tenseriels d'elso bres primitives,

(7o

o 6 - Représentaticns lindaives des groupes et algébres.

Leg snnesux considérés dans ce chapitre pe geront, sauf mention

oxpresse du contraire, sounmis & sveupe restriction, gus ge goit do

Commptativits ou df gxistence d'un & Zém@ni snité. Szuf ﬁ@g&&@g gxpresse
du gontraire pous laissergg§,§§~le&teur ls soip de tra&aife en ftermes
d¥idésux & droite les eangidééag;ggg-r@lati?e$ gux idcaux & gauche ;

& cet effet, ot & titre de prime, des miroirs seront distribués.

Lorsgue des considératious seront faites sur des idéaux ssrs spocifi-

cation d'eppdce, elles e rapporteront sussi biep & des idéaux & gauche,

qu's des jdbsux & droite ou bilatéres.

Soit A aﬁ'aﬁneau ;'rapp@l@na nue 1'intersection | dL_

.
femille oL, (o€ /| ) d'idéeux de A ost un idéal de 4 ; dfautre part
le plus petit 1d6al centenaﬁt tous les idéaux 0% est 1'idésl somme

;Eé G, 3 ensenble des sOmI ,Zi a ,oh &, £ C@ et a =190
{}u i

& &




sauf pour un nombre Zini d'ind ces. 11 est clair gue ifon s les igﬁlue
sions suivantes : 7 '
(1) a (e oD (an )+ (LN b}
(2] a+Gn)clatrynla+1')
Li5gnlité des deux membre dans (1);et (2) n'est pas toujours
gizm vraie (of. exzercice 1 | - | |

- Sgient B g;g%r,

_nous 0o 8T

1] ‘%1&3 et bieBt .
e . = i

<;, & o & s o o #3 som %
gue BB' eat un sSous zroups additif de A ; si B est un

e

2 P 1 2 57 = RS T A - - - s oy =9 ko
idéal & geuche , BB! est un idjel & gauche ; Bi, de plus, B' est un

idéal 3 droite, BB' est un 1461l bilatére. On vérifie suesitbi les
velgtions suivantes :
(3] bt bNY? lorsque > est un idéal & droite, et b! un
‘ & gav
(4] b+ co' = (bro)(bre') si Db est un idéal bilative.

5) 5(¢ + G') = BC + BG! ,
(6) (BC)D = B(CD) .
LVécalité des deux membres des Tormules (3) et (4) nfest pas
'tau§ears vraie (ef. @zar@ieaw )
Nous noterons b etfagpalzgrans N~ Eme guiaaamge de b le produit
de n idéaux ézoux & b ; on a cvidemment :
éi@‘@mé,b est un idcal i@emg@tgggsg,sﬁil existe n >0 1iel gue v” =(0)

on dirva gue b est un idéal pilpotent.

;? Il n'egt pas vrai gqufin idéal doni tous lee €ldéments sont
= ilpotents (un "nilidéal®) soit nilpotent (of. exercice )
2)- lcdules simples, semi-simylecs. copplétemont réductibles.
&@i@ A up annean, B un grotpe abélien sans opérateurs ; Géfiniz
sar B une structure de A-module {chsp.II, §$1%,2°%) & sauche, éguivaut




'3 A dons lfennean -c{?{ﬁ& des endomor-

2

& 88 d@nﬁ@r un homomorphisme ¢

2

nhz&m@s du groupe abél;a B 5 de méme d6finir sur E une structure de

ﬁmmﬂéul;wwwﬁrexte ravignt £ se ﬁ@ﬁaer un hﬁﬁ@ﬁ&$@h&§ 16 Gans cfﬁfg}

de lsaﬁF@&u At eggﬁsé de A . llous pe }a?L@ﬂ@RS plma ﬁue ée motules &
gavchs : et, g&uf nention expresse du @@nﬁﬁavyag nous @X@lﬁ?@ﬂ% les
modules tels gue o4} = {O} {rodules "irivieux® ). |
Scit & un annesu, E ot E' deuz A-modules & gauche, ¢ et o! les hom
norphisnes de A dane c{ffﬁ} et cﬁf(%?} r&gp@@»zvgmgaw : nops divons
gue E et E° sont deux ﬁ@ﬁui@g isomorphes s'il existe un ischwo yrphisns

 de & sur B!, considérés comns groupes sbéliens, tel gque
§ & $

Fan ‘*\‘

afiai  ~J
i L% z»’-:"i@:

}@ "ﬁéf{‘?i&jeﬁ} ?@&E‘ tous agg . XcE .

L

H20i%t E up A-nodule ; nous notevrons eu générsl les éléments de /

=
et

des minvscules latives du début i'eliphavet (2,b,6,...), ceux de E

a

var des minuscunles latines de ls fin de 1”&33ha1 T (x,v,2, .}

ipn 2 - On dit gu'un A-moiuls B est-simple s'il ne possids

i
A3
)
%-»v-\‘
Bt
(o

d'autres goug-modules gues lui-méne et &} un A»m@aa;g g8y Cit conplo-

tement réductible s'il cst _somme cirecte de modules simpliss ; il ss

o

fade
ﬁ*‘

Ui

REAS eSS

seni-sinple s'il est sobme dizecte d'un nozbre Tini de modules

0m en &éa&xt immédiatenent :

?T@E@glai@ﬂ 1 - Tout zodule simple nop trivial est mopogeéns ot aww engrs

par n'isporte leguel de ses Sléments nom puls.

22 o S =
Troposition 2 - Si un A-module E est somume d'une famille (B, ) {Ael )

tement rcﬁ&@ti ig ot gomme dizecte
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5

un ensemble ordonné inductif (ms. R, 3} ; i1 posside donc un 616-
ment meximal I , d'aprds le th. de Zorm. Soit E! = ?i B ; pour tout
€

./\,Q éfl ona E, C E , sino. E‘A ﬂ E' serait un sous-module du

module simple E \’ - différent de E A = alers on ammz,t z ,}L B! = i@} :
: donc E! + E J{’ gemit une s@m; @ éémc‘he eontmwemem a la, maximselité
—_é@ i . Par cms»quem Bt =F . - ,

| 81 j\,, est un ensemble ;ini, ia prop.! prouve gue E est un
module semi-simple. ' |

% - Tout ssagum&dgg F dfun méula complétement réductible

est complotement réductible et dmet un supplémentaire.

i

goit ij YA éfL ) l'engemb e des sous-nodules simples ds E ; g_:zmz,f L

tout Ae A Ei  F est un ious-medule de E‘ ; donec est &gal & &
oud $50%. scit I (resp. J) 1 ensemble des A tels gue

o :

3 P E

&

7 ] . G : - =
. ﬁjg A F = E, (resp. B, ) F =30 Jrona IUI=/A ,I0d=¢0.,
e

Au movyen du th. de Zornm pous sxir

Jt telle gus ( Z : EA}QE‘a $0L; soit F! = Z.,J' E_/% : pour tout
e A = Aegl St '.
A@eﬁw @a a EJL c F4+ F'  sinon F & Pl 4 B serait vne
o

sonme dire cte. E@m P+ P =1 , et P! est supplémentalre de F . Ce
supplénentaire est @m“p}.ei;%menﬁ réductible {(prop.2 }. De ménme F?! admet
un supplémentaire complétement 1éductible F' : comme celn fE, ¢ci es%

7 sst compldtemert réductible.

%) = .&zmula‘m@xs « anneayr prinitifs et semi-primitifs ; radical.
= > ¥ et AT = i B e

Sai‘%; un A-podule, D unse partie guslcongus de E ; on appelie

gnrulateur de D ot on note (% (D) l'ensemble des ach tels que ax=0

pour tout x=eD ; il est clair cue CZ(D) est un idéal & pauche de A .
31 D est la partie 3*&.} réduite & un élément xc E |, 1fapnulsteur

; ‘e > [”'\E :
de Dsenote cxlz). S5iDs= ,m,} A ,alors vi(D)= | | Oulp .},
; 2 ﬁ C ﬂ : J;‘E, é"gﬁ% 4




_ -6 ,
Lorsque D est un gous-module d: E . son snnulaleur JdL{D) est un

‘9

idéal Dilatlre, car, si a€ & (D), s1 beA ,et 8l xcD , alors

bzed et {ab)x = albx) = 0 . En particulier lgﬁﬂmmlatgur duo module B

lui-néme est un idéal bila%ér@ (B} que 1'on appslle le noyeu A

du module E ,,Lerggua L {E) = (0), on dit gus B est un module fidéle.
Re: arﬁv@ns gu'en générae. le zroupe abélien sous-jacent de B
peut &tre muni d'une st ucture de ﬁj’&%viﬁémmeéuia : muni de
cetie st ru@tvre cfest v 1 module éél@&

Le bat de ce chapitre est 4! studier certaines classes dlapneaux
2y moyen de meodules sur ces apilealx ¢
de

0

B

ition % - Op dit gu'un anieav A est primitif s'il pose

un appesyu A est dit seni-primitif st

o

(1

%.,Jn
fosd

h-module simple et fidéle
ggsgwas pn A-module semi-simpls et fidéle. On eppelle radicel de

ol o

l'amnean A l'intersection des wnulsteurs des A-zodules simples

P

£ est it sans radical si son radical est rédult & {0} .

Proposition 4 - Ls radicael 4%in gnneou A est un idéel bilatore.

Proposition 5 - Un snnesy sew.-prindtif A est colpose dizect

des modules simples, et la somue étant dirscte. 5o0i% ot . 1!

S e S5 3 = 2 o et i - 2 AAES s A S e S
hilatére de A snnulateur du sois module E, ; par défipition A/ 0.

L & ; g &

P
174 <3

o 35 3 4 3 5 -~ 3 T g s G e
Four tout A soit (2) 1 lases de & mod. 0L, sFappiicat . on 9
13




. | -7 |
soit donc acA/or, , x#0 1nélément de B, ot y =ox (E &tant con-
& , '

5idéré comme %/215'mmaé&1e} ; comsidérons b, = ;é}‘égﬁ : b. est
x e ;
# {0) par hypothdse ; b, x est vn sous-module de E; , évidemment gal.

& Ei ; i1 existe donc beb, 1el que y = bx ; dome 9, (

ds {@i{h)wa}x =0, on déduit (@i(b)wa}Ei = 0 : et comme ’@jéb}g§

&

pour j#1 ,0na g(b) =a ;.

{2

satwiﬁ@al @ilctér& non aui QL d?au ennesy primitif

A ost up apnesu primitif.

Soit en effet E un ﬁwmgdals eimple et fidéls. ?@af tout zcB , (L X

est vn sons-module de B

S5 v

ltensemble des X€E tels que Lz =§01

est un sous-module F de E puiscue L est %ilaté?éa On ne peut sveoir

P = B puisque E est fidéle et cue (1 #(0). Donc, pour tout z # C
dans B , one (Lx=E , ce qul montre que E est un UL -module einple

et il est clair gue E est un  JL-module fidéle.

4) - Structure des anpeaux prinitifs.

Soit B un A-moduls, c{?{ﬁ} 1'arnnesy des andgm@rphiame@ da groups
abélier sous-~jacent de B g»w 1?hsm0marphisme}»aan@niqu@ de A dans

Af)(E% . Bappelons qu'il revient sv néme ds dire qgue 9 %gtxﬁﬂ isomor-
phigme, st de dire que E est ur module figéle. , t

L?azg@mblg A' des éléments o cc{:iﬁ} gui yvvmﬁtemt avec tout 6lément
de 9(A} @gt UL S0uUS~-ennesy do L (E) au'on appelle le s@mma@aﬁg_&@ '
9{a) (om de A par gbus de lanpsge). L‘enaambls.@@%vézémsztg de < (E)
permntobles avee tout 6lément de A' est un sous-amean A" ds  F(E)

qu'on sppelle 1'zpticommutent de A ; il est clair gue o¢fA) — A" .

Théoréne 1 (lemme de Schur) ~ Le commuiant A' d'un A-module gimpls B

o=t un corps ..

Pl

B SR

11 pous suffit de montrer qus toul élément o = 0 de A' admet un

inverse dans ﬂjiﬁ}g ctest-3-dirTe gue o est un automorphisme du ZIOUDRS




. - 8 - :
asbélien sous-jacent de E . I1 esit clair qus olE) est un sous A-moduls

de E ; puisque a # 0 , on a a(i)=E . §¥autre'p&rt -3 {ZQ};Vgsﬁ$&usgi
un sous A-module ds E ; puisque « # 0 , on a = (30%) # E , done
(iQ}} "LQ}’ . Ceoi prouve qus & est un auﬁ@mofph¢sme.
Soit Ut un idéal & gauche e A , nmon contenu dans le noyau de B .

Soit xzeE tel que wurx # ?_G} ; onaslors Lz =E ﬁ@i,@ua X

fi’}\
@

>

est un sous-zodule de & . loit o €of (E) permutsble & tout
ment de o¢(ct) ; pour tous & ¢t , bed ,oma

% 9(b) o(a) = a 9 (ba) = ¢(ba)a = o(b)pa)a = o(b) a 9 (a)

Done (a 9{b)-o(blajax = C , (o o(b)-¢{bla)E = © ; paxr consé

a

€A’ , ot le commtant de O est identique 2 A' .

t

L€}

lemne de Schur nous monire donc gue B a nne structure d'sspacs
yectoriel {& gauche) sur K ; nous noterons By le groupe E munli de

ette struecture. Son snticommutont A¥ est dome l'annezp de tous lee

o

&

sgue E est un module fidéle, A peut étre considéré comme un scus-
anpeau de A" ; le théoréme suivant va donmer guelgues indicatious cur
1'inclusion de A dans A"

Théor Sms 2 (theoréme de densitd) - Soient A un snneeu prinitif, E un

o ke BZiBTe ax, = axX; (1¢ign)
Considérons le A-module produit E° ; soient Ei le i-&zc axe

L]
@

coordonnées de g? s By la projection de E® sur Ei s 94 1lepplicaticn
cazonique de E sur E, . Soient B! et B" le coamutant et 1'anticommitant

ds A relatifs au module E® . Il est clair gue la condition nécesssire

Li1 S
lg':iu
}*‘)

suffisante pour guﬁ 1'sndomorphisne L du Wfoape additif de E




wiﬁ.@ -

mpartmme 4 B! est gue tous 18 B,

edt

= Z 2 z 5
s = @ﬁfzﬁmﬁ@@ . soient elem@n‘z;g;
4 2 -

&

2

1
de K . Dopc llepdomorphigme @ ds _' défini par @(g’ﬁgiuwn} =
=»(@.y?,.,@§a yg) sat 1léuent s llanticomsutant B , puisque mfzﬁ? ,
Soient meintenant X =(x,..,x ) eE , E, 1o SQ@S*%%Q@EZ@ A% , F, un
supplérentaire de F (prop.3) ; .es projections d@_gﬁ sur B, et &27”
apparticnnent & B! , en sorts g BY conserve F, et ¥ . En particu-

ier of éM , ot i1 existe ac¢h tel que oaxy = ex. pour igigx

3
e 5
s
Do 3 . At ot e A e e :
Corolls ﬂg,z*@ - lss no a;a‘twma étep ; les mémes gue Cans le o

donnés n £lémente ...V de 3 . linfairement indépendenic sur K

et n £ldments erbitraires 2

ss 2B,
z s

1°

- = s A = 2
ay. = 2. pour 1<ig<n .

e ks 2 2 sToniom e = e
BEn affet i1 existe vn endomirpnisme o de E. tel gqus ay. = Zs
: &5 e s

£ 2 - Etude interme des snpeowx primitifs. Le radical d'us

ous venons 4fétudier les annsaux primitifs su moyen de modules
sur fe@ anﬁaam; Nous nous propisons maintenant ffeﬁ étudier ces annecns
au moven de considérations guil ‘ee nous Iﬁfﬁnu Das s.,:f'tw de ilannesau

&tudié
tudié.

4

B

zééazzx anitaires.

Soit A un anneau, (& un idéal A gauche de A ; lo groups guotient

&‘J

7 = s - =
A /00 est muni dfune structurs de A-module & gauche ; muni de ceit

P

structure é’f’! ¢l sera appslé i module interme de A .

=

Propositi nt- Tout &mm@ﬁulc monogtne E est iscmorpbe & un A-moduie

inoerne.
Pt e =)

Spit xcE tel quse E = Ax ,

e
~ = L £ = = SRS 3 2 =
ut ¥<E on pout éerire y = &8 X gvee s&h , 60 8

dens A . Pour ton -

q_)i
SRS oo = 2 S R | FEAS o 2 er ¥ 3 23 g
ee% déterminé mod. ogulx) ; done la classe gly) = a_ + ¢elx) sst

vien déterminés et ¢ est évidenmment 1'isomorphisme cherche




Bemsrquons gue 17'idéal ¢f (x) ntest pas en zénéral déteraniné de ,&@@%

vnique par B . Remarquons aussi gu'il existe un élément e e A tel que
X = ex ; donec, pour muﬁ ach ,ona ax = gex ; domc Bs-ase CL (x)

e est donc upe unité g droite 1Bod. c£ (x) . Hous poserons en général
ia @ fi ition s&i@’mﬁa : 4 ,
Definit

exicte une unité & droite e mod. L , clest-i-dire si, pour tout

- On dit gqu'nn idéal 3 rauche 05 c A est upitsive, s°il

=
L

ach , gn 8 @e-s € OL .
I1 revient évidemment au méme de dire gue le modale imterms A /ot
est momogdne et engendré par la classe o + 0
Remargues.- 1)- Si A admet un &lément unité . tout idésl & gauche
est unitairs. '
2)- Tout iddal & gauche contepant un idésl unitaire est uvnita z*é,-

3)- 81 & eost un idéal bilatdre et unitaire ep tant gutidéal

4 gauche et & droite, A/},’f/ est un anneau ayant un &lément unité |
, -
8i (& est uvn idéal & gauche guelcongue de A , 1s moyau (C du module

interne A/d  est appelé le noyau do 17idéal o .

Proposition 2 - le novau d'un 1déal & gguche unitaire e — A est le

plus srand idéal bilatire contenu dans & .

J?C est liensemble des beA téls que bA c ¢ . Sei‘a; ¢ nne
unité & droite mod. oL ’,, Pour tout b e , Oon 8 be 60” et
be-be ¢ , donc b e L 8% c’%c&aﬁ é**mp@t% est un
idéal & droite contenu dens (0L , on a ba c {; c tr. , donc

Lo o ’
Ioag avons méne démontrd que (,f’?'— ezt le plus g?azz@ idéal

8 droite contenu dans o
2 BZ0L0E _




L
e,

2)- Idéaux rgxizmaux. Idésux pri:ritifs

65}
(@)
3
e
%ﬂ
fet
£

Eappelons gus les sous-module; du nmodule interne A Vi

&
(Rl
£

forme Zaj/ Jr ok 7.; est un idéa. & gauche de A contenant (L . Donc

condition nécesseire et suffisan e pour qus Af¢  soit un module

imple est qus (¢ =soit un idéal & zauche waxmal( ). Deux ces peuvsnt

oo

se présenter : ou bien 4 /az, Yest pag Bn mmiz;z},@g trivial, et alors il

= Fa

est enzendré per 1'un quelconque de ses éléments non nuls, -ou bLien
A /¢t est un zroupe abélisp sl ,pj,@ annulé 23’3 r 4 , ce gul veut dire

gue A J¢ . bome g

Provosition 5 - 1% pae
1'id6al bilatdre A est unitai’e.

o

Hious nes considcrerons plus dsn:c ce g que des idéaux & gauche nmazingux
pnitsires ; la prop.3 nontre qus tout idéal & geuche unitaire maximsl

egt un idésl & gavche maximal.

%:3

{7
Le noysu oL dfun idéal & gsucle nnitaize maximsl est donc tel gue

2 F [ & s 3 o, SE A £ ; 28 n 2. =
l7annean guotient A/¢r soit primitif ; on dit alors que 1l'ideal
: _

bilstére ¢¢ est primitif. Réciproguement tout 1déel bilatérs primitil

&

b est ie novaeu diun idéal & csuche uniteive maximal, car un A4/ [
et zexe e ==t =t & i

nodnls simple et fiddle est iscmorphe (prop.1) & un A/ - meduls

nterne 53/' . ot 0L est un idéal 3 gauche unitaire meximal comtenant
~ e Q ®
Pro position 4 - (lemme de Segal% - Tout idéal & poucke (L # A (resp. —

) mﬁmmfa est contenu duns sy moins un i&é&l . gauche

dre ) m&xmlmitmrﬂa :

Ja:z.s tout co chapitre 1'6rithéte mazimal se “mg@m@m @

é?}f@. thet “es gui le précedent ains; un idésl & cauchs i
;i-.é:rf cst maxinal dans 3«; farnille de 5;@&23{ & pauehs, &t se
,.5‘ = z vl

-

e Gtre ei“atéf@ s tendis
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Solt en offet o une unité & disite mod. JL ; il est clair que e est

aussi ume unité & droite mod. v pour tout idéal & mauche L' ¢ :
si (t'4A,ona ed g’ , car, sinon, on surait, pour tout ach ,
se € g’ , Ao a = se-{ae-a)c £’. la prop.4 siobtient slors en appli-
quant le th. de Zorn & la fa@ilie des idésux & gauche contenant (¢ ot

ne contenant pas & .

Proposition 5 - Tout idéal bilatére maximal ot unitaire [, de A est
primitif. -
En effet b est éantemz dans 2u moins un idéal & gauche mmml ézt
unitaire 0 ; et on a2 L . o‘z‘:’ < o {prop.2) ; dﬁ@ﬁ é . |
En perticulier tout snneasu gizmple A ({c'est & dirs sans idésux
bilatéres non trivieux) et tel gue 42 £{0) (alors 2% = 8) ost
prisitif,
Soit maintenapt L[ un idéal tilatére primitif de 4 ; clest llannula-
- teur d'un A-module smpie E : pcur tout er_ s X# 0, l?azzﬁéla‘?;@a:{“
Jt(z) est un idéal & gauche maximel unitaire, ot E est isomorphe eu
module interne A_/ ¢t (x} {prep.1) ; domec E xf;gx; @{x} Coei

nous gme:ae donc & énoncer la propositiozn suivante :

Proposition 6 - Tout idéal bilatére primitif est 1! mtemeethz des

idéaux & gauche maximaux gui le contienunent ; c'sest aussi l'interses-

tion des idésux & droite maximoux unitsires qui le contiennent.

Le premisére partie est déjs démontrée. Pour démontrer la seconde

@ guotients et démontrerons le lemme suivaent :

NOUS DPASSErons auxX GuEskX

Lemze - Scit A pn anneau primitif ; 1'intersection des idéaux & droite

moximaux unitaires de A est réduite & (0)

(» 1lt'intersection aes idéaux & droite maximaux unitaires de A

lz premiére partie de la prop.6 , appliquée aux idéasux & droite,

{ esi un idéal bilatére.  Soit & un A-module simple et Zidéle ;




A 88t un scus-anneau de 1l'anpe: u dfendomorphismen ch(E} de dis

gue pour itout tzé E lfsn&@za?pnizme b+1 de E est ioversible :

g) les be + ¢ {cea) forment tout 4 ; sinon iig cenutiaaera1%nt an
idéal 2 droite eﬁ.f A ; -b sl évidenment une unzté & zauche mod. L ,
et ¢ est unitaire ; il existe alors un 1déal & droite maximal uni-
tair@"W%b'éoﬁten&nt- e (proi; .4} ;‘an a8 bebcw, donc -be n .
contrairement au fait que cles’ une uniié 3 gauche mod. it ;.

b} En particulier il existe ccA tél qae. e+ e = -b done
(b + 1)}{e + 1) =1 :b+1 oat inversible & droite, & ¢ + 1 est
inversible & gauchs. / |

¢} HMais, puisque ¢ = -b-be , et que b _est bilétéz@, ona c<o» o
Dlaprés b) o© + 1 est donc inversible & ézaiﬁerg»e@mm@ il est inversi-
ble & gaaeh@‘il est inversible, et admet b + 1 pour inverse.

Qoci &tant, soit be b et x€E ; je disgue bx =0 (o

o
i
(%]
it

O
ﬁ;%*
0

TS

dézontre le lemme puisqus B est un modnle £iddle) ; aiﬁcﬁg B
-giaple, 11 existerait scA tel gue @gbx = -x ; en sorte gue a2b +
ne serait pas inversible, contrairement am fait que abe b .

Dlaprés la 86f. 3 (§1) 1o redical C}i, de 4 est l'intersection des

®

noyaux des idéaux bilatéres prinmitifs de 4 ; cfest done (prop.6) liin-
tersection &8 idéeux & gauche neximsuz unitelires de A , et sussi 1%in-
terssction des idéaux & droite maximaux unitaires de A ., Bemarguons

gue la potion d'1déal primitif, déduits de celle de module & seuchs,

est une notion unilstédre ; et, sans nos conven

surions &8 parler d'anneaunx et d'idésux pri

g

Clest d%ailleurs un prebléme non résol

spneaw primitif & savcte est primitil

{f

probaeble que la guesticn sera résolue par
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Au coatraire les cenﬁidératie@s précédentes mﬁﬁbpﬁﬁt gue ie rG@é@a¢

péut gtre dé flnl aussi bien au 1oyen des idéaux, ou modules, & gauche
que des idéaux, ou mcdules & driite.

Soit maintenant acA ; llens mble des éléments de la forme oa + ¢
(cen) sst un idéal & gauche {%a; ; ¢%,_ est unitaire puisque -2 est
une unité & droite mod. ¢4 _; sidome L 44, il existe un idéal
& ceuche taximal uvnitairs 74 ontenant dt {prop.4), et gol ne con-

tient évidemment pas & . Donc 1 el i yii ue gque (L_= A , done

8
gue l'on 8it -a = c¢ca + ¢ , cfejt-4-dire qgu 151 existe ce s tel gue :
at+ecteiz=0 (1) .

s

Bemarquons que, de6 &+ ¢+ ca : 0, et de l'anzlogue & droite

73

a *fef +ac' =0 ondéduit ac’ tece! +tcec! =0 et ce + ce? + cac’=0

d'ot, par soustraction, ca = ac’ , ot par comséguent ¢ = of , Hous

pouvons donc poser ls définitio: gmivaﬁﬁe -

Définition 2 - op dit gu'un é18mlnt a2 A est conversible & sauche

s'il existe ¢ A , zppeld convirse & gauche de & , tel gue e + a +¢ =0.

On dit que o ect conversible s' .1 est & 1a fois conversible & sauche

et & ﬁra;fa'; il posside slors i seul et méme converse & gsuche ef

]

droite.

Si A a un élément unité il rovient au néne de dire que a @Jt conver-

sible & gauéhe {resp. conversibe), et de dire que 1 + a est inversi-
bls & pavene (resp. inversible). A

ilous venons de voir gue tout 61ément du raa;awl CZ> est conversible
Puisgue J,g, ost un idéal bilatire tout élément bab® + na (b,b'E) |
neZ) ost conversible. Soit Tééiér@qu&m@nt & un élément de ﬁ}t@i gue,

pour tout béeA et tout meZ , 1'élément Da + na soit conversibls ;

&




f!E!!!E=EE!!!;g!!!55!gg!gggggggggggggsgzgggggzgggf
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°  1ne serait pas inversible dans %f { h} contrairement au fait gue
ba + na est conversible dans A ; donc a8l = 10f pour tout A-module

simple E , et & ( 31, &éuﬁ) fovs pouvons donc résumer les propriéiss

-~ du fa@.wa.l :

un soneau A , le radical @, peut &tre caractérisc

comme étant 1'un des exzsemb.&ee {écaux) sui‘v@ﬁts =

mhé@?émﬁvf - Dans

3 <

&@mﬁwa & ami’c@ §iﬂij@i@=

27 L m@m@@%@n deg idéoux : & ssuche de & .

45} LYonsemble des @€ A 1tels gue, pour tous bea , ne% , gb +1pa

S

(at) - 81 (9,
ona X .,=0, B armr d'un ¢
71 o8t clair que (A} entraine (A’}. Supposons réciproguenent (Af)

,,@ézﬁiﬁé’ ~ et soit CP un ensemble dfidésux & gauche ; s8i (j} ne possecait
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pae 4t é1ément mimiﬁ:ﬁl » O0 DOUITE it, par Técuﬁ@ee 5 %mwér one suite
infinie strictement décroissante ¢fidéaux appaertenant & - |
‘ Exemglea : 1) Tout anneau Pini est un anpeau é.?Ar‘tina
2) Touts alsdbre A do dimejsion finie sur un corps K est un anneau
’dmrting car tout idéal de A est ua swﬁ«espaw vectoriel.

Promsmiaa i - Qaﬂ

conversible. Dams up anneau é?Az @m ‘%;G’u’i; élément cdu mdmal est ni lﬂegen‘gw

-1

o - 4 7 = T ﬁ
:Esmt s tel gus 8% =0 : i1 est elaizf gus .,&, + a,g-”., (=4] -1 2
est @omreme & droi te st & wm@.’ta d.e 8 . S0it o un élément d'un znean

awﬁﬂtm & : la suite des idésux (Ae") &tant déeroissente, on &

&
f i k| be Fes ok |

28 = 2", dtoh & = =-bg : si a appertient asu radical, bz est
conversible et il existe ccA tel que ba + ¢ + cba = 0 ; multipliant
- o+l _ . i ...

iy i‘w par a on obiient a&”"ﬁ”i + @a 4 cm =) - ¢ha .

+ cba®tl = pa® 2 ¢ s dtoh B" =0 .

v

Dlaprds le th.1, $ 2 (4)) nous concluons donc gue tout idéal & gouche
dont tous les 4léments sont nilpotents (tout ﬁniliﬁéal & g&u@%ﬁeﬁ gst
contenu dans ls radical, et que le radical lui-zBme est up nilidéal.

#lais nous pouvons dire gquelgue chose de plus précis ¢

Théordme 1 (Hopkins) - Daps un snnemu d'Artin A tout pilidésl 8 gau

Jt egt nilpotent, En particulier le 's"aama}. d'un anneau dh&z*tm g8t

le plus grand idéal m&we A .

La suite dtidéaux (o) étant déeroissante, on a, & partir dtun
certain reng, B =0 = %% =, ; goit L = &® . Supposons gue
& # {0} ; considérons la famills @ des idésux & gauche }(} tels gue

?{Ec,i; et gue }:929 + {0} ; (P nfest pas vide car E - b # (0)

5 = 2 i z 5 o : _:Q 2 T 2’ T £
considérons un élément minimal 2 de gt_? : puisqgue b M = L Y4 (0),
5o S
ona [ ¥ €@ , done L#=% éGtent donné que #) est minimsl dans
i : > =

2
35

%
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Il existe donc cec ¥ tol gue bec40;dome  Llac+ze) # (0),
et, Palsque ) est minimal deny C{D,g ‘2{} = Ag + Zc . De }Q = ér?zﬁ,? ‘
on déduit donc l'existence ds 3 € é tel que ¢ = be ; d'od .
vc: = be = vee = <.... = t% . Iﬁais, L étant un nilidéal, on a vl=0
pour Q asiéez grond ; dtoh ¢ = "’?3% =0, en contradiction svec les
‘ hypothéses. ‘
Berargue - 11 n'est pas vrii gus, dans tout snnesu, le radical soit
Z, nilpotent, comme le m@n’sée‘_ l'exenple de llannean des séries formel-
lss sur un corps, ok le raiical est 1tensemble des séries formelles
sans terme constent. '

2)- poresux d'Artin primitifs.

Proposition 2 - Si up anneesn primitif A posséde up idéal & szauchs

i 7 , tout A-module simple ot fidéle est isomorphe _é 1 ,’

Digpres le th.1 sucun idésel d3 A n'est nilpotent ; done, puisque
1’c1;0mas 1% = 1 ; 11 existe donc un élément e de 4  tel que
1 e »gé {0}, dazic_t@l gue 7Te =1 . 30it B un A-nodule simple et
fié.éie ; puisque 1 # (0}, le sous-module L E est é23l 4 B ; aingi
E= 1 6E , et il existe " xcE tel qus L ex # (0) , clest-3-dirs

que BE = 1lex . Pour tout ye E oo peut dome écrirs y =‘ ayez;. ares
2, = 7 . Les éléments b el t:2ls que bex = O forment évidemment un
idéal & gauche contenu dans 1 et différent de 41 ; donc bex = O

implique b = 0, et par filtre 1'élément a,ye 1 est déterminé ds

facon unigue par y = ayez . L'application 3 — ay de E dans -1 est
donc un igomarphisma de E dens pour leurs structures de A-modules

1'imaze de E étant un sous-module # x(}) de 1 , clest - lui-mBue,

ce gui dénontre ia prop.2 .
- On connait des exemples d'annezux prj__miti 5 possédant plusicurs
-

- &—  modules mmples ot fidéles non isomorphes.

{
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Considérons toujours un anneau primitif A . Un A-modunle sinple et
f£iddle E est muni dfune structure d'espace vectoriel (& gsuchs) sur
ic corps K cemutant,dé A (§ 1,th.1). Soit (V) une suite strictement

croissante, finie ou infinie, d> sous-espaces vectoriels ds dimension

finie de E , et soit UZQ 1t'idsal & gauchs de A annulateur ds ¥,

La suite (0% ) est décroissants ; lorsque V< V, et Vy, # ¥, g
existe un éiément a2¢c A annulant V at €t transformant un vecteur

el z@iv , ©n un vecteur y # O arbitrairement domné (ecor. du h.2,
31 } Donc la suite (V,) est gtrictement décroissante. Si nous SupHOSCHS
gue A est un anpesu d'Artin ceci montre que la suite (V) est finis,
done que B est de dimension fivie sur K . Diaprde le cor. du th. do
densité, nous voyons donc que £ est isomorphe & l'anneau de tous iss
endomorphisnes Ge lfespace vectoriel E . Per consdguent :

ﬁ?ﬁrtlg,prxmiﬁlf gst iscumozahe

Tarss

Théordme 2 (Wedderburn) - Tout annesu .

e

4 un anneau K§ﬁg de matrices carrées do degré m sur un corps K .

Il faut remarquer gue le corps K' (cozmutetif ou non) du th.2 est
1'opposé du corps K de la démonstration, car, d'aprés la définition
des matrices (chap.II, §6), il faut considérer E comme moduls & droitfe
ce gue B est sur K! et non sur X .

33 - Apneaux 6'srtin sens redical.

Proposition 3 - Dens un snneau A'Artin A le radical (L. esy intersec-

tion d'un nombre fini d'idéaux primitife.

Dans un anneau quelcongue le radical est lfintersection §14ﬁ E;;

-

s

de tous les idéaux bilatdres primitifs. Pour tcute sous-famille finie

rc A soit %FSQ? by

dtartin {Zl suffit d'ailleurs de supposer qus A satisfait & la condi-

. Supposons que A soil un epnsau

tion mininmale pour les idésux Ellatﬁrﬂs} il existe alors, dans

1%enserble des idéaax.pﬁﬁg , or idéal mipimal ¢, ; et il est clair
_ . F, _
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S0it 4 un anneau d'Artin gen radical ; dfaprés la Pprop.3 il posséds

un module semi-simple et fidéle ; c'est donc un anmeau semi-primitif,
~ composé direct d'amnesux primitifs. Ces apneaux primitifsi étant iso»
morphes &4 des anneaux guotients da A , sont des gnoesux d?Artza, &t

on a le théoréme suivent :

é3mmaufxe$gmearrée9*ﬁar”ée@weafwﬁ

) LI

4) - Btude des snneaux d?endam@gghism@g d’egpaces vectorisls.

Scit B un espace vectoriel & ﬁaaeh@ ds dimems;em o sur o corps K |

commutatif ou non ; et soit A 1 apnesu des endomorphismes ée,lﬁgﬁpaa@

veet@riel E . A est on module 4 gauche de dimension n? gur l'opposé XY

de K ; c'est done un anneau d'Artin., A est un annesu primitif, car

o

est un A-module simple et £id&le ; done A ne possede pas dfidésux

nilpotents.

Proposition 4 - L'anneau A dcs endomorphismes d'un espace vectoriel E

ge dimension finie m sur un corps X est somme directe 4'idéaux minizsux:

i1 ne posséde d'sutres idéaux bilatéres gue lui-méme et (0) (A est un

annesu gimple) . |

~ Hemarquons d'abord qué, s8i 1l'on ropporte B & une base, igs matrices
dont toutes les colonnes sont nulles sauf celle d'indice j comstituent
vn idésl & geuche 0%3 de & , annulsteur des &lémentis de la bééé -
souf celniid*indice J - Pulsque dzj est de dimension n sur K' , c'est
un idéal minimal (prop.2), ce gui démontre la premiére partie. Soit
‘alcrs L m idéal bilatére mon trivial de A ; on ns peut gvoir

&i}' SR w’j pour tout j , sinon A= b ; domec il existe un idésl

&4 gauche minimal {}Lg-’ = 1 tel que <L) {E # 1 ; comme I est minimal
- :

ceci impligue que '@ffg = (0). Comme A est un appesu dlArtin,

o e N s e 7 - ; & e
contient un idéal & gauche minimal Z . Mais (prop.2) 42 et ¢’ esont

5 (Wedderburn) - Tout wnesu d'Artin sans radical est isomorphe |

3

3k




%

: i:m‘i: h , ce qul demontye laz proposition,

- -

b

?f“‘i

<

_isomerphes en tant que A-modulzs & geuche ; scit ¢ cet iscmorphisne
de 1 sur 2’ ; ona f{,z"’ =173(2) = of p.g} : maise 72 = ¢ puisgue!
7 n'est pas nilpotent ; denmc 11’ = i.l;k (0). Hais 7227 ¢ b n Ei}‘@}

¢z gui est absur;i.e.

- Lo centre de i'annesu des endomorphismes A d'un sspace

au centre k ;@g K .

Soient o, ( 1€1, j€n) lez n° éléments matriciels de la base de

i
A sur K¢ ;ai 8= Z*&

14 Cj. est un élément du centrs de 4 , on & en
. "JZ}; : .
particmii@zf 8G,, = G, 2 POU. r tout indice h , ce gui domne
.
g = 3 ¥ = 7 3 2 $ 3 : = - T
,2 Gig C Sy = z’ %3 e‘%j : dtol ﬁ’b'x g 83 }17& 9 5 o n = %14 ymr

i

Corpllaire - Le centre d%un srnesu d¥Artin sans radical est composé

direct d'un pombre fini de corps commutatifs.

"ﬁcaa'alians najintenant monirer une correspondsance bi&nﬁ?ggn@ @ﬁtz%_
lzs sous-espaces vectoriels de V et les idésux & gauche ds llampnesu
d'endomorphismes & de V . S@;t, plus généralement, E un module & gauche
gur un anneau B , ot E= 25 E, une décomposition de E en g@ﬁm@_
directe de gous-modulss. Séé% A liapnesy des endomorphismes du
B-module B , ctest-a-dire le commutant de B dens 1'amneau des endo-

norphismes du groupe abélien sgﬁsajaeem de E ;: il est clair gus les

projections n; ée E sur E. {‘é <n} sppartiomnent & A ; on a s 2 s
Rehy 0 si i j , 6t % n, =1 ., Comsi Gérons les idéaux A,
: &= :
de A ; A est la somre de ces idéavx & gauchse ; je dis que e@%a E0AmS
: W
> 2 . 2 m
est directe : en effet, de O = >, T (ao €A} , on déduit, par

P
Cudo

.

=
, aue &jﬁj = 0 . De mipe A est somme
s ' &léments de &ﬁi sont corsctée
{1 eat done ltannuisteur




)

&

dn sous B-module ?j %;; Ei : en effet o = 0%, eatf&&ﬂ@
& 3

m{?i) =10% ; s1 ofF,) iﬂj , B pour tout xeF, , am, (x) = alx) =0,

et pour tout yeE, , 'mi(y’} = al{y}, =4loh, pour tout zc B

a{z) = @%iizﬁ s, 8t a= mfi . Lee élémwenis de 1'idsal & droite =

sont caractérisés par la relation o = m.a (2) ; je dis gue ce sont

: 3
les endomorphismes o tels que o(E o B, ; en offet, s8i o = 5.0 ,
- alB) = @@{E)}c; Ki (£} = B, ; si réciproquenent on a ofE)jcC 5

on g =, (aw}; = alx) peur teit xe£B ; dome m.0=0 . En résuns :

Proposition 6 - A toub pous-m¢iule F dfup module B , admeitent ur
R e B it == - B e T e o e e ¥ >

%?a‘am,lém&m:aim% pont stiachés, dens l'envesy A des spdomorprhisrse du

medule B , un idéel & gauche &%s:‘%" } sonulatour de ¥ , ot up idés.
e 2 = 3

%

4 droite 1 (F), cnsemble des sndomorphismes o de E tels gue

i

g

a(BYc T . 81 n est vne projection gusloongus de E sur ¥ , ou &

=D RIS

AP} = A{4-2) ot ‘5;%’22?“} = mh .

%&p@es@&s zaintenant que B s¢it un corps K , ¢t E un s8D206 veoto-
riel do dimemsion finie n sur X . Alors tout s zzs“ezg?ag@ F ds E sizet
un supplémentaire et on pea‘h lui sppii ga:gé:e: 1z prop.6& . Daps ce ces
tout idéel & ganche de A est (o la forme CL(F), ef &% igéal &
droite de A est de la forme 7 (F} ; pour le voir il nous Bt f ra
de m”zt;rer ; par exenmple, que iont idéal & pauche o est de la forps
As , e::%, e est un idﬁem;zzotezsﬁg, -¥ étant alors ie sSous-e8pace mé( éﬂz} -
TERSTERoNS au@a puisgue A est un A-zodule & gauche semi-simple (prop.4)

L sdmet un sunplémentaire [ ( §4,prop.3} ; on peut donc Gerive
A = +b d*oh, de facon ,uﬁi,qaeg 1 =etf . eccr , Tc é; 5

; % 3
de e m;»@g + ef on déduit (&, e“ccr , eb e C)aue e =6" &b

s & ﬁ % ;} : o S5 4 = o 5 3

ef =0 ; deméme £ = £° , P8 = 0 ; tout &lément de £ sléorit done
, . P

g=8c +aof ; mais s-sect ,afec b ; done g-ae =0 , & = 86 ,

¢t L = e o0& e est un icempotent.
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Proposition 7 - Dans up snnesu 03 matrices carréee sur un corps., tout

idéal (fa droite oun é. ;ranche) est_ a

iderpotent . Tout idéal & gauche (resp. & droite) est 1l'sonulatenr
gg_ ? (resp. 1'ensemble des endomorphismes a de B tels gue a(B)c 7),

F étant un sous-espace w¥sctoriel de B .

Q4 - Produits tensorisls d'alpdbres primitives.

Soient A et B deux slgdbres fiaies sur un corps commutatifs k , &7

semi-prinitives ; dYaprés le second th. de Wedderburn (th.3, & 3) slles

: : ¥

sont couposées dirsctes d'algibres primitives : A= 2 A,

B = é""i Bg . Donc le produit tenscriel A DB (sur k) sers isomorche
£

{ehap.I11, } au campasé direct Z - AL @Bg . Houg sommes donc raienés

& &tudlier les produlits tensoriels d*g;gé}g__ﬁ Primis

b} Scient donc A et B deux algibres primitives finies sur unm corps
copmutatif k ; dfaprds le premier th. de Wedderburn (th.2, & 3) y Siles
sont isomorphes & des annesux de matrices carrées sur des corps E& et L

A= K‘{a} , B = Lf. y Hais l!;mzsmz. de metrices K<3«§ est isomorphs zu

;

produit temsorisl ko 3 @K de 1'algdbre ki 4 des matrices carrées

&

d*ordre n sur k , par l'extensica K de k . Donc le produit temsoric:
4 ©B est isomorphe & k3B K Bk y®L, clest-a-dire & V

nous

ke 3 @K H1L . Paisant sbstraction du trivial faetsur k{m& s

sormes donc ramenés & étudier les produits tensoriels de corps.

P

9o

¢c) Proposition 1 - Solent X et L deux corps {(gauches) finis sur uo

et st

corps commmtatif k , et de centras E et F ; pour gwe le produit tensori

K ©@L (sur k) goit ume slgébre semi-primitive, i1 faui et il =t

- S °

gue E &F soit uns mlf"CbZ’e aemsm}m tive.




- 23

S8i EQF , qui est un anneau 4 Artin, n'est pas seni-primitif, il

possdde un &lément nilpetent z : 2% = g ,2+4 0. L¥idéal bilatdre en-
gendré par z dans K@L est alors nilpotent car z commute avee tout
élément de K L . Ceci momtre gie la condition est nécessaire. Pour
démontrer qu'elle est suffisant: nous supposercns gue K @L pesséds
un idésl bilatére nilpotent U, # (0), et il s?agim de montrer gue
oz N (E @ F) ne se rdduit pas & (0) ; nous procéderons pour ce faize
_en deux &tapes, ot il suffirs d> montrer que JL N{(E®L) est £ (9],
(U, est un sous-espace vectorizl de K @ L considéré @éﬂﬁ”zﬁ espace
vectoriel sur K ; d'aprds le th, dféwhange (chap.1I, 33, } comme
oute Dase de L sur k est une tase de KE®L sur K, il existe un
ssmw%p&se ve@tari@l M de L {e.r k} t8l gue le samwegpae@ EM guiil
engendre sur K dans K ®L gsoit suppiénentairs de Cz : puisgue
do# (0), i1 existe xéL . x%f’«;& : nous pouvons done Serire, & de
facon unigue, X =y + 2z avec y{?é pgjedt , zekKi ; pour tout uek
ézz a ux = xu , d'oh uy-yu = Zv-u% ; mais vy et yu eppsrtiemnent & (L
gui est vn idéal bilatére ; d'sutre part uz €Ki par définition, ‘:«g%
zuée K puisgue u (QK} permuts avec tout &lément de K (L) ;
lz somme (L + Kii é&tant directe, on a dome uy = yu ; donc y permuis
“avoc tout élément de K . S0it gy = %, 8,8, oh (eﬁ_) est une base
de Leur k , et o a8, € &k ; éerivent que y permule avec aeK il
vient : 5‘ v a)’ej = Z, a,e, u= % a)LmA , puisgue wek p@:@%@
avee e‘(,k é, L ; - dlod u&qﬁs g8,u; ce gui montye gue 8c® , gentzre
@exgetque@,@@s... ,
Rsmargues - 1) la darniéaz'@ @az'tfg,@x de Zmi dénonstration mentie cgz@ »

E@T est le centrs de XK &L ., feci est wvalable pour deus

1s3bres guolconguss K et L sur k .
(== %2
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- 2} Op peut montrer, en I récisant quelgue peu is milieu de la

dém@nstmuwzz, gue, si ¢z est un idéal bilatére gzﬂe&mms;@ de
XK@ L (Kot L 6tant des corps), (¢ est engendré par &/} (E&F].

Corglliaire -

Pour gue lo produil _de deux al;zébreﬁmﬁemi‘:ﬁ?&iﬁ”

Yious 80 o5 sinsi remenés & éizu:a T iﬁ produit ‘t@mmi de deux
@x**::zzsmm e@mmatw% finies éﬁm’z corps k .

2} - Produit tepseriel de deux ¢ ¢arps commitatifs.

Soient E et F deux @x%;emi@nﬁ ’a@xzmzz;&‘awe*% de di @z@&ﬁi@@ linéaire

E@7F (eur k) ; il s'agit do voir si E ®F est, ou non, une algdore

=

geni-primitive, clest-a-dire, puisgus clest un annesy dfArtin gc

o

=i B @& F possdde ou non des Eléments nilpoients.
Soit ¥y la plus grande exteneion séparable de k contenus deans ¥ ;

F est une extension p-radicielle ds F_ {chap.¥,5 7, }, ot B, ect

&
5;4
o
By

<

une extension monog ne k(8) de k d'sprds le th. de 1'Sidment pri
{echep.V, ‘?3 gmpa‘i%} E&¥F est isomorphe au produit t@nseméig gnr

, as B @? {sur k) par F . Si £(X) est 1e polynome minims 1 de ©
sur Ezﬁfa?g est iscmorphe & K&Q %jif} done EQF, @s%: isomorehe &

1fannean EE }/ff} Soit 2 = TT gs le décomposition de ¥ en Pacteurs

irréductibles dans Eff } {@M?«,?AL s 025 ) : les g, sont tous dis-
tinots-car T n&lﬁ"vmme mipimal dfun élément 6 sépareble sur E _n's
- ' = A s
pas de recines multiples, Dong {chap.VII, S 4, ) Blx| [(£) et
1T =iz}
g | S
L=

P (X 3, {1¢1 {q) sont ‘av;gsi nilpotentes et satisfont & :sz’“f = 0
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car x, %, = O pour i # J . Soit {b, ) uoe bass Ge F sur F, ; pour certain

<%

exposant £ on a ’ﬁpfé f‘ p@m‘ *w*@; S : on peut éerirs By =28} zyj&

=<

'a's’@@ 8, 5 EK. ; donec z;z. Z 'b?“ est un élément du sous-corps de
E@i samm@mn@n% %ﬁ&ﬁ@@h@ & F . }}s xi =0, on déduit done

éx?f}n o, diot ;sz:f*; = 0, et DiT gzzi“a@‘ prmé; . Digh ¢ ‘
Propesition 2 - 81 un 6lément = u produit temsoriel 2

g,{;@ sions commutatives fimies ¢ zz::% corps k est nilpotent, il sziste

o

un exposant £ 0 telogue = =0, p d@gzgg%z;% 1fezposant

cazactéristiove ds k .

iz
= y’i?z @"‘& = 0 : esci - que les of ne avit pas 1inéairement
L2 Th A A =
indspendants sur k . clest-8-dize que E n'est pas séparable sur k ;

':zi" z Pf ﬁg = 2 = % 2
on en A@'?m't ussi que, si % 81 A% = 0 f{agy € k) (1<i<n) sont
les rels Eimg p? m@mialeg entrc les e? ﬁ" sur k %’amwtzg 5%, 3
on s i?"’ Z;; Ti8s (v Ts € ), done x,= &ig ) puisgu'il slegit
d'é&lsments primordisux. Donc ;

A
§
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3 procduit tepsorisl E@F d'unc extengion séporabls

guelcongus ¥ de k , est un

Lo restriction sux extensions F fizaieg est icd izmtii@ , ¢ar un
elémazrb nilpoctent de E &F &gﬁaﬂgig@t & certain E®F! o8 Pl F
est uvns extension finie de k . |
I
%) - Extension du c@g_;g_‘qs de basc diuns alodbre semi-primitive.

So0it A upe algibre semi-primitive finie sur un corps k,K upe exten-

gion de k . Happelons gu'or ap zelia 2icébre obteope 8 pavbir de B en

étanégm i e&z‘ps de base en X , lo ,g%‘*mui% tensoriel A BK {@hsg

g
i1, § 2 J. So0it W

&

surcerps 2, de k (53,

H

lo centre de &4 , composé dirvect de

=1
cor. de lg prop.5) A K gers semi-prini-

%

. tive avec son centrs

définition suivante

>

(z; @ &)
=4 i :

fecor, de 1la prop.%). Posons 1z

On dit gu'une eglsébre semi-primitive finie

 Définition 1 -

-

54 roste semapmmitive dans tcute @x’amsz. }.'

Les algdbres séparsbles gont carsctérisbes par la propriété suivan |

te, qui généraliss le caractérisgtion des exwz}gwns séparables su

Boyen des ,éériifatiéns (chap,V, 57 ,0910): toute é,ezwat,,@“ de 4 ,

considé éa_co:meal Sbre sur k , est imiéricure (clest-8-dirs de

ia f@me < x @,@x»m , GEA) .




éﬁ@ﬁd&@ A®K s K étant une @?tengieﬁ aa&m&tativa de kﬁ aura K pour
cestre ot sers donc primitive . Cependent A K 1o sers pas toujours
un corps ; soit en effet S2 1: cloture algdbrigus de k ; 4 @ S2 est
un anneau de matrices sur un corpe S2. 7 de sentre 52 :;‘maisg i
xS , le corps S2 (%) eat»zn@-eztﬁnsi@n computetive finie de S2 ,
done SZ (x) =2 (chap.¥, 36 ,prop. ), et <) . . Deme A BSY
est zﬁalgabfe des matrices carries dun certain é@ﬁré r sur S2 .
Eemarquaﬁ% que lo roang de & sur k est 6gal 4 celul 8 A ® S)  sur
SL , on obtient 1a proposi itic1 suivente : -

Proposition 3 rpg A 3% de rans Fini sur son centre k , ce

2

reng est un coryé parfait e ; 2k, 81 S2 gdésirme la cloture aleibrigus

ifaicebre d@s _Batrices carvéss do

TRt S

B

de k , 4 @S2 est isomorphe
degré r sur SL .

Diune menidre générasle nous lirones gu'une oxtension K du centre k

{{}.ﬂ

bre

d*un corps gauche 4 sst un gggg@md%,dé@@mﬁesitieﬁ de 4 , si i alz
ttendne A @K est une algdbre de matrices sur K . Nous venons de

voir gue la cloture algébriqaa S. de k est un corps de décomposition
de toul corps gauche A de centrs k . Hous verreﬁsg au ¢ 5, gu?il sxiste
des eﬁiéaaiaaﬁ finies de k gul sont des corps de décomposition ds 4 .

Proposition 4 - goit K un corps de dimension finie n sur r son gentre k ;

le produit tensoriel K ®K' , sur k , ds K ot de son Qﬁ?@g@ K’ @sﬁ'

une alpsbre de matrices sur k .

&tant & la fois module & gaucke et & droits sur lui-méme, est
medule & gauche sur X et K? - e%s;ﬁeux lois externse étant permutables
dfeprés 1l'associativité,de K,K posséde une structure de module &

1}. Les homothéties de K relatives

gauche sur K @K* {chapeilz app.1




. a8 -
& cette gtxveture sont é?ldammeﬁi des @yd@moﬁphlsmee de X pour 3& gtruc~
ture d%espage vec?eri@l sur k . {omme X @K' est an ennean 5;mp&ev

( 3,prop.4), K est un E® Ki-noiunle fiddle, ot K @K' est isomorphe &
une sous-algdbre (sur k) de 1%alsdbre oL (k) des eﬁdemérphigaés de X ,
considéré comme espacs vectoriel sur k . ﬁe&m& E @K' et L (K} ont
tovutes deux dimensicuns n? sur k , lsz QT@J@SL%iQﬁ est ¢ e&@ﬁ%féﬁe

@@ngiééf@ns mointenant lleupsenble é:? des aligébres Pflﬁlti g8 Finies

de centre k ; toule A6 ] est de 1a forms A 5,Kf_} @K ., o8 K esl up
corps de e@nﬁrﬁ k¥ . 8i nous ideniifions les alw%ﬁrés s e L qoi ont

%

E - 3 5 T ; ~
le meme @@rgsﬁz ; hous @G%&L@ﬁg 1o ensemble Qu@@&@ﬂz %ﬁ’ ae CL qus

Buml
)
{43
]
o]
e
t\wLa
=
flde
g:.?s
<
i
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)
e

l'on sppelie l'ensenble des clast s dfalgébres contrale S

7.z :"" 3 &8 2 4 many = C:\ o e = e i By Mot et

La loi de composition interne su fﬁ obtenue par pssszge an guotisal
(¥

= e 7 ik & 5 e - s
t@ﬁsﬁﬁlgi dans {:z e:t asssociative dfaprés 1'asscciativit

5
s
b
3
L
A3
£
fete
<F

du produit tensoriel ; la classe de k est élément nsuire ; et la prep.4

nontre que la classe de l'opposée A' de A est lunverse de la clazsse ds & .

C7~ eet done muni diune a@rmetzr@ de zroups abélien

gé?ﬁﬁ%ar% ggi est appele le g Mrszgﬁ de Fraa&g du corps k ﬁemaf@u@ag
que les classcs dss corps de cenire kK gui admettent vpe @Xﬁ%ﬁghﬁﬁ donngs
E ds k comnme corps de décomposition forment vn §Qﬁg«gr@mge %;Lw, éu
grovpe de Braaer %éi ; liétude des 59aa~¢f@u§@s %%L’ @sﬁ l’iﬁwaﬁ%

rméni le pluvs puissant pour éindier le @?@ﬁp@ de Brauer g%ﬂ .

9 5 - lsomorphigmes disg.

= P LR ’ @ it b e & LS sl
4} - ligdules sur les snueaux @”&ﬁﬁ&ﬂ Seni-pripitiss.
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Pour la néeessité il nous éuffira-&e mentrer gue E est somue de modules
simples ( 8 %,prop.1) ; fpear cels il suffit de montrer que, pour -tefzz% '
XliE - le mcdule manegéne Ax eat somme de modules 51&@1@5 ; O Ax set

- &somcrphe & un module interne ﬁ,/dz (32, prop.1) ; mais {prcp, 83}
A est un A-rodule semiasimpla ; lonc (§ 1,prop.3) (¢ admeb un supplé-
mentaire semissimple,'isams:§@§>é i&/ﬁa . La condition est aasgi
suffisante : ceﬁsidéreﬁa 18.A»ﬁﬁ§ule & ; i1 est Pid3le puisgus A admst
un élément unité, et semi-simple par hypothdse et dfapris la condition
DiArtin ; done A est semi-primitif (déf. 2, 5 1) .

fepargues - %) Si B est un A-module guelcongue, on peﬁﬁ, ?@ﬁr tout

Z€EE, éorire x = 1.% +{z-4.t) ; les ensembles E' et B® des 1.z

et des x-1.x sont évidemnent des sa&s~&s&&le&ld@ E; de t.x= vﬁ -

on dédait, pér multiplicatio: par 1,i.x = O ; done E est somme direc-

te de BY et E" . B! est Svidimment unitairs ; eig pour tont scA ,

on & &B* = }0} (Pdécomposition de Peirce”). Denc E est somms

directe dfun module complétesent rédaeiihie B, et dun module

triv;al B . ' ,

2} on @ea& montrer gue, si tout A-module sst somme directs dian
module complétement réductible et é?un m@d&lg trivial, slors A est

un anneau semi~pr1m¢tif ﬁfﬁr%in, et adme? domc un &lémont vnité.

Yoagnd?

lorague & est un soneau primitif 4%Artin, tout A-module unitairs est

%, prop.1) sonme directe de modules sinples tous isomorphes.

Pame®

;mﬂabe?z@ma

LR o G G |

Scit E un groupe abélisn, c{i{h} itapnean de tous les endomorphlismes
de E , A un a&&&ﬂ%ﬂﬁ@&& de c?O(&§ ; B le eammutﬁa* d@ A dans %?{Ef -

Houe conserverons ces aeuatlcﬁs amns t@mu ce a°
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.Pronesitlog 2 - 81 A est un anne gu df ﬁ &rﬁiﬁ g‘ initif dondb l?élﬂm@ﬁt‘aﬁité

coincids av@ﬁ e@lal @e '@f’fﬁﬁ B %sﬁw@nwaﬁaaaunsﬁm;let aa m&trlcﬁg

'{f;ﬁie@ ou infinies) sur Je c@rgs X des @n&ﬁm@z;hlsmes du.&wm@éu$e

‘s;mpla e* fidéle ; et A est lie <$mm&t&nt de B . ',

E 9@351de%é comue ﬂ»mcﬁules ast E0mme "recte Q(EZI B de A-modules

g&&@ies eg fzdeﬁvs ﬁ@uﬁ 199@@?@@@% @ﬁir@ @uxn Pour t@mﬁ belB , el

 ftout Xéiﬁ , soit as (x) le @wzgagaﬁ% de b.x dans B, ; 11 opt claiz
e ; B
gue l'application R-§>%ﬁ&&$§ {qus nous ﬁ@g@f@ﬁ@"@%&} oot 1 Bn homo-
morphisme de E dams Eg ; comms E@ et Ea sont simplss, %gq a8t

goit nul, scit un is omorphisne ¢ or ; ob Voit aug%itﬁz gue, 8i o est
donné, tous les %§& sont nuls sinf un nombye Fini dfentrs euz. ©Sold

ie Pize de A-module simple et fiddle, 9 un ilscmorphigme

o '& b z < 2 >
- ; posons Jkéﬁ = @g of&& 9. 3 j%iifgﬁt un élensnt
i : i i £5 G
- : . - Ly -
gorps E des endomorphisnes de M, Soit V = Kﬁ) gk un espace
vectoriel & droite sur K , ot (¢o). o 58 bese canonigue ; =i, & tout
7 : i (e =2 :

beB , cp Ffait correspondrs l§@zi§@ﬁx§hiﬁme B ds ¥ défini per
¥ e x Z : SEAEEY 3

%{@ 3= ;%; S JiA on ééfimi% ¢videnment un isomorphisme de E sur
s

?ﬁaﬁaaav des @n&@ﬁ@yg @m@g de 1'espace ve@tari@? ¥ .

Qiﬁ %ainéananu ¢ le @@ﬁm&tani de B dans c{f(ﬁ}g et soit E%;&ﬁ

F

&

,_M@ngﬂﬁuﬁgéags ggmgl@ de E ; ¥ est no ﬁsp&ae_ve@tsfiél sur ¥ ., ei; par

gg@+h9685 1*@3@@& ble & des resirictions g8 M ieg-@ﬁﬁ@mﬁfghi%m@ﬁ
L : : i

de A est 1lensemble de tous les endomorphisnmes de E& : & ost dorso

e I};
= ! =4 oA o & £:4
de & : ceci montrye gque A ept identigue 8 C .
SennGsSon ter HTeh & eos slcebrae Tinie suyr U corns b
S L j;l_:a IR0 'ﬂawﬁu LISl G q S UBe o é_.}e;f»&w L1016 Suy 20 €03 hE 2%
s 5 S 5 o e P e e
conteny dans le centrs d2 A4 ; E o8t alors O L

e e S 2 £ 2 = : 3
pace vectoriel sur k , que DoUS SUDDOBSTODS
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1l est elzir que 1e eommata,nt B de A contient k dens son centre, st qus

4 et B sont des ' ennesux dlendomcrphismss de E considéré comme espace

. wectoriel sur k . Soit ©C ltalgéhre do tous les ezzdomcrphismes de B

coneidéré comme espace vectorie, sur k Aet B sont e@mu’aa:ztm ifpn
de 1l'zutre dgns G . Soit A = K(n) . m le rang du corps gsuche K sur
son centre Z , et g =[Z:k] ; scit h le za nombre des sous A-zodules
simples dgnt_ E est somme directe ; puisque 1tun guelcongue de ces
sous-modules a dimemsion rz'sm“ I , ona [Ek} = mth Dlautre part
EA k} = (nm) g . ¥sis B est un cnneau de matrices carrées de &egz*é h
& &léments dens K ; on 8 égne EE i{} o aq s E}"’ 1{} = nif ﬁq s
on déduit {G %’} = zzamé’hg . Bw“m :

(a} [as k] JBek] =lcak] .

5 - Soit A un anneau ﬂ{grtm pripgitif, E son module gimple

R o=

et fiddle, K le corp:

epdomcrphismes do B ; A et K sont linéaizoment

i1 neas faut montrer que, si (v3), {idn gont n éléments :ie,, 4
liﬁeaz.rement indépendants sur k , les Us sont linéairement maeyez‘am te
38, =0 (_)\, ‘€ X) une rela-
tion primordiale entre les u, ; on &, pour tout x€B , Z,Aiu {z)=0,
done Z. )"i us{px) =0 ( p€ KJ, co qui s'éerit Z.A. H u, (x)=0,

DL encors Z A, jPuy =0 . Puisgue 2, J\— ; B =0oest primordiale i1

cxiste 962{ tel gue .)L é" g../!.i pour tout i ; comme un d@é’_iz&dmag

sur K ., Supposons le contraire et soit Z L

k est tel que J\-k =1,0on8 M=p,donc A ¥ = A, pour tout ‘

, primitives.

Soient A et A°' deux sous-anneaux iscomorphes de Df (E), et u —
-un isomorphisme de A sur A' ; cet isomorphisme permet de définir sur B

une nouvelle structure de A-zodule ep posant u.x = u(x) .
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Dans le cas oh les deuxz structires de A—ﬂodule ainsi obtenues sont

1somorphes, 11 ex1ste une applicaticn ¢ de B sur lui-n8me telle gue
2(x + 3) = 9(x) - m(y) et o(ua (z)) = ulo(x)) ; autrement dit

~guo . En outre, si B et B! sont les commutants respectifs de
Aot A dene S (E), ona B! =g By :enoffet,sib B,ona
(obo=1)(@)(x) = 9 bu o (z) = ¢ wb o7 () 3 3'@b¢'§(x) et vice-versa ;
1'application b —> obo~' est dome un isomorphisme do B sur B! .
| L¥igonorphisme é@s deux structures de A-module sers assurée si A
est un enneau d'Artin primlt;f- (2 3,prop.2), et 81 E a le mére nombre
de comnosantes'simplea en tantEqua A-zmodule @t_qae A-module, Supposons

donc que A st A'! sont des seas«al ~sbres primitives d'une algdbre

Wﬂ\

w

primitive C = K{n} de rang fmﬁl sur son centre kA et A" conten=zni

”,m.e
o

it

Prenons pour E un C-module siﬁ@le et ﬁl&él@g gui, en posant iﬁ;@u =

&

est muni dfune stvu@ture ﬁfgsyree veetoricl de dimension nm

W

&

3
&
By

o1

%:‘.22

Les ﬂ»mcdules ot Asomodules sihp?@s et fidéles ayant m&m@ dimensi
gur k,E sera somme directe d?nn néme nombre h de A-n gi@ies st éé
At-modules simples, et les caﬂﬂlﬂératlcﬁs précéae@tms s@&pzlég*ﬁrfzz
Hlles s'appligueront asussi en $empla§ant A et A' par les algdbres :

5 ®K' et A'@K' qui peuvent %tr@ considérées {prop.3) comme plongées
dans @t?{E} (R, antzlsamerpmz & K , désigne le corps des ané&m&rw
phismes Gu C-module simple E) \elles-ci sont primitives ($4) car k
est,le centre de K, et on ?eu@.l;nr prolonzer liiscmorphisme ‘

§
A sur At . Onaalors V{u) =0 "z::e,"'*-.\_'e,:z”lg (ueA®K') ; si uEkK' .
] \

o
Gt
¢

~ (u) = u , donc ¢ sppartient au co wutant de K' qui est € (proz,
Par coaséguent : '

ST an ‘ o 3 a“ s Nre . a2 ertoe
Provosition 4 - Soit € une aig bre primtive finie sur son centre x

£ et A' deux scnSQalhv reg pri idtives do ¢ contenant k ; tout iscmorphis
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VEn partieulisr :

Inéoréme 1 (Skolem-Noether) - Etant donnée une alpbre A primitive et

_centre k , tout rutomorphisme de A lzissant inveriants

lss élérents de k est uwn sutom rphisme intérieur.

4} - Corps de décomposition d'in corps gauchs

Soit K un corps de dimansiomyfini@ m? sur son centre k ; nous nous
proposons de détermimer lez ex ensions c@ﬂm&taﬁzveg fipies T de k gui
ﬁ@ﬁ* corps de décompos;t;on de K clest-5-dire telles gue ES T soit
un anneau de matrices sur T . i K' désigne l¥opposé de K, il a8t
clair que T A K* sera a&gﬁi w anneau de matrices sur T ; T@ £ est

un 20088y pT rimitis { 43 dont 1ous désignerons aaz ur module sirpls
gn

ef fidéle ; si céi(&j désigne 13%QL§%% des end omo? yhzgméﬁ 8u grouns
avélien sous-jacent de ng’QQX* peut Btre copsidéré comme un sove-
apnean de ol (B} (prop.3) ; i1 ?éﬁal e de l'hypothése qus o
tent de T @K' dams ofF (BE) est T lui-ufme (chap.II, §2, ] -
en particulier T est contenu duns le commutent de K' dams o

si T désigne la dimension (fine) de B considéré comme espace vecio-

riel & gauche sur K', ceci exprime gue T @st un sous-corps commutatii

de l%annegu de matriceg K T est d!axlleurs Un sO0US-COYrDS COnnu-
(z)" ,

t&ulf maximal de K{f), car, si T étsit contenu dans un sous »@0?@&
commtatif Tg ée K(r) ; les éiéments de ?i sppartiendraient aux
commutants, dans oC(E), ds T et do K', donc 2 celui de T B .
relation (1) (u%2) donne ici, en prenant A=B=7 , C = Kr.)
E?;k}z = r2p? , done Z:?:k}'z

Conzidérons inversement un anneau de matrices gueloonque B = [

S ¢
St

& Slémente dens K , ot soit S un sous-corps commtatif de B ., cont

= =
ic centye k de K , et tel que [S:&]a ::EB:ki . S0it B un

&
?ﬁ:
g‘-”
9

-

voctoriel & gauche de dimension r sur llopposé XK' ds K

{1) P
B
{0

&

P
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Hous supposerons tous les snnesux gus nous allons considérer conus

plongés dans 1'annesu oL (B) dss endnm@r§hismss du groupe abélisn
sous-jacent de E . Ie commutant € de § dons Kfr} gontient B gqui est
son cenire ; d'aprés la rslation €§} {n%2} il est ld@nthae a4 8; B est
acnc un S0US-COTDS commuotatif mozimal de E(r) Yois S est &agéi ie
 computant de XK' @8 dans c{f B} ; done K' P38 sgt_ l¢ commutant

de 8 (prop.2), ce gui montre gio X' S est une algdbre de metricss

gur S . Donec

L

de metrices g(z‘} gur K , tel g [K’r} k} ES %g
Noue venons de voir gue la rylation -ZK;W)*K {S gj @;mzﬁaim

gue S est un sous-corps commutatif mmml és K(z‘} Prepons r = 1 Z, et
soit T wun sous-corps commutati? meximal de K ; le commutent de T dane

K est un scus-corps ds K {chap.V, éagymg, ,} contenant T ; 81 s est "
un élément de c@lui-ai; T(2) est un corps commutatif ; comus T est
ﬁax_imal, ona a€T , et T est son propre commutant dans K ; st la
relation (1) (n°2) donne ici ; 5}{ 3{;} E‘:&k} . Dome :

Proposition 6 - Si K est un corps de rang m » k , tout

sous-corps commutatif maximsl do K set unc extension do degré m do k,

- Théordme 2 (’Jeic.erburxs} - ?su’c corps fipni K est commutetif.
: Soit k lo centre ds K : deux sous-corps commutatife maximaux de K
ont‘méme deg;ré {prop.6) sur k' , donc {(Chap.V,29) sont isomorphes ;
ils sgm; donc transformée l'un sn l'autre par vn automorphisme intérisur

de K (prop.4). Or tout &lément de K sppartient & un sous-corpe
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eommutatif zmaximal de K ; done, i T est un sous-corps commutatif meximal
de K, K est réunion deg zPx~" , OB xe:K - On en conclut que le msm

*
groupe m:ltiplicatif K est rénion des conjucués xT x . de son

: _ : > = e a
groupe o . 81 %' = x%, '{:61‘*5, on a xﬂ‘? z1°% = xe7 i:. 11 =

* 1
X x ; 19 nemarﬂ des conjurués zT %1

i

est donc ap plus éz8l &

f - e 'p"‘ % ‘
l’lﬂdi@@ {K : T") ; dtautre rart, chacun des conjucués de T~ agent

le m8nc nonbre 4¥6léments que B ;s ¥ ne peut Bire réunion des %7 % %

> - - %' : g
gue si ges ens*&bleg forment une partition de ¥ ; comme ils ount en

comuun 1%61ément unité de K , i'5 sont su nouwbre de 1, st ona E=T .

6} - ﬁﬁﬁlxcaz§9ng - 1II ﬁa%pmwéaaﬂhag aar un Ccorps &&@lw?é@l mexizel

Lo

Théoréme 3 (Frobénius) - Sur w. corps gussi réel neximal § t@gg

corpe non commutatif de ranc firjl sst isomorphe su corps des gusternicns

gur S .
Soit en effet X un tel corps, k son centre, T un sous-corps conmutatir

naxinal de K ; posons L%:k} =m , dfch iK:kj = mg . Tetk é%an% des
extengions commutatives finies ¢e 8 , sont isonorphes & 5 ou & s{i] ;
camm@ n > 1 par hypothess, én & k=95 = le} m=2 . Liugigue
au%cmerphza:e de 8(i} sur 8 , 4: stlnct de 1tidentité, transforme i san
-3, et sat la bestriction & 8(i) dlun automorlesma intérisur de E
(prop. 4) donc il existe f & tel gue ain” -1 -1 s n no pea%_gpparta»
nir a4 s(i} , donc 1 et u forment une base de K considéré eomme'éaga@e

2' “"27 az

_vectoriel 4 zauche sur 8(i). Dlautre part u“iu < = i , donc st

pernutable avec i ; étant aussi permutable avec u , il zppartient su
centre 8 de K , s0it v’ =ac8 . 0n ne peut avoir a > 0 , car on en
déduirait uf =a = v ;s VES , d'ot (u-v){uiv) =0, un=v oun=-v,

et u appartiendrait & 8 , ¢e gul. est sbsurds. On & donc “a? = mbg -

"DES .St onpogse Jj=ub,et ij=k , KE a pour base (4,i,3,k) sur 8,




_avec la table de multipliicatio: i° = j

- 56 -

Cute

=-1,1j=-31=k,

5
1511 m -1292 = -1 , ki = 4k = j , jk = -kj =1 ; d'oh lo théorime.

W’
)
U

7} - bpplications - III Corps :éflexifs.
Définition 1 - On dit gu'un co’ps pon commutatif K ﬂm gur som ceptre

k opt réflexif,

ws?il,g@@%ﬁﬁgﬁmaﬁ?&%@?@@@gz@i@@@wiﬁyql%@%f x —>x7

{(z€K) tel gue =xx' et xix' g@jﬁaﬁ;ismgnt 8k, et gzze lfon ait

a' = a pour tout aek
Théoréme 4 - Tout corps réflex'f do @awa@témsi;“guﬂ différente do 2 ,

est un corps do guaternions su’? s0n cenlbre.

Puisguse %o (xtx? Jotzx! = ¢ , tout 6lément x de K est de degrs 1
cu 2 sur k ; un sgm«cémg cormtatif mexinal T de K 2 donc pour
degré sur k une puissance de 2 , st, comme la carsctéristique de k
est # 2 , il est séparable pur k ; le th. de l'&iément primitif domne
donc {Tz{j =2 , ot [%:k}m 4 , Lspplication x —=x' indult sur T

un subtomorphisme, gui est auss i induit par un sutomorphisme intérisur
2

de K , x syt (ve K} , Comze opn peut derive T = k{u) aves u"= ack
{la caractéristique de T est # 2}§ et gue uf=-u ;, Cn & yuv " lmey .

d'oh, comme ci-dessus, 92 =bek : @i 1'cn pose w=uv , (1,u,v,%)

est base de X sur k , et la teble de multiplication est évidemment

celle dos gquaternions {eénéralisée).

6 - Foprésentations linfaires des croupes et des sleébreas.
13 - De’;; initions. HRepréseptations sermblebles.

Soit A une slgibre sur un corps commutetif K , et K,y 1'alzébre des
5 N~

matrices carrées de degré r sur K . Toute représentation s — lifs)

de A daums ‘(, ) @s‘?‘ appelée uns représentation linéaire (ou matricislle)

de desré r ds A . L'3idézl bilatére ()& . A compogé des éléments s€h




.
tels que E&(s) 0 est azzpf‘le 13 noyau de la représemtatmn ; une repré-
sentation dont le noyau est rédiit & () est dite fiddle ; i1 revient
au méoe de dire gue 8 —e’ﬁ(s) 3st un isomorphisme des A dang E{r}
So0it mesintenant G un groupe et ( vn corps.cgmmgtatif ; nous appelerons

re;réeentaziggm;;gégixgj {on mg;riciells) de_&egré‘r ds G sur K , zoute

iu_provpe G relative & K :

rﬁgraaantwtzca dans K{z} do 1?zggéhﬁe Ad
il revient au méne ae se donnexy un homomorphnisnme de G dans lc sous-
groupe maitlmli@a iT des élémens inversibles d@ K, x} {gue lton peut
bt@ﬂﬁrﬁ 4 A par linéarité). ,

Sette éeflﬁéﬁlgﬁ s*appligue sussi bien & un megaﬁda guts

un sroupe. '
Daﬁs ce qai'va sulvre, nous nous bornerons en général aux représsnias
tions linéaires dfalglbres, laissant an lecteur le soin de traduire en
termes de proupes.

O dit gue deux r@;zeseﬂ%atéeag linSaires s —Mlls) et 5 — B(=)
de 1?alwesre A dens K{r},56ﬁ semblebles, s'il existe ups mairice
inversible fixe Pe qu) telle que M(s) = P?ﬁ(%}?“q pour tout seh .
Lz relatica de'similitéde est wie rel&ti@nfd?équivalance entres repré-.
sentations de 4 ; les classes &*e@a&valanﬁe sazvant cette relaticn
sont apgeleea lss clasaeg de y@sréseaﬁatxons de A . La plupart des
propriétés gue nous allons sxposer sont des propriétés de ces classes
de représ@ﬁtations. ‘ A

Lislgebre A possdds une §i$&ﬁ%ur@ d'espace vectoricl sur K ; suppo-
sons-le de dimension fipie r . Lispplication M(s):t —>s8t (s,tea)
est un endomorphisme de A pour pette structure ; il est clair que .
Histst) = ﬁ{g} + li(s?) ot que li{sst} = u(s)i(s') ; on a donec ainsi
défini une reprd 8@3&&ﬁ¢0§ linésirs de degré r de A , ayﬁ@i@& ie

représentation rérulidre ée A . Les noyau de celle-ci est composé




Ges élémenis g€l ‘tels gue &1 = (0) ; psr conedguent la représenta-

tion régulidre d'une alsébre aywt un élément unité est fidéle.

2) - Horme et trasce d'une représentation.

‘Définition 1 - On appsllec trace (resp. zoraze ) diun élémezat" s€A relative

4 1s représentation linfaire s —>M(s) de & , la trace (resp. le déter-

mipent) de 1'endomorphisme His) .

' Com;e les polynomes eamctérﬁis’si@u@s de deux matrices Vsemblables sont
égaaxs iz itrace ot la norme dc s €A sont les mémes pour toutes les
représentations d'uve méue clasae @ ; on les notera dope Tr ) {s}
et ¥ D {e) . On s évidenmnment les Fformules sguivantes : :

'i‘ro@ (s + 8') = Irgp {8) + Tr g (8)
?32' (sef) = EQ {s). 25@ (3?}
Tr(ss'} = Tr(s’s)

Tr{as) = a.Tr(s) 53. secX

Hlas) = a¥.B(s) , r désignent le degré des z@@résmﬁa‘tiongq de ;};a

Lorsque A est une sxtension commntative séparsble finie de K ge&aggwa
is trace ot 1s norme dfun 6lément se A dfPinies au chap.V, ne sont
antres gue la trace st la norms de s relatives & la' représentatiocn
réoulitre de A . 31 s est racine d'une éguation jrréductible de degré n
et 81 [ &:K(s)] =m , il suffit pour le voir de ecalenler la matrice ».
corrcspondant &4 B dans la représentation résuliére de 4, A étant
- repporté & la bhase (sjuj), ot 0<i&n-1 , ot ¢t (ui) (1< i¢m) est
une base quelcongue de A sur Ki(s). '

Dane le ces de la représentation d'un zroupe G , l'application. ) :
s — Tr(s) (s €G) est appslée un caractire du groupe s
sprésentations.

3) - Opérations sur les 1

Soient s -—>1M(s), s —» N(s) deux représentations Ge degrés = st n

: . “ e ¢ . -
de lialgsébre A , et soicnt .@ et 5.7) leurs classes. Dans l'espace
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veckoriel prodult K> A I’m = 1 , congsidérons l'application qui, &

 1'giément (x,¥) {;;e'g;n , TEE) fait correspondre (i{s)xz,H{s)y) ;
ctest une application lindaire P(s), et 8 = P(s) est évidemment une
'z'apréseﬂta’cion linéaire de degi$ mtn de A ; ou l'appelle la somme
girecte des représentaticns s »¥(s) et 8 —> H(s). La classe de cette
roprésentation ne w*géﬁd que des classzes ::@ et @/ ;'Qﬁ ls note
2+ 27 . |

51 on rapporte K= & une base telle que KZ et X soient des

sous-espaces de coordonnéss, ls matrice P(s) s'éerit :

, (kﬁgw .%zig}}
cn a les formules suivantes :

Lo {e) = i%"r {s) + fi"r@; ()}
é@%(@/ (s) = j(a} Ezm/{ﬁ}

-v"

On & défini (chap.III, 1,n%% et f:}) le produit tensoriel H & K de

denx epplications linésires {resp. netrices) M et N de degrés m et n ,
et onaveque ffona UBK=88u, (L) S (NN, =(4 @% Ji, B8, ).
11 en résulte gue, 81 8 — #(sz) et B @ﬂ(s} sont deux représentaticns
lindaires de desrds m et n ot de classes d'un groups & , 1gex}”§12636.4,,921
e —>i(s)@H{s) est une représen tation lincaire de dezré mn ds G .
appelée produit tensoriel des deux rapreaantatm 8 Gonnées. Counme on 8,
pour deux zmstrices inversibles P et @ , (ruls)P"!) @ (au(s)q ) =

= (Poyu(z)@H(s})}P & Q‘}"’?, 1z clssse de la représentation

s >u(s)®N{e} ne dépend gue de 50 et 2! . on appelle cetie classe
produit %ez&gbriel de ,,@ et de a@j et on la note @ @ ij'

%x..!
LEn,

a les formules suivantes :

Do D Da D
(DDl = Do DD
(D +9Hh el - j}@é@”;w@’ SD”

&
5




-

o .. ion
- - s,

’Y(l Is.)(j 2) = cs. i”kf; done T:{¥®F) = %&iiﬁkiz z%‘ @ g % ﬁkk =
= Tril.Trl ; done : ‘ '

‘i‘r;D @@,(s)': Tz'@(a) T oy (s)

Congidérons cnfin une reprérentation linfaire de classe

3[), s »—:—72&(5;} d*un grouve G i;s éi}_)_ ; pour tout seG , la matries

M(s) est inversible, et admet Conc une mstrice contrasrédiente {(chap.II,
i Y

v -4 . . ey o
26,0% ) 1(s) = (Cus)) : uis) 1 ; puisgulon 2 (MW} = i ,
llapplication s —=> ’lw} Ui e :x:epzés; ation matriciells du groups &,

de m8me degré que la représent:tion donnéde, et g&, l'on appelle s&
représcentation contrasrédiente. De la formule Bzﬂ? - zru.(P) 1 s

s

LY :
on décuit gus la elas%e de la ieprésentation 2 —>Mi{s) ne dépend gus

de c@ : on la note ﬁZ’ gt on l?&ppmm la @1&@5& c,c:mra;*redi@z;cg

de @ - On 2 les formules suivantes gui montrent gue @ = ofiv"
est un automorphisme involutif de i'ensenble des classes de représenta-
tions de G , mm:s, des dsux loile ds G@mp%itmn internes définies

ci-despus - v

v v

(@/&\@?} 2\/@ + i},
vy
Deods P9

P -
La trace d'une matrice étant é:ule & celle de sa transposée, on & :
Tz (s} = 2 g (s

43~ Beprégentations réductibles ., irréductibles, complétement réductibles

Soit s —>i{s) uvne représertation lindaire de desré r dfune alsdbre

4 1 A4 % 34 A sa  men 7. : 2 < 51 ‘s

A , ayent un élément unité, sur un corps K ; l'espace yectoriel K

o o 2 <2 : S$aran T gmpunade B onn

est alors muni é'une structure de &-module, g'i; puisgue K peut £izre
S e g S S o AN aoasTTres o4 & 7 N FEmamana wvosataris ]l As "7‘?
identiiie su sous-corps K.1 de 4 |, 1z structur S 0 'e8DaACe VEeCLOTiIc L 48 L
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se structure de A-module ; en particulier les sous

S

ost sous-jacente 2

A-modules de EX sont des sous-¢ Spaaes_ vectoriels. Comme KT est de

dimension fizie, le A-module K 2 one suile de Jordan-Holdor i
(o) - Egc: EGA5 C .. C;En = 1;3” , of _Ei/giag gst vn A-modnle sinmple.
En adgptant aux Ei. les vecteuis de la base de K° , les matrices ¥(s)

ont 1a forme ':
j * % o &3 ?éﬁgg} \

?,,(8)
{a} -

O

b
i

‘"ES
o

5"
ﬁ

B2B &SNS & SRS ENE SR FE S SRR

o

aﬁ;gébw A pur un corps K est iiréductible {mgg}i réductible, comnlite-

ment réductible) si K sst vm A-module simple {(resp. non simple,

geni-simple).

Les spplications & —» P,,(¢) sent donc des représentations irréduc-
tibles ¢e & ; d'aprés le th. de Jordenenlderve, isg clesses de ces

représentations ne dépendent, ¢ lfordre prés, que de la closse @

de 1s représentation s —> M{s, ; on les sppelle les factours de
composition de la classe D . |

Dans le cas oh la représenteticn s — #(e) est complétement réduce
tible, K* est somme directe de sous-modules simples, et, rapportant o

4 une base convensble, la matrice M(s) prend ls "forme diagonale® :

( ?,434%{5} T2 e 3 G
\\\ 53 S ?RW{SE}

oh los représentations B — 'Pjiis} scmt ir e&uctmi@a, La classe @

oot 2lors sonmpe divsoie de ses :Lacte;".;.. & dc composition.
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Nous allons meintenant donne: un résultat analocne su lemme de _
Sehur (81, th.1)

{s) et & — N(s) doux représentations

ixe?"? telle gue,

pour tout ee€d , op ait PH(s = N(s)P , cu bien P = 0, ou bioxn les

deux représentations données o1t méme decré r et P est uve matrice

carrée inversible des degré r {conc les deux représentations sont

semblebles).
81 r et ! sont les degrés (e i(s) et ¥(s), la relation E*éé{g}mﬂis}l?

impligue que lg matrice P o r? liznes et v eala}nma; et définit done
une application lizzéa;}ix*e o de 1° dans Kr ; elle montre avssi gue ¢

est un homomorphicme de KX dane X¥ pour leurs siruciures de A-modules

. . -4 o - ¢ .

Puisque ¢(X*) ot "9(30}) sont des sous-modules de K¥ ot de K , et
z’g 5 r . g [ 4 ” &a 7 % e 0% & ) e, Vri

gus E° et K° sont des modules simples, on a, ou bien of i“)f} = K

- 2 =¥
et ¢ = 0, ou bien ¢ est un iscrorphigne de & gur £ o

Corollsire ~ Soient s —>Mis) st = —» ¥(s) dsux représentations

matriciclles ;rrédacti‘blas dfur groupe G , de classes D et I et do

dezrée r et r! . Pour g

u'il existe uvuo vecigur de E ® K invariant

par toutes }%3 patrices H(s)®B(s) (seB), il faul et il suffit
e D =9 . . A

Soient en effet {e-} (1< igzr) et {e%) {4 <;;:_ <r') les hases canoni-
ques de X© et de KT’ , et soit x = Z aié.{ @e?) un vecteur de
¥ @ . siu(s) = (myy{s)) ot 1\3(53{3 g(g}}, la eoﬁammg néceszairse
et suffisante pour gus x soit invarient s'éerit '
é ﬁ((s} n,ECs} -8y,p = 8 4 pour tous i et j ; ou encore, en posant
A= ,%} M{ sgm.&yt}:@(s} = A, clest-2-Cire Hls)a = AE%{S} , et le

cor. se déduit immédistement de la prop.i .

S S Coat NE—




gde altwbz“ s primitives et semi-prinitives.

*a

La d6f.3 {(§ 1) se traduit im Sdistement en ls proposition suivante

p 2 - Pour gu'une reiréscntationg linésire d'une algébre A

m l*ma.,&z@ de 4 par

nplétenent récm ctible 'i." fam: et

Le prop.i {gﬁ} se traduit o1 la proposition suivante :

- Pour n*m@z~é‘=bm A gyant un élémegt wnité, et finie

Pm BO

<
iolle

tonte mm‘é%ﬁtatwah péeire ¢ 'un croupe find G per des matrices 4

&léments dans un corpe K soit complélement réductible, egt gue ia

goractéristigus p de K pe divice pas l'ordre h ds G .

11 suffit de montrer 1'éguivelence des propositions : "p ‘%/ h* et
- %ltglsdbre A du groupe G sur K est smz,»prmitwe“ - {prop.3). -

. Supposons d*a’aord gue P Xh . Pour montrer que A est semi-primitive ’
il nove suffirz de montrer que tout A-module vpnitaire B est complé uawent
réduetible (S 5«9 prop.1), clest-3-dire gue tout sous-module ¥ de B
admet un gip:;luﬁ@ﬁ’omfea Dans £ , considéré comme espace veammq sur
K , soit ¥ un sous-espace supplénmentaivs de M . Pour tout =x€ E soit
£{x) e com mposent de x dens M par repport & la décomposit

4

i
E=l+ N ; pour tout scG ons flsxlel , done 3 'flex)e ¥ puisqus

ey

o 4 =
¥ est uvn A-module. Posons glx) = = & ﬁfisx} ; & est up

endomorphisme de B pour sa structure de A-module, car, pour tout t£6 ,
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on e g(tx) = E Z “1e(stx) = -» > (s£) ‘2letx) = t.z(x) ; done
JEG
g(gj}}) est un soua A-nodule de E . 3’autre part pour tout x&€i ,

ona execll , f(ex) = 8x , ot ; (x) = % hx = © , Par conséquent E est

_ sonnme directe des sous«moﬁules i et P .

Liélément & = '%@ 8 de A esst tel que at = ta = a pour tout t€ G
- T
done Ka est un idéal bilatére ¢ A . Diautre part a = ha =0 , 8l péh

Wo

0.

A pbsséde alors un idéal bilstére nilpotent Ke et n'esi pas seml primiti-
V@i

Soit s‘%;ﬁ(s) une regrésentgtion z,rréd.ae ui'ble de degré r d'une
elgdbre A . Bappolons que le lemme de Schur (8 1,th.1) expmm‘em gus
les matrices Q de degré r telles gue Gi(s) = ¥(s)Q pour tout s€EAL
Torz ent un sous-corps de l?a}.bebre des matrices E{ } - Si, en @g,z‘ ticu-
lier, le corps K est algébmgu&gen ¢los, ce scus- corps se reduit an

gous-corps des matrices diaponzles K.1 . Dome

B - Waﬁion irréductible d'ung a almbm

e K est de desPs 4

Ainsi une tellé représentation se ré&ui%: & son ecaractire =z —> Y {s).
Prenons en particulier pour A 1*algebre é'un groupe abélien fini €
relative & un corps algébriq,uemeﬁt clog K dont la curactéristique »
ne divise pas 1l'ordrs h de € . Toute représentation de A Stant compld-
tement réductible (th.1), il nous suffira d'étudier les représentaiiocns
irréductibles de 4 , c'esi-a-dire les carsctéres de G , homomorphisnes
s — X (8) (se G) de G dans ls gmﬁpe msltiplicatif £* dox .

9% s est un Glément dtordre k de 6 , cn a (X (a)}k = X{ak} = Xle)=t,
done A (8} est une'récine k-2me do fl?unifé. - |
iiais G est (chap. VII) produit direct de groupes cyc'f igues :z”“ eéﬁﬁ

d?z:;ré.‘ras }1% A - Ehﬂ ; désignone par 8yp-0098, des générateurs de

By,--0,8 . 51 X est un carsctdre de 6 , K (2, )= 3:; est une




: 45 -
racine h-%me de 1l'unité, et 9 (&z& -8 n} = ? - § G
réciproguenent, ?1 e g"% gont des mcmes h,- ,.,.,n »e@es de
1'unité dans K , la formule (a,; gesesB ‘n) = %f‘s..,x,in ' définit
évidement un camcte:a de G . On voit donmc que. G possdde h = h,%,“hﬁ
caractéres distineis. | |
53 )L et 2(,/ sont deux aa*astérss de G , 75 %’, défini pg.r :
LA (=) = X () K(e) (86B), -ot Xa ; défini par ?C-%&)a( x {s}"“?,e
sont des eaz’am*‘?‘xmg de & . Don: les saz*aetéma de G Torment un gZIc EICUDS
gbélien G! dlordre h . Llensem)le des caractires X de G tels que
x {as }m'& pour i % j est un sous-groupe cycligue Ej ds 3t
isomorphs gu groupe des recine: h jmémes de 1tunité ; €' sst _é’ffiﬁtz@w

ment produit direct des Hg . Adnsi le groupe des carsctires G de 6

egt isomorphe & G .

Pour tout g&€ , l*ap@lieaﬁiga P de G! dans K définie par
6 {X) = X(s) (X e6') est un carsctdre de G'. Domc & est

‘caponiguecment isomorphe au sroupe GF des caractires de G , puisgutils

ont le néoe noubre dtdlénments. En résumé :

Tréordéme 2 - Los carschtire- ¢lun zroupe sbélien fini G forment un

£roupc G' isomorphe & G . La formule p( L= Ais) (set , Legt)

géfinit un isomorphisze canonigue de G sur le groupe G" des carsciéres

de 6! .
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