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31 Géombtrie projective.

La notion de géomdtrie Slémentasire. On groupe sous le nom de péomdiries

élémentaireg les théories de certaines structures dlespace homocdne

{chap.1, 27, n°%) satisfaisant & des conditions gue nous allouns
préciser.
Le groupe d'cpérateurs ¢ d'un iel sspace E est appelé les groupe

fondemental de la géoméirie élémentaire coneidérés ; le sous-groupe

H_ds G laissant invariant un élément a¢ B est dii groupe de sta-

bilité de 8 ; on sait gus l %%bl“w homogene B est isomorphe & l1llespace
homogéune &/Ha pour tout aeE (chap.i.?% 7,58.2). Op supposs tou-

mant ﬂ@ui)ﬁ

Jours q&s.l‘interséctiﬁn de tous les H est réduite & 118]
dg G , eutrement dit gue G peut Btre identifié & se xéaiisatiaﬁ
transitive formée des permutations gue ses éléments produisent Gans & .
%ﬁ dit gue deux géométries Slémentalires soni spperen 15 tSes i=l$z@@

les groupes fondamentaux de ces deux géomdt ?36» sont &aoma?aﬂ@s.
~ Signalons un procédé général de formastion de géometries apparentées

4 une géometrie donnée, sur l'espace homogéne E , ayant G comme
groupe fondamental. ~Soit F un ensemble de E?éehéil@ ﬁgaﬂs@mblas ayant

pour base E et un certain nombre dfepsembles surilinires ‘aya%b plus

d'un 8lément) ; on suppose gue ¥ n'sppariient pes & 1'échelle ayant

‘g

ur base legs seuls ensembles suxiliaires. Dons ces conditionse,

8 gresenta on canocnigue (uuayuﬁgig? n°3) de G dans {9




une géomdtrie élémentaire'agmareﬁté@

&
1z ssule transform@tisn de G laissant inv

;}’
gat un igomcrphisme de G sur un gr@épe Gp de transformations de F . Soit
51078 A une classe dfintransitivité de G, ; comme G opers tranaitivament

'ﬁans A 11 définlt sur A une giructure d'espsce ﬂomogpna et par suite

is géométirie donnd fe, pourva que.

i)

rionte tous les éléments de A

b

by

TN~

f{g

soit la transformation identigue notera gulon sera toujours assuré
aue cette derniére condition est remplie si G est un groups uimgle,

On dit gu'une géomdtrie élémentaire C;V/ est subordonnée & une ﬁ@@mebwi@

élémentairs gf {ou est @n% seag -géombtrie de

) 81 le groupe foada-

nental de é{’ est isomorphe & un sous-pgroupe de celui de gﬁ {on peut
& ‘{"

done di%@ de deux ga@métries ap yazua+eas que chacuns d'elles e=t subor-

3

donnée & lvautra). Soit H un sous-groupe de G , A uns classe d'intransi-

£ivité de H dans E; sl la seule transformation de ¥ laissant invariants
tous les &léments de & est la transformation identigue, H définire sur A
wne géométrie é?f subordonnée 2 éﬁi , dont H sera le groupe fondamental .
Par exemple, on peutvprandrg pour B le sous-groupe de G laissant

inveriante une'gartie F de E ; si la condition précédenie est vérifids,

53

on dira Que la géométria~%%@ définie de cettie manicre a pour absolu
ltensemble F . On peut aussi prendre pour H le s@uawgroup@ deAﬁbfarmé‘
des transformations permutables avec toutes les %rafuﬂarma $aﬁ§'d?un@
partic donnée de G

Ces notions étant définies, nous pouvons msintensnt préciser gue nous

ﬂn—d
@3

entendrons par gaometrle lémentaires les théories dites géometries

o

4

projectives des structures dfune certaine eapéee d'espacs homogéne gui
v étre déTinie dans ce & , les espaces projectifs, et toutes les géomd-
tries subordonnéesg aux géoméiries projeciives,

-

La plupart des théorémes dfuune gdometirie &lémentslirs exprinm ent ies

identités entre covarisnts du grovpe fondamsnial.




- - - .
%éim@mggg. En géomdtrie euclidienne plans (ef.2 3), la hauteur
issue d'un sommet d'un triangle est un covariant des trois
sommets ; le théoréme exprimant gue les hauteurs d'un triangle
sont concourantes exprime uns inembzié entre 3 ccvurianta -de

; trois P01nts¢%& _ :

Zepaces projectifs. Soit K un corps (commutatif ou non), E un espace vecto-
riél 8 gauche de dimension finie n sur K . Désignong par B! le complé-
nentaire de iei-dans E . Dans liespace vectorisl B , deux droites

distinctes Ka, Kb n'ont en commun que 1'élément O ; les complémentaires

o

r‘.,!v'"\

a6 ’@} par rapport & ces deux drouites respectivemeont n'ont done sucun

point commun. Les c@mplém@ntair@s de 2 %} ar rapport & toutes las

droites de B | oug comme nous divons, les droites privées de O , forment
donc une partition de l'ensemble E' | ot définissent par suite dens E?

=2

une relat LOﬂ dféguivalence Zilﬁ}3 Il est clair gue la rslation

A (E) peut aussi se définir comme la relation entre deux poinis x,y

J2 3 3 = § w 2 : ; §
digtincts de O : "il existe /A €K non nul, tel gue y = ka "

Bous dirons provisoirement Qua'lﬁemsemble guotient E'/@ﬁ,(E} 83t

1'ospace projectif (gauche) associd & E ; cette définition sers complé-
tée uvn peun plus lcin, cer ce gque nous appellerons en réalité esp@ca bpro-
joctif sera 1l'ensemble précédent muni d'une Struatur@-ﬁ?espae@ homogéne
gui sers dé:“ﬁle ci-dessous. L'espace projectif assccié & B sers noté
?{ﬁ} i £ = K2 nous écrirons P ,(X) au lieu de P(E). C'est done un
é;u$"°ia en correspondance biunivogue avec 1
droites de l'espace vectoriel B ,

On dit que l'espace projectif P(E) est un espace projectif de

wension  (projective) n-1 .

A SR
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Soit V un sous-e8pace veetorlel de E , de dimension p <n ; soit V!

le complémentaire de O par rapport & V . La velat ion d'éguivalence

induite sur V! par A(E) plest autre que /A (V) ; comme V' cst une

<5

réunion de classes d’egu;Valeaﬂ mod. AL(E}, 1tensemble quot

i) par

it

B(V) w'V// A(Y) peut Btre identifis & 1'imegs de Vi dans P(E
3

‘application canonique de B' sur P(E) ; on dit gue ceite dernidre sst

5

une variéié linéaire projective de dimensicn p-1 de llespace projecti

e

P{El. Une vaxiéte ljnealrs projective de dimension O {resp. 1,2

=

- s8rse dita-goint' (resp. droite proijective, ggéy'@r@jéﬁﬁifg Qgpeg@lan
projectif) dans P(E) . Liensenble vide dans P(E) est une variéié
iinéaire projeeulve de dimension -1 . ‘ |
Toute intersection de variétés lindaives pfaj@@éiveﬂ est une variété
. -

ilindaire projective, comme il rém

Par aeflnitions la somme d'ux amille variétés linéaires vprojectives
(7,) est 1a plus petite variéié lindaire projective contenant la réunion
des V@ ; si V* est le scuaavaag@-V@@toriﬁi de E tel qus J(Vf) =T,
ila somme dag V_n'est autrs que P( i: [ sussi 1z désigne-t-on

i can - o It : ,n. 5 R W R D 2 s R
& particulier 3i¥e projective engendrde par une

lindéaire pfoje st 1 ﬂuﬁ*gxw gu
souc-gspace vectorisl de B sendré par le famille (xi)

x! désignant vwo point quelcongue de E dopnt 1'imesge cancnigus est x .

2 = T
Up gira gue 1la Pamille (x ) est une famille (projectivemsnt) libre si

aucun des X n'appartient & lg ?afiété linészire projective engendrée
par les x d'indice # 1 ; il revient au méme de dire gue les

sont les imazes canoniques dlums fapiile (x°
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o ?‘v, -

Les propositions relativés aux familles libres‘et 2UX 60US-68Daces
?ectoriéls d'un espace 'ﬁrectoriel ds dimension finie se traduisent en
les suivantes : - __ :
Proposition 1.- DQ@VV un espace projectif de dimemsion n , toute partie
libre & su plus ni4 éléments ; si une partie 1libre & p éléments, la

veriété lindalre projective gu'elle engendrs ost dse dimension p-1 .

Proposition 2.- Si une partie A d'un espace projectif P de dimension o

re projective V de dimension p , st si L gs®

ensendre une variété lindai

uno partie libre de nt+1 points de P , il existe une partic 1libre B de

¥

pti éléments de 4 sugencrant V , et une partis C de n-p &lénents do L

TS

teile gue B UC goit une partie libre de niil points de P . #n parbi-

culier, pour toute variété liméaire projective V de dimemsion p , il

existe une variété linéaire projective W de dimemsion n-p-1 qui ne

rencontre pas W (autrement dit, tells gue VHI = PJ.

FProposition 3.- Solent V,W deux variétés linéaires projectives de

dirnensions et . 85 VAW ect de dimension r , VW de dinengion
T AT R DT ARG IR ; sy DETARI ; s e e s oy

8 , 008

(1) » rts = ptq . .
Cordonndes homosénes et repéres projectifs. Soit P(E) l'sspace projectif

de dimension n associé & un cspace vectoriel E de dimemsion =nit ; solt

{el) (1<ignt1) une base de B . Soit x un point de P(E) ; si xf el x"
sont deux points de E dont 1'imege canonigue est x , il exisie un sce-
b %

laire A #0 tel que x" =Ax' ; por suite si x' = 2, %ei ot

n+t ; : : csd =
"= > f%! ,one §" = A §! pour 1<igntt . On dit que les
=1 511 3 i o

coordonnéss f; s §3s5000) §;~&-*§ d'un guelcongue des poinis X' de B
)

dont x est l'image canonigue, rorment un systome ds coordonnéss homogénet

£
(1]
2

var rapport & la base iegﬁ de § ; ies coordonnées homogones de X
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relotives & une base (a ) ne sont done définies qa’a un facteur scelaire
: 49 (& gauche) prés.
Toute variété ?ineaire prej@avévb de dimension p dens P(E) peut

wtze déPinie comme 1'ensemble des nmia#v dont les co@r&cnaa@s a@mogénes

zotisfont & n-p éauatlaa linéairss ﬂiéx*}x@ (1<i<n-p), ok les
‘Ei sont n-p Pormes linésirement uﬁdzbaﬁuﬁﬂﬁez {gysteme did @g@ﬁi@ﬁﬁ

de la variété).
Las variétés p%@gecﬁlvea engendrées par DL B des pointg ei - ima&es

ﬁagomlquee des e‘ s sont dites variétés coordonnées de dimension p-1

o

{pour la base (ei) ; pour qu'un point x a§§arti aue & une telle variét té,

il faut ot il suffit gue n-p de ses coordonnées homogdnes soient nulles.

Si 8y (1€ j<€g<n) sont g points de  P(B) forment un systéme libre,
et si (a, )34 < est un systome de coordoundes E)mU;éﬂae de as
{1< j £g) par rapport & la base {@é}ﬁ 1o matrice é;{mig} & n+1 lignes

et g colonnes sst appelée une matrice du evetéme 1ibre {a.) par vapport
2 : b :

- - ...., ; : 2 5 o X b 7 & =

& lg base (@é) ; chacune des colonnss de cette nmatrice n'est délinie

gu'a vp facteur prés & geuche. Pour gu

colonnes s0it maérisﬁ dtun By

{51, . 4o pyq O8% Un oystem 8nes dlun point
de P{E) par rapport a {e;} e de coordonnées
homooénes de x par rapport & (el MROuS-noUs un point e . le

P(E) formant un systéme libre avec n quelagnques des points e

¥ ; ~ § -
wpirement dit, n’ apnarteuaﬁt & aucune variété coordonnse ; si Hnous




£ - % > e s s e 3 Z
impcsensa 1a bass {sijq <ignt correspondant & (e; ), <ignt la

condition gu'un systéme de coordonnédss homosénes de @ soit ls suite

a+tZ

€10, 133»3; sont déterminés & un faocteur scalaire prée (& gau-

che), le méme pour chaque indice. 11 en résulis gue si x egt un point

guelcongue de E (% q2eros g } un systéme de coordonnées homogénss par

rapport & une base (e!) de E ayent pour imsge cancunigus (s.) et sstisfai-
A 4 o4 = <

ssnt & la condition précéiente, toul auirs syst3m5 de coordonnéss homo-

e “ 3 g o
) satisfaisant aux ménes

¥

zénes dc X par rapport & une autre base (&

3
7

S % g ‘_ s % ?; 4 £ e P i Fie
conditions, sera de la forme ggugggaggaﬁ%g&,.,migi §%¢ﬁ;, 0B A et K

sont deux sealaizres guelcongues =0 .
On dit gulune famills (ei) .

?
£
,iw
A
l;

o

nti guelcongues dlentre eux forment vn systéme librs, est un repere
projectif. Lorsque K est commutatif. on veit donc gue la d@mmée dfun
repdre projectif détermine, pour tout x& P(E), les

8V
aeea homogénes de X par rapport 4 uwne base do E ayant 0+l des poinis

£

le (e,) comme imege caﬁcniaue, et telle gue lo (nt2)-dme point du

i

repére alt un svsteme de coordo:r
Soit K, un surcorps du corps

ntl sur K, obtenu par extension
4 : —

{chap.111I,8% 2). Toute droite Ka

et deux droites distinctes dans
dans 31 ; 11 xiste donc une application sanonique biunivogue de l'ensem

ble des droites de E dans l'ensenmble dez droites de h@ : en dlautres

61‘

svmes, il existe une applicatiocn cancnigue biunivoqgue de P{E) dane

P{E?), au moyen de laquella on peut identifier 1'espace projectif P(B)

& une partiec de P(E,). Si (at 0<ic<n est une base de E par rapport
& K , c'est gussi une base de aﬁ gar rappert & B les points de P(E}
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s

- |
peuvent donc se géractériser‘commavles.poinﬁé de P(E,) ayadt un systé-
‘me dé'cqordonnées homogénes (par rapport & (ai)) fgfmé d’élémenﬁs-de K.
Toute vériété linéaire projective de dimension p dans ?(E}.engendre

danél P(E1) une variété lindaire prdjective de méme dimension, définie

par les méneg équationb par rapport & la-base,(agﬁ.

o

orma*‘cz.ons 7 roectlves. Groupes vro ‘, Soient B,F A d.aw{ es"oaees

vectoriels de dimension finie sur un coz rps K , P(E) ot P(F) les espaces

projectife respectifs qul leur correspondsnt. Soit u?,am igsomorphisme

de B dans ¥ ; ﬁomme‘&?(0)30' u! est vne spplication W&Lnivegv@ du com-

Dlémentaire B! de O dans E dans le cqm,lpmaﬁtairarﬁg de O dens ¥ :

en outrs, il est clair gue u'! (restreint 2

7 7 75
A(BY et /4

on déduit de u', par passage aux guctiisnts,

les relations d’équivalenee

Ef ) est compatible svsc

F) ; donc (Ens.H, ¢ 5,0%8),

une spplication biuvnivogue

1w de P(E) dans P(F) ; on dit guf une telle app ication est une transfor-
mation projective ou une projectivilté. Eile transforme toute variétd
linéaire projective dans P(a en une variété lindsire projective de
m@m@ dimension dens P(PF). 5i v'! ost de méwe un isomorpbisme de F
deng un espace vectorisi G sur K , et ﬁ la transformation projective
de P{F}réans P(G) gui la“ correspond, & 1'isomorphisme vilou! de B
jens G correspord la transformation grcjgétiv@ vou de P(E) dans P(G).
fn particulier, si n! avplicue & sur F et ei w' sst 1'isomorphisme
de ¥ sur B , xs@ip'éqa& de u’, la iransfcrmation projective w de
P(F sur P(E) qgui 1lui cor ; €8T réeiprogue de u
Aux &utomorggggmgg,u? de l'espace veeclorisl E corrsspondent les
ansformations projectives u de P(E) ﬁzé ini-méme ; elles forment
un groupe , qu'on appelle groupe projectif & nil variables sur K et
gu'on note E?E;nﬁ~(g) ; l'application ! — v est une représentation




- du groupe linéaire Q'ﬁzﬁﬁ(x) sur le groups prajectif\rg?igﬂﬁﬁ(K}, Les
automorphismes u' de E qui correspondent & 1l'application identique de
P(E) sont telles gulelles laissent invariant tout sd&s»espace vectoricl

_de E ; en premant dans E une bass guelcongue, on voit sussitbt que si

n» O, u' ost nécossairement vne nomotinétis c&nﬁ;&l@ x —>yx de E ,
ok y ¢ O sppartient au centre de X . Done : ,
Proposition 4.- S1 n > 0, leo groupe projectif PIL .4 (K () est Leemoggae

e e Lo & t’qﬁf iy e men N e A = A 3
ou cyoupse guotient i3 G L o (By/E ., (K) du groupe i;u/,ésai,jgg Cc 5 (K} par

ot ﬁ#@
5 1 S0 > fr N s et Y S g ) s 2 3 3
le sous-groupe distingué H L, LE) des homotheties ceniTaies Gan B .
i 8 ¢ < ST etfetl

Coroiinive. Le centre éu sroups projectif

1'élément neutre.

In effet, un élément v du centre de g.§%%#@€K} correspond & un suto-

mnorphisne u' de E tel gue u'v! = ol{v?!viut pour tout sutomorphisme v,

y 4

{ r . 2 n Snit =
of étant un élément du centire de K . oit (&1)1 <1 nH une bese

3

quelconque de E , et posons u'(s,)= v a8, S v a. . Pour tout indice

i & 1i 3»-
Co% ’ :
i;; 2 cons¢derons 1l'gutomorphisme vi tel gus v%(ai}: 5 pour J#i ,
e N : -
vi( 4 J=a;t8, , et &erivons gque a?(viiaﬂj}sv;(ag(aﬁ}); p dans le centre

a
de K ; il vient Y, =Yi€ pour tout J 2 , et oY =YatY45 si on

avait gf@ , on en txrar it v, 0 pour tout J > 2 , puis y,.=0, et

|

o (P 1{

finalement a*(a%):o, ce gui sst absurde ; il faut done p=1 , d'od |
?@%xﬁ ; on a donc u*(a )MV,a ; et comme a, est guelcernque dans E , »k
- i I

on en tire gue uf{x!) est 003;r gire 8 x' pour tout xﬁf@ dans B , c6 |

:

qui «Lsfaine gue u est la transformation identigue. ;

Soit (a?) <ignH une base quelcongue de B . Si u est une transfor

mation prcgective de P(g), vt un quelconcus des sutomorphigmes de E !

|

~ gui correspond & u , on dit que la matrice U de u', rapporté & la base




= 2

S

(e’} o8t une matrice de 1s transformstion pf@ jective v l@fsq ion

auporte cetie darnlere & la base (c!) de E . Diaprds la prop.4 toute
l 2

autre matrice de u (rapyortea & la méme bass ) est de la forme YU ,

ofi v et un &lément +£0 du centre

9 AR R T

{ba}‘? L£ignt2 =

ﬁm&@;ﬁ&ﬁlcn projective

. 51 K est cgmﬁutatlf,

cetie trgnsfarmatlﬂn eat unlguy

dféléments de E tslle

En e“fet ‘soit {a‘) e8], (bg}} une famille
que Vigggg de al (resp. b!) soit s, (resp. b,) pour 1gigni2 ; les
_ . 5 :
a st (nl) . oont des basses de E , ot on
(al ) i £i <ot ( itgicntl © = . |
ent toujours 1 S gt ot p1 . = > b 11 oxigte
52 4u@ Jours supposer que & - 2. a; et bn+g = P 1 exis |
slors un automorphisme u'! de B tel qus a’{&i}mbg pour 1g<igntt , et

n 6éduit de ces relat¢033 gquion a sneni uifal ) = b! , i domc la

srangformation projective u correspondant & u' ré ond bien & la

Q

question. Inveréemeétf si v est une transformation projective telle
guse viai)zbi pour 1<ignt2, ¥' un aptozorphisme de B correspon-
A&m@éV‘,wzmﬁtamﬁr@mw 1<i<ni2, wgw} , ce qui impli-
gue néeessairement que tous les AA; sont ésaux & un m
de K . On en dédvit que si K est commutatif, w=u , en vertu de la

Cae e
Prop4

Corollpire. 8i V, et V, sont deux veribtés linbaires projectives de

mfme dimension dans P(BE), il existe une trarsformation projective u

de P(E) telle gue u(V, ﬂv -

résulite en par%icaixer de oo @Ofel£an“9 gue le groupe ﬁ’i;ﬁ?f(x}
des bransformations projectives de P(E) est un groupe trangitif de

te aéfinit sur P(E)

e
T
o
s..
Bt
|

et ensemble, st




=915 = , .
vne structure d'espace homogsne (chap.l,@-?,noé). Hous pouvons mainte-

' nant éomplétef la définition &g espaces projectifs, en disant que 1l'ospace
proisctif P(E) sera par définition l'ensamble P(E}.muni d%la structure
d’asPace homogéne définie par le groups des transfgrmatiéns projectives
& By |
Soit V une variété linéaire’prcjective'qu@lconquavdsns P(E), de dimen-
sion p ;'les restrictiong & V des ﬁransformations du groume pfcjedtif '
:?3L (K) gui laissent invariante V forment un groupe lsomorphe au
graupe projectif “EVLp*q(K), et qui opdre transitivement dans V (chap.II,
g,zﬁﬁrep.3;ﬁ On peut donec comsidérer ¥ muni de lz giructure définje par
ce groups comme un espace projectif de dimension p , su sens gui vient
A4'8tre déPini. \ , ' \
' Soient maintenant E et F deux espaces ysctoriels sur K , de‘dimension

finie et soit u' vne spplication linédaire de E dans F, telle que

e =f&’(0) # iO} ; u! , restreinte au @oﬁpiémentaire W de V¥ deus B ,
-applique cet ensemble dens le complémentaire F' de O dans F , et est
compatible avec les relatioms A (E) et A (F) ; par passage aux gquo-
tients, on en déduit done unerapplieatian u du éemplémentaire W dans
P{E) de la variété lindaire projective V imag% de V! dang 1l'espace
projectif P(F) ; par sbus de langage on di% que u est une projectivité
impropre de P(E) dans P(F) ; 1l'image par u d'une variété linéaire pro-
jective U de P(E), ne rencontrant pas V , est une variété linéaire
projective de P(E), de méme dimension que u ;,si an contraire U contient
v , l'image par n du complémentaire de U per rappert & V est une variété
linéaire projective de P(F), de dimension 4im U-dim V-1 . L'image réci-

progue par u G'une variété lindaire projectivé T dans P(F) est le compié-

mentaire de V par raspport & une variéis linésirs projective eonténant Y
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- de dimension dim T + dim V1 . On dé6finit comme glus haut une magirice
de u par rapport & des bases dopnées de E et F :

: Un exemple important de transformstions projectives iﬁpropfes est
donné par les projections. .Soieﬁ* V ot W deux tariétés lipéairas prcé
jectives dans P(E), telles que VHW = P(E) et VAW =0, de dimen-
gions respeciives p et n-p-1 . Pour tcut point 1x§i? . v+{;{} est »
une va rié lindaire projective ﬁ@ dimension pt+i1, qui ranéo&tra done
i en un seul point u{x) ; on vérifie aussitbt gue " oot tronsfor-

- 1 2 r& a8 =
mation projective impropre, dite projection sur Wde [V , & partir

de V . Lorsque V est réduite 4 vn point a (p=0), on 4it gue u est une

projection centrale, de point de wue a , sur l'hyperplan projectif W .

Dualits projective. L'espesce vectorisl E , dusl de E , est un espace vecto-

-,

+1 égale & celle de E , L'espace

=

i@l & droite sur K , de dimensiocn

n
”j otif droit P(E®) associé & E%'Q de dimension n , est appelé

f"j

1'espace projectlf dual de P(E) ; comme inversement B est identifié |
éa dual de B , P(B) est identifié & l'espace projectif dusl de P(B }c

& un point u dse E(E*}‘corraspenﬁeﬁt dens ET

les multiples scalagires
& droite d'Une'méme forme linéaire u' sur & , gui s'ennulent donec

toutes dens le méme hyperplan H! de E ; a ce

by

ernier correspond un
hy plan projectif H de P(E). Inversement, toutes les formes

2 - : : ;
linéaires u' sur E pour lesguelles u'(0) est le méue hyperplan H' de °

E sont multiples scalaires & droite d'une mSme forme linéaire, donc

1}

il leur corrsspond dans P(E“) un méne point ; en d'sutres termes,
5 Mo
— , : e = = -
il y a correspondance biunivogue entre P(E ) et ll'enszemble des :
hyperplans projectifs de P(E) . Toute équation wu'(x')=0 de 1l'hyperplan

Hf de E est encors dite par déflrision une éguation fe l'hyperplan

prcjectif H correspondant ; clest doac unea relat;oa de la forme
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=z cf;‘c,:.n 0 entro los coordonnéss homogdnes % dfun point de d, of
e iR v 4

ies coefficients o ne sont pas tous auls ; réciproguenent toute eqaa«

5
ode

tian do cette forme définit up hyperplen projectif B et les o, ne‘saﬂ%,
P

aubres que les ceerﬁcmﬁée& homogénes du point de (R ) gui correspond &

-

2 = o T e e e s e |
0 (rels ativement & la base duale de celle par Tespporst & izguellis oOn

prend les @@@rdannées homogénes dfun point Ge P(E)) ; on dit encore gue
ce zont les coordonnées homoesnes de l'hypezplen ﬁraje@tif“ﬁ-a

s Ak

Plus généralement, scit V une variété linésire prolective de dimemnsion
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ans P(&)g et soit V! le s0 ae»e

3

p+4, gni dlul correspond. Liensemble ﬁ%s formes lindaires sur B gui

s¥snnulent dens V' est un scus- -65pace v@ﬁtgfi®1 ¥ de B it Athggaal

&

V! (chap.II,24), de dimension nii-(pt1) = n-p ; i1 lud correspond

= : o d
gans P(E®) une variété linéaire projective V de dimension n-p-1 , que

= 2z f- s f,? - .
nous sppellerons encore la variété 113@&1?8»@?0390%1?8 orthgonale & V .

} 11 vésulte de 1l!'étude de la duslité dans los espaces vectoriels, faits
: . ?

Z

ou chap.11,84, que V est, réciproguement, 1z variété linésire projective

= : ; - - ¥
orthoconale &4 V (quand on ide ntifie E avec le dusl de B ) ; sl W est
ho sutre variété lindaive projective dans P(E), 1a variété lincéaire

jgctive orthosonale & V{”@W est ¥+§; s Céﬁ»??@@fiéﬁée de liapplica-
tion biunivogus V_>V de 1'ensemble des variétés linéaires projectives
de P(®) sur llensemble des variétés linéaires projectives de P(B )
Qafmettent d'associer & toule relation vraie R entre variétés lindaires
projectives d'un espace projectif de dimension n sur un corps guelconque,

: une sutre relation vraie R', dite duals de la premigére, oblenue en

>

uyrl$quunt lg re;axion,ﬁ aux variétés linéaires projectives de P(L%j




R

et tradnisant cetie relation en une relztion entre les veriétés linéaires
projectives de P(E) qul leur sont respectivement orthogonsales. :

‘:Suppcsons maintenant que K scit un éorps commutati?. Aloré uvne trans-
formation projective u de P(E) en P(E%) est dite dualité (projective) ;
elle provient par passage aux quotien63‘d?ane dualité u' (définie 4 un
facteur scalaire prés) ds B sur Eiﬁ,-Si cn compose l'application V>V
de P(E¥) sur P(E) {gui fait correspondre & toute variété lindaire
projective de P(E%) la variété orthgggnale de P{(E)) et 1l'extension de u
& l’ensemble des.vériétésilinéaiyes projectives de P(E)a on obtient
une application v de cet ensemble sur lui-m8me, gui & une variété
iintaire de dimension p fsit correspondre une variété linéeire de dimen-
sion n=péi', de sorte qu'a la somme (resp. l'intersection) de deux
variétés lindaires corresponde lfintersection (resp. la somme) des
variétés linéalres correspondantes. .

On dit qu'un point yeP(E) est conjorué du point xe P(E) relative-
nent éﬁla dualité u , sj,pour deux points quelcongues x',y' de E corres-
pondent respectivement & x et y , y' est conjugué de x' (chap.VIII, §1)
relativement 4 la duslité u' ; il revient au méme de dire que y appartien
a 19hyperplan v(x) correspondant & x ; cet hyperplan est donc l'ensemble
des conjugués de x . Do méme, pour une variété lindaire gquelcongue V
de P(E) , v(V) n'est autre que 1'ecnsemble des peoints gui sont conjuguée
de tous les points de V . De facon générale, si W e v{V)

cout peint de Wg La variété linégaire

v{V) est appelée la variété totalement conjug

cst conjugué de tout point de W,

6s (ou simploment conjn-

[
Q

cuée) de V pour la dualité u . On sait gque la relation "x et y sont

Pt Rest

conjuguée” n'est gyméirique que lorsque la Torme bilinéaire <:xs,u'(y'{>>

est symétrigue ou antisymétrigue {chap.VIII, §1,prop.1).
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e Dfune fagon.générale,‘si #(x!,7?) est une forme bilinéaire symétrigue

dans Ex B (K &tant supposé de earsctéristigue #2), la “ala+ion:
(', x')~0 entraine f{)&zﬁ Ax')=0 quel que soit A€K ; 1’ensemble
des poznts x1¢ B tels que f{x‘gx*)=0 ss5t donc réunion de dr01tes

(1es droites isotropes de f), et par suite a,une image canonique Q

dans P(E) , qu'on appelle guadrigue (ou encore conigue si n=2)} ; la rela-
tion £(x!,x')=0 , ou toute relation pP(x',x')=0 (g€EK, p#0) est
appelée uns Sguation de Q . La guadrique Q sst réduite & l'ensemble

vide si 1tindice y de la Forme guedratique f£(x',x')=est 0 ; si v>0,

1z dimension maxima des variétés linéaires projectives contenues dans Q

=

est ézale & ¥ -1 (imagss des,scus»%sﬁaceg totalement isotropes pour
1a forme f). La guadrique Q est dite désgénér i le rang de f est :
< ntl . L‘interseeiion d'une guadrigue et d'une variété linéaire

-

erniére variéié.

e

projectite est une ggadriqué dans ceite
Toute duslité u telle que ls forme bilinédaire <<:z’,u’(y’):> soit
symétrigue et d'indice 3 >0 ocorrespond 4 unc guadrigue non vide et
non deﬁensrée dnus P(E) : Q est liensembie des points qui sont conteQ
' nus dans leur hyperplan conjugué. On dit encore gue deux varié%és :
| conjuguées dans P(E) (pour la éualité u) sont conjusubes par rapport
& Q, et que deux variétés totalement conjuguées sont Qslaires ityne de

1'autrs par repport & Q : l‘hyperp&an polaire d'un point x de Q est
appelé hyperplan tansent 8 Q au point x ; toute variété linéaire projec-

tive contenant un point x de Q et contenue daﬁs 1'hyperplan tangent

en x est dite tancente & Q en ce point ; sa variétsé polaire est

tangente & Q au méme point.




£(z',2')=0 de Q , il vient, puisque I(x',

g

lLes droites tangentes & Q peuvent encore &ire caractérisées comme

les droites rencontrant @ en un sgul peint ou contenues dans Q ; en

effet, si x est un point de Q , tout point d'une droite passant par X
et y#x est 1'image canonigue dfun point z! = x' tpy! , avec les

notations habituelles ; en écrivant gue z’' satisfait & 1téquation

A
3

:"j=0 par hypothdse,

2 Aps(x',y' )t p2e(y',7')=0 ; pour gue fL=0 soit la seule solution de
cette éguation ou gue l'égustion soit ;d@aﬁiq&aﬁ@nt nulle, il faut et
il suffit que £{(x',y')=0, ce qui démontre notre assertion.

Remargue.- Si l'indice Y de £ est 0, 11 existe un surcorps guadra-

tiguse K1 de K tel gque, dans liespace Eq chtenu par extension & Ké
du corps des scalaires, la forme £ prolongée ait un indice ¥, >0
(ef.chap.V1I1). L'espace projectif P(E) peut &tre comsidéré coumme
plongé dans l'espace projectif P(Eq},Aet dans ce dernier, la
guadrique Q1 correspondant & £ n'est pas vide ; il esﬁ clair alors
que l'hyperplan conjuzué dun point quelcongue de P(E) est la tréce
sur P(E) de l'hyperplan polaire de ce point par rapport & Q1 -

Lorsque la dualité u est telle que la forme £ x',ul(y')> soit

alternée (ce gui suppose la dimension n de P(E) impaire) , tout point

de P(BE) est son propre conjugué, oun, ce gyi revient au méme, est contenu
dans l'hyperplan conjugué. On dit gue les droites de P(E) images cano-

niques des sous-espaces totaslement isolropes de dimension 2 dans E

_ forment un @omplexe linéaire T’ ; l'hyperplan conjugpé d'un point

erP(E) est évidemment la réunion des droites du complexe B gui

contiennent x . On dit encore que deux varidiés 1inéaires totalenment

conjuguées dans P(E) (pour la duslité u) sont polaires l'une de

by 27

1tautre par rapport au complexe | .
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gni-projectivité ; semi-dualités. Solent K, ,K, deux corps isomorphss,

s.un iscmorphisme deiK1 sur Ken, E, {resp. Eg)lun espace vectoriel de
dimension nti sur K, {resp ,Kg}, i u'! est un @i-igomorphisme de E1
sur B; , relatif 3 1ligomorphisme ¢ , il est clair gue u' (restreint a
B?) est encore compatible aveo les ra?abiaas d'équiva slence £;(Eq) et

ﬁk(E ), ot on en déduit donec, par passage sux guotients, une applicstiod

ﬁiunivoqaeku de P(#,) sur P(E,) ; on dit gue u est une gemi-projectivité

de P(E ) sur P(Eg}‘relative a4 l'igomorphisme o ; il est clair gue
1lapplication rec*praau@ de v est une semi-projectivité relative a

1lfisomorphisma a1 réeiprogue de o . ﬁa'méméﬁ gi K? est un troisidme
corps isémorpﬁe a kK, , Jg un espace vectoriel de dimension nii sur Kg -
v une seni-projocctivité de B(Eﬁi sur Pgﬁg}g relative & 1l!isomorphisme 7
de K sur Kz , Veu ost uns semlcprc ctivité de P{Eﬁ} sur P{Ej) relati-
Ve & l’lsomorphlsme " Zoo _

Une semi=projecti#ité de P(EQE sur P(Ez} transforme un systéme libre
en systéme libre, et an Tepdre projécﬁif en ropére projectif ; si
(a.)1 <3 <nis est un repdre projectif dams PxE ) L § ) un systéme de
coordonnéss projectives d’un point xéiPQJ,) par rapport & ce repére,

{ §0§ sera un systéme de coordonnées projectives de u(x) p&r rapport su
renére praaectif formé des ula; ).

Une semloprogectivite transforme évidemment toute variété lindaire
projective de P(Eg) en une variété lindaire projective de P(Ez) de
méme dimension ; invérsaments on peut démontrer (@sirvgppeadice) gue

pour n > 2 toute application bivnivoque de P(E,) sur P(EQ) ayant

3

2 e

cotte propriété est une semi-projectivii

a‘ Sy
o
O

; d'ofd le vwom de collinéations

=

g ¥

L9
V

3]

b

gu'on donne sussi sux seni-projiec
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Supyosocns en particulier qﬁe'l’og@@sé K° de K soit un corps isomorphe

& K (ce qui o é&videmuwent toujours liou pour K commutatif). Alors, comme
_le dual P(B ) de P(E) psut étrs considéré comme espace projectif gauche
sur le corps K% , 11 existe des semi-projectivités de P(E) sur P(E%ﬁ 5

une telle projectivité, relative & un isomorphisme o de K sur K° , est
v’
.f

B

dite gemi-dualité de F(E) sur P(E') ; lorsque K est commtatif, une

duglité n'est donc autre quiune s@mi«daalité relgtive & 1’iﬁomarphisme
identique de K sur K =K =

Pour toute semi-projectivitd u de ?{E ) sur P(Eg} relative & 1'isomor-
hi%ﬂe o, s1 ¥! et u' sont deux dﬁwasamar smes de E, sur B, corres-

-4

pondant & u , v! 'ou' est un automorphisme de E, gui laisse invariants

tout sous-espece vectoriel de E donc est une homothétie centrale ;

/i b
autrement dit, on a v?#u?y = y%u! , ol y sppartient au centre de K+ e
On en déduit gue les contracrédients 7! et H ; gl sont des di-isomor-
phisnes de Ef.sar 2;'~relati?@s o méme isomorphisme o Que u , sont
telles que ¥'=tiy~1 =(y° 1}6 u' ; ils dopment donc naissance & la méme
semi-projectivité de P(E ) sur Pgu ) relative & l?isomorpnisme c ; on
dira gue cette semioprojectlvxté est 1la ggg;ragrédienta de u et on la
notera encore % ; i1 est clair que la contracrédiente de u est de
nouvesu u . En particulier; si u est une semi-dualité de P(E) sur P(E )
relative & l'isomorphisme ¢ de K sur X° , la contragrédiente u est
une senmi-dualité de P(Eﬁﬁ sur P(E), relative au mfme isomorphisme
{considéré comme isomcrphisme de X sur K) . |

Désignons par E_un ensemble gomme (Ens.R, %4,@95} de P(B) et de

dor.

on dual P(E”) ; pour touts semi-projectivit’ v de P(E) sur lui-méms,

s s v e S 2 . =
relative 4 un automorphisms ¢ ée K , 1 est une semi-projectivité de

P(E%) sur lui-mdne relative & o ; on aéfinit domec une application
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a{x}ﬁ@{u*(xi)) ; quels que soient donc xI (1<igr) dans B {xiﬁﬁ} et
guel gue soit l'sutomorpuisme n! de E , on éoiﬁ avoir |

(2)  fle(u'(x1)),...,0(u'(x1))) = £lolx!],. .. ,0(xl))

sutrement dit, la Tonetion g=fop est un &;variggt gbsolu des r vecteurs
’xg pour le groupe lindairs c L ﬁ+4€K} ; i1 ost cleir en outre gulon a.

z

nous nous proposgouns de rechercher ies applications ¥ ds {P(E))r_ﬁans K,
telles que, pour toute Drojectivité u de P(E) sur lui-méme, on ait

ia@nulguemsnt

iéﬁ : f(u(xl,,u(x )*'”°?“€X Dt

dans (P(E))E ; une telle fonction sers dite un inyariant projectif des

,@,gz )

v points pbnériguss EypEppeeoeos de P(E).

Désicnons par o l'application cancnique Ge 1'espace vectorisl B

de O) sur P(E et coit u'! un asutomorphisme de B correspondant & la
5 & :

jectivité u de P(E) ; pour tout =x'€E tel que x=9(x'), on a

-r\
s
ond
]
(%)

2 @

w}

1tiguement

(;}; (-/3‘1 ‘?g }Lh 2;**»;:%» X“;w

F 5
P «.20‘(; -

&

/
sont #0 et arbitraires dans X . Réclprogusment, supposons
gulua invarisnt absolu g de T vecteurs x! pour le groupe 1 - (E)

SPes S e o i s oxgian b Vo Sras
saotigfasse & 1'identité (5 ; on peut alors écrire

Hele
s
¥
)

o
ok

miter av cas of K est un corps gommutatbll

e
tigus O (donc infini), et oh l'invariant g associé & f est de tyve

P o] : : 'é L2 SRl T 5% 3 - s o Lo g e A oy 3 . -
rationnal (c'est-a-dire fonctionrn ratiornellis des coumposantes ues T
U e S 18

~

s

-yecteurs x! ,’cf.chap.VII,‘§9; ;..0n roier gue nous étendons ainsi
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un peu la deflnltion primitive d’un invariant projectif pulsque g n'est

D=8 définic en général pour toutes les valeurs des x{ (ni par suite £
pour toutes les valeurs des xi). On peut alors‘supposei que g est mis
scus la forme p/q S oh ? et g sont des p@iynomes (par Tapport aux compo-
sentes des x') iﬁvariants relatifg &gg'r vecteurs x! pour le groupe

{;éqﬁ%é(ﬁ) {cf.chap.VII, $9,prop.1). La condition (3) montre en outre

{comme K est infini) que p et g doiwvent &tre homop éﬂas ot de méme degré

par rapport augmggm;gﬁgn}§§ugﬁmphaggp_@eﬁ r vectours x! §éparrme¢t

Diapres ?a DPTOP. 5, 11 est immasdis ¥ oue tcutl lovariant projectii
5%2 points, associé & un inveriant g de type ratiomnel, est constant,
uisgu'il prend par hypothése la méme veleur pour dsux repsirss projectifs

quelcongues (principe de polonmgement des identités slgdbrigues). Hous

points, cﬁestsa dire ceux pour lesauels p et g ont le plue petit poids

possible ; ce poids est nécessairement > 2 car un invarisnt relstif ds

poids 1 homogéne par rapport & chacun des x! est nécessairement
{chap.VIL, 29,prop 2) un invariant multilinésire de lz forme

Exf xEoa.x! j , ot le quotient de deux Tels irnvariants ne peut satis-
1 12 *@?@ _
feire & (3) gue si clest une constante.

Un invariant (polynbme) de poids 2 provient nécessairement d'une

gsomme d'invariants multilinéaires irréductibles de poids 2 , donec de la
forme
i:xj x!' . x! l ixt =%
2132 lgmid L “ae2
dana lesquels on a identifié certaine des & n'avoir plus
; gue =nt5 arguments ; si aux ;% solt
e plus petit poseible, > ¥acLeurs,

(R
fedy
j
o
faesd
©
{3
5
|
2
2

¢e gui donne des invariants irréducstib
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7) (2,%,¥,%) = (x,2,%,7) 1-(x,2,7,t)
par combinaison de ces identités, on tire enlin
. ¢ e i e > &%v” A TN 5,-"'- &
(7,2,%,t)=1f(y,x,2,t)=1/{1-(x,7y,2,t) )=(5,2,7,5)/((x,2,7,¢ t)=1)
(z,6,5,2)=1=-(x,%,2.7)= °{fj{:"szy'€'f3}giixzsff:u5}/((}‘;:”53‘"5‘ t)=1)
ce gui montre gu'une transposition guelcongue des gualre letires
z.v.2.t dans le repport anharmonigue r=(x,2 Vu) ne peut trspsformer T
& 255 ' 2 9

qu'en llune dez valeurs @jr - dexr o r}{rmé} ; on en conclut aisément
gue leg 24 permutations du groupnse syméirigue Q§4 sur les quatrs lstiresy

X,7:.%,% ne peuvent transformer ¥ gu'en les Lrols valeurs précedentes

- PO o, 2 A . % o, A s b > = & % 32 L3
Soit maintenant D une droite projective dans ur espace Drojoctil
B Figs 2dkati® K - 43 aviate e s 3 Y%
| PIE) sur nn corps commutatif K : 11 exisie donc une trancformation pro-

Jective un de D sur la droiie projeetive ?{K“) el %, xzjiagxf sont

gquatre points guelcongues de D , on appslle rappert snharmonique de ces

gquatre points (dans cet ordrs), @t on note encors {xﬁgx?,x X ) le

rapport snharmeonigue a&&x P JR»A youlx, J,ulx,)) ; cetis définiticn ne
2 e

e

dépend pag de la t?aaaformat“wu projective u considérés, car si Vv en

=1 est une transformation projective de la droite

<.

est une autre, vu

P{X"), qui laissge donc invariant tout rapport anharmon

ﬂ
i
£
&
(2]
@
o
ct
D
fods
B
4
E..
0

nition montre sussitht que, si w est une trensformation projective de
P(E) sur un espace projectif P(F), le rapport anharmonigue

sur la droite projec-|

quatre poi
guatze points uﬁ, 5%z

J
correspond cancniguenmernt aguatre hvverplane nroisetifs .Hq,ﬁpyﬁg?ﬁ4

u_,u, sur une m8me Groite pro
“=
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contenant la variété projective V de dimension n-2 qui correspond

canoniquemént 4 D' ; par définition, le rapport anharmonigue
(H{,Hz,ﬁ ,H,) de ces quatre hyperplans {daas cet ordre) est le rapport
anharmonique (uﬂ,uz,ua,q4).

3

Proposition 6.- Pour toute droite projective D dans P(E), ne rencontrant

pas V , le rapport anharmonigue (X@5229X39X4} 6es points X, o4 D 7zrem-

contre les hpgperplans H, (1<1i<4) est 6pal & (H ,H

23
En effet, prenons dans E une base {e.) dont les n-1 premiers vecteurs

Torment une base du sous-espace dont V est l'image canonigue les deux
derniers une base du sous-espace dont D est l'image canonigue ; sUppo-

sons que X; soit l'imgge du point ose +0. 1®nig 5 H. & donc pour égua-

2

tion B a §n+1 = 0, sutrement dit ses n-1 premidres coordonnées
homo~enes sont nulles, lee deux derniéres Stant %‘ et -a, . out
revient alors & voir gue le repport anhaxmanique es guatre palﬂts de
P(k°) dont les coordonnées homogénes sont (a,,B,) est égal & celul

des quatre points dont les coordonnées homogdbnes sont {Qi;a,}? ce qui

est imdédiat, puisgue ltapplication { E ) =g, } est une appfic"a
tion linéaire biunivoque de ¥ sur lui-mbme.

dlexprimer 1l'invariant projectif (5)
tel rapport : en effet, si on désigne per B, (1$i<4) 1'hypsrplan
projectif passant par les n-1 pointe x,,%,,...,%x . 6t par

on vérifie sans peine que l'expression (5) est égale au rapport anhar-
monigue (H;,H,,H ,H4) de ces hyperplans : il suffit de prendre comme

base dens E les nti vecteurs =x! {(1<ign+i) ; =i on pose

1 > Ea
S Ln - %
XL = +ax'+6xi x! =otyxit+ox?! . o8 v et 2z sont combinzisons
i Y nt1 ? i3 n B+ ? g

linéaires des x! d'indlce < n-1 , l'expression (5} eat égale &




= = 929 - = .
a (ad -py)/(-BY), ot les deux derniéres coordonnées homogines de

Hﬂ,Hz,H B, sont respectivement (0,1),(1,0),(B,-a) et (9 ,-v).
Bemargueé.- 1) La définition des’rappszts anharmonigues et ieurs
propriétésrprécédentes sont &videmment valsblss pour tout corps
commutatif K (de carsctéristique gquelcongus).

23} Le ealcul précédent montre gue psT rapport & un repére projec-
tif.donné, les rapports des coordonnéss homogénes dtun point &
1'une dlelles (supposée #0) pouvent s'exprimer comme rappof@g
anharmoniguss de quatre hypsrplans contenant teus les guatrs n-1
des points du repére, et nassant respectivement par les 3% points
restants du repére el par le pcint donne.

Etant donnés quatre poimis X, ,X,,X%., sur uane droite D , tels gue

¢

Ky 1Ko %y soient distinets, on dit que X, €3l coniuzud harmonique de x,
el : 7z
par rapport & x, et ., i on & {zqu’sxéiﬁz}zm% ; 11 résulte des rela-
+ions entre les différents rapporis anharnonigues de 4 points que %,
cgt ausel conjusué harmonigue de x} par rgppcrt 8 xs et Xy s x§ conjugué
harmonique de X, par rapport & x, et x, {oux, et x, ) ; on outre, si K

: : e : o :
n'ost pas de caractéristique 2 , on & x,#%, et x o5l conjucné har-

g Z i s b

monique de X ar rapport 8 x et X
2 : 3 ;

e
Fropogition 7.- Soit K un corps commuitatif de carschérigtigue #2 ,

P(%) un espace prcjectif de diwension n gur K , G une guadrigue non

far
g

vide et non désénérée dans P(E). 8i x,y sont deux points gcop jugués

par rapport & Q , non contepus dens O et tels que 1a droite joignant X

et v rencontre Q en deux points 2z,t ; z et © sont conjugués harmonigues

pez rapport &4 x ot ¥ .

En effet, soit f£(z',z')=0 une équation de § ; aveC les notations
S . S : S
habituelles, on peut écrire z'=Ax'tuy’ , t'=A'X = iy
: i e 3 5 & &
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Un cas particulier importent est la grassmannienne G 1(K), gui est
ung gusdrigve danar Pﬁ(K)’ cer la condition pour ;u;an)%ivectear.z
dans K soit décomposable (efest-a-dire de rang 2 (chap.VI1)) est que
z /4 20 , éguation qui s'éerit en coszdonnées grassmanniennes ‘

& = ‘
501 §23° gc;z 513 + 503 £,=0

On notera que la forme quadratique z A z est d'indice 3 .

O

Excreices.- 1) Soit XK un corps fini & ¢ éléments, B un espace

vectoriel de dimension r sur X .

a) Montrer que liemsenble des et m colonnes

sur ¥ gqui soat de rapng m est un

o= "é‘ T

(a®-1)(g"%-q)... (%% 1)

éléments (évaluer le nombre de wvecisurs de E gui forment avee »

vecteurs donnés un systeme libre de t+1 vecteurs).

b) Déduire de a) que 1° P (X)) a un nonbre d'sléments

éoal &

-

nt
(

¢) Déduire de a) gue ij {}) 2 on nombrs

dféléments égal &

’ D D=2, n-1
qn-ﬁ)(qﬂc-q)uf(cz -5 ) =

2) sontrer que, si XK est un corps fini

8 g éléments, le nombre de pointe d'une

dane P(E) (E espace vectoriel de din




- : Sk =
3) idontrer gulun complexe linéaire dans Pn(K) (K commutatif) est

sdentique & l'intersection de la grassmannienne G 1(K) et dfun
= ¢
hypsrplan dens 1l'espace Dh ﬁxﬂ)

4) Soient X un corps commutatif, p,q,n trois naabr@s o@ls gue
n+1t
o+

projective V de dimension g dans P (), moptrer gu'il existe une
U

' n-ay . |
0£q<p<gn ; onmpose h=(_ ) , k=(" -) . Pour touie va riété linbaire

nfgject;vité de P, f&? sur une variété linéeire ym@ﬂecuivm contenue

l{’u
dans Pb“@(K}g tells
G g4 (K} par
n=a=4 p=qg-1 - =
la grassemannienne
vives de dimeneica P
eonticnt des vari* ie

Pransformer ces propositions

= & o ‘ o A "y
plans tancents & U

3(”“’\
5 G Al

a3 A nfny At var one dles points d6 0 cont :
au dual dée PLY - j, ROBTIsY QHs 188 POLULL UB o a0nT Al J.JL’&‘;{S 9%
3 - (e
tangents & Q@ .

22 N e, s F e B e 0 A ey L N e S S VAT U i o
7) Dansg un plsn Projectil {(sur un corps commtatif K}, solent

£
les points diintersecition des éroites ab et cd , ac et bd , ad eb be;
i h

soit h le point d'intersection de of el bec ; monirer gue g e

sont ccnwucues harmonigues psr repport & b et ¢ {“"théoréme du




A 4

guatre points distincts sur C ; =i x =¢

= 5=
8) Dens un plen projectif P(E) sur un corps commutatif X de caractb-

7

rigtigue 72 ;, 80it C une conique non degéﬁazée, 2 et b deux points
distincts de C . A tounte droite D passant par a , on Fait correspondre
la droite D! gui joint b et le second p@int'dgiﬁteraéctioa x de D ot

C i xra ot gfb , la droite ab =i x=2 (cas o4 D est tangente 8 C),

la tangente & C en b si x=b. Montrer gue lfapplication I —>D! est

2 2 i ";:é %y
une'projectivité de la variété linéairs projective (dane P(E }) des

droites passent par 8 , sur lz veriété linéaire projective fes droites.

Ttendre la proposition et sa réelpro

deux droites distinctes (K étaﬁt’ﬁetﬁg f@is un ¢oIpe commuitalbi
guclcongue), a ot b deux points situge tous
%raﬁaformer cette proposltlen par dualité.

9) Dans un plan projectif P(E} sur un corps guelcongue K (commutatif
ou non), soient D,D! deux droites distincies, 2,D deux points de D

distincts de l'intersection de D et D?. A toute droite V paﬁsep* par &,

on fait correspondre la aroite V' qui joint b et le point i~i3t@rsef=

S
)
H
3
N

+ion de V et D'. lontrer que 1l'application V U1 ast upe projectivi-

té do la variété lindaire des droites pessant par s sor la variéts
linédairs des drultes passant par b, de sorte gue ls transformée de

&b par cette projectivité soit iden
progue est vraie si K est commutatif mais non dens le cas contraire.
Trensformer par dualité.

10) Dans les mémes hypothéses gue dans

~

73 : e

ds C , montrer que le rapport anharmoni




=

(n

;0% : /
est egal & celui des droites .ys, Fb, y@, yd (en convenant gue si par
exemple x est confondn avec a, xe doit étrs remplacé psr la tangente
84 C en a); Le rapport'énharmoniqﬁe,ainsi défini est dit rapport
anharmonigue deslqua%re points a,b,e,6 sur C , TransTormer par
dualité ; montrer que ie *apgazt;unhafwﬂwﬁgwé de 4 points distincts
de C est égal au rapport anharmonigue de leurs tangentiss (considérer
la polarité par rapport 4 C) .

14) Dans les m8mes hypothdses que dans i'exerc.8, solent 8,b,a',b’

TR L = > = &3 2 e ) ~ 8.4 % s : a
gustre points de C tels que &#b , a'zb’ . Soit ¢' un

oint de © distinet de s 6t b

16)]

g
a' et bt msntrer gue leg poin
be ot ble! , ab' ot ba! , sont

varier ¢ sur C et utiliser

orsgue par ®xeuple z et ¢

1
placée par la tanpgente 8 C au p

12) Soit P(E) un plan projectif
ayant au moins 3 élémenis ; soi

P(E), a,c',b trois points de D

x>
\ conmatatif



m——

954~
de ab et a'b!, bc et blc!, ca et c¢'a’' , sont en ligne droite
("théorame de Desargues® ; considérer P(E) comme contenu dans

Z.

un espace projectif & 3 dimensions, et les paiaté g,a,b,c,a’ ,bf ,of
comme projections sur P(E) de poinis de cet espace). Montrer qus
par transformation par dusaiité, on obtiont la ré oipraque dn
théordms.

14) Soit P(E) un espace projectif & 3 dimensiocns sur un corps
commutatif K, D,D! deux droites sans point comsun dans P(E) ,

a,b,ct trois points distincis sur D , a’,bf . c +trois points

distinets sur D' . Pour tout point x de P{E), non situé sur ume

des 6 droites ac, a'c', be, ble!, sb', ba', monirer que les

tivement sur g

L

trois droites passant par z et =

&

3

ot afe? , be ot Dic?, ab?! et ba’, sont dens un méme plan

s

(utiliser i'exerc.412 gquand K & su moins 3 é&idmernts). Transformer
par dusalité.

15) Soit X un corps commutatif de carsctéristigue =2 . Pour gus
1

deux au moins des rapporis anharmonigues de 4 éléments distinet

distinetes

<~
&

de K soient égaux, il faut e

| de ces rapports soient -1, % et 2 , cu soient les racines de

1¥8guation X2-X+1=0 (ce socond cas étant sussi possible lorsgue

K est de caractéristigue 2.

> 2 GCAamatria offina
s GEOMEeLTrie 8108,
]

e affine. Soit P(E) un espace srojectif

{projective) n SUT un corps K (commutatif ou non)}, et soit H

~ - TS - S

un gggegglan projectif dans P(E} ; on dif cue lo sous-grou

N
(&)
(4]

i
3
&7
P
(951
5]
o
0%
]

)
Lo
3
(D]

< £ RS R e D e T e g gy o g o e £
DI sctif E L (K) formé des trensforzetions Y0 Seavaien gul




abréger que H =

- 938 -
laissent inverient 1'hyperplan H _,

correcpondant & l'hyperplan H _, . Il est clair

deux groupes affincs correspondant & deux hyp

conjusués puisqu'il existe toujoura nne

transformant un hyperplan en un autre. ﬁcms

suit qufon a fixé lthyperplaen B
groupe affine correspondant.

Toute transformation de

menteire F de Hép
ment dans F
a,i{‘i <i én‘) n points de H
les ntt points x,a%,...,an

iibre, domc 11 existe une transforx

mat
et ulx)=y et u(ai)zai pour 1<ig<n

(et méme tous les points de H oo J; donc appartient & i% Q?}

part, la seule transformetion du groupe
chague point de F est la transformation
formation lsisse inveriant toute draite
par auite son point d'intersection avec

inverisnts tous les points de H , , et

P(E). Le groupe

o8

muni de cette géometrie, est appelé esvage affine & v dimensions ;

; est le groupe affine & n variables

, et désignorons par A (Y) le

f&n(K) laisse zussi inverisnt le complé-
dans P(E) ; montrons que A
En effet, si x et y sont deux
formant vn sys

(resp. ygaﬁ,;,.ga,} forment un systéinme

ion projective u telle que ulx)=y

f&n(K) définit done sur ¥ une gécméirie subordonnée

., la géométrie projective, qu'on sppelle géoméirie affine

Z
gue dans }?z§n+1(K) .

erplens distinecte sont

transformaticn projective

supposerons dans ce qui

o(E) opére transitive-

points distincts de F , et

teme (projectivement) libre,

n

; 8 leisse invariant H
Diautre
ﬁnvﬁs oui laisse invariant
iieazlqueg car une telle trans-
non contenue dang H - , et

H = ; elle laiesse donc

tous les points de

a0

HIO

ot

es transformations du groupe fi ()

sont appelées transformations affzﬁes ou affinités.

est l'hyperpian a 1liipnfini.

{considéré comme opérant sur F)

Nous dirons pour




st de c; , et il est clair que les n+

affinc. La gomme diuze Pamille de veriétés lin

- ‘;;:;i, 2
Poute variété lindaire projective de P(E) contenue dans #H _, est
dite "3 1'infini®. Si une variété lindaire progective V, de dimension p

dans P(E) a une trace V non vide sur P {cfest-2-dire n'est pas & 1'infi-

RS

; linéair re affine de

I

ni), nous dirons que cetie trace est une variét
dimension p de lfespace affine ¥ .

Ramarquons maintenant que dans F il existe toujours des systemes
=

{pro ectivement) 1ibres de nti points : en offel, soit a_ un point de F,

(1 <1 ¢n) un systéme librs de n poinits de H ; sur chacune des droi-
& : 3

o
©

s joignant a, et l'un des ¢; , il sxisgie un polat a ii distinct de &

& la gunestion.

On déduit de cettle remarq&e gue dans V i1 existe un systéme libre de

«5

p+1 points, qui, dans P(E), engendre donc ¥V ; autremsnt dit, pour toute
variété linéaire affine V d@ dimensgion p dans F , il oxiste une variéts
lintaire projective V et une une ssuis de dimension p dont la trace sur F

goit égale 8 V ; V, est la variétd lindasire prgj@@ti?%'eggandrée per YV ;

puisgue Vé est réunion de V et de la wvaris

B

éairé projec-

&
de dimension p-1, on dira aussi que V_ eat la variété

5

7

in
tive obtenue en complétant V par adjonction de sa Pvariéié a 1'infini
y ha | |
”oute 1ntersection de variétés lindsirves affines est évidemment la
trace eur F de 1'intersection des variétés linéaires projectives qu'elles
ensendrent ; elle est donc vide ou identlgue & une veriété linéaire

=g affines (V;) est

- définition la plus petite varisié linésirve sffine c@noenant la réunior

les Vi ; S0it V;. la variété linésire projective engeundrée par V.




-

il résulte aussit8t de ce qui précéds que 1z somme des V, n'est autre 3

que la traco sur F de EE: ¥ ; on 1a note encorse 2 Vv
.

Prenons dans E une base (a )0<fi  telle que les n veecteurs ai
dtindice - :124 formént une base de 1lhyperplan H', de E domt

Hm est 1lfimsge canonique. Alors les variéiés projectives de

dimension p < n-1 contenues dans H corresponcdent aux &léments
= e ﬁ.

de l'ensemble Pn’p(K) qui sont des classes de matrices & piti

colonnes et nt1 lignes dont lsa ligro d'indice O est nulle ; lorsque

K est commutatif. on peut encore dire gue ce gont les variéités
telles que O€H sont

nulles. On peut done identifier les variétés linéaires affines
aux éléments de ? (K) qu"gsﬂ* les classes des matrices dont
lz ligne d'indice O n’est pas nulle, ou @;corag lorsque K est commu-
tatif, anx variétés linéaires projectives dont su moins une coordon-
née grassmannienne ‘§H, telle gue O EH , n'est pas nulle.
‘Les seules variétés linésires affines gui soient identiques & la variété
lindaire projective gu'elles engendrant sont les points de F . Pour gu'un
senble de points de F soit (affinement) libre, cl'est-a-dire gqu'aucun

s

-d?eux n’appartienne & la variété lindaire affine engendrée par les
autres, il Paut et il suffit qu'il soit projectivement libre. Les prop.1
ot 2 du 1 somt alors encore Vraics qusnd on ¥ rgm@laeé partout
“projectif® par "affine® . |

Soient V et W deux veriétés lincaires affines de dimensions p,g , et

soient T ot W les variétés linéaires projectives qu'elles engendrent ;
. V4+W engendre V+W qui a donc méme dimension g , et on a s=piq-r ,

o r ost la dimersion de VN W . 8i V¥ n'est pas 4 1'infini, elle &

pour trace sur F llinterssction V/1VW , donec VAW est de dimension r ,




.- . |
On dit gue deux variétés lindaires affines V,W sont paralléles si

la variété & 1'infini de 1'une est contenus dans celle de l'autre.
Lorsqu'il en est ainsi, et que par exemple la variété WA H,, est
contenue dans VA H_, , ou bien W est aaﬁténae dans V ou bien

TNW=FNH_ . Eneffet, la dimension de (VA E_INWNE

est par hypothdse q-1 ; si YNT n'6tait pas , 19infini, elle serait
ds dimension q , égale & cells de W , ce qui entrefne W T ot par

suite W V. Sionn'apas WV, ona éim(VHW) = dim VH1 , car

el xeW , W ost engendrbe par x et . WNH__ , dlot WH = Vix .
On noters gue deux varidités lipéaires affines non paralléles

V,W , peuvent &tre telles que V /i ¥ ne soit pas vide et soit &
1%infini : par exemple, si P(E) est de dimension 4 , il suffit de
considérer dans P(E)} deux droites D,D! nop dans un méme plan
et non & 1'infini, et de prendre pour ¥ et ¥ les plané angencrés
respectivement par un m8me point & 1%infiri a (non gitué pur D
ni éur D!) et par D et D! .
Scit V une variété linéaire affén@ Qh%&?@ﬂQ&e dens F , de dimamaian D
: dea Guapatovmaling dor Povpe A, (K] vl Diniok infoniouls ¥
les restrictions & V'forment un groups &nggrphq su groupe affine }Q {K)
st gui opére transitivement danms V {ehapollgéza'grop,j) : on peut dgng

cousidérer V , muni de la structurs éefi nie par ©g groupe, conme un

espace affine de dimension p .

Homothétiss et translations. HNous allaﬂg étaéierg dang le grcupe affine

A ,(K), le sous-groupe (évidemment distincud) - J, des affinités qui
laisgent invariant tout point de 1'hyperplan & l'*nfini {(cu, ce qui

revient au méme, qui travsforment toute variété lirdzire c€finc eon une

variéue parallidle). Nous sommes ramenés & chercher, dans le groupe

4

;




linéaire GL rd-‘i(K) les transformations u' qui laissent invariante
chague droite de l'hyperplan H' =~ de l'espace vectoriel E dont H
est l'image canonique. la restriction & H' dfune telle transforma-
tion est nécessairement une homothétie centrale (dans H', , cf. 81) ;
donc, en multipliant au besoin u' par un factsur du centre de K , ce
gui pe modifis pas 1! affinité u image de u'! , on peut supposer gue ti."
laisse invariant chague point de H',, . Nous allons chercher si 11ae-
finiié a correspecndant & u? la,isée des poinits de F inveriants. Pour
celan soit (al)

i'0<£i<n
2 1 sont dang i ; on a par hypethése

une base de E , dont les n vecieurs a! dfindice

(1) : u’(a')nai (1<i<ﬁn5
(2) . u'(al) = Aa! + % s el .)L #0
(53
11 feut chercher s'il exliste un point zx' = ?a + ;,» %ié; #0 avec

E £0 ot un élément pf0 de K tels que uf F(x! Lpﬂ:' , c6 qui domne

1es conditions

fA=0pt
(p-‘*)gi o <n;
\ -4 =’1
51 A #1 , on tire de 13 A% dlot 071 , puls §i= §(,)L.»1) }"i

pour 1$i<&n ; si au contraire J{x’a s OB & po=1 vpuisque %#O

par hypothdse, ot les Gquations (2) n'ont slors de solution gue si A 4=0
pour 1<i<n, clest-a-dirs si u' est la transformation identique. Donc :
Proposition 1. Toute affinité gui laisse invarients les points de
1'hyperplan & 1'infini et qui n'est pas la transformation idemtigue

loisse ipvariant au plus un point de l'espace affine.

Pour des,_réisons qui' apparaitront plus loin, nous appellerons

homothéties les affinités du groupe Jn gui laissent invariant un point

(appelé centre de l'homothétie), translations celles qui n'en laissent
gucun ;
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par sbus de langsgs, la transferma$¢oa idamulgue sere considérée a la
fois comme une hcmothetie et une ura;§ ation ’&m@ropres) La transforma-
tion ligéaire u' bien déterminée gui correspond & une translation u

sera appelée une trans?actian.

% -
Soit u ume tr anslation, ot posons b= 2 JLbaﬁ : cﬁestvun yecteur

qpnartenant 8 H’ et i1 Yy 2 uns ﬁermeégéﬁaaﬁee biunivoque (déterminée
par le choix de a') entre les trmﬁ ns'@ @t les vecteurs de H‘ =  §?
on peut d’&xileuTS'éC£iP6} @our, = = g aé-%giin§ a% - u‘(x?)zzl+f§b9 ,:
ou enéoré, en désignant per £ la forme linpaifa sur E gui s'annule dans
yqeﬁg ot est égale 8 o pgiﬁt & | | - ?
(3) atlx') = xtif(x! jn! | f

On notera gue si K est commutatif, le déter mimanﬁ d?uné trangveé%io&

ost zal & 1 . | '

5i v est une seconde translat&on) ﬁoyfeﬂﬁozaant au ve@teur c'éEF

et =i on pose W=vou , On 8 : | } , ;
w’{x’)=v'(u'(xg))su'(x‘)+f(a9iz?)}@? = X?+f{x?)bf+f(x‘)c’+f(x?)f(bf}c'f}

et écmme £{b! }=0 par hypothééej t(3 ﬁez;s+f{y?3fbv+cv} Autrement ‘§ 

%7@uﬁs*a&elien T- de J

dit, les transformations forment un seus-

< o :
isomorphe au groupe additif K . En outrs, T1 est distincué dams ie

groupe affine, comme il résulie aussitét de la définition d'une transla-

Identifications de l'espace effine ¢t dfun espsce vectoriel. L?ensemblgl%ﬁ{
peut étre identifié & 1l'ensemble é@s droites de l'espace vectoriel B
nen contenues dans EUOQ’ . Chacune de ces droiieas éeaccﬁtre done |
1tcnsemble aé + H§x> en un seul point, ot réciproguement ; F est ?

donc en correspondance biunivogue avec cst ensembls, suguel nous allons
. 1tidentifier (cette identification me dépendant naturellement que de la |

ciaség,moéalﬁ H?%) du point a' dare le grouvs additif E ).

0




b i

= hy =

_Cela revient a identifzer un point xeF avec celai dem y@ nts x' de la

i
]
)
(o)
§

dreite de B qui lui correspond dont laﬂccégdeﬁnéa dtindice 0 {par
port & (a )} est 1 . I1 résulte alors de 1= formuie (3) que le transforué
a{z} de x par uno translatioa 1 CoTTesnon ndant an vsst&‘ B!
n dira encore, unevtrénSIQticn ga vag@erg b*) nfest anlire gue ie poinmt

+b? ; autrement dit, la restrictiog de la transveciion n' & 1'ensemble

I+H!  est identique 2 la restriction & cei enssmbls de 15 translation
x'* —>x'+b! dane le groups additif E , ce qui justifisc la terminoiogie

'_inﬁroiuite,v

est identifié comme ci-dessus & H'_ , [ est ideniif

e

&

bal
-

Ceci prouve aussitdt que si x et y sont deux pointe guelconguse

il sxiste une%translatiofwet,unewseﬁie © telle qv% 7= Flx) ; on dit

gue [ est le vecteur d’orxgine X et d'@ﬁt”ﬁmité ¥ , et on pose

v=x+ b 'et E=y-x ; sl l*enseﬁble T des translestions

B! , et le point x+tE au point x#b’ s on s xH(h +u)=(zrb)+u , en

_ﬁ@b&ﬂt additivement le groups T - 81 =x,7,%,,y, sont gustre points

de T tels que y-x=y,-%, , on éit gue :les vecteurs d'origine x {T@EF,X@}

ot d'extrémité ¥ (reep yﬁ) sont égulpolilents ; on & alérg, COmLB 11

résulte de ”identificatloa préced@n?@ xﬁa; z‘yimg : am%r@asﬁt4izt,

les vecteurs dforigine x (resp. y) et {(resp. ¥. ) sont
éguipollents, on dit que X,¥y,%,,¥, coni d'un parziléiogramne

A l'aide de la correspondancs biumivogue snire T et Hf

= - ‘
= n o0 g e
transporter 8 T 1la siructure d'espace vecioriel (sur K) de HI s mois
3 n 2 S R O TR s T RN Y T e St = b2

iei, 81 K n'est pae commutatif, cette structure dévend gu golint a

choisi (oun plutﬁt‘de sa clesse mod.H! . . BEn effet, si on remplace

& par paé la forme linésirs f gul s'annule dans H' = atf est

~ “’Ji s «
égale 8 1 au point. paé est égale 6 o ;doic 1o
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_correspond A ls transvection u!
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: le vects

(x? )95' |

1
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telle Quﬁune'translation transforme l'une en une variété linésire contenus
] = f : ; !

_dans 1'sutre, seront encore dites parslléles. En particulier, %toube

riété linéaire affine V est paralléle & une variété'liﬁamwﬁe homogén

V de méme dimension, et & une smule. 33 V est unune sctour
8 # Q angandrant‘la droite V esw appelsd vecteur dirsctsur de ¥V , ot ses

asmyaﬁantes sur une base de G les paiz amétres directeours de V par rapbors

& catte base. Avec cette QQEV@Q@AQEi Qn,@@at donc dire que, dens 5 gul

précede, on 8 identifie ¥ afabarﬂ 4 1'hyporplien affine sl ibl dang &
£ f o

o
% o

i

p Sléments de K folo avo .ﬂa}m@
lorsque, pour un point aéé F,ons
vect i@l . En vertu de la copﬁ§‘£oﬁ

dépend pae du point a, choisi comne

par b o=a,tt , on .2 kaue—(ﬁyﬂa )- € £ R E _
= g’ A k(xk“& H( 23 Jkk) b O . 11 résulte inmédistenent de cette

St T
définition gue ucur tout pec Kk , ona sussi [/, gfik SE-—6% - ?t gus si
: “&,: 4 2 5? ]
Ho é;ké’p) sont elemenus de K ea tisfaisart sussi a 7 |

et tels gqus 22 #«kxk~u , on 2 aussz

4
W=l
rocosition 2. Pour gue p pointe By 7
soient lﬁﬁealrement dép@hdamts, i1 fa
iéments non tous nuls Jik de K {(i1<k<p) et

tn elfet, choisissons pour origine X, ; DOUr gue lee p polnts X

nent 4 une variété lindéaire affine de dimension p-2 ,

(e8]

e
s ‘..

iforicine, devient un sous- espece vocio:




. = Ay - , , . :
11 Paut ot 11 suffit donc gue les p-1 vecteam %%, (2< kD) soient
:linéairement dépendants ’ ¢lest-2-dire qu*l; exiate p-2 6léments “Ak
de K , non tous nuls, et satisfsisant & @Z A p(x -x, )=0 , d'ot la
proposition ; : - »

Considérons main‘tenant une észizzi’;é u ,»' lu groupe Jn .qui 1&!:‘;%@
iz;varia:at vn point ao_'daaF ; 8i on prend ;mzraé un p@int -d@E dont 2,
ast l”imape canonique, les JL; sont nuls dans (2) ; done st
x‘~a + ES % a. est un poiﬁt de T (identii

dang E), ona ui(x}ajgaw gzé“i

{=ta
b
g,..\a
()
Q
ot
it

5
ol

Q)
=
o)
%1
i)
-
5

ce gu'on peut encore écrire ul(x)-
bien identifiée- & vne homothétie dans l'espace vectoriel T, lorsguion
_identifie F & Tn péz* X —>%-a, .
Tout ce qui précéde est encore valasble lorsgue K est non coummu-
tatif, & condition de se souvenir gue la structure d'espace
vectoriel de Tﬂ dépend de l'hyperpian a:;ige, choisgi dans E .

Repdres affines. Coordonnées barycentrigues. 8Soit (&), o, ¢ Uns sulte

ey == i

de p pointg quelcom,ues de F , x un point de F tel gue pour une origine :

on ¢ 3 S . v avee M o=
on & aussl X = — ndy, » 8vE z_,}_
31 les x, sont lindairement ium,m

facon unigue, car la relation x = £,

s P \
T - BYS8C E (.5& au“)..G , donc ~& ., -
: ~§%:‘.’&. =%




Hous dirons gutun systéme lib?e {a )] de ot peinis'éans liespacef

< f'n
affine T est un regér@ affiaee Si X et un nsinu guelcongue de F x el

'vles By sont ni2 po;nts liﬂéazrsmna, dépendanis, dgnc il existe ni2

léments de K , it et gz (O ﬁ) norn tous nu?sg tels que

y_{, ZJ fi=0 ot gt xk Z u g;i_i} {prop.2) ; on e certainement Pg?éo

(il
L1

sang gu noi les 83 ser&ient lineai?@ﬁea% d&ﬂ@fﬁe&tg_; on peut donc écrire
o s 2 :
= L =t : = - :

£ = g; .ﬁu i , avec ﬁ~ia-§£lfgg &% ﬁmgfi%m? . N@us,venons de voir

gue les n+? élements A 5 de X sont bien déterminés par la donnée de x :

nougvdirons que ce sont les ”Osrﬁﬁﬁﬁaﬁﬁ barycentrigues d4e x par rapport

su repere affine (a.). 51 on sdentifie T & 1'espace vo ctoriel T en

premant_a"pour,crigime,_les a; iﬂé'igfn} sont ideniifidés 4 une bese
33 A 3
de ”n , et les n coordonnéses barye G?ﬁfl&&%w A, (1€idn) d'un point x

aux coordonnees de x par rapport & «@bﬁ@ base. '?iug réneralement

P
é?: A 25, ( zf A =1) est ideﬁ ifi6 & la combinsison linéaire des
B Y

vecteurs xk, d@ coefficients {k - =

Si F est identifié avhyparplan alffif . de & , avee al identifié

8 a, les nti veetenrs 2. (0 <i4n) f@fmaﬂ% une base de i'espace
veotoriel E , et les Q&Q gsont 183 ”OO“QQM,B@ du point x par rap-
o 5

cette base (on encore des. agﬂ%aCﬁﬂéa: ﬂ@ﬁ@g%ﬁ&ﬁ de x dans

t a %
P(BE) par rapport & la méne Egsa}g.Par_?agﬁafé-é cette base, l'hyper-

L= z : o g = 2
11 résulte aussitot de l'une ou l'sutrs de ces

e@efd@ﬁneeﬁ'“a??“antrlq es gue tout hyperplan affine dang ¥ sot définL
w -

pary une équation. 2;'453a6~0 , o8 les @ sont watt éléments de K non
£:0 :

tous aula, mais gueleongues ; _tonte sutre éavation de i *hgp%rn¢aa est
= :

o
iy
e

la forme ;EZ iii(aié}:ﬁ,;
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L‘equation Z A a,=0 s'écrit . % A i(a %) = “
dloh l'équation de l'hynerplam dans l'es pace vectoriel identirié
g F par choix de liorigine Be o ngilAeura i1 suit éirecﬁement
de la définition d'un hyperplan affine dzns un espace vectoriel
G que tous les hyperplans paralléles & un nménme hyperpian homo -

gene a?équation u{x)=0 ont pour équati@ﬁs ul(x)=a (aeck)
W ' ,

i =z = :Z fii 1 , ¥ = Eiéééiai , la trasslation y-x est le vecteur
{ywaQEoQXaao) = ,5? (J% ;4 3 a,-a, ) ; lorsgu'on identifie F & T en
prenant comie or;gin@ . le ve@taar ¥=-X & conms csmpaaanteg Jéia “.

5 - = .é
par rapport & la base (a i . >
- \Au_
Hotons enfin que la variété linsaire aff e engendrée par P points
y, est identique & l'ensemble des Oﬁmbwﬂdl% g linésires ?; S Xy
ag
avee A, ~1 . Les variétés linsaires de dimene ion p engendrées par

S

.g,:..e:

pt+i1 points d'un repére affine sont appelées lee variétés coordonnées

de ce repére : une telle varlete est aussi l'ensemble des points dont

n-p ccordonnees aarycentrzques sont malies=

Ici encors, tout ce gui précéde est valable lorsque K est non
aammutatifE une fois déterminée ls structure d'espasce vectoriel
sur T , ou, ¢e qui revient su mEme, lfhyperplan affine

# ¥ ¢
& bas 9&0

agﬂﬁzﬁ suquel on identifie F ; si on remplace a 5
les coordonndes barycentriques de x par rapport au méme repere
(a.) deviennent p A

O3

W

U}
; et

t K4 un surcorps 4du corps
ati sur K, obtenu par extensio
peut considérer l'esspace proje

S B . e 2 & o s o
dens l'espace projectif PLE,




% 7

dans P(E1) ongendre par 1'hyperplan H,_ de P(E) ?il’espace'affine“F

*,est sussi un repere affine de E4

',hyp@rpian altH!  de E,etF & 1thyperplan (affine) de E, eagendré'

a’:juu

et contenu dans l'espace affine Fy s comn&émemtagre de H(1 dane

P(Eg), On vérifie immédiatenent au'un repére affine (a.) <= de T

-

en outre, si on identlfL@ F & un

-

par a§+ﬁf ‘ 5 peut gtre oaracoérisé aemme ia p?f@&@ de F, Tormée

des points don+ les coer&oname% Darv antriquee‘pa§ rapport & (ai);appara

ti ent & K . Toute variété iiﬁaaizc affiﬁe ds dicension p dans P
engendye une variate lindsire affine de mem%'@im snsion ians F , @éfinie
par 1eﬁ»memes équanlons linéaires. Si on choiscit dans F et J 1z méme

@rlalﬁ@ a F ost identifié & un espace vectoriel de dlmansion n sur K

fe] g
&t F1 2 1¥espae@ vectoriel obtenu par exteunsion & K1 du corps des

gcaelaires de F . ,

Applications linéaires affines. Projections. La notion de transformation

affine, définia ci- dessua pour les applications biunivoques de ¥ sur
lui»meme,rpeut se généraliser. Soient en elffet fﬁg Y P(E ) deux espaces
projectifs sur K , de dimensions respectives n et m , H,,H, deux hyper-
plans prqjectifs.dans P(Eﬁ) ot ?(Eg}'?@S§BGﬁiv@msﬁt, F, et F, les
espaces affines compiémentaires respectifs de H, ot HZ . S50it v une
srojectivité im@ronre de P(Eq) dans ?(m ), telle que : 1° 1a variété
p*eaectlve V de P(E,) ot u nlest pas 46 .finie est contenue dans
", ; 29 1'imasze réciprogue par v de H, est le co glémenta$re de ¥V par

rapport & H, . 1a restriction de u & F, est alorse de ffnie en tout point,
¥

et appligue ¥, dans F,

affine (ou




- -
est une variété linéaire affine dans F, (resp. F%}. La composée de deux

£

applications linéaires affines est vne azpplication linéaire affine. -

S0i ent. H? B! les hyperplens nomogénes dans E, {r@%y, Eg} dont H, et
z ‘ - ‘

E sont 1@5 1ma§ea ganonigues ; 1a'prej\c ivité impropre u p“ovienm

£ 2

dluns p@1leaﬁ Lon llneaﬂr@ vt de &1 dans By d&t@rﬁfné@ & un facteur

bady

tions imposées & u équivalent

feto

preés appartenant au cenire de ¥ s les cond]

§ )

& la condition u’{ﬂ;}sﬁj . ldentifious vne fois pour touies F, et B

4
. respectivementi, dans

o=
L

¥

oux hyperplans (non homosénes) &‘*&é et DI,

E ot B . Il existe un élément p< K pon nul et un seul tel gue

4 2
a*iag}éi @bé'i&gdvﬁ ) ; l'application semi-linéaire (relative & lfauto-

morphisnme % -~ = cpde K) xt->p 'tz alors F, dang
¥, (ovec les identifications faites), et par 8tre identifiée

lindaire affine u corvespondant & u' ; en outre, COLLE
& 3 : 2 >

spplication est bien déterminde, car si on multizlie u' par un facteur

s R B LY 2 i = % Fd A onmAm g <5 A o 0 ) - y 2 G
v du centre de ¥ , ¢ est multiplis per y . O1 eniin, o1 r&mpia@@~&é

3 -

Z ) & ; La,,r e o
1 par 4b! , le facteur o est

on particulier, lorsguc K est conmubabii ec A = L, D {et par suite

i g 38 Al S S EA T
ul{x')) n'est pas changé.

f‘}ﬁ gue
Jika?{xk} :
_ T, et T
(ou, ce qui revi@nt sn mbme, aux hyperplaus homogénes H! at Hl) par

choix a?crz ines & (=3} =hi)
&) O G S
- s S e 7 3 Bt e o e = =5 i ey »
ietion ¥ —> 7\ f".) -=-%,1§‘£;sw ?}}9 on pouL se Yomeuner an cat ou. uia, }wé.% s

) . en comnopant avec u is trams-




slors u est identifise avec 1tspplication % —>p u'(X) de B! dams
Hé , qui ne dépend pas de 8, at E@ , mais seulement de u et des choix

i = % . S
des hyperplans a'TH? et vb'+§§ . On peut dome dire gue u est 1s

compogsée d'une iranslation, dfune homothétie dans i; et d'une applica-

tion lindaire de H; Géang HY .

; 1o matrice

eax Tappors

st

(b. %?&pplt@aalon
ﬁa}
s imasen g =zl % e e e oy s e
semi-linéaire X' —» o ull{x') corresgpondant & u , pat cpngi BUX
Ty o e { ) g N 7 G e R T S “wa ‘A\‘
bases - (e, ) ot (b.) de B, ot B, respectivemoni. 5I X = &, A8 ,
x J : S % (=0 L
s A G e 4% S (e rar bt | %
St 8 , G'apITes (”““i’g u(ﬁ)‘# Ay (=Y 3Ye e = A D AR VI [T
: a"'.“ & 3 - Qg 20 5 nL,,‘;
T~ 2 tapoa g5 Lo e st 1 v A o o s e
Lorsqgufon identifie E st F2 8 Eé et H! par cholx des crigines &, et %O,

2
les coordonnées de m(&} sloxpriment en fonction ds celles de x par les

formules .= Ei E"EJQ
¢ 1 i

=, oL
i 5’ wed Biins
et Y5005 les Yj gsont 1

J & ; e

s composantes du vecteur ula )-b, , et

e ' 5 =1

8..) est la matrice de &vaw:lggatlon seni =}»ﬂ531 re o ul res-
e s

e
£

; , par rapport sux bsses (a,-a_ ) et (b.-b ) de ces deux

(-4}
O

sspaces. Le rang (affine) de u est par défimition les dimension de
w(F ) ; il ost immédiat qus cfest aussi la dimension de
£
nent ¢it, le rang de la aegtr*ctie de u'! & l'hyperplen E;

guite lec ranc de 1a matrice (B, .) précédente.
831 on prend arbitrairvement les Bsas?

J
dentes, on vérifie auecsitdt gu'on définit ainsi une applicat

offine u bien déterminée. En particulier :




=99 =
‘ rogosition 3. Btant donnés un repére affine (&i)g<fi <n_dans £ ot

n+1_points quelcongues ¢, (0<ign) dans F , il existe une application

linéaive offine u de F, dans F, , telle gue ula )zai pour _O§§i§:n :

+
81 K est commutatif, celte application eSt unigue. Pour gue u soit

biunivogue, il faut et il suffit gue les ¢, soient linéairement
indépendantis.

Corol 1aire.'§g,V1 et V, sont doux variétés lindsives effin nes de méme

dizen n dapne ¥, st F respectivenment, il existe toujours uvne & lica-
1 ; e

=

2
tion linéaire affine u do F, dans F, (biucivogue gi dim F < dim Fg}

telle gue u(V }svﬂ .

=,

a rons en particulier les applications 1linési

S
LON

res auﬁin@a w ae F

N

8

dane lui-méme ; &ans ce gul précéds, on prendra Loujours aézbé , 6t

et (b J identigues ; lorsqu'on remplace a! par Jiaé 5
53 y

i

le facteur p est slors remplacé par A oA, autrement dit, est trans-
d

fornb @ar un automorphisme intérieur de K . La matrice carrée (o, ) est |

i}

donc, slle aussl, déterminée (par le choix du repdr (a;)) & un sato-

g
morvhisme intérieur prés. En particulier, lorsgue K est commuuatif
& = 2

igandgmerphiame x! —sp lut(x') de B, est entiérement dfterminé par u

{indépendamment de l'identification de F, avec up hypsrplan al+dl ) ;

w\.
i
¥

. B8 ?@sﬁfictio& & HF est un endomorphisme
déterminan® est par définit

ies notations pwéaéd&ntas§

le déterminant de

e
(@]

o

et
20

le »roduit de lsurs déterminants.
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rqgcsiticn 4 Le sous«grcugg de ctabflité H du”;rou;;w;,A

X ds 1'espace affine F , est

rphismee de l'espace veciewlal K2

Srieurs de X 5 S8 groupe est éngandré
n o =
cvga smes de K ,,ggrgartzcuiiefgugi g

est commuﬁatlf, est isomorphe & Gl _(x) .
De facon §récisag toute affinité peut 8tre mise d'une seule naniére

sous forme d'un produit d'uns translation et diune z?angf@rmatiob an

: = ' = - - 7 -
" groupe H : H est done igomorphe av grouve guotient }i {Kl;iﬁ' du

x o : —— -n
£roupe des affinités par le sroups des ﬁraaazaticﬁs, En outre, le
2 - :, }b 1 Z : - - . . D - - 3
groupe quotient '%QQKE/Q; S8t isouorphs au groupe guotient de H%
: : - g - £
s o~ =z <. = ?{f £
PAT <8 groupe des homothétics ‘Mﬁaaﬁﬂté tsomorphe & K ) : i1 est

donc isomorphe au greupe projectif Pl ﬁiﬁ} » Horsgue K est conmutatbir
: ‘ el L, . :
ies &ffiﬁ ités de déterminant 1 forment un gous-groupe ui&t;ﬁgaé de

Ji_(K) , appelé groupe affln@ an*mcéu 8ire ; il contient lss traws3a~

-ions, et son qustlent Par is groupe des translations eat isemerphe

81 S0US-ZTOUDE distingue S I { ) ae G L ni K} Pormé des endomorphismes

de déterminant 1 (groupe unimodulairs),

Lorsqu'on identifie ¥ & un espace vector riel, les applications liné-

sires affines de F dans luléméme laissant invariante l'origine sont
dites homogénes ; ce sont les endomorphismes de 1°espace vectoriel .
?armi les applications lindeirss sfPfines dé P dans lui-méme, signae
lons en particulier les projections paraliéles ;: gi F est identifié
8T , et 8i V ot W sont deux saus-asnacas vectoriels sunpue&ent&ires

dang Ln y ta pr ogecclon de F sur w paraél snent & V est par définition

tv\

ie projection canoni ue de T sur W Ebl&ﬁi?@ & la décomposition VW
g

de T en somme directe (;hapeilg 21,87 ) on peut encors la défismir,




o “/’f"’i =

-en disant qu'a ur point x:éE , elle fait correspondre 1l!intersection

avec W de la variete linéalre déduite de V par tranglation et gui

passe par X .

Droite sffinc et droite projective ; proloncemont dss fonctions Ta 319@331£@

aAppliguons ce gul précide au ces ofi n=i {droiie affine). Parions

de la droite projective P, (K =P(K” ), et prenous-y a@mma'“pgint a
1'infini® le point de coordonndes homogbues (1,0} par rapport a la

# e Z e o S e en e P b ) e -
bass canonique (8,,8,) 08 K : o= point est donc liimapge canonique de

L)

=)

- 5 B g a - e Tmme 1 io vi:—»wm‘ 5 Sk e e (= S
ia droite ngéﬁ@quﬁﬁlﬁﬁ n=0 dans 1'sepace vectorisl K= {Pazs des

abscisses? ) ; on psut slors identifisr iz Groite affine F & la droite

(0,0 )4D! ; les points de F sont les poinis de P.{K} dont les coordon-
nées homogénes { §,8) per rapport & la bese canonique d%g“ sont telles

gue n#0 ; un tel yalnm est identifié =zu poiz {?ﬂz‘c§9g} de la droite

o D' . Le vecteur'dfariginﬁ x, et d'extrémité x, est alors iden-

9
£ifi6 & 1'61ément p(ng % -7 ,§ }Jde K . 81 x_ et x sont deux
. § 2 4 e
peints distincte de F , ils forment un repére affine, et tout point

5 3

X €F pout s'éerire diune seule maniére g:_fgxx,g-r{ 1- A)x_ : on @it que

} est le rapport du vegteur x-x, au ¥ecteur X -X, ; il est donné per

iR = 2 3 =
=1 - s ':‘E "”' 2

r,:: ; ‘ 2 = T ‘!-v-g_--

Aoty £en £ ) £ -0 £ )0

ast ?ragsformé par un automorphisme iptérieur de K si on change

,"l\

st

1'élément p . Si X n'est pas de carmctéristigus 2 , le point
: _

)

& = X

5 5 3
gegmsnt d'extrénités X, 0%y il ne déverd pas du choix de p . 8i u

i
‘,)33..:»

a S i -
corregpondant & A=35 ;, est appeld le milieu du

-“ﬁ

%
b J =

est une affinité de F , le rapport du vecteur uix)-ulx,) au vecteur
Z [~

u{:{:’ .,,11{}{ ; Cezt la formgs R : i1l es% j’%al a JAL ai /!l: et
4 § > z e : > o e

dang le CQ@t?@ de K, oupiKest gonmuitatliy ; dans es dernier cazs,

e g o _‘ e L ot .;,f & e e -v o~ e N A - e A LLLR - 2
c’est done un invarisnt des trols poinis X,X, . %, pour toute sffinits.




= 0 -

Plus Agénéralement gi K és’::. commutatif, et ai D est une droite affizza

dens un ~espace affine F de dimeaeifm qaelconque, 1550 ot x trois

points - tels gus X, 4%, az; peut borire d'une seule meniére

34:=sz +(1 9-)&.)3 s 8% 4 ost encors appme :z*ang@rﬁ du vaci}@w X=X,

2s

v@e’te‘ar x,; e;x2 : clest enccmé un invarient par toute tren @,f‘@ meticn
af?’iﬁ_e dont la restriction & ),z es “’mzivaq?aé Si o est 1@ p@wng &
”z;nﬁni de D , on verlfie anssitm qz;e A est és:al an rspuor

anhamgnig‘ue (%,,%,,%,0) (o1} }
8i on identifie la droite affine F au corps K en :gmémm: 7@; point

(0,0) comme origine, le point x , de coordonnées homogénes ( § % rg} est

identifié & 1'6lément A=py 'z de K ; toute affinité de F est slors

- - - :
i - - - 2> % 2 3z ¢ 2 3
identifiée & une applicaticn A —> ¢ AB+ v , oh B st v “w“f‘“@ guel-

conques, et o #0 ; lorsque K est commutatif, ces applications ss remé-

nent & la forme A —> BA+y ; P est lo détorminant de 1laffinité.

Dégignons main"cenant par ¥ un ensen
élement gue nous notercns oo ei‘; aépe}},@f@m Wpoint®™ & 1'infini de ";J
un peut identifier zme fois pour toul ea is duéi’a:é pmjessive
Pﬁ (K)zP(KZ) 1'ensemble K , en identifiant le point de¢ coordonnéss
homogénes (g ,1’;_‘)7 (par rapport & la base canonigue de z ) 8 l?é;,ement
in"??. de X si nf() y et & 1'61l6ment o2 si 9=0 ; la droite affine F
est alors identifiée & K par le choix de p=1 et de l?@rigiz;e {0,1).
On peut encors dire que 1'on & identifié & K 1'ensemble des droites

§ 3 S
homegénes de l'espace vectoriel e ; 1161ément ££ de K  asuguel est

,:z.(iezmifi.é une telle droite s’appel«a sa pente pe Tepport aux axes

P

ng 5 Ke,s' {dans cet ordre) ; om dit auss i par définition que ¢'‘est la
"‘ : ._/, 72 i G T e o ~ . - = s v s 2 T
pente de toute droite affine de K paralléle & la droits homogéue

P S 2w
SOl n’zisi- S,

s
\4‘

3
Fe

=
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Lorsqgue K est hommutatif, l’lmmersgom de K dans lgensembl@'% permet

de Erolo cer en certains points les fonctions rationnelles & coefficients

dzns K , définies dans K . On sait (chap.VI) qufune tslle fonection n

peut s'éerire d'une a@ula man

et g sant deux polym yHomes

L=

-
- 4

7
Yoi %2 b

. Zn = N /n
x €K od gix j=0 , on & f{« JFU

ne peuvent avoir de racine commune
1g fonction rationmells u & K tout
en copsidérant non seulement l'ensemble 2 , mais lien-

semble ok elle est défin%e, comnms HL
{comme ci-dessus) ¥ a Pi\K) é&ém@ﬁ%

de coordonnées hamogénes (xq,xg) telles ¢

<>
i3

<=

<7 {:::;ﬂ A2 )—“_:LQ«(X /Xq) $ g}i {X‘? ‘,}{m ;“"?»f;;‘ E{-A '?

»
4
<4

8tre identifide & llap

=

O




s e
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di g dens P, (K) 8i g >Dp , & l'application (xi,zg)f~${f4(xﬁ,xg),
xa cg(xa,x Y) ei Q:gjp ; or, cetis applicatlon est encors définis
su point (1,0), ayant pour valeur sn ce point (0,1) si q >p ,

(1,0) si q p et (a,,b, ) 81 q=p , en désignant par ag,

o :
ficients dominants de £ et g . On peut ainsil proicnger u & ?gil} tout

- 5 e - T e ) ):?i £ A7
entiére, ou, par identification de P (K) el de K , 4 K tout entier :
; Aj'

on obtient aingi une application de K dans lui-méme qui, aux pBles de u
prend la valeur oo , €t pour Z=gpo prend la volear O s

la valeur oo sl g < p et la valeur agfh@ sl o=p ; on
dire que le produit oo est un zéro dlordrs g-p de u

cas, un pdle dfordre p-q dans le smecond. ' En particulisy
§ ; Y

G P A
qui peut s'éoriix

e

formation du groupe projectif ?}igiﬁ}
(& % S T
(x0,%,) — (az 485y, yx,+ Ox, ) oo kgt
> -
ect (aprds identification de P (K} st de K) identi

e
o . 5 S , :
2 X de ls fonction rationnelle =x ~ﬁv(®X+§>j(YXTQ?)§ dit

En partlculi@rﬁ Bl x,y,2,t sont guatre poinis digtin

défini au 81 le rapport anharmonigue {xngyft}:(xayt

ciest une fonction homographigue de chacune des 4 variable
" donc on peut la prolonger pour lfune guelconguse d'entzs ¢

exemple x , en prenant

& 1 - on voit aingi, en

rapporcs snharmoniquen des 4 points x,¥,%,°0 yulon pe
- W 3 .

S 2 2 - s | = T~ 2 v ; e E v v s

définir ces rapports lorsgue les 4 pointe gppartienneut

S 2 A o & - oy
dus &tant confondus,
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s6omdtrie affine sur un corps ordonné. Soit F un espace affine de dimension

n sur'ﬁnréorps éoﬁmutatif ordonné K ,(chapoﬁi)'; nous supposerons quion

a choisi vne origine dans F et identifierons donc une fols pour toutes
Fré'KQ,. Soit V une variété linéaire affinc de dimension D , W uvne sous-

variété linéaire affine de V , de dimens

iy
o
)
oo
4
e

-1 ; ﬁ@n&iﬁérgas un repére

affine de V , forné de pti po;nts ai €] ‘{iegp} tel gue les points
a forment un repdre affine de W : tout point x €V stléerit
42 3ap 3 e s o
d'une seuls meniére =x =Asa + .8 . avyoc 2, /A.=1 : en posant
P 0 O c=1 s .é., = : Cepy =1 ? =

=4

= ;Zi l_a si £4 on voib que tout point =zfa_  veut s'derive

sovs la forme ngloa6+(%=4k0)y , ob y est un point de ¥ bien déterminé ;

on étend encore cette relation au cas X=3 , avec A=l , ¥ dtant

alors guelconque dens W . Cola étant, nons diroms gue 1lensemble des
ﬁﬁﬁaxtdsmm Abyo uwp.igga
de V , déterminde par W ; nous dirons de méme gue ifensenble dss points

oy

} est une demi- varist fermbe

x tels que J{O > 0 (resp. J%. < 0) est une gemi-variéié ouverte

de V , déterminée par W ; une demi-variété fermée est évidemment la

réunion do W ot d'une demi-variété cuverts ; les deux deni-variétés

formées (reep. onvertes) de V déterminées par W sont dites opposées.

W est appelée le bord des demi-var ié tés

aussitot de cetie définition que V est réurion dss deux demi-varidtés
fermées déterminées par W ; deux points de V gui appartiennent a ia méme
dsml-variété fermée (resp. ouverte ) déterminée par W , sont dite du
méme cbté de W (resp. strictement du méme cOié de W).

formule {(a) que toute aPfinité de F transforme une demi-variéité linéaire

e -

I1 résnlte de 1s

(4]

fernée {resp. ouverte) en une demi-variété lindsire formée (resp. ouverte;

de méne dimension.




= MO0 =
Lorsque p=z , cfest-&-dire V=F , W est un hyperplan, et les demi-

variétés corraspondantes sont alors appelées deni-espaces déterminds

par W . 5i n(x)=o est une équation de W (u f@rme linéaire #0 , aek

pour tout x:.Abad+(1~Jio}y , on & y{x}sxiguiag}%{%adag}a , 8% comne
ula_J)-a % 0 , on voit que les demi-espaces Termés (resp. ouveris) déter-

5

minés per W peuvent 8tre caractérisgés par les conditions ulz) > a ,
uwix) < o (resp. u(x)>ae , ulx) <a)
Lorsque p=1 , clest-a-dire lorsgue V sst une droile,

sur V , et les demi-variétés correspondantes sont appels

drocites { formées ou ouvertes) dioricine b, Si U

de la droite V, 1les points d'une

‘grigine b sont les points btoil aves ¢ >0 ou o £ G

0 >0 ou p<L0); 1a deml droite fermée (resp. ouvveris) formés de

%@?
ces points fels que p > 0 (zesp. o > ©) est dite de méme sens gque (L

et on dit que (L. est un vecteur direcoteur pour cebie demi-droite, et

ses composantes sur une base de ¥ des paranétres diraﬁteurs de lia

demi-droite correspondante ; tout autre vecteur dirscieur ds eetie
demi-droite est alors de ls forme Ao saves ﬂ%§}=© < =t4 @8t un
vecteur directeur pour la demi-droite opposée.

On dit que deux demi-vsriétés fermées {resp. cuveries) de méme

dimension sont pafalléles et de méme gens sfil

+ransforment 1fune dans l'autrs ; s'il existe une

eur direscteur.
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Ftant donnés deux poinis a,pds F , on appelie segment fermé

Aloxtrémités @ ot b llencemble des points z=Aat(1-A)b tels que

0 <ALl ; si aZb , on appelle de méme sepment ouvert dtextrémités
a,b l'ensemble des Xx= Aet(a- A avee O< /A < 1 ; clest lo complé-
mentaire, par rapport au segment fermé dfextrémités 2a,b, Vée Eéﬂg@w
ble {a,b} ; enfin, 1tensemble des x=Aat(i-A)b tels que 0 <Al
est dit seﬂént formé en & , ouvert en b . le millieu Ges _seg;meni;s

dtextrémités a et b leur appartient.

Orientation de l'espace. Prenons dans P une origine, et identifions sginsl
- ' =

Faun espace vectoriel. L'espace /\ ¥ des n-vecteurs sur K , est,

bo

comme on sait, de dimension 1 sur K ; soit e une base d¢ cot espace
tout n-vecteur sur F est donc de la forme /i@ ( e K). On dit que

deux n-vecteurs non nuls Ae , Euv'e , ont méme orientation 81 A

ot p sont de méme signe, et ont des ;f;»:afi.@n‘tation@ opposées si A et 2

sont de signes contraires ; il eat immédiat gue ces définitions ne

dépendent pas de la base e de K F . Les n-vecteurs ;;EO sur F se

répartissent donc en deuz classes d*’éguiml@nc@ ; on dit que 1'une

de ces claéses est formée des n-vecteurs directs , l'autre des

n-vecteurs rétrosrades ; il y & &videmment deux manidres de cholelr

ees dénominations ; lorsquion en choisit vne, on dit gu'on dopne uvue
orientation & 1'espaqe. Si on prend alors une base (ei)‘i <ign telle

que =6, A e, A A e, soit up n-vecteur direct; les n-vecteurs
_directs sont les n-vecteurs Ae avee A >0 .

Si u est un auﬁomorphisme de l'espace vectoriel F , son extension
aux n-vecteurs est telle que u( Ae)=(det u). e ; si det u >0,
u transforme donec toyt m-vecteur en un n-vecteur de méme orientation :

- on dit que v comserve lforientation. Les automorphismes de F conservent




i O
X ks

ltorisntation forment un sou3¢graapé distingusé Gl (&

linsaire G L (X), d'indice 2 . Par définition, une affinité de

dite conserver ltorientation lorsque la
Q&i iovi correspeﬁd congerve l?ari&ataﬁiaa;'gﬁg ce gui revient
guand son dSterminant est > 0 . En particulier, les transliati
congervent llorientation. Ilﬁen résulte auvssiibt que, pour quiune arffi-
nité quslcongue conserve ltorientstion, il faut et il suffit
éétermihanﬁ de sa matrice {diordre nt1) par vapport & uc reper

sffine quelcongue, soit >0 .

on ppella ropére affine ordomns une s6

i¢n %pﬂpﬁnsmmxtw%@wv»

affine on déduit (nt+1)! repdres ordonnds

un gértaiﬁ ordrs. Llespace &tant orienté, on dit gu'um repdre
8, est direct si 1'affinits 1 u telle gue m(gg}aﬂ, u{;

o .
{1<ig<n) (o (Si}€'<iu<n.e st uns base telle gue le n-veciteur

.

&)

e, /A égiﬂ.n,ike soit direct) conserve llorisntation ; il est

%
]

rétrograde dans le cas contreire. Si n sst upne permutation Qi

de @;nﬁﬁ , il résulte de cette définition, gue le repére ordonné

(a_¢, don gue (a,)}. . = ei la permt:

(a_ 1)}0<<i e méms orientstion que (8305¢icn © pet

% e=t palre, ot a une orlemtation opposée dans ls cas coniralve

effet, 1'affinité u telle gue ule;j=a_, a pour mairice par ra
X

au reyérs (83)q 4 ¢p 18 matrice de la pormutation n (chep.II, 3
v A S
et son déterminent est donc égal & la signature & _de n (cf.chap.III,
ot
26,n%1).

Soient V et W deux sous-sspaces vectoriels supplémenteirss dan

e

de dimensione p et n-p fesgéctiveﬁant. si un au moins des deu

p,o-p est pair, & itoute orisntation de V on peut fairs correspend
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une orientation bien déterminée de*w : en effet; 8i a et un p-vecteur
produit de D vecteurs de V , b un (nep V@ﬁﬁ@&r produit de n-p vecteurs
de W , on a alid = b/\a =Ae , ot & sst un n-vecteur direct ; 81 a
est un p-vecteur direct pour 11orientation choisie dams V , 1! v»enta«
tion correspondante dans W sera celle pour lagueils lzs (nop)uvectaurs
directs b sont tels que A soit >0 ; la relstion entre ces deux |
orientations est symétrique.

Secteurs angulaires. Plagons-nous maintensnt dsns un plen affine F (n=2),
gue nous supposerons orienté. Soient Dq,ﬁ9@Dg trois demi-droites

dlorigine 0 , Uy, Uy, U, des V@“teufs diTectenrs de ces demi-drolites;

noue dirons que la géguence (Dﬁgﬁz,b ) est directe si parmi les

bivecteurs U, A Uy » Uy A Uz , Usg Au, , dsvx su moine sont

dirvects ou puls. Il resulte aussitdt de cette définition gue gl %

(L &

est vne permutgtion qﬁelconque‘éa 3 s ia séouernce {ﬁn(i)’ﬁg{géf
@(5)) est directe ou non suivant que x est paire ou pon. Tout auto-
mornhisme de 1tespace vectoriel F comservant l'orientatiorn transforms
uns séguence directe en une séqaen&e direste.

Considérons maintenant deux demi-droites guelcongues D, Df é’crigin@

0 ; on appelle secteur angulaire ferm¢ de sommet O dlorizine D et

dYoxtrémité D' 1l'ensemble S(D,D' ) des demi-droites A dlorvigins 0
telles que la séquence (D, & , DY)
sppelds les cotés du secteur. Noue

his dans les divers cas possibles

des vecteurs directeurs respectifs de D e- O .
Supposons d'abord que le biwectisur 1 iy ecit direet ; alors pre-
pons 4 ot v comme base de F , et solt W = AU+ LY un ve ecteur

directeur d'une demi-droite A :ona uiAw=pu Av




P

, e Jbs - -
whiv=AulAv, vAuw=-u Av ; conue L Ay est direct, pour

gue /\ appartienne an secteur anculsire dlorigine b et d'oxtrémité Df

il Paut ot il suffit que A 7 0 et
que le secteur 8S(D,D') est §&i}§§;§¢

81 au com;rawre w v gat 7

pour que ﬁi' appartienns & 8(Db,D°;,

des deux éléments A , g s0it
roptrant.

Supposons maintenant que D et D!

3 4 o0 ’9(-'
supposer V == W, ; comme YW /i

%

i, /A ¥ =0 , le secteur 5(D,D!) est d

droites fg telles que & AW soit dircet ou pul, olest-a-dire un

ni-plen fermé déterminé par la

Det D! : on dit

encors gu@ S(D,D! ) est un secteur zngulaire platl,

$e

0B

Bonfin, si D et D? sont confondusgs, sul gupposer V=

bn,."’lé‘f) - 2 -- n &Y i o o RSP 2 = =2 RS = <
WA VW =- u,/\vv ; comnme mffivy =0 , toute domi-droiie apparticent &

s5(p,D') qui est donc dans ce cag le plan

Lorsgue ,D%B? , 11 résulte aussitdt de ce gqui préceéde que les sec-

At

teurs 8(D,D') et 8(D',D}, gui sont dits opposés, out pour réuni ion le

plan et pour interseciiocn

63t salllant, l'autre est
2 D , le secteur S(B,DS}A.g:

rant, il le contient si

o
fed

PR S S

= - \: =3 3 T % 3 ey N

ls secteur angulairs S{(D!'.D ) c de S(D,D!).
5 2 £ - > 5 e 3 e e o T
Le complémentaire de D U I° 7 est appeisd

ecteur angulaire ouvert de sommet O

1t ensemble obtenu par translaticn & pariiz dlun




% ¢

totalement ordonnés est immédiate. S5i

965 -

de sommet O est encore dit secteur snguleire de sommet a8 , si a est le

e

braasforné ds O par la trsuslstion considérée.

Dans un secteur angulairs S$(D,D'}, on peut définir une structure

= 2 : : Al :
d'ensemble totalement ordonné de 1s facon suivante : 31 A et /A sont

deux demi-droites du secteur, on vossra /. < gg =3 iarséqueﬂc@

w"!
€1}
i
fuia
e
=
@
@
L
()]
o))
@
;I.
0]
(V3
&
oy
ot
o

! 7 2 - 3 >
{D, il,s /A ) est directs ; la vérification de

5){;}“‘91}? ); ie =

*

va.’?

.o : - i 3. 2 S : T s e ‘ 9
angulaire fermé s{ A s Zi ) nlest sutrs slore que 1'intervalle fermé

i : G o
dos denmi-drpites Zi telles qus /. = /5 < /3

<

Hotons enfin gue toute affinité conservant

2

sailila 3% (resp rentrant ).

Exercices.- 1) Montrer gue si u et v sount

sl uv est vne homothétis, los centres de ces Trois nomothéties

By e8t une

sont en ligne drcite. Que peut-on 4
transiation 7

2) 84 b-a et b,-a

gont deux vecteurs égui

1
corps K n'est pas de caractéristigue

G
&

, montrer gue les milieu

des segmentis ab1 et ba, sont ids
i
deux segments lorsgue K est de caractérisiigus 2 9

3) soit K un corps de caractéristic . 81 a,b,c,d scont

guatre points queluonq,es: montrer gue les milieux des sﬁgvazta
sb, be, od, da sont les sommets d’un peraliélogranme.

4) soit K un corps de caractéris
5 elements, ot goit F un plan aii
a,b,c,d quatre points de ¥ tels gu
ai gue be rencontre ad en uﬁyﬁﬁin;

segments ac, bd, ef sont en licune drcite.

sntation transforme

X

L"iZ‘ :

ur secteur angulaire salllant (resp. rentrsnt) en un secteur engulaire




&bz

A
o -

& Yoo =
5) Soit K un corps dont la caractéristique est
si a,b,c
nilieux des segments bo, ca, sb,
ce! passent par le point €a+b+ﬁzf§ = an!
_gravité des % points a,b,c . Que devient cetie
X st un corps de caractéristigue
linéairement indépenﬁan%se'

6) Soit K un corps ordonné, F

sur K . lontrer gue, pour iout

aee
i s U iy 43 29 AT RT3
SxXiste uvne 8tz

dimension D<K n-1, il

et transformant une

de ménme 81 p=n et

7) Soit K un corps ordonné,

pour tout couple de secteurs angulaires salllent
il existe une affinité comservant licrisntation

un de ces sectenrs en liautre

8) Soit K un corps ordonns, F

itensemble ordonné S(D,D') a une sbtruct: ¢
¢ bi; 3 e
celle de l'intervalle | -1.+1 | dans K (1

un secteur sngulaire ssillant

§ %. Géomdtrie esuclidicnne et zéoméirie he

Groupe des similitudes. So0it K un corps commultztif de cerac

% un espace vectoriel de dimension nt+i1 sur K ; ¥ un esp

dimension n sur K , complémentaire

AL

Considérons dans H

£ s

115@:

biir dlabord

: = ZeEia s
5003 dé.:«g&-.s

7 4 L
?2 et i-nua

sont trois points non en ligne droite, a!,b!,c! les
montrer gue les droites aa', bb'!,

cn appelie centre ds

propriété lorsgue

n points

g ies < < N
Lmenslion o

o,
CEh
W
o

mnene

ientation

=
g Z 4
sunre. L1 o0 e8t

. Hontrer guse

isomorphe &

ks

‘hyperplan & 1'infini

érbée et non vide Q
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nous dirons que le sous-groupe Gu groupse projectif ,P Ln - (X} formé

des transformetions projectives gul laissent invarismte la quadrigue Q .

1% “Gz—zz‘;@g}j d ‘aj_'t“ é ig Cﬂ}_a@ i&llﬂi:%

g les transformations de ce groupe éiant appelées gimilitudes
£ & g 57

{relatives & Q). I1 est clair gme toute similitude laisse invariante

ia variété linéaire projective encendrée par G , clest-a-dire H_, ;

2
clest donc une affinité, sutrement d:ﬁ;z; Sy (K.Q) est un sous-groupe

du groupe affine A (K) Dlautre pari, toute affinite laissant inva-
rients tous les points de H ,, est Gvidemment une uicnllltude ; en
dfautres termes ( §2), les tremslations et les homothéties sont des

sinilitudes.

o

Hous allons détemmar les siwmilitudes de fagon plus préeise. On a

vo au @1 que si x est un point de B  , non situé sur Q, son hyper-

_pla,n polaire par rapport a Q est dét@w aé par les co;ngugués hameniqaes

ds X par rapport aux points d’ini;e?'sae tion de 4 et de n droites passant
par x , rencontrant Q et engendrant H _ . On on déduit auseit8t que
si u est vne similitude Quelcoz;qu,sz x et y deux points de H . conju-

zué a par rapport & Q ,. ul(x) et La(y) sont sussi conjugués par rapport
oyl

h‘;-
f
&
h)
o
&
c:z

& & , Uonsidérons alors dang E 1l!'hyper; g Hl - correspondant :
& A, , ot solt f(x') une forme quadratique ds rang n dans H'

e -

telle quo P(x')=0 coit une éqguation de § ; on sait gue f est déterminde §

o,

& un facteur #0 prés ; nous noterons < x',y'> la forme bilinéaire

{de rang n} polaire de ia Porms £ . Considérons alors l'gutomorphisme u!
de l'espace vectorisl H' , correspondant & uns gimilitude u ( ?‘-5 2)
ce que nous venons de dire prouve gue la relation [ x! ,y’> = 0 entrai-

ns u' (x'),u'(y')> =




Proposition 1. Si u! §g§ un automorphisme de 1! espace vectoriel H'O;c'
<x',y"> =0 eontrafme Lu'(x'),u'(y’ ) > =0, 11
existe un élément A#0 de K tel gue l'on ait identiguement

) Luta),w > = AL >

En effet, soit (e') une base orthcg@nal@ de H' , , ot posona_

4@9 a? = p.-.£0 ; par hypothdse, on a <u?€e') uf( j /; =0 pour i#j

pOsOns 4}17(@') u'(e )> ./L ; on peut alsrss écrire, pour

o
- ,
ﬁf §ief , v'= Z 0355 <X '“’} 05 S5
nf(%,u*{x?),u'(y‘)>= ")"' jg,i} Ny ; r@romg tous les 7n.=1 , tous les %k
d'indices m’i et ?H nuls:, : S,u-p‘ et %Smupi ; OB B <:: xagy§> =0

donc << 1(x!),un' (7 )> =0 , ce qui donne A pJ Lpizo . Comme on ne
g €.

peut avoir identiquement / uf(z!) uily’ :2 > =0 dens «vg;gc - (car uf est
un sutouorphisme, donc il existe des x' tels gue {jﬁ{;ﬁ:’ }ui(xt) > #£0)

=y z

les J& ; be peuvent étre tous nuls : on g a2l nécessairenent Ji..::..)L G,
oo &

& -
£

f‘"
m

o A #0 , ce qui &tablit 1a proposition.

L'é1ément .)L_ (qu'on note encore A (u)) ast appelé le multiplicateur
de lg similitude u ., |
On notera gue le multiplicateur A (u) ne peut prendre des valeurs
quelconques dans K en général, puisgue la forme A / x! y°> dolt,
dlaprds (1) 8tre éguivalente &4 < x',y' > ; par esemple si K est

5

ordonné, et si la gisnaturs (p,q) de £ est telle que bDp#q , A ne

£

peut prendre de valeurs £ O dans K .
Hous allons maintenant élargir la définition du groupe des similitudes

donnds ci-dessus. Si f est une forme guadratigue guelconque de rang n

S C'\

dans H’ , (admettant ou non des droites is ctropeu; et si on note

F e

“" ¥'> sa forme polaire, nous diroms quiune affinité u est une

3

siniiitude relativement & la Torme f si l'unigue automorphisme u' de HY
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qui 1ui correspond est tel gue la relation <fx’3yi>=zo entraine

Lu'{x'),u'(y')>=0 , ou encore,

nous désignerons par §?n (E.£) 1le

% £

<

il est elair gqu'il reste le méme lors gu'on rempl

et que les translations et les homothétios
noters

rec cette nouvelle définition. On

mil

ir

0

1itude il suffit qu'il existe une base

telle gue (u’(e’)) soit une base orthogonsle et

:iue(ei),u'(eij;>';:ﬁ,<;eije§“

a4
pour 1<i<n .

ace T par

vérifie identiquement la relation (1);

groupe Tormé de ces similitudes ;

af (af0),;

sont encore des Simi};tudee
gue pour quse u soit une

orthogonale (e?) de: H!

guon ait

11 esi évident gu'on a pour 2 similitudes u,v , A (uov)=A(w) A(v)

v w&.ﬂ.(u) est donc une represenﬁ&tran du groupe

Soit (e‘) une base orthogonzle quelcongue de H'
diagonaele de la forme £ , U la matrlﬁ@ de u' par
1g relation (1) est éguivsiente &

,&gag,g = A

{2) i
Un en tire en particulier
(3 (det U)” = A"
Si n est impair, on déduit de (3) que A
det U = if&ﬂ’; i au contraire n ost pair ;, oo a
det U =+A" ; les similitudes u

gont dites similitudes dirsctes,

= s 2
ogt un carré U

gimil

%mn(x,f} dans K .
; B 19 matrice

rapport & cett@ base ;.

; dfolh

sn posant n=2m ,

de déterminant égal & (A))®

itudes inverses ;

les gimilitudes directes forment

s-groups distingué

Sm (K £) .

zme le groups des mimilitudes coatian les

difindice 2 dans

3m’i”n(K,f) :

translations, il opére

transitivement dans 1l'espace affine ¥ , et la seule similitude laissant

invariant chague point est la tranzform

Sm_(¥,f) aé6finit donc sur F une

igbion identigue ;

géoméirie subordonnée & la géométrie
ESTEeAT 2 3 : ; PlaF <23

le groupe




£§

ufon sppeile géomdtrie suclidiennc (relative & ls forme f£) ; l'espace |

-9 - % = =

¥ , muni de cette geéometrie o5t ag;elé'ggpac@ evclidien & n dimensions
{relati £ 2 la forme £). Lorsque Q nfest pas vide, on l'appelle

2 3 2 &

des Géplacements. L'ensemble des similitudes de mU?L*“ licateur 1 est

un sous-groupe distingué D (X,f) de CSm (K.7) s groupe quotient
2 n 37 3 =

correspondant S (Kgf}/.liﬁ K,f)} étant un groupe abélien isomerphe
s a o ma A—% = % - ‘

& un sous-groupe du groupe multiplicetif K ﬁ}wiﬁsf) est appelé
zroupe des déplacements. 11 gcﬁ;i nt 1o groupe des translations et

opére donc transitivement dans P , of i1 définit une péométrio subordon-

née & la géométirie 9&@1ﬁ&i@nneé et gu'lon =zppeliliels géonméirie euclidienne

stricte (relative & la forme f£).

4

L'espace P étant identifié & unm hyperplan a'tH!_  de E une fois

pour toutes, et la forme £ 4tant choisie une fois pour touﬁes dens

g'., , l'espace des translations ?ﬁ est identifié & H' _  ; pour
tout couple =X,y de points ds ¥ , on dit slors que £ly- x;~?{Xo y) est

=

le carré sealsire du vecteur y-x ; le predult g Lef aire de deux vecteurs
quelcongues (L, v sera de méme par définition 1'élément U v >,
11 est clair que tout déplacement transforme um vecteur en un vecteur

de méne carré sealaire. Inverssment

Proposition 2. Toute sppiicatios u de F dang lui-méme telle gus,

pour tout couple (x,y) de points de F , on ait

P{x-y)=f(u({x)-uly)) est un déplacement.

En effet, soit &, un point de F gue nous choisirons pour origine en

@eﬁpasanﬁ avec u une transiation, on peut sUpPPOSEr Gu u{ao)zae :

e
ous désignerons alors par u( &) le vecteur ula . t+t)-a 2

( )
C
()

Y feei s ey e e s o b, G SRR ) L g
digpres l'hypothése, on e JZulbtj,ulec ) >=4< ¢ 6 > ;
" - = ¢ &




: 2 : ‘?“: 7o %z b
08 gui montre gue n( _s:; )= 2 ¢ . ul€©.) ;: uest donec (dans 1'espace

_gué ‘@i(i’ng) . d'indice 2 .

, = g
pour toud couple de vecteurs V W , on a aussi <v w V=W > =
=<\u(u€)=u(w),u(v)-u(w)> , dfol on tire {a( v),dw)} L, W

Prenons dans F une base orthogonale (e.), et soit E- _E % 5 €,
: o t=4 2
un vecteur quelcongue ; (u(€.)) forme une base orthogonale de F te.gle

i
que <”m ei;,u( e, ) > = e @ }’ ; on a par hy m‘cizése

2 = 2 - - - — e
’%%&‘(‘ f.:;}gh{ gi):) o {;,éi’@ Qi‘t‘;}’,__ Siw,ﬁme‘g @f‘ P ji <a(@i>:ﬁ<@$j¢\‘>}

>

‘s’. 2 - &
voctoriel identiflé & P) une transformation lindsire (homogéne), d'od

1a proposition.

“

Le groupe de stabilitd O_ du groupe des déplacemenis laissant inve-

riant un point x est donc iscmorphe au gronpe orithogonsl O 0 (k. e) :

de facon précise, tout déplacement u pa,zu se mettre d'une seule manidrs

sous forme du produit d'une translation et dfune %ramsfgrmatifgnappa&

tensnt & O_ ; le déterminant de cette dernidre est égal aun détermi-

l"\N

52) : s'il est égal & +1 , on dit gque u est un déplacement]

1;’.
RIODTe {1a transformation correspandamte de Qx Stant d;.te rotation
de cenire %) ; Gans le cos contraire, u es ‘<s dit dépl @emun't impropre.

Lerp aéplacaz_n@nts propres forment dsns D _(K.T) vn

Propesition 3. 5i n est ilmpair, toute similitude est produil d'une

I«-‘

homothétie et d'un déplacement.

2ot

oo

En effet, on s vu plus haul &as dans ce caa, ie multiplicateur d'uns

similitode u est vu carré pb : on pe ramepant par une translation au
‘ 4 : =1
cas o u iasigsec invariant liorigine a_de ¥ , on voit gus @ u est

S

une transformation orthozonale, G'oh la proposition. Le méme ralsonnement

prouve gue dans ce cas le groupe




est produit direct du groupe {f; des rotations de centre x , et du

groupe des homothéties de centre x .

Par contre, lorsque n est pair, le multiplicateur aﬁune 5imilitud@

nfest pas pwcsssairemcnb un carré

‘%% la forme guadrastigue fixj=

@ o

_canonfigue (e4,0,)) ; 1'applicat tion linésire u

N
et

uiag)sgﬁ est upe similitude do multi plicateur -1 f(ef., n% ).

Lorsgue n=2m est pair et gque 1l'indice - ds ia

cn pesut définir sutrement les similitude directes. 0On ssit en effet

m-1 ﬁamteﬁues dans llombilicale Q , il ¥ 2 deux classes diintransitivit

A

3

directes sont celles qui conservent ces c

@)

il

isotrope V , ot les m derpniers une base d

??" % 6 e % ) t.... i & o B 2= % ot 3 2 = s
avec €. emﬁk>”1 , Ley, %3g-a pour tout couple d'indices gui

n'est pas de la forme (k,mtk). Les traces de V et W sur l'hyperplan
H . appartiennent & la méme classe =i m est pair, & des clasgses dis-
tinctes sl m est impair. Soit alors u upe sinilitude laj=sgsant 0O inva-

riant ; u. V) ot ullf) sont supplémentaires et isctroupes, donec il existe

VLS ’esézansf@mam@p orthozonale v tell

» un caleunl faclile montre zlcre gue is metrice de w=vu

23 ~y 3 b & S <
par rapport 4 la base (€.) est de 1z forme

multiplicateur de u et A une matrice inversil

Glohk det w = 1" ; et par suite v est une pimilitude recte ou inverse

suivant gue v est une rotation

Considérons psr execmple done
(par repport & la base

elle que ule,)=6,,

{enzp.¥ ViIi) que dens les variétés linés jzg& projectives de dimension
’ @Ev pour le groupe des yotstioms ( (X,f) ; les similitudes

Bt o . & T ) gz i s vy A s 3 ]
¥fet, choisissons unc origine danse ¥ , et coit e o une base

S
e F , tells gue les n pfemiers vecteturs scient une base 4'un scus- espﬁce

A 4 2 -
i, 08 A est le

ire dlordre m ;

LA e A = e
2 AoLYe essbrLion,

&




B
)

i

e

~i&46s linbaires dans un espace euclidien. Deux va?iéﬁéﬁjilnéaiz@g_

,déév sent par translation de Geu? 3ﬂ15—&s?ﬂcmM vectozricls &r?agf@naux,

973
si 9<m, 1l existe une extension K, de dec'ré fini de K

1
telle gus, dans ﬁsespace F@ obtenn paf S ;eteéon & K du oorﬂs'»
deg scalaires, 1g f&fm@.f1 chfgs;@mdagé %:fbeoit/a%imdiﬁav&';’
'gn'yeat dire alors gue les simililtudss directes sont Geil@ﬁ'
dont le prolongement & E, Qﬁﬁﬁﬁf?éﬂt les classes d'intransiti-
vité des variétés deo éﬂm@mﬁiﬁﬁ.ﬁ dane 1! meﬁlw«aie @1 relative
8 f1 -

affines V., Vé sont dites orthogonsles (ou pe rpendic @ioulaivas} dens

1'espace euclidien P si, quels gus solent lss points X, ,3, de #% -

X3, de V, , les vecteurs y -x et y,-% sout or “thogonaux., 51 on &
2 2 =4 1 & % 2 - : < ;
cheisi une origine dans F |, 11 ravi@nﬁ.au néins de dire que V et Yp se

Etant donaee une varlete linéaire V de dimensiocn p , par tout point x
de F il passe une varlété et une seule W , orthogonsle &4 V ot de dimen-

contient vne

n-p . Une variété liﬁéair@'est

variété lindaire de dime ension >0 gui lui est ““h@qanale ; elle est

P T T : = - < Sy LS ~, - Yaies 4 = =
totcelionent isot;&n@ sl elle est orthosonale & glle-méme. Pour gue V soit
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il
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cale O : pour gue V soit totslement isotrope, il faut el £Eit que
TPy 25s =z =S 3 -
VitH | s01% cgaﬁ@aae dang O .

p est non isotrope, il en est

~-p gui lui est orthogonsle,

et ¥/ ® est réduite & un poins.

Lg projection de F sur V , parallolement 8 W , est encore dits

projection orthogonale de ¥ sur ¥ .

& 5
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*«5 | Par ccntre, 11 peut exister des similitudes du ST OuDO
éi;wbw Cg@é (K, f ) gui ne sont Das des r@strictieﬁs 2 V de similitudes
1aissaﬁt énvar;ante ¥ f(er y 9.

Soient Vﬁ,ﬁ deux variétés lLabazwes nen hsaaz opes d'int ters soction H

non vide et non isotrope ; soitb O va point de H , gue nous prendrons

d
pour origiae. Socient Wi et Wa las veriéiés totaslement orthogonales & E
dans V% et Vé regpectivement : on ait gue V, st V? sont faiblement

ne

gendieulaires si W et W, le sont ; H est alors identigue & la projec-
tien orthog@nale de chac une des variétés Vﬁgve guy lfautra.-

Inversenent, 8i L et il sont deux variétés linéaires non iso-
trope, H ls projection orthagomale de L sur M supposée non
igotrope, la variété linéaire V engendrée par H et L est
faiblement perpendiculazire & 4 ; en effet, V est sbmme'&e 54

ot d'une variété orthozonale 4 i . '

Sphéres dens un espace euclidien. Etant donné un point a €F et un élément

dienne de centre ag‘@t dlextension o
1tensemble des points x P tels gue f€z=&g}=m . Une sphére pent 8tre

a%o de K , on appelle s

‘Q"‘""
EQ‘

vide.
~ Clest ce qui,eé passe si K eost ordonn é £ positive et @a/'s =

Toute similitude u de multiplicateur A (en culier tout déplace«
ment ) transforme la sphére de centre 8, et d'extension o en la sphére de
centre u(a ) et dtextension Ao . |

5i on prend dans 1l'espace projectif P(E) un systcme de coordonnées
homogénes.par rgpport & une base (ai) tel que ag ait pour image cano-
nigue a, , on voit que 1a sphére de cenire ao'at dfextension o est la

: = =
trace sur F de ls guadrigue S@ d'éguation P(x!)-a fd =0 ; la trace de Sa

sur 1fhyperplan 4 1'infini H _ n'est autre gue 1'ombilicale Aég




= (0 ~
(si elle n'est pas vide) ; le centre a, est le péle de H , par rapport
& la guadrigue S@_; la droite Joiznant a_ 4 un point qaslconqué x est
orthogonale 2 1'hyperplan polairs de x par rapport 4 S, car 1'équaticn
de cet hyperplan est <<:x‘,”’:> = m‘§gn0 . En particulier, pour tout
point x de la sphdre F()S_, le droite joignant x au ceantre a, ot
orthogonale § l'hyperplan tangent & la sphére au point x .

Proposition 4. §;,1'intefSect;gn d'une sphére de centre & et dlexten-

sion o , et d'une variété linéaire V non isotrope ds dimension p non

tengento & la sphdre, n'est pas vide, cfest une sphére dans l'espace

euclidien V , dont le cenire est & 1tintersection de V et de la variéteé

W orthogonale & V et de dimension n-p , passsut par & .

Bn offet, soit b_1'intersection de V et de ¥ ; d'aprés le théordme
de Pythagore (chap.VII1), en tout point x de V situé sur la sphére,
on a <z=ao,xc‘=a0> = <x=bm§§.wb@ >o<bgca€3b3=“ > , d'oh
f{zabg}ma—f(bceag} , et réciproguement, ce qui 6teblit la provositicn.

Lo méne raisonnsmeaﬁ montre gue lorsgue b_ est sur la sphére, clogt-
a-dire lerquer¥ est tansente & ls sphére {et non isotrope), 1'inbersec-
tion de V et de 1z sphére est form

isctropes passanti par ba et situges d:

gucune droite ayant ces propriétés, 1

ne la rencontre pas

gue V/ B _ :

Proposition 5. Si 1'intersection de deux sphéresg de centres distincits &

J

et hg ntest pas vide, elle est ideatigue & 1'intersection de chacune

d'olles par un hyperplan orthosonal & la droite joirmant a, et b, si

cette droite n'eat pa:

En effet, soit x un poinﬁ de cette intersection et co=ad+4&(bo=ab)

sa projection sur la drecite D joignant a_ el b ; dtaprés le th. de
. 0 2 Pythagore

hL




, 91l =
Qn'a _f(coebo)ef(coeao)zf(zsba)af€x=an) 8-a en a931gnani par a et B )
les extensions des deux sphéres considérées ; on en tire (1 QJi)f(b ~a_§

=B8-0 , ce qui détermine A de Pacon unique Si,,f(bo=ag)?o ,

Eena ges cuclidiens parfaits. Hous dirons gu'un espace cuclidlen F est

i

garfait i ls forme'quadratique'f gorrespondante est telle gue £( B)

goit un carré dans le corpa K pour tout Xt,F . 81 (e. )ﬁ < est

, ona pi"f(ei) -

&9

une base orthogonale pour £, et £(x)= Zf pi,,

éac

donc = est un carré %Li ; et en remplagant 9 paer y 1 e, , on peut

i

suppeser que p,=1 (base orthozonmale) ; l'nypcthése entra&ne alors gue
: i oruaogonaie) ;

= ,
;E: %? = P(x) est un carrs quels gue soient les gi ; c'est-a-dirse

=4 L . 2
(chep.VIII)} que K est un corps pythascricien. »

On sait qu'il en est toujours sinsi si K est alzdbriquenent

clos ou 8i K est ordonné maxinmal.

La formule (1) montre que dans un espace @uc$1ézeﬂ paffai le multi-

plicateur de toute 31m111tude est un carré dans K , done (pour n g gl-

_congue), toute similitude est prodult d'un déplacement et d'une
homothétie. ' ‘

Dans un espace euclidien parfa t, pour gufune gphore soit non vide,

-

4

aally.

&

1 est nccessalre gue son eoxtension g soit un garré r ; il est immédiat |

3

gue cette C@ﬁd tion est guffisanto.

Proposition 6. Soit F un espace euclidien parfeit, V., et ¥
P

- variétés linéairves nopn isolbropes de méme dimension p dapns

R e

37
o

un déplacement propre transformsht V., en V. .

En effet, on peut se borner au cas o V, ot V, passent par l'origine

de F gChOiSi@ arbitrairement) ; ls proposi%ien résulte alors du th. de

Witt : en effet, il existe dans F une base orthogonale (e, ), -
1 <3¢

%::;

AN
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dont les D premiere vecteurs forment unc base de V1, et comme f(ai},

: : 7 ,
est par hypothése un carré | f ; iz base (%@i ei} est orthonormais ;

en opérant de méme pour ?é , le th. de Witt s'appligue aussitot.
i D - o : - g

’Seit e un n-vecteur dans ,‘ﬁ ¥ , produit des n vecteurs d'une Dase
orthonormele de Fj oouz'uvvﬁ@ Dase orthonormale {a ), 1<i<n de P,

ona e ko f@,,a!%% =te on &16 gue deux bases orthonormales (a:)
2 Ao ils

(B,;) n si awia Aooo bo = b, A b, ﬁ,..ﬁb 3 31
au méme de dir 'ja?il exigte une rotetion v tel?e que ula, )‘bi

i el &* &p?ﬁl?? irectaa ios bases brthoﬁ@normales

a
o
foon
@
£
{
@
o
&
fosto
n"‘a
"y
£
=
&1
Lot
0

de i'une deg deux Qldabéj d ﬁazigaf groups des rotations,

et réirocrades les autres.

t W sont deux sous-espaces vectoriels orthogonaux
P et n-p , 6l un des deux

corrospondre & toute orientation

é crminée des bases

ane bage © ts@noymana direcie

e de W ai ila

T i = = §2% g R = N, e i = 3 o~ o
grtbonozmale = .. ;8 b ... . b  do P ogl directe. La relation
8 s : z ES =

o

ien parfait F sur un

un corpe ordonnd

e

- pose . d(x,y)= \f £(y-x)

ment >0 de K est appelé distence des points x
5 : ; i i i .m*
ut vecteur u , on pose fluf= y £(u) (norme euclidienne

de u) ; la velation d4(x,y)=C entrains x=y {(aut zsmenﬁ dit, i1 n'existe

i'inégalité du
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N

915 -
_a(x,7) € dlx,2)44(z,7)
En outrs, touze homothétic u de rapport A eet talle que
alulx),uly) )= {A_’d(xsy) 8i V est une varisté linéaire quelconaue,
% un point quelconcue de F , %, 82 projection crtnpgonale sur V.,
d{xyﬁo) est la plus petite des distances d{x,y) lorsque y parcourt V :
on dit que olest la disteance de x & V . Pour toute sphére nonrvide’
dont 1'extension o est un ccarré, l?aniqée 4lément T > 0 tel que '
r°=a est appelé le ggggm,de 1a sphére ; si agiéaﬁ le centre de lg
sphére, l'ensemble des points x tels gue d(ao,ﬁ £z est appelé la

boule fermée de centre a et de rayon T , 1'ensenble dea poiznis = tels

gue dégéiz§4fr la boule ouverte de centre a_, et de rayon T ; tont
oint x tel que d(a,x) L r est dit intérieur & la boule fermée

{ou ouverte) de centre a, et de rayon r , tout point tel que d(ao,x);>r
cet dit extérieur & cette boule..
On notera enfin gue dans ce cas, les déplacements propres sont ceux

aui conservent l'orientation au sens de la géoméirie affine (82).

L

ﬁéfi*bfﬂ@ ﬁ&fmwﬁienne Soit K, un corpe commutotif ga@lganau@,‘ﬁ une extensiocyy

)

L o ~ s s 5. 1

séparable de degrd 2 de K A -> A 1ltunigue automorphi de K par
& > aﬁ

rTapport & X, digtinet de 1'sutomorphisne %i tigus. Soit F un eospace

3

P 0 S 3 % = > ; e B o s e i e o 5 e % 3 2
sifine de dimensior n sur K | identifie % un espsce vecloriel par choiX

f,m.

dluns origine & , et soit £ une forme herni

tienne de rang n définie dang
7 ; nous désignerons par < X,y > la forme s@sgai:in?aire correspondante.
On démontre comme dans is prop.i gue sl une transformation lincaire
{h@mggéme} w doe F est tolle que < x,y > =0 eniralne <ip(x),u(y);>-=0 .
il exisbe AC K, non nul et tel que <:u(x},aiy};> = A x,y> 1iden-
tiguement ;.ﬁsute affinité compcsée d'une translation et d'une tells

transformation linéairs est cncore appelée sgimilitude (nermitienns),

de multiplicateur A . Si AZS est dé‘efﬂimanu a*uae telle similitude,




e , , - 980 , -
on voit comme plus haut que A" = A A , d'ot (comme A< k) on déduit
gue si n est img“;;, X ést’une norme d'un é?éméﬁtrde X §-si n est
pair, en posant awdm - on voit gue 1la norsie de ¢ gkf/jkm)—esﬁ égale
. B ﬁlg les lellltad@s de aafermlnant ézal a A2 cont dites similitudes
Dropres. La gecméuzle définie sur F par le ¢ groupe des similitudes

1ermitiennes est dite gbomét hermitiems (relabivs & la forme £, ct

Pl

- -

ilespace F , nmuni de e@’"e gé@ﬁéﬁ?i@i ost appels e

dinensions (relaﬁif'é'la forme £). ’

Leg similitudes barmlti@nnas de mu@ﬁipii catour 1 forment un sous-

=

.

groupe d&gtingmé du groupe des similitudes h@zm%tiaaneea le groupe

guotient correspondant étant un groupe abélien isomorphe & un SOUS-grOUpE

de K : ce souns-groupe est appelé pgroupe des déplsocements hermitiens,

trie heymitienns gtricte.

du vecteur y-x , et

L’iﬁ 5 ‘\f -

acements bormit ensg

Lﬁ‘

igissant invariant un voint % , est isomorphe au gr@upa uﬁit%ire

f (K _P) : tout déplacement hermitien © peut se mettre dlune seule

Sty 4y
Zeniére scus la forme du produit d'une translstion et d'une transformation
de U_, le igt@zmlﬁaﬁt de é;gﬁg dernitre étant égai'é celui de u ;stil
o8t 6zl &8 1 , on Qiu gua u est un ﬁéglacima@t hermiticn pPropre .

51 B est imgairé EQK?@ pinilitude hermitienne u ost produit d'une

Ve 57 g s . 5 a5 B 77
homothétie et d?ua uepizb@; ent hermitien, car on & alors A= H(L{L
STeE i G'i 13 SNt enmes o o4 e o e g g e g

aone “="n ‘sst une transformatlon unitalirs.

dit ci-degsus f@iativa&enz aux variéités iébe ires

7 o e R & z
Tout ce agul a &ié

{ )
e
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Géométrie aucli&ienne_§,2 dimenagionsg. BSoit

dimension 2 Sur un Corps commutatif K

forme quadrathue de rang 2 sur ¥

de ¥ , tells que f(x)z 0, ff + o5 _§2

2

Proposition 7. lLe

de caractériétigue ?2 ;, T une

s0it (@@,eg) une base orthogenale

groupe des rotatione O (hyf) est abélien

F un espace vectoriel de

-

par repport & cette base.

04

3

si f

E% esgt d'indice 1 , €7+(K f) est iscmorpha gu_Sroups multigllcatif
K*; si £ ost d'indice O , @+(K £) est isomorphe au groupe multipli-

G%&Lf des elements de norme 1 dans lgﬁxﬁ snsion gt vadratigue K' de K
%)

2 e |
obtenus par adjonction & K des rscines du walyngmg x e .
: 1

51 £ est d'indice 1 , il existe dans F deux vecteurs isotropes

<%%>ﬁ,

on a flx)= §1-§2 ; 8oit u ume retatiawa et soit &gaq)z@a@+ﬁag,,

d

L

&,,8, %els que © que per ?anyort 8 est te base

(

e

22 ag)“?a?'{h 88’2 J

(65 eit@ lsﬁtrope, on doit avoir, soit

par suite det v=-1 , u n'est pas une

& L5
e méme oo =1

X

<

omo rphe g

=

n'sg pas de racines dans K

K'=K(w) .

cJ-

2e, et =0it oit

=08 +Seﬂ

orthcgonale, il vient lss CQnd“Elwi

, u(e }=ya,@+§>@3 ;

) it

(4) (P pgﬁ e,
P Y : 5 > i»

(5) p Y+ 92§> = p
= > ne >
L6} 5= 0

ay + p. %
Baoy F o,

, €t il est clair =

sons maintenant gue £ soit d'in

comme v doit transformer
QZ,:;S o

lo premier cas, la relation <{“m(a@,é¢ka2

2
L9

toute droils isotrope éen

3

?
ex =
; dans le second cas,

@é(st)

mais dans

et

t B=y=0

-
eIy
S0L

donne

ie polynome
racines de ce
rotation, et posons

2 sst vne transformeticn]|
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2
De (H) et (6), on tire p,ay” + 926«{3—0 , dlod 92[&(1 3 )+§3ij =
clegt-a- dire <»»§{a,o By), et comue par hypothZse u est uze rotation,
on & a0 =ﬁYf-‘~1 ,done 0=9 ; on tire alors de (&), lorsgue a0
P : ' = :
Y == c&=ﬁ s 8t cotte relation a encore lisu l@f@@u@_ a=0, en raison de
%4 -
le condition cx% -By=1 et de la re aziag {4) ; en utreQ'%ermes, la
natcice d'une rotation u peut siéerire [ fop o ) 2vec 1s relation
I o = o 3
o - : “"% ?1 z
i4) entre a ot B ; en outrs, on a e
: ; ‘vﬁ :
/ £ B[ p -
(7) L | =
‘i‘x'*g’%"é o x""“‘égfﬁ o g
fa Y /
51 & la matrice de u on asgocie 1'é1lément 1 = atwB de K' |, la relation
e

s

F N = - S = - - » 2
(4% slderit gzgzz? , et 1a relation (7) montre (en raison de o =- —~

Vi
gufay produit des mabrlces qui correspondent & (L et (¢ correspond

1télbment éﬁpﬁ , ce gui achéve laz démonstration.

sitiop 8.  Le groupe Lé des similitudes directes laigsant invariant

et

; 81 £ est dlindice 1 , ce groups esli isomorphe asu groupe

¥ %K ; i * est d'indice O , il est iscmorphe au gxoupe multiplicatif
ErE,

Le démomstratio. sult exactement la méme merche gus celle de is

prop.7 ; avec les notations de cette proposition, lorsque 1'indice de £

ggt 1 2.%@gte similitude directe u pgf telle gue u } ad, 4 u(&1>=23a29

oh @ et O sont arbitraires dsns K%’B gi at: @Gn@fuirg -
. on peut ldentifier le plan F su corpe K' , en identifiant le pelnt

{ %ﬁ? fﬁ) & 1'élément .§i%@ ES de K? ; toute similitude directe est

slors une homothétie E "%9§Ai§ de k' , oh ( est e
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orcllaire. Pour gue toute similitude dirscte laissantminvariant 0 /

soit le prodult d'une homothétie ot aﬁune rotation, il faut et il

gue P soit un espace eucliidien parfalt.

%n offet, si f est d'indice 1 ,

dtant un carré, toub élément de K

=
)
\¥4]
)
N
&
£
ool
@
D
O
i
(6]
5
D
¥
(4]
=]
=)
o
q

§ == £{§; est la nérme finrg

’“ém@wt de K! doit 8tre && carrs dens K , ce gqui

toute norme d'un 8l
wﬂ@&f@; d'aprés l'expression de ls norme, «gua f ne doit prendrs

que des valours qui sont carrés dane X ; ia véciprogue a déja été

démontrée (penr n quelcengue},
gim

incies de droites. Froposition 9. roups 7% des sinm
gitivement dans 1l'onsemble des droites

;;tades_dlrectas

: (};Jv

t invarisnt 0 opére Lrzn

0 {(clest-a-dirs

et D, sont deux

§z un point #0
. vépond & la
baes que dans la démon
ot de D, , zgoyai+?%ag
= % 8, ;

‘tes les droites hono-

vﬁﬁsdecammsog

e

et denﬂ étre considérs

§+f’q ; d'ailleurs
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vne similituds directe qui lzisse invariante une droite non isotrope

laisse invariantes toutes les droites non isotropes, si bien que 1l'en-
senmble des droites non isetropes est en correspondance biunivogue avec
‘1@ CToupe ngﬁc : de facon précise, étant donnée une droite'DO et une
dueixzéme droite D , il existe une classe ol une seule de similitudes

~ _en
transforne D gk D - .

fala

s _
Q?J{@Lﬂs uﬁ&Lé , modulo H , gu
ﬁcmﬁ dirons gue le groupe abélien /H = A est le groups d65

d@ droitss, et que le clesse modulo H, & Laquelle appartient une

1itude directe zzela est liangle (de droites) de la similitude u.
g5 : ‘)’?‘

874

S A : 2 4
23 /v est la diagonale du groupe produit K %,K , ie groupe A est

S ' ;
isomorphe & (Kf&éﬂﬁjlli lorsque f est d'indice 1 , et isomorphe &
K?'fvalgrsque f est d'indice O .

/
Bitant doanees deux droites non isotropes ﬁqybgg liunigue classe de

similitudes %:igftes mod.H, qui transforme D, en D, est appelée l'angle
e~

du couple (D »D5), ou gugle gue falt D, avec D, . On le note (D1;92)

le- groupe abellen des angles de droites étant noté additivement, on a

done les ralati@ns

2N e - e s
(?j}?)zg » ““:EZ;;I}AE f:‘f(l),% 532)
-~ N el =

(Dﬁ,ﬁa)-iga,ﬁﬁ} = {Bégﬂa}

S e L
oul rTésultent auseitdt des définitions. La condition (p,,D,)=(D!,D1)
440 4272

@)
oot
LR
e
@«h
iy
hots
(0]
,(')

wulil exisie une szm¢1itaaa directe transformant D en D2
/ fk“'
- elle eat éguivalente & kﬁﬁ,f )O\Dﬁ b') puisque le groupe

A est gbélien., Comme toute simil itude directe transforme deux droites

ple de droitas orthogonales est brdegendan de ce eouple ;' cet angle
eg% sppelé angle droit. Clest 1'unigue solution #0 de 1'éguation 20=0

dang A ; en effet, si on exprime gu'une similitude dire cte u est telle
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, =75 ,
- solt ume homothétie, on trouve, si f est d'indice 1 , que la matrics
| de a-par rapport & 2 vecteours isotropes doit étre telle gue
; ¢e gui donne l'unigue solution distincte d'une homothétie
{2 une homo‘s}né‘tie prés) ; si f est ﬁ’igzéice 0, et si §-:~>5A §‘

(e K'7 ) est 1a similitude u , on voit gue ¢4 dolit appartenir & K ,

ce gui, si =0twp , donne 20B=0 ; 1s seuls solution {& uvne homothétie

orés ) gui ne soit pas une homothétie est done =6 .

™

ol 3?532 sont deux droites guelcongues de F | yggﬁé les droites

- . - ' o~
homogSnes garalléies‘rasp@ctiiggﬁnﬁ & Dy et B, , l'angle {Eﬁabg}
o5t par définition égal & (Ds,DL) .

sente dun anele de droites. Considérons dans F une base orthogonal

2

3 2 ST =3 ';"% $
e, .8.) ot soit f(x) = o, L o %
k £ i 2 y‘% ‘ :
. Pour tout angle 8 €A , il exisie une droite e une

par rapport &4 cetie base ; solitv

seule D gul fait avec DQ 1'angle 6 (transformée de BQ par la sinmilitude
ffangle 8) . Nous désignercus par tg 9 et appellerons tangents de
l'ancle 8 (par rapport a 1z base (e,,8,)) la pente de la droite D par

oz
“F
rapport eux axes Ke, ,Ke, ; c'est donc un élément de K ; 1'application
AL &

3 —> %tz 6 eost une application tiunivoque de A sur K gl T est dfindice

ke > 2 ” 3 = e £ 3 &= 7> 27 R T 4 3
‘sote guelconque, la tangente de © par rapport 4 la base

(e} ua{e?)} est 1a m8me que psr rapport & la base (s, ,8,) .
P 2 3 P
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Une similitude de matrice i ?&ﬁ mg; transforme D en 1z dreite de
paremétres dir&ctaars (m, - 2 p) ; on adonc tg € = - ?3¢% pour
. " -
llangle 9 de cette similicude si af0 , et tg 6= 0° dens le cas
contraire. On déduit donc aussitdt de la formule (7) gque
(8) tg(8+0) = wﬁgi? + tg OF
;agltg 8 gz 8F .
g, , - f
_?arsqve te 6 et tg 9 sont #£ oo , et que tg & tg 0° %,gi . Lorsque
g = 2% la formule (8) devient
o (or > SE A f >
& (84 éQ} = -0,/64 te 8 | ;:>
valable pour 6 gquelcongue ; lorsqus Tg B tg 8f = -2 , le second
i

menbre de (8) doit 8tre remplacé par oo .

par O

(e

%, un point de cette droite,

(1

1a classe dfintransi

appartient D est formée des drcites pess

vas transitivement dans 1l'ensemble des

ivité du =T

8i Do eat une droite non iscirope guelcongue passant

de centre O passant
& laguelle

cneontrant

S

(e}
ot
N

%
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1s cercle C . "hac:me de ces droites D renconire C en deux points

opposée z et -x ; on d4it que le couple (D,x) ast iz droite D orientéé

par le choix du pciﬁt'oﬁ elle rencontrs C ; les droites orientées |
sont donc en csrrespondance biunvvoque avec les points de C . ot

nous Qdﬁaaﬁ@qOﬁu par éix 1la &r@ite'crienté@ csrrespendant an pcint-

%2C ; les deux droites orientées ZEK et Ziexzsont dites portées

f\

mene éﬁolte non orientée. Etant données deux droites orientdes

0
@

e
Jc,-b._'w

(1

/fk ',» : 03 2 s, s T
L., 4, 11 existe une rotetion et une seule transformant /\X en
celle gul trensforme % en v .

dans l'ensemble des couples ( /\ | éiy} de droites

l'ensemble des couples (x,y)

&
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o
=B
)
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o
fads
O
b
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vy
Yoph
&
&
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U
w
gun-u

=,ﬁncé €n considérant
. (x,7) et (x',7'))

ensforme x en ¥ et

couplen |

i

‘c:mivale?“"

inai dafinie oot hisn
e des rotations est
un groupe ). L'ensemble guotient A {(resp. AG} de l?enaambl@ des cou-

ples (4L, &4 ) (vesp. (x.,v)) par cette ralation d'équivalsence est

7 %
eppelé liencemble des anples de droites corientées (resp. l'ensemble

circulaires du cercle C) ; 1a classe d'éguivalence & laquel-

%,7)) est appelés llangle

; A A <
is sppartient N eouple ( /1y )
P 3 ¥

% oAy e /k’ A 4 BT - lg’ < = '
duoouple ( A, /4 ) of notée ( A ) (resp. 1'écart
= 3 e q},

i

vy, 1n0t6 xy ). Cet eunsemble A (resp. A,) est

en correspondance biunivogue avec le groups 0 ' (K,f), la zo?egggf gui

trensforme iieg en 4 étant dite rotation d'angle ( le:9 ny) 5
a >

& (resp,. ﬁC) la structure

& gfam=c ainsl définis est

notée plditivement. On a donc




— s = -
(A, , 000 , (A, AJ=C(4, ., Ly

¢ A = >+<A ,,/jg )(z.d.,,,./.;m

et les relationes analOgues xy=0 - yx—=xy - Xy+vz = %% .

Ltangle E"gorréepbndant 3 la symétrie x —>-x est l'angle d'un
couple guelcongue ( ZS A o) 3 on l'appelle sngle plat ; c'est 1'uni-
gue solution #0 de l'équation 2§~0 dans le groupe A+

A tout angle 6 de droites orientbes correspond un angle bien déter-

 miné ©® de droites non oriemtées, savoir la classe de gimilitudes

mod.H, & laquelle apparbient la rotation dfangle @ ; l?applicatiOn
= :
6 ->0 eost une représentation du groupe A% sur un Sous-groupe AZ du
A o
groups AO : la relation 6=0 éguivautl a4 6=0 ou 9=p , puisque la symé-

trie x—~>-x est la seule rotation qui qoit une homothétie ; le groupse

Az est donc isomorphe au groupe guotient - %U 3%’ (ou, ce qui revient
su méme, au groupe quotient de (}+(ﬁ,f, par le sous-groupe d'ordre 2

formé de 1'application identique et de la symétrie x -—>-x). 51 é&z 5

é‘y ‘sonl denx droites orientées, 6=( Aztﬁi;g); et s1 D, ot DZ sont
les droites non orientées portant Zl ot A , 1'angle (Dq,Dz) est
égal & ¥ : .
s5i ~;;ﬁ ‘*,) est ls matrice de la rotstion d'angle O , on pose
a=CO08 G'St g = sin 9 , ces deux éléments de ¥ étant sppelés respective- :
ment cosinus et sinus de itangle 6 (de droites orientées) (par rapport
& la bese (e,,e,)) ; ils satisfont & la relation
(41) cos®8 + —é’_—- 5in28 = 1
et réciproquement, deux élémaﬁts 6,8 de I aatisfaisant & (4) definissent :

une rotation et une seule, donc un angle U de droites orientées et un

seul tel que a=cos € , B=sin 6 . On &




989
cos 0 =1 8in 0 =
cos 0 =-1 ginw =0
cos(=8)= cos ©
gin(=-8) = -gin @

La formule (7) se traduit par les "formules dfaddition®

L)

i

= 2, |

(a1 . cos(9+61) = cos 9 cos 0! - 7§;sim,€ sin 6!

(r2) s8in(6+6') = sin © cos 8' + cos 0 sin 8! ,
A

11 résulte aussitit des définitions gue, Bi 6 est l'angle de droites

non orientées correspondant & 6 , on a

(13) tg o sin 6[!605 & {a‘zy@g tg 8 = o0 lorsgue cos € = 0)
-d'ofi on tire, en vertu de (4')
G £ 3 :
L - 4+ 2 g0
Cos™8 £y

Lgrgou on parle de tancente d'un engle de droites, on de ginus et
cosinus d'un angle de droites orientéss deans un plan euclidien parfait ¥

on suppose toujours ces fonctions prises par reppert 4 une b@&@ ortho-

normale directe du plan F

3. Dans ce g suit, nous s D
est l'axeo Ke, , et le cercle C leo cercile per le point 8, 3
il pesse donc aussi par le point -e, . foit z un point guelcongue de C , 8

g (4) ; les

>

e
T

<4

o VR e : :
nta e, et -e, sont
]

N
e I

oxrthosopales, car la

Qdﬁ (@"'lﬁ ){f"j"/ )—)\‘"‘1 '31:‘_,:;

N,

'(j\
%4

\1 ‘ﬁ’ 7
“>’f—<g\m~;.%

o

- [?54’ . > D menee par O & la
/ \ : = 5 : e
A droite D! est donc perpendiculisire & D et rencontre
N 4
% // = ceotte dernidre au milicu du ent d'extrémités e, et
N x (fig.1). Par suite x est transformé de o, par la

‘@‘«4 symétrie par rapport & D_ , el iix transformée de Zie/




par cetie méms syméirie ; la droite D est évidemment bien déterminéde

par cette propribté ; on dit gue clest 13 bissectrice des deux droites

orientdes Zi@ et gix t'iﬁWersamant; toute droite passant par O
4 LouLe
e lﬁ - a2

est la Dissecirice de /A ot d'une droite orientée (.  bien déber-
- 2 1 . o - - - =
minée, savoir ls symétrie de éz par repport 4 la droite considérés.
24 3 \- 2 - H - @ o ~
51 6=( ééeq , A ji nous désignerons par = .6 llangle de droites
non orientéss (D ng ) . Une rotstion dlenzle 9 est donc de 1s fome

ss', oi 8 (resp. s') est une syméirie par rappori & une droite D
s :

(resp. D!') telles que (D, D') m~%,5 .

zzopositlon 10. Liapplication 6 —> % .9 est un isomorphisme du groupe
- '
e

A des ancles d@ droites orientées sur le sroupe A} des anples de droi-

tos non orientées.

Tout revient & démontrer gus ;z(a
los rotations d'angles 6 et 6! | 4 , 2. _, les trensformées de Z&a
1

par ces rotations , D (vresp. D

x x! 8 X
e - A 8 A e
(resp. de 4\ et éﬁx?} ; solent s ,8,,8,, les symétries par rap-
- A P o o 5 RESn 2 s
port & ngyx et D, ; on a %Qmsgbﬂ » tge=8,8,, , donc G5, 4! =

A 4

=y % AL i ’ W

=8 e8s8,; = {ggsgso )8y, ; male Eogssg est la ayméirie par

Zd

< 1 : -
roapport & la droite D! tello que (D ,B') = - =.8 : donc l'lancle
5 :
G

-@ =0, : la Telstion

le de droites non

A
t+-cos
5 o 4 2
3 C - LE B L0
A4 2 o <5
( $ E} 7 20 9 = 7 R
e A R
b e “‘{C.; 3
. fa =




£ oy
= ' 1- 21 .6

(16) - copD - ??; s
- i Regfle

qui 88 deduisent sussitbi des dé‘finit ong.
+
Ramargueee Le compc & de ﬁhomomgrrmﬁﬁe g -.=,»>a de A+.-sar Ao et

- = + % -
de E’iﬁomarpn sme de A sur A |, réecipry oque c‘m 3] m% & n'est

Q

autre gue 1! apg;lmat.ucr 6 —20 de A, dens lui-mBme ; le sous-
gm;zpeAG est done 150@@?@@@ a ﬁbéf %@55{)_;} . Otest »61‘1 ‘raiscn de
cette propriété que l'on note & — %% 7 l*iaomoz*phiéme _défini
dans ls prcsp,‘io : on prendré.garcle gue dans cette notation, % doit
étre considéré comme 'm‘opéra’ceur, ot nig pas le sens ha’bituél.
Lorsque itindice ) de P est O , Gésignons par 2z —> 2z le
K-automorphisme différent de 1'identité, du corps K' obtenu en
adjoignant & K une racine @ de p,X°+p, . Four tout z£0 , 1'616-
ment x=z/% est de norme 41 . L'espace F Gtant identifié a K!' ,
s0it ‘Dz la droite non orientée pasaant par O st z , A’x le
droite orientée passant par 0 et x J)Z est bissectrice de
,»ﬁg et Z;\;‘sy , ear le point} %(1+x)=(z+§)/2’§ est sur D,

28

1
puiscue (zt+z)/222 €K ,

sngles de éémi%roites; Sozzsa.&@“ezzs meintenant le cas oft K eat un ﬂorps

cordonng., La démopstration de 1a DIOp.Y Drouve encorsg que L opére

- trensitivement dens l'ensemble des denl-droites { formées) non 180-,

tropes passant ;ar 0 . Le sous-groupe de L"%;' laissgant invariantes

e

toutes leos demi-droitss non iau*“%cnezs diorigine O est ici le sous-

groupe H’ dos bomothéties de rapport >0 et de centre O (sous-

>
74

P

groupe dfindice 2 dane B ) en outre upe similitude directe qui
igiecae invaﬁ nte une demi-droite non isotrops les lsisse toutes
invariontes. L ang—ze&ble des demi-droites non isotropes —d'origina 0O

]

esh donc en coTTespol ndance blunivoar

5
]
L)
»
®
Q@
(@}
st
(€4}
G’ «
G‘,‘)
“&:‘1
L)
l‘:"’
“”'\.
‘l‘ﬁ

S
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de facon préeise, étant dounde une demi-droite D el une seconde demi-
droite D , il existe unc classe et unc seule de sinilitudes directes

wel” . modulo o sui transforme D enm D . idous dirons que lc groupe
ol o}{i e q

e b -
abélien A = Lo/h0~ est le groupe des anrles de demi-droites, el la
= 4 - - : : s : =
classc modulo Bo.a 1a.uelle appartient une siailitude directe uéiLo

1tan-le (de demi-croitos) de 1a similitude u . Ltant donndes deux deni-

&

droites non isotropes B, ,D , 1'unigue classe de similitudes directes
: o =
s : = - - - , o tn 7
moa.ho qui Lrausfqrmewibﬁ ca D, est appelée ltancle du couple gD19D2) 5

ou puzlc gue fait D, zvec U, ev potée creore (Qﬁyﬁp) ; le groupe abilien

A dtunt noté acéitivement, on a lcs ménes relations que ci-dessus pour
cs angles de droites. 31 Dy el “D, sout deux demi-droites guelcongues
B ¥ C”

(n!ayurt pes nécesceirement mBue origine), D! et DY les aemi-droites
dlorizive O qui sont reépectivemgnt;parulléles et de mBre sens gque D1
et D, , l'ancle (D, ,D;) est por défirnition ézal a (D:,Dé).

Coreidérons maintenant celles des demi-droites dlorigine O gui rencon-
trent vn cercle C ; comze uae dcmi%droitefne pzut rencontrer C gu'ten

=5

uz peul neint, op voit qu'il oxiste une corrccponaance biuvnivogue entre

£ et

1os demi-droites remcontrant C ;, ou cneore, enilre les droitcs

orientées rencontrant C et les domi-droites rencontrant C : de Tagon

pricise, & toute drolte oricrtde [LX correspond ls demi-droite D

Atorigine O passant par l¢c point xéC . Comxw 1: motation qui trunsfor-

e A}; en -,A:{ tranaforne Dx en D, on voil en outro quton peut
g : A -
identifier lo groupe AT des angles de droites oricntées ave?/ggﬁfous»

~rouvpe du isroupe A des anglos de demi-droites, 1l'an; le ( A . A y)

D_) ; on particulier,

stest llunique solution de l'iguation 28=0 dasns A .-

)

5]

s

(53] 2
L] 8%,
Oy

o

o)

o
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. A
A tout anglo O do domi-droites corrcspond un sngle bien déterniné ©
ée éroités {zon or—ic:ntécs), savoir 1'zngle de daroites de 1o sisilituidc
_direéto doat l".'ang;:lc de écmi»ﬁroiﬁes st 8 : i'application G ~9£} afest
;;utrt;‘ gue ilapplication canocniguc du groups -3=L§/HZ sur scon groupe
guotiecnt A e c/ H = n/(H /zz‘""’) =4/ {o,zs} : avec l'identification faite
ci-dessus, clle grolong,a 1tzpplication © *ﬁ)lg du sQus=-groupe k{% sur
- le sous-groupc Ag ot D'? ,Dé sont deux demi-droites, 6= (D/:;g) 5 ei}si
ﬁ,,{ et &2 sont lcs droites portant D, et D, , on a ( A“ - A ).-L
Tor déTinition, pour tout ansle de deni-drolies € , on pose ig O=tg o .
Ltunt donnle une deui=-Croise D rencortront € au poind ‘t , soit g
1ty ars le gutelle fait avee lo Gem;i{.iroii;c D, passaul par e, ; 81 0 et
{;O&?{ sort les anclos gue fout avee De,; lee;;deux @{miodrqites porices

par 1u bisscetrice des deus dewi-droites D, et Dy

i

le groupe & ecst donc 1l'imase du groupc A pur lfapplicatvion & —>20
o & duns lui-mbme.

o3 1f'indice 9 de T est O , on a vu gu'on paut jdeantificr licspuce F

0

- ileztonsion K! de L . topr toul roiw zeKt™ , on appclle alor
omplitude de z ct on note an(z) 1'an lo 0 guc Fail la Geni-uroite

oricine O passacl par z , ovee lo desi-croitec D ; 1lapplication
1

o
=

- = 5
z —> am{z) est wue repre e Lo ion du croupe muliiplicatif K!

(identific a LG} sur le groupe additif A ; 1a relation am(z)=0 ost

Guuivalente & z€K et z >0 , 1o relation an(z)=6 & 2z€K =t 2L0 ;
si T cob le conjurud de z pur raprort & K , on a An(z) = -im(z) si

2z > 0, an(Z)=+ ¢ an(z) ol 2z < 0.
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: Daus}Za n°, nous supposerons que X est ordonné
et en cutre gue 92/b1 >»0 ; 1la forme £ a alors un indice O et une szgna—‘
ture (2,0) ou (0,2), ot ntest donc pas 6quivalcnte & -of pour avcun
e >0 . I1 résulte alors de la prop.i gue le mmltiplicateur de toute
similita@@ éstv >0 ; en purticulierg le déterx WLH&&& d'une aim*lltude

b

directe, Gtant écal & son multiplicateur est ~0 donc une pinilitude

directe est une affinité couscrvant l'orientation. Duns ce qui suit,

nous supposerons lo plan F orienté de sorc& gue le bivectisur 91f§92

Con iiérans slors devx demi-droites D,D! dlorigine O ; nous appelle-

- ==
') (g2) 1'angie (D,D') que

s

rons ouverture du secteur angulaire 3(D,

bty

ait D! avec D ; toute sisilitude directe trapnsforme un secteur angulaire

nversenent, deux secteurs

o

n un Becteur an-ulaire de méne evveruuveg et

M

°

anculsires de méno Qu;nrture pouvent &tr ronsformés llun dans 1'autre

{—{9
"5

s

par une gizil ﬁL&c directe ; on dit gue deux tels's@ctaurs sont 56:.3uxX.
Diaprés ce qui proécéde, une similitude directe transforme um gecteur

rentrant) : on

cut donc dire gu'un angle de demi-droites est gaillapt (resp. rentrant)

S TR e LT L LD T

pour 1'orientation considérée du plan s'il est l'ouverture d'un gactaur

°

esillant (resp. rentrant) : si un angle de demi-droites § est saillant,
iy - )

.

ltangle O+0 et l'ungle -0 sont rentranis ot vice-versa. En particulier,

w)&_‘_

on appolle anples droits les deux solutions de lféguation 20=0 dans A

: — -
1'an: le droit saillant est 1llangle (Dqu Ecg} =
Considérons deux demi-droites Dx’Dy d'origine O rerncontrant le cercle
¢ avx points x et y . Par définition, on appelle arc du cercle C ,
dloripine x et dlextrémité y , 1l'intersectiorn dc C avec le sectieur
5L D ). Lﬁé@af'-aﬁgulaire §§ des points x et ¥ est encore




poarmet z , dlorigine la demi-droite passant par x

: "‘995
appelé A'auglitade de 1l'amc d’origine x el d'extrémits y 2 le’sgus~grdupev

A° du groups A des angles de demi-droites est $sgmorphe canocnigusment
e :

su croupe des amplitgdes des arcs du cercle C ; lfangle (DY,Dy) est

-

pelé 1'apple auv centrye de 1! are dforicine x ot dl'extrémité y .

L
(n{:}
Q
(&
3
(o
&

o)

PROPUSLTION 41.- Soient x ot v dedx voints distinets ds C . 81 z st un un :

point de C distinet dc x of de ¥ , ?ensemhie des deoi-droites d?origine

1
z possant par les points de l'are 17 dforigine x of Glextrémité y

(v compris les éeux demi-droitee portées par la tangente & C au point z , |

z appartient & cet arc) est identicue au secteur anwulsivrs 5. de

ot dlextrénité la

demi-droite pussant par ¥ . S5i O est l'ouverture du sectsur S(DX,Dy)

5

2 ¢ T , 0, est

fte

S

e

S

6 llouverture de S , on g 20 =0 ; en ouire,
o

geal & 1'an-dle (D, A ), ou' /A est la demi-droite portée_par 1z bis-

x
scctrice do D ot D ot copbenuc dans le seecteur 5(D_,D. )
L=y XY
3 , ==
contraire, ze[ , 6 =(D L e .

= ; - ~ % : = ‘ oo l-;—-I
Yar vne rotation, cn peut tou J@aru suppossr que z—we1 si z¢g]

-

ot z=e, si 2z €]! . Considérons diabord le premior cus ; enm vertu de
1thypothése sur 9af93 , on & cos 8.; -1 pour toul angle sea’ .
N - 2 :
Soient o=(D, D) 5=(B®1,Dy; . Diuprds 1lthypothdse, deux des irois
bivecteurs -x h'e , -6, A¥ , YAx doivent 8tre rétrogrades ; or,
ils scnt égaux au proaai¢ de e, A 85 par les éléments respectifs
sin « , -sin B , sin(a-B) , qui ont méze sipme que g 5“ -t 53 .
16
2

déduire qu'on g *tg %u < tg %@ ; en efﬁet, on ne peut gvoir

£

4 } ?
£ %@@iﬁ ?83/(1+ awudg = a1 fCSpGCblngeﬁtc fious allons en
= -

Sowa’

- 09

te % a »0 et tg ﬁ;g‘o ; reste donc 23 ceaﬂidéwor ls cas o@ tg % @
4
st g é@ ont méne gicne ; alors 1+-w=-tg §a¢tb 3.3 >0 , donec il
2 £y = - % 2
= :
o

=




B

-

VA

Gons;derons meintenant un peint u de 1' , d'anplitude o ; deux des
trois bivectours xAu , uAy , YAZ doivent &tre directs, ce qui signi-

fic que deux des trois élémenis sin(w-a), sin{p-0), sin(a-B) doivent

LY

6tre » 0 . Supposons 4'abord que 0O<tg %ag tg L 6 . nlors on ne peut
o-tg %- a <0, '
w >0 , ot 8i on a‘ﬁ!&it eb. outre I+ "":;‘u %c;, tg -»2‘- w-< 0

£ _ |
ussi 4+ f:tg . 8 %;.g; ® < 0 , donc dans toas les ces deux

< &g % o , car om en déduirait 'i;g,

o

avoir 1ig
B-tg

on aural

i mg-sm

¢t
axzj i
i)

&

z:: é\)%»-b [HSTPES

¢t

b

éléments sinfo-a) , sin(p-e), sin(c ’3"‘% se?az.enu <

el
6]

5 troi

o)
(o}

0
montro plus simploment cncoTo quga‘rz doit avoir te =0 £ tg % g .

Baisconunement &ﬂ&lﬁgﬁ;@ qaand 02 ‘tg % 8 » tg % ¢ , ou guand
o ?
ey

f
12
5 et 1+ ﬁ‘ te-. ?‘ Lo‘EP‘ ? 5

- B .{;'O 5 la rﬁla‘cion tg '2’ 0 o« tg 52» a entrainerait
<

O ; enfin, si

+ 5

E’ “%;g_: 0.tg 2 B<LO, donc aussi sin(B-0)< 0 ,

s

4
et on voit gu'il en serait de méme si tg 5 o > tg ~2’- 8 ., BEn résumé, les

points u de I’ sont: caracte*msés _par la rel @t;eﬁ

A :m&\s : g . < 3 V

D!'autre part, 1@ coefii ciont de 8, A e, dans lc bivecteur

{ +e, A (a-%-af) eat (1+coe u)sin 6-(1+cos v)sin a = (itccs a)(1tcos ©)
= - : ' : - 4 ‘ -

(te = fuw% Ll a) ;, et o donc lo signe de fig 5 9-tg 5 a ; la relation

(17} prouve dcm: que 1'ensemble des demi-droites d'origine -e, {gui
toutes rercontrent C en un secozzd poiat}, peiissazzt var les pointe de [° |

P
prouver que Bozii}x, A,

{0

eat identigue au secteur angnp a.z. re >, . Reste

car dfaprés la prop.i10, on a évidemnment 26 ’:e : conms E? est un angle
& $ 2

S i s = B .
saillant, puisque 2, est contenu dans lo demi-plan g -1 , tout
revient & montrer gue ltangle (D‘{l, A ) est Sdlllaﬁt 5 par une 31’&1}.1-’
tude dirscie, on peut toujours se Taener Su cas ch A =D, g0 et comme

alers x/&ad-e,@ Ay , ces deux bivectam‘s sont nécessairement dlrects 2
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puisgue A &oit appartenir au sectour S(D ,Dy),

s

On ﬁ aiterait de méme lo cas of z ¢ T' ; nous en laissons le soin

sspaces cuclidiens parfaits. Lu theorie pr‘nééente se

est un plaﬁ_cuclidien*gﬂrfﬂité La proupe LO des simi-

litudes directes laissant iaﬁurignt 0 ost alors le quo ient du produit
{}i{ﬁﬁf}gﬁﬁo, par ie éaa =groupe af ordré 2 f&rﬁé-ée i’appiiaatibn iden-
“xéwa et de lz gymetrie x —5 =X issﬁ%a-ieraiéré étant ia séale ?étation4
qui scit unc homothétic) (cor. de la prgpn&}?ui;aaie'éreite non isotrops

vassant par d rerconbre ic cercic © ot par cuite 1o rroupec dcs rotations
3 2 o 2 ¢

cups des anglag A_ , ot tout couple de droites

sgectrice.

en outre gue le corps (pythas ~oricien) K 391+

roupe L' est produit direéct des greapes.i}g(ng)
de Aroites isotropes. ot toute demi-droite d'ori-

. 1s proupe A
sonorphe su grou-
s le ccz@s

Eima&m(z} ,' pﬁisqué'

2%z > 0 . Les fonctions cos 6 et sin 8 sont définies pour tout angle
de demi-droites 6 ; la reletion sin 6 > O ost nécessaire et suffisante

pour gue 6 soit saillant. On a cos 0=0 , sin g =1 , d'oh

cos(6+3 )=-sin 0 ; les angles saillants tels que cos & > O sont dils
2irus, ocecux pour losguels cos 0 < 0 sont ﬁits obtus .

.
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De la relation cos20+sin pour tout angle 0 de demi-droi-
tes, on déduit que |cos 8 l< 1 et Esiza Ggé 1 . Inversement,
si K est un corps ordonné maximal, pour tout @€ K tel que

204

-1 < 1'1 11 existe un angle do demi-droites @ tel gue

cog O-a ’ puluqu'll cxiste alors {3%:‘?" tel qé‘ze 82—1-—a2 Z 0.
Co sidérons ﬂalnnenant un espace ouclidien E&Xfult E de'dimension
a > 2 sur un corps ordonné (pythagericien) K , et coiemt D,D' deux
gggieroitesfd’érigipefO dans E , P un plan quelconque dans E gue nous
oricnterons a?bitrairemeﬁt,r 1l.e£iste un QépiaCQméﬂt transformant lc
plan @ défini»ﬁar D et'D’ en P (prop.6) ; en outre, si u et v sont
deux deplacemonts ayant cotie prepri té, uv = est un déplacezent

'Taiwscnt P inve riant ; on en déduit que l'angle des demi-droites irans-

forméos de D ot D! est lc mdnme au siscne prds, quel que soit le déplace-

nent traﬁéfdrmant'le plaan d6fini par D et D' en P ; un seul de ces
deux angles ast saillant (sa2uf lorsgue D et D' sont opposées) - c'eét
ﬁe?ul qa‘on définit comme 1'3£g£b 6 doe deux demi-droites D ot D!

(il est cluir ici que 1tordre dans leg juel on COnbidL?G D et D! n’znter«
vient plus) ; il ne. dépend ¢videmszent pas du plan P choisi. 81 w et
v sont des vecteurs directours des deri-droites D,D' , on 2 , pour
ltansle O de D ot D! , la formile '

(18) . eesb=Z<u v>/§u%§ b ]|

qu‘on vérifie'aussitat en suppouant que P conticnt D et D', gue

hul = “\1“=’1i et que D ost lu demi-droite dont un des vectecurs
directcurs est e, ; Jjointe 4 la condition sin 8 > 0, la formule

1
(18) détermire ecntiéremont 8 .
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Lorsgne G est orierté, on veoii gue l’angle des transformues de D et D!

par deux déplacements u,v transformart Q en P el traensformant ure base

directe de Q en une base directe de P est le mémo ; c'est cet angle

qufon ap?olle‘ liapele de D ot D! dans le plan orienté G .
‘Lorsoue I est un espaée,euclidien @arfalt SUr un corps uon ardéﬂné
A AZEi deux droités quelcongues passant par O, P un plan
‘non isobtropc quelconquo dars & , on peut définir de la méne maniére_'”'

1tancle des deux Groites A , A’ : cfest 1tangle, uu sicne pros,

dgs trunsforméesyde iiﬂ ot [Ef pér un déplacenent transformant en

P ic plan défini paor A et A ; lorsque ce plan n'est pas isotzro-

pe ; s8i 6 est un tel angle, on a cncore |

(19) cos &5 < v> fe L v v

2i L et W sori.des vecicurs directeurs des rfiies A et AL ,'

,{Oh obser?efa gque le second wezbre de (@9)'g$rde un sens lorsqde le

plan d&fini par ax,.ct v est isotropec @ ilra glors 1z valeur 1 ,

comne on lc Vérifie;aassitﬁt}t
- Lorscue ¥ n'est pss un espace @JCLL&A%Q parfait, 1u notion dtangle de
deux droites VD,DE dans F ne pent avoir de sens gue pour les couplas ée
droitcs T els gu'il cxiste une sinilitude tz cugformant lc plan défini par
D et D' en un plan fixe P ; il 7 a donc autant dc sortes dlangles de
droites dans F qu'il y a de classes d'intraensitivite pour le groupe des
similitudes dans 1'ensemble dch plans non isotropes.

Géonttric hermitienne & 2 d139n81ons. Soit F un éspace vectoriel de dinmensiod

2 sur un corpu commutaulf K , onte“ulon séparable de decré 2 d'un corps
(de earactcrzstique ouelconqae} soit £ unc formec hermiticnnc de

reng 2 sur F .




A
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. 51 la forme T est d'indice ' , le groupe des siailitudcs 11#

B

Proposition 1

nropres csh isodorphc au ~Troupe g;g,z(ﬁo}.

»

Comme il existe des droites isotropcs por hypothdse, on peut toujours

}..:.

prendre pour bace de F d_ux vecteurs isobtropes aqgag non liné' Tes

(5

_op emltipliant au besoin a, par un scalaire convenable do K S on peut
= Ay £

i s = : e e = s i %
Loujours SuppoOSer gque (agsai)ziaqgazgzwfaﬁsa 3 f(eclest svidont si K

- 2
sst de caractéricticue 2 , ot dons 1c cas contraire il existe toujours
un 6ioernb meR tel cue b= i ). Multipliant T par un scalaire,

; - o S e e e e o
oo peut enfin sc ramensy au Cas ou DUl rapport & lu base lag,a5) ,

= =

. o g z
m"%q %1 _ 50it aolors © unc sicilitude propre, de multi-

>
= £ 5 , - = : i
plicateur A€ K , ct posons ula J=as,+Ba, , ula J=ya,r o2, ; en Seri-
= : - = & o < s
vant que u est unc similitude, i1 vient o0B-Ba =yo-0y=0 , ao-By =4,

3

comme & et B ne sont pus tous dcux nuls, onm tire de 14 que 1l'on peut
)

)
o
g..,.
o
fode
% {
S
&
i)
Ly
(&
‘)
=
o
N
(¢
.
n
ot
]
sl
il
=
Pt
4
(0]
{abs
QO
o)
O
P
G)
@..h
S
Qu
ot
L
<
et
o
=
fud
()
(]
P
w0
il
P
@
(&
o

: = e : : g ¢

2 done & =606 ; B = S - at on voit de méme gue - vV = Y o o= ¢ , anire-
pment dit, «,8,Y,> appartiemnent & K ‘et sont sounis & la seule condi-
tion a o -By # O, d'ol 1o propos sitio

nolera gue da;s cette isomorphie, les trecsformations unitairces

&
1
s

de dbéterminant 1 correspondent aux tr&ﬂsforﬁaticﬂs acincdulaires de

G (K )
- o} :
Supp 03008 ~aintenant K de caractéristique = 2 .
Proposition 13.- 5i la forne f{x)= %1 §17® 92222 (par rapport & une

base thogena;e de F) est d'indice © , lg ZIOUDO des similituodes rer-

mitienpes DPropres borrespondaJtOO est isomorphe au groupe multiplicatif

des éléments #0 du corps des quaternions K! sur K, relatif au couple

(-6,-p), oh & cst un Gloment do K tel que ¥ «fobticnnc par adionction

ey = s - N 2
g K dcs racines +® de X0 .
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Ern effet, soit (e?,ez) la base orthogonale considérée-dans F , u une
similitude propre telle que u(e1)zue1+362 5 u(32)=?e1+w502 cEai A

est le ~ultiplicabteur do u , o= doit avoir

(2¢)  aa tpfB= A - -
(21) y?-%‘ pBl.zﬁ}Lp
(223 ay + 9,55:: U

be (21) et (22), on tire oayy + pBy3=0 , dlot alh-S8)py S =0

ciest-d-dire J o =0(aD-8y) , et conze par hypothése ad-By = A,
on a a= 9o ; on tire alors de (21]) gue v=-08 ; en d'autres tormes,

= G, ’f‘;‘g
4

peut stéerire 8 - asvec la relation (20) entre

u
a,B8 et le multiplicateur A ; en outre, on a

/o -pB\ [/ a'  -oF'\ [ as'-pBpt -p(Fa’ + af'))
(23 | | - .
e a /N B! a*‘} K\B&? + aB! aa'-pBA?

Soit alors 1,u,v,w 1la base canonique de l'algébre des quaternions K'
sur ¥, correspondmnt au couple (-9,-p) (chap.II, §?,n°8) ; posons

a=a_twa, , P=ajs-v0az , et Taisons correspondre & u le cuaternion
. o

O

&)

- +aiu+a2v+a3w- (&iéfKo) ; on a N(u)=ootppB = A donc 1'hypo-
thése sur £ entrainc que K' est un corps (loc.cit.) ; on wérifie alors
aisdment & l1l'aide de la forzule {23) qu'en produit vu'! de deux siailitu-

des propros corrcspond le produait ﬁyi des quatcruions corresponisart &

Cn peut préciser ce résultat comme suit : considérons un point {§1:§2>

= : < = : ‘
quelconque de F , et solent ¥,=z 4wz, , 5 ,=2,-0z; ; Si nous faisons
sorrespondre & ce point le guaternion z=z, iZ,UiZ,Viz.W , oOn constate
aass:twc que le transformé par u du point §?, gg, COTTES nond ginsi au

co=ternion g2z . On idcniifie ainsi le plan P au CGTP? des quaternions

, ¢t le croupe des sinilitudes hermitiennes aw groupe des




N

Hen

- Aue -
homothéties & gauche 2 — R 2 (géé K* _} de K .

Dans cette identification, aux sransf0$mations wnitzires de détermi-

nant 1 correspondent les trunsformations 2z — [£Z , ol e est un

guatcrnion de Horme 1
ric cuclidienne & 4 dincnsions : 1. Cas oh 9 =2 . Goit F un espace

voctorisl de dirension 4 sur un corps K de cuructéristique #2 , et T

yne formc quudratique dtindice 2 sur B . Le groupc des sizilitudes
corresponcant est le groupe dos trancsformatiouns projectives laissant
snveriante 1z guadrigue & d°égac tio £(x7 )=0 dans l'hyperplan a
1tintini Hc@ de F . On peut supposer cheisie danz E unc base tell
5 sofis e Rl Ger el N & & = & F ey
aue par rappori & cette buse onm it I E JE f4 f,- 75 5 dams 2L

: g o=
(gulon identifie une fols pour toutes 52 7 duns co qui suit). La qua-

3 1

gricuc Q admut ~lors lo reprécentatiorn wargmi?ri“ue

, < - e £

oh (ﬁ.i,jgz)’ et (w#1,{%9) parcourent la dreoite projective P1(K}

o
N
(A

i1 est immédiat de vérifier que i?appliCQtinn qui au point
421,J ) (£a1,¢Ld)) de P, (KYAP, (K} Fait corfeupondre lc point de

3

G

AN

défini par (24) est une wLDllCdLlOn biugnivogue de Eq(ﬁ}z;?q{x) sur

= B
Q . Par cette application correspondent guXx cnsembies Bﬁ(K) %I;EE

{resp. XaSJKP (K)) des génératrices rectilignes de Q , dont nous

P

o

d6sigrerons llenscmblc par S,2 {roep. S.) ; le rapport anharmonique
de quatre génératrices de llensemble 5, (Tesp. 32} correspondant
aux points Dby,b,,Ps5.04 (resp. 2,;8,,8:,8 ) de- P.(K), est épal au

-apport anharmonigue de ces quatre points.

Toute droite de S, roncontre toute JI0ive OS o, ot ne rencontire
aucune autre droite de 54, donc une sinilitude ne peut que iasigsser
iny wni,s S. ot S, ou les permuter ; € sous=groupe | de L

1 - <=1 # 5 < - Q
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laissant invariants 8, et S, est donc d'indice 2 dans L ; nous verrons
un peu plus loin gu'il est identicue au groupe L: des similitudes

direct's laissant fixe O .

-z

Louce trdnofermatlon u«:}? transforne buatrc génératrices do 1lten-

sembls 51 en quatre g@nordtrlcco Lyant mems rapport anharuonzque, rulsque

ce ra

pport est celui des po;nts ot lcs 4 génératrices rencontrent une
cérératrice G¢ 82 ; ccla sigmnifie que si on dés igte por u,(b) 1z point

de P,(K) qui correspord 4 lu trunsformée par uode 1z

w\

ratrice corres

Qohdaat au go%nt b de P, (k) b-mﬁaﬁ(b) est une'prcjectivité de P1(K)

on asfwnlt de mérme une sevonde Drowcct1VLté'“9 correspondent & la

=

traasformation de 1'ensezble S, sur lui-ménme définie par u . Inverse-
: -
ment, & tout couple (ug,ui) de projectivités de P4(K} correspondernt

toutes les transformations u de T' , qui transforment le po;pt de para-

mdtres (a,b) de Q dans le point de paramétres (v.(a), u,(b}) ; toutes

T

ces transformations se déduisent de llune d'entre slles par une homo-

thdgtie arbitraire. OUn déTipit ainsi un iscrnorphisme du groupe If/HO

2

sur le groupe produit Ealg(K),x§¥ﬁ2(K}. De focon précise, si n, cor-

: - ‘ a P - . ot © Bl
respond & la matrice U, = B, & la matrice U, = ;
= ! 8 - 2 v f S :

: B b
on vérifie aussitdt que toutes lcs similitudes u correspondantes ont

e
|

ped
i}

pour matrices AU, ®U, ; comme cn outre on peut écrire

2 = : o : v 4 =D

5, @4, =1 @’Q_Z)(gq &1), ona det u=A (det U,) (det U,
érifie asisément guec lec multiplicateur de u est 4 °a

)2 et on

<

det U;.det U, ,
~

done | est bicn identigue zu groupe Lé des similitudes directes.

En d'autres termes :

g Ry > 5 : ' o +... ' > 3
Proposition 14. Le groupe guotient L /ﬁ {pour un espace F d. dimern-

sion 4 , et une forme qun drdclaue f d'indice 2} est isomorphe ap

groupe produit Pl (K) xPh () .
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De facon préeiso, si & wn point x—(_gﬁa 542 jgﬂ 54),de 7 oL as80Cie.

-

la =zatrice X = (? %z}} , on ®érifie aisément qua toute ErbanOFMdthn

ok 3 ER

de Lo peut s‘eerlre
25y K —> U Xtuz '

U, et U, étunt détermznees & un factsur p”%s,

Pour gue ia urausfoerulon (25) soit une rot zL}@p i1 Papk et 11
suff;t,que det,gk;det ge | .

Géombirie cuclidiennc & 4 dimens;gﬁé. II : Cas of 9 =1 . Soit £ ume fo

d?indice 4 sur P on'pout supposer cuoisic unc base daas ¥ tellc gue,
par . p@rt & cette bﬂses f{z}».§§ ?49{@2 li + ggf’g} 5'1?@-éméﬁt
qgﬁfgz n otant Pas e carré dans K . 501t ﬁ? i?axt@ﬁsian qugdrathuﬁ
{séparable) de K obtenue par adjcnctiocn d?aﬁs‘raciﬁé o du polwn¢73
92;2+@5 ; S0it F 1'espace vectoriel sur KG éhﬁ@ﬁ&.pa?‘ethﬁSieﬂ g ge
corps du corps des scalaires do ¥ ; T est la resirictic. & F de la fome

SN o (o T (:,.«i \ - -
f,g(_;:‘}” E‘i 54-02 ? +&)§ w\ }2 &)g“_f’]? 1@.3 éf
%

gicleoanes 0 8, - Lo prono ’§(~

e

Z ; *'g foor TN ey e e SR
sous-groupe du groupe analogu O\aé;gﬁj forné des malr
Alémentas apnartie + 8 K oo 31 powion a1 mAMe Ao dirve
clietents apparctiennenc g & ;11 Tevicny U Sene 08 O1dc

Gistinet de 1'au tomcrpa me idcntigue
o e 3 : (K
tions de La(h,f, sont lcs transformatic s 4 ﬁﬁAaéfﬁ)

avec lu transformation seni-linészire
7 /] v 7 S e
& = g ST X ‘

( : _ ) >l ¢
.%7§#3 57 §§s St 5

Prencns dans F, uno nouvelle base,

2

shd“'emtﬂt de coordonnées soient :

: 5 5 3 : 3 ¥ 4 3 By 3 e Blst 2] | e N o T ey Vg e
zatrices doivent étre jnvariantesg per l'uutomorpnisme o de K, sur
> v

les formules ds




/ ' / ‘ — / ¢

= ¢ 35 = £ + 0 5 = % -n
. 1 Ta = 5y 1,=0,5( S 23} 1z = 5, %;
Pour ces ﬁouvo!leu coordonnGes, lu trunsformation tg devient

: : 4 0] 0
(g ,05,72,7,) —> (nﬁspgng, T )

Cotte travsformation laisse invariunte la guadrigue Qﬁ dtoguation

‘ : : = 3_ 84 . 7 P S e
M4M,=N,05=0 et les paramdtres (A, #,), ({5, #, j du transforno

£

dfun point de Q de parandtres (szs“kz Jet (@, ¢, ) sont
7 J o Lo
(‘g)'&-{gg jﬁ:‘%} = (pg g‘é’i 3 é’éaf }
: = -
T =
teop) = a0 )

(clle Gehange donc les génératrices rectilignes de Qq) ; lcs matrices

U et U, dclvont donc vérifier les relations

- :
o5 ( m*gx B ) cm P g/» (cw;j B%;gza’ﬁz *’r@zﬁ‘j&‘:

i + 040 = o g,si +9 h o (v #5A)° vl o SN
quels que soient A&’ A, j%g ce qui Gquivaut & la relation
(26) U, = PU P
avee P = é gj? Le sultiplicateur de la sizilitude correspondante u

‘s
dans g(K,f3 ; j"jeas“t; donc la norne AN, ot A =det U, ;5 on s
13 propogsition ou¢vgnta :

w

Proposition 15. Pour un cspace P de dirension 4 et une forme guadra-

D

o g
ol

- ~ -
, L& groupe L est is Qﬂ@fﬁﬂ~_u

4 7z, B g S = e i > =
Gl (¥ g/ , ofi i est Je sous-groupe du cenibre 4o 2$j¢2(A4} forné
e 1 e

prer
el
e
O
£
()
o
i
o
L]
¢t
e
©
g
¢

\

des hozothities x —> A x dont le ravpport 2 pour porme 1 .

Los rotations correspondent aux natrices U, dount le déteraminant

est ds norme 1 .
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T
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GoomStrie euclidiernc & 4 dincnsions. IIL : GCas o ¥ =0°. Scit £ une fornme

Glindice O sur F , ¢t supposons que par rapport 4 unc buso orthogonale, |
oL oo T+ ?Z—p 92% §Z : =0 /o
e < g =70 g/{ 2 gi‘ 3 3} 7 4} v

1
‘cerriop Gons Koo oo;ﬁiq 1'exlersion cuadraticue de E obtcnuc par ad-
/

- 1 4 230
ct 95/02 nfétant pas
= 2 -
sonection 2 K d'une racinc « de 91X‘+p4 i =0./0, peut ou nor €irc un
: 2 -
carré dans K4 ; dars le premicr cas, on a nécessaireacnt

=pj/92-= 02@4 = °0294/p1 , avee Oe K ~ compe on le verifie aussitot,

donc 01029304 est un carrs dans K , £ a un discriminant carré, et

récipzaquement, ‘Supposons donc en premicr lieu cue £ ait un discri-

rinant carré ; par un changement dc variables on peut évidemment se

rameﬁer au cas oh 6= ’et on peut alors écrire v .
f(x)~9,(§4 +®‘§ ) ‘§i-==;ce> § )- pn(g +*>% )(% - ? )

Ici encore, le groupe L, (K £ egt le douﬂmgwoupe de Y+gK fq)

(£, se déduisant de T en remplacant les %Q par les éldcoents S

i

o o

de K1) formé des trarsformations permutables avec lao trunsformation

. s e )i e
mi-lindaire *t© définie par : s o
gemi-13inéai = inie p (§1,§2,< 2 3

23 5 3

51 on fait le changement de coordonnées

= oy : ‘_;1;’ ¢/ .

ey (0 §)  m=F-efl meo(E tefl) n=f ef
lQ transformation ﬁ dGV1ent pour ces ﬂOdVClLeJ coordonnées

4 g 4 5
(U1;ﬂ23ﬂ3,n4) )‘ (‘917]4: 927]2 5 ‘25“ 7’2 E’;?H J

ey}

rlle laisse invariante lo quadrique Q, d'cquation m,7, - 1,05 = o,

ot les paramdtres du transforam¢ d'un point de @, de parzmétires

(A, ~k ) et ( #1, [£, ) sont donnés par
. A= (o 4y, = A7)

4

(g ) = (o, iy 0, 5 )




-~ ﬂuG?
5ot on tirc ausgltot que los matrices L, et gé doivent vérifier les
-conaltlors :

= G e U o= ! 4G = 5"
_ﬁb + P B 55 == + ?54, —'}-’ 73 _—-_ae 3 +9! 2
oply A+ od) =ap A, ai'h$ o (yip, tOB) L
1 y x 0 & 5 a0 . c O o) 5
momcen A = T, AOE T : e BT =y f L 7
‘Oﬂv(aJi BA ) = o At 3L4tg 0,(a - i) =rleg by 0,
quels gae soient A, A, Puo fy s ©8 oui donne los relations
2 21 < :
§‘ =gf o = gt?
o 5. .o
= Do Pl = — !
B = 04057 | 5, "
4 £ ]
: . - e O e
La prop.13 montre donc que si on pose FP= ( g, les = trices E% et
: : {3 Gty =
==1 By o : s = i -
P . U .P sont des matrices du groupe des eimilitudes hermitiennes |
. = v = o7y |
propres relatives & la forme gl(z)= g i §Qc93§ %, (on posant < = ):
L » 23
cozne ogqu n'est pas une nornme {(sans guol f ne serait pas dfiﬁ@ige‘é}g
: . [(Pis+wk) S H(T rwk )
1z fornc g ost dlirdice 0. Si on posc mepza = L 1 = : =
: % = ,N"/:;"&ii & (E& .‘jjg } ;'
- - - N o = ge 4l
i1 vésulic de Ia prop. 17 que ¢i on Tait = = ‘
= . < D g = 5 = s =
correspondre au point ( ? o if’ €. ) lc guaternion (relatif au
5o !

1
. 3] { 3!{ B = =
coupla = = S b.p )] 2op = F

5 w , toute trunsfor-
v A4

<

mation du groupe L’ peut s'éerire

(27) -

2,
54
relatifs au couple (- == , o pa} :

ost (c)(b) :on a dlailloure Li{3z)
comaie on le vwoérific gussitét. Lies
- +
et les trapsforzations de &
LS
A4 -
de L gst donc détermindGe par la pr

Proposition 16.- Pour un espace P de

o e

£ de discrininant ecarré ot dlindice (
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au groupe (K' X K'”%/z , o4 K' est un corps de guaternions sur K , ot

£

Z le sous-groupe de K{ﬁx;Ké% , isomorphe & Kﬁré formé des couples
{ jL? i& 3 Qg J&éi{% s

Pour gue 1a transformation (27)’soit une rotation, il faut et il
sulfit que ﬂ(ab)#?.;

sunposons enfin cue le diseri i..cont de T ne soit

cad
)
£
0
E
&
H
=
o
3]
o
O
iy
¥}

n'est pus ui curre dans Rﬁ : soil K, le corps obtenu par adjone-
5
tion & X d'une racine o' de 0,k +Dj ; K, et &, sont lincairement dis-
e
joints sur £ ; soit KO leur corps cozmposé, extension galoisienne de

depreé 4 de K . Dons K on peut éerire

)

£(x)= pﬁ(§1*“ ?9)(§£°® £ )- 921;24@‘¢3 e —o! §5)
le groupe L!(K,f) est le - (
do T ¢z remplagant les Eli par des 6léments €

&

lcs tracceformations permutables avec les deux transformations seni-

linéaircs t& ct t? , Correspordant cum automorphismes O :

(v,01 ) —>(-0,0!) ct 7 : (o,0') mmk(wsew?3 da K, , et définies par

(£, %5 §3,S'>-.><§"’ 5 ;;’6" %T?
/ln T
<§ §>~>(§’”s§ . 33

L 5
aisons le chanbemcnt de cooraonncées

G ¢ ;/ 2 f : <l f
1"’Q (§ ..1.@5 ); nq.: Ei‘z’m E% > n’\:ﬂ')( ‘59 +@‘§i}3 Tf:,}: E’z‘m? C'ﬁ
7 o iz o & -
Les tra nsformatlons to et tt’ deviennent, pour ces nouvelles coordonnées
- 0.6 ¢ 1 o,
(ﬂ13n2)n3;n4) —”3’(91n4:n2 P ﬂ}’ ?T ﬂq)
et
S 2 2
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2lles laisseut invariantes la quadrigue Q, dféguation

ot los
et ({iﬁ,fL ) sont donnés res

(X, 2\,2))&*(91 f"’?*’ [A&

CAL, b )0 ul, (0 )

e s
%
?Li?é&
Les matrices U et U  doivent donc
ces U, i oive c
o

-97(7*%‘5‘
polatp +Bl e, ) =ao V&i +B£z
& Jé&.
6'—91‘(
1

s

poranotres du tr&usformo dfun point de Q} de
weetivenent par

L]
8%

YO T fes con

\.Im

ifis

$

g T Y v .
¢, Y} = ap, i, -0 gz:;é (a fj“’(i +B iy

- S
! iy ?”z
quels gue soient 4& ce gui donne

=
al= g

T
&

o

ﬁf

uy

53?

=

a?

gui entrainent

o 7

o
pe—l

Autrenent dit, si on pose

5

“on:

zn
{2z )= % et ona U _ng
glz)= $13,%185 - —

3

—
ateur de lu ainili%ude correspondanie da

=

K_de KO form: des inveriancs do 1ttt

K(ew!) ; on constagio ais
{'\

; +1 sxisterait quatre éléme

3

et non tous nuls, donc g cst d'indico O .

nions cur 3 , correspondant an couple

r &

tetant

P

Hie

=

6%

gu's up facteuvr prés

Aexk
, 5

L
i T
A A =1, on a nécessairemcnt

O
e

Ny 04-N205 = O

J&..}L!

paranétres

ditions

2

B

}G“Y% w Fop

&7

¢4

Q

o

g

27

o
= o {Ag
los relations

g
&

et
<

&

N

es propres relatives

P i Aedet U
-
Li(k,2) est A L.

=

e
Sy
s 83

Lomorphisms g«-«;‘“»g

on avait b

L

Rh=5%

de K annulant £

corps d¢ guator-

-

la matrice §1

[

et

SR
L &

=
=

prouve gue
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Proposition 17.- Four un espuce F de gimension 4 , et une forme gusdra-

P ~ ~ s i = P - - - Y+
tique £ de discrinrinant nom curré et d'indice O, le groupe L est

isomorphe au groupe K! /ﬁ , o8 K' est un corps de guaternions sur une

sxtension guadratigue K5 gu corps K , et H 1le groupe des éléuents de
K% de norme 1 par rapport a X .
bang cette isomorphie, ies rotations correspondent aux quaternions

dont 1a norme (par rapport & K. ) ecst de norms 1 sur K .
oD 5

Géondtrie euclidierne & 3 aiuensions : I. Cas ofi v =1 . Joit F un espace

e
vectoriel de diersion 3 sur un corps K de caractéristicue =2
une forme quadratique d'indice 1 sur F ; on peul suppe

o
1n o Ve ' S ath Vo TYTIO T £ - Pt = 25 %
une base (ai}ﬁéiiggﬁ telle que par rapport & cetie buse, onm ait

{z un facteur constant prés) f(x}z:g§§= %2 $. . Considérons F coume le
_’i
S0US-esDpace ’§4=0 d'un espace G de dimension 4 , £ étant 1la restriction

4 ce sous-espace e la forme guadraticue glx)= {‘§2= §§)¢ ?

roupe Lé(Kgf) est produit dircet du groups {}é{ﬁ f}/et d u groupe des
hozothstics (prop.3) ; nous allons donc nous bormer & studier 1z struc-
ture du groups des rotations iég(K,f) : ce dernisr est le sous-groupe du
groupe {):(ng) formd des rotations laissant invariant l'hyperplan

§$20 . Prenons dans G une ncuve;le base, de sorte gue les formules de

i

changement de coordonnées soient

- = zz : = = % S ¢ ‘,- T-i=
;ti §i é? 0 . n(g, %i )(%4 2 Tici 59 £ 65 : §3\ :
Les rotations de {}B(K,f) doivent laisser invariante 1l'intersection
de la quadricue n€ﬁ4~n2ﬁ3=0 avec llhyperplan n?=q4zo, clest-a-dire
que los matrices U,,U, de lo formule (25) doivent &tre tellcs que la

1"‘,‘!‘7' £ } = -3
relation .klip% .AZ #2 0 entraine
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(0«6){, +g’J\. )(G’!?l '?‘S?L! ) - ‘«Y)‘- + ,‘5

¢, . )(Y“ ¢
En fulcunt.k. =0, puis <j ﬁé#g, il vient
- :

1

alB-yi5 =0 diot a'=pS B‘w*f T

entre g, et
finalenent

denne alors
U =0 U, R

det %.det U=1, ®

wmon®

e

.0
, avec B=(,

n

. donc au signe prés ; mais pour oue la restriction d

ot ¢ =0

(K,g) &4 lthyperplan
a2
o5

; en outre, si on nulti

\.,
i ;/ e oy

rroposition 18.- Pour un espace F de dimension 3,

soit wne rotabion,

inveriant ce gui donne par un calcul faclile

1 rCésultc gque ect arbitraire, ct U,

pite U p5r
‘

done 1a transformation &£ (25) n'est pas ¢

(p -cMa%-By)=0 , clest-a=-dire
0) comme il

est déterminé par 1u relation L {det

U, eonticre:

'E"S[,é }-:-u

=ca , et la relation

p=0c , et

=

faut en cut?e gus

acdi 9199. Bn rosumé

2t une Fforme guadre-

tique £ d'indice 1

le groupe

tif

PL(B)

1e euclldienne 8 % dimengions :

Géozdt

,poser ia forﬂe £ (= zm un facteur constant e,z:*és

+ 0, % ) ap;%/p

Considérons F commo 1e sous espaee

. .
tef.d.e gue flx) pgp, %4 (pg %
carré dans K .
de dinensiong 4 , &tdnt la restriction & F de
e =d 2 2
$5t0,05 Eo-(n % + Py §2)-
o{x)=0 est impossible si

Ustte forme est

en effet, ia relation

<

4'5% gd 2 ?2 Eé <
= >g,+*§’£_ %3 )!(@' 513_ fo 9"392%?‘1
-4

an ¢lément ﬁ,+@ (£ du surcorps Ké de K

II. Cas ot » =0.

ne sont pab nuls tous deux, cette rslation

= = % — > ¢ -
(}%{K,f) est isomorphe au proupe projec-

On peut toujours
rapportée 4 une base
n'étant pas un

E?

=C dfun espace G

a
s’écrit

it done une noImse

obtenu en adjoisnant
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= . o 3 2 iy =
4 K une racine s du polynome p§X-+95 ; zais la relatlon p,= T'g: #

Z $ 7ot £

entraine que T n'est p ;5 dlindice O duns P .

Cel: étant, la forme g(x) a un discrizinant curré. D‘nbrws 1a prop.i6,
si on fait correspondre uu voint { Eﬁ,_%zg E%,c%ﬂ} 1z gusternion
(relation au couple (-0,p:,0,)) 2= ¢ +% ut v+ % _w , toupte rotation

-2 2 24 24 2 29 o

du roupe e,4(%,g; pent s'éerire z —>»azb , o8 a et b sont deux
quaternions tels gue H(ab)=1 . Pour gu'une telle rotation laisse inva-

P s - - Q 3 <y "
riant l'hyperplan °§qu et que sa irace sur cet hyperplan soit une rota-

ition; il fout et 1] suffif cu?ellﬂ laisse %é-ifvaﬁiamig ce gul donne
lg_coaiiti&n abxﬁ ; toute rototion du i?ou; donc
stécrire , -

2o , Z «%>aza°1‘

o8 a est un gquaternion drbltralre de du corps K! des quaternions
relatif's au couple (=p293,92},-1?ospace F pouvant 8tre identifié & l'en-§

csemble des quaterniorns de partie scalaire nulle ; le guaternion a n'est
€

diailleurs déterminé qu'a un facteur sculoire prés de K . En risumé :

sition 19.- Pour un cspace F e dimcnsion 3, ot une forme guadra-

o
H
2
5
G2

< ’ = 7 ¥ ¥
tigue T d'ipdice O, lc rrouve {}fi ,£) oot isomorphe au groupe K?i/K

ot K' est un corps de quaternlons sur K .
On sait (cnap.Vill) que touie rot tion dans un espace de dimensio

inisse invariunts les points dlune droite D (axe de 1u rotation) :
= o AT ATE ’

"‘i

facile de 1o déterminer connaissant le guuitornion a2 : en effet, soit

¢= ~(a-a) 1la partic vectoriellc, qui appartient 4 F ; conme s et ¥
2
4 == = ~ 58
sont D tables, ona ava '=v , donc D est la droite contenant le
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Bupposons "alntendnt plus particuiiéreaent gue E s it vn eupace eucli-
dien parfait sur un corps grdonné (pythagoriczen} : ¥' est alors le
COTps des‘quaﬁernions ordinaires sur K ; c¢ans 1a représentation {28)
¢?a s rotation, on peut supposer gus 4 est un gquaternion de norme 1, déter §
nind au sicpe prés. lLa restriction dc'la rotatién au plan ¥ parpcndicﬁw
1 A lons dé%erminef itan~le O

de cetie zotatlop, D étant orientée par le choix du vecteur v (efest-4-

“ 7 "1 = 5 3 2 a bt @23_%2

(atBi)j(atpl) ' = —5 Sk wﬁw%%ﬁ k ona cosB =—=> 6b
+8 i & o R

sin 0 = 2% > , avtrement te % 8 = Bfac =lvi/s .

identifiés 4 dcs guaternions de partie scaleirs nullo, la partie

scaleire du quaternion -2 niest autre gue le produit scalaire

412525;>, et la partie vectorielle le produit vectoriel 2z |\ z

g

asfiri eu chap.VIIL .

on nt

e

= 3 RS2 £ SETISE 5 A S O Lo 3 -
-rie non-euclidienns. ©5oient ¥ un esiace vectoriel de dimens

£ une forre qaadratiqne de rangs

dérer éons le groupe projec

joctivités u définics dans
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On pout considérer P(B) comme 1'hyperplan & 1'infini H__ dans un es-

pacc projectif P(G) de dizcnsion nt1 . Toute projectivité u de FP(E)

peut alors 8tre considérée comie la restriction & P(E) d'une sizilitude

v (rfelative & la forme £) dans P{G) ; d'autre part, deux similitudes

Ty s¥5 n'ont la mére restriction & P(E) que si V2V2€ laisse invariants

tous les poénts de P(B autrement dit appartient au rsroupe des homo-
: 3 G o2 =

SUppPoScY Quc ¥

{0

<t

hétiss et translations. On peut claillcurs toujour

{7

oot
5

isse invariant un point O de P(G) n'appartenant pas & P(E)=H__ ;
4 A

=}
qu

feeg.

gst alors nécessairsment une homnothétic de centyre O . On voit

1«94

4
G

i)

W

e le groupe |’ est isomorphe am groupe guotiert L jio‘ du

(i)
ﬁ

Toupe LO des sinilitudes de centre O et du groupe des honothnéties de

centre O .

h)

i“r

Bn général, le groupe T ntest pas transitif dans P(E) ; si A ost

classe d'intransitivité de 7' dans P(E), ls groups [° définit

5
4P,

‘A une géomctrie suoordonnee 4 ls géombtrie projective, et dits

{\:)s

cnétrie non-euclidienne (relative & ls forme £} ; 2uni de cette

e
o

géomdtrie, on dit gque A est un ospace non euclidien (relatif a 1a

>

lious allons nous borner & considérer deux cas particuli iers :

15 Eépaceg‘elliptique. Supposons gue K socit un corps pytha;oricisn;

et l'espuce cuclidien associé & la forme f un espace euclidion parfait.
Comme alors toute sinilitudc est le produif d'um déplacement st d'une

3 e S ) T3 o 53 . 2N i} 2 (|
nomothétis, lc groupe |’ (8it proupe dos déplacozents non ﬂuc?ldlens3

n'est autre gque le groupe orthogsonal rrojectif EKJH%A(K,f}S inage
55 |
cancnicue @ D { 1 grou rtaoogonal O K,f) [(ou :
anonigue dans F g=n+1(h) du groupe corthogona hin+1("f' (ou encors,

(’J’)

guotient de ce dernier groupz vat le sous-groupe § deux élécents formé

splication identique et de la sy” rie = —>-%x). 81 la g adrlqua
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dfogquation fT(x')=0 darns P(5) n'est pas vido, on 4it oue clest T?absol

-

de la géomitric ellipticgue ; l'cspace cllipticue A est le complimen-

taire {;Q de Q dans P(E}, puisqu?alors il eoxiste une transforms isn
orthosonale trensformant l'une danus lgaatre deﬁi'droites non isotropes
quelconques,paés ant par G '

$oient 'P,P‘ déux‘points de A tels cue la drcite PP! ne soit Das
tangente a Q ; orienter la droite ?P? clect par définition cholisir une
base orthorsonale directe dans le plan non isotrope OFP! ; 1a digtance
oricntée PP' est alors, par définitioh, 1'ansle O z(OngEF) des
droites OP et (P! dans le plan orienté pPE!

Soit P un peint de 4 , 1 un plan contenz dans P(E) et non tangent

&)

4 G ; i'espace H de dimension 3 déterminé par O ot |iI est alors non

isotrope. Soient D,D! deux droites passaunt par P contenues dans Tt

o

ob mon tanrentes & 8 , A ot [ les droites p ssant par O , situdes
dans H et ortbogonales res peﬁthL ment aux plans déterminés par O et I,
et var O o DL - ellﬁﬂ sont situées dans le plan V psssant par O |

conterw dans H ot O*tﬂ0503al & 1o droitec OP . Par définition, orienter

le plan JT , c'eet cnolsir une base orcnoporzale directe dans V
/\ ; :
lianrlc orienté (D, D') est alors éegal, par définition, 8 liangie
e :
\ 0 4 £ f' ST i & T2 e i
t A, /A" ) dsns lc plan orienté V . On remarguers que, si B et B! sont




e

- 2010 -

st dcnu l'an=le avec D ost défiri. Cela sign nific gue le plan engendré

par O et D est fa viblencnt porncna;culal“e 4 la yariété 1iné

({)\
£
fude
U}
)]
=
-
[
e
)

drée

linéaires dans P(E), on dira gqu'elles sont foivlement perpendiculaires

"‘CS

ar 0 et W . De facon générale, si W, et W, sont deux variéiés

i les variétés lindaires er 1wordrées par O et ¥, , d'une part, par O
et 7. d'autre parl, sont faiblement perpendiculaires ; on vériTie sussi-
16t ou'il revient au néme de dire guec sour tout point ds hé cont
i et n'lappartenant pas é,% '
pussant par ce point est contenue dans W, . 3Si W est aﬁe variéte
insiaire de Cimension p dans P(E) , les drcites perpendiculaires a |
passant par un point de W (ﬁgappurtenamt pas & A; engendrent unec

varicté de diiens10n n-p , faiblesent pervendiculaire 4 & au point

On noterz que la notion de variéiés lindaires paralléles n'a pss
de sens en géométrio cllipbigque, ear il n
" do sous- groupe analogue au groupe des translations, ¢

§ -4

dirc de sous-groupe &bgl:em distinzué.

iI. Espacse ixperbollgue, Supposons gue K soit un corps ordonné naximal,

que n 2 2 et guo T soit @&'incdice 1 ; on peut donc sUPPOSEr Que par

: = SSTS =2 ,‘.:‘.-’.a < ‘:?’ ~ z >

rapport & unme basc convenable, om a flxl ) = E - 7o Considérons
: = e 2 & =t

dans P(E) l'ensemble & dus points x tels quc f(x!') >0 ; en vertu de

1a loi d'inertie, A est une classs d'intransitivité du groupe =
-.en outre, toujours en vertu de 1a loi d'inertie, towts droite D passant
par un point x de & coupe l'absolu Q d'équation f{x!')=0 en deux

nts distinets 2z',z" . 3i on comvient cde circ encore gufon oriente

e

O

|1-:j
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la droite D lorsqu'on oricntec le plan passant par O et D |, l'ensembls

of

¢s pointe de D situés dans le mluc Tsosment® dioxtrénitdés 2zt .z? que
& s S

. ost identique &4 D A A . On convient de dire que A est 1'Pintérieur®

(S

de 1'absolu Q . Toute similitude étant encore ici le produit dfune

homothétic el d'une rotation, le groupe I?'(ﬁgr@upe des déplacements

non euclidiens®) est isomorpho & ??C&Hﬁ K,£) . La géomdtrie définie

sur A par [ est dite £éométrie hyperboligus.

5i D et D' sout deux droites dans P(E), rencontrant toutes deux & ,
11 existo, d'aprds le th. dc Witt, un déplacement non-euclidien tras-
Tornant DM A en D'/ A ; on pout donc déf i r comme ci-dessus la

distance deo deux pe;nts sur une droite orientés. Si P est un point

de A , D,D' deux droiteés passant par P , H 1l'esp pucs d@ Gimension 3

déterniné parl 0,D et D' , V le plan orthosonal & OP dans H , Vv ne
rencontre pas'Q , donc la restriction 84 V de la forme £ peut s'éerire
c 7 %.5;2

3
>4 2 2 -
Witt, quton peut encore définir 1l'angle oricnté de deux droites quel-

pour une base convenable, ce qui montre, en vertu du th. de

conques passart nar un méme point de A comue en géoadéirie elliptigue.

Les définitions et propriétés des variétés faiblement perpondie laireu

s'éterdont alors sans modification.
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APPENDICE
'LE THEORFE FONDAMENTAL DE LA GEOMETRIE PROJECTIVE

Soient K1,K2 doux corps (commutatifs ou non) isomorphes, E1 nn espace
vectoriel de dimenmsion nt1 sur K, , £, un espace vectoriel de dimension
atbour £ . Ona vy (8 1) qu'une seni-projectivité do ?(Eq) sur B(B,)

- :

transforme toute varisté linéaire projective de _P(Eg) en ung varidté

lincéaire projectiv ¢ de méme dizension dans' Pigg}y Hous Qi?ans montrer
gque cstie propriété garactérise les seazwn$oefcﬁ1?£*"s paar -2

7 K, X, deux corps {commutatifs ou non) , E, {regpaﬁz}
vn ospace voctoriel de dimension ntl sur K, (resp.K.). S'il oxisto ume

P
transformation biunivogue u do P(Ei} sur P(B } tellc gue le transformé

par u do tout hyperplan projectif dams P(E 5, ) poit un hyperplan projectif

dans P(E ) , et s1 n > 2 , alors K, et &2 sont isomorphes, ef u est

vne seni-projectivite.

Tout dfabord, il cst clair que les images par u de deux hyperplans
projectifs distinets cont des hyperplans projectifs di SLln 2ts, pU¢SQQD

&été linéairs

Q_a.

ot
(4}

cst biunivoguc. On en déduit quec l'imace par u de toute var
dimensien n-2 , intersection de deux hyperplans distinets,

8
cst une variété lincaire projective de dimension n-2 ; par réeurrence

&

~

i
sur p (1< pgn-2), on voit de méme gue 1lfimage par u do toute varidté
iinéaire projeciive de dimension n-p
tive de m8me dimension. De la, on dé
2 £ a £ ntl) que ltimage par u de la
(1<1ga)
oncondrée par les u(ai} ; en effet,

S

pour ag=2 : sl x appartient & V ot n'
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rrojecctive W enrondrée par les a, d'indice igqg-1, x appartient & une

droite joignant'aq & un point ¥ ce i , donc ulx) appartient & uno droite |

joisnant u(a ) a u(y) et par hypcthvse u{y )} appartient

Side

. 1a variété

&
iinéaire projoctlve eﬁpendrée par les u(c } dfindice £ g-1 , d'oh
notre assertion. -

Ceci montre en particulier pour g=nt1 , gue si les a
forment un systéme libre dans -P(E‘}P les b

iibre dans P(Ea) COﬂul&erGBS dens Pa‘ } I'hyperplan projectif enpendré |

par 8,,...,a_ comao hyperplan & 1'infini, et soit F_1llespace affine
222 m =

1
conpldémentaire de cet hypcrplan dans ?(Eﬁ' ; de meme considérons dans
o

i)
!:g-l
LY A

P{E,) l'uyperplan projectif engendré par bﬁicgo$% somme hyperplan &
€. P o o
1?

infini, et soit F, l'cspace affine complénentaire duns P(E,). La

)

4 : o
trancforme toute variété lindéaire affine duns F, en une variété lin ¢aire

cotriction de u & F1 est une application biunivogue de F

'affine dc mbme d1ﬂenslon, et en cutre gul transforme deux droites

para liéles en d oites paralléles.

Idenuif}ons‘ﬁg {resp. F2) 4 un espace ve@tgriel de dimension n sur K
(resp. K,) en pronant'pbur.origine 8, (reep. b ), ot en choisissant un
point a' (reop b’) dans (resp E, ) correspondant & a, (resp. bo)
{ef. 8 2) Prenons dans F n vecteurs de ba se diorigine a_, dont les

\/
extrénités e (1<3 <n) sont :eepactlvemenq sur les

a, & &, (1<:i n), ot posons uflc, }“éi ; €8 -
(1£i<n). Par hypothdse on peut écrire ul 7; e
- 6 . e ‘
tion — & ¢tant une application biunivcgue

=1 ; nous allons woir aque cette appl

isomorphisme dn ﬁ sur K ,
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Soient % s N deux eléments de K, . omidérons dans F, la droite
A . paralléle 8 .2, menée par le point S, ; i1 lui correspond dans
F, la droite A, paralldlo & b b, menée par d, . Par le point te
menons une paral}.éle 1: droite 8525 gui coupe /\ au point m-
Qg;,ﬁ/ m -~ Ai' par 7 €, , aenons une paral alléle & la dr o,ﬂ:c 8,8 , qui
////j coupe ffii au point n ; enfin par n mzn@ngvgdmllele é
/// z,lg ' : ,,/'[ a8 ; elle recoups a@aﬁ au p@im;. (}f%ﬂ} @{% ; car on &
/’3 f?? ?2’ Cxrps n-:(% +n)e 1—1- @2 (fic.1). On en déduit a2ussii®dt qu'on a
4 (5Tl
. | Do méne, menone per ne, une paralltle & la droite
; 3’”\\2:\ jo'igj,nant Cq & 6;2 ;elle coupe ia droite 8,8, au point
zf’ \k‘ - }1; e,é : par co point, mencns une paralléle 4 la droite
Cé;@”{ Xa;\ joi-nant ‘?5 @f% & ¢, ; clle coupo la droite a3, au point
/ \:;\\ \ {n "g)e , car ce point est de la fomme népl(fe, - e, ) |
4 & e ne = , (Tig.2), On déduit
29.2 ‘ aussitht de cette construction que {ng» )’gzng ? g_, ce gui
J prouve notre assertiion. |
De la méme manidre, poui' tout indice i , on a L.(E e )= Eﬁz {" ;>
nontrons que tous les 1éomorphismes oy som‘i; identiﬁu@s 4 ¢ , Consgidérons
en offet dans F, la droite D passant par a_ ; ensenble des poinis

o
},
&)

AV iR

Coadn. X
(o
1

ﬁi) , Ot § parcourt K, . Lo poin

oy

-

tion des paralléles & a &

()
O
(@)
ot
e

ot @& a raespec i"’@uﬂﬂus mendes par

z 0 i c 1 >
S ey ’('-?“.m 5% 2
te et geé ; 11 lui correspond donc le point § £ + § “f . Or
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e % .
o
%Cela é‘ij.an’c e.u point". Z:f 5 correspond é% - fy » car
A; Ei est l'zntersection des hgparplaLa paralléles aux hyperplans

Led,

cgm=d.0nnes menés par les points 51 @i - (1<i<n) .

Application : Géomdiric cuclidienno 4 6 digmensions, lorsgue V-2  Soit K&
un corps ccmmu‘oatx,f quelccnaue ct considérons sur vn cspace alfine F

ds dimzension 6 sur K ’ la géomdirie cuclidienne relative & une forme

quadratique £ d'indice Y =3 . On peut supposer lcs o:::vg“danaees dang P

choisios de s rte que flx)=§ X § = § i + % §f : 1l'ombilicale Q dans
124 2o o5 o3 2 7

l'hyperplan & 1'infini H _ peut elors &tre ldentifide & la gragsman-

nienne 63 17(K.) (8 1). De fagon précise, Drenons une origine 0 dans F:
’ <
on peul ldentifier F a 1'espace des bivecteurs sur &354 , le point de

coordonnéas 51 étant identifié au bivecicur z de coordonnées grassmans

n:;a::mes : §01=§ -s.- .§02= gg 3 3 3% 5 % 2= E %*j}: %5 L

; 23
E? = 36 -~ Hous allons étudier le groupe .Lg dcs mvrz.z.lz.tades directes
3 %o ﬁ*’ >
iaiesant invariante 1l'origine. La i‘az"né\ linéaire polaire dc f n'est

autre que le pr'oduit extéricur x Ly des bivsciours. Soil ¢ un
3,Mo*:1z:;rphz.sm9 canom.que de l'espace des bivecteurs sur l'espace des

biformes suz' (chap 111,%e8,n 3) 81z est un bivecteur non décompo-

o

seble, donmec tel gue I‘(z)#o , o(z) cst vne forme zlternée de rang 4
gur E . Les droites du complexe linéaire défini dans P(E) par cette
rme 9(z) ($1) correspondcni donc aux bivecteurs décomposables u

sur E tels que _z-}\u:O ; 8lles corrospondent donc sux points de B

Q

[y

situés dans- l'iptersection de Q et de lthyperplen polaire par rappor’
Q éu point & 1'infini 2z_ sur la droite Oz . Si au coatraire z ost un

n tels gue z fu=0

bivecteur décmnposable, les bivecteurs découpesabliag |
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sont mm tels que los plans définis dees K par les bivecteurs z ot n
aicnt unc droite communc (chap.III, §7;prop.5) ; sutrement dit, le pbint
Zd de Oz correspond & uné droite D de P(E), les points & 1'infini u,
des droites Ou sont les points de 1ltintersection de Q et de l'hyperplan
tangent & Q au point z_ , et ils éorresponéént aux droites A de P(E)
quilrencontrent D ; la droite z,u, est donc contenue dans Q .

Par toute droite contenue dans Q passent deux plans contenus dans Q ;
nous allons locs identifier & deos ensembles de droites dans P(E) .
En offet, deux péints'zo et v, de la droite considérée sur Q correspon-
dent & deux droltes concourantes D, dans P(E) . Un plan contenu
dans Q et passant par Zs et YU, ccrrespond & un ensemble de droites dans
P(E) qui rencontrent & la fois D et /A ; on voit donc qﬁe l'un de
_¢es plans TT;' correspond & l'ensemble des droites de P(E) qui passent
par le point de concours de D et [& , et l'autre 1Té correspond &
l;ensemble des droites de P(E) qui sont contenues dans le plan défini
par D et A . On voit donc que sur Q la famille CP des plans 1T'
corraspona biunivoguement & l'ons omble des points de P(E), ot 1s famil-"
1le @ des plans "}T correspond b;umvaquemz,nt 1'ensemble des
plana ge P(E) . En ouure, ce raisonnement mentre gu'un plan de (pi
et un plan de 4) ont une intersaction de dimension -1 ou 1 , et que
devx plans de Q) (ou deux plans de c@ )} ont wne intersection de -
dimension O ou 2 ; ‘

Cola étant, pour toute transformation u éu groupe lindaire £5£.4(K);

]
le puissance extérieure [\ u est un automorphisme de 1l'sspace vectoriel

F dcs bivecieurs sur E , qui laiase.invériante ltonbilicale Q (puis-

qu'olle transforme un bivectour décompesable en un autre) ; en outrs,
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3 ﬁst claizy dfanr s ce qua rrﬁesae gue cette translomiation transforms

e

tout plaa de 1ia familie (? en un plan de 1z famills i& : autrement

-3
T

dit, e'est une sizilitude dirvecte (2 3) sppartenant au groupe u; :

Héeiproquément, ﬂalt v une azﬁ;l*tuﬂe directe du groupe 'L+ ; on sait
(23) Qu'ellé'tfansférme les plans de la famille C@ entre eux ot les
plans de 1a femille %23. entre eux ; en d'eutres termes, elle définit
une aprplication bi&niv;aae % de P(E) sur lui-mBme et comme les poinls
do P(B) situés dans un plan correspondent aux plans de la famille ®,

qui ont uno intersection de alacrsion 1 avec un plen Tixe de 1a famill
ivité de F(E) ;

e
v

@ , il résulte du th.1 que T est unc seni-projec
qufon peut donc considérer comme déTinic par une application semi-

linéaire v de E sur lui-méme, déterminée & un facteur prés. Paor défini-
% ' : _
tion, ww,A 1 est alors une cpplicatica cemi-linéaire de ¥ sar,iuicmémaj

telle que wv~! transforme toute droite passant par llorigine en ellem
méme ; ceci n'est pos ssible que si cette transformation serni-1linéaire

s+ unc homothétie ce qul cntraine gue u est wne application lindaire.

[ #:23

O

= G s 2
Ln résuné

Ph@luu,&LUu 1.- ”0ute»simi11tude dircete du £rouse Lg est de 1u forme

“ ﬁ,a , 08 F&é K et c& u est unc spplication lincaire de B gur .

lui-méne. ;

% Z .

heﬂarqu@nq en outre que l= relation ‘%cfi o= ggégfﬁ v aicnifis que L
% (ua ) eet une nomothétie, donc uaﬁﬁ transforme tout »nlan

en Lu;omeme, et par suite toute droite en elle-néme, o6 gﬁ? nontre .

que &ﬁzéiu , et par suite o= ? jf . L'application {ib;u}z“%gﬁaﬁ -

est donc un homémorphisme du groupe 5%}4gﬁﬁgrg gur 1. , dont le noyau

est le sous-groupe des couples de lo forne “(ﬁozygi“ﬁﬁs igomorohe & o
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Zotong exlfin que l'on a, pour ‘cocﬁ couple de bivecicurs ddécozposables

z=z AT , Z’=§i"/2 ¥ fﬁ u(z))A( f"\ ulz!))= lulz Ay Azt AY') =

=det u.{zp2"') , d'ok par li;r;’wa,r.ﬁ:c, on ¢4duit aussitBt que cette

relation a iieu pour tout couple de bivecle : pzr suitg, le multi-
.

plicateur de la sinlilitude directe U. ;J u est &pal 4

L (:ﬁ.ﬁl'él u .

C i R




