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Comunentaires .

Lle rédacteur a suivi autant qu'il etait possible les instructions
de 1z Tribu (notamment en ce qui concerne les n?® 1,2 85 6] .

Il a trouvé commode de subdiviser le reste en 3 numéres (3,4,5 sauf
-erreur) , les deux derniers étant d'gilleurs parfaitement interchan-
geables . Les seules innovations sont 3 :
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a) Une définition en forme pour les endomorphismes réductimbles & la
forme diagonale .

b) Une proposition en petits caractéres (Prop.10) pour dire que la
décomposition chérie de Chevalley peut se faire sur un corps par-
fait et pas seulement sur un algebriquement clos (il mé semble
qu'on en a besoin) ., Ie congrés jugera si on doit la mettre en 2ros
caractéres , ou la vider , Dans tous les cas , démassion !

¢) Le polynome caracteéristique d'un produit tensoriel = &+4 calculé
au moyen de la décomposition locale (ou primsire s O ...ete) et :
non au moyen de la forme triangulaire . Mais le rédacteur s'en fout .

d) Dans 1'Appendice y 1le rédacteur s essayé d'expliciter lg démons—
tration du th., d'Hamilton-Cartan due & Henri Cayley . Mal lui en
& pris , car il a eu besoin d'un tas (2) de formules sur les pro-
duits intérieurs qui avaient été gracieusement oublices au Chap.III;
dans ces conditions , il propose d'abandonner H-C 3 sor triste sort
et de vider le n°3 de 1'Appendice .

Bnfin , le rédacteur s'est persuadé expérimentalesent que 1l'on ne ga-
gnerait rien & vouloir remettre la "montagne tensorielle" au début

du parasgraphe 5 : le seul avantage serait de supprimer les 11 lignes
de demonstration de la prop.7 , et les inconvénierts seraient tels

gu'un lecteur "moyen" n'arriversit Jamais 5 ladite prop.7 !

o
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§ 5 - Endomorphismes des espaces vectoriels .

' Hot&tions -~ Dans ce paragraphe , nous considérerons des espaces vec-
toriels , notés E,F,... , sur des corps commutatifs ksK ,... dont les
éléments seront désignés par des minuseules grecques y « Les
endomorphismes de E seront notés UgVyeoo o Bnfin , si u et v sont %f
deux endomorphismes de E s €t X¢& , on écrira : ‘
U.x ', UV.x , uv au lieu de : u(x) , (u,v)(x) , Uy .

1 . le module associé & un endomorphisme .
S0it E un espace vectoriel de dimension finie FXEXUNXERRRETS
phtxpexdexExX sur un corps commutatif K » €t u un endomorphisme de £ . |

1

Désigrons par K(X] 1'slsdbre des polynomes en une indéterminde X sur
le corps K . 8i P(X) ¢ K[X], et si x¢E , posons :

) P(X).m = Plu).x .

On définit ainsi une application bilinédaire de K(X]xE dans E qui dé-
finit sur E une structure de K[X] ~module unitaire . Tous désignerons

B , muni de cette structure sy par Eu (il est en effet évident que
cette structure dépend de 1l'endomorphisme u considéré) .,

Réciproguement , tout K[X]-module E' , qui est de dimension
finie sur K , peut &tre obtenu de cette facon ¢ 11 suffit de consi-
dérer l'endomorphisme u : u.x = X.x . ,

Hous voyonsaimzx ainsi que'la donnée d'un couple (B,u) est
équivalente & celle d'un module Eu 3 ¢£.Chap.II,{7 ,n°9 . Comme l'an~l
neau K[X] est un anneau principal (Chap.IV,§ i, Prop.7) , on peut
appliquer & Eu les résultats des paragraphes précédents sy €t étudier
ainsi le couple (B,u) . C'est ce gue nous ferons dans ce n? .,

Certaine résultats de ce parsgraphe peuvent &tre géréralisés au
cas oi1 1'on ne suppose pas que E est un espace vectoriel sur un corps
K , mais seulement que E est un A-module unitaire s A désignant un
anneau commnutatif ( HHHEHHEﬂﬁHHHHHHEHHHKﬁﬁEHﬁﬁﬁﬁﬂ@ﬁﬁﬁ Cf. Appendice).

Avant d'appliquer au module Eu les résultats #xx en guestion ’

il nous faut traduire certaines notions , du langage "modules” dans

le langage "espace vectoriel & endomorphisme® , Ainsi 3

"y est sous-module de Eu" équivaut & @ " V est un sousfespace vecto-
riel de B , stable pour ¥ u".

"V est un sous-module monogine" équivaut 4 : "il existe xeV s tel que
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V soit engendré (sur K) par les éléments i xli-e1 2. )" .
" o est 1l'annulateur du sous-module V" équivaut & : "o est 1'idéal
”

des polynomes P(X) ¢ K[X] tels que pour tout x¢V , P(u).x = o ",
Le polynome unitaire g tel que  =(g) est dit le polynome mini-

7

la restrietion de u a vV .,

"E est monogéne et d'annulateur # =(g)"* (avec g(X) = & F oot X +Xn

isz

quivaut & : " Il existe un élément x¢E , tel que les el@ments
3

é
ut.x (i=0,1,...,n-1) forment une base de E , et que l'on ait :

o
4
i

o " , Autrement dit , on peut trouver une base de E , teld

le que la matrice U de u par rapport & cette base soit la matricei
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Ceci étant on = d'abord ¢

TEMME 1 . Soit E un espace vectoriel de dimersion finie n sur un

corps commutatif K , et soit u un endomorphisme de E . ILe K[X]-ho-

dule Bu , défini par la formule (I) , est un module de torsion de

type Ffini .
Soit (e.) ( 1<i<n) une base de E ; comme K[X] contient K ,
a4

les (eﬁ) forment un systéme de générateurs du K[K}-module Eu s aud

est donc bien de type fini .
B n!
u

contiendrait un sous-module isomorphe & KLXJ, ce gui est impossible

tait pas un module de torsion , il

(138

Dl'avtre part , si

=

puisque K[XJest de dimension infinie sur K .

Nous allons maintenant traduire la dccomf0%1t701 d'un module

i)

de torsion de type fini qui feit l'objet du théoreme 1 du 23
& dbmertioe finie m

PROPOSIPION 1 - Soit E un espace veCtorlelAquﬂ n corps comﬁutat F 5

et u un eﬁdomortheme de E dont le polynome d’nlial est q(X) ; pour |
tout polynome unitaire irréductible p(X) diviéant ¢(X) spit Mp ]

le sous-ecpacex vectoriel de E formé des éléments x tels que ¢

‘p(u)N.x — o mpour N assez grand . Alors E est somme directe des MP -
et i1 existe des polynomes sp tels que , pour tout x¢E , le compo-—

’;*}sant_de’x dans Mp_soit ézal & s (u).x .




A une somume directe de modules monogines Wj = {LX]/ﬁk (3=1,s,.r) s

celle des polynones “j % gque l'on & encote ¢

‘de u sur B .

Remarque - On peut aussi exprimer la proposition précééeﬁte en disant

gqu'il existe une base de B par rapport & laquelle 4 u %oi* r@preaent@

par une matrice U de la forme : A 00 . 00 v ; ;
G A‘G QO.‘\I() 3 'EA?
00 Aﬁ"' c 0 ! &

W1
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femargue . D'aprés le §2', le polynome minimal de u sur M? eet
égal a la plus grande pulssance de p cui divise q .

Vg mlme , Gz d‘myr@é ie th¢2,§4 s le module ﬁu est isomorphe

ol les i&éauxuﬁ sont distinets de K[X), et tels que wn e ‘hj+1 .

Un sait que les otg sont uniquement déterminds par les candit ong

précédentes . Comme , en outre , Eu est ds torsion , on a : ~{q)

#¥ 0 3 comue %“ est de dimensionn , onn g t ¥ (n . K%ﬁ%%ﬁéfﬁiéﬁﬁ%&ﬁﬁ

ZI8XE Frosons 0‘3 = (hj) {2 cd i }13. étant un polynome unitaire ,

et cons é érons 1z suite de polynoumes (gi) (lgfié n) définie par @
q{X) =1 si i(p-r

g, (X) = b, (%) 81 n-rdi¢n .

Il est clair que la connaissance des polynomes g; est fquiVaLeﬂta &

-
i 4
Ireduisant ces résultats , on obtient :

FROFOBITION 2 - B0it B un espace vectoriel de éimeneian-finieﬁsur un

corpe comuutatif K et v un endosorphisme de E . 11 existe n polynoumes
unitaires Qi(K) € K[X], sels gue g, divise CP et gue E soit somme
dgirecte de n sous-espaces Vi s Stables pour u , EXUBHEXIXNHHETRLIE
EEIYEX monogbnes , et sur lesguels le poiynome minimel de u est dzal
& Gy - les pelynoaes qi(x} sout déterainées de facon urdgue par les

conditions précédentes , gt 9,=q n'est autre gue le polynome minimal

P CHODEET SO BB

0 (M..__iu

3 A
5.0 0 4 C én

ol chaque matrice A, st une matrice de la forme (II) , relative au
(x

' : ; ; | b
polynome g(X) = q.(X) . Zn particulier , les matrices A sont/%idﬂs!
: 7 -~ 1 "'i \__/

5 &

i ./ s !;“.An‘,x;l
)
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pour i ¢n-r , d'aprés les formules (III) .

DEFINITION 1 . Les notations étant celles de la proposition 2 ¢ 1E8
n polynomes unitaires qi(X) (1£i4n) sont appelés les invariants de

similitude de l'endomorphisme u (et de toute matrice U représentant

oA

u par rapport & une base guelcongue de B ) .

e n-eéme invariant de similitude est donec le polynome minimal
de u (Prop.2) . Autrement dit , pour que p(u)=o ,p étant un polynome
arbitraire de KX}, il Taut et il syffit que p soit divisible par 9,

la derminologie introduite est justifiée par le résultat suivan

' de deux espaces

&

COROLLAIRE I - Four gue deux endomorphismes u et
1
U

44
oriels E et E'plou pour gue les matrices U et U' de u et u' par

c
- rapport & des bases guelconques de E et E') svient semblables (ehap.I

i

ts

I,

=3

e
§ 6,n°l1) , il faut et il suffit gu'ils aient méme invariants de simi

vaut 3 dire gque EU et ﬁé, sont isomorphes ($ 4,th.2) , c'est & dire

e

qu'il existe un isomorphisme linéaire g de E sur E' tel que u' = gug
ce gul exprime justement que u et u' sont semblables .

A

COROLLAIRE $i les polynomes g.(X) (1€ i< n) sont les invariants

i ; fal s ..v. . e .
#n effet dire que ﬁﬂ%ﬁﬂﬁﬁ ont méme invaradnts de similitude égui-

1

9

- -
; b :
de similitude d'une matrice carrée U d'ordre n sur un cerps K ,cé

sont encore les invariants de similitude de U sur toute extension K'

in effet , étant donrés n polynomes q; %els que aq divise Qi1 ¢

.

dire que ce sont les invariants de similitude de U signifie que U est

U onif
semblable (sur K) & un matrice V qui est une matrice diagénale de
matrices de 1a forme (II) ,relatives aux 1 7 il est elair que ceei
reste swmemws vslable , a fortiori , sur K' . '

XOADOTTA T
COROLLAIRE

~ 8i deux matrices carrées i coefficiente dans le corps
Kt

3
comnutatif K sont semblables sur le corps

ie sont sur K .

Cele résulte immédiatement des corollasires 1 et 2 ci-dessus .

Hous donnerons dans 1'Appendice une méthode de calcul des
invariants de similitude ; cette méthode mettra en évidence le fait
que leurs coefficients se calculent ratiomnellement 2 partir des
coefficients de 1z matrice .

s €xtension de K , elles
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Praduisons maintenart la proposition 7 du $4 , donnant la décom—

) o : : . e
it position d'un module en somme directe de sous-modules inde-

composables 3

PROPOSITION 3 - Boit E un espace vectorlel de dimencsion finie n sur

™

un corps commutatif K ; at u un. endomornnl%me de E . Alors E est

somme directe de qovc—e%auec "k , Stables pour u , monogénes , et

cur iesguels le puLVnOm minimal de u est une puicssance ¢'un polyno-

ks

®

e

=

e
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2

£
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e

)

v
W

. Dans une telle décomposition ¥ le noumbre
U

olynome mirnimal de u eqt égal

) est détersine de facon unigue .

@S

&Qﬁﬁﬁﬁ iﬁlﬁﬁéyﬁhﬁfﬁ'EYﬁéﬁ&uEEﬁkﬁﬁﬁﬁéEZX "KEﬁ2£¥XX§XE§ﬁx
V4556 CRETEII IS0 PEIF CLIIIUNEIOECT TG A IV E IS0 401 'QZXEﬁﬁﬁﬁXEEKXXE
RRBREBEIRXATAYHEVER X AN AR RAVETHUERXX o Lo connaissance des (pk)nk

12d
est éguivalente 3 celle des invariants de similitude de u s on

ion don ée dans

+
1la proposition 3 aux d<écompositions données dans les proposi tions 1

2, Bndomo rohismes sur un corps de base aslgcbriguement elos .

&upposons gue le corps de base K soit algébriguement clos

tout yOLJnOme un ire irréductible sur K est alors de la forme :
() = % A ( xe K )%,

d'aprés la déf 11t10n @éme des corps algeébriquement clos (Chap.V, §4,
c

r
déf.1) » Ceci pe rmet d'énoncer la proposition 1 sous la forme sui-

vante 3 W "

I

ROJbSI?TGN 4 -~ Sowt E un espace vectoriel pnsur un corps K algébri-

guement clos , et u un endomorphisme de E dont le polynome minimal

est q(X) Pour tog o« ¢K , racine du polynome g , soit M. le sous-

- >

N
gspace vmctorle1 d¢ b formé des éléments x tels gue (u-%) .x = o 7

‘

pour N assez grdndt.‘AlorN E est somue directe des M, et il existe
]

des polynomes S, 3elsique , pour tout x¢E , le composant de x dans

¥, soit égal a s,(uw).x ..




(A

™
On peut ausei exprimer les propriétés précédentes en disant que

U= est nilpotent sur M« .

De méme , ENHKHHBHPEIZENBRCHEHEHENERBENIHEEEABE K étant tou-
jours supposé algébriquement clos , on peut appliquer & l'endomor-
phisme u la proposition 3 . lLes polynomes P, ne sont autres que les
X -o , et 1l'on voit que E est SOmme directe de sous-espaces stables, 
monogenes , et sur lesquels le polynome minimal de u est de la forme
(Z-a)® . soit E, & un tel sous—espace , et B b K[X]-module as-
sqcié : 'L,d es% donc isomorrhe i K[X}/(X«K;m sy et cet isomorphisme
transforme 1'endomorphisme u en lz multiplication par X . Tl en résul-
te gue u-« est transformé en 1z multiplicatien par X-X , et en po-
sant Y-X-« , 1L Vo1t que Eé’d peut 8tre identifié & K[¥]/(Y") , l'en~
domorphisme d}éﬁant transformé par cette identification en la multipli—?
cation par ¥ . Or , on a vu su n% que l'on pouvaii représenter la
multiplication par Y su moyen de la matrice :

80 5. 00
100 10080
Ay

°
£
L9
O

$

Ii en résulte gue l'on peut représenter u par la matrice :

vas B OJ :
“(}
i i 3o

DEFINITION 2 - La matriee U 1 ci-degsus est dite matriee de Jordan

G R
=R o
oo

L)

{5

o

e
°
°

OO e
O
OQ .
¥
°

d'ordee m relative.a oKy

o

Nous avons ainsi montreée @

N

3

PROPOSIPION 5 ~ Soit U une matrice & coefficients dans un corps K

gébriquement clog 3 il existe une matrice semblsble 5 U et gui

est un tableau diagonal de matrices de Jordan .

(ILe lecteur n'aura pas de peine 3 traduire ce résultat de la
X

forme matrieielle dans la forme "endomorphisaes") .

Remargues -1.X&XX la conclusion de la proposition
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*

remplace 1l'hypothise "K est slgébriquement clos” par la suivante:"K

contient touteé les racines du polynome minimsl de U " . En effet ,
lesbp olynomes irréductibles qui interviennent dans laz proposition 3
‘sont des diviseurs du polynome minimal_, donc sont encore du premier j
degré , et la ncthodn précédente s'appiique sans changement .

2. I1 résulte de & proposition 5 gue 4 si U estxzz semblable & un
tableau diagonal de matrices de Jordan , tes matrices sont bien dé-
terminées par U . } ;

%. lorsgue 1'on connait les maﬁrices'ée Jordan qui interviennent |
dans la décomposition de la matrice U , én peut calculer immédiate=-
e de similitude de U . Ia méthode est calguée sur
sée au §4 n®83,Remarque3 : on éerit sur une wéme ligne
)m relatifs au méme 4 , et on compléte par des 1 , de fagon
(U étant dtordre n) ; lés (Xux)m ont rangés par
ordre d'ezposants décroissants. Leci fait , on obtient les invariants
de similitude en formant les produits deé_termes gui sort dans une

m8me colonne . Par exemple , pour la matrice 3

(02,1, 1
ﬁ§§4 g&ir}ﬁ, " (X-l) < 1 - 1

; e e 2
s invarisnts de similitude seraient : (%-2)7°(X-2) , 1 , 1 .

Sl

D

T e

(T'

COROLLAIRE - Toute matrice 3 coefﬁicienﬁs'dans yn. corns algébriquementv;
clos est semblsble & une mabtrice tri&ngulaire . <
appelons (Chap.II, §6,n°5,Ex;V) qu'une motrice U = (uiz

"i elle n'a

est dite triasngulaire si u¢j=o podr §54 o glest h dire
. 4 :

gue des zéros au-~dessus de sa diagonale ', le corollaire resulte alors
du fait que toute matrice de Jordan est trlan gulaire et qu'un ta-
bleau diagounal de matrices crlanguialres,est encore une matrice
triangulaire . |

“p r - . - - . “_
5 ., Valeurs propres et vecteurs propres éLﬁﬂzggzjﬁﬁk
7

space V@CtO”IP p@ur un corps commutatif K ,

0]

PTON 3~ Boit E un

u un endonorphisme de E , U la matrice gg u par reppoert i une base




& h»,

' @atatix

. la base (e (X.l - U) est la matrice de X.1l - u par rapport b (ei):

_sout égaux , ce qui est d'ailleurs faeile & cbternir par un ecalecul @m

Ao
123

(e;) de % % On dit gu'un ¢lément x¢E est un vecteur propre de u ( et
de U ) s'il existe w¢ K tel gue u.x =ax 3 si xfo , le sealaire «
(qui est entidrement déterminé par x) est appelé valeur propre de u

ﬁxemgle - rour 7ue le veetsur prmprexs de base e, sodt un vecteur
opre de la matrice U= ( u ?) y 11 faut et il sufrit que Uy = 0
pour tout k#i (autrement dit ¢ 18 colonne d'indice i doit se réduire
5 son terme diagonasl) ; dans ces conditions , le vecteur propre e,
correspond & la valeur propre A y=Ug sy o Adnsi dans une matrice trian-
gulsire (par exemple dans une matrice de Jordan) , le vecteur de base
d'indice B est vecteur propre (si la matrice est d'ordre ®) ; dans
une datrice diagonale , ftous les vecteurs de base soni vecteurs pro-
pres et il est clair que ceci caractérise les matrices diaginales .

Pour deéterminer les Baleurs propres de lz metrice U , on est
amené & 1 tradmira le polyncme ca racterzﬁtﬁque de U '

FIRITIOB 4 ~ Soit U une matrice earrée d'ordre n SUr un Orps eom-
K « On appelle polynome caractéristigue de U et on natelxv(x)
le détermingnt de la metrice el = Y (motriee b coefficients dans

K(xl)

Ky ( () = det(X.1 ~ 1) .

>

I1 résulte immédiatement du développement d'un déterminant que le

polynozme caractéristicue de U est un polyrome unitaire de degré n !

23 u est un endouorphisme de l'espace vectoriel E , on peut definir€
l'endomorphisme X.1 - u , endomerphisme de module E(X]= K[X]mE , obte~
nu & partir de E par exéénsion de l'anneau des scalsires i K[X] (ef.

Chapitre III ,§ 2 , n°l) , &i U est la matrice de u par rappert &

considéré comme base du K[X]-module m(x] « I1 en résulte que 3
det(X.1 - u ) = det(X.1 -U) ,
¢e qui montre gque det(K.l ~ U) ne dépend pas de la matrice U choisie

pour représenter u , et permet dtappeler ce yﬁlyDOMQ polynome caraCe

téristique de l'endomorphisme u . En termes matrieiels , ceei signi-
fie que les pulynoumes ear&cteristigﬁes de deux matrices semblables

direct .
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Hious noterons ‘A (%) le polynome carsctéristique de u .

PROPOSITION 6 - Pour gu'un élément « €K goit valeur propre de l'en—
domorphisme u , i1 faut et 11 sufrit gu'il soit racine du polynsme
garactéristigue de u .

Bn effet , dire que ¥ est valeur propre de u signifie que %l = U
nlest pas inversible , donc gque ‘xﬁ(u} = det(o,1 - u) = 0 W I
PROPOSITION 7 - Soit w up endomorphisme d'un espace vectorisink sur
un corps comautatif K xxgﬁﬂjla polynome esrsctéristigue de u ,

a, (%) (i=1,...s0n) les invariacts de simiiitude de w , £n 5 ¢

XU.{X} o= quX} aqé;(?;} e OQE(X)

{ Bien entendu , les propositions 6 et 7 sont sussi valsbles pour
les matrices) ., o ‘

Comme ni les invardantec de similitude ni le polynoue eara@tériﬁ»
tique ne chsngent par extension du corps de bese , on peus qupge%ar
ce dernier algébriqueman@ al@sﬁ. Dtaprés la preposition 5 11 existe
plors une base # de E telle que ia matrice de u par rapport & cette
vase soit un tableau diagonsl de matrices de Jordan gmi’* (4 =l,.‘«Q

11 yéeulte du caleul des inveriants de similitude {n22, Remarque 3)
gue le produit de ces derniers est égal b ‘TT(X- %%)mi .

D'autre part , on sailt que le déterainant d'une matrice trisngué
lsire est dgsl su preduit des termes diagonaux (Chap.III, $6.n%4, %x.d)
d'oh le Tait gque dmt(x 1 - u) est sussi égel & 'ﬂ“{x «, %1 , ee

gui démontre la proposition .

SORCLLAIRE 1 -~ Aveg les notstions de la proposition prieccdente
g0it q(X) le poiynome sinimal de u ; q(X X) diviee )\ (X) et /( {x)
divise q ( ) o En particulier , 12 volynome minimal et la polynome
caractéristicue de v ont les mfmes racines , & gavoir les valsurs

propras ds u .
Puisque g(X) = g (X) (Prop.2), il est clair que q(X) divise
XQ(X) . D'atitre part , puisque chague q, divise a, 1K‘Ku divise d‘.

CORCLLAIRE 2 - (théordme d'Hamilton-Cayley) Four tout endcomorphisme
: ; s
n Rt u) = 0@
u,ena: AW
Oela résulte imsédistement du falt que Au(X
ple du polynome minimal de u (Cor.l) .
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COROLLAIRE 3 — Pour gu'un endomorphisme u soit nilpotent , il est

nécessaire et suffisagnt gue son polvno e c@rac+@r1¢tique %oit agal

%

Celz résulte immédiatement du COPOllaTPG 1 ci-dessus ,

o

Remarque® — Soit @ un groupe sbélien fini dtordre N j; on vérifie
immédiatemenﬁ que 1le prodult des diviseurs élémertaires de G est

‘ égal 3 B . Ainsi , on voit apparaitre une analogie entre le poly-—-

? nome caracterlst1q0Q d'une matrice , et l'ordre d'un groupe abélien

‘ Fini . Cette snzlogie se poursuit assez loin ; par exewple ; le
théorsme a'?am11ton—bayxley correspond au résultst suivant , bien
connu : pour tout x¢G , on s Kx = 0 . 71 est d'gilleurs facile de
donrer du théorime d'Hamilton-Cayl y une démonstration directe , ecal-

g quée sur celle de ce résultat (cf.Exercice o,
5 aibe = o S . e N
4 , Récuction & la forme disgonale . J Jimed o
DEFINTRION 5 . Soit B un espace vector ielpeur un corps comautatif K

et u un endomorphisme de E . Qﬁ dit oue u est réductible & la forume

disgonale s'il existe une base (ei) de B par rapport 5 1la guelle

ls matrice de u soit une metrice disgonale .

11 revient au méme de dive que 1l'on peut trouver une base de

E formée de vecteurs propres de u , ou encore gue les vecteurs
oD

ores de u engendrent B . é&i&:ﬁ:i—‘42&%

OSTHRION 7. . Boit B un espage eObOfleLASH( un corps EBoammutatif K

el o s

ot u un endomorphisme de E , réductible 5 la forme dl_fanale 5

Pour toute valeur propre « de u ., s0it V& le sous—-espace propre

correspondant , c'est & dire l'ensemble des %x€E tels gue B.X =«X .

‘b

Alors & est somume direecte de '?& :

JRBEIIINETIS I TOEIC ST EHEICTVEICTEIONCIS AP I it 'EEXKXXXX
‘ XE&XEXKK%E&&EXK%XE&&%@XEéXEEEX&§%KX§§§X§E§X§X%§K£§R,[hh [ REHEXRADR
| ﬁXi&ﬁéiKK“ﬁ”ﬁépé“Xfiéﬁ‘fVvleﬁAfééAE&ﬁéﬁixgﬁéiﬁ, XXX (BEETLLEXTER
R E ST EICLE RS TI.IES ST LRI € DG EA EEFPE AEX BERE X AU KA PR EXEXRRTYNEX
KEREXEIBER . Soit (ei) une base de E telle que la matrice U =(uij)
de u par rapport & (ei) soit diagonale: , Pour tout  oL¢K , dési-

_gnons par dy l'ensemble formé des indices i tels gue o =00 !
- i & —
Soit xeV, et écrivems x sous la forme :
¥ el :
S _
Bn B 7 wx =2 u.. X e = Zdx.e.
s 11 173 7 id
X5 = 0 pour 1 g d o
- it do st une—puse

P — S — — - T




Wt
¥

R

';“~c¢ es dans K et si eiles sont distinctes deux 3 deux , u es

| qgue l'endomorphisme est nilpotent ; d‘'autre part , $és racines doi-

,A

ooy
4
o

L

Cn voit donc que V, admet pour base la famille des (ei) . la
e s B Sy
proposition en résulte immeédiatement .

On comparera utilement la proposition précédente % la proposition
4 .

PROPOSITION 8 - Soit B un espace vectoriel»de dimension finie n sur

ta
e
Q
<
i
&

=
@
o

un corps commutatif K , et u un endomorphisme de

soit reductible & la forme dizgonale , il faut et il suffit que le

polynome minimal de u , q(X) , =¥=x% ait toutes ses racines dans K

-

et cue celles—ci soient simples

©
Pemarquons d'sbord que toute mabtrice carrée d'ordre 1 est une matrice

de Jordan . 8i done u est reduct ible 3 la forme digzgonale 1l motrice
: ¥ ,

U correspondante est une matrice diagonale de matrices de Jordsn

dtordre 1 , et , d'aprés le n%2 ,Remarque 7 , g(X) est égal 3 un

facteurs linéasires distincts deux 3 deux .

@

produit d
>iproguement , si g(X) est de eetfe forme , on peut repré-—
(8]

]
-
Q

.

senter u par une matrice diagonale de matrices de Jordan (puisque
toutes les racines de q sont dans K) , et ces matrices sont toutes

le raispnnement qui vient d'tre fait . Ceci

'IJ

d'ordre 1 d'apre

scheve g démonstration .

COROL.AIRE 1 - 8i le polynome caractéristigue de u 2 toutes ses

Lvid

“iréductible 5 la forme disgonsle .

Cels résulte du fait que le polynome minimal divise le polynome

Tout endomorphisme nilpotent réductible 5 lz forme

En effet , son polynome minimal est de la forme (r>1) puis-

vent Vgre distinctes ; c'est done qu'il est égal & X ,cqfd.

Cn a vu au cours de la démonstration de la proposition 8 gu'

194

2 L) . . ; .
une matrice de Jordan ne pouvait &trexsdx semblable 2 une matrice
i

iggonale gue si son ordre était égal & 1 . Il existe donc des en-

diag
domorphismes qui ne sont pas réd Uctloles a la forme diagcnale ., On
a cependant @
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FROPOSITION 9 — Soit E un espsce vectoriel de dimension finie n sur
un corps algébriguement clos K , et u un endomorphisme de B . On
peut écrire u d'une facon et d'une seule scus la forme u= s+ 1 ,
oli s et n gont des endomorphismes permutables , s ¢tant réductible

% la forme diasgonale , et n pilopotent »

Dans ces conditions , s et n sont des polynomes en u .

Suppoesons qu'il existe un couple (s,n) répondant ﬁﬁx conditions
doﬁnce dans la premi’®re partie de l'énoncé ; nous sllons voir gu'il
est unigue . S0it o« une valeur propre de & , et V, le sous-espace
pfﬁgre correspondant . Comme & et u permutent (puisque u gtg +n )
Vy est stable pour u , mxwsxk en vertu du lemume suivant P
LEMNE 2 - Soient g et h deux endomorphismes permutables . Touf

sous-espace propre Vy de g est stable pour h .
Bn effet , si xeVy ,lam 8 ¢ gh.X = hg.,z = h.x = qh.x , €ee

gui signifie que h.x ¢ Vy +°

ie sous-espuce Vy est &Oﬁe sgteble pour u et n ; comse s coin-
gide sur Yy avec 1'homothétie de rapport % , u-% coincide sur V,
avec n , donc est nilpotent sur ¥V, . Ceci signifie gue V, est con~
tenu dans le sous-espace M, des €léments x¢l tels gue (a~u}ﬁax = 0
pour ¥ assez graﬁﬁ . Comwe % est somme directe des Y, (Prop.7) et
somme directe des My (Prop.4) , i1 suit de 1k que Vy = My . On
voit alors que s est bien déterminé par u : sur chaque My c'est
1'homethétie de rapport % .

‘ Inversement , définissons s par la conditiorn précédente , et
posons : n = u-s5 , 11 est clair gque s est réductible 3 la forme
disgonale et gue n est nilpotent . Reste A voir que s et n sont
des polynomes en u (ce gui entrafners qu'ils sont permutables) ; il
Suffit d'aillsurs de le voir pour s . Ur , d'aprds la proposition 4 ,
il existe des polynomes q, tels que , pour tout X¢& , le composant
de x dans M, soit g (u).x . On a alors s mgiurqd(u) , ce qui achd-
ve la demonstraticn .

Remargue . Soit U la matrice deu jonalU= 8+ K, ot 8 est sem-
tlable & une matrice diagonale 4 H nilrotente s 21 § et N sont des

polynomes en U (& coefficients dane K) . On peut nrecicer ceci

PROPOSITION 10 - &i les coefficients de U sont dans un sSous-corps
parfait k de K , il er est de né€me ées cosfficients ae S et ée 8 .




W

un corps K algébriguement clos , # u un endomorphisme de E , &%
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80it ¢ un k-sutomorphisme de K , et notons Py le polynome obtenu
3 partir d'un polynome P¢K[Z] en effectuant l'automorphisme ¢ sur
ses coefficients ; de méme , notons A, la matrice transforuée de la
matrice A en efiectuant 1' autcmornhlsﬁe ¢ sur ses goefficlents . Il
est clalr*que s 51 A = P(B) , ona t A¢ = B (Bs) .

Considérons slors les matrices B¢ et Hp Comme Us=U , ona s
U= 8+ Be 3 6n outre , 8¢ es8t veductible 5 la forme aiagonale ‘

Heoest nilpotente , et si 8 = P(U) , a 8¢ = P-(U) . I1 résulte

alors de 1'unicité de la decomyvﬂltzon de U que 8¢ = g et Bc = ¥ ,
ce gui signifie que ’ pour tout ¢ ; les coefficients de 8 et N sont
invarisuts par ¢ . D'aprés la définition des corps parfs (uhap.v
§7,n9§,déf.2) ceci entrafne que ces coefficients sont aanq k , cqfd.

5 % Propriétés du polynome caracteéristigue .

Soit B un espuce vectoriel de dimension fiﬁi&%&ur un corps

K , et u un endomorphisme de E ., Nous avons défini su n®3 la poly-

nome caractéristigue de u ALJX? det(X.1 - u) . Si'(ei) est
une base de E , pur repport & la quelle la matrice de u est U , on
& aussi @ Au(x) a AU(X) = det(x.;n~ ) .

les coefficients du polynome carsctéristique sont également
des invarisuts de l'endomorphisme u , c'est & dire ne éépaﬁdent que
du couple (E,u) et non d¢ la matrice U choisie pour reﬁffsenter By,
Ainsi , le terme constant est égal Q,)Q (o) = (~1)"adet(u) .
Cherchons le coefficient de X = } pour cela } posonsg U = (u, J) et
considérons le aevelcmwemgnt de det(X l - U) . Dans ce développe-
ment , les termes contenant X o doivent provenir d'au moins (n-1)
facteurs diagonaux , donc en fait de n ; ce sont e les mémes que
M teux du produilt 13¢(2~uii) . 1e coefficient cherché est donc

. Uy = - Pr(u) . On & obtenu ainsi :

PROPOSITION 11 - Soit E un espace vectoriel de dimension finde n
sur un corps comsutatif K , et soit u un endomorphisme de £ . le

polynous caractéristique de u est de la forme :
Xu (%) = P - or(u) X F 4 ...+ (<1)%det(u) .

lious allons maintenant donner des relations entre les poly-

nomes caractéristiques de u et d'un polynome en u @

PROPOSITION 12 - Soit B un espace vectoriel de dimension finie n sur
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A (%) a'g'(x-¥i) ia décomposition en faockeurs lindaires de scn
Polynome caractéristigue ., 81 g est un polynome 2 goefficients dans |
le_polynome carsctéristigue de q(u) est donné par :

(@) Ko = T (x - alx)) ,
se trace et son déterminant par

() ) = Z qlay) ., (&) detletu) = T q(ey) .

v

il est clair que les formules (3) et (4) résultent des formu~ .
les (1) et (2) . I1 nous suffit done de prouver ls formule Ly
Four cels ; choi iasﬁﬁs une base de E telle gue 1a matrice
U zf(uij} de u per rapport A cette basse soit une matriceitriangu~
Jdaire ; c'est possible dlaprds le corclisire % ls propusition 5 .
I1 résulte de la farmule«ﬁaﬁganh le prodult de deux matrices trisn-
- gulaires que la matriece q(giﬁest triaﬁgnlgir& s 8t jue son terme
diagonal 4'indice i est égﬁl a g(&ii} o Dautre part , si ¥ w(v 3
got une matrice itriangulaire , la matrice X°§n*'2 l'eet égpalement , :
et 1l'on 5 smmm ‘xv(z) = éat(z.;n— V) = 17.(Kuviij . Appliguant alors
ee résultat & U et & q(U) , on voit que
Ky =T (Rouy) et f 0% = Tr (x=a(uyy))

ce qui démontre la formule (2) .

COROLLAIRE 1 . La condition nécessaire et suffisante pour cue g(u)

s0it inwersible s=t que g soilt étranger b Ay e

in effet , dire sue g et XLaS@nt étrangers équivaut i dire
gque g et AuAn‘Omt pas de rscine commune , c ‘est A dire , d'aprés
1la formule (4) , que det(g(u)) 8 # o .

Remgraoue ., Stre étranger & xu'ﬁﬁ#lVaut 5 €tre étranger au polynome
minimal de u , d'aprés le Cor.l & la proposition 7 . le ceraliaire

précdédent ré°ulte done immédimtement de la Prop.3 du ¢1 ,n®2 ,

CORGLLAIRE 2 , 8i reK(X) est une fraction rationrelle h cosfficients
dans K , la condition nécessaire et suffissnte pour que u soit subs—
tituable dans r (Chap.IV , {3 2H°2) est gue chacune des valeurs

Bropres oy ds w le soit . lorsqu'il en est ainsi on a les formules @

Requ)®) = T (X=r(=,)) 5 Tr(x(u)) = Z r(«,) 5 aet(r(u) =T r(«,) .

Zderivons r sous la forme : r=p/q , o) p et g sont des polyno=-

e
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mes étranver& » Pour que u soit substituable dans r , il faut et i1 |
suffit que g(u) s0it inversible , dfmkxtsxprezidreraszerituomyx c'est~
& dire (Cor.l) gue g soit étranger é.x 3 d'olt la premi2re assertien.

Supposons donc que g soit étranfer é'lxu.‘ d'aprée 1'identifé de
Bezout , il eriste des polynomes g et h teks que gg + gﬂ = 1 ¢
on a sglors q(x }g(« ) =1 pour tout 1 , et qlulz(u) = 1(da-
prés le thécréme ﬂ'ﬁamiltcn~ﬁayley) ¢ On & done 1

r(u) = p(u)g(u) , o

et en appliguant la formule (2) , il vient :

hetuy®) = Ypuiguy®) = T (xal)el)) = T @rteg)) .
les deux autres formules résultent immédintement de celle-1h . |

= 4 o 8. |
CORCLLAIRE 5 - On a , pour fout entier s2e¢ , Tr(u®) = Zof : cet‘be
formule est encore valsble pour sde , & eaaﬁi%von gue u seit invar« 4
ﬁlbl@ o

C'est un cas particulier du corollaire précédent .

COROLLAIRE 4 - 81 le corps K est de caractéristique nulle , pour
gue l’endoaorghlqme u goit nilpotent , il faut et il suffit que
Tr(u "} =0 Dour s=l....n ;

51 u est nilpotent , ses valeurs propres o senf nulles
et Tr(u®) = 0o pour tout s d'aprés le Cor.5 . ‘

Réciproguement , si Tr(u®) =m;'ui = 0 POUr s=l,...40 , .
les valeurs propres oy sont toutes nulles puisque K est’ﬂe Ca- é
ractéristique nulle (Chap.V, Apn I,Cor. & la Prop.4) , et u est |
nilpotent . : j

COROLLAIRE 5 - 1a matriwe Y.l - U est inversible dans 1'anneau :
des matrices carrées sur le corps K(Y) des fractions ratiocaneliles

sur K . Bn outre , si ' désigne la dérivée du pelynome o ~,;§
“""‘ ‘ k) 14

O & @

(Y1 -0)70) = K ()] Ky(¥)

En effet , onp peut considéref (Y.;n- U) comue une frac-,/ﬂ\\

i

tion rationnelle en U , A coefficients dans K(Y) : i1 suffit de
prendre r(X) = (Y-X)“l » Le corcllaire résulte slors immédistement
du coroliaire 3 et de la formule :

HY{NBHEYHHEE
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- i L ; :
;_Zl/cy"'i) = )\g(f)/xg(‘i) (Chap.V,App.I,n?3,foraule (3) Yo

| eus sllons maintensnt déterminer le polynoume caracté-
ristigue du prodult tensoriel de deux endomorphiszes 3

PROPOSITION 13 - Beit B (resp.B') un _espsce vectoriel de Clmensiol
- finie sur un cargg X alzébriguement ¢los , U EE (resp.u') un_endomor- -
- e R .y . - a VB
phisme de E (resp.B') gt )\u(x} -U (X-my )i (msp.xu.(zc,,z'gf (% _{Zj) i)

1es déeompositions en facteurs iinéaires de leurs polynomes carac-
téristiques ( les o et les pj étant distincts) . Alors le pely~-
nome caractéristigue de 1'endeamorphisme umu’' de l'espace vectoriel

15 B egt_éanné var ls formule t |
hom® =T‘; (X = oy 074"

foit Vi (resp.?%) leﬂgeuawaﬂyace de B (resp.B') formé des :
¢léments x tels gue (- miﬁgéx = o pour N assez grand (resp.(u'- Pj)%x
o ) . 818 (resp.ﬁj) est la dimension de V, (resp.VE) , 11 résuite
de la proposition 7 que le polynoue carectéristique de u (resp.u')
ezt le produit des (X—’Nijmi (resp. des (K- Gj)ﬁi )y , d'oh le Fait
gue Ei = n, et %j = mj . . :

Dlautre part , d'aprés la proposition 4 appliguée 2 B et B,

it

gt et somse Girects des vinvs . Wontrons maintensnt le lemue

suivant @

LEMKME 3 - L'endosorphisme ugu'! - “i@j egst nilpotent sur ¥jﬁv3 .

Zerivons en effet : Wil
usu' - di@j = {(u=- «i}au’ + «im(u'- Pj) .
jes deur endomorphismes gqui Tigurent au second meuwbre sont nilpo~
tente (sur ViaV’) et comsutent . Or , 5i A et B sont nilpotents et
commutent ¢ A+B est nilpotent comue i1 résulte tout de suite de ls
formule du binSme (Chap.I,Fect.,p.58) . :

: ie lemue étant démontré, on voit que EmE' est somme directe
des Vi&V5 , gui sont stables pour uru'! et sur lesquels (uau‘~<xi@3) B
est nilpotent . Comme la dimeneion de Viﬁvg'est nimj s 11 résulte

du raisonnement qui a été falt dans la premisre partie de cette dé-

monstration que Xum'cx) = Tr {(H= «i(sj)ﬂimj s Cqfd.
< > b,J
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APPEEDICE

Endomorphismes semblables sur un anneau .

lous allons généraliser certains résultats du §5 aux endomor—
phismes des @wodules sur up anresu .
Dens tout ce qui suit , A désignera un annesu comuutatif &

élément finité, non nécessairement intdgre , E un A-module unitaire

et u un endomorphisme de B .

1 . Le module associé A4 un endomorphisme .

; Désignons par A[X]1'annesu des polynomes en une indéterminde
X sur i'snreau & . 5i PeA[X], et xe¢BE , posons 1

Px=Flulax 3 ‘ : o

i'appliecation (P,x)—>F.x définit sur & une structure de A[Xj~module§

A !

unitaire , que nous désignerons par Eu .

§
PERARS TN R XX RS R R E N NN N RN B R A e RS R PR L ERER |
O notera cue les sous-modules -de Eu ne sont autres que les sous-A-

modules de B qui sont stables pour u . ‘ §

PROPOSITION 1 - Soient u gt u' deux endomorphismes des A-modules B

TS e

et E' , et g une spplication de £ dans B' ., Pour gue £ soit une

apylieation A-linédasive telle gque gyu = u',g , il faut et il suffit

que g soit une spplication A[X]-lindaire .

5i g est AlX)-lindsire , on a g(P(u).x) = P(u').g(x) pour
tous Pe&j?l et x¢E . En prenant pour P une constante , en_vcit que
g est A-linéaive , et en prenant P=X , on veoit que g,u = u',g .
Réciproguement , si cette dernidre relation a lieu et si
g est A-linéaire , il suffit de vérifier que guun = u'ﬁog » Ceci
ese fait par récurrence sur n : lorsgue n=o , la relation est vraié ,
et 8i elle est vraie pour n-l , on peut écrire @

-1

: n 41 n :
g, =u' T .gu=ul g .y cqfd.,

On dit que deux endomerphismes u,u' de deux A-modules £,B' sont
semblebles (resp.équivalents) s'il existe un isomorphisme g de E sur

B' (resp. des isomorphismes h de ¥ sur E' et k de E' sur Z) tels que

o

#

4 Cihiia
u' = gu,g (resp. u' = huk) ; ces définitions sont les générali-
sations naturelles de celles qui ont été données pour les matrices




-qu'on & obtenu le résultat suivant

(Chep.II, §6 , n%® 10 et 11) . Ceeci étant , i1 résulte de la propo-

sition 1 le coreollasire suivant 3

CORUL.AIES b - Soient u et u' deux endomorphismes des A-modules B

et B' 3 pour gque u et u' soient semblsbles , i1 faut et il suffit

gue les A[X)-modules £ et B'. scient isemorphes .
L‘—m NN AR i o A TR L‘{ e u'

2 . le module E[X}.

fous avone défini su début du n® précédent une application
canonique ¢ A[XIx 8 —=% , gui nous a servi & définir la struc—
ture de A(X]-sodule de & , Cette application est A-bilinédaire comme
on le voit tout de suite . Klle se pfalcﬁga done canoniguement en
une application A-linéaire ¢ du produit tensoriel E[X]= A[X]=E
dans £ : ei PeA[X] et x¢EB , on 5 @

(1) ?(?ﬁx} = P(u).x

le A-module Z[X] peut aussi 8%re considéré comie le module obtenu
% partir de E par erxtension de l'annesu des scalaires A A[X] (Chap.lIl
§ 2) et peut donc &tre muni G'une structhire de A[X] -sodule , définie
par 1@ Q.(Pex) = (QP)mx . Dans ce qui suit , nous considérerons
toujours E[X]comne muni de cette dernidre structure . L'endomorphi sie
u de £ se prolonge alors en un A[X]~-endomorphisme de E[X], que nous
noterons encore u , et qui est défini par

u(Pex) = Peu.x . : |
11 résulte de cette Formule que l'on a s Y.u = u.p ¢2) ;
Dlautre part , on a 3 | ' : |
¢(Q.(Pax)) = p((P)ex) = QB(u).x = Q.(y(Pax)) , (3) |

autrement dit , l'application ¢ est A(X) ~1lindaire . Comme‘scn 3
image est égale & E tout entier (puisque ?’(1EX3 = x) , on voit /

PROPOSITION 2 - Soit B(X] le A[X]-module obtenu par extension &
A[X] de 1'anneau d'opérateurs A du module E . L'application ¢
définie par la formule (1) identifie le A[X]-module E, & su guo-
tient de E(X) par son noyau ?1(02 =N ,

Remaroue - L'intérét de la proposition précédente tient & ce que ,
dans les cas les plus importants , E est un module libre sur A ,




4.
¢

et ECX]ﬂeet de ce falt un module libre sur A[X] . Cn & done repré-
senté E_ canoniquement comme quotient d'un module libre , ce qui
facilit® 1'étude de sa structure § voir n°4 par exemple .
Intreduisons maintenant 1l'endoumorphisme Y = X -~ u de BE(X];

dtaprds les formules (2) ot (3) , on a 1

?GY = @K -9u = X0 ~up = (X-u)p = o (puisque les
endomorphismes X et u coincident sur 8) .
81 nous désignons par M l'inage de HEE E(Z] par l'endomorphisme Y ,
on & donc MCH . Bn fait , on HHNHE a2 le résultst plus préeis sui-

8

vant 3
 PROPOSITION 3 — Soient E un A-module , u wn endomorphisme de B , E(X]
= A[X]mE . ie noysu N de 1'application A(X]-lindaire ¢ EErxiexmduis

@ de B(X] sur le A[X]-module E, est identigue b I'image M de E[X]

- par l'endomorphisme ¥ = X-u .,

Il nous suffit de montrer qae NCH . Pour cels remarquons
d'abord gue , les monbmes (Xi) formant une base du A-mcduls A(%], tout

 élément eeE(X] s'éerit d'une Facon et d'une seule 3mus,1ajforme H
e = Z-lec. 3
. : p 5 : , .
oh x, €8 pour tout i ( les x, étant tous nuls , sauf un nesbre fini
dlentre eux) . ; ’
i ecl , on a P (e) ==ZL. ul.xi = 0 , et 1'on peut donc éerire @

4 i
e = %i(i,nxi - lsu ‘Xi) .

4 7 » v i ; 3 5 ¢ ¥ \,.‘,.i i 2
Or 1'élément -ilaxi- lﬂul.xi peut aussi s'éerire (X ~&;}(1&Xi) :
o . - i i
comne les endomorphismes X et u permutent , - est un sultiple de
1l'endomorphisme X-u = ¥ , et 1l'on & bien e¢M , eqfd.

CORCLLAIRE - les notations ¢tant celles de la proposition précédente ,

seit u' un endomorphisme d'un A-module E', Pour gue les erndomorphis-—

mes u et u' soient sewblables , il faut et il suffit qu'il existe
deux isomorphismes g et g, du A(X]-module E(X] sur le A[{X]-module
E'Ck] tels que @ ’ : '

HE

i ces isowmorphismes existent , ils définisserit des isomor-
phismes des images N et N' de E(X] et E'(X] par X-u st X-u' respecti~




(4)

qui montre hien gue u et u' sont semblables (Cor.z la Prop.l)

:  iqcmorphlame k de E sur B' tel que u' = kouokﬁl s et le prolonge-—

le théordme d’daﬁiitcn»@&yley gous des conditions p;u% générales gue

o

vement (cela résulte tout de suite de la formule g, (¥-u) = (X-u' )cgl),:
et , par Passage au gquotient , des isomcrphismes de Eu sur Eu,’, ce

Réciproguement » 81 u et u' sont semblisbles y i1 existe un

ment de k & E(X] est un isomorphieme g de B[X] sur B'(X}qui satisfait
évidemsent & Eo{X=u) = (Zeyy! e

Remargue - 71 résulte. de la démonstration précédents gue , si les
ALA]wenaamorwhismes X-u et X-u' sont équivalents , ils sont cemblables j
bien entendu , cette propriété n'est pas vraie pour des endomorphis~
4es guelconames .

5 . Theoréme 4 Famlitanmuav¢ev . : :
. Hous sllons appliguer la pr890a1t¢$n 3 pour démontrer

celles du §35 ,

?ﬁ&EGSI?IGE 4 - les notations étente celies de la proposition 3 y On
pose gue £ admette une base finie (el,...,e ) s alors (e 1reeese, )

est une base du A[X]-module B[X] &t le aetarmin@ﬁt t(?»u) de l'en~

sur 4 , mx tel gue 1 (u) <o .

doworphi swe X~u de B(X]est un polymme unitaire xg-(z( de degré n

Toutes les assertions de cette propﬁﬂitlﬂﬂ sont évidentes ,
sauf ls dernidre . Pour celle-ci s 11 suffit de montrer que 1l'on &
pour tout i : ; .

d@t(x~u)ﬂei ex

Or , on a la formule :
det(X-u)re, = (~1)n”i[det(x~u)(elAe Ne s oI )]l~(elA.-Ae A8l ghel)

oﬁ.e{ désigne lz base duale de e, st ol les produits extérieurs A et

intérieur droit L sont relatifs au ACK}-module E{X]. la formule elle-

méme est un cas particulier de lsa formule(2l) du Chap.JiI ,§t3,n°4 .
Pour caleculer le produit intdériesur de la formule (4) nous aurons

besecin du lemme suivant

LEKMZ ., Soit F un A-module unitaire ayent une base finie . Four toute

famille ¢'éléments xl,...,xp €E¥ et x'eEJ‘(dual de F) s On 8 3




(5)
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—f.
(xlezﬂ..aNx JLx! = ZZL (—1)1+1<xi,x,>‘xl~x Aos s NX, lnxl+lﬂv--dxp .
Le second membre de (5) e«t visiblement une fonctlan multilinéaire
de (xl,...,xp,x ) qui est alternée par rapport aux varisbles Xives
.,xp » Pour montrer gu'elle coincide avec le premier membre y 41
suffit done de le vérifier pour les éléments de base de F ; elle
résulte slors de la formule(21l) citie plus haut ,

Ce lemue étant démontré , on peut ealculer le produit intérieur
e la formule (4) en effectuant d'abord ls produit par «i s Puis

par eé s s«»s 8%e (loc.eit. formule (20)) . Mais on peut dorire i

f &

det(X-uj(e SIAE JNe o o AZ } = (Xe ouel)A{Xe -ueﬁ,A..,A(Xe .ye )

(c'est la définition du déterminsnt d'un endomorphisme) .
Bn appliquent alore le lemme drécédent , on voit que le premier
membre de (4) sera égal & une combinsison lzuvair@ 4 coefficients
dans A[Z] des Kejmuej ;3 or ces derniers sont dans N d‘apréE,la pPro=-
3 5 on a donc bien démontré que
det(K«u)ﬁei £ N,

i

m
g
o

iti G

ce gui achave ls deémonstration .

4 « Cas o1 A est un corps K .

Comme le wodule L est isomorphe au quotient du E[X]-module
libre E([X]par le sous-wodule N , les invariants de similitude q, (%)
de u.(§ §,n°l déf.1l) ne sont autres gue les facteurs invariants du
sous-sodule § par rapport au module E[X]( $4 , nv¢ AéL.1) , bv.,
en rtu de la proposition 3 , un systeéme de génémmteurs de N est
formé par les éléaments (Enej-lnuej) 5 (ej) désignent une base de
1'es sce vectoriel § ., Un obtient alors , ccmpte tenu de 1z ?r¢§.3

( §4 ,n%2)

FROPOSITICN 5 -~ Boit B un espace wectoriel de dimensicn firnde n sur

un corps coummutatif K , u un endomorpvhisme de E , U sa satrice par

_rapport b une base de E . Pour tout m (1 (m¢n) , le produit dm(x)= 

q;(%)ee0q (X) des m preaiers invariants de similitude de 1'emdo- /

sorphisme u est ézal au peed des pineurs d'ordre m de la matrice \

(Rl =-1) .
On retwouve en particulier lz prop.7 du $5 .

>




