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Plan gén éral’
f“ﬁpzlétes ganerales das alvéﬁres arbitral%es..

&lvwbves“nazmees“camm&tativﬁsb

Fonctions anaxyzlques 3 valeurs dana un espace de Banach«~

ropriétés geaeralee des alaébres zormées.
ﬁ?éia TEE ﬂ@rmées e@mmatatlvas : propriétés geaérai@s.

u&fﬁﬂf%ﬁ norndes commutetivss : slgsbres ré ylidres.

% -algSbres.

%/ e

% -slgdbres pormées commuiatives.

Thiorie dos X «alaéawee normées @Vmé ques.

V%f»algébﬁea.ée-Galfand\et Heumark
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Caspitre 1 - Propriétéa généralea das algébres arhitraires. -

‘-QOOQ‘-O..“

Le ﬁ“esant Chapltre & pour hut d'expoaer les notions purament &lg&w
“””CuP$ &t&iieees dans la théorie des algdbres norméee - notions gue :
- viupart des auteurs ayant traité oetza derniére ont soignenaament
ﬁabga%3$5 Ce n*ast pea, bien entenﬂu, un rupmoz%xgggpigg sar la theerz@ :
ﬁa&\ﬁ?cﬁ g@a; Haur iz raison.- en partieuliar - gue toute la partie

? ique de celle-ci n'est;d'aucune‘utilité,pour,le but poursuivi 1@2';(,
ek égﬁvhiaﬂ éviﬁenﬁ'qaé les résﬁlt&ts,élémentaires auaneisvéi esh
: éﬁzﬁeiéﬁ eimées$ns peuvent se déduire aisément (cbmmeiie fai%«da

ssie gﬁmgémt'gac@bs&m) de ceux gu'on trouvera aans ce Gbapitre,
e =éthode adopibe dans cet ezpasé conjugue les idées de Jm@@ aon
—iles de Segal ; meis, ccntraire@enx & ces anteurs, on a éganv $§,
icrihe érla notion ﬁe'représentatiﬁn linéaire, et pon & celle é*éﬁéa,‘

art cuasi-inversible { = quasz-regu¢ier dans la terminolegie de beg&w;,«f

oy la ralgon que gelle-ci a*introdnit naturellemant qnand on étudie
' régentations ilinésires irréduatiblea ; en outre, on parvient par

a%w-VQQe & év1ter certains caleuls péaiblae, et & donmer des réeul-
- aie ﬁiuz'ﬁrécig {a@, identification de la semi-aimplicité de Jacabm&a
c7¢> ia semi-simplicité faible de Segal ). Gs,point de vu&{est probable-

1% vepaé puisqus, semble-t-il, adopté par Chevalley (dont on a

0t exely la tern &nulagaaﬁ dang 1=eapoir“ae‘ns pas Stre trop
orécisons encore gu'il sura fallu su rédaete&r gix on
ce Chapitre avant de prendre consczenca de la

*r ie point dée vue sn guestion,

“isn srniendu, les méthodes et lus résultats de ce Chapitre sont

iaies. ponr ains] dire sans mocif catzon, quand 11 s’aglb d'anneaux

:;e
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Dens tm ce chapitre, k désigns un corps guelconqgue (non nécessai-

rement commutatif) ; sauf mention expresse du contraire , tous les

'43

28 'fec’cariels et algébres ‘considérés sont pria sur k ; on notera

+emiours & gauche les opératours.

. e% 0 étant deux e'.}.géi;;ns gur k , on appeile homemerphisma'
,;J &zztmem@mamhisms) de ft dars % une ap*olica‘i:ion lwzzeasz*e

v.= gix]) de A gane P telle que lion ait

v

eg:g $Yogp(xlolx?} (zesp. @{m*}*‘-’@{x?}@ar}} guels qus smeﬁsﬁ .

tamwe glodbre & sur k ot un ssn Jaae m&%wieal
MW i = -””
> i : ' 2 2 v
o WC (€ ) des en@@mszg)hmmeg e B .
{é » T, | ure telle représentation lindair
: Ure roprésentation lindaire ig , I, 4 & est dite
nrigpement irréductible si, en dehors de ¢ et de (01 , i1
iste dans ‘5  aucun sous-sspace vectoriel inveriant per Ea&'ﬂfv “
4o condition néceseairs et suffisante pour gue EL 5 Ty % 801t
+ éviderment que, guels gue soient

A
fxe 55 .
%« Deux 3:%92‘0 sentations lipéai ires gauches (resp. droites)

g m%% et éﬁ - ’i‘%?‘b dg e gont dites algébricuement éguliva-
0 = L )

e

£fil existe up msmarphsme Xt =o(X) de £ gur £ ‘' fel gus

W,

zéifgg?zq}o‘z‘y : gael gue 801t xeﬂ%’
X Snig
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a4 B :W'e ie caractére barbare de l'ladverbe "algébrigquement”, le rappor-

\&

{

tear est contrsint de l?empla,;ar joTebba o é‘vﬁer ult eriawemezzt des confu-

siome avee das netwns uopologiques analogaes mais non ecaiv&pntes

anx jgreseéentesf. Dans ce chapﬁ:re faeulement on se pemettra de

1iometire.

2

Si {g ~ »*ryi est une représent: ation linéaire zau uche (resp. émi to)
20 75 , chague X &£ asrinit un idéal & gauchs {resp. droite)
i 5:’?’;}&& ?% 42 savolr '-i*ensemblza des x ¢ Jb tels qihe
- - | .
'-'ti.(m des  nlX) qumﬂ X ¢ é erit £ ost 1llensemble des x tels

constitue dene un mé:'l bilstérs @ , appelé lo nmra’}_

TR

o '
entation {’é : 2 % 88 endsmfsf@hs.ameﬂ T, forment uns
4

53 0L est un idéal & gavche {(resp. & d.mi e) de 3[:: , on peut 446fi-
i e & v. S & = - ¢ z w & oy \
e deng - @ o= f/{t ,/J‘{, une. represent&‘bion llneas,re baveh {reep.droite )

i Jn  , sbiepue commeo suit : solit x —> z 1t apﬂ:.catwa linéaire

srnonigus de f/’% - Bur “é : pour eixaque 8 c ,7% s OO pose

2 /“'ﬁ-\ * g
T, Z =8 {reup. Ts X = zs i
ainsi la représentetion lindsire canonigue de 7L dans

oh A = v&(x}vesomme ci-—"essusﬁ il est clzir cus
ticn est couivalento & Ea restriction de ls reprisenia-

% donnée au sous-espace v’*c‘%;qmel {évidemment invarisnt)

gg T X .
_ x
xf ane EpEixmEs représeptation lincaire gsuche de
UL (%} 1ltensemble des x avec T X = 0 . Supposons gu'il

ayee T X = X ; alors on sura xu -Xey

£ 3%y oy o -~
tel gue BoiL X C J5 . Dok 1a
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-4 . _
a’ _& reuche (resp. & drai’%;e} o est régalier

5%31 oxiste un ué: 7?: tel gue ; :
™ -x € 00 {resp. ux-x € o ) pour tout x ¢ 7%

o ﬁmlmment v g ,,‘,,*‘_-» 5 une mtéédm&w (v'esg, & gauche} mod ot .

suche et comme iczem 4 a.,.wg,,j@_* (Sezal (11).

55 vn id%al A gauche est régulier, la représentation linéaire

f}"'

sororioue de 7%' dansg 7% / gt posséds une propriété mmamzmme,

3
g %
i
)X X
)
i
¥
fots

it u une unité & droite mod oL ; on a

zu=x% (mod 1 } pour tout x € i

i.mq(\; o4

- syl B'eo f""’& 3% m*g% éa is repreg entation lz.naa:;m {7% /oL s

e

(i} ’.'f‘z 2=z . _
as_trensformés de a par les T formeﬁt tout '& = L / a@ .
‘é i ?f stant une reprécentation linéaire de .7%’ . on dity
Xe % engemire £ =i les T.X (xe 7t ) ecnstz.‘men‘i" tout F.

Revenons & 1tégupation {1). Elle prouve que
‘I‘ix =0 _é_gujvauta xean .
¢ iprognencnt, solent i‘é s T } Tns représentatwn linémm de jt

o Zun é1ément ds é engendrant é - il existera en particulisr

£

P =
W omoe Vo avec

Txo% |
¢ 30706 goe o ost une unité & droi’ce mod (L(X). Dire que
%= ¥ mod ot (X}

yiiigant 3
o =
I X = TyX v ,
2 an iscm@rghmme x —>TX de J’%’ / o(x) sz & ,

: QJ’WA}
il sonduita iz




Prop.i o "cm gu’m idéal & gauche \resg 3 dro:.te) 4’{/ de ﬁ‘ soﬁ;

ea} jer. i1 faut ot il suffiz gu'i emste une regressntat;on linéaire

gaache " \msg, droite) 'é T } dg etun X e 2 tels gue
1) % ggendre £ |
2} 4L est l'ensembla des x e ft’ tels que T %= 0

. Etant donné un idéal & gauche (zesp. & droite) <€ , on noters 1w’

i noyeu fia la zepreaentation linéaz re canonigue de ﬁ; dans ﬁ/ (f& .

ri-ai.3-Aire ltenserble ﬁ”’f& 5 € 7%' tels gue

s B o - (resp. Leacor )
est done un iddal bilatdérs., 1 oL est régulier, ot i u

: : Ay : ‘._ : ” e & o : s -
set une pnité mod UL , pour tout s e OL on aura en ?af‘a:z, culier

su € UL st s8u - 8 € UL dfch 8 € L
;s?ﬁ\‘e mac; o . 83 pgz* gillenrs B egt un zdéa“ bilaters
o UL 5 POUT tout 8 & on gurs '
.t  dtor s e
o0 Dfch la
. 1o LOYOU -z}Lo dtun jdéal ¢ gauche ({resp. drci‘*'@} :rég ier

+ 1o plus srand :s.,c;raa}. biletérs conteuu dang ot .

S - Tdésux maximaax.

: ; > : . £
8i <% est un idéal & geuche, & rhague s0US-68piCe. vectoriel G,

£ = °t /ov non trivial et invariant par la représentétian_

canonigus < ]4’ dang 7@’/0:.- ; correspond dans ﬂ' un

& ;gaw}m ¢t, strictement coupris entre OJC et Jﬁ’

. Done
- Pour qu'un id%al & goucho (reep. & droite) oL sobt mamiual,

J6




¢ o . " ’ .,6-‘-
o :{}"%i entendu, on eyclu’c la repreaex tatz.on 1den‘b¢que'nsn‘% nulle ciws k
;‘sﬁ.‘zziamema ¥ ). . ' ' |
liaintensnt, sm.t ' Slé } une . représen‘tatmn },méa,irre gaucke
“zu cuctibls ds O(t Chague élémem : '-"- 0 de é engendre 'é . Dome
fProp.1) 1tidéal a ganche oL = () iéfini par .
| . T 1. ' -
_ '% F”ﬁl;gn.;,l_',,ec,ié; % é, iy j é‘cant an eurplus éauivalama :i la mprﬁ,,(m«
*‘?1(.;.{1 Mnea:«.‘f'e uanom;;u.e ds ﬁ’ de,,ns 7?? / o , UL @8t Mﬁ% ,
{Froen. 3). ja& ’ '

Touise ag*‘éaazmamezz 13 né ire paune h@ {zezp. droite,

¢ et nen trivisle de ?% est & g nivalente & w

» cononigue ds ﬁj dans %/V ok oL es:

: ‘ : : o A
{resp. & droite) @mmaz et Tépulier conyerable 42 v, 4%

Zimf qus touts z'e@z*esents ‘tion lingaire irréductivle de 70

£Eng rm},g de la facon expose@ cl-dessus, moe iniipite

giioénux maz '*f*azzx, dens 7% -

5 - 03..** dit au'vme alsébre [7% esi; 2 *m.:i tive & gaumze

5 81 olle slmet une représentation linceire cauche {resp

ie f’id“la {etest- é»d.ire'd(snt le noysu est ﬁ“}%

.} digne alzcbre J&? es,, git @I‘w}.‘%lf 2] g,‘mmm {rezw 5

i 1ialeipre Hb/ £ est primitive & gauche (resp. & droite)
é i 2 i
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Erop.5 Pour gu’un idésal bilatére d'une alvébre Jﬁ% soit;prim‘t a
'gauch@f{resp, & dro$te) il faut ot 1l suffit gu*zl soit de la_ forma
o0l , g8 oL est un idéal g ganghe (rasgg & droite) maximal régulier

iﬁ g

Toul 1eutear s8ricux et noyonnenent doné est en mesure de démontrer

tout seul ces deux Prop.

“*ibpartanoe des idéaux ragul*srs nro?ient dn Théordme 1 et du ,

2 » Tout idéal a gauche {resp. & drulte, bilatere} vésulier

iﬂﬁiﬁﬁt def,j%~ st contenu dans au moins un idéal & gauche (resp. &

%Kimai (et fé ulker) {Segal«(%) ).

A . un idéal & gavehe réonlier, et u uns
- Il est elazf gue u est aussi uae unitéd &
pour ;Gut idéal & Qﬁxcne A :Jct si ot # 3%“ ;
sn o8 u gi vt - gag ée i eg%. résziterazt pou* tout x e j%

=u e Aok x =~ Tvix) X e a’ ' .

contient u : le th.2 résulte slors ds Zorn.

'uﬁa‘@baaéﬁuence impo"tante du th.2 est la’

STy

Z7op. b : Tout idésl bil atére maximal et ré-ulier de ft est primitif

- pzuche ot & droite, ot o= 1‘1ntergect on des idésux & gauche

“n effed
AT P e A Y ¥ 7 ‘ i S el % ¥ ey s G 3 e 2 :
sal B oZanCae (resiy. & groite i AL aaXimel et Tep i “Z.—‘I‘ onE

4 e R Ve 5 G- 3 et 2 5 < ® &0
o 2l WA o 0 o L S atoll oM = gL est primitif
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=n .
Soit maintenant {. s Iy } une raprésentation linéaire gauche
{res p droite) irréductible ds 7t dont le noyau est wa (Prep 43.
ﬁha&}_ﬂe X#0 de % donne lieu & un idésl 3 genche (resp. & droite)
_1‘-pa}‘3‘%¢ gui est maximal et résulier ; 1'intersection de ces

 720%) est évidemment e . | C.Q.F.D.

Q?Q_Ea_radical faibie.

@(idé@é%@ilatére {3 de ‘ﬁ? rizitif aAgauche {resp, 23 drolua}g

L ifinterseetion des 1@@&&? & gaucne (rﬂsg, & droite) mazimsux résu

4isve gul le contiennent. Toutefais$ il n'est pas évident guifun idéa

o

prinitif a gauchs soit llintersection des idéaux & droite maximaux
=% yégulier@ qui le ncntlenneat - paar la simple rsiscn que, ¢usqu?é
zairtonant, on ignors si ceg derniers existent effectlvementu

&

Tout le probléme revient & proaver le

Thegrome 5 ¢ Soit jt une gloébre i reductibla d*eﬂaomorgnlsmes dlun

szpsee veetoriel £ sor k . L'intersection des idésux & gauche
_frzﬁ 3 droite) msximeux réculicrs do A est rédui*e 2 30} .

Lé€nonatration. Pour les idéaux & genche, clest déjs prouve : tout

= é 5 de & aétermine un tel ideal & savoir l'ensemble des T ¢ j%

P

talsg gue TX = 0 . Désignons maintepani par fﬁ,( ft ) 1’1ntevsect10n

jes idészux & droite maximeux et réguliers de jt . D'aprés ce qulon =

~u au Aébnt de ce W9, clest sussi 1'intersection des idéauxz bilatéres

) : T < '
crimitifs & droite de ;& ; donc . gL { ﬁ:) est un idéal bilatére.
Je dis que pour tout A e R (R ) Llendomorphieme A+ 1 de %

P~

=35 ingersible.
- 4

33 Jes A3 + 8 (8 € A ) forment tout * Sincn; ils constituent
un idéal & droite UL # J%' ; -A est visiblement une unité & gaucke
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/i

mod ot ; donc i1 existe (Th. 2) wn iiéal & droite. maximal régulier #e
- ‘ . 9 g . : o
_gni contient oL :ona A€ L {Jx?} C wr donc -A € v+ contrai-

rement au fait que i»ﬁ @st une a@xte 4 gauche moa vt et donc mod

. % % e #
{q : gﬁ-@ S = o8

- dtoh

A

(4 & 1(8+1) =1 :

-

=1 aat &ﬂ?bf@lb& 8 droite ; 8 + 1 est injersiﬁle 4 ganche.

a2
el

{4) slécrit
8 = & - AS 5

W

: douec S + 1 est

o

.‘3 “‘ - 2~ - 2 5 ' -
7 (70 ) étant un idéal balatére, contient aussi S

te - mais sussi & gauche - donc lnversible, st par

inveraible & dro

A5D aussé A B ] ,
beci étant, s0it A€ iﬁf(?%'} Soit X e é . Je dis gque AX =
jt étant irréductible, un S € £ _avec

Sinon, 1l existerait,
SAX = -X
ne serait pas -nvers*ble, ccntral emenﬁ Bl fait

en @Grte que SA + 1
C.Q.F.D.

SEES

Hgatesl oh C ﬁ,{’%)

tnaereme étant prouvé, considéirons une a*gébxe quelconque jb

o

Ge
Sa i ( jt) (reﬁp, fﬂ ('% ¥ ) ‘intersectlon des idéauz & pau@he
“@@; dralte) ﬁazzmumly réulisrs de ’7% . Ciest m&SSl 1’1ntereacuion
idéanz bilatéres de 7% qui son" przuitlfs & gauche (resp & droite;

e

©
iqd. A ) pont des idéaux bzlatéres. Je dis gue

bead

.
)
}-

raison de symetrie, il suffit évidemment

Rty Ry,
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- 10 -
Or, soit s,_ﬁ, 3t S : unav mbrésentation lincaire @,aaéhe irréducti’:}ie"
dont le noyan eét @ les T forment un@ a.lr*cb re i rraéact:.hle d'endo-
‘ hismes g & isomorphe & J%/g' , b il est clair aue, si OL "
est un idéal & droite maximal réguher ds cette alpgdbre, son image
~Zciprogue oL par l’hamomorphz,sme X —> ’.{' de Jﬁ' sur 3% / '@ sers
u@ néme un idéal & drclte maximal régulier de 3 . vgrzfiant o = &
f;, i}. résulte du th.53 que l'mi:ersactlon de ces UL ast {0} - done |
“interssotion des Vb est & '

Pr> conséguent, . @ - idéal bpilatére pm.ms.tix. 2 gauche, par azlmh‘f‘q :

itraire 4 aprés la Prop.4 - e:mtieat Cﬁi{ 7T },\%_U_i prouve

- Aih)> Rk,
nalement CJ?L ( ’?7) fﬁdc 7?3)

On noters esomais @\,( i ) l‘ldeal bilatére ainsi obtenu s clest

iz ragical faible de fb . Son :mtroduction est due & Jacobson, sauf

~veur, qui ie carsctéri se comme in ersectlon des 1deaux bilatérss
3
erinitifs & geuche (ou & droits) de —,ft ; 83 caraeterisation comme

suitsrsection des idéanx & gauche (ou 3 droite) meximaux réguliers de

,;f{;' cal, a};pazemment due au rapporteur. Résumons les résultats obienus :

: Dans vne al,,eébre arbitraire ]% ; dee notions suivanies

S o

111 inuerfsetztmn'deg idéanx & pauchs meximsux réculliers de i

6

2% Y'intersention dez idémux & droits maximaux rérulisrs de ﬁ:

> 8%t s > ot ol o ey s Tt
%) ltinterscection des idéaux DBilatdres primitifs & "aucw ds JU :

-.«Q“ .
droite de Jb ;

S
&
®
i
{ér]
D
Q
¢t
s
5]
)
5
B
(873
48
Lo
(A
O3]
£a
bl
oy
i
=]
£
ot
e
™
Az
(571
ol
\a
£
Iale
(K}
ty
iy
mt
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Définition 7 . 1'intersection des idéanx & gsuche (resp. & droite)
pazimsux répuliers do £ est 1o radical faible de £ , noté fﬁ( 1

op ait gue A  ost feiblement semi-simple g R (A ) = {o}
Pour qus ﬁ soit faiblement semi-gimple, il faut et il suffit gufells

-

;ﬁasséaﬂ un _;Lstéme emplet de représentatiéns 1inésires gaé.ches {ou

s

droit ag) 1rz'educt1b}.as. 1e Th.3 ezprims que toube elgdbre irréductible

La Prop. ‘? gézzémliae la prop. '5 .

Dans le cas des algdbres avec 8lémont unité, tout idéal est régulier,

Lo & 'rmw} a_;s:mafm de j% et, dtaprds la prop.6, oat contenu dans

cn sorts gos 'fﬁ. ‘r”‘ est alors l'intersection des idéeux & gauche
a

=

tous les idéaux bilstéres maxmanx a3 ﬂf .

T e e o s e e .

- - Hléments guasi-iunversibles.

/.E,. = a3 e o . -y P4 - = s ) 4
2 =z e 7 , 17i668al & gauche {rssp. & droite) X formé par les

=x + s {resp. ze + 8) est végulier, -x &tant ume unité & droite

2
e e e g Syl £ Yt gl ol 2 = a
ccp. b geuche) mod. 7L . 8i denz U 4 7t ; 11 existe um idésl
SR e iRt s S Aol oo 3= 4 Co : ;
zouche f{resp. 8 drcits) maximal rigulier Wt gui coamtient vC |
: ; : <
R sy A e —as 3 o s . - T o Sl e e
. gus. = vu -+ /L - ne contient pas -xX. , done nop pius X . Par suite,
3 £ o 2 ‘71,3"
i1 £ S f i £ =P 2 o 3 - =&
G = & : malsg Y= N Gguivant 4 x = O
: & 3% % «J"')v- -
% z <2 = = 3 2 - P
t = of (Y —>se= {8x +r Bsi-8x ¢ ¢4 pour tout s A ) ;
, gk A N B e e ) _:,—ﬂﬂg wr fv 1 (\5 £ X3VY e d & 7:?' o 233
SR s o ot UL YERLY o S Thaa IGS G 'Un s = sL H A .,_,:L'.:.—v
o =1 = n ST e el e
XX + X4 %X = 0 LITBR3. XX} P X v XY =0) .
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Définition @ : On dit gu'un x € ﬂ,’ est guasi-inversibie & gauche '

resp. & droite) g'a) existe un x'ec A , désisné "emasi-inverse 3

gauvche {resp, & drg:.te) de x " tel gue ' '
x+x+x =0  (zesp. xx*+x+x*-0),.

On 0it gqus X ost gquasi-inversible g'il est & la fois guasi-inversible

' 4 sauche et guasioinversible & droite.
Il @st immédiat de prouver que :

-,

¥ 8% % ssﬁ: qnasi—im’er ivle, il pessede nn geul e‘!:. néne QWSZ.“.LRV rHe

& droite ;

£} 5i /6 admet uwn 6 s1ément unité o . % est guasi-inversible & gzuche

& droliis, ugu* court) 81 x + e est inversible & gauchs rear
4 droite, tout court) - et récipmque;ment‘- : .
%3 vour cue X soit quss i-inversible & g&uche {resp. & droite) i,l faut

2% i1 suffit que les sx + s (resp. xs + 8) constituent tou’c 7
le'sst ce quion & vu au début de ce 1°).

2) sout e R (7% } est quasi-inversible (clest assuré ce qw on a

i ‘Loéegsus; en sorie qu’il en es8t c.e méme - puisgue 91 ¢ ﬁi ] est

un id6al bilatdre - dss ext + Ax \e,,t € ﬂf A c k).

_oue, pour tout se_)% et _tout )\e k , 17élémont sx + ./L,

1 s + A x) scit guasi-inversible. (Jacobson, (1)} ).
In sffet, supposons s8x + Ax guasi-inversible guels que sclent

‘p z 54 - &« > s
5T } une représentation linéaire gauche

L5}

‘, st scit
cSducible de & . st pour un X ¥ O de £ oo avait TX#0,
¢ & ) constitueraient tout £ - atot en particulier

<

5N & avec P ‘I‘ X+ A TX+ i=




X

a’jc

igﬂ"x 4+ A T 4 = P et _A. - + 1 po serait pas 1nvera§.b1e, contreirement

sa fait gue sx + A x est quasi-inversible dams ﬁ;

Gnadczm T X = 0 pour tout Xec ¢ dfol , §‘é }ét&n‘cme
représentation linéaire gauche irréductibl& arbitraira x € Cqé g é‘f g

Je%te démonstration est bien entendu étroitement liée & celle du
Thicréme 3 . ,

On voit en mrticvliar qus, 8i z¢ i (A }y Ax MMia%yz
.}L 7 9 ; vetie pmyx*ié‘% du radical st Fondemonials

Dpsgéde un Slément poiid o glle sg trednit mse liszigis
PR PYREE T Y m&mww- 3

PLEd Aol

ic {xmfué}“% quel gus soit A€l ,
' ture des ai wé.;s §o1s J.ai‘blamezt mmi»-s Elem

oy =

A
F’.
—-;é
Lx

g € m__ﬁwﬁ une goume directe d SOWW (.éb) 1e1I
vosebdent les propridités sulvantes :

j les ‘é sopt invariants per j‘t z
g_ pous “e;ougz 1€I , la restrictionds A4 2 ‘é est
jubf@ iuéduetible d*endome eg de l'espace vectoriel '?f:, .
: Pour gu'me g;@bra J% sur un corpe k soit fgéblﬁm;m
,, fout ot il suffit u*alle it isomorphe & me”%;gé_@_‘:g

En @3’*’3‘?:; socit § é s T }(z 1) . 538‘5%9 eomplet ds représenta-
sicne linésires gaucmas jrréductibles de i ; soit £ le produit

ServaCth o8 (; » 8%t posons
TK(E@)'LGI = (7, Xz,} tel
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 d70% visiblement 1!'isomorphisme cherché. Il est clair que, réciproguement
toute algébre compldtement réductible d'emdomorphismes admet un systéme
complet de représentations irréductibles, ot est donc faiblement semi-

gimule.
¢ - Le radical fort. . ,
'ﬁﬁzmﬁ tion ?0 : On aggglle radical fort d%ure alpdbre j% ;gtersactmn

4z toue les idéaux bilatézﬁs mexinsux réruliers de J% . On dit gue -
~ eg% fortement semi-simple si son radical fort esi ZO} (segal (4)).

ZI1 est cleir d'aprds la Prop.6 gue :

-, 2 : Le redicel fort de JU est up 3déal bilstire contenant le
S , ‘
Hiautre part, toute algébre irréductible d'endomeorphismes xé*m zspace
oriel de dimension f,zzie étant, non sezzlement prim:,ti?e , mais
siole ot syee wnité, om a ls : :
irgm. 9 ¢ 8% tes regrésentatmns lineaires lrrégnctibles d'une a;gé”ore

gw: k gont réalisies dans des espaces vectoriels de d;mensmn firie
suar k {ou des surcorps de k permytables aux représentations COTTSSpOn-

isnies), alors le radical fort de Jb coincide svec son radical faible.

Coei justifie la considération du radical dans les cas classigues.

Poor obienir ume caractérisation analogue & celle du Théoréme 5 , on
q.md.uit; , pour chaque X ¢ f)’ 1 anssmble fz] des &léments de la

8 'bi sont arbitraires et en nonbre fini dans «7% . I1 est clair

est un idésl bilstére, et gae =-x est ume unité mod ‘{_z} :

=

|

£ { énuivaunt [x] Jﬁ ; ce qoi prouve gue, pour tout

‘1&mont x du radical fort, on a [x = .ﬁf . e radical fort étant mn

N

Ly
St

“al bilstére, on aura donc plus génaralemni: [y] -ﬁ: pour tout

" Zment de la forme
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y=3 ext, +dx (s e f,Aew)

~ Pour montrer qus cette propriété caractérise le radieal fort, il
sufPit gue prouver gu'elle impligus x=0 dans le cas oh tﬁg est gggg%g
2vec unité. Or les y en question constifusnt up idéal bilatére £ de

* ; ces y ont évide@ment la méme propriété gus x';rmais -¢ ne pogséde
as nette n”onr%été car ’

2, af(-8)p, + ab — , on soTte que [we:g =30} # i .

Zone -8 f;é 4, ce qui implique & “zi}f ot dome x =0 comis
&fﬂét@e. On ¢ i nc 1s A V : ‘ |
Le rzdical fort ds j; est 1'ensemble des % e b
ait g > igﬁ,~%jx % Zﬁl guels gue scisnt les
ot rﬁ’ %bk - = : -

B €& gui concerrs 1Yy i1¢te de ‘= nobion de radical fort {(dire 4

:QCJ} , oile nfest pas eﬁccm parfuitement évidents.

7 - Propriétés Slémentsires des al: &bres irréductibles dlendomorphismes.
| ' Peppelons guiune algéore Ji’ . véalisés par des endomorphismes

{3, T,.,.Z dlun espace vectoriel t surk , ost dite irréductible
gnand il nlsxiste sucun sous-espace vectoriel non trivial de é gui
soit “invarisnt par 7 . Tonte algdbre iscmorphe & wme telle alzdbre

<

set dite primtlva 8 gauche (D&f. 6). Ces alglbres sont Svidenument

5
caveoiérisbes par la , ; _
Frop.i0 :© Pour g}ﬁ ung agébré ﬁ’{ soit grﬁmitive & panche (resp. &

< : i Gy - = s
to) maximal résulier oL dont le poyau ¢4 goit réduit

§

on we maintensnt étucier les principales prupriétés des algibres

s priduatiblss dfendomorphismes.
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Deginision 13 ¢ Btant domge use sons-alsttre P dtune aletire J%‘

iz de @ dens .7?;' 1¥ensemblg des zc A

Iy = ¥

pour bout yve % . ' .
Z“i g8t cle.ir gue cs centralisateur est uns sous-algdbre de J‘t -

aﬁ»enant e si J%’ _posséde va élément unitd e .

#r particulier, si ﬁ’ est nne alglbrs dlendomorphismes d'un espace

vectoriel ‘é sur k , on appellera gsntralisatenr ds 7% dans é

1z centralisateur de A dans tzglgdbre YL {f } des endomorvhismes
2 : & = ; v
‘% . et on le désigners par :ﬁ@ z
Thiordnme 8 {lemme de Schur) :

%
s

clest uwne algebre aveco
Soit ft ume alge

cébre irréductible &len-
domoyvhisnes d'un espage vectorisl 12 suz k ; le eentralisatezw ds

dans B est un coros (clest-a-dirs une algdbre & division sur k)
Démonstretion supsrfins,

unité,

>

i3

¥
o)

idzns les conditions du Théoréme 8 , o8 peut done considérer g conme

/
¥4 eapacs veetame}. snr K = 7% ; les S e J% sont encors des endo-

;mfghismss ée ﬁ pour cette nouvelle structure; mais 7%

ntest plus
slcrs une gleodbre

{2n moins : pas sar K ).

- - 2 p , ; [=3
i1 ast fondamentsl d'ohserver gue le fait pour J% é'étre un corps

b 22
16 suifit pas & assurer 1'irréductibilité de fé’ . On a en offet la
fzop. 41 :

Scient # une algdbre irréductible dlendomorphismes dlun

s veotoriel £ suz k » 8¢ ¢y un idéal & peuche non rul de ds I

43

grace

@lt‘n
9

Le

cents ...isateur ds w‘/comcidv avec J%

-

(54

W
e
o
=X

; Cn aurs Q«ZG; poury

4

Lp effet, choisissons un X, € £t tel que UL X, # {01 - d'ok
.

_, eonmme Sous-6space invariant par

J% . Soit un U permmtsd

ie
et Te¢ J%

Set




7

- ‘E? =
ies SX -z::‘onstiﬁuazlt tont ﬁ ’ il en résulte Wl' ‘1‘8 ct es‘taéédir'é
Gé}%’ - . A | C.Q.F.D.
6n voit que si vz est un méal 3 gauchs do 72»' ‘
ou bisn copstitue wne algé‘bre mrédueti‘ble éans ?2 5

oubienil existeun X 40 as € telque w X-= {e} , ot dans
ce dernier cas on 2 led contre oxempl e cherché. -

51 0L est en outre bilatére, on me peut avoir % X = {0} que

pour X = 6’ ; gar ;em X ‘i:els gue VI = 6} fzzrmsnt alors un saus~

gspace invariant par jg"

Done o ost irzé ae%’::,’za}egmféém: £ 8 $9j On o donc la

Prop. 12 : ‘Eéai: 166a1 bilstére pon aul dfune aleébre primitive &

iche Cmsss}t:., & drpite) est lui-nlp> une alzebre primitive 8 gauche

o ~un espass wemma}. st 7% une algébm ﬁ@mpl tement
fé&mti‘bi@ at endmmfp&zismeg de é : on a alozs le résultat bien conn
que voici BT . _- : | '
Proposition 13 - Boit ’% uoe alge;re ca&g.&et@ment réductivls disn-
'é suit la

domozrphismes d'un espace ?e‘aetsﬁ@l f‘f , et supposons gus

somme divects diun nombrs ! iwz de gons-espsces vectoriels, invariants

&.X 7%" et aaxzs chacun &@ veis j?l s0it zrréduem‘als : 81 glors @"

est un SoUsS-CEDEC 5 _im*ariant ar ]? s ;Ll existe

: | 2 :
- un second sauswegmam Cﬁr/ invarisnt par Jf; et tel aus g0it -

ia somme directe dss sous-88paces
Banpelons la démonmstretion de ce zésultat. Soit
é - é’ @ 6 ew @ %vv

une décomposition de “ é en sous-espaces invarients minimaux o

et soit Cf/ un Gaus«eapaﬂa ineoriert guelcongue de ([ .




2 :
= / cr” 7 :
5} {'% + 730 f% . aggl ezt vn mgas»@w?aﬁa zaﬁafzaﬁ% &e t, 7/

T , -
.cswzéﬂiameJt réduets bfé Jo a%eadﬂfoﬁplzsaﬁa ds '%, ; sgient <o

Q
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s ?rapriété ost évidente si n=I ; on va ?recéder par récurrence sur n,

en supposant la propriété démnptrée.pour n-I . Gonsidérens alors le
SOUS-08pase ‘

- g = ﬁeg,...@é
la restrzctian de <ft ) eeluz-ci eet ccmplétemant rédnctibla : par
aillenrs, le seus-espace |

g - ‘%nﬁ

és% invariant par“f% 3 diaprés ls ﬁécurranae, il existe donc d&ﬁﬁ

£ s
'5( un BsouUS-68pace invar;anz 55& tel gue

t'-90 3"
et il est clair q&s ?*an'a _
9 T -~ c
i - F e g

deux cas peuvent se prézenter |

,
= . "M
est r8duit & {iﬁ} ; 2loTe oo ﬁ;atﬂme@t
, ) _ |
’ =

g s Oy, £ o e ¥ -
E“n"»ié’@* *‘«c)}g ﬁgﬂ«ygdf@{;}

Vi 7415
e gui démontre la ?Eﬁﬁﬁﬁ tion dans ee cas.
2.4 2 ﬁ! 2 3 : 7 - = e N 'g e i et “
) (¢ +F YO -, Dfest pas mul ; comme >, ©st irréductible,
Vi 2 O > 5 g

ot algre on &
2 £ = < g 4
'@ o 52 o e O S U'% {::‘ 5

o o e 7 ] o
dans ce cas.: C.GQ.F.D.

et ume 2lgsbie
4J

Coci étant, copsidérons un espace vetloriel

.....

6"&'

£ - 'G-" P £ - 7] T e
le centralisateur de J& et Jb ce.ni de Jv ; on a évidemment ,JrfJJ=




&

R
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8 . E oG ,
est vne décomposition de 8 en deux soua-espaces mvariants par ﬂ;

les opérateurs de projection sur et 1&3' agsociée & la décompo-

{3
sition en guestion sont dans J% . j en sorte que jt 1 conserve ‘&i
et E ; en d'autves termes, Loul; sous-espace de *c?, invariant par
fG l'est sussl par fG” En pariiculier pour tout X & 'é , 1o
seus»espace : Jﬁ" .5 @era mvamaﬁ par J% : diod résulte gu's

3 i
tout BSfe 7% correspond au moins un © e ﬁ tel que
§¢% = 8%
Comme epplication de ces ymmiéﬁ:és , scient J% uns algebre

¢ : : ; - o . J@g .
irreductible dfendor gr%imes dwm espaco vectoriel G ; et K = Jv
f; ; . j

. Considérons llespace

L n
5 - o
o - o % - ox = L2 o 2
ciant & teut 8 lfendomorphisme 85 ds défini par
o0 - E -
= 1 - e
o i a&égmiagaﬁnj = §Qi§1:av$3§7ﬁ 3
bae c . SE s
S ) Lam A S Y e é 3 22 o RS B s e, O ‘J7"’£ Fab= -g
on est condnit 8 une représentaticn linéasire de J; dans L
= s * = - = s v o s <
iagrelles 28t manifestement f£idsle ot complétemont rednctibie : une
7 ¥
S S S R S e & SOyl gt 7 ey & * & i P ¥ A7 & oume B
gézpmposition de ¢ 37 S0US-88pcSs lnvarienis MInINSLE £°00Tisne
5
i e 2 - & -2 \* T g A = o ’ %2 -
op preneni Leos sous-espaces de coodennées. Cm psut doac appiiquer

2 : e
¢ = Gl sont de la Torme
{“ -
o Wasas g g + R i ;
= w =% s
W, £ = g £ 2 - wa = = = 3
ct goisnt . lleopérateur de projesiion suz (s dans = ; €% @,
ltaonlication linéaire canonigus 4 > i ?E . 4 toul endomor-
: .L.&..,a:t; L8230 SR LEIT AL, Q.- L >g e FITE TS £
- 2
//- o e = 2 o 2. o
e e e A B - O S S wh &7 -».-..L.w A = = P22
vhizae U ds £ * on pent assecier n eudomorphl de ¢ définis
pazr
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U 1 Uazp
13 'y Ey 3
(cf. les coeﬁﬁciemg d'une matrice), et le eenditien nécessairs et

s'affiaa,zae yewc gue U pez'mute sux s (8¢ 7% 3 est que tous les Ui

Cade

] ,

solient aaﬁs j% S0it alors un ’I' c ; on aura TU, = 0 47 si
G : e v ;

¥e( Jf% 3, ot pa,r conssguent T e { J% J® : donc pour '**aut élément

Ll’r;,i s . n] ﬁe on pourra trouver un 8¢ 72“ tel gue

T {zpm,)gl]u & izg,..b,x -

en expiicitant ce résultal, on esi ainsi amsené au

L

Théprime © - Scient JL ume algSbre irréductible d'endomorphiemes dlun

: S L e E e e o e o Z
sspage Tactoriel £ , S =K le centralisatepr ds b dass &

AR S e &
sy = - e j%f‘ c s s
745 le sentrellssteur U2 ; gusle gue solent Te UG 8L .é8
? 7 <4 e ° ~ %
0 e 2 % 2 - R = 2 | e s ¥ et e ITeES
Ei&manis ,3:,:5..” ; = 98 ¢ oD nembre fini. il existe um S¢E » ;?vj:‘{;}?w s
= e AR
8%; = X (T <1< 5]
el

Corollsire % ¢u Th.S : Avec les motations du Th.9, soiont X, ,....4,

e Bt o

geg Sléwents lindairement mdegenaants sar h il existe un B ¢ o

tel gue 8X%,,...,5%, solent arbltrairez}ent donnés dans ‘é
e u
En effet, f% évant cc«ns;déra comme espacs ?eeuerie? sur X J%

nisat avtre que lfalgébre de tous lee eﬁdamcr@hmmes de '% ; 8i

5o =y ] :
.,X.  sont indépemdents sur K , il existe TE€ /' tel gue

A %
a\:.?;z’;en'?; erpitreires deng é -
= 5 5 2 - .,,'.g, & i § . A= e 7,@,
ire £ cv Th.9 : Sciept © 1 28pace yecvorie. gur £ . St JO
5 : : - : . ,ﬁj =
- s - - = o
sbre irréductible diendomorphismes Gs £ . FOUr gue Jo = £,
2 2 o = Ey i o =¥ '§? 2 ‘&g ﬁ’d’“itﬁf i
i1 fopt ot i1 guffiy gus, g 16l gue coient Fggeeosk e - wWénen
dants ser k , 8t T,... ‘?;n e - on puipgs résoudre
&7 - (452 n) ac j?;
e (1€idn} F) pe 2
‘b % 5 ~
7z '3 - - 5 3 = ﬁ': o i = '!f__ ;‘:‘*\:‘-"*}'-3{- S 2 s
T nécscsité découls du Corollaire 4. 81 réciproguement la CODLLTLOL 85
. £ e 3t81éments 4
romnlis, il en résuite immédiatement que Loul systems G elelench A&




)
NS

agi-

11 suffit da,z veste gue la cenéimen in ecre?l 2 soﬁ: wmf:z.ée pour

On sst ainei smené & la G&finition snivante .

Définition 12 Scs:rt t g UL espacs v veetcrie.e. sur k ., st 7%’ bas

126070 d’faﬁ.é{:@orphismgg ds % . Gn dit gu'une g sous«»algé‘b?s Cﬁ gs Jb
2

est algébriguement ﬁe::aée dans 7L si, guels gue soient S € s et

=
L... .,5. e 11 exicte ste un ?6% ayvee

i3 ‘n : -
X =8 (i1<i<nj ‘ (Jacobson (1) .02}

s entendu, la notion de densité définie ci-dessus pourrait siin-

‘{\

tervroter topologicusment, sn munissant € 2 de la topolo gie discréts

eve... ; meis le rapporteur est diavis, au contraire, dlezelurs
radicaloment voute Lopolsg e da @;5 sonsidérations afin de me ‘“,‘%3 en

syidsnge par ls sulitae i?imgsxtme dss pmpmét@s fg:a,x'emegt gé’mis‘ae*
y

& . toute intersection

T el G d A e waArers } A S ;5 iA20T phanlii
Finie d?idégux réouliere ogt up idéal regeiier.
P s o e AT o A } ‘ 3 o = er ‘
Saient ep eifet ¢, . Y desux idZaux bl latdres réguliers, st
% :
- : R A e o B0 S (e < IR :
3 w2 ) one nniké mad UL (zzs8p. mod YL j. Posons
2 F % ,2:4

- o s % ) 5 5 5
i o e i i, = 3. U
1 2 2
7¢]
e 4 s s
PORE X e g o SUTH !
s & 3 ~ ST 2 A -
O¥ - X = 0. X+ U,k - LUK - X = a(xux)(z0x)
H = 4 & &< -
aonc UL = T £ :




e

()
,4__.“(;

. s

de m&zﬁe ,
m«-x-—uﬁ(xax) {'A»u,s:)é ﬁ%'; :

Tone u est uwne unité mce’i 4.% ﬁ - C.4Q. F .

o

Probléme : une intersection finise d’idéaax bilatérea réguliars d'uns
algobra ouelconque est-ells un idésl réguiier 7

aisdbre guelconaus Jﬁ” , bne in .nterseetiazz fame

*

d'3ddenx & caouche maxiwaux résuliers est un idéel & sauche regélie;g .
Sofent en effet UL, ,..., UL dus idéeux & gauche maximsux
réeulicry, o0
Ly "3 =. \ Z Fie 37 ‘B
“/ = O’Lifs‘,:\..m A Ob%ﬁ :
on peut 20PDOEST que ous les %4} interviennent effectivement dans

: &2 e B ey 2 S | > % 7%
ltintersection, ds telle sorte gue
: / {' =

(1 e - L ¢ L

6 i 2 ,
g 2 & A < = ?» »i hd & - ; . A ¢4 Y
Ceci étant; scient u,,...,u, ﬁefs vnités & droite mod U, ,..., UL
’g >4 = X »i 3 # .ﬁ

-

cegpes u,.%”wwm Toubs la guestion rerient .a* montrer gu'en peut

qus
L&,} = = & & = ﬁ:ﬁ, .= i

267 on surs alors @ - X € 44, quel que soit i , done xu-x e oL},
&

Dr de (1) st du Pait nue L es paximal résulte

~ o~ 5 2
o T e X 2 - ? feegtie & 3 Ty
XL o= & = 7 ot = ’ Lebth v " f} 2
Corramed 1 i
3 o =r
# .T,,e
=
3




e
3
ds u,€ o,  résulte :éuj e %} - ot, comme u, est unité &

droite wod v, on voit que Fu-XeE 2, -

i étant quelconque,, u est une unité & droite mod 72 . C.Q.F.D
?ﬁmargaea Cette propas:;.tmn pemet une démcnstratmn irmédiste et
saps celcul de la suivente : toule a.igébre faiblement semi»simple .
vérifia ntv la condition descendante pour les idémux & :gauche , bossédie
un Slément unité (car$ O} st intersection .d*un nombre fini 'dfidéanz/

gouche meximaux réguliers ! 3. ' ' - '

Ezﬁsg._ 16 : Bolent i , 'V(»z’ deux ideaux bilatdyes non nnls d'une.

slp¥ore primitive /6 ; leprodnit o, . v, est # (0} .
En effet, su pposSens 7*;' réalisbe comms algdbre irréd&s*i‘b}.@ dfendo-

\5

'jwm:s ismes dlun espace vectoriel ?ﬁ ; alors ¢, et %gf sont aussl

r . Il en

LR

{prop. 42) des algdbves irréductibles d'endomorphismes de
L < e - = 3 2 Z '/ o 'B e g : .
:{‘ ;ii, te. s "&&% ; £.. X, sont des &léments tous % g ds é , 1fezistenct
T ey avec :
e

= e 5

en porte. a I, #0C. C.Q.F.D.
Bien sntendu, il en rés&lte a fortiori ' = %fg%
2 . deux idéaux bjr.la‘t-éres d'uns slgébre
f:;f‘*az; = v = A . Tout sdéal bilstdre -

X TR 5 S

contient 3u ioins lfun des idéaux Ty 2 Y o

'f::;
e
gxed
)
M
{ &
{37}
5
(41
3
(o)
O
i
ot
[ e
B
B
o
k
%
o
Ey
(%)

e

: 7 = U
7 ""’}{"i 5:/&— J‘;" s ’5’?@ gZL, 51

e}
3

tion csnonigqus de JUO sur 1'alzébre primitvive

7  sont de:z idéaux bilatéeres non nuls ds (

1L, en gorte que {Prop.16) i1 ez&s’re X, €U, %, € «%r_ aves
FRe @




e

o

ce gui est aaaurde puisqae -
;;;éxa € U, UL = s N iy c:f’» 0. Q;F“é?}‘,‘
50 - Le_spectre faible d’ une algdbre (Jacobson {3) )

(]

Ftant donnés vne gloobrs J% ; non cénf@ﬁﬁue avec son radical faibls
on @ ésigner & oY jé? 1 ﬁensemble de ses idéaux primitifs & gauchs
Btant donné ume p?'ﬂ*{:;f‘s A - ﬁ' z » Bon vide, on appellera %ggg& de
itintersection % (A} de tous les idéaux e A c?as‘tﬁeﬁﬁ
un idéal hilatére ds A ; &t on noters & llensembls des ‘u"aé ?ﬁ
teis gae 17 O 14 (A} . Boit ? la famille des A& '79’ tels
gue L= A - avec en outre §}5 € éﬁ' . On a les pmpmé‘zég s%ai?aﬁf;@s
2 7

1} Toulg intorseciion de .&@é /) est un A €& . .

{#x offst, on e visiblemont <2t (A) D W (é. 3, denc 0 “j 44, {4}
sucsaine Ve D (A } - dons Y E .&@‘ - dene G A }
23 Topte réunicn finie ﬁ@ A € %,, estua 4 € 'za’" -

{BEn effet, scient 44,4, € f nca vidaa ; alors on & év:.zi*.amazzt
| M,gfaﬁbﬁg;«. % (8,) O nla,) ;v.j% : '

dowe {Prop. 47) btouit idéal primitif ¢ contenant 74 (fzq U .51,2)
contient U (8,) - suguel cas ¢L € A, - ou blen contie ent

41 (A} - snguel cas VL€ A, ; ot ¢n a bien v € A, ¢ Ay

r
7
‘%
b 2 topo 10-
o
ner Enamnl
i3 @3}?&; 3 io‘ L
/
3 > 7
aible & gauche de JO
P odvsnns mt vy caraenD n e o g Tﬁr,z_‘,-;'«ﬁj_.x‘% ﬁ‘i‘: - 2 2y ‘55_‘1'2 sy nn 73 5 = ...}..
L UL LLID T B UOUT CO8% Q.-'G?-uui-t’a..-&:;l-j; = =280 a.p\.).b-l; =7 Hsis k}.,r REiS ln RYIEN G
‘?1 Zl:@ uitx? = 37
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51 "&"6]% ; 1tadhérence ds.ns jé g % de l'ensemble 42&} réduit aun
point est évldemment l'ensemble {4}{,} des @ E ~ ' avee '@D%,
on on cobiclut que 54}(,1} i’“ }imaliqne v, = v, - c'estaé.»dire :

Ax
o

Jbg yérifie l'axiome (T,) de séparation. Par cbntre ; ltaxiome (T,) -

st & fo rtiori Hausdorff - peuvent ne pas &tre vérifiés par j%' g i

11 sufPit pour lo voir de prondre poir fé wme algébre primitive

& ggaehe mpic non simple (ex : 1l'alg3bre de tous les endomorphismes

dfun espace vechtoriel de dimension 1:finie) . Bien entendu, or &

& 2m

t 3 au moins dane le eag >4 UL eost pon seulement primitif

: en particul , le sgactm ff,‘ d'voe a2igébre
e &,5«;% vézifis liaxiome {Tq) 43 ségaratmn.

; &5
Terminons os B e prwyan’t ils

: Le mpecire J@' d'une algdbre J; avec uniié est '

bicoroach © ciast-a-dire : vémfie B;rel;{:ebeggae)

v : - 2 : e {-\\
Salent sn effet deop fermés A o ]% tels que I
zoit vide ; on a alors '
{1 a4 (A = J% ‘

; Z (4 )=
- ginon, il existerait (unité t) un idéal bilatére maximsl contenant
tons les (A ), donc appartenant & ﬂ 4 :
6 A ) Dpe L By

2 {43 vésulte lisxistence d'un nombre Pini d'imdices v, ..., ¢

AL
ot A'clémopts x, € (A  ),..., x € (A ) tels que
v : | ,bi. o X ’b.n : :
X F ... X = 3
4 t o
doric on 8
la Y+ .. F (b } = «fg :
.«}J ¥ /(/
: o
22 aul prouye
Ve i
i a0 -0 C.q.F.D,
£
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‘des polymomes 6 Q.Kk§ gar C ;

~a
Qe

=05 -

Eﬁe'aut?é définition du spectre 3 66 proposSe par Segal ; elle
est basée sur les idéaux bilatéres iax;mauz réguliers, et Jjouit de
propriéiés snzlogues & celle de Jacobson. LPintér8t de ces notions
n'est pas sncore clair ; il nfest pas nbn plus démontré, ce gui est
gncore pius gr&?&, guielles sﬁient adaptées aux spplications
(ef. Ch, 1T, §,§ of il ost mantre, pour les algébres normées commuta-

b

tive ue la borme topologie & introduire sur 7%’ peut ne pas Btre

w
o)

»
celle d5Ffinfe ici ; autre exemple, if & Segal : soit j% 1'algsbre
_4’\ :
75 est alors © muﬁi de la mons-

A“u&hgﬁ topologie gue voici : wn A o € eet fermé stil est

ginz ; dernier ezemple : goif {}{ un corps de fonctions algébriques

< . . = :
sur C , ot H. itaigabre dos fonctioms oritdéres de H, ; um
idégl m&ziﬁai géfinit wr geént de 1z surfsce de Riemann correspondenie-
3.

aells-ci

e

par la méthode Jacobson, & introduize auy

5o & la DTé @3&%32@3 ;

W G T R e e S A e R W
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Chapitre I1 - dlgebres n@rmees csmmntatxves¢

‘ le ,§’z.de ce Ghapitre axpege’les neti@ns.imdiSpensables ée 1la thécyie'
aes'fanctians'aﬁ&lytiques dans vn Banach. Péﬁr des raisens de ra dité,
on 2 passé par 1'intermédisire des fonctione mcalazires ; mais le rapparw
teur ne tient pas spécialement & ca poi vt de vue. '

Le & 2 ost consacré sux propriétis géuérales des algdbres nomméss -
questicn gui nls jamaig 6t6 oxposée cleirement et sur laq 1le on connait
éﬁ rests fort peu de choses ; ici comme dans teéte le a&iﬁe, on g cherché
 @ n.e DBE Oub li r ltaspect purement algibrigue des problimes gul sa QQE ﬁ%**

Le % % ccucerne les propriéiés &lémentaires des a?v%%r@s normées

¥

comantatives s 1s plupart d@g résultats en g&nﬁ dus & Celfan

G o H 97— ad oy 8 et s . 3 S Y
supposeii toutsfois llexigtence d%un & ément unité }ﬁ bien gue lss metho-

et KT 2 £ 2 K L B
deps sooptées Aol ne gelent paa tounjo ies slennes.
. -
2 o = =5 s & L 2 3. o o &
Le ¢ 4 oxposé, diaprés vn mémoire important et récent de Siloy
ot Z & £

P, & - *35 B F o 3 - i

iz théorie des alpobres norméss Prégulicrss® ; clest dislle gus dépendeni,

sntTe 2&2?35; les applications £ l%ans yse harmonique

SULT @@t@e,ﬂﬁesti@ﬁ :.gslfaﬁé [}} » Selfan ﬁ*ﬁa 50? [:Eji? &Gé;mam%,f‘igui
Raikcﬁ'fzfl, Segal lmiﬁ ), alnsﬁrq&faax lgebres de fonctions %ﬁ&ly*zq ues
(ot méms non quasi-snalytiques). les vésultats du F°2 sont dui au
rarport rtfg gul sfest contenté de Bourbakiser les idées de Beurling sur
- lss specires. €E@mma"éilé@$ et faute (e temps et ds courags, o stest

Yoy s v 2 : 5 — : s s S e 2 s } o
borné avz algébres nossédant un &lément vnité - mais i1l serait 'on de

D e e I AR SRR e S D
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. 11 : Aigbbres norm¢ normées sur le corps complexe.

> -~
CH {
ex

4 - Ponctions aspalytiques & valeurs dans un Banach

R e R R R g

LD

Etant doanés un 527808 de na,na,ﬂh coriplexe j% ot ua domaine D du
plan compiexe, on dira gu! une spplication ¢ —> x( 7 ) de D dans

f: egt guntinue en sous-entendant tolujours qu’ 0n Buni ﬁ“ de ig

topologis forte, clest-&-dirs définie par la DOIES g z ﬁ . il en

T .u,"%*;e bien entendu gue, pour chagus éiément xz' du dual { topelegiq‘z};s}
A i ; ¢ D =
e —#a»

b de O, la fonction nenérique (x( L}, ') est continue - maig

e SRS =1
1a veeiprocus n'est pas vral

#( 5 ) ds D dans wi; sora at } =éou }.iéz'@

' L4 . i
#5, pour chogue V€ U6 | 1 fozzetzvm pumérique {x({ Z; J:Z%) est

(4]

i%re au scns ordinaire du terme (clesb-4-dirs ;;cﬁséée en ¢hagus

, ou encore ast développable

AR

pelizns 63 B vns 44rivés par ..ag_sm“t 2
& mérie entifrs au voisinege de tout point de D). Le but de ce a
aot df%atwﬂe & de tellss fonctions 19(3&02'137 leg les propriés é..( éle»
asntairos des fonctions numérigues d¥uns variable ccmplexe, On s‘a,p»
puiers pour ::e-e{}.a sar les propriétés suivantes. _ . |
Lepme 4. Si une fonction numérique veariable £ £ d'une variable
comrisxe ?; , 4éfinie et réguliére dems un d.oma'ne B, ccﬂverg@ wni-

R

Pormément sur toute partis compacte de D vers une fonction limite

»

=
] ro, g z N -
1t} £ est réoulidre dans D .

23 pour chague n , la dérivée 2l (% ) converze vers t ()

S % = sy = & . i A-‘ . s ' -
3} 1z primitive F( ‘?;} = { £{ 5 }f:.g; {prise & partir d'un §,G D
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Lomms 2. Soit X unc partie fortgmezit campacte dfun espace de Banach J% .

Alors, si un x' varisble du dual .]% ! a0 & converge faiblement vers

un xa , on regtant dans une bouls fize de % l s 1a fonction

g;L(:%: = f(x x) convexge, umformément gur K , vers /La(x) -(x,x')
(Gelfand 1938)

{et réciproquement : le lemme o caractérise' lesi parties cox@actss

de Jb - maig on n'en aura pas besoin). '

m%g Soient 7o uwn espace de Benach complexe, ﬁi son dual,

#4.(x7) une Pormo linfaire sur JO . Pour gu’il existe um .%6 £ te1 que §

' wlxl)= (x  xt° |
i ot Bt 11 suffit que A u (x?) soit faiblemeni continue sur ls

o - Al
boulsg vﬁz.té, de J%

Coel é ant, soit y( )} une fonction définie et réguliére dahs 2]
.+ 4 velours dans ?% . B0kt A uns par’cle compacts de B ; alors ?La,s
=zl ‘; j, guapd i’f) décrit A , décrivent une partie compacte de ]t
en sorie quo, sl wa %' verisble de A’ converge faiblement vers
un xf , en restant dens la boule unité B! de A’ , la fonection

namérigus (x(5 ), x') converge vers (x(5 b ,x?} uniformément sur A

E:'W

(Lemms 2). : - = ‘
¢ e

Hais alors (Ls’me 1) =a dérivee en ‘596 D : [%’5 (X(l}},x')i
=%

&

"ge Vers | '%l"" {(x( 7}, x! ) J en sorte que l'expression °

[ & (5,2 ] = pece)

¢ £
& 2
est ure forme linéafre ‘sur A’ Emblement continue sur BY . Done

OB

&
2

il existe {(Lemws 3} uwn x ¢ j%' tel que

5_5-.,,,, (z{ 5},% igé = (xcs;{’) pour tout x'€ .7%/ .

(4]
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Erop. 1. 81 (1) est une fonction résulidre dans D gt & valsurs

dane % , i1 existe une )f_'g_gction‘ #(g ) & valeurs dans A tells

ue ilon git

{x'(C ),x') = f‘-'—- (x(Z ),x*) pour tout x'ec B’ et tout
EeD .
11 ezt Pacile ds voir que x’{?;) est elleameme-régullére dans D .

Conne pmw chague ::9 A »\x” % ),x') ost répguliére, 11 suffit de
vérifier iz continuité forte ds x'(¢ ) ; or, cela résulie da fait que
ies :Ef:”“:e;ms scalaires (x'(%) ,x') (o& x' décrit la bouls unité
Ae ;1 Y sont égalemsnt uniformément contmues gur tout compact
ccutenn dans D , en sorte gu'il en est de méme de leurs dérivées -
bre?  tout repose sur les histoires connues de Jamiliesn inormalss?

. svec 1%4guation

[esha St

=t 7 3-x( %;2, }; = Sup (x{ LQ ),x8 j-{=l § )gx*)\

xte A
lé- f‘ ;
. ixfict .
Par des reisouncments de méme naturs ( convez-ge;&ce unirorne 68

inorémentauz®, comme dit M. Bouligand) on pourra*t Prouver guse

“h‘ ’_’_;grta X( & ‘i‘h) = Xj '9) = X'( ; )

>¢ nul nous rawdne & ia déf:.m,tz,on des fonctions analytigues e)mvosée

wed
4

rar Gelfand lui-méme,
Bizn entendw. on pent itérer le proréds et obtenir ainsi 1'existence
de dsrivées de tous ordres.

- % . Lo ; =
Trop. 2. goit z( & ) une fonction réeuliére dans un corcle de cenizo

e e

¢ ptderevon R . ON 8

o L e Pt 0 ( e )ﬁ
£
% 3 t (2 -
2 ‘“,I’f;;-::?{{é Y+ 2 S L T x(ﬁ)(‘;)
3 ZREET n: e
S s

* iz -oric copverce absolument dens Jb pour tout 6 tel guse
> -
s i =
g j-: g %
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En effet, soit C la circonférence x‘g Z } = p <, R . Pour tout

xie A on aura :
» 90 \g ;} )
2)  (x(5),=x) = (x( ?} Js X!,) + Z — 2 (x () go)"xs)

et {(formule de Cauchy) -
(n} -
(1205 ) = 2 L%; L b

Il en résulte que, si ¥ est une borms supémeura ds ” x(C) [{ sur € ,

p.

oL aura

E (xtBl( '§o }ax’}g < _n; * Eztsx W;wp

i e
T
s
o
3
U]

i La) E
=gy ) < u = |
~ digk 1z convergence en norme de la série (1), et possibilitsé dtféer

= B = a
{=l 3;{\} & } wé‘%% : {n}{ ; i, “(x( Zj, };?g ‘!-&»2; imn?gmm

et 7 =5 O
: - E‘;f oy
: = ‘ ./&\ {i 59 i;’X-?;

dtaprée (2) - ot finalement (1) sst jrouvs.

Corcliaire de is Prop. 2 (Liouville Gelfand) : Une fometion x( ¢

d4éfinie ot résulidre dans tout le plun complexe, sg réduit & uns

2

corsbante si elle ost bornde

‘ cer i 5{ x( g }%% < M oo gusl .que 80i% 5 , on aura
| =) (o) fl ¢ u B |
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Ch. 11 - §2 - Propr:.etés gén rales des alggbres normées.

1 - 2éfinitions
On désigne par k liun des corps B ,C.

o

Définition 1 : Op appellc alsdbre nomée sur k un ensemble & mmi

G'uns structure d¢lalgébre sur k et dfuns norme xn yérifiant les

Za;.;; *"’};;Wyﬂ < h=h+dzll s pa=ll =12 »‘iiﬂ!
g ,

an) =g hEp- bsl |
{ﬂ? ’ iﬁ e % =1 &1 JQ’ medéunélémentumte e .

sst donc sussi un sspece vectcriel normé sur k , dans leguel
lag a“ifm{;r*,,,mm\ z — xy et x ->yx sont continus.
L4

Covms 11 v s lien de préciser les différeontos notions dfisemorphisme

ool inte ‘ grviennent, on pent poser la ' -

LEE XA 5 a0
ofipition 2 : Solent ﬁﬁ' et %

un homcmorphisme slgdbrigue si . ‘
phx+A3x ) = Aolx) + Ao(x') ; oflxy) = e(x)ely)
un f*zv'm*‘m’*a%,.-:me éontixmbsi. en outre, ¢ ost une application

f3
SRR O S o A
coptinus s T ims % H

rphisme slg@brigue ot

un aa@r)aznhigme continu si ¢ est, en outre, un homomormlsma wntmu

°

us iscwmorphisme bicontinu si, en gutre, <9 est continu ;

yrrhisne metrigue si, en oulre,

Ei o{x] 35 =] = ;g pour tout =x ¢ 95
¥algré leunr iourdeur et leur multiplicité, toutss ces notions sont

indispeussbles.
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Reppelons sszns démoastraﬁibn lres} Taits €lémentaires gque voici :
Prop. % : Toute algdbre mormée % gur k est métriquement isomorphe 2
une sgmsalgébré ; ;2' ertout dense d'une algdbre pormbe cm 13te ﬁ' sur k ,
déterminés & un 1semoghisme métrigue prés. |
loebre topolosigue sur k » dont la topoleogie est

f45finle per une norme., est bicontinﬁment :z.somomhe & une alsdbre .

=t igurp gaas't«-mwree sst
(4 x! = %ﬁ {(-1)° xn
is sériec (1) étant sbsolument converzente d'aprds (Alia)

Corollaive : Daps une 91;:%03‘9 normés comp_léte & avec units e 5

les xz telpaus Je-x | £ 1 sont inversibles.

Prop. 4 : L'ensenmble des éléments guasi-inversibles d'une algdbre

normée compléete 7 est ouvert ; dans cet ensemble, 1l'sppliication
z — x! ésf; coptinus . _ '
Pont dfabord, si x et y sont guesi-inversibles, il en est de méme

g2 x+ytxy, ,otone

(x+ 3+ xy)! = xt+y' + 7ixt
Ceel &tant, s0it uvn xg ¢ Jz" quasi-inversible. D.'aprés la prop. 3,
il on sera do 28me des : '

T=x, Fy ity ot "y“< 1
meip lfapplication y§ —> ¥ + .Xofy est un endomorphigme coutinu,

- &% biunivogue {puisque %5 est guasi-iaversible!) de .7% sur Jb -
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dong est inversib-s, en so*r'te gue lea; v £ ZT + x, avec }i ) Z
forment un voisinage de x, : d’o& la premiére partie de la Prop. 4 .

Pour mantrer que x' dépend contininent de x s i1 suffit de le proniréz_'
en x =0 . or on a, _pour hzf < 1, |
| x! Z {1}ﬂxn = x4+ % )
aton -
L&Lm | - | C.Q.F.D.

=i | -

Prop. 5 : Soient 7+t une algébrs nurmée cémgléte sur € ; pour chague

TR ST
xecJb ,les AeC telsgue )\ x goit ggg»in«ersx. _forment un
sous-ensemble cuvert ds € , %

A = {hz)® est régulibre.

t gue llensenble des A tels gue A x :so it nas:s.-lnv sible
20it cuvert résulte immsdiastement do la Prop. 4 . Cet ensemvls et
e o o : v ;
pon vids, car il conmbient (Prop. 3) les A  avec
A \ " 1 % 2
I 41 ! < =
Soit U cat ouvert ; pour A€ D , posons
- . Ay = (Ax)
digh, si A et A+ hebd : .
A —%—zwi?]%.,xx» «---(ﬁ--i-h)x%-x +(Zx+h)xz 20}
k A A +h Adh > ¢
squation dont on tire, si A+ h =f= 0 et h$0
- x + - X . o= X g
v

Pour Ax donns, l’ pplicstion

.»"‘\.

b &2
J&. «.L.L

3;
n

S A .
zz2t vy endozcrpuisme ccnting et ipversib yie é:s Jo { A x est guasi-




— 9
Denx cas peuvent alors se 'présen'ter .
Xy - x
1) A -:’;i} - Quand R f-70 3 -7;%% tend (Prop. 4) vers 7’3—‘ 5
&iok exzistence de ' :
1m L (x - = )*%’1(2{’[)
ho>p B Ath o Rk 72
2) A=0 -aglors T =1 et, pour | n| assez petit :
Lopen) =21 Z P22
- g8 gul moantre lfexisiecnce de '

lim ﬁ{z;ﬁ ]

h->o
 Btoh, dane %ous les cas, existence ds —3i* povr A€ D . C.Q.F.D.
© 3. Oorrs normés.
- -z ~
% : Soient - un espace vectoriol normé %f,mp}.e%: gur € , st
e wﬂﬂ:;z,ﬁg@ﬁmgxaaﬁg .48 % ; lee A €@ j;els gus T - A %

inversivle ?uvﬂmeﬁ“ un sovs-spsewmble gompact non vids g

B

ceit, en effet, JL 1’algdbre normée compldte avec unité formée
EF > 2 o » 2
say les endomorphiswes continus de ”S; .81 (- A1) : existe pour
tout A , /T est cuesi-inversible gusl gue som Aec , ©n sorte

. . | } -
que 1l'application A —> (BN 1) 1 de € dens 71 est réguiisdre

) Z - < = V - P
indé nvz;uz—u* de A - e¢e gui eat abourde, Dlod l'sxistence du

. : 23 -d :
Ltersenble dos M eC tels que (- A1) ' existe est ouvert

(Prop. 5) ; le spzctre de T est done fermé ; enfin; il est bormd

% _}‘, s = ggg . - C.Q.F.D.

i -
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Théoréme 2. { Gelfend - Mazur) : Si_wpe elrdbre normée % gur C est
on m‘g’g_z__g_%e st iaomoghe a C. 'v -

Fn effet, plongeons & azns wne elgébre normée ¢ p_léte J%' 5 ©b
associons & chague X € 5 1tendomorphisme contimu
’ Tz 8=xX8 -
4e & . Diopres 1o Th.1, ilexiste m A€ € tel gue (B - A1)
nieziste pas ; ce qui impligque X - Le=0 - sinon X . A 6 serait

iﬂ?@?&:?ﬁible, et donec sussi T, - At = o

Par suite, J0 est de dimensiom 4 sur C , d'ok Tésulte le théordme.
~ 81 % sst un élément d'une algébre rommde b sur C , possédant un
~ 4lgment unité (mais non nécessaizement complite), il résulte du
“n, 1 1'existence d'su moins un A tel gue x- A e ne scit pss inver-
zible. B1 Jo est gom 1éte, ces A forment un sous-ensemble empact
%s G, appels ep ecire de x dans x .
4 - - Préiiminaive & le déterminstion ¢u radical Faible. .
Prep. 6 : Soit 7t izne a;gébre nomée compléte. sgg_' ¢ ; pour tout x # O,

i |2 ® -

razi, te, et R représenta le rayon du glua grand cercle de eent*e 0 dans

Isguel A x goit guasi-inversible.

‘ff.}éﬁmﬁatra;tiog : Boit R le rayon duv plus grand cercls de centre O

¢ons lequel xy = { Ax) existe. Pour A R X est une
! A I X

Ponctio ér’uliére de ﬁ. , domc développable en série entidrs ;

., 1s développement

1e rayon de convergencs de (1) - ce gui




—

i
&
(%)

-
Hieintenant, considérons lgpdéveloppement analogus pour =xP , & Bavoir
(3) (=P = Z. (A" pEm '

80D rayon de convergsnce Bp vérific surement

{4) 3 =
P72

(puisque‘(}) converse pour ”’F xP;§<,1 ) ; mais la comparaison avec
{1 ) prouve que

| .
{er faisant o= AP dans (3), on obtient une séric extraite de

(1) 1) ot, dlautre part, que

' Loy . . =
{ear pour }A.§:> 8 1les erme geaera ‘de (1) - donc musai de ;}

o 5 : S 2
DORT §%i‘ 7 R* - est arbitrairemens gran& en uorme}« Per conségusnt,
%) = ; * = o .
on a2 B =R ot, d'aprés (4), ii 7ient
“ 4
H<Bitm -~ 1
e x é Z B!
ce qui, conjugué avec (2}, achdve do demanﬁrer ls Prop. 6 .

Corcliaire 1 ds la Prop. 6 : Soit T un endomorphisme combinu dlun

gspage ds Bansch complexe. Le plus petit cercle do centre }kc cento-

nant le spootrs de T 2 pour rayon

4.
: i 2 7 B8 L TE
v . ﬁic;ﬂb ;é Sk Jx\.oé) }% s
En particuliexr, p@ur'qne ie spscire ¢e T soit réduit a gf>§, il faut

=0

iz |

Coroliaire 2 de ls Prop. & : Soit a%’ une slodbre normés sur &

g

-

A X sSo0it gussi- 14versiblf;gusi gue goit A €C , il faut

o

<
i

cetie condition est sussi guffissnte si J& est compldte,




=

il suffit pour le voir de plonger Lﬁ: dans ltalgebre compléﬁés J% .

ai P

L‘;"‘(

maonid,

=95

Remargue : ©Si J’% ‘st une algébre normée non nécessairement compléte,

pour chagus X € A existe .

gz 2|

e

5 - Redical foible d’une algdbre momiée.

Théorime 3 : Dems upe alz3bre nommée compldte Jb gur C pu R,
tout id6al 3 pauche (resp. _é'd;x’ei‘ce _Dbilatire) maxizel yéoulier
est forms. ' -

Soient en effet ¢ un 1d8al 3 gsuche maximal régulier de 7 ; et

' woune unité 2 droite mod ¢ . 81 e UL , u-x n'est pas guasi-

inversible, ce gui impligue (Przop. 3) , -
3 i . - : ,
:g u-x || > poar Sout %L
"Donc 4 est distinct de & .- comie clest sussi un idéal & gauchs,

coptenant YU , oma Ul= 1L . : . e PP

Gorollaire 1 du Th. 3 3 Tout idéel biletdre primitif d'une alsdbre '

noimée compléic est Termé. ,
Corollaire 2 gu Th. 3 : Le radical Taible dfune alpsbre normée com-

pléte est un idsal bilallre fermé.

Théoréms 4 : Soit one slgdbre aormée sur C ; pour outur x € J6

Seirs il P 5T - T T 2
goit-cans 1 ible ds J ?, , i1 faut gue l'cn aitb
£ &0 “vﬂ Eé o . = j’"‘" % 2
{4 L\ X | = 0 guelg gos soient s8¢ Jp AEC ;
Bo e i AUE L o R S i e v e ¥ = ot A
cotte condit e plus guflisanie 81 Jb est compléte.
a T o s 2 S i S Dk
L1 Booes dition. 8i x est dans le reilcal, et 8l
T T Gt o % omertas iowy et srmast s e e e ey t“"é =
T = 8% 7 nE o« 2810718 ¥ €8¢ guas. 1loyelsilie DOUY LOURT %o
‘ ; 3
£ i = % e <. o £ R pema 2 de la Pror &5
£ R e e e T BETTEe GUe LLURI0S L. 0g 18 IJ*C"Q}‘, )
4
it 3 N v it ';%;"
1 iflax+ Ax) i =0,
e ]
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2) suffissnce de ls condition. Posors y = sx + A x ; alors, pour

tost peC, y est de la méme forme, et on a donc
e n ;o
im0
4’0ok immédistement ' 4
| ;m v ]|" =o
y est don beled quasi -inversible { Coroll.2 de la Prcp 6}, et z appari: @:{it
g radical fa%ble de 1% (Gh I. Th 5] . C.Q.F.D.

- Gorollaiys 1 du Th.4: Le ragicel dlune algibre normée commuitative

compléte sur € est l*ansamble des x tsls oue

- - i - 2 : . -
(2) . Jimlicin a0 . (Golfand)
: _ oo H it : , : e
Bn effet, oi cette dernidrs conditicn est réalisde, om aura {(dlapréds

-

iz commutativité ) :
iy i ies il = i n T "E}'\,«ﬁu—‘; Loon 2y Lon Ei : 2; , ﬁ i §t ; y i
jlox +AZ) 1= 572 HoJs ™ Ax+. sz iz (] @,;Q{jd"; 3
et comme {2} entraine
-~ i i
e O i ¢ o= )
. =
pour toul 1 eg : on en conclut que (2) impliqus (1) (et, Dbien
£ : = : ;
entendu, réciprog uement ).
Ccroll.2 du Th.4 : Le radical a‘ane al:é bre normés compléts et commu-
2 . : £
tative Jo ; pessédsnt un é.‘u,ément unité, est l'ensemble dsg x € Jb

dont le spectire dans 5  ept réduit & {;C‘Q .
-’

Coroll. 3 du Th. 4 : Toube zlgébre nornde J?; sur C , dang %;uelw

2

uuel gus 3cgt x £ J%

i Vi Fg i;
e e A
E, gg & #
est faiblement ,gemi -ginpie.
In effet e 4
] -~
——c mzjﬁ. "?%-1
& i1 !i Lo 2 1 2 % : i
in X2 & - Vinjiss | =zl

-

inssires algébria @u@m %“’f‘ec:z tibls

. - = o v
application cancunigue de /o sur Jo /oL

Q9

L0
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on peut munir cs dernier espace dfure st*uctara d*espace de Banseh

{ = ngrmé complet) en posant
| 20 = a2 ol -
z

51 alors s — T, est la reprégern yﬁ?‘lgﬁ Zimeaim eanonlque de ﬁ;

7 '°§3~ ‘,v‘\% yv-?
oz | = J &= )i g sz < | k - ;x‘_

: et, en prepant la beime inférieure cu dernier membre :
dira) <o) 2]

P ,
Les TM sent dons dss sndomorphiswes gontinus de ,J%/m , et on est
smand 'é posser la - _ .
ﬁ»:";;xt,fﬂ = 0 Atant une alodtrs normée sur R (rasp;» ﬁ)a £a
sppelile représentation }.,g.neaﬁe borzée de ,7% 1’9&32&’933 {'% . ?.;FX%
; o4

d%un sspasce vectoriel normé % sur R {resp. } et d'un hcm@mcz»

g:mﬁ;%;f x —> T de J% dans 1'algfbre normée deg endomorphismes
contimue o € , vérifismt ' |
| jg 2 '!g < | x ” . pour tout x &b »
En combinant le Th. 3 du présent 3 avec le Th. 1 du Chap.I,
on obtient 1 |

Théoreme 5 : Soit ﬁ; une aledbre ncrmbe csmgléte ; toute représentatiocn

linéaire alsdbriguement j‘.}rrédzzctible de j% est _algébriguement

dguivelente & une représertation lirésire bornés (algébriguement

irréductible) gde 75 dans un espece de Benach.
On ve monirer que Ces repr 4a3entations poasédent nnse ;mopr.beté

glzébrique remergusble, Pour cela, soient '%_ un espace deg Banach

sur C , el J% wme aigébre slmdbricuement irrsductible d'endomor-
it £~

phismecs eontipus 49 é ; je dis gie ls centralisateur o 4de Jb

5 -~ \-f"’, - &L X & N
fsns € @ ge réduit =sux A {] e C)




b

- |
' ,,gb.i , . g
Zn effet, Jb est un corps (lemme ie Schur). Pour un X, 7 0 de :
!
ceas‘éércns le sous-espace vectoriel é ﬁ Xo ; pour tout X € ﬁo

il existe ( % étant algebrlguement irredac tible) un 8¢ # avec
= SX, ; un tel 8 conserve 'é , car pour U ¢ 7t oo
 SUX, =USX =UX=UWX, ¢ f '
o Ve J%} est tel que X = VX .
Ceci étant, cansidéma ies *estmcts.ons 8 *E des se Jb gui

gonservent é {efept-g-dire tels qu.a 8X, € éo Y ; ces restrictions

4 ,
forment une algdbre <o, dfendcmorphismes de ‘éo‘ < écf étant de
dimension 1 str le Corps ﬁ% ; 66 13s SE, (B¢ )q' } constitunant
e ; :

> & 1o 5 wges :
%.,Qws C. 5 7% . est un gorps . : =
: = o 2z ' . :

Mais do {‘;O . & résulte gue l'on peut munirx "éa dtune structure

d'sapsce vsecioriel poymd sur C ot ;-%’e Bera alors, lse 8 € % .
dlespase—veetcsielnombsuz-L  Slant eozitinizsg ne algébre noimée
gur ¢ (la norme d'un S € /;. étant aa norme na’curé_lle en tent qu'opé-
~steur contizm dens {; }J. Par conséquent, J%o' est (Gelfand-Mazur)
iscmorphe 34 C ;, ce qul prouve gue ‘ﬁ est de dimenéima 1 , 808
seulement sur # , maig aussi sur G - |

Comus X, est arbitraive, on en conclut que «ﬁ'} se réduit aux A 1.
Cn a done prcuvé ia . |

Prop. 7 : Toute glgdbre algébriguement irréductible dfendomorphismes

continus éﬁ vn espece de Banach complexe f; es’s alpébr iguement denge

ok :ﬁémitem ies dsux suivanies
Corpll. 1 de ia Prop.7 : Pour gz.’m:;e algébre normée compléts J?f Bur
€ golis primitvive (a szau.ehe ou a Croi uG) i1 faat gue son centys soit

o

c&duit & O ¢

R e

(ou sux A © si SiE pogsséds un 61ément aﬁzté}

e,

(-Nv-'

‘W

-




4
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Coroll. 2 do la Prop. 7 : Soient 7% vae algébre normée compléte sur
e, % ic c.entre de S , . un idéal bilatdre p_rimztif de /% .
alors 2o /N % st un idéal meximal régulier de Z - ou bien
nwo>Z -
En effet, il existe une représentablon l:méalre bornée algébriquement
irreductl‘bla {'8 5 }de J‘% dans un Banach .& telle gue
x € UL éguivaut 8 T. =0 .

x

Pour x € z ‘x permute & tous les T

o » dome (Prop.7) est

‘i’x'# Alx) 1 ;

x - A (:x} est un homomorphisme de % dans C , et méme gur ¢
r
si ¢¢ ne contient pas & - d'ot immédistement le résuliat chercaé

7 = Eepwsentawi ng iipnégires ds 705 dans l'es ”paee dual.

i

&,gm »}{3? i'espasce de Banach dual de ﬁ (on supposera guse J'%-

est une algébre normée compléte sur ¢ , ot on désignera par (x,x')

le prodnit scalaire d'un x € ]% ez d'un x'¢ J% ). On peut définir

daug J@ deux représentations linénires canoniques de «7% .

13 x —> T définis par

- d_ e

LY, TK z') = (xy, z' )}
Sy <4 8 2 o =
2] x ——> T dcofinie par

{v, Tgi z!1) —(yx 7'} -

T

+ d d B
® -t en ® o .0
en sorte que” 3 JG , 2 {- est une représentation linéaire gauche,
{. ,;./-‘!»§ ,,__,':'. \:‘d = —& ; :
t g T ¢ ume rep réscntetion linéaire droite ds ﬂ‘ dans J&? .
& % =3 e e et




=49
Evidonnsnt, ces représentations sont hornbes, et m8me continues pour
.'*a. tcpolo;;;e falble de ft {lse Td et Ta sont les tranapcsés d*endo-
m@ryhiamea tmntizms ‘de j@ 3
8i U¢ est un idéal & ga.ueha {resp. & droite) de Jt , le sous-espace
{faivloment femé} M»’L de J% i orthicgonal & ¢ est invariant par
les opérateurs Ti {resp. ’I‘i} . oo obtient ainsi une correspondance

bienivoque entre les idéaux Feimés ot les soup-espaces invariants

¥aiblement formés. 11 est c}.au' gué, pour gu'un idéal & gauche fermd

.5 .£¢
VL 7 Jib  s0it “m_ga_‘mma}., il faut et il suffit qus soit un élément

}:, s notions guion vi ent dtintroduirs permsttent de donnmer up critére
simple pour Um X € f(}? soit gmi-iavaréible_é gﬂauéha - c?éstné.edim
pour guiil existe vn ¥ € ﬁ tel goe

x + y+tyx=10.
En effet, lea zx + 2z (2 € 793 } doivent constituer tout 705 . 53 ls
condition n'sst pas rsmplis, ils famar;t: un idésl & gsuche L 6 uliear,

donc pon partout dense ; d'aprds Hahn-Banach, il existe donc un x'¢ j%

I

7t

% > 4 30 B
xt 20, (zx + 2 , ¢ )=0 pour tout = ¢

¢ SRo0Te z
2 S .
meoxt = Ly} ;
X .

S it Tt
Gro 18




il suffit

- 48 = -
Prop. 8 : Boit ﬂ,’ une algdbre normée ¢ Eléte pour gw X € Jg
ne §éit pas guasx-inversible & gauche (resp. & droite) , 11 faut et

gt ilasx z

bornée {fg T lans un €8pece ¢

élément pon nul X € ﬁ , tels gue 1'on ait
. _ Tze K = =X, .

~ Un vezrra au §4 (I‘%a 2), lea princigales spplications des nccions

bl
Nt

Q

expocées dans le présent H° .
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Apﬁendice Quelques goncrallsat lons du Théoréms de Gelfend-Mazur

Pour les résultats exposés ici, cf. R. Arens, Linear topological

division algebz‘as (Buxl. Am. Math. 3oc., 53, juin 1947, pD. 62} 50

Pros.: Soit jt’ une al g,"ebre tagolqgjg 1 1&*&19&9&% COnYexe sur {3" .

. SUDDO30CnS gue :

1] J% S80it vn corps
2} z! seit fmaﬁiag @omizme i35 X pour x4 0
Alors J% eot iscomorphe & é, L / '

wonstration. Su oposons qafgm }JM‘@:}% trouver un Zn gu. 16 @oit as

un muitiple scalaire de e ; (z.- A@} ‘ sxiste done pour tout A e ,

ot dfaprds 1'hypothdae 2) dépend continfiment de L .

7

Ey 2 % -

Ju gtant :i.mal@ﬁa@m gonvexe, il exists dfapres 4% hn-Benssh pne
el

fonctionnelle linéairce cumizzm £ gt :m que f( }

{'n
X
%

el

La Zonotion rmmérigus _
'_ olA) = # {{%e Aa}"‘j ;
ot définic et contimue pour tout Ac € et tend vers zéro guand
A —> oo (hypothése 21). Dfautre pirt, on voit sans difficulié que
?fﬁug”‘g:)k,} = £ }u.-—ye'? 3@0 )\_ef%j |
atot ( hm@theae 2) résulie que ¢ est une fonction entisre : ¢! aprés

Liouville, ¢ = 0 contrairvement & of(0)} = f'{x;?} # 0 “C.0.P.D.

Théoreme : Soit A uge alzdbre tooiogigue localement conveze

sur R ; supposons gus
1) " soit un corps

2) z"'g soit forchicn continue de x gm«r % " 0 .

Zlers }% ezt isgmorphe & Jm deis *‘szew 5 _0OIDp8 : %wants s8R 5‘;

i eops ags gusterpions.




e
Iy

, .50 -
Démongtration
Cas of ot commutative

15(‘}&5 ls pglmeme TP+e 2 une racg n m .ﬁ’

En pesant

| _ (o + 18)x = u.x+Bux, ,
on introduit sur £ une structure d*algdébre sur € ; il est clair que

LS

ltapplication (at+iB, x) —= (atiB)x do € x Jz' da.ns 7% est conti-

nue : on a donc une structure d'algdbre topologigue sur © ; enfin,

est dvidemment localsment convexe en tout gu’espace topologigue sur ¢ .
Par consécuent, o = 0 .
2% Cz3 : ls polynome Ka-*- 2’2 pas de racine dans J’%’ -

on considére 1° ai.gébre % sur c obtenp en adjoigrant
L vb une racine de .&’s“’é’ e ; s8i on introduit dans CJg* i1z topologie ds
Jox b ;s on obtient évz,demment une slgébreo vérifiant les hypothéses
Ge 1a Prop. 4 . Dome DD = ¢ et J& =R,
QM ﬁ;’ nlest pas commu‘baggyg.

‘Le centrs C,:j de 7% est d'aprés ¢s gui précéde‘ iscmorphe & € ou
&R . Pour x¢ g soit J%(x) ltensembls des
?(X) [Q(x J"’

ot PO € R[X] $ QLX; f O ; ces y corstituent émdemment une algébre

topologigus P'te.., - bref jt(x) E ou € , ce qui montre que x est

pébrigue sur R gt de depré £ 2

mmi

Par s@nséqaenm f%’ est une extension sipgbrigue de R de degré
gui :arwtérise les gvaternions. C.Q.F.D
une zlgébrs normée suy R est un corps, elle est
& B, soitd C , soit aux gusternions.

¥ le voir de vérifier cue x —» .?;"é4

est continue, Or




diogh facilement

et par guite

ce oul pmonve'la coptinuité.

5 que j% s0

1|2

-4, . =1
x hx
L T3 P
R ® i
s i ; 1 fg 5

on aprs donc

fnl
T TR

Anrancpste
ooy

cette démonstration sst naturellement gutelle ns

soit compléte.

Hemarque : Les cuatsrnions constitusnt :

1) une algdbre normée sur R

2) one algdbre sur C
mais
pas wral) .

Exemple dlaledbre topolocigue

non une algebre normée sur C

(car || Az|=|A].|=] ntest
localenent convexe of X — x ! nlest

naz coptinue.

. . ;
Seit $S4  un ouvert du plan
Ponetions holomorphes sur $2
pacte. Alors EH(CL ) est

. normabls)

5) compldte

complexe, et H(S) ) 1'algébre des

, avec la topologie de la convergence

: 1) localement convexs 2) métr isable

4) semi-simple - et cependant

nstitne

S

nt un sous-snsembls




£

¥-B.- L

Solient

~ 2

CH, 1T - §’5; - Algébres nornées commntatives.

OB Y T AR O B O TS W B e B

a Bibliographie des § 3 3 et 4 se trouve & la fin du % 4.,

1 - Iddsux meximeux réguliers.

1 3% uns slgdbre normée commutaiive gompléte sur € , et

un idéal mazimal régelier de jb ;'1'élgébra nonméé Jﬁ2/¢m» east

zlors uon

phigme é

T3 fu g o,
HE0L T

P

)

o] al
csf*mi &

o 3. 8
;w@@maax

5

—,

1i en

tout ecer

corps et est doms { § 2, Th.2) isomorphe & € - cet isomor-
tant non senlemsnt algsbrigue mais bicontinu (et méme & peu
s prés i ﬁmé%yimaa} I1 en risulte 1l'existence dfune forms
£{xz) sur ,j% tells qus

2zy) = £lz) 2(7)

x € Y 'éqai?aut g Plx) =

ﬁca&%&nm? soit x —» f{x; un homomocrphism

; alors l'éguation P(xj=0 d46finit visiblement un idéal

ci féguller de /¢ pour lequsl f eorrespond & l’isomorphism@
i-dessus de fb/hﬁb sur C ; il en résulte gue £ est
guersnt un homomorphisme contimn de & eur C.

insrodvisong alors la

péfinition 4 : On appells coractire 4 d'uno sledbre tﬂf commutative
EUr i corps £ un homomorphieme de J?:T gans k .

résulie le

; 1 : Soit .ﬁ? uns aledbre normée comgléte'commntative gor C

sotore de Ja est contipu ; xl exiate une eorresgondaaee

e entre les caractéres pon puls de j% et les idéaux

ﬁ%ﬁé‘ﬁ%ﬁ

g2 A G%%
& Ul A

o

({i 3

- Tout 3désl maximsl d¥une a;gébre noraée compléte eommutative

®
. ‘{4
lone Yermé ).

£

iisy :w%




N
o

2 - %‘w’esgace des caractéres. ‘
Diaprés le Th. 1, wu‘t caractére de 3%’ peut 8tre identifié & un

point de l'espace de Ba)gach j% » dual de Jg— - L'snsenble de ces

carachérss ser%ncrté ng ,-et muni de la topologie faible de 7%' j

la notation jt désignera l'espace obtenu en otant de ﬁw e

caract ew@ nui ., On aésignera les élénents ds 7% . per /3:: 5 ?

et par {:c:g 2) 1a valeur en =x¢ 3% éu camatém Te J% oo 3 on a dome
) . (=3, /\7 = (z, %) (7,%) _ A

ot ceci narse m les * ¢ jﬂ’ : 11 en résulte que % o o8t

femmé vour ls topologis fﬂml@ de f

6 (%) 191d8al maximal G6fioi par un x # O . Pour o

¢ € Jo acit une unité mod r@?&{y} , i1 faut et il suff.»,t que

fag/\‘)-z._

o

Prop. 1 : Pour gulun % € 7% s0it juesi-inversible, il faut et il

gnfiii gae .
14 (x,z) #0  poartout x ¢ ;
le guasi-inverse z' de x wérific alors

1 ¢ (x7 z) =

‘§+(x,x) . j%\

Prop. 2 : 8% X , ¥y gcnt deux éléments distincts de

= A
- (=3 Ex, )70
Le 'rgg‘ziﬁal. de fé ost 1'snsemble des x tels gue

)h‘
4
G2
LN
8

(2,3) =0  pour -zcggngé.

Prov. 4 : Pour btout xzcJo ona

4
(2 e X2 e &up lfx, x}i
n»oo ¥ , A

“n ofist, pour gus A x moit qmm inveraib}.e, il faut et il snlfit

: e s
pour tout =X

P
b |
:
Nﬂ-
4
L 1
(,/a ot
AR

E

§
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done¢ le rayon du plus grand cercle de centrs O dans legusl A x est
guasi-inversible est R ot : '

%*S%} Q(X,x‘)\ (< 2 )
% - .
nals clest ams/ii le premisr membrs de (2} dtgprés le 3 2, Prop. 6 .
‘Ehéerémé 2. )% est vn espace localement compact ; pour chagus X € J%
{x,%) est une fopction continue et gui tend vors zéro & 1'infini sur j%
Bn effet, il résulte de la Prop. (4) que ‘
%{xg-‘:?%f‘}a £ Y=l quels que soient =z c It ;

o

et

Al
v est dono conbent ﬁmxa la 'buule unité ds 3% et, &tani fazhlemen‘i;

Ve

Torné, %"vs comnect. J% est par su, te loealemant compaet 1télément
O de J%;OO Jouant «m 3 vis de 7% 1e réle éduo poizt 3 1'infini

-~
£

ds2lexendroff. : : ' €.C.7.0,
Bemarcus : B8i ft Dossdde un Slément unité e , on a
g 0 i £=0
[t s £70 |
done C est iselé danpo J%w , 6t j?; est lui-mBme compect.

(e,§)=

La récivnrogue n'est pas dvidente.

3 - Structnre desz alplbres semi-simples.

Théorime 3 : Pour gv*we alzébre normée complete et comuutative sur

@

G goit sepi-ginnle, il faut et il su:‘fit gu’elle soit isomorphe

algforiguemert & une pous-slgébre de l'aslsebre des foretions continues

o O P s enr)
23U un espace compaect.

Propriété évidente si lion associo & chague x g&%’ la fonction
' ) :
‘g’ i “i’g & iﬁg X
iz st centipue sur fbes,we «ampaz,ct ﬁ:

0z noters gue, si 1'on munit € % ) de 1a norme de 1z




- 25 -
2l = sup f(%)\
! ﬁk&iaf} .
ithomomorphisme x —> £_ est contina puisque (Prop.4)
: - n
L2, = wa | 2] "¢ =]
Pour que l'on ait vne application isenétrzg ; 11 faut gue J% vérifie

2
1= =1=)2
-puisgus cotte condition est visiblemsnt wérifides par Cf ﬁ' ) ;
récipm@mmen,.. gi J%’ ls vérifie, on en déduit (§ 2, Ccroll.} dun Th.4)

| g l=1m) 2] * -z,

M

d'oh le .
Prou. % : Pour gu'uns sigebre normés commutative J% sur € soit

métriquenent isomorphe & une sous-slgibre de CO(K), of K est un sspasce

compact é@ﬂ‘?é‘ﬁéﬁl& , i1 fout et il guf £7it qaé ifon ait

(s1,) | | 2 =1=)? oour toub  xe £ .

dﬂ,aare,uw il ntest pras nécesseire de supposer Jt ecnpléte, la condi-
tion 24} ycant die’le-méme vérifiéo par le complété de J% dés
nuielle llest par * _

S% ﬁ? et compléie, on peut la réuliser comme éou;s~algébre fermée
ds GlE) ’

- Les algdbres vérifiant {AR@) donrent lieu & une propriété remarquable:

Prop. ¢ : %ount homomorphisme algdbrique d'une algdbre normée ccupiéte

somwatative 1‘?{9_’ gsur ¢ , dans une a_,;g%bre normée compléte commutative
G sur ¢ wérifisnt \AE J, o8t continu ;‘tcut isomorphisme slgzébrigue

dn 72; gur @ est_ gmozx‘c,.nu, et mime isométrigue si ﬂ:’ vérifie

augel (:‘%ﬁ&} .

R AT RS

4

e

%;;‘;i = “img{ ,n < =)

z§ =at, a'sprés le Prop.4, une sezvi-ncxma sur 7% (et méme une
‘ P ‘-‘

S 4 ; ~ - e =
g3 Jb aat semi-siwple ; mais J» n'est plug, en génér: JL
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aem@léta pour la topologis earrespcnﬁante). Dans 5% 3 cettéfngzme
esﬁ identigue & la norme donaée.. :

Soit alors un homomorphisme alg&briqae ds 7 dana B ; & tout
earaetoérs 3 de ‘35/ on pourra sssocier un ceractdre x v&e‘;ﬁt ,i&éfini
par la Pormule '

" (z, %) = (o(x), ) ;3 A A
il Qst ‘c}.air que %} — 3,’: est Bne ag;?licatian (cozﬁ:inue} de ff%oo dans
jteo ;, et on sura '

= ﬁ?(x) ﬁ = E%Pﬁf? 2{):3”}% 8%13 ‘!’x’?x})g % “g xm é \Qg;if

ce gni prouve la continuité de ¢ . ,
8% o appligue blmiv"@guement 1tespace cop 'i: 7% sur lge@paﬂe
complet R . mm@ t done affirmer en outre que 9 et bicontinus.

Enfin, si 7’?5' vérific aussi {Aﬂ@'}g gt 8i ¢ et w Jbszamez*_@azbmg

de T @) 3 %gmliaa;i:i@n f;% '—m;r”y: définie plus haut ¢st un
ChRS P
hs}nﬁé@mrphmm@ ds ”_?) ﬁ‘; ot BB sorte gu'alors
Ly .. ’ ; Aya b A
f alx)l = sn x }zsai*x.z X .
| (=) a%;gl o Ly} - spp|lx2)] = | =)

C.Q.F.D.

&emaz?@m : I1 est clair gue ces résaliats provienment d.e o6 qae ia

::zdme m x *gi

zo moyen du ¢ 2»3, - )-

{(Geifand, [_ % )é.a ,
Prop. 6' - foient j%‘ ot 7 deux alzdbres normées sur © , gompletes,

. -
_gami- eimpies : tmzi: isomorphienme &ige :,ggs, de /o

i
=
Jb  est Tigontinu,

&

8%t en effst ¢ un tel ia@lﬁ@@filﬁlﬁa ; considérons l'espace yectorisl

%‘; fﬁ@;’:”iﬂi ai la maniére suivante :

2
4

s

1\ ( %




7. .
- 2) un &lément de ({95 est un couple )- i, cp(x}:j : les éﬁéfatims
. Gans 7 gont définies par | -
| L= o(x)] +[¥. o)} = [xﬁy ; o(=ty)]
Az 9x)] = [dx hex)] ;
* ' B} la norme d'un élément de Tﬁ) est
;5 =@l =0 =0+ | o(x)f
il est mmr gue ces régles défz,mssez t bien uvn espace vectorksl mm{a
Fur € ; je dw gn'il est complist. En effet soit E‘” oix }'5 une suite

de Cenchy dans P ; elore les %, foiment évidemment une auﬁe de

3 : f!__;
Cauchy dsns 75 , Ge mfne que los Q‘v?i,.?%ij sz formentune dams JO
5 B & ’, 9" 2 ‘ g }
dorc 11 exzigpte des dlémenits =z € ﬁi’ﬁ st x'e 76 tels que
| lim flx. -xlt=0 ; ‘i'm leolx} - x?;‘ =0
il *n i ’ | ¥+ %n ! ;
ce gui implique , -
. »_ - A
(3) . (x,%) = 1inlx .wy) _pour tout % ¢ A
s % /\ ¢
{43 {x! =) = }stg‘cpiﬂ,_ﬁ' %)  pour toub x*’f J% 2
maie lilisomorphisme 9 se traduit per 'n iscmorphisme € de;a espaﬂss
: : e Y
sopologiquos £t ot & , défini par 1'6quation
. AN % y’\ .
(5) (z, 8(x')) = (olx), x*) ;

de {3}, (4) et {5 résulte que
A : A L 5 ; A /
(x')) = (zx z') pour tont xl€ #
d‘af comme ’%E est semi-simple,

% o= rg‘(‘z}

/ : o = - . 1
on voit alors imme@i”rmem gue, dans (g;ét} » e point ;xn,@{xn} }
GORTeTZE Vers rf; P m} 3 2 k{b nc biea complst.

; don
quz(zz'j —> x de ) Uz j%’

est : linéaire, coniinue et “nwmvaquz.. Comme 11 slagit ﬁ?aspace@

PBang ces condi uiﬁu;:;, Za,?a plication

copplieis, ells est Loz _aicgntimze . :‘Ll sn est de mine de 1?app1we._tion
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%, c;:{‘ac}] ~> 9{x) de ci sur J% ; par conséquent, 1'application

i

x —>9{x]} de ‘fé‘. sur 7% est elle'wméime,bicantinus ; ce qui achéve la
dénonstration. '

Probléme (mis au conconfs) : la Prop. 6" s'étenﬁ=eile au cas ggg
commutetif 7 (On peut voir qu'il en est bien ainsi pour des elgdbres
dont toutes les représentations lindaires irréductibles sont de

| cii_msaz: cn finie).
' Ty

1 ; Dunfora {1];

© Théorems 4 : Soit ;1%“ une sigébre nurmés wmgleta gomaut ta’*iv@ sur © .

pogséiant un Alément unité ; pour wi X € #* . soit o{x) le sous-
-

engenible com act a  0 formé des noimizes ix,’i) | (EE e j% )v
Wzﬁm Toe o prom

Fon twn nunsrigue

¢{ 0 } & wmwmmm of=}, 21
existe vn &lément ¥ ¢ j@' - gt un seul si fE est semi-gimpls -

tel gue 1lon Q‘b
.t 2) = @[{x, x)] Dour tout Te 7?3‘

Soit en effet | un contour d'intégration, fermé et suffigamment
régulier (1), tel que : '

1) T soit intérieur su domaine de définiticn de g

2)  e{z) soit intérieur & T . '

Pour tout G5 &l existe (x- ¢ e)!. et 1'application
Z> [z ¢ 6)°! zet régulisre dens nn voisinage do T (% 2,p70p.5).

Cu peu't dene f‘cmrar -

= —— 2%14(%6-::) A v(_;)d; :

dioh imméddistement, par Cauchy,




N

—l S,
el

9. |
" . o{ %) LA
e
~ . : : :
pour tcut =x € J% .
. Liunicitd de y si Jb ost semi-simple est &videats.  C.Q.F.D,

- Pour X € ft’ » 4ésignons par ﬁHZ {x} la clzsss des fonctions
of §} gui sont définies ot holomorrhes dans un voisinage connexe du
gvectrs de x . Il est clair que %(x) peut éire nunie d'une siruc-
turs d%l,qéb:é’s sur C . A toute ¢ € ‘}C (x) on peut sssocier v
i;éwen@ de f" défini par
1 e@ =gy [ (e gy

ot 1'7 est un contour Permé contemznt o(x) et contenu dans ls

zxa-.h

domaine @ifhalamarphia de 9 . 11 est clair que liélément défini par {‘%}
ne dépend p s du contour T"F ‘adopté, puisque cfest 1lfintégrals
porte sur une fonction (& valeurs daas sﬁ7 ) holomarpae & llextérisur
. ds o{z). A ‘
Prop. 7 : L’Sﬁlié&t&q ¢ —=>¢lx) est 'g,g homemorphisme de 1'algdbre
“f (x) deps 1'almdbre Jb . |
La linéarité de 1'epplication étant évidente, (il suffit de DProuver que
¢e Y(x) = ¢(z) ¥ (z) .
Pour le voir, on va d*sbord montrer qu.e
(2} 2= L fr‘ (o x)' " ar

- ce aqui, par dessis le marché, justifiera la notation ofx) .

- n
Ls fonefion Q est entiére ; on psut donec prendre pour I’ £
czyois suffisenment grand - par exemple la circonférence §?§, }m B

H]
I ; ona al@m

: oo -
i % L ".‘3 uﬁ ¢
57 {0 e -x) (e - ) vg‘- =

6 et

2t la 2éris dn second membre GAVQI’&G anbofument ot uniformémant aun

voisioaze de | pu.:s. SQUS
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I’ T il !i“ M <
Zn portant (3) dane is second membre de (2) , on parvient alors au
résultat par des calculs que tout membre (méme fondateur) de Bourbaki
doit Aé'i;r@ en mesurs de reconsti‘suer, et gus par fza_nséquen;t mtis ne
xepraémmns pas ici; 7
Ceci é%tant, pour tout polynome ? on aura
Pz me(gemxiﬁ}?fg)d;
oh cette fois ?(x, est deﬁni , non plus par 1l'intégrale (1), mais

»,

eone pol ';m@me en x ums 7% . 11 er résulte que la propriété 3 démou-
Lrer as‘i vrais si ¢ et «f sont des polynomes. - ,

Haia toute 1 € 6;“"3 (x), définie dens un domaine G D olzx) ,

agt 1imite, uniforme sur tout compact contenu dang G , d'une suite
Ae smgmmaw . - Atoh vésulte immédistemsnt gue cp(éc) est liﬁii‘;e,,
pour 13 ncrne de fé’ , des Pu(x) . On en conélat ls propriété
annoncés. ‘ _ : . _g.o.nD,
Rerargus 1 - o(x) appartient toujouns & la plug petite sous-algébre
farmés do Jb contenant x et o . Mais me pas oublier 1'hypothdse :

¢ est holomorphe dsne un voisinage connexe du spectre de x ; par efzemn
via, la propriété peut Etre fausse pour les (x«)\e)"j3 blen gu'ils
aient 1 air dtétre des T unctions ansal. ytiques de x . {ef. RS 6)

Aemarsue 2 - Lo spectrs de o(x) est l'imase par ¢ du sgsctre de x .

A

(o(x),. %) = @E(:;, %)'} -

5 - Algtbres & un gérnérateur.
5

Définition 2 : On dit ou'une algébre normée eomp_léte commutative 7%
pur C , 'bz:ssséaant g elément unité, gdmet uvn générateur x s5i les '

o
nolysumes ep x sont mariout denseg dens Jo .

_,p...,
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Pétude compldte de ces algdbres exige des outils amalytiques puis-

P"@

gants, et est en dehors du ;adre de ¢e rapport ; en outre, slle sst

£ peire commencée, ce qui n'est pas étonpan’c étant donné la grande
diversité de structure des algébres en question; ‘ ,
Prop. 8 : Lissgpace % des carsctércs d'une slgdbre +* possédant un

gZépérateur x est homéomory , C constitué

par mmggwmd@x, .
I1 est clair en effet que 2 — £y, 2 est une applicatian biuniveq&e
et continue du compact 7% sur le ccmpact 0(3)3@&
- 81 P egt un polyncme , on aura évidemment
(P(x), 3] = Blls, D],
en m%@ gus  (P(x) -~ =) yezﬁ: 8tre identifié & un polynome em &

; COWArats o%«é{m Gy~ ek ome ~,¢m~;ﬁf‘ M it
a{x). Pour tout y¢ Vi3 , la foneticn (y, %) - conszderé\/é_e goigﬁm@a,

on en conclut gue la structure topolegique de ofx) deit d.étem,inmf en
granie j;af,rtie la nature des fonctions (y, ) - qui peuvent Sire conmti-
puss, ou apalytiques, ou guesi-analyiiques, 'ou. indéfiniment différen- .
tisbles etc... . Par exempls, 1t algé;bré des fonctions continues sur
‘O ;s] posséde un gén.érateiw - par exemple £{(t) =t ; de méme celle
des fonctions holomorphes dans |U| < 1 et continues sur |G i <1
actons encore le curieux phénaméné que voici (Silov) : soit f£(t) uae
fonction définie; cortinue, et mon-sralytigue sur [0,1] glors 11
axiste une algdbre normée comgiéte ﬁs' ; commatative, avec unité, ot

Dag ,3:1*5.: lss propriétés suivantes :

..m

Lot
!\-w‘!'
\.\
u>=.

possdde v générateur x ;

Poar¥

% ;w-;% homéomorohs 8 %:0,‘1 ] >

A%

% g . S
/ zugppo des forcticna (v, X

o

(ye /& ) pe colncide ({en tent

nus d6finie sur E&,ﬁg ) avee P(t) .
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On psut done dzre , 6o un sens facile & pféciser, gus ll'algébre des
fonetions ana,.gytiquee sur [0 1.\ st 17,Lntersectian de toutes les
slgdbres normées coupldtes de fonctmns sur r{:\ 1] qui contiennent
la fonction % . '

Uae autre guestion .mtéressante, e3t celle des alzébres de séries

entidres formelles - définies comme nabituellement, avec la condition
00

supplémentaire suivante : pour chsqus m , S, 8y —> 8 est une

-

(1] 2
applic hetion continue de 7% ans C . Silov a donné le critére

née compldte avec mzté rossédant

in péaératenr x puisce Stye considérie, rolatd vemezat 4 % , comye une

S B,

}. feut ot il suffit gue

|

& = wggu'iaiaicésaeatrales perpenentes.
soient Jb ume algdbre normée commatative compldte avec unité, et
U0 uus sax£amgébre formée de .7% contenant o Pcur m x e D 3

on peutb finir un gpecitre z'alat.n.f 8 63 , de méme qu?un speatrs

relavif & %«U{: ie premier contient évidemment le second, et n'a

3 pricri aucune raison de lui 8tre identigue comme le montre l'szampls
guivent :

Ju = fonztions continues sur | 0,1 ‘! . ?ﬁ) sous-algdbre engendirss

:’?“t} = @2 35 U |

Il esi oliair gue z eeﬂt inversible dsns J% (sgn spectre sst la cir-
7 {, : ‘;7 L= :
i é} = ’3) 3 meis non dars @‘ .9 eRL T ne nouvant

H
B ‘ ,
pag &ire approché par des polynormes trigonométrigues de la forme




E - -5
2emt 4 o e g28 ¢ it

&y

‘ % + Gy @
1l est done utile de srouver 1 un critére assurant cue ls spectrs d'un
%€ J% est gbgelu, clest-a-dire indépendant d= 1'algdbre (normése
compldte {) dans laguelle x est plongé. Le seul résultat gimple conpu

est le suivent :

Prop. 9 : Tout Qeinﬁ frcntiém (m spectx'e ggt une slgulari
8 mfirem.é mgwmanent& ‘ (Loreh, { ] )

f:fsrt er sffet x é c 7%‘ s 6t supposons gqus le. spsctrs ds =
%5 sdmotts un point fromtidrs I\ . i il s’sgit de prouver qus

% = A e a'est pas inversible dans ‘f
Or, dfaprés l'hypothése il existe une suite ./\?L € C telle gue :

P 5 m@
43 {x ~A_8)  eriste dans %

% a 5 . 5
2) Jim = A
B oo ;* 4 ; :
8i - A e} existait dans Tt , {z-Ake)  serait ( 9 2, daéfinis
s o o N A :
st continue au volisinsge de A, -3 ou sursit donc

X~ ig@}"’f iim (x - ) e}""3
st donz 547 étani f’@m@ey i’ x Aoaz € {% contrairement &
C.Q.7.D.
reint ft s 18 specvtre ne peizt qulangrenter -
ir@@ti@nsg gi 1'on peutl dirs. En parti@u}.iez}

A rnon dens le specirs ¢ de x relati?

{dore connexe) contenent ¢ mais non A
' o =4 o - ,
Alorse {(=xz - A e) existe dsns Loubte sous-
aigdbre ds ?i contepant x - et appariisnt

. ., iz sous-algibre engendrée par X . En offei,

S , ©t supposcns qu'il existe um domeine G
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o A e S ‘3

J&
est hol amm@m Gans G 5 dioh yoasib 13.:.:8 d'agapuquar la formule

{ - -
{X} - ﬁi j‘”x‘f' (ée; i}j\_ : d;

,*-;

oul dorme 9(z) = (x- Ae) .

ar &emmz;l%? B8l ¢ est une cireconférence, le spectre ns pe&,,t
e%g;rﬁzmi? gue vers lLlintérisur de ¢, '
Cp en dédnit auesi ls

Prog, 19 @ 31 le suscire de x dang J6 est résl. il pe varie pas

T
L P A S A P AN
. 0 o s s b B i S - " &3 ‘5~ “ix A
Pox soniradicticn de { Loreh | 4

S s

of. ls zpeetre d'up opbrateur g}g?ﬂi"ﬁi@@m 1)

Evidemmert, la Prop. 10 tient & ce que le complémsniasire 4u spscirs

D I W W ED N T M G S
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' %1 - Algtbres normées régulidres.

- Dt initions et MELW
Daps tout ce# A désly

1ément unité.

%ﬁs,zwﬁon I - 0ngit gue A est régg;g,égg o1 g;;g ggr;ﬁ» 1a condit

suivente: étant donnis un 80 ug-ensemble fe_a;ge 7 de ﬁ, et un élcment Ae de
~ . ‘
S nom contenu deng ¥,il existe au moins un élément xé,ﬂ. tel gue 1%on aitl

{oadt

—«l

mmutative et avec

£.C

{0

h.

2 © -
{x,x) =151 %€P ,=0pi mx, .

4ie notion est due & Silp‘lt{/&] ,ainsi qu'un grand nomdre des résultats .

| . . . g -
DAFINITION 2 - Eiant donné une partie A de A ,on désigne per / (A) et par

i (A} les idésux de »‘{ définis comme suit:

feJ {A} si l'on & .(x,i) = 0 pour tout x£a ;

®

‘= (% si 1'on a_ (x,%) = 0 pour tous les % d'un voisinagﬁ de A.

{Pian entendu,ls voisinage dont 11 s'zgit dépend de x).

¥ 7 3 7 R , é‘

i1 est elair qus (&)6: 7 (a) sque / {a) est un idéel fermé de /L -ce
. gni paut Stre faux pour 7TL(A} ;si A est réduit & unm seul point %,0n empwiéw
les notation ,7(3{3 et ﬂ(x): Z (%) est done un idéal gg;gizgg; a A

27 %

] 5 - Un sppells spectre d'un ideal 48 de ﬂ, 1'ensembie g (4F] des

a 23 :
o5 non nuls x tels gue (x,x) = O pour itout x&7 .

est clair cue O (8- ) est un ensemhle fermé, et non vide si 4L # ff,

; gur gue fl soit reg liere,il fa.u‘!; et i1 suffit gue pcur

: tout %.e A on puisse trouver un xoéﬁ tel gue

fond

., (xg,x) = 0 en dehors d'un voisinage srbitraire de ..

cus dmeBatinitdan 32 000 e v e s B e




(L

o 7
- 50 -
PROPOSITION 2 - Pour guedR, soit rizul Zuliire, il fuut et il suffit que la con-
g;tion suivante soit r@a ée: pour e.t}:zt gous.engezbls fermé non vide Fcﬁ

1o spectre de 1'iddal fCI(F) est F iui-méme,

in effet,si A est régulidre i1 existe,pour tout i;\é ?,un x e tel que

€f:r,§} z0it nul sur F mais nom en XQ,G‘ﬁ 8 alors x&? {F) et on voit que ie

spectre de J’ {F} ne contient pas xo ;gaz"su}.%a ge spectre est contsnu

dzng P -mais comme il contient trivialsment F,i1 est bien identigue 3 F.
Réciproguement,si la condition est réalisde,et si A niest pas-régalw‘r‘&

- o : a
il existe un ferme non vide Pc A et un Ko % F tels que
fx%,%)] = 0 quel que soit X& F impligque ({x,x ) =0 ,

: . A - . '
en sorte gu'slors le spectre de "7 (F) contient x_ g-ce gqui est absurde.

Cornlleire de la Prgpcsgmon 2 -~ Les migsbres normées rézulires sont celles
/\ A '
ia tOpo gie faib}.e coingide,sur .ﬂ. ,87ec _la topologise

Soisnt en effet x-» x l'application linéaire canonigue (R sur «A jA

et Jf un ceractire non mul de Ji /AL ;on en déduit un Elément ift}} 2 -

tve de 4. en posant | - . |
(v "f’{;¥ ) = (5,9) s

zgt ‘clair que ® est un ?‘a‘m%fﬂﬁ "phiswe de 1?aepar-e Gor Corectaney o

A L sur le S0us- sspace de _;% constitué par le spectre de AL .

¢ Proposition n’a naturellement rien 3 voir avec _195 algsbres

apparition ieci résulte d'un oubli involontaire du rappor-
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DAFINITION 4 - On dit gu'une alg@bre/de fonctions continues sur un espsce

7 i W~ o i B e T 5 -

compact £ sst régulidre si vour tout ferme FC¥ et pour tout point xE&3

non _contenu dans P.il existe une fonetion fé A orsmnaat la valeur O sur P

et _la valeur I en x;on

-ensembles fermés disjoints F et G de F,il existe une fomction fef qui

al e
RLCe Lephs

S T e

contenant 1s constante I.Pour gu'une Ffonction f 50i% ¢

T e s pea o S

1 suffit gu'elle spoertienne localement & _(Silevi'@gj

e,on sst ramené immédi atement 5 prouver ce gui

.;,»
B
3
)
3
%
%
el
S
J-.
o
)
®
fod
i
et
)
c;vl
)
)
§

snitesoit 2 = U U ... YU un recouvrement ouvert fini de H,et £ ..., T
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Ceci £tant,supposons la propriété vraie jusgu'i n-1,et soit # = qﬁg;p,.{jﬁm
un recouvrement comprenant n ensembles,f coincidant dans Ui avec une fiééJé -

U

T

{3
6]

4

5i 1'com note F le complémentaire de U, _,F est fermé et recouvert par 3¢

ns- 3

{i ¢ n},de sorte qu'il existe un ouvert U tel gue

?gﬁaﬁﬁgufnu%d -

P

lse restrictions h U des fonctions de fl. forment &videmment une algébr

&

@z
normale de fonctions continues du compact Ujcelui-ci étant recouveri par n-I

ouveris,il résulte de ls récurence gue f coincide dans U avec une fonction de

Ji. ;comme U et U, forment un recouvrement ouvert i deux éléments de E ,on
est s2insi ramend au cas n = 2,ce gui démontre le Théoréme.

-

3 - Soit A une algz>bre normée régulidre;elors les fonchicns

{z,x} forment une algdbre normale de fonctions continues sur l'sspace comuoct

P

e
L3 !"fu’ » 55 = s - : .
i /S (F) = 23 ;s0it (Prop.2') @ 1'homéomorphiswe canonigue de B sur ¥
: : : N o o
Scit G un second sous-ensemble fermé de ! ,disjoint de F;l'image de 17idéal
{G} par 1'apslication canonique de sur B est B :sinon cette imsge
E P .Q;. : 9 o)

serelit contenue dans au moins un idéal meximal de :E;,d’cﬁ l'cn en deduirsait

£ » ik ¢
At e e o . { i e 2
1lexistence d'un x& F tel gue {x,x) = C pour tout x& J (G):ce gui est
:ﬁ’ “F 2 Sy 5 | & o~ o S AEg A
2, oL étant régulidre,le specire de (G} est G et ns peut
A
a3 AW e
. : \ :
Tt i existe un u € §f{c; dont 1'image dans 55 88t
& e gGeduii gue
S :
0 G surn G, =1 sur ¥
4 e 'n. %)
o ‘: 3 ':5:‘ .;‘- '1::'/. - ~
4 E R < e e e S <




Vil A

£i

, : A
il Taut et 11 suffit cu'elle appertiennz loealement sur J{ a la famille

formée par celles=-ci.

{3xemple:le fait pour une fonction d'avoir une série de Fourier absolument
convergente est une propriété locale ). : ’ 5

e

Corollaive 2 de la Prop.3 - Soient F et G deux sous-ensembles fermés disjoint

A

ds A ,et T une fonction appartenant loczlement sur ¥ 2 lg famille des

{x,x);zlors il existe un x€ % (G} tel que f coincide sur F azvec

In effet, les (z,x) forment une algébrs normale sur F,d'ou un yé,Ji tel gue
¥ coineide sur F avec (y,x).Par mllleu?w,cemme ¥ et G sont disioints,cn peut

t

fote

les séparer par un voisinage compact de G,d'ou um ué A tel gue {u,x} soi

nuliz au voisinage de G -ce qui signifie ué€ 4% (G} - et prenne la valeur 1

(-3
e LSO
7 lsa guestion.

sur F:il est alors évident gue 17élément x = uy répond st

Uns propriéié analogue mais un peu plus forte est la suivante:
B £ E 52

OSITION 4 =Solient gq une algébre normée régulisre,F un sous-ensemblie

ot o s 202 B R

oty i - A e w P - 7 - 7 -
fermé de A et 4 un idéal (non nécessairement fermé) de ji dont de spec-

vencontre pas F;alors ls famille des fonetions (x,%) (x € A )eoincide

sur F avec 1la famille des fonctions (xgi) (xeqr ).

ﬁe:igvens en effet par ¥ 1a famille des fonctions (x,%) (x € A jet par

& 1a sous-Tamille des (x,x) (x &% ) ces deux familles étant considérées

G- €T .
sur e compaet B. X est un idéal de o= ;d'autre part, S est canonigue-
.

S
B
S
Loy
s
S

>

&
5]
ca’-

izcmorphe & 1lfalgébre (normée compldte avec unitsd)

—
= i - 0y P ;o 3 2 EN ”, -
revcontranteg- pas F,on déduit de 1a gue 1 idesnl pj; de JZ nfest Conteni
2 A 1 b 4 ~ 2t Re awee g oA Yy T oo =
ne sucun idésl nmaximel de F ,00nC COINCIAE BYSC o~ G 04 Lo S20% o
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I1 résulte en particulisr de la Prop.4 gue,si le spectre d'un idéal 4z n°
. . (2%

rencontre pas un sous-ensemble ferme de A il existe un u €4% dont 1la

"transformée de Foutier" (m,x) prend la valeur un en tout point de cet en-

‘semble.

S s e

o \ !
Stant donnd un x €4 ,on désigners ar O (x) L'adnérence dans R de 1'en
s B cn

L'intérét de cette notion est révélé psr 1s

Soit A une algibre normée régulidre et semi-simple.Tout

¢
ct
(7
foned
2
&
®

contient tout élément 3

o @ino (x) = ¢ <

formé et disjoint de O [ #Z),il1 existe un uéfidont la

est identigue & un sur 6 (x};alors les transforméﬂs de
x et de ux sont identigues partout ,en sorte que x = ux en vertu de lz seni-
siuplicité -et % €L comme annonce.

= S50it A une algébre normée regulidre et semi-simple.L‘ensemble

ges idésux de dont le spectre est ur sous-ensemb;e fermé donné/de .fL

pcsséde un plus grand €lément - savoir 7 (F) -et_un plus petit €lément

-5 _savoir # (F). (silov).

a

Lt'affirmation concernant le plus grané idésl se réduit & la Prop.2.Si un
icéal €L vérifie O (#2) = F,et si la transformée d'un x est nulle au voisi-
nags de F,on sera dans l'hypqthése de le Prop.5,en sorte que x€ 42 ,et on a

% DTAF);comme le spectre de T (F) est évidemment F,le Théoreme est

o

re du Théoreme 2 - Soit R une slgibre normée régulidre st semi-simple

x et y deux ¢léments tc;s _que l'énSerLa des_zéros de (y,%) soit

- 5 1°ensemble des_ze iros de (x, %) alorsg il sxiste un z tel gue x = yZ.

-

A (e e S N e YEgs a7l 2
Consiiérons en effet 1'idésl principal g

& 7 <3 N
b mes T e o 3 0 e TS
SO:..E S.a CLIT L it ¥ SN =S BT

o ¢




R,

ble F des zéros de (y,x) ;(x,x] étant nuile su voisimage de F/@ot dans #{F}

donc -Th.2 -dans #¥ ,ce qui signifie preéciscment x = yz.

2 - Analyss et synthése harmonigues. =
Dans _ce N°, A demgne une algibre normée  compléle . commutative.zvee unité;

£’ désigne 1'espace de Banach dusl de A ,et (x,z') Le produit scalaire

. s, » .‘ ¥
d'un éiément x € A et d'un élément x'€ A .

a7 e —. . % 0)‘..
Lspme 1 = Solent V un sous-espace vectoriel Terme de A ,et ¥V le sous-

{0~
e
[
4
b
fete
(&)
o3
0

o

T ;
espace vectoriel faiblement fermé ds A défini par les

{(x,x') = 0 pour tout x€V;

(4158

alers V est réciproguement défini par les éguations
{x,x') = 0 pour tout xX'€ V™ .

- . o : : : ; L
Lemne 2 - Soient V un sous-espace vectoriel faiblement ferme de A ¥

fend

sous-sspace vectoriel fermé de £ cérima par les équations

e

{x,x') =0 pour e tout x'€& V;
giors V est réciproquement défini par ies équetions
-
{x,x') = 0 pour tout x€V.

. L ‘
3 - 8cit ¥ un sous-espace vectoriel de ﬂ, ipour gu'un x' €A soit

o4
o

l'intersection

’ *
£
fate
o
ot
{0
=
B
)
b
o
Jks
o
Dy

rent & V,i1 faut et il suffit qu'il le soit
e n /

ds ¥ et d'une boule convenable de A . -
Ceci ¢tant,on peut (Cf. $ > N°7 pour le cas général - les notations emplo-

T SRl S - = 2 AN s Dl SR AGT T A e i i
Guns le présent K° ne concordent pes avec celles duk 2)définir dans A

vng représentation lindaire canonigue de UQ, scelle~ci consiste & assogisr A

tout x e
&0 (xy,.x') = ly,xxx? pour wout y € A
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o Y % s ~3 i ,

Le but de l'analyse harmonique est 1'étude des sous-espaces de A gul sont
inveriants par cette représentation ,et,en particulier,d'étudier dans guelile
mesure un tel espace peut 8tre fabrigué au moyen de caractérss de A ;com-

me on le verrs,lorsqu'il s'agit de sous-espaces fermés pour la topologie

o m o o s s aA R - o : 2 » f‘
faible,cette étude est & peu prés equivalente a celle des ideaux de vt .

£l

soit un caractére de A 3

PROPOSITICN 5 - Pour gu'un élément x' dz A

xkx' = {x,x').x' pour tout xe f .

o2

i1 est superflu d'insister sur la démonstration.On voit gque les transformes

iz

csractdre constituent un sous-espace invariant de dimensiom un (donc ;

ciproguement,il est clair gue tout sous-espace vecioriel

faiblament fermé);r
tvvariant de dimension un est engendré var un carsctire bien déterminé de A
en sorte que les caractéres apparaisseni comme associés aux sous-espaces in-

L4 A o -4 - ‘
veriants minimeux de A .

Le premier problime de 1'analyse harmonique est résolulau moins dans le cas

>

o £ possdde un élément unité}) par le

¢ . :
- Toul scus-espace vectoriel de JQA ;faiblement Terme et invaz

-ontient.s'il nlest pas nul,eu moins un carszctsre non nul de A

£
Rn sffet sl V est un tel sous-espace,le sous-espace orthogonal ¥ est un

‘ : - i : :
ie Jl ;distinct de u@- si ¥ n'est pas nul;V est donc contenu dans

su moins un iddsl maximal de A ,cé gui implique 1'existence 4'un caracié-

€y

, . _
o ~ - 5 i 7 ! - o 2 S CH Y e 5
r= non nul X orthogonal & V: V étant fablement ferme,il resulte du Lemme 2

egt une application bivnivogue de
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iente 3 celle des seconds.

DEFIRITION 6 -~ Ztant donné un_ sous-espace vectoriel de JL ,invgfiant et fui-

blement fermé,on ap:elle spectre de ce spus-espice ce 1l'ensemble des caractéres

non nuls gu'il contient.On apoelle spectre d'un élément x éJ{ le speectre

du plus petit sous-espsce vectoriel invariant et faiblement fermé gui 1le

11 est clair que le spectre d'un sous-espace V est ltintersection de V et

L
; ‘ s 5 x [ : : =
de & {considéré comme sous-emsemble ce B );clest donc un socus-ensemble
= 7B co ~ . :
de A ;:per ailleurs,le spectre ce V n'est autre gue le spectire de
= o ] ’ ' - : ,
itideal ¥ orthogonal & V,comme il résulte du lemme 2.

Ge 4ui préckde montre que ,si V et V, sont deux sous-espaces invariants

oo & %
faiblenent Termes,on &

et
g

TNV = T, ) AT,

-3

4
18 propriété snalogus est 1 suivante:le spectre de # =V, + 7V, {plus petit

B

4

[
‘“a

i

ecus-espace fermé contenant V, et V, ,sutomatiguement invariant) est la
: ; ' -~ : o 4. 4

reunion des spectres de E‘ et Vy.dn effet,on a . V; n s ,en gsorte gue

: > 4 = -4L- s 2 s J e 'L 5

tout idéal maximal contenant 77 contient l'un au moins des idéaux V. b

du reste purement algdbrique);ce qui veut dire a ()

} :comme 1'indgalité oppusée est évidente,notre assertion est

: ‘
- Le spectre d'un sous-espuce invariant fermé V de J est

% ) : A
iz des x€ A tels gus

w% %' = O pour tout x'€V impligue xk% =0 (e’est-a-dire (x,%2) = 0 )

s P = = S i oy
11 ast¢ cleir gue 1a condition est nécessaire.Réciproguement, si un X la veri-
- o - 1 ks o = e
fie,.il est orthogonal a v ;car xe) impligue =-puisque V gst inveriant-
{x .y x') = 0 quels gue solent & dJ et xte V¥,

: ,_.,I i




ou encors
{(y,xKx') = 0 quels gue soient ye fl et x'€V

= ~

- S > * A & v
d'cu x4x%° = 0 et donc,par hypothése, {x,x} = O :X est donc bien dans le

- . {
~=En particulier,le specure g (x') dtur élément x°¢ AL sera 1%ensemble des

th x' =0 entraine (x,x) = 0

cay le scus-espace inveriant fermé engendré par x=' est 1'adhérence faible

des y#4 z’}.11 en résulte gue l'on &

At ‘ = & =
st x'é A ;en fait,on peut prouver plus dans 1s plu-

une algsbre noradée compliite avece un‘;té,ﬁ:gul dre et

que soisnt xeﬁ, t x'€f! ona

Phestit it e

clzxx')c o (x) N olx’)

hoB ]
Srrenes?®

£ 0.

:') centient tout x& ¢ lx!) pour lequel (x,

que ¢ (x%x'jc < (x).Pour cela,soit un x

L régulidre,il existe un x,€A tel que

% X =0 pour tout %€ g (x) . XK ;::0 £ 0

> ~ 2 7 ~ 4 B - % & s @
~c8 gui jmplique puisque xKXx est nul eu dehors de ¢ (x),que lion &it

w = o
=k o = ) nour tout x € ﬁ_. 2

Ty
e B
/3] s
Attty S y on o i S e e s I e i SR i Loriids Eos g
comme ¢ est semi-simple,on en deduit Ia® = L 8T par CC’{{SQG\.{ nL
X =5 § ‘, s s
}’:;*fi EER X} = U

s

% .,Hn ZrlE - < ” _».". i
=5t orthogonal & x>k x' sans l'étre 8 X, ,0on a 15‘ o {x%kx') ce gul

crouve notre assertion.et done la premiére partie de la Proposition.

%

= g /ey o o
ient 2 % ax' et si




e {l n

<l
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(xy)e x' = O et done (xy)k % = 0,c'est-h-dire

i

&

(e, 7) (3x) o
st done (x,x) # b,on sura (y,%) = 0 ,et ceci étant vrai dss Qué y est "ortho-
gonal” 3 x% x',prouve gue X€ G (xKkx'}.
Remargue:il ne faudrait pas croire que l'on a toujaﬁrs a {xﬂ:bx') = o (x)nexy
-voieci un contre»exemple‘ trivial:x! est un caractére de ﬁ_ {auquel cas O (x')

4

est réduit & x') et x vérifie (x,x') = ,88 “E:rémsfo.mée de Fourier étant au

&

=5 £ 2 ?
sSurpius % 0 dans tout voisinage de x' -auquel cas xX°€& g (x);alors.le gspec-
tre de x#x' est vide {car xyxx' = 0) bisn gue g (xjn 0 (x') ne le soit vas/

Le probléme ds la “synthése h&rm&nézoue’ -qui consiste & reconstituer un

w

sous-espace invariant fermé - est maintenant ,en partie,i notre portée:

une algebre normée complite,rdoulisre st avec units;

s

o Z - 3 5 z
ment ferme G un _voisinsge,dans [ .du _soectre de V.Alors V est contenué¢ dans

-
3

le sous«emgace vectoriel faiblement ferms de ﬁ, soustendu par les XEG.

Prem;ere ddmonstration. Soit ® le plus p=tit sous-espace faiblement fermé
contenant les x€G ac’eﬁzﬁa‘sa,-dire 1'ensemble des éléments de J{; gul sont de
la forme A X + ... :“i‘-n;{n { iiﬁ G) ou limites faibles de tels éléments.
nfest sutrs gue 7(&);00&1&% P =07V} est inté-

ricur 4 G.on & [Théordem 2) W <#A{F); (¥) étant le plus petit idésl aduet-
)

Wy

fe-

= 1 . =
tant F pour spectre est contenu dans ¥~ .on a donc bien W < V .
=

. Momtrons que xe_w entraine xeV~ .Or si x'C€V,on a

Wl a4

{(7) .en sorte gue G est un ¥ 151*’;_56 de C {x7),qu’on

= r oz S s T S E = &~ ERETe £
neut sans restreindre 1ls generalite supposer Ot yert sdiautre part.,on 8 (v 3. 8)
‘3'
s Fea s o t = b & S
ue x& W impligue gue l'ensemblie des
de x nlest paz nulle est contenu dsns 1g
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fernd .ﬁ, - G,donc aussi son adhérence O (x) :par comséquent O (x) et o (x')
sont disjoints?en sorte gque x»x' = 0.0n voit domec gue xcw"' implique

. : &
x#x’ = 0 pour tout x'€ V,donc,comme on l'a deja wu,implique x€V  .CGFD.

torollaire I du Théoréme 4 - 5i un xe A verifie {x,X) = 1 pour tous les x

e

n(.»’

‘un voisinage du spectre de x'€ B ,on a xXKx*® = x°,

czr on aurs visiblement xix% = x® pour tout X" gui est combinaison lindai- |

N 5 2

Vs
e AT

‘e caractéres eppartenant au spectre de x!,donc aussi,k la limite 2t en

verty du Théoréme 4 ,pour %' lui-méme).

Corelisire 2 du Théoréme 4 ~ Soit o (x') =C VU une partition de @ (x')
sv: deux ensembles fermés (disjoints);aioré il existe deux éléments x; et
%', tels gue Gt(xz )} = g , (x'z) = 0} ,rx"z x; + x's .

Zn effet,d'epréz la Prop.3 il existe des dléments u, et u, de A teis gue
.« {reséo (u25§})prenne la valeﬁr I (resp.0) dans un voisinage de GR'
et ia valeur O (resp.l) dans un voisinage dg L ;i1 suffist alors de prendre
s = gfk x!. et xé = u2#<x' .

%

sire montre que l'on peut se limiter a étudier les x' dont le spec-

T
o
3
Q
&
&
{..J
}.J
f

tre est connexe —ce qui du reste ne simplifie pas grand chose.
°n observera gue,si Hahn-Banach permet de déduire le Th.4 du Th 2,celui
~-ci est cependant plus fort gue le premier,puisqu'il concerne d=s idéaux
gu'on ne suppose pas Termés. ‘ . =~
d'une menidre brutale,le prébléme de la synthése harmonique revient
5 déterminer si un idéal fermé -ou un sous-espace vectoriel invariant fai-

/
olevent fermé de A sst entiérement caractérisé par son spectre {clest-

L!i

t-dire par 1'snsemble des idésux meximsux qui le contiennent,ou,dans 1'autre

les caractéres qu'il contient).Il serait évidemment chimérigues de

zénérale ,ne serait-ce gue du ¥

1

onnmer une réponse simple et

U'
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bisn connu dans les algdbres elassiques,de 1l'existence i'idéaux primaires

¢ufil est tout & Tait impossible de "décomposer®, zu méme titre que les idédaux

r 's -ﬂadqr

igd2al (resp.sous-espace invariant fermélest

princire si 501 specire est réduit & un seul point.

73 2 a P ; A 2 &
ne sont autres gue les iddaux compris entre 74 (%) et J (%) ~dans des hyno

-

e plus

Pt

e : > A Fi 2
theses convenables bien entendu. £ (x) apparait donc comme Ztant

tit de ces idéaux primaires.

'fﬂ

Liimsroduction dss idésux primaires pernet de poser le probldme de la syn-
thé sz harmonique sous une forme plus adéquate,i savoir:un idéal fermé est-il
1'intersection des idéaux primairss fernds qui le contiennent?hiéme sous ceite

forme, il peut arriver gue la réponse so’t négative -~d'aprés Schwurtz (L.)},1

o)

nsi pour 1“alg'“ebre'L4 des groupes 30 ;84 moinsg pour n} 3,en sorte
gue le probléme corrélatif (une fonction éontinue et bornée sur 3 sst-eile
limite .pou? la convergsnce compacte de polyn8mes trigonoméiriques uniformé-
rveni borués fabrigués avec les exponentielles d: son spectre?)admet lui =usdi
e réponse négstive -ce gul est bien malheureux .Par contre,la synthése nar- |
monigie fonctionne normalement dans le cas suivant (bilov} lgalgcbwe <D  des

fonctions continues et n fols continument différentiables sur QO;I} 3ﬁﬁr@‘e

pe
§ ik 5 i {o ) '
§ f§f = sup ‘é’fﬁgfua{t, i’pg.
st munis de 13 multiplication ordinaire des Isﬁcﬁi ong;1°* esp&c _des caraciceres
= ‘i : /‘b“f“*""‘ o
£ ¢cotie plgebrs est V“sowz jemen* nom%cmorpae au segment @, L ; chagus

SR ey A 2 2 e i 2 e e s wrd o ImT o 2N RN 3 =

maximal contient sxactement n idésux primaires (visibles sans expiics

B = = g e e e 53 e RS = z
i ¢ LR es 8 i': e85 _5.{ 5 5*«4%4;& A 5 ‘\a..[':z s 13eR11Y ] 2 = i
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més qui le contiennent.On notera gue cette algebre posséde un générateur,par
exemple'f(x) = x.Des considérations analogues s'appliguent au cas de plusisuri
varizbles -mais la question est évidemment plus combliquée dans ce cas‘;elle
s été résolue par Whitney [qui n'a pas sncors publié ses résultats ).

- Théoréme d? Nitkin.

iprés les vagues géhéralités gqui précédeht,il ne sers sans doute pas supsrilu
de montrsr gue 1'on paut donner des résultats qui,s’ils ne résolvent pas si-
tidrement (et pour cause) le prebldme dz la synthise hafmaniqueﬁm@ soni capen-
e plus profond d'entre euz ssi ie Théo-
cg,éaﬁs le cas des slgdbres de groupes
,2t tourbskisé par Silor).Dans tout ce N J% désigners une

aloebre normée complétec avec unité,résuliére et semi-simple.

On 3 d8ja vu au N9I 1timportance des considérations de rature locale et,en

BEE A v A

2

suivant:soient Y& un kdesl et F un sous-en-

2 . o :
semble fermé de A ne rencontrant pas 12 spectire de VL :zlors

=

1)la famille des fonetions {(x,%) {zéd ) coincide sur F avec la famille

arey

z,%) (x€ea? );

mille est une propriété locale.,

Ces conaidérations nous conduisent & pgser la définition suivants:

Y - Btsnt donnés un oveint x égﬂ_ et un idéel 4% ,on désigne par
rwazéwaﬁa“‘ 1’enseunble des:xéwﬁvgui varifient ls co diti 1_suivante:
il un vE4L tel oque [x,x] = f.&} au_voisinaze de

Pour un ﬁté,j{ .on _note {41 ;x} l'ensemdle des X tels gue

~ o~
2 -y o v, - v : &
Ov: pept donc dire gus gyfﬂﬁkng e5t 1'onsemble des x dont
b2
* 3 5 wf =
Fourisr loczlemsernt 2 42 ep X ;et gue P(AL ;x)




e\

o

u4y =

des %X ol la transformée de Fourier de x n'apoartient pas localement 341 .0n
notera que P(W% ;x) est contenu dans le spectre de @fen vertu de ce gqu'on - -

vu au début de ce R°,

PROPCSITION I0 = L'idéal ?9 (#2; %) est_la composante primasire de 7% dans

-

1'idéal maximal 7 ( ~cf estaa«-dlre ver-.fie les deux condéztions eguwalen‘ses

Y - w2 23

Py

i) (o2 ;

2) sim e 7 (%), ?ﬁ( A : %) est le _plus petit idésl primsire contensnt

»

V7 et contenu dans 7 (%) :dans le cas contraire, P {2z ; x} = A

i}

fl ‘51 74 n'est pas contenu dans

£

ﬁémonstratien - .Que 1'0n ait 77'_{4/‘1;. %
,7 {*'~ e& ime sim:lement le Tait déja vu plusieurs fois)qae,su? tout
ne rencontrant pszs le spectre de #L ,les transformées de Fourier des £1léments

de . se réduisent 3 celles des Bldmenis de 72 .

appar‘x;ient au specire de /ﬂ* ,la condition xé/ﬁ { A Xo ) revient

3 1'existence d'un yé/ﬁz tel que (x - ¥y, X) = 0 au volsinage de X,;6t est

e r. e - ¥ Y o \ a N
dornic egmvalente 8 X=-y& fib{xﬁ}gc’est»aeﬂdire 2 XEHL + ?&(xo; :d’ou le pre-

mier peint.Pour démontrer le sec{mdw ?q 1'intersection des idéaux pri-

2 : % 157 a S ‘{ = > 7y :
maires centenus dans . {*.o} et contenint VL 50;1 & (Th.? ;ﬁé > #{ xo} et
denc,d'apras ce qufon vient de voir, ?7 o ﬁ(zf I -*f;i( 0);mais

o P o % 3 o = s 3 s -

?7:- {@g2-; x_) étant visiblement unm 1@ al primaire de cette catégorie,on a sus-
i . =
si e CP(AZ; x ) st finsglenment % A= ; x,) coincide a"vcf@" =d'lon le

7 & < : - ‘ ;

second point.

e s e o e e ' pS - = %
FROPOSITICN 1II - Soit 42 un idéal fermé:la propriété P {4Z; x) = ¢ carac~
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i
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. » L
je dis que O (xkx'}J < P(4Z; x) quels gue soient 'xe,‘ﬁ_ et x' €42 .Fn
effet,si x ¢ Plaz; x) i1 existe un yem,avec x=y +zet (z,x) =0 au

z4k ' et donc (Prop.8)

v

; 4.
voisinage de % ;on 2 alorsgpuisque x'€Mm ,x%kx'

o
a xkx') = glzxx!) ::'_ al(z)) o (x* % :comme 1a transf‘ormee de z est mxlle
su voisinage de .?{Opce dernier point n'sst pas dans le 5pectfe de z,et donc.

nen plus dans celuil de x K x*' en vertu de ce qu'on vient de voir:en défini

E3 el e - 3 / - & |
tive,on voit gue xofé P{#L ;x) impligque ic% g={x%x'},ce gqui prouve bien

dtant arbitresre dans 427 ,11 siensui: que x &L :é'oi‘x la Proposition.
sit que M2 soit fermé intervient & la fin de ls démonstrat ion,quand on
ntilise sans le dire explicitement -ce qui est fait maintenant -la propriété

3 & s % . »
é W‘fmgw j e = 4-!2" = ‘j

rollsire de la Propcsition II - 51 4L gst gg'idéa; fermé de UQ, 18 pro-

P 7 - . % &
pristé * x e 47 © sst upe propriet. { locals de 1z fonction (x,,x}o

G'est évidemment un résultat plus fort que lz Prop-4.

FROPOSITION 12 - Pour tout 1déal 4. et pour tout xéﬂ S, P{#Z ;x! esi un sous

' PAY
—ensemblz fermé de J«’ ,gul _est en_outre porte par 1z frontidre ri g {#4)

dens le cas ol % appertient & l'intersiction des idésux maximaux contenantdZ

I

En effet,si la transformée de Fourier de x poartient localement 2 la famil
- 5 ¢ L - 3 = % R e = iz i
~ie des (y,z} yc4L 2n un point x,il 3N sSera evidemmeni de meEme pour Lous
z & 5 » P 2 7
les poiuts d'un voisiuage de x:le compiSmentalre de P{4Z ;x) est donc ou-

vert,ce gui prouve la premidre .partie le ls Proposition.

& Lol o .“ S
en outre ls transformée ds x est nzlle sur U f“ﬂ} —clest-5-dirs prici-

> £ > - R
S SRR s = =4 B By 2 7 e g2 e R P en i E- PR e o s ﬁ” 2
cct dans Ltinterzsection de3 ideauX maXlimaux ol conTisnngnu - =
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il est clair qﬁa cette transformée apgartient localement & la famille des
{7,%} (vewtien tout point intérieur & O (#L }:comme zu surplus PCAZr ;%)
est dans tous les cas porté par @ (42,11 en résulte bien que,alors ,P(VE;x)
25t pfar‘i:-é par le frontidtre de O {#2-}.
--Pour un idésl fermé 4% ,le prcblduwe de la synthése hérmonique east de démon-
trer {si possible) gue 1l'on a 1féquatior

=
o (Ve s
certaines cas en gontrant gue -avec des hypotheéses conve
nahies- 1lensemble Fl#e :x) est parfait. .

S A /‘ i = = 4 =
tord céciaScitw7 {x } un idéal maximel ge A .L'ensen

C
o
L
)
¥
4
2
e
(1)
g
st
Wi
)
&
)
(@]
)
72
H8 1)
17
£

£ % = /; & : 3 >
ble des x tels ghes {(x,x} = O au velslnaﬁﬂ de Ao constitue,comme on l's vu,

contenu dans 1'idéal maximal en gues-

4 (x |} de cet 1déal primsire est évidemmaﬁt le plus petit

rion:]'adhérence 4
- . » . - : :
t4al nrimeire fermé contenuy dans €7€xb),et ses élémentis soni 11m1tes de sui-

“nem

- 7
-~ %Y o, o %% o % %
oric ten cousiaerant

,evec la notation utilisge & 1“in$tantnlas mer}treuv@f'
L 458 ae‘fi tels que:

= B (x,3) = [x 3

au voisinage de x5

s

réeiproguenent ces propriétés caractérisent les x@'7F(§O)c

Ep particulier il ser particulidrement facile de former des suites xz, de ce

il sxisle une suite xréafi telie gue
b4

x«u\..;

i
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THEORZME 5 - 81 fl vérifie s gondition‘ de ?‘Jitkinaeg ne posséds pag dtigéaux
primaires fermés non ma*umaux,alors pour tout idéal fermé @ et tout Sliment

x ds 1'intersection des idéaux maximaux qui contiennent 47 .1'ensemble

| | P ,
P( w2 ,x) est parfait dens R . (Silov)._

ot
LTS

Démonst ation ﬁ - 11 faut prcsuver gue Pl 42 ;x) ne possdde pas de poimt jsol

dans les hypothﬂsps faites.Or suppoaanﬂ qu'il exzste un tel point xmet goit

¥ un voisinage de §:Q dans A ne rencontrant Plan ;x} qu'en %, .Tout d'abord,

A : : S = s R }
. on a i:»:,,xgi! = Gﬁcar X appartenant 2 tous les idcaux maximaux contenant M ,sa

transformée de Fourier est nulle sur O 417» )} Plwet ,z}
Disutre pam‘;s ﬁ ne possédant pas d'idéaux primaires f&rmes nont triviaux,
on & 7L(x) = 17 (x) pour tout caraciére,et la condition de Ditkin impli-

que alors llexistence 4'une sulite ur‘tellé gue
, : . ‘

il ; & ; < e o
I xu }!——f} 0 - ‘{u ,x) = I au voisinage ie x_ .
; nf . 2! o o
F- étant répulidre il existe un y tel gue ,
‘ 2 v o ; A 7 :
{¥,x) = 1 au voisinage de x_, = 0 sur \ﬂ -

(¢
Eésons glors y = {(x - zu )y ;jé dis que ynéflﬂ' :11 suffit paur 13;:011:' de
montrer que la fonction (y,,X) epoartient localement 4T sur tout uq- .07
suy ﬁ -V ctesz evident car alors cette fonction est nulle,pour ia méme rai-
son clest vrai au voisinage de xe ;enfir dens V- iiog -»ensemble gul ne ren-.
contre paé P(4L :x) -la fonction .(x,%} sppartient localement & 42 (per d4fi-
nition de P(.rﬂ.;x)'.' Jet dééxc aussi la fonetion |
(%) = [(5.3) = (o, 205,58 ] (%) = (2,%)(x,%)

gui est un multipie de la premiére{an nctera gue 1a_condition' de Ditkin nfln-
tervient gulici}.On & donc bien v ézﬂl« comne annoncé. - |

> ; - 7 =
Ceci étant,on a y, = xy-xu y et par cuite J.:‘w:qy‘,3 = xy, 4Z itant fermé,il

. e i
cfensuit gue Xy € AL ;mais puisque les fcnctlcns(xyzﬁg et (x,x) coii
éﬁf 14
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Corellaire du Théorsme 5 - Qans les hypothéses du Théordme 5,la synthése

hermenigue est Qossible Qour toat ideal fermé dont le sgectre est reductlble

e lest-a-dire tel que iz frontidre du spectre de caet idéal ne contienneau=

sun sous-ensemble parfait non *fide).}Bn sffet,on & vu que XEZ éguivsut a

Plui ;x) = ¢ (Prop.11)

Reamrque I -~ wi la synthese harmonlque 2st toujours possible dans une al@ew

b d

bre régulidre ne conterant pas d'idéaux primsires fermés non maximaux,cette

< 5 s

hree vérifie nécesscirement la condisicn de ?4*kin 8% m@me pne condition

X e - - i s e 2o e A 2
de Fourier sont nulles gu volginage de ?.23n effet] la synthese hsrmonigue,

éiont possible,1%iddal #(F} (Def.2},dont le spectre est ¥,est partout

- . /4‘,,?" /‘“ % » - 2. i d .
dense dans s@’{F};cewme xE Nf(F}9i1 en “ésulte Q&e % est limite d'clenments

5 - =R = f Bty - AL -1 £
tal ¥,l'ensemble des zéros de (x,x) est interieur & l'ensemble analogue re-
18tif & y;donc [Corcll.du Th.2) on a y = ux,ce gui prouve notre assertion.

On voit donec gue 1s condition de Ditkin s“intradmiﬁ nécessairement dans la

guestion.Bien entendu,la condition gius forte dont on vient de parier per-

% la synthése harmonique;mais uoute ia ouesczon est préciscment de ne pas

tiliger cette condition,dont 1& vérification pratigue est au moins aussi

: % - ~ RS el S i : ; = i Zaat
QQS‘F@(P deg ideauy piusirres fermes non maximaux ., on reut

sbtaent ¥
régulidre et semi-simple y@ vérifie 1a condition de Ditkin,et si UL est




Ao

~
‘L

b alq1z )} eét.un ensemble riductible |
alors 4Jl-est 1'intersection des idésux primaires fermés qui le contiennent.
4 - Méthodzs ana;x igues.
Les méthodes exposées dans les N° précedents aﬂparuiennﬁvt & la pure topola«‘
cie générale.On ve maintenant indiquer,en sﬁivaﬁt Gelfand fﬁl} ,auelgues
résultats qui, au.coﬁa aire,font appel & des méthodes relativement Pines de
ia théorie des fonctions analytiques.Dans ce K°, A est une algébre normée

. &
o A = 4 % 7 e .
complete, corputative avec unite -sans pius »et,mfg {kﬂ } deésignera le radi-

O
- - —z A
Z0it par l'existence de [x-Ae)” " pour tout ‘A # 0.

PROFOSITION I3 - Spit x€ K (A) et supposons agu'il existe une constante

# teile gue 1'on ait




(e =hx)7T = > aPx?

pour |»| assez petit.

THEOREME 6_-= La_synthése hermonigue est posgsible Zang toute elgibre

vérifiant les conditions suivantes:

1) i1 existe dangmﬂ, un_sntisutomorphisme inveiutif x-5 x tel gue
i . . -h‘ T - } : = P
(1) (x,%) = (x*,%)  pour tout e ;
2} si (x,%) ne prend gue des_valeurs réelles et si x m'est pas igversible,
{2} ~L (e — )\ e}"l ﬂ = } cuand N0 avec S {}\ 140,
Bn effet,.soit 44 un idéal fermé de .E 1 faut ; “euver gque 1l'algébre quo-
. :
ient JL /ML est semi-simple,donc ne contient pes de “"nilpotent génerslii-
et 2 : e i =2
5é”.Nrotons ¥ —» x 1'spplication linéaire canonigue de «ﬁ; sur J:i /7 1L
»dsulite immédiztement de la condition (I) que,si X appartient au radical
-8 3 =) 2

- ; 5 : '3 g z
ds u“i /41, ,il en est de méme de x¥* ce qui permet,en décomposant x en
parties “hermitiennes®,de se ramener tu cas o (x,%x) ne prend que des vel
] : % < s
leurs réelles.Comme “ X \gé \\ x“ ,{(2, montre que 1%on a 2 fortiori
(e oy : 4 v ’
li {x - kg) lﬁ SO(W) guand )\»(} avee g { A} £ 0;
en posant A = I/}L ,il en résulte gue

e ‘o g 1 L +‘—
e 41 ) oL Fe(‘e %)

’ \ cosZ¢ .
ce qui,avec la Prop.13,permet de voir gque x = 0.

Ao BEAOTE SaNe Ae atrrati Joe 4 T hat 3% t:
oS encore u%ﬂ; GEmoNsSLTaAL1IoNn it P@Sﬁ&ydu SULVYENL

3 20N Ge 1a 30Yme
l(x -Ne) '} = o ,/g .&\?
53'&)\ “’>"o§ j

oint }\a' du spectre de x,alors il exist
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cananiquemen% homeomorphe au spectre dz2 x dans Jl Jau plus n-I idéaux pri-
nmaires fermés,chacun d'entre eux &tant principsl sur un élément (x ~>\oe)K
(1< x <n).

Znfin,on doit a4 Silov un critdre de régularité a&ﬂnt ila &émonstration repose

sur le théorzme de ¥Faley-Wicner:

PROPOSITION T4 - Soit g&, une slgebre normée complite ,commutative _avec

éilément unité.et soit {2z, Joer vD_systime de zénérateurs de M ;tels gue

les nombfes {zapgx) soient tous réels.’Pour gaevdg soit régulitre,il suffit

gue 1'on ait
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CHAPITRE ill - THZORIE DiIS ¥ -ALCGKBRAS NORMES .

=

tzz a vpour but, comnme son nom 1'i ndiqus,d'étudier les algibres

+

norvuées dans lesguesiles est defini un entizutomorphisme involutif x— x
aigeébres dont 1l'importance est capitale enm théorie des groupes par exemple.

7 =

Cette détude est centrés essentiellemnt sur les représentations unitaires

des % -algdbr ‘es-notion définie au 4 I et est du reste loin d’8tre compléte.
Comme ceux du Chapiirs 11,les principsix résultzis en sont dus a 1'école

uaitairs et représentation pré-unitair: {due, semble-t-il, au raprorieur)

2.

parait importavite s8i

fuds
ot

e e Zo g e 2 o R At e e N
uritaire 4°un groupe de Lie (ou,puisqu'il sfegit ici d'aizebres,de 1'algé~

R Fie = A iy 2 4 z e T R o 2 §

bre L 'ur tel groupe jcorrsspond une representaticn pre-unitaire de son
A 3 z { s<nt 4] 1 ~ahe Aa L % =

&lgebre de Lie lou,plus e tement la X -sigebre dont les fieuents sont

fote

dez opérateurs différentiels et gui est engendrsée par les transformations
infinitésimales du groups en guestion)-phénomine qui exprime que toute re-

ion de son

e
&
=]
o
&
s

- s o o
du groupe ssi

2ledbre de Lie.De méme . la notion de forme unmitaire sur une X -algdbre -plus

: 2 5 e, Sains S A R
restriciive guec celle Jec forme positive -semble interessanie comme on. LS




7

dy o G E e e b
« ROOCLOHBE v

2;

Le 2 est consacré aux ¥-algébres norades commtatives.ll contient un
exposé ”abstrait" de la trahsforaatiun‘da Fourier.Tous les résultats dans
ﬁatte‘voie sont dus au rapporteur {par contre,il n'en Qﬁgvprobablement pas
de méme des idées directrices,pour empleyer la tgmiw%,;ié de G;Bouligand)’

Ay é}%,naﬁa exposons,d!aprée une'notetﬁe Raikov,lee pro riétés principsales
désg;~aigéhres-ﬁormées symétriques{c’est—&ndiée dsns lasguelles toud les
 éments de la forme x”° x + e sont inversibles);leu‘r iatérét provient de ce

que.dans une telle szlgébre,toute représentation linéaire slgibriquement

1ble eat équivalente a une reprwaentation pré-unitaire.Par ailleurs
on y trouvera des méthodes qui permettrsient.si on le desirait d'étadier de

fegon particuliérement €16 gante les propriétés classiques des opérateurs

e

hermitiens .

4.,;

Jes méthodes sont dues essentiellement & Gelfand et Neumark,qui les ont
erédes cans le but d'obtenir une carzetérisation interne des algdbres dlops-
ratsurs d'un esp&ee de Hilbert;on trouvera leurs résultats au {4,

3

2nfin,le $H 5 sonstitue une vague tentative d'étendre zux ¥ -algdbres des

Bt

tournent autour de celle 4= trace (em théorie des groupes,il

o "4' -,
s'azit de ecar

.

me
i

£

o
AR

{

o e

!

:r28 ),et présente des résultats extrémement incémplets,que

Liom rnla vxposés gues pour donner une idée d2s problémes qui se posent :heu-

o

rigviguenent on peutise demander si,pour certaines 2lg3bres,il n'existerait
pas ure corresnondance entre les represeﬁtations unitalres irréductibles et
&8¢ homsrgrphismes du centre de ceS»algeares dans le corps complexe, comme

zerizines algeores classiques blen connuesgﬂt comme o

m

~

peut 12 constater aussi en theéorie des groupes {par exemple,ce n'est pus ua

w Gme ie ecas du groupe de Lorentz pex,les representati

‘v
()
(
%
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rag irréductibles peuw%ﬁt dtre déte?miﬁéeéaccmme le Teit Bargmann,en consi-
dérant les opérateurs différentiels gui sont invariants par les automorphis-
mes inférieurs du groupe -c¢'est-d-dire précisément en étudiant 1 centre

‘glgébre & laquells nous avons fait allusion swm parlant du Ti.71 =

e A e 2 yx < o % : Z g oy Ly 2

ie guil y ait la un sujet de recherches fort imporiant {déja zpercu,du res-
e o Sl R e s \
@, DET TOY dans ges traveux sur leg anneaux dfoperateurs;.
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i1-Génralités sur les X -algébras.

i1-Définitions générales.

e

Définition I - Un spelie ¥ -slgdbre uns slgdbre .1 sur C munie d'une

s e A o ‘_.f 3 7 - s 2t =
sppLicaticn X 5 X de Ji sur ells-méme oossédant les propridtds suivanies:
o *® 3 ; : %* = ;
iA1 } (x +y) =z 4 v* s {ix] = A x>
5 b 4
(x, ) (xy) =y = ;
2
(. (x* )VF - 5

A

dans toute la suite ,ure zprlication x - x possédant les propriétés ana¢

mérees ci-dessus serz ure involution -terme plus court gue ”@nﬁzgutam@r\%¢sa

me involutif® .

Difinition 2 - On sopelle sspace pré-hilsertien un espace veciorie 1.&j§g€ c
muni d'une apslication (X,Y | {Z,7) d> 36 « 4% sur C telle gue:
{PH ) {A, ) est.mﬁar chague Y= 3£ .une forme linéaire en % |
\
{sz} guels oue scient X et Y.on s (2,1) = E?:i} -
{Pis} ééur tout Z,on & ({X,X) > 0 ,et (X,X) = 0 exige X = 0 .
11l est sans doute superf de précissr gu'un tel espace n'est pas autre chose
gu'un espace de Hilbert gggéggggg,et peus toujours &tre réalisé comms gous~
espace vectoriel partout dense d'un espace de Hilbert (ccﬁpiat ,et détermingé

e xr : 7 S|
{HPU Y = {A,uxz} guels qus soiesnt Xe:oﬁ et X, Y ¢ 5 .
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r §
P

¥

iindaire x > U_ de .1 dsns ¥ telle gue :

{RU._ ) pour tout x, on & Uow = iﬁx)

|
{RUg) pour tout x, U, est un endomerphisme continu de e e
|

{vaeiaono que,ici comme dans toute la suite,on désigne par AT 1ladjoint

d4e A lorsgue A 28t un sndomorphisme continu d'un espsacs de Hilbert}.

5 = Un ap>clLe représentation ﬁreuﬁnbtazre (reaa.uﬂi%a‘r»E T30

z % -glgébre il; ltensemble ‘3{ P § dlune representation
prémwnitaire{resg.unitaire}%ﬁ}eéﬁx ! 4= A et @'un élément distingué X de

o

xZ itel gue les Uxxrgensgltuent tout 4% {(resp.soient partout denses dans

T3 ast clair que la Définition 4 est un cas particulier de 1a ﬂéfinitieﬁ D

1

1

i

|

i

® R - - é 2 - ’ » 7 7 |
W }.% gst apelé 1'élément géndrateur de la regregentat;cn gcongidéree.

6 - On_dit cue deux représentations Qreounitaires 3 %€ J%{i et

t3e nt il ode 1 sont jquivalentes s'il existe un isomorphisme ¢ de l'es-
! Z . §. 8 2L 180 ae L ES

T A - : S o 4 - 2
puece pré-nilbertien A€ sur llespsce 3¢ iel gus l'on git

(UYXgYE = {U;ig{x), p(Y) } guels gue sgient xé”ﬁ et X, Ye & 2

Risn entendu,cette notion s'ap:ligue aussi aux représen%atiene unitair

néfinition 7 - On dit que deux représentations pré-unitsires monogenes
; s ol gre X' & }l nt daguivalsant si 1 Sserntations
: L: st 116,05, de H sont dguivslentes si les représentations

sré-pnitaires correspondantes le sont susens de lec_éfinition 6 et gi 1l'on

=

1'isomorphisme ¢ de la ¥efinition 6 de telle sorie
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Un: observera gue dans de nombreux cas la condition (FiP,) implique (FLP, ).

‘es définitions indispensables étant posées,indiquons dés maintenant gue

I° - gxistence de représentations unitaires et décomoosition de celles-ci

en “Eléments simples? [c'est-4-dire irréductibles en un sens qul sera

4 - S AL = G LI ) PERT T Z: T, n el o
2° - Helations entre ces representations et 1ss pro rietes algebrigues
3o 2 - = i 2
dez » -glgebres congiderees.
SECT RN e e e e e 23 o ; : S e e 7t
I3 ==t sans doute superfiu de preciser gue ces problemes sont actuel sment
:
2 A S VIR ORs S S e el S SieerSEEhe s : ~ g e S P o
i d'BLre reselus en toute ginéralite,et méme gue l'existence d'une sclu~-

)
2]
=

™M % i 5 - a2 L < s 5o i : &%
Deng le cas gul nous intéressera le pilus souvent,il est undispensable de

des définitions précédentes uar la suivante:

4 - On_dit gu'une représentation unitairei‘%@_,@x‘ﬁ d'une X-g]-B-

bre J1. gst bornée si l'on'a 1'inégalite

: { Gt
g XEE pour tout xs;Jﬂ -
Ur pourrzit croire gque cette définition soit trdp restrictive,mais on verra

>

n est rien dans ls plupaert d42s cas initéressants.Précisons

G s & 2 i A % o3 ‘ £ % .3
ave=i que la notation | A h ,o0u A est un endomorphisme continu 4d'un espace

SR AT 2 APy SUEA £ s 7 h o 3 2 g
rme de l'operateur A au sens hsbituel .

Ny
L
)

- P .,.:l'-' 3 3 e sa G g A Y DA S | &y
e x-al-ebre normee ,on dit gue 1'invoiution




p A

ol ¥ est une constante finie et pogitive il est f.rcile 4: 3e ramener & la

#

Définition IO en remplagant 1a norme donnés par une norae cuivalente-et

ce,bien entendu,sans détruire lu structure d'sisShre normis de f{ -

Le prototype de toutes les ¥ -algébres normées cus i'an rencontre dzns

%

la pratigue est constitué par 1'algzibre de tous les opirutsurs linéaires

continus d'un espace de Hilbert 3€ sounie d2 ls norme et de 1'involution
bien connues qu’on peut y 4éfinir.1l est clair gue dans ce cas la Définition

i est satisfaite -ainsi que d'autres pro riétés que l'on trouvera au § 4.

Hotons enfin la

Definition 11 - QQ et ‘K, étag;_deux x‘-a gébreg.on dit cu'un nomomor-

i it 2 s 3
© gde lﬂ; dans Kﬂ, &€sft un x -homomorphisme s'il vérifie lz condi-

o e

i

2 - Pormes linéaires positives et représentations unitaires,

ROFUSITION I - Pour toute représentatior nré-unitsire (resp.unitaire)

s
3
% -

nenogeéne 3738 ,UX”X§ d'une X -algebre J ,la formule

!

(1); £(x) = (U, X,X)

definit une forme linésire positive f sur A ;dont lz connaissance determine,

& une eguivalence pras,la reprasentatzOP en_guestion.
Gite T soit liméaire et positive est év.ae?t¢8i§3ﬁ,5x,xg et 3736 : Lo ¢
determinent 1la wlme forme f,on zura
(2} aUXX,E&X = (ﬂ%X’,U}K’} . quels qu&.soient x et y

2 i
d’ol un isomorphisme ¢ de P36 sur 3G tel que l'on ait

o (Ux) ;

i)
I
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.,‘gm_

ol

¥

puisgue §  conserve le produit S#a¢aire mais pur hypothése aé a
() = Gl 5oy

d'ch en comparant {3),{4)‘et {5}

(6) ( ((x),03x") = )

{resp.étant partout denses dans %C )il suit de

les U'X' constitusnt tout

¥

ce gui scheve 1w démonsiration.

2 P % - &
une forme lindaire positive sur A, ;l'ensemble des

7

- 5 e A & S L i A -7 3 o
= 0 constitue un ideal = gauche de o .

£lx 'x} =0  égquivant & 1|

ez rengd lz Prp.2 évidsnte.
Si f est une fu?m? linédaire positive sur Ji ,on peut definir une repre-

gertaticon pr mriﬁaire de Ju de la facon sulivsnte:
. . : x = ¢
considérons 1'idéal & gauche UL défini par £{x" x} = 0,et soit x> x
e y } { 1 / - : *
i'aplication linéaire canonique de.fa sur:/bjfﬂb ;1'expression £y x} ne

s
ue de x et y ,et en posant

) ¥
8
i
if
n AdTinit sur L /AL NG sirueturs & ce pré-nilbertien:si slors or in-
83 EULTES L 2 e A wite siructcure IPEACE LDl s L 3 s GBS e N TR L2
e

treduit la représentaticn iinéaire gsuche canonigue de JQJ dans~ﬂ</VU¢',so %




ZROPOSITIUN 3 - _Soit uH; une x -algebrz svec élément unité;toute forme

sk e

I ) A > y s : 7] ’ A .
linéaire pogitive T dcfinie sur A aduet une repreésentation de la fornme

(1) fix) = (1.%.%)

on $74,U,,X! est une représentation oré-unitaire monegéne‘da'fﬁ ,entiz-
== i } >l S s oA e

rement déterminée(a uns <guivalence Ef*S) par la donnée de f,et réciprocue-

zent.

“n effet,(IO) implique

i
;e;; :

{12) £{x)

Xez%}f 7
° ‘:{) )""
B “ ; - J 4 4 . 3 e
et comme les U e = x constituent tout / /’ﬁb ,i&a representation cherchse-
o : .
n'est autre gue §J% /éwkgﬁxge § .Le reste de la Trop.résulte de la Prop.l.

Définition I2 - On dit cu'une forme lindaire positive f définie sur une

¥ -glgdbre H est pré-unitaire s'il existe une représentsiion pré-unitaire

QZH; j de A telle gue 1'on ait

=

M
L
=
f A
et
o
fute
|
(¢}
=]
‘...1‘
e

e W = 7 2 D s e
PROVOBITION 4 - Pour gu'une forme linesire positive T soit pr

|

faut et il suffit cu'elle vérifie l'umnc des deux conditicns squivalentes

suivantes:

S f . £ 7 - -
a)f est l2 restriction & u%» d'une “orwe lincaire positive defipie sur

la X -algébre déduite ge A par adjonction d'un ¢lément unité;
i

existe une constante L) O telle gue 1l'omn all

s ' {2 el W /]
1i4) tf,x}‘ ; < E.fix  x} K& b .
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Hégesei

; 93 - = 7
é de 1z condition.Soit 3} la X -algébre déduite de &£~ par adjonce

tion d'un &lément unité -duns laguelle l'involution est donnés par

“ae

/ %
(15} {x + > e} = xﬂl—fhe :

s A - !N = . 2 2 = 7 e
8i f est pré-unitaire sur o ,et si 1'on a (13),il est clair que le forauile

% 1 i ; 3 > ’ - 7
x+he >0 3301 . définit une représentation pre-unitaire de L
- %X +re
e U g 4 5 N Sl 3 Zve
duns ot ,et gue T sera la restrictior a JQ, de la forme positive g defi-

est vérifide,f sera pré-unitaire sn vertu

5

Zeste & montrer gue a) écuivaut & b);or si a) est vérifice et si £ est la

tion de g,on aura diapres Cauchy-Schwartiz

. a0 > : , : -
{11} %f{x}% = Eg{x}:/ = lg(e¥'x)\2 & g{e}g(x*‘x) = %.f(x’Kx}

éfon bl.Rdciproguement b} impligue a) comme on le voit en introduisant sur

L - - A
me lincaire oositive guelcongue sur o{ ;pour

nré-unitaire s;r‘/% -

,
o
[
i
3
-t
S
9
(¢
o |
e
ra
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s
{Dﬂ
3
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%1 - 2oy A 2 S - 3 Lo . wy
1a représentation pré-uniteire
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{ : - - ¥ » % . -
{ vectcriel fermé de 7= engendre par les cléments UXX o1 X & J% :0n aur-

/ 1tapres (¥J )

7l

{25} WM x B o) - Ply x wyl < o0 T )
s Y v o Ay Y

=y
/ ce gui prouve gue les endomorphismes U, sont prolongeables par continuité

& ' f o , : . e b
‘ 2 tout <l et ¥ constituent evidemmesnt une represantatlon unitaire de /L 2
1 Jeux cas peuvent alors se prisenter: :

i T '”3’ &= z
[ i°)={. contient X;ulors la formule
| : (24} flx} = (U 1. %)

£

formule.correspondante pour g prouve gue fes

| ient pas {;comme les I o =0 + A X sont partout denses

! = X+ r e * = '

. P ..,?7 = < v = 2 ""ﬂ g e “(';
gue =<  est un hyperplan fermé de ¢ ,et cue tout ¥ 75

: i
ie 1a forme
1 ; - - :
£ s L% -~ - - &
‘ | Y= 72+ A X 09 .7 ¢ .

( 21 1'on pose alors,pour un Y d- la forme (25},

1 [ =
| (26} U f=U7 +Xbx
{ce gui & un sens puisque les U, sont définis dans A ),on obtient une
: 5 # _ ;
représentution lindaire de A dins & ,qui est rézlisée par 12s endomor-

phismes continus de 22 et qui constitue méme une représentution unitzirs

de & dans - :en effet si
, s o
(27} Y'oo 78 2 N x 6 7t o7
- -
23t de {p ,on aurs

FES ORI Y Y
ﬁ/igé//ﬁéﬁfgfn

"
G
\\-.
sl

b




G

=1
. 2 2 : ' 5 o o 4 e ','., S 74 o
o Lo a0 ;4Mi0xﬁiA,uzguj = lzm(&,uxuz.xl = lu,ux& el

e L - SR A JLariard Sl a g .r;'-.‘UX ey j {_'JLTA)

{51) (er_a; {,,}&} = i;ms‘bxv Uz4,X} ;.J.m\Lzm, - J lf?” i
2nfin on aurs

(32) (wa X,%) = (x,vxx}
puiscue l'on est parti d'une representotion pré-unitaire vﬁng~ane dont,

X est 1'é6iément één rateur. in tomparant les écumtions gu’on vient d'depria

- re avec (26),on voit qgue
Ll B s

vaut pour tout ceaple d'élémenth T el ¥ide &  _ra qui prouve 3 1s fois
est complet) 1a continuisé des U

et le fait qu'ils consti.

X

dans ?ﬁ

représetation uritaite qe M e 8 formule (24} achdve
'iéwanstrg,len dn Thcor@me..v

démonstration précédente se simplifie considc*aolemeﬂt lovs
possede un <lément unité(le 2°} est ajops vuperflui On notersz aussj

cas.la condition

{FU } est inutiie $C&Y on a
, 2eo
Pl T8 rle)e(x Ty,

H
i

O,
s
S

-gires irréductibles

- i 5,

(tayclogiquement) s

151 nlexiste aucun sous-esp

aCe _vectoriel

&0t peur les Ux .

de celle d'irréductibilitd algdbri.

ne préseﬂte_d‘intérét,semble«t~il,gme pour

f~ie

sy

o} s

S017%

%
L
s et

H
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aucun_cpérateur lindzire borné dang 3£ cul permuts sux U .

Démcnstration- bl H permute zux UJ,ik er-est de mém d2s projectsurs qui in-

terviennent dans sa décomposition spectraie iesguels soni par conséguent

; %*

iement se réduisent @ O ou a1 gsi la resrésentation est’irrdductible.donc lz
‘ ‘ . s : 3 » b. - s X &

décomposition spectrale de H est trivisle at [ est un scalcire.Sl un operas-

Z e 3 = e e - - - o Y " < - ’
teur 2 borrd cuelcongue permute sux U .31l en esti <de ménme des hermitiens
)» ¥

74
8 .

<

: £ : . .
A+ A ot 1{A - A} -et ce parceque les U_ formeni une algébre stable par
7 2 &
irvoiution naturelle des opérateurs - lesquels sont donc des scalalres

nnement précddent;la propriété correspondante pour A lui-

,.\
3]

?1\'
e |
e
i
fart
i
"i
£
.
&

mmédiaienent,

o
{

3
{3y

0
=t
*3
m‘l
o
£
(]
ot
(A
b—h

»ment ,si la rsprésentation e«t reducﬁzaleveb si le scus»wspa ce fer-

mé 8% non trivial,est s 7ble par les U, l’opérateur de projection ortho-

es hvgotheses da la erp 6,d'0ou la suffisance des

b
(]
o
fay)
R
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i
£

3
el

et
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Avant d'étudier plus & fond les représentations uniteires irréductibles,

ons guelques propriétés importantes des formes unitaires.

o 4
neE e
=t / B LT

15 - #Ztant donndes deux formes linémires positives f et g sur  ,f

on 8it gue f majore g (notation £2> g ou g < flsi ls forme lindaire ¥ - g

o 2 2
elle-mEme positive.

11 sst clair gue l'on déFfinit ainsi une relation d'ordre dans 1'ensemble
az3 formes linéaires positives sur AL ,la uel;e est visiblenm ent compatible
usTee 1les opérations gque 1%on peut effectuer sur les form 88 en guestion

st produit par un scalaire pcsitif};aﬁfinala relation £ 3 g est

3
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urnitaires est elle-méme une forme unitaire.

11 suffit de 1le montrer pour f + g,or si 1'con introduit les re régentations

4 2 2 S E i x( 2 % : 5% it o 1”' i . RIS R AT = :
unitzires monogenes fouox s gk 3.7 A X1 de Ji, definies par f ot -
i x # 2 St :

; -
. 2 : ‘ ; L 7 7 o~ Sy
respectivement et si 1%on considere,dans le prodult dareCi g - &2 & -

des esspaces ds Hilbert ¢ 2t ,ies opéruteurs % definis par
{xpd ES 4 §ﬂ Tt 1 v f
137 ‘"Xil.x =Y | = 4 U A ij}(k L

o e Sl o
on ohtient visiblement une representation unitaire d= JU dans*%_ ,et la

(38) t(x) + glx) = (n,[,7] [y ])

=

Droposition 8 - Sur une % -algdbre avec ¢lément unité,toute forms lincsire

positive maiorée oar une lorme unitaire est elie-méme unitairse.:

-

urie forme unitaire définissant une représemtation uwritairs monogene

2%&; v ,%

'\

Con st

de f% ,6t considérons une forme positive g majorée par ¥.0n

aursa dong

en sorte que U X = O impligue g(x2<x) = 0 et par suite g{yx} = O pour tout

i3 5 s -
¥y £.1, :onm peut donc poser

“

ermitienne def

r
s
&3
=
o)

L
B
‘mn,
@




R

{0 XU%5 = (HU X ux)

(43) guels gue soient x et ¥y ;

il est clair sur (42) que O < g< 1 ;par ailleurs,de
(H6_X%,U.U X)

(¢4) (WU U X,0X) = AyFex) = gl (2%y)7 5l = .
et du fait gue les U X sont partout denses dans & resulte '

{45) HB, = UH pour tout x%.fl

§r .

{44) ot (45) impliguent
quels que soient x et y ;

- - -'
{486) gly 7 x} s (UXHX,ﬂyK)

de Hj;

posons Blors
S 'I' 2 .I 2 < < 7 3 I
{47) ¥ =1 / X { H-/ désigne 12 racins carre positive

gne
o :
/2 a5t comme H permutable aux U_ ,et (46) sfécrit

“
. \ o X

(48] gly =) = (8 YU . Y)

d'ely 1a Prop.B8 dans le cas ol RJ posside un élément unité(faire y = & dans

{48)
Remarnue- Jans le caes général,lz Prop.t st encore vraie sous certaines

effet,{48) donne

g(‘ymx} ) (U:{*‘XYQY)

£

£

que l'om pourra affirmer que l'on

= {0 Y,Y) .

{49} glx)
constituent toutl <<

7z 7 Qf"?
,les éléments d2 la forme p  &:¥5
<! / 2 T o 2 - »
ok,\f{ Stant une alglb-s normeée,ces elenen

2 :
ses dans J%J (les formes considérée; devant 8tre alo
ra plus loin cetts guestica.

8
4 une * -algtbre
inie par une forms positive unitzire £

ticn

arbit”air.kcur que_ 1z represents
2ur

& - 3 3 7 &
initaire canonicue d@aﬁy déf

suffit gue tol

o
pote
{eed

2 l‘.a- -
il Faut e

crortionnelle

i -4
par T scit proes
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AT

uffisance de la condition. Soithm,U X% la repréﬂreﬁtatien unitaire mono-

e
gene de R définie par £ - en sorte que
(50)  fix) = (UX,%) -

et gsupposons-laz réductible;il exisse donc un hermlz,vn non trivial H véri-

{51) 0% H

St

; HoU =il o 7~
. : - X .
d'ch 1'on déduit immédiatement gque 1z formule

{52} glx) = (W X,X) = (B YY) o1 ¥ -1 &
qéfinit une forme unitsire g telle que z< f,et qui,H n'étant pas un scalail
n'est pas proportiomnelle a f.

Beéesssité de la condition.Supposons la repfesentation en questionﬁrré etibl

_;8t soit = une forme unitaire majoree par f;la ﬁemonstratlsn d=a Prop.b

alors 1l'existence dans #¢ d'un hermitien H tel que 1'on git {51} et

prouve a
":,,:- % "‘*{ ;‘ »“ .
{55} gly x) = (HU s KX} guels gue soient x et y;
X
enn wertu de la Pron.6,H est un scalgire et on a done

b . :—‘g X S = 4 -
(54) glr 2 = Aily ) on 0L A gl
il reste & déduire de 1& cue g est proportionnellis a f{ce gui serait évi-

s s

dent si J1. possédait un £lément unlte}

est une représentstion unitsire monogéne convenable de /i, ;

T /% o
e e s S ul/2 o, {57 « i
en introduisant 1'élément X! = H/°X de %6 (53) et (55) donnent
lze S '-;‘a,. i L £y - g 1 5
1,.)“,’(7 *x‘ir..z,'f,g&; = ;‘ QJT-X 3{}:?.}{ } 2
deux cas peuvent alors se présenter:
dies % : St
al A - G;alors gl{x " x) = € pour tauﬁz 8t. g nt unitaire,g zuguel
1 e > e = %
ca i1 LAeoTrewm 256 Acmency

'e g

7




5
L/w

e,

13
b) » # 0;((56) s'éerit alors

};1/2 X#£0 ;

i

3

(57) (v_y S0 = (0x ,0%) oi X

comme les U X sont partout denses dans 3{§ il en est de méme des U.X et

x

{5?)<prouve l‘existence a'un-isomorphisme @ de 1! espuce de Hilbert<ﬂésur
‘espace de Hilbert & tel gue

f 3 = = Afpr g = < g -'
{58} VxY = & (Uxxs) dio « U Vx @ :

7 ok : 4 s . «4
{59] glx) = €UXZQZ) o 72 - (Y] .

58) prouve aussi gque

. i/2
3'({:{}{?&324} on Z = 7}\ / 7

£ {" 3 o e
&Z;Vf{) (ngﬂszz
en comperant {60) et (54),on tire de 1&

-aX)) =0 quels gue soient x et y,

y( i) -

pour tout y,mals alors le sous-espace fermé de dimension un constitué par

(61) (f;xxsﬁy(zi

ce gui 3mpl ig;@,pulunue iss U X sont partout denses, qgue U

les multiples de Z -4 X est invariant par les Ux,donc est nul-zuguel ces

ki

Z =%&% -ou bien est confondu avec 36 tout entier -auguel cas&dnfgx avec

uvn scalzaire ?° convenable;dans tous les csas,on voit que Z , est proporiion-

=

nel a X,ce gui,conjugué a (60),acheve la démonstration.

Définition 16 - On dit cu'une forme uritcire sur f{ est élémentzire si la -

s - s s !‘ - 7 > - 2 > Z
representation unitgire deﬁfz gu'elie definit est irreductible.

B

bt

.%%f U _g est une reprisentation unitaire irréductible de.fi ,on peut

2 ¢efinir au woyen d'une infinité de formes élémentiires-u savoir toutes
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ies Tormes

(62) _f(xj = {6 X,X)

oh % est un éiément arbitraire de 38 (non nul bien entendu).Cels résulte

f5it que ,lz représentation étant irréductible,les U X (qui forment un

s “ wr b Y & i & s Stena 8#"?
ace vectoriel invarient de A6 )sont pariout denses dans gb .
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PROP%SiTIUR’9 - 51 f est u-e rorme ciémentaire sur ,il en est de mBme
des_formes \
(83)  glx) = £{s” xs)  pour tout s .
Car si

{x) {UXK,K} on 2

cur les formes linéai-

1%pn considére llespace vectoriel sur 3

i o
reg £ définies sur.ﬂ« st verifiant

(5‘7%* f(X% ) = f'{'»} 5
51 est clair que les formes _ositives en ﬂenstituc.z un céne convexe P, et

-,

oue ies formes unitairss définissent de méme un cbne convexe 2, {contenu
jans Pl-st ce en vertu de la FProp.7.Un & méne la

mant un cdne strictement

TLON I0 - nes Formes unitaires ¥ sur f% fox:

LA.\

dire que si ¥ et -f sont unitaires,on a £ = 0 .

e

- gleshei=t

-f sont positives on = trivialememt.f{x*'x) = 0 pour tout

x,ce qui =0 &wr s (PU ) -implique £ = © lorsquil c’agit de formes unitaires

ition 17 - © £tunt une forme grc—unltagg Sur_u e ﬁ(-éggébzg>JL
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(65) gx(x ﬁ“ g £ ﬁ~ £{x™ x) pour tout x¢ A

Cette définition a un sens d'apras iz Prop.4,et ells s'appligue en particu=

lier aux formes unitalaeu.
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(66} i e % = (5% .

%5 effet.les U_X étant puriout denses dans 3, - ,on & d'aprés une propriéte
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dtoh iamédistement la Prop.Iil..
s ') i :
Ii est clair en pa? iculier que si Ji, posséde un ¢élément unité,om a
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et g d=ux formes unitsires surg}i ;on s

(69) i |
Démonsiration- Soientéﬁf‘ﬁngXE t_%ﬁ ;ngYé les représentations unitaires
nonegenas assceides a £ et g resp@c%ivament;on a
(70) Pl = (x,2) et | ¢ % = (X,%) ;
glx} = (v Y,Y) 2% % g % = (Y ¥} .

smonstration dm la Prop.7)l7espace de Hilbert AL

L = - %y Nz § ¥ - N
= 7R L wn s = twe WYy = "! 3
{ S s 5 E Ly .ﬁj 5 “1” i i;‘{ = i ! X ‘% ? .3 2 &
d une représentation unitaire de jL; ,pour laguelle on &
i 5 4 200 { o
{74} £{x) + glx) = (9 2 Z) :

4"' P . a .
i l'on designs pd:”%&s le sous-espace vectoriel ferme de &ﬁ' engendré par

zes ! -lsguel est évidemment invariart par les W_ - et par Z! = i Kﬁg?‘z

i3 projection orthogonale de Z sur 3(: ,on constate que
1°) pour tout x,om & WZ' =W 7
X x
2°) ona 2{x) + zlx) = {WXZ’QZ‘) .
{On laisse au lecteur le soin d'établir ce point qui ne prisente pas de

difficulie essentieiles).
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{15} G X = ﬁgx» o ‘;x¥ =V X :
“ ok b = .4

en sorte gue l'on &
Pl oo CE ':>~,, e ,.~ o " S L
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st finslement,en utilisant & nouveau {

%??} . "’f'{'x'“'e - (r x X) = (r I ox) . .

Comme Jes ﬂwh 6 _Z sont aartaut geasas dans .f

8

.08 voit que la représen-~

: A S : s 7 Y e i < 2
 tation unitaire monogene ‘défin par f est isomorphe & 5kp 33 K“} et gue,

pour 1a méme raison,on a

s

(797 el = (2 21)

iz comparcison de (78} et (79} avec (75 démontre 1z Proposition.
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COROL LALRY DE LA PROPOSITION 12 - Les formes unitaires f definies sur /L

4 forment un ensemble convexs F° .

et telles cue ﬁ f%é
‘ u

in effel,on &

o e ‘ 1% 55 o~ b1 . ; i i g : e . g 7
{803 gtxf_+§bg§§ = §z§§-+éé§ gl cgquels que soient o sti® 3 0 .

3 : % H 2
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THEORSME 5 - Les points extremaux de 1'ensemble convexe E; sont les sulyentis:
X % o5 oy
&) 1a forme £ = 0 ;
i, I TR R e R o 5 3 it £
b} les Tormes élementaires f tel'es gue {i ¢ g = d.
5
Cus U soit un point extrémzl de PY? est evident d'aopres 1a Prop.l0.
Y x
'+ £ un voint Llnair il ) b g : o
Soit ¥ un point extremal non nul;on a d'abord | z§ = 1 -ginon T seraitl
1 = ”
5 ok =17 seoment T e e pe it Ty = 5 A1 Sy s G
piérisur au segment { O, ~ 3 de P° .Pour montrer gue T esi clementaire,
2 £ & “ ’
Pl
spit g uwne forme unitzire majoree par f -dfou >
{&E} f g+ on oL,

si 1i'om suppose la décomgssiticm {81) nen trivisle (ce gu'on est en drgit

de falrej on & g #£ 0 et h # 0,8t ( ) s’ 66?1t encore
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en sorte que {82) exprime que f est situé sur le segment de P° dont les
: : :

tremi%e@ sont g-ﬁ %ﬁ

_position (82) doit 8tre triviale,d'ol l'on déduit immééiatém@ﬁt gue g @

12
et h/ % mgg ;£ étant point extrémel de P ,1la

proportionnelle a2 f :par counséquent{Théoréme 2)f sst élémentaire.

Récipreguement,si £& F° est élémentaire et si Hf£ll = I,f est un point
© : =

trémal de ?Z\;car si T est sur le segment %g§%~, de Pg ,o0n voit qgue g

sont majorées par des formes du type ﬂf,dﬁﬂ@ sont proporticnnelles u ¥

aver les conditions

&z

décom-

Giz 2*:'"‘@3‘8: =

an effet,il reésulte de Csuchy-

"t

Schwartz gus

z
e

< tlytyirly*ixtx)y)




| 42
. . 1 - -
{87) eyt x¥xy) € a9y St F (T x)y)

a

d'oh l'on déduit en itérant gue .
e '7(,, % /% % 1/2+..6+I/2 3 ‘v B 1 2
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en faisent tendre n vers 1'infini,on aboutit & 1'inédgalité cherchée.

Remsroue - Ne pas confondre la norme de f qui apparait dans (83} avec

i 2 2 t 3 o S 2y i 7 7 o
Remargue-Dans le cas ea,h, posséde un élément unite,on deduit de (56}
;3” - 33 S < %3 B if‘@
P o bl s i [.. 9= i rff Foad
(89} f{x " x) £ fle).limyg (x"x) | .
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propriété démontrée par Ralkov.

définie au N° précédent(bisn que dans de nombreux cas les deux notions coin-
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THIORME 4 - Soit A une * -algébre normée corpidtespour guiune forme line-
sire continue =t positive f définie sur H  eoit unitaire,il faut et il
suffit Qﬂ’i;(ekgﬁﬁ@ une constante ¥ telle gue lfon ailt

(Fu,) {£(x) °¢ u.o(x* %) ;
sl en part 3&&12 ﬁ, nossede un élém@mt ﬁnité,tﬁat@ forme lincsire céxﬁimgﬁ
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d'ol il suit gue le spectre de l'opérateur hermitien positf Ux*‘x

;de 1'inézalité
valable pour tout opérateur borné dfun espace ds Hilbert;on tire zlors
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tzire irréductible de celle-ci conduit rutOﬂath usment = une représsntatio

unitaire irréductible de J{; -la réecipregue étant évidente.Par conséquent,

ians lz cas ol ﬁ{, est une algabre autoudjointe d'opératsurs

¥
f-dx
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d'an espace de Hil%ert convenebls ;or ncus zllons voir gu'unme telle al sbre

posgéde un sygtéme complet de telles re résentations;d’uns menilre précise:

THEORSME b - Soit M, une algébre sutoacjoints d'opérateurs d'un espace de

s N R e S PR SELES s ;
Représentations unitaires irrcductibles.

B A
Qas pariiculi fl nosséde un Slément unite et est ccmpléta pour ls tono~

leosie uniforme des Gnéraa SUrs (defznlé par lesur norme natarel el

£
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2 ¥
opérateurs,il est facile &é se rzmener su cazs pércédent;en effet,désignons
paraf{; l'algiébre formée par les U > ou Us~“ ,et §ar!1’ lgébre obtenuﬂ
en fermunt<f{4 pour lz topologie uniforne des opéruteurs ;d'aprés le cas
particulier qu’cn vient d*examiner,.j% possede ut systéns cempiet de fepaéu

=

sentations unitsaires irw%ductibleﬁs&ait%&{}T. 1'une d'entre elle "Je dis

gue sa restriction & \QJ est encore irrsductible.in sffet,si un sous-espace
vechoriel fermé de gz? gst steble par 1es

lez T. on Hfﬁiﬁvgﬁ'o& sa stablité par tous les T,
i - -

.
continuité.le Théorime & est donc complétement démontré.

Hemargue - 1l ne Faudraii surbtout pas croire,sur s foi de la demonstration

73

cédente,que %outes les représentations unitaires 1wreauc%1ﬁ

pre o les d'une alg:~

bre auboadjointe d'@pératevrsZscisnt prolongeables L 1tadhérence de L pour

2 touciegie uniforme des opérateurs.Conirs-exemple:soit G un groupe locale-

- hat i

e

AR

ment compact srbitraire,ds la mesure de Haar invariante w gauche sur G,L
. : 2 ' 7 - /{ 2 * : £ AN
‘espace des fonctions de carré sommable pour ds.i. l'slgebre des Tonctions

sommabies sur ¢ pour ds ,munie de la structure algébrigue de11 lie oar le

oroduit de composition bien connu.Toute ¢ L définit dans 1€ un cpérateur

donné par

4

ot on peut alors considérér 1'algébre L comme une algébre autozdjointe d'opé-

LR A S 3 s 44 , : < = e o > gy % oo sy i
rateurs ds L° :ceci étant,on peut démontrer gue,dans la plupart des cas| G

¥
e el e R : Bl e FodT o Tl : A A G
semi-simple psr exemple -non compact bien enmtendu -el sussi les groupes ais-

.. - i e e L Z . e e e
ionés des sbéliems)les représentations uniteires irre-

eore ngmgagg pasg toutes vrolcn&e&bseg & g0n a@hmr nee

orme.B2n dlzutres tsrmes,le vieux pr1 cipe suivant le-




"régulisre” est faux.

Dens 12 cas d’une X -zlgébre guelcongue,on a le résultst suivant -qui se

réduit essentiellemnt au Théoréme précédent d'aprés lsy remargue faite au

début de ce N° ,en sorte gue nous nous dispenserons de le démonirer -

THEOREME 7 - Soit Jl une ¥-zlgdbre arbitrairg;pour cu'il existe une représen-

tation unitaire jrréductible $34,U . de A vérifiant U # 0 pour un 21ément

. & H = 7 ‘ . . . }
% denné de A ,il feut et i1 suffit cu'il existe une forme unitaire f sur A
relle aus F § :Z".} # 0 :

théordme de siructure quﬁ yoich:

«hnaiéebre norm e compléte munie 4°'une involuticn

1tipue:pour gue Jji possdde un systéme complet de representations unitsires

irréductibles il faut et il suffit qu'il existe un + -isomorphisme de d{“ggg

une algébre sutpadioints d'oﬁerateurs d'un egpace de Hilbert éaﬁ#@ﬁuﬂlf =ou

GTEe QUE . g nosaedc une regrusentatlon unitaire fidéle.
Le suffisarnce de la condition n 'est autre que le Theorene 6,.Pour montrer

st suffisen nécescaire,supposons que J{, posséde un systéme couplet

o
B
fod
ot
®
(]

de représentations unitzires %'}F U < et considércns le produit direct de
tous les espaces de Hilbert 3@ -ctegst-a-dire, l’eﬁsemble FE des sysiém s

e : £ :
E =0 % d*eiémemﬁs des 2¥.  tels que

3

o :

- el B '
{98) {As - *E X oxi converge.
: 3 % 2 4 :

L8

¢ hypotheses Talles sur A  impliguent gue l'on &

3 g o7
{ S } i x i X
¢ i i | 2 :
i
: : ; gEY
en sorie cue l'on peut définir une reprisentation unitaire de J{ dans oo en
possni

it
y
¢ <
e
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it
S
<
& Y
e
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et il est & peu prés évident que l'on odtient ainsi une représentation uni-
teire fiddie de H, .
Remarque - 51 l'on ne sup ose pas l'invslution de\fg continue,le résutat est
enicore velable, car on =
= 3 . *‘
- (To1} “ Ux*‘x‘&*n 2 _xff
{cf.(92)) et par suite
{1r A 2 ’k
(102) ﬂ nxu < ux xa .
ce gui permet dlapzliguer encore le reizonnemeni-l'essentiel étant visible-
ment de s'assurar gue,pour un x donné,lz2s opérateurs U? soient tous unifor=

rent bornés.

5i nous n'svons pas énoncé le Théoréme rrécédent avec ces hypothZses,cest

gu'en réalité il sfagit 14 d'une généralisation profondément inutile;on a

Sl - i , a
THAORENY S - §9;§ﬂﬁ¢ une ¥ -ulgebre normée compléte,possédant une repréisen-

Seiasiiraing

tation unitaire fideleimlors 1'involution de’jﬁ est coniinue.

introcduisons en effet sur A 1'expression

(103) \:\iﬁ;ﬁ = \;\x*\&;

41 est elsir gue c'est une norme sur.}{gde_méme par suite que

§

{ig4) Nix) =§1x§§ + ﬁ x*? .

o~

dfmpres un raisonnement déja ubilisé au Chap.ll, i 3,tout revient =« démontrer
gue 1, est compléte pour la norme (104%.

; ; . . s { :
eprésentaticn uniteire fidele de JQ. »€1 B0it x
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iy

une suite de (auchy pour la norme (104):;i1 est clair gu'alors les suite

* ' - e A ;
% convergent dans 1z topologie iniftiale de JUL ;soit donc

it 3 i i :
f ; : } 2 » 8 - LS
(105 imi x?2=- 3 4 = O im i xf - x ) =0 :
& n it i 73
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il s'sgit évidemment de montrer gue x® = (x*} .

.Or on a :
(106) }‘qu‘ ng = “ (Ux'-ﬁxﬁl) %! =% g “ (x*-xy, )*(k‘-x )”
et donc,en vertu de (102) '
(1) fu_, v 47 € | (xrexy* et omp e Y -x, Hix-
) li X' xnu = i £ 2% “%n ﬁ”ﬁ(‘ ~xnlgﬂx ~*p |

conme les xg forment une suite de Ceuchy,ils sont de norme uniformément.bcrnéa,i

o2
&
s

en sorte gue (107) et (I05) impliguent

(108) lia !! Bxgaﬁ% “ =0 .
pour la méme raison,on surs _

(109) 1iul] Uy 0¥ I = .
rais de U‘; -(Uxm3”< et du fait gue lf'irvolution naturelie des opérateurs
nilbertiens est continue,on déduit,d'aprés (108) et (I09),que

(1:0) B = (1 ,)_* o

_ee qui,puisgue la représentution considérée est fid&le ,prouve
(111} x = {x')"’ ,
et schéve 1la démonstration .
Remurgue - Le Théoréme 9 est df u Raikow { ": ,qui nfutilise pas (apparemment)
iz notion de représentation unitaire -t qui,malheuiausement ?our ie raggor— '

teur,2'est borné 4 énoncer le résultat enm guestion; guatre mois de réflexions

n'ont pas $té de trop pour reconstituer celui-ci,en dépit de son caractére

dy, 2t contrairsment sux conventions adopteesﬁ par ailleurs,la"con-
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=
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Bar

It'involutiorn dort i1 stagit ici est prise au sens générel,et nom

sous lz forme rssirictive “ x\& = \ix* “ {2 laquel.e on peut cependant se
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Terminons ce %} en observant que les raisonnements udilisés pour démontrer

ltexistience de représentations unitaires irréductibles pour les algsbres

-

diopérateurs sont encore valables dans des slgdbres plus générzlessl'essen=

%iel Atsnt de pouvoir spplicuer le Théoréme de Krein =t #ilwmann zu convexe

¥®? :ce gers toujours le cas,en particulier,si J% est une ¥X-algsbre normée ,
i : CE S

compléte avee unité et dans laguelle L'irvolution est gontinug;icar slors,com—

i
B
)
5
o«
£

t¢)

e
o]
()
(¢4]
ce-
s}
&

& avtre chose gue l'ensemble des Tormes linéaires ¢

sur (. qui soni continues,positives et vérifient

ronsiddrer P comme un sous-ensemble convexe et faiblement

reste paf essentiellie,car on peut toujours en adjoin-

f,} . - a s 2 3 o - e &
5 JL de facon u obtenir une algeébre vérifiant les conditions précéden-

&
. B P oy st i =
toutes les formes unitazires definies sur J{ sont prolon-




4,2 - -algtbres normées commutatives.

i~ Invelution et idfaux maximaux. -

Dans tout ce fi » f désigne une * ~zlosbre normée,compléte et commﬁtative,

On swploie la notation 5%3' pour désigner la ¥ -algabre normée déduite de‘}L
o

par adjonction d'un élément unité.

-

i '»? 7 L P ; = - 25 %
it M une sisébre satisfaisant aux conditions que 1l'on vient d'énoncer.

Si z est un curactére de A ;11 est clair que la formule

Géfinit un autre caractére ﬁ”f de J{ ,et que 17. p;llcatlan x>%* est un

cutomorphisme involutif 4= l'espace topolozigue JQ

lanversensnt ,soient £ un espace loeslement comp&ct,xfagl un autcmc?phisme
.iﬂW@luiif de i, et L. 1'21gébre des foncitions f{x) continues sur 3 et telles
gue,pour tout & > 0 ,1'ensemble &f{xﬁ}si} soit compact;alors la formule

&) ) =)
définit une invelution sur “:ﬁ ,laquelle est continue pour la norme de 1z
convergence uniforme sur 3I.Toutefois,il importe de earactériser 1'involution
"pzturelle®  associde & l'automor;hismevidentique de Z~ce gui seras fait su

noyen du résultat suivant:

ABEORENE I - Pour gque tout iddal meximsl rézulier de,ﬁL Ssoit stable par 1'in-

e

fit que i}l} posséds la propriété suivante:

(4]
£
=N

gue soit x¢ ﬁ ;1161 ément x* x est_guasi-inversible dans |

iz _condition-Si 1'id<al assoclé au caractére x est stable nar

?"; TR o e

- i = -~ = i . =~ - L2 L ea o 2
I’inveoiution de (7i ,on voit gue [x,x)-> {x™ .x) est un sutémorphisme du




2?
o
{3) (x¥,%) = (x,% pour tout x,

pulisgue cet automorphisme bat au surpiss compatible uvec la structure
vectorielle complexe de Ce

2 3 ; " e d s 2 ﬁ
Ceci etant,si {3) est vérifié pour tous les carsctéres de JSU ,on aura

a3 P & -~
(4) (x*x,x) = Hx,%x)]“>0 guels que soient zZ,
ce gul prouve que x° x esgt quasiinversible{Chayp.il, 3}

wuff1saﬁee de la condition - $i ls8s x * x sont tous guasi-inversibles,on a

&

{3).2n effet, (3] revient évidemwent & dire gue {x,%] 2st réel pour tout x
nermitien (x = x™ }ior pour un % donné,les nombres (x,%X} ol % est hermi-

i = - : - a BE :
tien forment une scus-algebre de C conzidéré comma algdbre sur R (¢g>eﬁant

commutative le produit de deux eLcmenus hernitiens est encore bermiﬁz en};

cette 2 “&br@ ntest pzs réduite & (0] iscue Jﬁ &3t ll'envelopoe lindaire
H 3 % p«»

Mot

de 1'ensemble de ses éléments hermi'ieas en vertu de 1'identité
e

(5) x=.£%b&i£‘1f =
2 21
donc cette sous-algébre sst soit R -auqusl cas le Théoréme est déﬂontré =

soit C ;mais dans ce dsrnier cas,on peut trouver un x vérifiant

b2 a -
{6} X =X . fx %} = 1

ce gqui implique

{7} (xf4x9§} =1
contrairvement au fait gue x “x est quasi-inversible . CoFD,
Définition 1 - On dit gu'une x -algebre A est symétrigue si elle vérifie
la condition suiveante:
{48) pour tout xﬁ«§; s17¢lément % est quasimin%ergibl@a

i : . : 5 o
gu 3 suivant;nous Nous bBOTrNErons




FROPOS:TION I - Toute slzdbre normée,com:ldte,commutative ,semi-simple et

symétrigue est algébricuement isomorphe 3 une sous-alzibre partout dense

de 1l'algébre L, relative & 1'espace de ses caractires.
(5755

-

En effet,les fonctions (x,x) forment une sous-algibre de 1'espace L

N
relatif 2 M, ,laquelle posséde les deux propriétés suivuntes:
_ - -

) elle permet de scparer les points de A,

bjsi eiies contient une fonction,elie contient aussi la fouction con-

"

11 résulte slors du théorém e d’anaroximatlcn de 6tome gue cette aligibre

€st partout demse dans L .. au sens de la topologie de la convergence uni-

e Aot

PROPOSITION 2 - Les sizebres fonctors « pe L  relatives a des espa-
RUPOSITION 2 - Les sigebres de fonctors du type L, relatives 2 des esps

e 7
TEE

ﬁ‘)\‘

ces logzlement compacts peuvent 8ire caructérisiées par les propri

2} L . est une algébre normde comgkeue et commutative;

b, la norme définie dans L .» vérifie

g

% v

fet,ai une algdbre /. vérifie ces conditions,elle est semi-simple

PR S G roe o b : :
dfapres (8) (Chap.Il, % 2)et donc isomorphe & une sous-algébre partout den-
£
g= de l7aigtbre L ., reletive & A  ;mais (8) implique

en sorte cue, fI. étant complidte,on obtient commé fometions {x,%} toutes

2 %,
\

ies fonetions de L , :d’ou la Proposition.

On verra au Chap.Ill, % 4,une caractérisation plus subtile d= ces algibres.
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2 - Décomposition spectrale des formes unitaires.

Définition 2 - Ztant donnde une ¥ -algebre normée, complete et commututive

: b f‘ 2
J% ,on désigne par ?‘u le sous-ensemble de ‘. formé par les caractéres
13 - ‘
d: * tels gue
= ; A T
{10). (=% ,%) = (x,%) pour_tout x & A .
A A
11 est clair que £, est un sous-esnsenble fermé de ‘A et peut donc,com-
gt Lz Lhiiii P 3
e S 5
me A ,8tre considerec comme un espacs tegclagique localsment compact;que.
A !
-5 R possede un élément &nizé,‘ft u st m&me compact;et gue dans tous les
z25,1%espuce {d%mgﬁ as-ocié @ l'algdbre fkcp déduite de A par udjonction

: AL
afun ¢élément unité est heméomsrahe au compact déduit de hﬁau par e%joncm

tion d'un palnt & 1'infini.Znf in,.ﬁ,u peut 8ire vide,cu au coniraire con-

s

G

fondu avec 2 tout entier{ce qui revient & dire gue f{ est syméirigque);
comme la formation dtexemples de ces cas est évidente,on se dispense ds

les expliciter.

PROPOSITION 3 - Soit %. une % -alzebrs commutatzva grbitraire;toute forne

unitaire élémentaire ¥ définie sur R et wérifiant £ = I possdde les
ire élémentai ur 5 posséde les

propriétés suivantes

(11)  flxy) = 2(x)2ly) ; flx | = Plx] -

Zn effet,soit T une telle fermagdéfimfesanﬁ une représentation unitaire

S s a ) : ‘1 i : 3 e o
monogene : 4 ,U_,X! irréductible de ., .Comme les SX sont deux a deux
i # ;

¥

2 g s - Qe 3 - 2 % g ey H S e a e - i
irréductibilité implique gu'tils se reduisent & des scelsiTes

o
i
M
fom : )
1]
&4"
5
ot
ot

2
99
®

BNLA
h
\}:‘.

o
w
Q
=
i)
{
&
ml’
2
)
0
6}
o}
R
o
3
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ol la fonction ¥ (x) vérifie les conditions (I1) puisque x- U _ est une

représentation uniteire de A

-~

;on a alors

{13) fx} = (U X,X) = {(x].(4,X) = X

§
e
Ty,
ot

(% 1,Prop.11},et T vé-

ﬁ

]

puisque la condition - §%fi§ = I iampligue (X,X)

g
tuh
H'
®
£
Q
o
Q
)?
frd
]

25z conditions {11},

Réciproguement , soit £ une Torme lindaire vérifiant (II};f est positive

plan de H. ,la rep é&@ﬁt&tlﬂﬁ unitaire de *g définie par f sst ds dimension

I puisque ifon a

=
«

o
&
~
A
fudo
g
s |
Wh
§als
[
Lo
s
tedo
o
=
@
by
(21
(i}
{sir
t..-J
(0
i3
@
o
ot
£
fofe
=
(63
L

.

ﬁ
’-—1
o3
W

(—b
i

(16} [2£(x)| = = r{x™x). CLFD.
Oe résultat étant démontré,revencns au cas dfune j -algibre normée, compléte
¥ 35 f’ = i = z l.-
et commutative .ﬁg ;12 Prop.3 nous montre qgus les formes unitalres ele-

mentairves définies sur i oo sont pag autre chose gue les caractéres

o : . :
appartenant =« f%u -et ,bien entendu,les formes gui leur sont proporticnnel-

-

pas nécessaire de supooser des conditions de

oF

s S , CRAST SR s e s
les {on observera qgu'il n'es

ey

£,puisque tout caructire ds J est,comme on Sait,ﬂécﬂ" sairement

S

continuj.Ceci va nous permeitire d*élucider complétement,dans le cas Qukﬁ

LI Y88 SUT jis

cet munl d'uns involution continue,ls structure des formes uni
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THEORME 2 - Seit une x -algdbre normée,camﬁ;éte,commutative,mgnie dfune

nvolution continue;a toute Torme unitaire 7 définie sgr\ﬁ corresnond

i

alors une magure de Radon_gcsitive et_hornce it . 2t uns seule.portée par
/\

i'espace Laﬁalement compact J‘u5wt telie que l'on ait

L)

0
o

»

e

{if}ﬁa x) = “/kx x}d (x; pour tout x -

)

e

;éeipf&guﬁﬁent %oute mesure de Hadon pusztive et_bornée deéfinie sur A -

-

determine,au moyen de la formule {l?},ane forme unit Qire sur A .

A i

.

Démonstration. I°}Associons & chaque x» < f 1a fonciion

S

&

8 nous considérerons comme définie seulement sur ﬁ’ (ctest-B-dire gue

il LA ; . Z £ ; 5 %
ci'en neglige lss caracitérses nor unitaires de A j.Ces f, forment évidemment

A

ve & ., ,et cette sous-algibre est

;..:.

S . . E S
uns sgus-ulgobre de 1l'algébre L relat

partovt dense dans L. -on le voit en raisonnant comme dans la démonstra-

tion de le Prop.l.

s

2% JComme 1'invelution de /.  est supposde continue,toute forme unitaire f

sur A est continue({ I,Th.5);en outre,les éléments de 1'ensemble PO

telles qae.§§f§§$ I sont caractérisés par la& condi-

= e e g
X )= 0

-

; % ; 2
f{x}§2£; £z xi= =l

'{%‘1,?hg4}°0& en conclut gque P’ peut 8tre identifié & un sous-ensenvle

convexe =2t faiblement compsct du dual rdel de l'espace de Banach réel for-

ar 123 éléments hermitiens de l :en combinsnt c@fte propriété svee

95

la Prop.3 et les résultats du ;31 {(Th.3},i1 en résulte,en vertu éu Théo-

G

skémen T telle gue f[fh<1

rene de Lrsin st Milmenn,que toute forme unitaire




2§
ETE]

st

ou i'on a

o

{Zi) 'i?':; Yty : 5 = i

S g
4

by o

R 4 3

3°i501r M. ivonsenbie des mesures
o :

par L  ;muni de 1a topoclogie vegue

s'szit de mesures borndes, de la to
banech L . relatif a 5 Jclest un espsce top "
‘e tormule
s

o) 1 () = g{xsxﬁgﬂik}
permet diassocier une forme liméaira'f&  sur,laquelle est continue ,puisque

s T ()l iiy—%i sup {{x, X} < [l Hx)

i3 i S J

positive puisqgue les (x = x %) sont positifs sur H,,et enfin esn .méme &ﬂiw
s

/
: oo : i 2 = 5 AR : S % o~ 2 A F Vi )-r ;
{24} gf?a(x§§ héﬁq}j}{xgx}gadﬁ{x} =i?§§j {x x, Jap(R) = full £{x" x
) , :
e, % & 3 ) % #in s P < il 2
;en définitive £ ¢ }zﬁet on 2 ainsi défini une spolication de A dens PS;

comme parmi les fo?mes-fw figurent les formes (20) ~corresoondant zux
¥ :

mesures discrétes -on volt gue 1fimage de AL dans 1'apoliceation en gues-

tion est partout dense dans P;'aa sens de




o
Cas 2

sentstion sous la forme {22).

““}%oux montrer gue la mesure associce a une forme est unigue, 11 suffit

de prouver qaegsi une mesure P‘ bornee portee par f;u (m&is non neceSkaim
rement positive)vérifie
{25} j (w,z)dv(x) 0 pour tout x¢ ﬂ

elle est 1Le or cela resulte immédistement du fait que ies foﬁctians

{z,%) scnt partout denses dens l'espace L  relatif & Q . CQrD.

.6 Théoreme 2 n’est pas autra chose,bien entendu,qu une générg-

=

N s A
DeMBETONE -
R S

iisation du résultat correspondant de Bochner(representation intégrale des

fonctions de type ,csztif Sur un groups abellen;.(§ (favfﬂﬁ-‘qﬁd€ff“‘*

Autre remerque - 11 serazt intéressant de savoir si le cantinmiyc de 1'in-

aaaaa

volution est essentiel 'e pour assurer 1e résulta t precedent il ne sorait

as ctonnent cu’il n'en soit rien.

({t

3 slo8bres gymeirigues ~Si £ est zu surplus symétrique,on psut
donner du Théoréme 2 une autre démonstration,besucoup plus courte que la

ecedente.fin effet,t@ute forme unitaire f vérifie alors(%:l,?hnﬁ)

e

\'B\

AN A 1

pulsgue 1 = H . f(x} ap)arazt donc comme une forme linéaire conti-

,d'cl résulte la représentstion de f au moysn d'une

@

®
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- 3 - Un exemple de forme positive non initaire.

= a1 =, Z : 7 g R : z :
Soit I 1'ensemble des fonciions numérigues x{ > )} d'une varisble reelle 2

qui possedent les proprietes suivantes:

e

a)x(3 } est sommable sur R pour ls mesure de Haar dari
bﬁ la transiormee de Fourier de x vst ells asussi sommable sur A .
11 est connu [Cartan-Codement, { | ,formule d'inversion de Fourie rjcue ces

fonctions sont Lcmtzuhes‘wragqae nartuut?et qulelles formeni une zlgebre

pour 1e produit de composition

A g e dairo : A
(27) .yl )} = x( A -p Jylp ldp .
£ ! z 7 :
2

(s L) -t
~ L g e | = AP s 2 3 yia
on définit sur £ une involution.Znfin,en introduisant dans /o 1llexpres-
sio

d  gevient une % -algdbre normée,conpléte,munie d'une involution conti-

12 formule

Lo
B
&
e
O~
o
ok
e
(n@a
2
2ot

(30}  f(x]) = x(0)

sont é s;ales presque partout a dss fonc-

i “

une forme lipcsire conthinue; bd&l ive,gnui

; 3 i &t £ Vi
spectrale” de ceile Torme n est pas

& mesure

fade

i

rsion de Fourier -mais ici

&

agsoeide 4 £ sur l'espace f  (gui peut ftre jdentifié au duazl du group?e

~4cisdment en raison du fait que n'est pss unitesire.

3 N e s

Rl g8t pPas Qrnes P

o p &
I ST A R 1 MO anas & A - e e S e e e R e
U0n vz voir dans i N 2l ¥ent conment CEF Toab peun eure 50 nNeEragibisEe afg 3
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fagon 2 peu pres csmplete.

4 - Deeomgosition des formes positlves non unitzires.

Soit 2 une % ~&1g bre normee ccmvlﬂt:icogmutatigé gt _munie &' une invo-

lution continue. On désigne par f une forme linfzire continue et positive

defi

v

o

foba

@&

Ul

&
n

o

o

o

2 & - Luels gue soient y et z,la forme

(51) ~  glx) = fiyeo)

&st une combinaison linésire de formes @nitaires.

(32) 4r(yxz) = £ [(y+2)"x(y+2)] - £ (y-20'x .V-Z?}

e T
+ifl(y-iz)"x {fazzjé P ;(y+1z) “xl{y+iz) ) -
11 suffit de le prouver dans le cas o z =y~ .0n sait(}I,Prop.5)qus g
25t alors pré-unitaire ;comme on a par silleurs {Fﬁz) d'uprés 1le 4 I1.Prop.
% 7 g

13 {noter gue g est,comme f comtinue},.e lemme est démontre.
P g 9 2 2 :

€

~ A toul couple d'&léments y ez de ¢ est ascocice une nesure d

A
ornée et unigue,portée par Q,&,gt telle gue 1'on a2it
e % o F ¢ I | Ao a : o ¢ r
{32} £lyxz) = i‘ix,ﬁi}dgy ,{x)  pour tout x¢ i .
= : 9 : :

o

odh e S O e s S Ao 3 LS ot 3 3 P : AN Ten
Clest une conséquence immédiate du lemue & et du Theoreme 2.

LEemMTE © o= LE MeSure
AL ok ML

7 s
LSS 0 ne depend gue du produil yz.
i ¥.2
i3
3 7. 4 5 B
il en est 1s forme (31} puisque Ji est commutstive.

S o =
‘5 ";‘L 3 e {1"?2‘?3:{}{%‘53" {X} 3
Ft - P ¥,
far les mesures figursnt dans (34) ne sont autres que les"transformees

[ -
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K31l est elair gu'on peut alors éderire
(44) o(%) = B(x).(x" x,%) o Fe L.

La mesure ¥y associde 2 une fonction Fz L positive est elle-méme pﬁ$ifl?@;.

En effet,(38) montre que

{15} ?{%)é%gxﬂhxii} = (x* x,%}ﬁ;ﬁF{%} 2

e

mais lss ussures 4 > , SOBt positives -comme associées a des formes posi-
: i < ) 3

tives -cn sorte qu'il sn est de mbme des mesures {x 7

. . , % A : G
Tacile d= woir cue les fonetions (x =x,x} sont p rtout dsmnsss dans 1’en-

semhle des fonctions positives de L - {81 ip est positive et apoartient 2
it el : = 3 Ay 2 /
i on seut s k;%ccwg,§‘g par d=s fonctions (xX,X) en sorte cus & est
e de Fonetioms {x" x,%) );par conséquent,la mesure Y w esﬁ'ell@ aussi po-

Ces préiiminaires stant établis,démontrons le lemne e.

o G = / &

(46) I(F) = {49 (%)
i -

i 2 ur sens puisgue les mesures considérées jusgu'ix maintenznt sont

toutes acrnfwuavw obtient zinsi une forme linéaire sur L,fa gitive sur L

pour lsquelle

&ﬁ

e

oy

.
~done ine mesure de

Aon mogitive :
« &1‘ gf!
(47) {49 (3] = [FlR)ap R)
‘.‘f L )V & -

st

¥ ver la fonct&on G donnée par (37),et tenonms compte de
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- : s : 7 : o i
7),et ce de le fagon suivante:a tout caractére de H correspond

$)

group

s

viunivoguement un » tel que

(55) x> R3] = ot ey

a;i t 1l'homomorphisme de 4 sur C asssocié au caractére ccnsidere les fonctions

£

2

gue nous avions notées {x,%) jusqu'ici apparaissent donc comme les trans-

formées de Fourier cleasigues des x.Ceci étant,si 1l'onm considire la forme

(s6y  flx) = x{6]

P

elie esi continue et positive su ur A ,et is m@sur& {kf correspondant 8 n'ss

4
m

autre gue la mesure de Haar d% sur R :on voit donc que les trarsfgw.e s de
4 sy o 4 o

ter des xaagi sont de carré sommable pour celie-ci{ce qui'est en fuit

nien connu,les x 2n guestion étant elles-mémes de esrré sommable },st on a

ipsd 1e droit dféerire 1a fornmule 53) qui.si on l'explicits,donne
‘ s H ¢

e

é -',‘ =
(57  {x(hjy(r})ds = [x(»]yix]d>»
—clegt-2- @.r@ e~3$nale,l&meﬁt iz Theoreme de Plancherel.

_Bien entendu,des caz%iu,raticns parfaitenent unalogues velent pour l'ex-

epole du N°3:dans cs cag lsa représentation intégrale de 1z forme f est en-

piue parfeite,puisgu’on peut alors ecrire une farﬁu qul ,avec les
: Al L = z 1 -
ins gu Théoréme 3,s'exprime comme suit:

lats
(3]

cmmablwg pcur,sf,et on. 2

5

: (=) 7 E

s?§?;$; %oa? tout x € ;{ s I

i

e e} <»}«~‘4 oh 2 s 5 | =4 ms o oot s 5 g«{ 7B Y |
Cex 52.’.3,;;60;’, & dont oOn & parle Ci-0eSIus| SIN000

f‘
2

- . o £ '
Tn muire exsmple intéressant est le suivant:isoil 1fensemble des °

BT 0=
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a)x est continue et sommable sur R pour le mesure di ;

bile transformée de Fourier

o :
(x) = j a > x{ 4t )dp,-.

w3

{(on méprise les facteurs 2 Jest nulle pour » £ O;

¢l x pcéséda_une dérivéevpremiére continue eivboruéa sur B .

Jég foncticns forment un espace de Banuch si en’y introduit la'nayme
(59) =l = [xtader + sup \xr (M)

et , Loujours avee les @mnraﬁﬁon@ d°finies au H°3 on @bfzeﬁt une nigﬂbre

vériTiont les hypothéses du Théoreme 3.{0n notera que toutes ces algshr

sont mlwe symdtricues au sens de la deélnztzo% 3.

Ceci gtant,on définit une forme lindaire continue et positive sur A e

£(x) = z'(0)/1 .

u"a

{etest pour assurer ia gcs;tlvibe de cette forme cus ncus avons impozé

Gl as - e g 2 om 4 ." ff’ - -
condition b) zux fancaicﬁs c&nsz&erees}.b’esp&ee q L (= mi 1c1}peut &

identific, comme en {55),3 R ,8t1 Théoréme 3 signifie ici gue ¥ est

g% 4
o A Y = g .

done sffirmer gue les transformées de Fourier des x ¢ 1 sont de

cette mesurs(st wussi naturellement,pour la mesurs d A

5 2 A e /3 % - 5 -
& 2 e r si,dans 1le cas present,
i SR P e RS o g 'a 4 Rk s > oden T = o
striction ou sl an contraire, on dolt se limilter & (D2j.11 S=moie
2 2 b - ‘.‘ T TP e i e
protebie cu'en uont (52) & d:s 7 dont la transformee de Fourier

eg
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{53) ne serait pas valable dans tous les cas -en ﬁ"u?reﬂ termes,si le Thé-
oréme 3 est danné ici sous sa forme la plus comyletavha guestion esi mise
Bl concours.

. Signalons enfin qus,appligué 4 1'algebre des fonctions centrales {e’ést-é
wﬂiye inveriantes par iss sutomorphismes intéricursjet sommables dfun groupe

4

localexent compact cae“ben%&\(mﬂn abélien),ou @ des sous-zlzcbres convenables

3 SVl s o 3 = 4 e - Lol

de eelle-ci,le Théoreme 5 conduit a des resulizts guli compreunent comme ceas
§ e SN SR iy b g S % . 2 7 R e g

sartieulier les formules de developpement des fonctions centrales suiwvant

x : % iy L : 4 e i S i ai

les cavacieres, bien connues dans le cas des groupes compactzlet aussi a2bé-

liens] -voir par exempie le livre de ‘eil .
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3 - Théorie des x -algtbres normées symétrigues.

Pour tout cs : ,v,ir Raikov {&} et Gelf and»ﬁeum&rk{;4]

b ‘ Soa ¥4 g2 P e 3 z s g & 7z % % e o
Danz tout ce g; ,on _designs par % une +=-glrebre normee,compl iete, possedant

un flément unité.et symétrigue - ¢ egtu&«éxrﬁ vérifiant la condition

{45) pour tout zg;ﬁ_,giégément x¥x + e est inversible.

1 - Propriétis des ¢léments hermitiens.

Om dit quium x= H est hermitien s7il verifie

=i
{1} % = o .
e o ] Sri ey o 2 -
Teu?t #: 4 ezt de la forme.
(2} =y 4+ iz

ot ¥ et z sont hermitiens (et uniques}.Il est clair que 1@3 éléments hermi-
4iens de ;i forment un espace vectoriel sur B - qui est méme fermé dans /!

gi 1'lwyoiution de f{ est continue [ece gue nous ne supnesons pas dans ce
f 2 g

M contrairvement 2 Raikov).
o ; i 2 ‘ - o {) = =
Définition I - x Stant un élément guelcongue de i ,on désigne var M (x)

z de .M gui possédent la propridté suivsnis:

gui est permutsble & x sst permutable 3 z.

e i A e

= e ‘ 2 Z < 2 £ s = 2 3
Houg dirons pour abréger gu'un z: ji.(x) est bipermutable & x.

7 = qosiy
= Pour tout x&‘}% , Fiix) est

iy .. Z A = ;
évident ;si v o 80 et _ﬁ,{x;zaﬂmm@ x ast
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4 {x] sst donec commutative..

s ' _%" 5 A i > & : =
_ 31 en outre x = x ,les y gui permutent & x forment evidemment une sous

w'ﬁ‘abwe étabxe r l'involution de &; ,gh'scrtaAqu’il,en ést de mérie de
jf% {x}:si 2+ i (x),i1 est claiv cue z 2 + 8 J{x) et gue L2 = + o} ?

ezt aussi dans ;fiix};gar csnséquéntxb u%}(x§ pelt 8tre dafis cs cas consi-
dérée comne . %‘wgggébre pnorués, complete, cammuuazxfz,sguézr;gue et _avee

"

ctre de tout élément hermitien de | est réel.

II

. S :
tion dz i {x] permet de se ramener su cas oy JL sst

sulte alors du Tait gue s e

eat positifiresp.siric-

tement positif) si sow sgac+re ast oo' 23id {resp,stgigtém@nt positif).

l

Cu vemerquera gue la no%d1ticn (48) imgnicue gue tous les Sléments de ls

U

wa&ub&~éﬁn&~x@ﬂ@hﬁ~@&ﬁ&§a§*ed@m6v&ﬁn¢&~ ~¥oiE. N

fe aomores é O:ear si

= Zour GJ u X hermitien soit positif i) faul el il suflit

% e soit sirictement positif pour tout A >0,

e = = = : 2 3 i T
Propriéiéd svidente si 1'on observe gue ieg spectre de X +h 8 se déduit de
Sl REsl e S

1ut d= % par la translation A .
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¥ Or notera que tout <lément hermitien strictement positi f est inversible;et
que ce n'est pas le cas d'un élément qui est seulement positif.

PROZOSITION 4 - Tout éiément hermitien x strictement positif est de la

forms x = y° oh v est hermitien strictement positif.et réciproguement.

[PRORRN

En offet,soit o« le spectre de x;c'est un sous-ensemble compsct de § 0.+t L
. . - ' ’ q n
‘ o , on peut done le séparer de O par un contour ferme
! T . - : :
. i . limitant un domasine G dans lequel la fonc~-
e -_»»‘r- ‘i - RS i 3 : 5 :
*r T » T‘ tion anelytique \}S ~ se decompose en branches unie
{ fig 4 formes;désignons par {5 ) cells de ces branchss
} 5 % :
3 {4 : et 3 .
Ef'{cui sst réella:sur 1'sxe réel positif et choisissons pour I un contour
eymétrigue par vap oyt 2 l'axe réel (fig.1);d'apres les résultats du Chap.li,

&y
e A .: % ul o o
(5} y=—1{%8 = x} .{5])45

A

_ wffu i
2 ur zens ot vérifie x = y° .Le foncticn %?(ﬁ } étant réelle sur l'axe résl,

)

1'éiément y- A est hermitien,st positif puisgue seon spsctre est 1'image

de eelui de x par l'apolication & — ¥ (53 }. - e,

X1 ]

11 est sams doute superflu de remarquer gue 1'¢lément y sinsi défini est
dans fi(x).0n le désignera par la suite par

(6) y=x1/2 b | - . ‘ - B

s

étant bien entendu gus cetfs notation est réservée exclusivement = cslle -

3z racines carrdes de x qul est définie par la formule (5}}.

&

FROPOSITIOR 5 - Le sgm@@ de deux hermitiens pos

e

'z

it

fs

ey
5§

el
LEMBNL

fet
;.*5-
c:uv

egp.8tric

b

S

ie-mbme un 2lément h@wé ie

vositif{resp.strictement
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\\ Usen remplagani y+ re par y,on peut se borner @ démontrer

1} x+ 3y = xzfz.{e + x'l/z.y.x_l/zlaxzfz

{noter que x éiant inversible il en sst de méme de xI/?;ésnt

dens {7} est inversible;or en posant 2 = ¥ X ,celle ci

27 2 + e,d'ou la Proposition.

(4]
]
«f

que x+y

on désigne
parenthéss

2 b4 %3
s'ecrit

i 6 - Tout €lément hermitien x tel ques e - x i<

contenu dans e cercie

&

7 - x et -x ns peuvent 8ire simpltancement hermit
: , :

Car sinon le spectre d4: x serait porté & la fois par é 0,4

HBéespitulant les résultats obtsnus,on & le

= o i X : ] ”
- Soit H le scus-ensemble de L forme par les &1

tiens strictement positifz,et psr ro possdde les propriét

o

S <
a) B est un cBns strictement convexs de 1l'espace vectorie

B formé par les éléments hermitiens de J{ :

1" posséde des points intérieurs.

2.

:ction é?&,ult%,on p%ut encore demontrer 1

A %
63 proprietes

st y sont hermitiens.et sl x esh stricher
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P effet,on a : | _
(9) X ¢+ iy = xIlz'(e * 1X~I/203¢XQI/2)QZI/2 .
se q&i'revient a démontrer qué is pareath%se ast inva?siﬁle;or eize est de

la forme e + iz o1 z est hermitien:la Prop.2 donne alors le résultat cher-

che.,

e e

HOPO”;TEON 9 - 84 x et ¥ sont hermitiens strictement positifs.le spectre

de zy est strictement positif.
BEn effet,ls formule

{10} Xy = X fg.{x /zvxl/zg.x i/e

MONETE gue Xy se déduit, par un autcmorabimme iﬂterieuf de 1talgébre 1 ,de

- ~ id 2 .i o i & - A S

itelement x -/ ¥ /2 -lequel est hermicien strictemgnt positif coume egal

’ 1,2 1/2 : : ‘
‘.‘p?.' :

L3

N T
&z Zx;(?il Z =¥

pveroutent entre eux est un Hermitien s.rictﬂment positif.

effet, ce prodazﬁ est hermitien en vertu 4s la permutzbilité et stricts-

=

ment positif d'aprés la Prop.9.
On peut de méme démontrer gue le prodult de deux hermitiens positifs permu

tzbles est hermitien positif,

Les méthodes nrécéd@c,es =dont il es’, recommandé d*apprecier ie ca"%c%éﬂs

&

p*Tnlt*l;”Té 16nut as tacfema - sont aues 2 Geifama et Neumark.

T

44

T T Gz s 7 Z e % aw
- Formes iincéalires positives sur

unse M‘~§;gebre gymetrigus.

- So0it ¥ une forme lincuire Eositive.(non-nécesSai?emamt

Retend

-=ntinue) sur A ;pour tout hermitien positif x, on 2 f{x}> 0.

% ezt strictement positif,cela résulte de la Prop.4;dans le cas géneral

T e

pour tout A > C,d'ol immédiatameﬁt ie Pr
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- PROPOSITION I2 - Toute forme lindaire positive T sur A yérifie

D'aprés la Prop.il,il suffit pour le voir de démontrer que 17élément

§ , ¥ A L% .k
4

(12) = lx"x| v 'y -y x*xy =y

($9

est hermitieﬁ'pssiti?o%u’il s0it hermitien est évident;comme gar ailt%urw

g : - 3 ; ! i i :
ie speetre de x x est majc e par k xi enthese dans (12) repri-
: i : g

”f

g, lz pa

sente un hermitien positif, en sorte que ,pout tout X\ > U,on
, .

o
i

3
£

f.6 - ¥ x #he

]
5]
v

Z 2 X 7 ‘?. e =+ i ,' =
s By ({x xle - x x +'ke;y > o,

(««,‘««a

Txy) srtlyTy)lo o0

)

- 745
¥ers U.

' » & b = 7 } : s <
- Toute forme linéaire esm piysitive sur jt gst unitaire et est

gn outre continue si 1'involution de_Qn 83t continue.

e effet,les conditions (FU ) et (7U,) du i;ﬁ gsont vérifides, la premiire

:"4

parce gue A posséds un ¢lément unitd, s seconde en vertu de la Prop.i2.

Comme (II) domne en varticulier

z < f(a)f‘(x* £) f(e}ux*x{ig s

e A

ti6) gf(z}

£

on veit que T

&

st continue si Uxii Hx*3” .

(La continuité résuite aussi du % z;”he créme 5).

5 e L = | S ke .
5 =~ ldesvx maximeux des algsbres svmétriguss.

<ol

©
b
o
¢
&
)
s
133
O
o
;::5
)
:...‘ 7
3
(s
"'S

- 5 & i
B }‘S‘l’nr“"“ BT =

¢ comme le sommet proviscire de la théorie

{aa

&

b

deg X -ailgebres;les résultais er sont dus essentiellemnt & Gelfsnd

Heumerk dont lec mithodes ont été générulisdes par Raikov.Notrs but esi de
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on 8 nicessairvement » > 0 -sinom y = x -xe serait strictement positif
contrairement & ce quton vient de voir.

Considérons maintenant 1'encemble E des éléments de la forme

o 5 ";,, £3 ot A T | 4
(02} X =y AAre avee  y& et A

de mms gue H{g7) ot K ),2 egt un sous-espace vectoriel de H.Comme d'aprss

23 £iz) = 0 pour we Bl s fle) = 1 -
e SEh G 4 fony o i
Pour un elément (22),0n aursa donc
foyp i ;{ % il
(243 () = 2(y +he) = A
, e .
A 2 i g e & - i
et la propriéte b} de B{# impligue dongc:
& = 5 %
{25} fFlx)> 0 isi x+ 5 est hermitien posi 1$iF.
- s st

Tk

Zn d'zutres terwes,f est gos ive sur l'intersection de = et du cbne H™ .

Parvenus 3 ce point de ia démonstration,nous sommes au regret d'intro~
: . s :

3>
3

7
7

dquire 1z Providznce,sous la forme d'un

THACRIENE DE KQmIk - Sogient H un espace de Baﬁach sur 2,et H' un sous-~
3 o A A ARG

2

engemble de H possédant les propridies suivantes:

34 5 5 e -t - G ﬂf{wzvﬂ I A mon i oen oy e A nuS
b ol SRS D S 4 2= NS Iorve LIReRITE CONoil Ty
AR v S S s o e === :

% de H. et prenant des valeurs pesitives

tion 3 & 4'uns forms linéaire continue définie

e T S S ABST e TR A




exaciement dans les ¢ dztions d’apjllvation du Thecsé de Krein,et gue

.4' <

B

(Rt Ecpe-atieatl

par conségquent on peut affirmes 1'exisience d'une forme 1in caire continue

£{x} définie sur H,positive sur #* et wérifiant en culre

2

(26) fTle) = £{x) =0 ' pour y =y &y ' awec y: i,

S: 1%on prolonge f & teut .fl en posant

(27} tlx + iy} = £lx) + if{y)
:1 set cleir que 1l'on obtient une forms 13 éduire positive {donc continue!

ST ; ‘. " A: / » 4 > ) % 7
51 Awgcm sura sussi % x & m { Y- est un idéal & geuche],st méme
x® z - ul{#t ) 4s fagon évidente;par consZquent,on a

{28 Fix" %) =0 pour tout xc ¥,

e gqui achéve 1a premiére partie de la déaenstratinn.

o
{

Hotzr gue,si 4L est @&21ma1 {hypothese dont on ne s'est Pas encore servil,
{28} cerscicrise #L ,pulsqus définissant un ide¢1 a gaucne 413%1&05 Ae /i

et zontenant 4L .

Deuzizme partie : sxistence d'une fornae unitsire Slémentaire T tslls g
£ ik 7“ P g . '
{24 £{x %) = u pour tout x € 4.

Considérons les formes unitaires f telies cue fle) £ 1,et gqui vérifient

foenet

slles constituent visiblement un ensemble comyexs K,fermé pour ls

borns -done faiblement compact .De plus,

i ejair gus
sy f& X implique f/f(e}® K si fle} # 0 ;
bl £ K et 0 g ¢ impligue pge¢ kK -
‘34 propricétes ye?ﬁ ent de refaire sur K le raisonnement exooweAvla

napt 2 proj de ?;'iﬁi.l héereme 3} -de facon précis e,l@s points axireé-
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¢fun espace de Hilbert de dimension infinie ;gue cetie sigeire verifie

e ' } o : o g - e
irréductible; @pﬁnﬁ@u»,u}b possede un idéal bilztsre ferme nom triviazl

{on peut montrer gus c’est du reste le seul,s savolr 1°enseuble des opt=

rateurs complétement continusg de Ji. .iusnt 3 1a représentation uniteire

@

dont cet idéal est,en vertu du Corollmire 2, 1tannihils tear,p@rsanﬁm;é la
connaissance du rapporteur,n’en s jamais su lz moindre idée:problime mis
au concours pour les tératologuss.

0

Remargue - S% S est &m@w:«»¢gehf@ nomée e¢mp“at@ vec unité, dans laguel-

A

, f s 7 0 i . s
le 1e Theoreme 35 est vrsi, 41 est symetrigue;cer si 17ideel 5 gauche en-

. 2o o
inct de 7 il exis-

&5
(6}
-
e

¥

y
53
o}
&
o5
D
Pk
(3 b
]
@
pox
(554
£
&t
foumd
el
Q
x|
&

et
]
¢
&
o
(Dx
e
bl
o
g
bats

f{z) = 1 , flx xse1 =0

ce gui est abesurde.bonc 1fhypoihise faite sur /1 d'gtrs symétrigue est

azuentiélle pour sssursr la validité du Théoréms 3.

Bien entendu.,les résultzts gu'on 2 Qb%%mﬁs dens ce ¥ posent des probls-
mes impawfaa%h? ar evampié,Eﬁdnn%hila,eu? d'une représentation unitsive

s S = Zoiig : R G m‘: T :
détrenmine p r une —sule repré.sent.tion unitairs irreductible?ll est s ns
~ 7 é v

doute superflu de priciser gu'on ignore tout de ces guestions.

Enfin,une conséguence lmportante{thioriquement tout au moins)du Théoréme

3 8s% la suivants:
g gy !.j S % '
THEORENE 4 - Seit 7. une &malg bre normés,complete,avec unité sym enrig&a

et munie d'uns irvolution csmtimue;p@mr'Q$ej@ seit Faibl emen* semi-~3 imﬁl




und =

P
OpE-

caTTe

e
o

ic
te 4°?

-

&5
ioin

)
sont d

sent
vident.

é

3

£

=
=%

%
<

o
%

et gu

bre sutosd

®

résult
&

e

ie contrs-exemple gue

adon b

3

et

x

2
«
s

—

dé

trigue

7

montrer ¢
gyme

gue toute &1

75

=

H_ udmet alors une repr

3

eroirs

-
¥

'}’,.‘L

9

£0
10'5.

597
rateurs d'un espscde de Hilbert soit
er

B nd

e

le =oin de’é

t pas

'y
3
e

R

&

dra

ciproguenent.
ceste guest

e

2

e gue £{x T x)

L&t

issons 1u lecteur

<
fidele

.
.

ﬁeus 1

e A B

C&

ositive f tal

Remargue = 11 ne feu

)

U]

=
o

ROTE

g

T

2

b

e

i
L %3

A

S fad




;
I L
S e

60¢

4 - Algebres de Gelfand et Neumark.

&)

Le but de ce £ est de donner une carastérisation interne des sous-zlgdbres

fermdes et autoadjointes de 1l'algkbre des opérasteurs d'un espacey de

iiloert.
x - 2z :
i =~ Cas des mlgtbres commutatives.

it

THHORE I - Soit F. une al_ dbre normés complste,commututive,possédant un

ciément unite,el munie d'ure invelution verlfiant
@l - =]

iors | est métriguenment x‘aisomorghe_g 1?aigébre des fonctiors conz*nm 5

¢

sur 1'sspses compmey H - . {Gelfand et Neumark ).

emme 4 - Four tout x¢ A ,on a
. . : i - ny i/n
2} =] = [l -1m i) 2
1 :

G AN -l

it : », { V
R &5% ie reyon du plus grend cercle du plan complexe a 1'intérieur duque
& +nx s0it inversible(CH.II, % 2,Prop.6).lizis dire que x +Ae est inver~

sible revient & dire cue x +Ahe llest ce qui montre gue

3T ‘__ ‘ iy o .0‘_7,: N :
4] 1im | 200 = 0 ﬂ{X g}lﬂn ~ pour toul x,
eni zorte gue lion = dlaprés (1)
; . i ana B/p - y.nd I/n ; By l/o 7/3%
{ 2imlt iz bx) i / = dim }fxn 1 T s 3 ‘{; '%(} §§ = = 1/
i i : i :
< A/Q »inf tx u X*g? >
ce {1
ey
yeog
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A® A = AA ).0n peut slors lul assoc! er une algébre verifiant les COfélw

tions du Théoréme 1 de la_fagcn suivante:on prend lz plus petite scus
"'_[_; b 2 o
-algibre fermée de 1'aigébre de tous les snera?emrw de 3 qui contienne

# A ‘ . _ 7 » :
: ‘I -ou encore,on e@u51dére_le$ op erateurs gui sont limi-

tes,pour le topclogie uniforme,ds polynémes en A et A .11 est clair gue
‘«s. e Q = % Joaede 2 &
cette algebre L est eemmuta@zv congle e,stable par 1l'involution natu-
ells de= operateurs st qm'@?Té v' i¥ie blen lsa g@nfitian {1) ~propricté
ici {et qu'on verrs 8tre caractéristigus}.

g s
digt de constater qus A est aan§ﬁ1f¢a ent homéomorphe mu specire de A

dang le plen complexe ilghoméamcrphigm@ en guestion 65&51%*“2@ 2 assoecier

LGSR R
e A

B 5 g ‘} TS 3 R CE
% le nozbre compl e (4. %) Jiper suite, A est iscmorphe

& 1'sigébre dss fonclions continues sur le spectre ©° de 4.1l est fzcile
de construire explicitement cst isomerphisme;si
;!
g i 2
{25} A= ] 2d5
o &
décomposition spectrale de & -2u moyen d ‘une "décomposition de
1iupite” poriee por O et 81 £(2) est une foncticn continue sur O i1
i e : 7 7 4 : e . :
lui correspond deng T l'cperaleur conne par
;
g i » 5 e
{5 : ] =
:;:vn§?—~ }iazi:{:’l'z
et
-sn Alautres termes,on obtient ainsi toutes les fonctions cont de #.

S 3 O R e S : o ey s ik R S ) S ORI o i
gue 1a oécomposition spectrale 5) pourrait s'obtenir par les

§ =~ 7 s
3 o o AL T A 7 ~, o v ‘&n!
du & 2ien effet ,ss X ozt un slement arbi trairve de ot ,ia
- 5 2
formule ,
(s
2P % g e iy A
271 ¢ ) - (vr x)
¥
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ie s’ap lique,non seulement au cas ccnsidéré ici,mais & toutes lss alzb-

bres commutatives autoad jocintes dlopérateurs -et méme, dans une certaine
_ L ,
mesure au cas non commutatifielle a en outre 1'avantege de mettirs parfei-

tement en évidence lss relations existent entre les théoremes de décompo-

ot

on specirale et les theorewes du type de Bochner( relation vue pour

la premiére foisz par F.Riesz, semblectsz}»ﬁiea entenﬁu s00 imﬁen?é ient

]

G
3. " wi

_e5t de ne pss &tre éiémentsire(puisgu’on fait ussze de Krein et Hilmann)-
mals i semble difficile d'unifier EQ les résmltats connus dans cet ore
drs d'idées por des mathodes élémenteires ...
Hevenarnt aux algebﬂ@g de ”elfa&a et Reumsrk, @eas zlions démontrar un

resuitat important pour ls suite;clest 1=

3 =454 : :
PROPUSITION I - Solent H et H deux aioebres verifisnt les hypctheses

du Thiordme I;slors %out % -isomorphisme algdbrigue de # dans /1 est

\

Scit en effet # un tel isomorphisme;on peut sans restreindre la géné-
: ! : i ? |

3 < Lt 5 3 %
raiite supposer gue tf( R J est pertout dconse dans /U .A tout carsctire
. 3 / . rs 77 /
%' de /& correspond alors un car: ctére x = %?(%“)_de 4 denné par
{34} {yix],x') = (x Blx')) pour tout x & (JLQ

et ls fait que Vﬁ{J%} s0it partout dense éans‘j{ jmplique que 1l'apsli-

s o :

gssion o de n dans A es3t biunivogue st continue.ls Prcpositicn sers
£ de ﬁ;' par cette applical est

ras. dd fonctions QOﬁtiwaes reliztives

usment 1samorphe is Or cette imgoe est vl sous

=3
o
A e
e
fods
g{)
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identiguement nulle,e2t prenant la valeur O sur B;en d° &utres t@?ﬂ&g ea on

vertu du Théordme 1,1l existerait un x # 0 de A ~tel que

{35y { {x),x? ) =0 pour tout xX's H';

m

mais 1 est semi-simple,en sorte que 1'0n déaunit de lu ¢ (yj = 0 et par

conzcquent x = 0 pui ue Y’ st un 1&0ﬁer9nlsm& :d’olt 1a Proposition,
Bemeroue ~ On verra plus loin (Lemme D) que ce résultat ='dtend au cas von

e . : : :

2o
conmutatif,

commutstives.

_slgebre normée compléte,avec unitd, zynéiricue, ei

220 = : (ferrie]

ors M est mdtrigu ement % -isomorphe & une algébr@ sutosdicinte

‘un espace de Flibe?t convenablz,et rich prudémﬁﬁua

d'abord ia réciprogue.Soient pour cela’%é& Un espace de Hilbert

T g A :
S 4 e R ~ ” ¢ (e A o = !
a% . Hs 1'elrebrs de tous les opéretsurs bornés davﬁﬁé <munis de gon in-

volution naturelle et de la norme habituelle- et A une
- ’ Y - ‘..‘,‘ Id / ! v 5 ;. ® i

»5table par U3 U et ferwée pour la topologie de (H .11 est bien cone

st done JU  vwérifient (ﬁéé et (HE)

Pour montrar g%gjg 1'est sussi, il suffit d’obse rv»r au 18 specive d'up

;et que L@( est symitrigue.

; U e e s R G g
lant g1 l'lon contracie 1'al rciea

ile on congidere cet opérataour{Chap.li, £ 3,8° J:donc st e H |

£ : % 2 5 = i
PR = 2 - 5 oy 4 3 e S SN T
+/f mers le méme iang fi gue dans JA) :d'on ls nDronrie

N 5o £
e TE &g A

i
3 =
rE 2
A IF
S LRee X
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6?'

Lemme C - Toute slgébre sati isfalsant sux_hypothéses du Théoréme 2 e&%

faibiement semi-simple.

Em'effaty{ﬂ ) impiiqueiﬁxgé§.x.é2x ”2 pour tout élément hermitien x :

. 0 : . - : g : . S :
de [t :on en déduit par un raisonnement déja exposé d= nombredses fois

que ie radicsl faible de Ji ne peut contenir d'autre élément hsrmitien

gue C.mais =2'il contient un x quelcorgue,il contieni aussi x x -dfon

on dzduit du lemme C et dos resuitsts du - §; qu@éadm@t une rapréssntation

iml i R a5 e S P s AR
R 0+ Tadele.Soit H ia pius petite algebre fermee d'ope-
7 2 ¥ b PASiets 4 et - > B Praip et e 2

f
2 I3
P S S U Gt R o Ty i 2 i : L S e L ey
rataure de g8 contenant tous les U -c! gstez-dirs l'adhérence de llensen-
£ 3

§ R

: -

Tt Ziee Y o A A e : S S 2 A 3 R B ‘

Gle deg U dane ia topoiogie uniforme des operateurs.ll est clair cue /i

zfé dsux_slzebres veéri flﬁ les conditions du

> % % 'v {7 t
-isomnorphisme slgebrigue de H dans A egt iso-

-

meésrigue (en ascrie cusz l'imagze de \ﬁ per une telle scplication est fermce

. :
un iscomorphisme é%'kfl dansg gfx ,vérifiant € (xT § =

o 42 S RG] PR %
in ettel snit
3

RS

',f_...-"?' i 7 2 L ,\‘.- O e = < ;/r, - >
Wi ; ZOUT UR X£ }% ,considerons le rsous-algzebre fTermés 43 de A

% 2% . £
e v =i n P omag BN A AR dans ./ Fo mrvm f e e
2 S e R g ey 203% 8 5 Ze &Mf_:v}“wﬁbb ans & ss PR S S lﬁ@au
X
% = 1 = e 2 = i e
par i 3ii €6t cleir gue 33y et ) sont commutitives ,completes, evee

d*sprés la Propositior
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iincairs powmi itive gurifz peut 8tre ijeniificde 2 ur élément du dusl risl
42 H; on obtieni ainsi dans ce dual u?r ensemble QQEV&X& et f&zblﬁmeﬁ?
Tormes {37) y sont pertout demses pour

Mais d'aprés le ThéorZme de Hshn-Banseh, cecl revient {puieque les for-
{37, constituent sllies mémes un convexs) é‘lémOﬁﬁffoga propridtd

suivante: si un Uz H wérifie 7(U) }= ﬁ-gaur toute forme f Lu type (37},

Thege

o
AL

9 ezt

}..Xa

sxiste un clement ;'fhﬂ‘ tel que U = ﬁégﬁ.

Pour demontrsr ceite Proposition,il suffit de considérer 1'algébre commu

;’(‘:’2\ 2 3 - 5 % "y 2 : 2 - ',f\
= ,engendres dans f% sar U ot 7 ,8% l'adhérence 5; dans J1 de

,,;‘4%? I3 - - 7 o A o - ’ N
algebre; {~ +érifie alors Jes hypoth®ses du Théoréme I,et est donc

isimorphe & une sigdbre de fonctions continues;comme U esi hermitien posi-

é'aprés une remarque déjs Taite:

&L

o

&

i &
omorphisme sn question sers 9 valeurs

%

=
- R
S8 breg

ast éa moaﬁrefg gue pour les al

o
DAL AT

, : .
Lou les representsiions unitsi
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‘ezpsce topologique A peut fort bier ne pas 8irs séparé -ce qui est d'au-

g:d

tant plus malheareux/éﬁegcomme on le vcit facilement,il vérifis 1'axione
Bér&imiehesgme { A posside un éléméﬁt unité}yc'est pourguoi nous n'insi
. i ; &
ﬁi@t@f%ﬂﬁ pas sur cette qa@stion';Disoms eepeadanﬁ:qae la notion de ”@yaétze
B 8'&?pliquﬂ en particulier aux f@?@és amit&i;”

assimilant uvne telle forme & 1a r&@ré%%ﬁaﬁ icn

A/ ;
correspondante; et gue ce spectires ,cowue i1

P

(~

¢ 3,n'est aulre que 1l'censzemble des représsnistions

3 z ; i
il il s@ﬁi d 2finies par des formes units
a

2iresl anprochabies dens ls topologis Taible du dusl de f%. .pay dex Tar.
B 2 D3] T

D i 3 % R S o :*’ {:‘W; ;\ l %
Loe Zux = 5o oM Pla ot - s B P A 3 1 _
L AR /-:; : . { s } ef {, & & ?2 { e ; 7
~ b ’ g %
A Zig :
U %, ..o, A, sonut des ﬁﬁﬂb?%& complexes &?blﬁ?an@;aqt Bgee00,4, dos
37

& 7 ‘fﬁ; .
elaments praires de L ;0N pourra constater une certaine angloglie enire

véeultats ¢t ceux du uﬂ&boli, % 4 gur l’ama;y@e harm931Qh@@a slogie

dfsutant vius frappants az@ ci,La”syntﬁese havvcnlane“ est poseibl:

foucd
€8
iy
L)
i
&
w
fr]

gt,récipraqﬁ@m@nﬁilimite faible de combinaizons linéai-
res,: coefficients positifs de formes £lémentasires appartsnant zu spectre
-&-dire obtenues cowme limites faibles de formes (38).Pour ces

R A 2 A c 3 S ¥ o . = S U S T e
susstions {sncore dans l'enfance){et doat on ne seit méwe pus 81 eilss niy

sterrellement),voir Codemint {f ga




% _ Caractires des % -algebres.
; : & :

$

résentations unitzires et formes cenirales positives.

A ass igne une x -algébre normée complste,avec unité et

Stznt dsstinées 5 simplifier

nunie d'une involut;on continue (ces hypothéses

A »
l'exnose

. Comme

re

on 1'as vu,les formes unitaires sur A ne sont autres que les
s &Gﬂﬁlﬁ&@& et positives.

Tow U d* ou'une fomé iiné Are f(r} d“fznze sard% st centrale
o3 sile woerifie ila condition )
{PLC) f{xy} = f{rx; guels gus soisnt L x éﬁ ¥ £ A
sers ici aux fcrées pqsitivés gui sont centrales-en
laguelle est ﬁre propfiété relat ivemeﬁt restrictive

{alors qu'su ccncrazre et exzstencﬂ de formes uni-

non centrales esi un phénoméne general dans la pratique‘.

Gwii'féx} une forme unitair re centrale; f définit une representation unita‘ra“
LONCEENe %ﬁ% U X} de qufon peut obtenir TEPL selons-le, comme suit:on consi-
déve 1'idéal 2 zgauchedl défini Dar l’équétlon:

%> l;aspace quotient A :sur celui-ci, ls formule

(2) . 5d), -t )
Jo aifiniv une structure p?éwhil tienne,d'on par complétion un es-
ic miib WD dans lequel A /41~ est partout denseisi alors on con-
5 14 représentation linéaire canonique de UQ. 4ans V%.ﬂ4mw ,0n constate
Leurs de cetis représ enaat1eﬁ sort bornés ncuw la struckure ?réé
de d% /A ,et sont par suite yrolongeables 1'e$§aceé¥% par
coitinuité -ce ogui conduit i la rveprésertation unitaire cherciée de A ,80it
z2-»>0 :celie-ci admel s ccmme é14ment générateur puisque 1'on a ﬁwiéé = %5




EoR

Ceci étant, supposons f centrale;alors i1 est elair gue ML  est stable paf

et f s'exprime par la formule , . - - ‘

G} - Weerr.. | -

‘..Jv

Hi T

x~§,xmv ,et est par conséguent un idéal ggla re ds Ji ;done on pesut éé?

dens xf{/A&L deux représentations lin zires de ‘fi ;1une est définie par

: 4 '-4“""\
(4} T (¥} = (=y] ;
est uns r%pfég@ﬁtaﬁisn 1inéai?@ rauche de A {Cf.Chapitre 1},et copduit 2 1sa
représentation unitaire !aﬁ ‘dont on vient de parler;l'autre est données par
i ; L, ,’”’v«.\ . g
(5] 1 {y} = {yx]} ) ‘ ,
A
et est ure représentation lindaire l”ﬁlﬁ@ de Jl &at@‘}%/ ilv%St‘claiy gue

les mnﬁam,¢zhisaég T_ &% T! sont dsu permutables guels gue szoient x 2t y ;par

X ¥y
ailleurs, on aura
& s

{ o Lo «tave’.,’i( -,1‘* = fﬁe’* * 1 = P (22} v) = [y Tz}

;6} A}{'*’z‘!;u% R } Z ,:s" 3 ( Z éf} QJ& X“"a{f b
en sorte gue x> T' est sussi une rep sentation pré-unitaire (droitelde J%
dangj%é&,;caw@e par ailleurs on a

oy 7 2 2 : &Y = . '7 " *‘
y (1) (T3y,P8y) .= £ (yx?¥ yx) = £ :f’gyxs = Tlyxr g )

< -~
N \ it s
£ gl ok Gy)

5 : 3 ; : (]
on voit que les opératsurs T' soni,comme les Txgcoﬁﬁiﬂua pour 1s structure

4 2 8 E b : > :
(91 Te=i e pour tout zégﬁ =

S “A. sy = T ;
%@ﬁéﬁﬁﬁ?ﬂﬁ”ﬁf““ﬁﬁt‘zr“*MﬁWﬁhﬁ? v §
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dérations qui nous ont conduit a la définition 2 nous aminent naturellement

81

- TEZOREMZ I u'Tautg double ;“gresentation unitazre monos éne d{ﬁﬁg 1} ? s K}

mv

de A est déterminde,i une équivalence pres,.par le connaissence de la forme

linésire conitinus, centrale et positive

(17} £lx) = (0, %,X) = (V,X,X) :
inverssment toute forme lincaira continue. centrale et pcsztlve T sur Vﬁi deiér

une double raprésentation uniiaire genogéne de uﬂ[ nou?';aau&lle ona {17}

g :
b

Le zeuwl point gul me soit pas absolument évideni danz ce Théorzme ezt gue,
pour toute doubl e reprisentation umitaire monogéne,ls formule (17) définisse

centrele ;meis cela résulte de ce que

(18} flxyl = gz’ f*yx X = (u v LX) = {v %} X %) - (v v VK?,}CE = flyx)

mime gu'on s distza ue les r@presentatlons uﬁltaires maﬁogeme des autres,

une théorie ccmpiﬁte‘des doubles représentations obligerait a intr@duirg ls

notion sulvante plus gen&rale 2

Définition 3 -~ On appe LZe double regreseatatlon unitaire d'une ﬂ‘“ gebre = A

1'snzemble i@@ UV »51 constitué_par :

2) un espace de Hilhert %6 =

Llune rgpré&entg&icn unitaire gguche x--) U de .}Z dans ‘&‘6 S

¢} une reprasente i:i(m unitaire droitﬂ x.,.,»v de.ﬂ. dans f}e ,¥érifiant

=7 .U guels gue soient X ety ;
¥ y =
d) ar isme involutif 8 de 1'espace de ﬁiibert %ﬁ? tzl _aue

3 .. 5y -1 5 u'twt zeﬂ.
x X
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dx lz mesure de Hear sur G [invariante & gauche et & droite},L

i
sk
=
L&
fd
Pt
by
Beds
R
by
e
£

l'espace des fonctions continues a nsyau_comgaét définies sur G.L peﬁt Eire
considéré comme une:gwalgébre'(sans £lément unité si G n'est pas diserstlen ¥
introduisant les cpéraﬁions suivantesi ‘

(1) fxglx) = JrGoDeelylay

() @ rGie i) .
et un exemple particuliérement siﬁple dg forme 1inéia?e QOSitiVé centrale‘sufl

e S5

L est 1la mesure €& formée d'une masse +I placée en e »don%ee erli citement par

P S
A
o
o
by
e
i}
i
@

et
»

dent 1'importance est capitale{guocigue noa _encore trés bien vl"czéﬁeE”a gavoir
la suivante:soit LZ l'zspace des fonctions de carrsé sommable pour dx sur G;

s

- z . e = b ie

de bert ., et elle est donrnce par
GV 77 i f, - - ?v” o= peinle oY 5 n + i at oe ;-2
4§ Vg = * g . f‘g“‘@”" ponre T el e g L

o gan I P maghmme A oy % g senr S gt e ;] :")‘ 1 < T o 1""’!(2:‘ mrotd o i’ﬁ Ao 'i(&.
=80 o sutres termes on parvicar aingl a4 14 00unie repreoseniaiion ‘repulie

de G.Blen entendu,toute mesure centrale e: de type positif sur G conduit de

et i1l y 2 lieu de crilgre

Jete
l.i
&
£
@
]

03
R
(o}
£

i

: : : , < @
de e, invariant par les asutomorphigues *1@{?1@&3: de G -clest-f-di

3 e S,
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ignore tout des amutres;mais 11 est hors de doute gu'une étude compléte du

2 - Proprictés de la relation d'ordr e‘ﬁaaﬁ 1'ensemble des fcwmed unit aires

La,nutbﬁe ce H° est &e montirer Qué 1tenseuble Z des formes unitaires cen-
iralﬁs d@finieé sur J{ eaéysi 0&116 puni ié =8 reld ﬁicn d'ordre nauurziwe,
un ensemble achevé:ce phénomene [gui,dsns le css com%utatif,se ramine ,par 1l
thdoréme de Bochner,i la propricts correspondante des mesures pog tives sur

un espace compact)mentre gue les formes unitaires centrales ont usn comporte-

nent piutB% “abélien®, ce qui peut se justifier ﬂuin@mﬁﬁu dang certains cas.
LS { ) wr o ﬂ
Soitd 46,0 .V ZS3X§ une double rep ntation unitaire monogéne de JL ,2880
L % X

{25) = f£lx) = (B X 3} - (v.X,X)

¥ b 3
{7 ; Ve 2
et soit JA ensemble des opérateurs linéairss bornes de % qui vérifient

{26} > ook = A,8 5 onﬁ = Ao{l’ °
il est clair qu*ils'fsrment une algebre autoad] ointe,fermée pour la topolo-
gie upiforme (et méme pour la topologle falble)des opcrataurs.ﬁous alions

wontrer gue cstte aiﬂebre est commnt&tive,on 88 bo?vera & étudier les A€ JX

gui sont hermitiens et vérifient 0K A <A :31 est clair qu'on ne restreint

RRer # s a7 a
ras la generaliié en se yamenant 2 ce cas,.
2 2 R A 5 A
Tout d'sbord,pour un tel A on a
g’”-,‘; 7 vy ey 2 - ~oawr o AT ok b oot ovt 5 ‘
{27; (4.0 2 %) = (8%, 830 %) = (X, 530 8X) = (X SASV . X}
> : x x % 3 X
- *
7o
( ' 2 >
# 2 £5 rooar £ - Ly E P Ny N Src R 1 % =
L28} iS48.V X B = (X AU %X} = \_Lxﬁf&,:{; = i,AUX!{!;X_; = AVVX Xl
: s X 5 o R
= e e e - on, L g e e -5 5 % Y Y 4 2 3 3 e
ern remplacent x par xy,:st en terant compte de (26]),om tire de 13
: s
. = =5 s 2 ®
et SAS = AT toul AE Iy
L 23 :
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14 . . n S
Ceci ctent,soient A et B deux elements arbltraireqhe | ;appliguant (29) & AB,

(30)  saBs = (aB)" = B*A*

W0

mais 8 étant un antisutomorphisme 1nvo‘ut . cn a a&ﬁai
%k

(31}  BABS = (SAS)(SBS) = A B ;
- ;"l{ * : ‘ : i ' 5 ' ¢
il en resulte gue A et E  sont permutablies,dons aussi A et B,et ainsi est

. : : 2 A i 3
résuite de ce Théoréme et de ce gu'on a vu au $ 4 sur les * -algdbres

G- :
Gelfand et Neumark,gue,dans l'algébre J\_ ,1es operateurs

viitiens forment un sspace de Riesz vis=&.vig de la relation d'ordre naturells

wu'on peun définir dans c=t ensemble{ car ces opérateure hermitiens forment un

grdonné isomorphs 2 1'espace des fonctions continues réelles sur un es-
vece compast convenablel.dn fait,cet espace de Riesz est achevé ; clest une

orocriété classicus des systémes cummut&tifs d’ap»rat@urs hermitiens,gue le

a propricté analogue des formes uni-

et g deux telles formes,et supposons

10}

(D’
W

eprésentation associée 3 f.D'apr

e g ac
QG 2.8 h,} 2
A
e }(B
e - SEOEL P e e D s i e drifiant
£ e s o T o BRGNS (FD il OpTSYaVeurs Aermiciely o bore e, ¥Yeriiians
;
£ b 7 . b3 Ty < SX 3
3 08 B £ 4 : g{x) = (HU_X,Z) . HIL = U H
3 T 4 & ; T‘ = > 4 = antrsie omend
€2 & Ti OGEens un €as BIiUS g’d'ﬂ%f@i auv $ L2 Eadiud Pa:t gue g est cen Bie e
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{34) ({v LT X ) = (HHXX,ny) = g{yﬁix) = g{xy* ) = (Hvyngnxxx)

e’

= (s #ﬁx,vxxx} = {Hﬁ?UyV X} = (HX,V %jﬁ} = {?xzzgvyx}
S

de plus,les U X étant artout denses‘dans i) 1'onera
P P

pond & g est p&!faiﬁcm@?t ﬁéterminé par la formule {37),st ect une fonction
“’c;if‘a s“-,te” de g;réciproquenent , tout He 5% vérifiant (34 Hg A4 ‘-est BE850=
cié & une t@&le g =3 savair a '
{35) 4 glx) = aHLX X) = (BV_X,%) :
ait g« T résulie du % i,2t 11 suftit donc de yerifier gue g est
certrils -ce gui résulte de
(36 zlxy) = (MU, 0.X,X) = (5,0, ,X) = (SU U .X,5EX] = (v, X, 8%

X

--~les formes unitaires centraules g telles gue g < F;
~~=les opérateurs hermitiens <:J( tels gue Uwé psd

i'ensembie des formes unitaires centreles est

n d'ordre considérée;et méme qu'il est scheve,comme.

on ie voit de ia Tacon suivante:soit (f».) une fgmille de formes centrales
majorse par uns forme g;ians~la dou%le emtation associ e a2 g,les T,

seront représentées par des op ‘rateurs bermltlens de 1'algébre j{ correspon-

£

mpris entre 0 et/ ;ces opérateurs ont donc une borne inférieure

bl

gui correspond visiblement 2 une forme 7,borne inférieure des f,, ;d'ou 1l'on

deduit par des ra vaner ents bien connus l'existence de sup{(f, . -
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On peut étendre ce résultat A des algdbres ne possédant pas d‘élément unite;

cfest ainsi que,sur un &raupe localement coupact queiconque,¢ee fonﬂ ions gnt b ;
mBme des choses plus geércérales comprenan les mesures)centralas de ﬁype posi-

tif forment un ensemble achevé.

3 - Caractsres des k -algtbres.

Définition 4 - On dit gu'une double reprisentation unitaire §Qﬁ 07 ,S}lgg

o T et

A est irrdductible s'il n'existe sucun sous-espace vectoriel ferme de I3f , |

autre gue %_Q} et Z2iC aui soi& invarisnt par les U .ggg.vx

=

I «0n
forme unit ire centraie f est un car&ctére ﬁefﬁ, 31 e e;l definit une double B

5ia

re irrdéductible de (R ,et si en outre fle) = I.

s

3 g R ek Ge Yon B9 s s 5 s o 72 ¢ 22 2 P SR RER i -
Les considerstions du B® precedent prouvent sans gu’il soit utiie d'insizter

5 T S P P G -; e D Sz e va b S T B
4 - Les caracieres de JU sort Jes points exirensu¥ nop nuls ds 1 EYi

semble convexe formé par les formes unit:ires centrales teiles gue flej & 1. |

formes élémentaires,les caractéres peuvent sussi 8tre définis §

par le fait gue toute forme unitaire cenirale gu'ils majorent leur est propor-

o aza” BT o gy s
stsouT=an
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Soit K 1’ensemble des formes unitaires centrales f telles que f{e)€ I.Apre=

_lons partie complite tout sous-ensemble A¢ K possédant les propriétés suivan-

ves: a)A est convexe,fuiblement fermée,et,avec une forme £,contient toutes les
formes g = A £ telles qﬁe gle) I; bla contient toutes les minorantes de s2s
éléments "}wsa’g \ |

T clair gue les points extrémaux _aan,nu};'s d'une telle pertie sont lss
ﬂm:m fvﬁea}_e contient;par sui;é,tame partie compl’eté A défi‘ﬁiﬁ un - seus-

. e : o7 ' o 5 .
} = An{l;soit i la femille de parties de i zinsi obtenues.

£ {correspondant & A = K) et ¢ (correspondant & A = 5{%}? }scomme
“outz intersection de parties compldtes est visiblement une partie compl3te,

vion d'enssmbles de H est dans F ;noter gue tout

)
i
&
¢
)
b
r "
&
“'\
<
o]
Q
b
o
(526
e
o
(H
{ il
f/b—

dérinit une pertle complite -3 savoir llensemble des Af, 0K A< I-et que par
S ; : X ey : o Coie : i B
suite tout sous-ensemble de AL réduit & un point est dans 7 ;montrons enfin f§

; = V4 a o : . e 5 Cfy 7 % ’
sus iz reunion de deux ensembles de 9’ est encore dans & .Pour celz soient

4 ot B deux parties compldtes,et posons ¢ = (A + B)ﬂ K;i1l est immédiat de véri

“ef* M"S € possede la propriété a) des parties complites; si B=1 '—>l- g (re A;

zeB, Tlej+g(e) £ I)est dans C,et si h’< h,alors on a h' = £1 + g avec
£ inf{f‘gh'} B 1nf(g,h') -

d'olk,puisque f° et g' minorent fé‘A et g€ B,‘dqﬁc'sont dans A et B respeé“tiveu

ment, il résults c‘ue h'€ C:clest la prdpriété b)des parties complites.

Ceel x%*’;nub d1dment h€ o°(C) sere de 1a forme h = £ + g avec fég,gsii B;

e ;i1 s'ensuit que ¥ et g sont proportionnels & ﬁ:dcnc

B).et coumme on a trlvzalev'ent a(cla cr(A)Ucr (B),on en con-

£

\

b

P
vesch

-~
Nocum

c
]
- *«.
'.,,.,n-‘

gue aclic)y - = (A‘EJ G"(B) ce gui prouve not.re assertion.

¥« comclusion,ia f.ari e H pemet de. definir sur.Q. une topologie pour la-
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i 67
suelie les ensembles de A sont reczsemwnt les engembles Termes :comme Loutb
G ; B 5

point de A2 géfinit un tel sous-ens

lativement séparée {(si 1'on peut dire];pour 8tre slr que l'axiome de Hausdorff

sera vérifide par les A ,et ménme
{faiblement ferméjde K  défini par

¢zt faiblement coupact,il en est de

tie compléte non réduite & 0 ,en sorte Tinalement gue l'intersectiob des

o (A Jest non wvide: c'est ce qulon
A

On peut donc sffirmer gue,si la tcpo;oglﬁ introduite sur {1 est géparéel{au

entre eux ne soit pa

wue 1'intersection des Al est non Vxﬂ”'ﬁ&ﬁc call des A, est une par-

sens de Hausdorff), 1. est nécessairement un esp&cé compacks

Par analogie avec le cas des algébres coumutatives,on pﬁgkréit 8tre tenté de
non de la topclogie définie cindeééas,maig simplement de ls topolo-
probablement ir praticable dens la plupart des cas,

) n'étant en général pas faiblement fermé,ne sereit pas

(8}
‘..,l
£
"
e
©
-y
Y
g:.
i)
0
‘..J
(1]
L)
@)
o]
)]
ot
W
n
o]
.-J
i:

4 14

,ble on voit gue ﬂettc ta;o’cg;e est re-

‘une “amille de parties compl2tes,et suppo-
une famille tells gues 1fintsrsection d’un

analogue

v
<
s
2
@
o
‘.-«I
Q
¢
w
o
fon
<)
o
fuﬁ
Q
&
5§
fode
G
%
D

per leurs traces A  sur le sous-ensemble
1'équation f{e} = I;comme ce sous-ensemble

méme des A! ,et Borel-le

-

voulait démontrer.
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comme 1sz U_X sont partour denses dans 46 ,ceci impligue & = 0.infin Sp(a)

.‘f'\"
st centrale;pour 12 voir remerquons d'abord que é@é contient les U_;si Affﬁéi

8

{A‘J"X»X} = fVXAy X} ( Xav.#};) = {AX;JXJE
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= U_;si maintenant Bé.ffg est

A,

£
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s

d'ou 1lféguation Spl{AB) = Sp(Bi) dasns le cas ou

< | a i - 4 Py 7 % 4 -
guelcongue,il existera une suite d4'éléments y €u@. tels gue
{41} Bh = 1gB X = 1im V Z «

B

3
; G f 2 fno ¥ s 3 3 > o . 7 Lsey
f42) epilas) = [AEX X = 1im aﬁ¥y£$X; = 1im £V¥é§91} = 1im {(AX,V_ i}
= 1lim {Sv§$£,5gx} = in (?yéXEUAX} = 14im {0 X SAX) = [BX,S5AX)
= [a¥ 5B):

en définitive,la fonctionnelle Sp(A) possede toutes les

@

d’uﬁe"graég -2t de csractere £ peut alors se mettire sous la form

oy o {7
H i%{ﬁ;f = 5 ‘{ i

7
s RSy 7 3
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conformement a ce ui se passe dans les cas classigues{dimension finie)2Les
4t ejs |

; . 5 ‘L . :
anneaux d'operateurs f@é et SR gque 1'cn obtient ainsi sent{aa moins si les

de Hilbert envisagés sont séparsbles)des “facteurs de classe finie”

)

28pnEces
" au sens de von Neumann,et il résulte des travaux de cet auteur {cf.la biblio-

craphie jque,sur un tel facteur,on peut définir urne seule trace.ll n'est tou-

tefole pas évident cgu'il en soit de méme sur ,par exemple,lfzlz ébfe fermee
| ; 9k fog 7

s : : 3 s - o - P P m : Lo =
par leg U et leurs limites uniformes,cer ceite zlgebre n'est gensralement
s e FTavmen 3 o ¥ T FoAihla RAac 'r-r":’ e = R e v Rt S A A e s
pag fermee pour la T0poclogic Talblie deS QpETraveurs; uUneé sulre pDronricle Tomals
5 i e 5 A = s -
des fgcteurs de cles se finie est gue ce sont des zigebres simgles

§ - Opérations = dams lesx .oéé-,g‘g;@zgg-
. 8cit A unex -algbbre vérifiant les h&ﬁﬁtxé es posées au début de ce 3 .On  E
agnelle opération 1 dans une apblication linéaire & x—» x! de A sur sonf

centre vérifiant les conditions suivantes:

a) (xH31 - o1 cp) )l = 2 o) iyl a0t e
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- s

ole est 1s suivant:soit G unm groupe loc al ment compact possé-
dant un voisinazge cmwgast de e invariant par les automorphismes intérieurs

o Ve S e PR : 3 ] o e | s i s &
1'sxistence ’uﬁ systéme fondamental de tels vopisinages); ;G est

unimcdulaire et si LS est l'espace des fonctions de carré

»ﬁﬂM»q e sur ©,on peut 2ssoclier & chaqus sutomorphisme intérieur x —> o (x)

de G un opérateur unitaire A__ dans - ,3éfini par la formule




Ag.f{v‘;- - f{w%x;} ;

«

nitaire du groupe dssg autvn rphismes in-

térisurs de G,et il est clair gue les fel? gqui gentAinvariantes par les A
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ne sont autres que les fonctions centrales {de car»é sommablelde G -leur exis-

-

: : 28 2 . 2 5 Sy 5
enoe en guantite suffisamment grande résulte immédistemsnt de 1'hypothese

- z o
étant ,pour une T€ L :

contient un seul et unigue point 1 invariant par.

wabt

. ' étant =u surplus la projection orthogonale de T sur le sous-es=-

W&

ez A, -&n 4'autres isrmes,t est la

)Q
B
P

pace deg "points fixes™ du groug

~

projecticn orthogonale de f sur le spus-espace des fonctions gantggles,dede e
11 est facile de voir que,si £ est :u surplus scmmable,il en est de méme de fh_
et que fFeill < | fﬂ4 :d'ou la possibilité de definir ume opération 4 Aans

B, e o, 5 84 o % 3 & = £ i
goyenns des valeurs de  sur is

&3 oy < o % ¥ 5% o ;ﬂ?"ih'; w~l N et = e ’i
est infinie.ls S SPDECiallsiss CEeS
(]

connu depuis un certain temps d4éja. |
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iz cas d'une algébre guelcongue,il Tésulte des progr

ticn gue,si g est un élément inversiblz de A ,on a ‘. )

5 &

3




al!
convexs fermé (ce n'est malheareusement pes ccufours le cas;pa“ excemple,c’est §
faax dana i'slgeébre L d'un groupe dis:ret, sauf 1orsque celui-ci n's que

des classes finies ;par contre,il est ggssiﬁig que ce goit vrail si au lieu

de considérer L4 ,on envisage l'algibre de Gelfand et XNeumark engendrée dans

LS par le

0]

7 ¢ . .b s ” A : 2
cpérateurs de composition associés aux £€ L ) ;51 cette condition

o a visiblement

est réalisce,
{51} flx) = £{x " } pour tout x € A 2

i s o rag

et toute iofmﬁ linéaire continue et centrale T ;ces formes constituent donc,

dens 1e daal de J% ,un: sous-espace falblement fermé qui est is oaavph@ au
5 > : 7 ol e : v 7 : 5
dual du centre .z de R (ZE est biea entendu un sous-espace fermd ée‘}i ¥

res dé ;55

ondent biu vaguement gux caracit:res unitaires de l'algébre commuta-

v
(2

et

dans ces conditiong,il est immédiat de vérifier gue les caer

,et par sulite gue 1?esnace,f1 des caractéres de JQ' est compact
lorsgu'on 1e munit de la topologie faible dm dual de(ﬁl n peut alors éten- B

dre aux formes unitasires centrales le théoréme de Bachnerget donner ainsi du

Sy

Théoreme 3 ume interpretation particulisrement 31mp‘eaie plus,l’operation
t Bire définie pour les formes linéaires continues définies sur{fz au

o £l u.p"
moyen e la formule

B~ o = =7 = - =
52 28 (2} = £(x1) .

z £
on vérifie facilement que si T est unitaite,il en est de méme de £? :au sur-
pius, a le résultst suivant:tout caractére de ( est de 1a forms T%. o
S~ B X ool ,»‘ e .%Vl.' 4 P F 2 23 % %} 12 % . ﬂ,,- iy - ‘ L,
f est une Torme unitaire elementaire sur o -phénomene qui dsns les cas . 5

au moyen d’une représenta-

tion unitaire irréducitible deéﬂ; {par‘comtre,on ignore s‘il existe unz corresl

e biunivocus entre éea-caraeﬁéres et 'epresnnuaticns unitaires irréf
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};Oﬁ peut méme choisir pour f une forme aplartenant au

ere cﬁmsidé ~

ges ccnsi&é?etioﬁs sﬁapyliq&entlén particuiier aux groupes "centraux?,
cfest-a-dire vérifiant la condition suivante:leé autoriorphismes intérieurs
eppartisnnent 3 un grcuﬁe_ccmpagi d‘au%omerpbismes {cette catégorie de grou-
23 eamgza%i naﬁammggt:les al:éliens,les caxu&czs et les discrets dont toutses

Z

les cissses sont finies biﬁn entendu,les algehres a05001ees & ces groupss

"".

ral pas d'élément unité,mais ceite circonstance n'est

°

1}
w“e
(&)
5.\}

r elle permet de congidérer des

aires,comne on 1's fait aux$$ I et 2j:em

peut alors généraliser & ces groupes les formules de devesog}em@m? suivant
res, bien connues dans les groupes comp&cts{et abéliens}.

Terpinons ce 9 en montrant comment le procédé éécrit plus heu it dans le
es groupes peut 3tre générslisé & toutes 1@3 doubles représentations
5 \A

d'une % -alzibre,pour donner une opération " dons chacune de

celles—ci.Soit iﬁg.gﬁfbezsg une double'représentation unitaire da & et

considerons les éléments funitaires® de S -caractérisés par l'equation
:& w?
{53} X =x

{ncur en obtenir,on peut par exemple prandre elX of x:leL est hermitienj.

Tormsnt manifestement un groupe multiplicatif G,et 1'application

f =4 * 24
{54) x5 &¥ xs = s7Ixs
&470init peur chague s¢ G,un automorphisae intérieur de J%J .51 1a double re-

nrésantation considérée est définie par une forme unitaire centrale,il est
siors & peu prés évident que ,pour un si:G,1opérateur U Vox ne é spend gue

£ ou . > = 7S b PO, i R o e S R X
définit par s;si on note O _ cet automorphisne 1'apnliica-
5 = s
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constitue uns représentation unitaire du groupe G

)3

dans P68 :les"points Tixes"™ de cette re.résentation ¢c“estwésdire les 8lé-
& 7

":

ments de 96 qgui sont stables per les Jperataurs cons éé Es-yérifient
{55) U Z-= v Z pour tout sé€G

Squation qui est encore valable pour un s arbitraire de JU (c’est-i-dire non §

/

nécessairement unitaire}-il suffit de le voir pour un s.hezmitien?ce gui

i)s

;on vsit

e

s'cbtient en considérant le “groupe 4 un pawamﬁt%e“ forme des e

que parmi ces points fixss figure 1'élément génerateur de 1a representation

(s motrip %pﬂﬁﬁwmm§,a: o = Y LB ST o Tae 7 i Piort a5
VB3 ceute representation est monogene j.bien entenacu les 4 Veriiiant {22

Ceei étant,pour un L45€k§ arbltral?egles b ? Z {s€ Gjengendrent un conve- |

xe ferwé dans 95 gui.dfaprés le théorsme ergodlque de G.Birkhoff contient
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q-est éussi la projection orthogonale de Z sur”a@ @
et peut 8tre éaractérisé comme étant ie point de me?me mininum appartenant
a1 convexe considdré.si i*on'désigne,yar Eq 1'opéra£eur de projection ortho-
gonale sur %@'%son andona |

(56) Z!ﬁ = :E"ﬁZ .
i &tant,soit A un cpérateur borné psrmutable auxxv Lion va définir Akg de
ia fagan suivaate:{on vup:ose 1a repregentatlon mongggneget on note X son

¢lément générateur):tout d‘abord la condition Uy L=0 impligue U = 0,car

alors ona UV X=VUX-=0 ,d’0h noire assertion puisque les Vv X sont
; : ¥

o

:«}%.’

%:1
"¢<f
9
l-’:>¢

on obiient ainsiad“apres la remargue fmite 3 1'instant,une ap lication liné-

¢ N

e
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_aire du sous-espace & de 9% formé par les Uxxgaans% ;Je dis gue cette  §
est bornée(donc prolongeable par continuité 2 tout 96 );en
effet, (AX)" appartient au plus petit convexe fermé engendré par les vév;4Ai
{se G),en sorte gue (AX}% est limite forte d'éléments de la forme

. 9 Ay -4 - -

Dt UV A =3 o Ug AV X =2 & U s AU X (%5 0,5 = 1,85;¢6);
dons f‘fj X = U (AK)E‘ = Vx(AX}ﬁ sera limite forte des éléments

~1 oy -! c ‘:—. - = ""U

v E B A’U 1 > ot‘_vsiwsﬂvxx Z ,extssim. 5 Ux <X -

{ne pas ocublier qae V permute aux U, 8 et & A);comme les U_. sont unitaires

i
£
o
e
Jad
(]
faata
{47]

cmetriquesmil en résulte que
(58) {l ATy X,“ Alb“fU X“ 2

ce qui prouve motre assertion et néme qua “ A “Q\lA |- puisque les L X sont

ok

*f;a.-“"“agau jenses d&,nsg"a
ﬁégignans comme préceédemment pax'gis 1%3lgébre formée par ces A permutables

aux V il est alors immédiat de constater gue A>A% est une ap.lication de

N?¢ sur son centre,vérifiant toutes les corditions énoncées au début de ce

¥°.Dans le cas ol la double représentation monogéne copsidérée,est ;r?édmggggQ
y;ggiﬁ s@us=espace‘@gh se réduﬁt aux multiples de X,et i’applicatian 5 prend
1§ forme péﬁtieuliéfementvsimple que»voici:\
(59) ‘a8 - spay. A ;
‘11 n'est ?as invraisemblable de supposer que des considérations de‘cetv

ordre sont susceptibles de fournir les instruments nécessaires & une exten-

-

sion deg l'analyse harmonigue auX groupes 1ocalement ccmpacts geﬁaf aUX; pour
copz-ci il peut __“‘f‘t bien m‘%p&s exister de doubles représentations QOYEO%‘E‘:E}%Q,
ais une étude sérieuse des cpev‘ateurs définis dans l'espace 1.2 et gqui permu

foks

DY
Sal

Lk

tert aux trenslations & gauche et & drolte s'impose;comme on 1fa 4dit




Lo

- 91 -

itintroduction de ce Chapitre, la délernination des représentatisns

unitaires irréductibles du groupe hyperboligue {on du groupe ds
Lorentz) par la méthode infinitésimale (Bargmanﬁ) ropose essentielle-
ment sur ls comsidération des opérateure différentiels qui perzutent
aven o8 rﬁnslatlenﬁ {idde qui avait déje 6té employea pour lea zepréw
sentations éa dimension finie) ; or, un teol opérateur H (en général

non borné dgns Lz) donne évidemment lieu (par example gu moyen de sa

décomposition spectrale) & des opératours bornés invariants & la foie

%

5, gauche ot & droite (poter que ceux-ci, en général, ne peuv&nt pas
Stre 246Pinis au moyen de fonectioms centrales, ce qui compligue évid e%»
ment i Queati@a§g et il semble bien.qne.la structure de la X -algdbre

commatative formés par ces opérateurs joue un r8le prégcn&er&ﬁt Gans

iz gpeation. Bien enter pdu, ceci revient & dira gue ls fagon &g@%
cperant, sur un groupe, les eniomorphismes iptérieurs permet de déter-
ninsr dens wns large mesure ses représentations unltaires irréductibles,
point 49 vue qui, lui non plué, niest pas spéeifiguenent nouveay ...

el #@m$¢mﬁiang on espére avoir montré avec une certaine clarté que

ia théoris des algébres normées ne fait que commencer, et pose des

problimes nom dénués 4'intérét ; 1l eost sans doute supsrflu de noter

gus, dans la pratique, des algabr@s nop norméss sfiaﬁradu%seﬁm aussi

@

{ner sxemple, povr revenir & la théorie des gr@upas, la € -alpdbr

zon borrés engendrés, dans l'espace L3§ dtun grecape de

 Jes transPorpetions infinitésimsles inveriantes & o gauche de

structure 4¢ ye&é naturellement de l'algdbre Ce

ot guluns btude séricuse de ces algbbres uso Srite-

izo - méme sur des cas trés particulzere,
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