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d'étendue de la présente rédaction... IL est pene possible;que'le

‘moyenne de deux pageao Enfin, on n'a pas parlé des relaﬁions entre

 ESPACES TVECTORICLS TOPOLOGIGUES — CHAP. IIT et IV.
 (Btat 6) '

On a dans l’enoemble suivi les recommandations du Congrds de Mars 52

et en nuxtlculiew on s'eot efforcé de réduire lecs aevelappements oratoires
des précoden%m rédactions, en ne démontrant (& ch1unu exceptions
prds... ) que des résultats non trivianxs ;’CVGSt ce qui expligue le pen

rédacteur oit 6liminé des propriéids qalg tont cn &tont trivioles, sond

néanmoins ubiles - clest ainsi quiil n'a pas pu se résoudre & perler
des Zormes bklinﬂﬂiﬁe~9 dépofité qu'il &toit de devoir rompre la courbs
'harmcnleuse dfun oﬁincelan% exmosé par des concidérations ausSi‘vulgairego

Por eowtveg L Chapitre IV -on o rétabli le thécfémc de ihckey (topolam

Vi
3

eles ?‘) apro" slétre conVQincu qu?en ne le faisang nas A1 serﬂit

néanm01ng wcce saire dlen parler, 4 mots couveris, en'deux'endrcits

o

(eritére de vefleYivité et Théorbume ée Banaen sur les formes linéaires

fai 1emcnt conﬁznaes sur les Gguic tlnus) - Jans ~e‘Chapi%re IV on n's
3 B ¢ <

pas nonvplas re$pec€e leﬂ d1 ions en §j§ préeonisdées par le Congris,

car en lc ral aﬂt on efit: 616 condnit & rédiﬁer dix § dtune longueur

homcmo?{h cs ou isomorphismes forts ou faibles gnc mentionne le
rapport SCHVARTZ (p-55 dudit) vo quc le rédacteur ne salt pas & quoi

ca sert (& SCHVARTZ de llexpliguer).
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fisarnés»‘:ie M- alors £ se prf"'f tmge “uzze .ia_lon et d'une Eﬁfeb.le en une apﬁllgz

 cation 1ind Saire cc:m*h:im.e de ¥ dans F. : . v
- ,4;~‘.§’;f@fﬁet5, " est D:‘;?* tout dense c"zms'?:,' de sc;‘:r:,té ﬁue £ sdmet un p}:c}"l.on.
renent Kxﬁiﬂgﬂ on une :zzmlwam on .Llﬂe:.a.f,:;:'e ntinue £ de E dans le ccmyi_
- =t B de P ; per ailleurs, pear e B, soit B u ,e ;ga:i:*%i@' bornéde de
"a:;%aliza X soi% méifzwem:* il est c},air que £i{x) sst sdhérent : (B
; % 2 4%

L méis; £{B) dtant borré et F uuaﬁwc,cﬁsz ot @au%:é;"e;:m de f(p) dems ¥
st GO"?“?;@;“; e aazja r - dane .: “gpl:gue B daﬂa , €& qul demontre la Pro—
_position. ‘ . '

83 - Lrspacea dtapplications . s
' ' , cen‘clnueso .
1< .‘f.as 83paces & }'}Q

v Soient E "%}l’l zansemble qaelcomque, @ une ﬂoml!e de parues de E,
et ¥ zm groupe mpelog‘*qae abellens noté aaalttffem»ﬂﬁ L'enseubls }G‘E‘
de toutes les applications de ® dons ¥ peut Etre muni de facon cancrigue
'? cavaré.ante, eyzalmlte ioncterlelle, katalogisl erbar et na"‘ur*alle /
d'une structure de g,roupe abélzrnn additif; par ailleurs, on peut le
mumr de la topologie de 1a GOﬁVnI‘é"é 166 urif owe sur les ensembles de
6 (B m‘t opologie) : =i u€’ 7o , on obtient un @3 t2me Fondamental &e
vais*naﬂw de u dans Z.a% ~topologie en cho

izissant un voisinsge V de
0 dens Lme ?9?"%1&/ i de 5 , et en congl dé vent 1'ense ble Pluv i)

ug 5
formé des V& 2 1 telles qua
. , vix)-u{x) ¢ ¥ pour tout %€ M
21 W est un voisinage de O c'ien.“ i!,, tel que W4t C V ot gue ¥ =
‘est visible que, quels que soient u,ve i*’“ ot e on s '
'&‘{*.1 *e'..i‘;)-»lfv v oc ’T‘(uw\r j; . |

en sorie gue ,}_g = -a,omlprrw oot compatible avec 1a 1ol de groupe de

"
VIS

Lorsgue ¥ est un espace localement convexe, F- est w )
riel; nous allons déumentrer la Pmpo:a« tion suivante {forcement, .2 ne

oo

espace vecto-

peut pes Stre 1a précédents): , :
Proposition 1 - Soient E un enses&b%e, 6 une fzmille d ;partme“ de 2

et e et ot e

= un_espace_ locale., ent convexe, H un sous-espace Vo mrl sl de £, Pour~
que la (5 -topologis soit compatible avec la structure vectoriells de
# il faut et il sum.it que tout ensemble u(m) (&é’uﬂ e@’) so:.t borné




; ; ] = : .
dang © . muni de la (¥ ~topologis, i esi slors | localeucnt convexe,

Considé Srons en a;g*_—;*e«ts; les ng,_gd,na»e; P ¥ 'gz’;;} f_’z’f‘}. 1is plus ;»aw;-, et

1
en particulier les oy ) = 2oy ) - leg ensembles (v ,M)\H Lorment
G

un systéme fondswental de vo isinages de O dans H. ef zonk c;:or.zvezieé_et

Squilibrés Jorsgus les ¥ correspond dants ﬁon%;; puisgue la (5 -topologie
est compatible avec la structure de groupe =sdditd H , 11 est done
nécessaire et suffisant, pour rﬁx‘”elfi@ soit o avec le structure

vectorielle de H, que les _e'z:ﬁemmea ol }ﬁ absorbents dans HY
(vhaf,“,‘,Z Ne1i): or Ct.,icz signifie ev&ae&@eﬂ: que, pour tout ueH, tout
(‘3 et tout voisinage V dn O dans F, on g une relation de ls forme

u{ﬁ}c.}‘ V : cels démontre 1z Propositi on,

Cor slﬂmre - Soient E et F deux espaces locelement convexses (55 un en—
! 9
ot

semble de parties borndes de B éﬁ{‘EﬂF} 1%espacs wvectoriel des applica-

tions lingsires continues de 7 dens P, ‘uni de 1a topologlie de 1a conver-
A S Fsi s
£enece uniforuws sur les ensezbles de (;5,, é;éj{mﬁ; 2t un espace localenent

convexe..
- Etent donnés deux sspaces localement convexes B et ¥, et un snsempble
@ de parties bornses de B, nous designerons toujours par c%:,m (8.7}
1'espace localement convexe obtenu en mnissant ézf (B F)de 1= (5 _topo-
‘logie. Les cas les plus importants sont les suivants: '

i)

2)n est llensenmvle des p,_,r*l s : on obtient alors

: 1Ty e e DS e
sur @% E, ¥} la topologie de la convergene

toutes
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.39“, : ‘
gu'en fait cea deux topol ogles sont 1&92& u::.guesﬁ in e_.iet un cysténme
Lfondomental ds Vo;_s::.ﬁages de O dans la \g ~topdlogie est Formé g."}\ézs en= |
sembles "‘(asiﬁ}y on W désigne un voimﬁag’e de O dang 0 :on ]
peut évidemment se borner sux voisinages W gul sont fermés, e”egt—»&wiire
supposer W =V ou ¥V est un voisginage de O dans £ , et d'autre part poser |

3|
o
o
O
o
=
£

7 v

=% oo veS ;cela dit, la relation () C ¥ vour un u E; 2 (E.T)
implique visiblement u(N)e & , de sorte que T(¥,N) > P(V,I), et ceci
établit notre assertion, ' '

Par exemple, si E eg‘t normé , la %opologie de la eonvergence bormée _
sur ;&Z (E,P) est identigus i celle des la convergence bornde sur %25{‘59?

Yy
i

_toute partie bornds de I sst on efiet c«:srz%enu{:a-éabw i Waﬁ%zér‘@zzce d'uns
partis bornde d6 E [ % savoir une boule). ¥=is il n'en est pss nécessai-
rement de méue E,Q‘W@c;ue i 68t quelcongue({néne 3i B est métrisable).

4 - Ensenbles bornds dans &ig (e Pl - :
Proposi tion 3 - Soient & et ¥ deuxz espaces locslement convexes et & g:g

™

cusemble de parties bornges de E; pour gu'une psrtie H de cﬁff(ﬁai@} scit
1 faut et i1 suffit gue, pour tout Hes ,

=)
Hi

bornés pour la & ~topologie,
1'cusenble des u(x) {veH, x€ 1) soit borné dsns 7,

En effet, 1l est clair que 1a velation Hc ). .T(V, M) est gguivalen—~
te & la relation " u(x)g A V quels que soient ueH ot x€l 7 .

11 résulte de la Proposition précddente que, 81\ et (5 ' sont deux
ensembles de parties borndes de T, tels gue (& (5 ', alors tout en-

- ; \ r
semble H € <7 (E,7) Dvorné pour la (= '-topologie l'est I fortiori

; o :
pour la (S -topologie (cela résulte sussi de ce que 1
'ﬁ:—

est vYyeyyy fine que 1la &3 "m*zopmeme . lous 2l 75
- o i AL = ] IR i i - el A_ A Y :
gue, dans des ces importants, le fait pour un enseuwbis U Q._gﬁ%‘fﬁg?}“ v
Ay I o 5 3 giiia fmj: f‘ i
d'etrs borne dans une (> -topol "‘j{:i.E‘-i est indépendant de ‘= (pourva gus
1'on se liwmite ¢ des snsembles x,f:* contenant toutes lss pariies finies

S R, e AR g o Al A
Theoreme 1 — Soient E et P deux espaces
e Dol HLE gr ! :

T
o W 7 X ALy i WS L P L SR R S S
1'ensemble des parties UOTNEES, convexes,

tia T oy s L
Poute pertie H ée %C;" (,7) guni est born

Bt

e = _ bt} 2 ~ - ‘s - R - e o ~
gence simple est bornéde pour le (5 —topolosi
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'TSPACES VOCTOLIELS TOPOLOGIQUES
DAPITRE IV (Btat 6)
fhéoriec de 1a dualité.

i Sy G I G VIO DS S

1 ~ Dnalité f@iblea

1 - Espoces en.dualiﬁé albles

Solent Z ot LY dea& 8SPaces Vectoriels sur un méne corps K . On d

it
gue £ et Tt gont en dunlité faible 1orsqu?sn siest denrc ane forme bili-

ndaire sur DX E! (forme que nous désignerons paryd X, x9>>) satisfaisant
auz deux conditions suiva ntes s

(DF 1) : guel gue goit xeE non nul, il existe un x'€ B! tel que
; 2
< x> # :
(DEF 2) : quel que

oit '€ Bt non anl, il existe un ch& tel gue

Cette définition met en évidence la poarfaite Symétrie existant entre
E et B! ; elle montre aussi guc, si 1'on identific chague x'€E! & 1a

!> sur E ; on obtient un isomorphisme de B!

forme lindaire x —> < %,x ;

sur un soué;GSpace du dunal E* de E (espace de tovkes leo formes lindairen

sur E) 5 de mBpe, T sfidentific & un Sous-e; space du dual de BY .
'Lorsquelﬁ est de dimen ion'finiop Bt sﬁidéntifie &,E* toat entier‘;

dans le cas conira aire, il existera en.effeﬁ {Algébres‘Chapcllzsa.,)

un xel non mul tel que <:_x9x?;> = 0 pour tout x'e B!, contrairement
& 1'oxiome (DF 1). '

Volci un exemple important.d%espacés en dualité foible. Soit B un
'esw ace vectoriel locolenment convexe sur R ou sur C ; désignons par Bt
ltensenble des formes linéaires continues sur B , et, nour x€E et X'ERL

désiznons par L X,x'>  la volcur en x de la forme lindaire x? ; alers

il est cloir gue £ x,x' > esl une forme bilindaire sur ExEY, qui




oF

18 |
satisfait trivialement & (DP 2) et, dlapres le théordme de Hahn—ﬁanach,
& (DF 1) ; on a donc de cette fagon une dualité faible entre B et Ef.

On dit que B! est le dusl topologioue de E (1o dual de B, i.e. llen-

‘semble de toutes les formes lindeirves, conjinues ou non, sur & , étant

unl alotbridue

appeldé, lorsque des confusions pourraient surglr, le d

'déEa

2 - Topologies faibles.

Définition 1 - Soient K un corps topologique séporé ef L,LY deux cspases |

vectoriels eh‘daalité’faiblc sur K . On appelle topoloris fgible sur B

1

1a topolosic la moins finc rvendant continues toutes les formes lindsires

X <X9X§>’ , X'e B! .

Bien entendu, on ne peut parler de topologie faible sur un espace E

gulaprds avoir &taobli une dnalité faible entre E et un autre espace E?,
et on verrs plus loin que cette topologie dépend de facon esgsenticlle de

B! (coppidérd comme ensenble de Fformes lindairves sur Ej. I1 est par

ailleuyrs clair que la topologie faible sur L est compotible avec 1g

strucinre vectoriclle de B , et fait de B un espace vechoriel topologi-

gue sdéporé sur ¥ Enfin, on peut ¢videnment définir de lo méme fagon
uﬁa.tapologie foible sur B en permatan% dans la Uéfinition 1 les rbles
de E st de B! 3 cette remorque slapplique du 3estel& teas<1es.résa1taﬁs
et définitions de ce & , et nc éera‘pas répétée (nal).

Certains gbéombires ont inventé une notation pour désigner la topolagie'
foible sur E , & savoir . g“(E,Efjf' Hous nous efforcerons de 11éviter.

Etant donnés des points _xf,,.,gxg de E' en nonmbre finil, et un voisi-

nage U de O dans K , 1'lensemble W(x%ﬁ..°§xégﬁ) forné des x€F téls que

x,x!> € U pour 1< i<n est videmment un voisinoge de O dans E




< g .

on obtient ainsi un systine fondamen% 2l de voisingpes de O pour lg topala~
~gie faible de B . On observers que ce vazsiﬁabe contient an_seusmespace

vectoricl de codimension finie, & savoir le sous-espace défini par les

équations <« x, x{}sﬂ (1€i<gn)y, et gue, 8l X est diseret (cos que
nous n'execluons pas) ces sous—espaces sont euxr-mlnes des vcisiﬁagesrae O
dans £ . Cette remarque va nOQS‘conduire au résultat sulvant ¢ '

Tnéoreme 1,.?ouf qa‘ane forme linéaire cur B soit faiblement continme,

il fout et il suffit gqutelle soit définie par un Cleneﬁt de B' (clest-d-

dire donnée par x — < XQX?;>,aVec xte Bi1).
Soient en effet £ une forme lindoireffa blenea continve sur & , et U
un voisinage de O dans X, dlstlact de X iexistence de Uy résulte du
un

vy
o

r:.

fait que K est sépors). £ (U) étant un voisi inage de 0 dans E comtzemt'

un souemespacé E de T ﬁéfimilpaf un nombre fini 4'6quations .<:g,xi;>a
€B') ; puisque I(F) est contenu aans U , donc distinet de K , £ s'an-
mu-e:iéeﬁtiqaement sur B : comme F egt de codwmc:s%en finie, ceci prouve
{41z, %hayaiiﬁ é )'qme f{x) est une com bl{ ison 1linéaired des formes
‘X"ﬁw§;29$§:> : 1c Théortme | résulte trivisloment de 1a.

Corolloire ~ Soient ¥ up egpace vectoriel sur K , B et Bl deux gous-

espaces vechboriels du dusl alstbrigue B de E ;5 pour gue ces aeuumes pOCes

solent identiques.

3 ~ Sous-espaces orthogopnaut.

soient & et HY deux espaces en duclité faible sur un corps K . Hous

)
)
m

direns gu'une portie & de & et une parkie

Ilop 6 < z,xt> =0 qgurels gue soient €k et xt'eB .

I et I gont deux 30hu0;mpu€9o orthogonaux de & et L' respectivement

i1 est claix que, pour tout x'e D , llexprescion £ x,x" > ne dépend gue
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de 1a closse de x modulo I ; donc on peut Serire x,2'> =¥, x'> en
L ! ‘ i B 3 i = o 3 z ’ e
désignont par x —> X 1l'application canonigue de T sur llespace E/II

: o . , : . ‘ -
et alors  x,x!> devient une forme bilinésire sur i_th)%N ; nous allions
rechercher & quelles conditions cette forme définit mne dunlité faible
entre :‘Jj‘l et I « Pour nel ., 11 eod né’eemame e*i; suffisant que les

axiomes (DF 1) ei: {DF 2) soluw vérifids, cc qul se tradult éVidﬁMMé‘ﬁ‘
»ar les deux co nditions suivantes 1) 51 xie I est tel que<z ?‘>~—~O
pour tout % s almfs 10 : 2) 85 5 ot tel cjf:e' <§§9K?f = 0 pour tout
x'el , alor x =0 3‘:, premidre de ces o rditions est *l;ozz;gews véri-

fide puisaue par hypothése E et B! gont en dualité faible. La seconde

P

est douivalente & 1a suivante ¢ les x€ll cont carsetdrisés par 1la pro-

ridté gue o ::9:g‘i>:: O ponr tout x'el .

-

résoudre le probleéne mu},v*m‘%: ¢ @ guelles condi tiea&z un sgus-espace de B

s
o
e
Q
e
o
= ’a
b
9
ey
E)]
L8]
14
S
!
3
(@
¢
¥
oy
(€]
o
s
LS
4
=
i*’)
573
i
(es
0
e
(V)
o
m
o}
@
!:“1
<
T
(&)
S
5
{e)
o

encenble U d'618ments de B! el que M puisse 2tre d6fini var 1z systone

il
gne si xe€l nlest pos.dans I , i1 existe un X?@If}? vérifiant

<zx'>£0 et ~y,x'>=0 pour tout ye - Or II étant faiblement
fermé il existe un voisinage faoible de qai ne rencontre pas L 3 ce

voisinace est de 1o forme =+ o# ¥V est un voisinage Zaible de O dans B .
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~ Lorpaue ces conditions sont réalmsées, 1o dualité entre E/1 ot H
permet de aéfimir une topolosic foible sur E/II 3 dlantre part on peut

gussi munzr g/ﬂ de 1z topolosie guatient de 1a uopolo"ie foible de E .
Il faut ﬂengzqve? 2u9en général ces deux topcloﬂzes sont dlstlnctes 3

en effet, ies formes lindaireg sur q/u qui sont continues pour cette
topolos 16 qaoﬁlent eoffcspondent de fagon Svidente (i.e. cuﬁonzque} -

aux formes lindnires sur E gui cont faiblcment contvinucs et s'annulent
- o

sur II - aptrenent dit, ce sont les formes lindaires = — < X,x' > avec
x?%%ﬁa s por eoﬁfre, les Zorpes 1inéaiée§ faiblcﬁoﬁ% continues sor Q/H
sont (Thiordme 1) de ia forme % -ﬁ><ix,x‘;> avee x'e UI , et comne
IT peut 8fre strictement plus peti%'qae I° on voit bien gue les deux topc*
lories considérdes sur Q/H ne peuvent csinci&ez gue si o = e

51 1o eondiﬁion }H'm 1° est réalisée, i1l est faoeile de voir que les
deux topalo rieg définies ci-dessug sur '@/m coineiéenf ei:eczlvememt -
volxr 1'6ta% anﬁérleuria1n81 gue 1*6%3% nitéricur. |

grz ~ Jnal topologlique d'un espace localement convexe.

1 - Définition, topolonies faibles.

Béfinition 1 — Solt E un espace localement convexe wSel ou complexe 5 on

annelle dual topologlaue de & , et on note B', lc pous-espoee du dunl

ot -~

algcbrigpa de T fo rmé des formes lindaires continucs sur B .

Dang ﬁou*e.la puite de ce Chapitre, nous noterons < x,x!' >  [(ponr
zccﬁiet x’e'w’) 1o valeur en x de 12 Zorme TiﬁoanG x'. Conpe on 1'a
déj& dit an §1, il résulte du théordme de Hahn-Babach quze la forme bilin-
néaire<<:x;z’;> satlsfalt aux conditions (DP 1) et {DF 2)9 done permet

d'établir entre T et B! une duolité faible, ot en porticulicr de d6finir

sur T et sur E' des fopolosies faibles. Quond il ¥ ourg lieu d'éviter
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des confvusions (ce qui n'est pas toujours soahaitable.,e)’on gnalifiera
de forte la topoloziec donnée sur & ; cette terminolosic est justifide

-

dans une certaint mesure par le fait que 1o topologzie faible de L est
moins fine que 1o topolorsie forte. On observerc que, jusqu'd nouvel

ordre, cucune autre topolozie que la topologie faible ntest définie

sur ' 3 ce nfest que plus tard gulon Introduira spr L' dloutres topolo-

e

faibles sur B et E

i}

gies. Il est immédiat de vérifier gue lesvtopol gie
sont localerent convexzes (e'est le cas toutes les fois gu'on a deux

espaces en dualité faible sur B ou C)-
Les théortmes 1 et 2 du 9 1 nous poermetient d'énoncer les résultats

suivants

Théoréme 1 ~ Soit E un espace 1oqalem¢nﬁmcqnvexe”:éel ol complexe ;

toute forme lindaire fortement combinue sur E est faibloment continue, ef

réciprogquement ; toult sous-espoce fortement fermé de E egh faiblement

fermé et réei oqucmcatg et un tel soJuwespac est défini par un systime
d'égnations de 1o forme <X, X?;>~O : x?é 3 Gtoute forme lincéaire foi-

blement continue sur ' est de 1o forme x'-> x,x'> , xel, tout

sous-espace faiblcmont ferms de B! est défini par un systime diéguations

de 1o forme < x,x'>=0, %€l ., . |
Soit V up cous-egpace vectoriel fermé (fortement ou,foiblement) de B :
dlanrds le théoreme précédent, V est défini par des Sguations de 12 forme
‘<:\xgx9“-:o y X'e B s il est intéressant de remarguer cuc ce résuliat

est aussi une conséguence du théordme de Hahn-Bonsch ichapgllgééf, Corol-

laire 3 de 1la Props4). Hous allons maintenont montrer que ce mére théororu [

permet d'étudier plus géndéralement les ensembles convexes.
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2 -~ Dual d'un sous-espace, d'un espace guotient.

Soit II un sous-espace fermé d'un espace locolement convexe E § d'aprds

le théortme de Hahn-Banach, toute forme lindsire continue sur Il se pro-
longe en unc forme lindaire continue sur ¥ touf entier, donc est de l=
fornme x-—,—,»<-.gxl> avee x'glB!', e% *%c:.p:oqz::emr‘nt Il siensuit aussi’c%t
que, si l'on considdre I comme gspace ?ocwlcncnt convexe {pour la +opole~

gie indulte par celle de E) la topologic faible de Il est identique a lg
topoloélc induite par la topologie faible de E . De plus, si #° désigﬁé
le souc-cespace des x'e¢ B' orthogonaux & M |, i1 cst elair gque le dusl
topolosiguc de Il s'identifie canoniquenent & zy/mO o

Bn échangeont dans le résultat pwacé T et D

by
§

on voit oussci que le dual topologique de l'espace Efll stidentifiec & i

1.

3 — Dhsenmbles semi-polaires et cnsembles polaires.

Définition 2 - Soit M upne portie dlun cspoce vectoriel réel B , en dualiid

‘faible avec un espace B! ; on appelle semi-polaire de II llensemble n-

T

des x'eZl!' +tels gque llon sit £ x,x!'> &gi- ")OL‘LC tout xell .
YU

comme Gtant 1lensenble des xeZ tels que

< X,x! g? pour tout Xﬁéj‘l@ s

On 66finit &e méme

Lorsque Il gst un sous-espace de E , on o évidennent H&)a‘ﬂog enseme

nYY = oo

ble des x'e B! orthogonoux a I , et alors est l'adhdérence

faible de Il dans E (5'? n 3) Ho

C’)

Aous proposons mointenant de caracté-
(25 :

i
53

ser tous les cnsembles II < ® tels que =1
- ' - ~ & - 7 2 i
Pour cela, il faut tout d'abord observer gque it et donc aussi M

‘
g

nt ferméeg, conte-

"'13

O

Sont dons touc lecs cas des parties convexes, faiblemc
nant 0. Réeipy oquemenr, soit I unc partie convexe, faiblement fermde et

tapres le

]
[$8)
b4
Jola
L41]
o
)
o7}

ontenont O de £ 3 si xeB n'est pag daps B,

théortne de liahn-3anach oppliqué & F runi de 1o topolosie faible)




f e
| 2

: - 25 -
un hyperplan fermé V qui sépare strietenent % de M s ol résulte immédio-
tement llexistence d'un x'€ BY vériilant < x,x'> > 1 ety X' > £
pour tout yell 3 done x n?est pas dans MYY s €% conmpe on g de toute

fagon Hc:IJUU on parvient aun résultat sulvant

Proposition 1 - Soient E et H' deux cspaces cn duslité fzible sur B , et
b i~ o - ' - - SJ U 3 3, B
soit I une partiec de £ ; pour gque 1l'on git =1 s 11 fout et il i

suffit gue Il coit convexe, faoiblement fermée et contienne O .

’D

) Ve

Yorsque: Il ne vSrifie pas ndcessaire ? nt ces conditions, Il est

lienvelonpe convexe faiblement ZermSe de I e% de 0 2 1) cufeit ponr 1

- voir d'observer quc nHY e chance pas si l'on substitue & Il cette

enveloppe.

Le cag le plus inportant est cclul oh E est un espace localement
convexe et E? gon dual topolo*lquc 3 pour ntiliser la onpositien 1.
on tient souvent compite du résultat suivant s

Proposition 2 -~ Dans un espace localement convexe (réel ou complexe)

tout encemble convexe fortement fermé est faiblement fermd, et réeipro-
guement.

Dons le cas rdel, un cnsen 91e convexe Ifortement fermd et en effet

&

une intersection de demi_esgaces fortement fermés ; maic un tel deﬁi~
egspace est aussi faiblenent fefmé en roison éu théoxréme 1 . Le cas com-
. plexe se ramnéne oun préeddent par restriction du corps deg sealaires
enfin, 1la réeiproquc cst triviale.

Solt maintenont I une portiec Squilibrée diun eanaoce loealencnt convexe

el T ¢+ s1 un xte 0t Verifie X,x'> £ 1 pour tout xell , i1 est elair

gu'on a en fait §<;xgx’;>g £ 1 pour tout =x€il ; ceci nous conduit &

introcuire 12 notion gque voici :




o

%

Définition 5 — Soit M une partie dtun egpace vectoriel E en dunlité

faible sur R on € agvee un espace B! 3 on appellec polaire de Il 1'ensemble

1° des xteI! tels gue 1'on 2it 34:{,3{*}{@,1 pour tout =xell .
On notera que lorsgue II est un sous-espace de E 11° se réauit bie
& 1ltensemble des x' orthozonaux & II . Jdans le cas géndral, il est dviden

aue II° (et donc sussi HOG) sont des cnoembles convexes, éguilibrés

foiblement fermés et contenant O, et que 119° contient I . I1 est sussi

évident que I1°° ne change pas si 11 1 son enveloppe

e

convexe, éguilibrée ¢t faivlement Ffermde.

~ Lorsque lc corpc des sealaires est R , on a vi gue °= Y dos gue
_H et éqvilibrée, en sorte gulon o sussi dans ce cas U
puisque de tonte Lagon e est ég uil,oréo' La roposition 1 rmontre done
est identigue & l'enveloppe convexe Squilibrde foiblement fermée
de I . Ce »ésultat est encore valable lorsque lec corps de base est C

de le montrer

h
[y
o)
£
()]

mals 3a fogon dont a 666 rédipé le Chap.IT nc perme

trivialcnent). Pour le voir, il suffit de montrer que I = 1°° loraque
~s

Il est convexc, 6quilibré et faibloment ferms. Or, désisnons par E
1'espace vectoricl récl obtenu & portir de E par restriction du cozps

= e = = P 4.
de bage o I 5 et désirnons par u' llencenble des formes lindaires sur

S

L qui sont de 1o fomme Z —s partic réellc de <;X9x?;> S oyee xV'c B
en nouunt‘<;x xi}» partie rcéelle de QQX'€§/¢ s On o une application
s “: 2z
canonigue et lincaire-réelle de E! sur B! , et pov ailleurs on définit
L )
ol » ol -y ’_?‘

ainsil comnme on lc verific aisément vne duplité faoible entre E et L' 3 12

el

.:T:‘J 1 3 - e ]
topolozic faiblc correspondonte sur I cat du recobe identiguc & celle gui

(=

est définic par leo dualité £aible entre B ot B!, de sorbte gue 11 , consi-

: 2 o/ 2 S
déré conne poriic de T cot encore convexe, Gonilibré et faoibvlenent
9 9_
a2 v

-y

oz oA £ o
fexmé. D'apros 1o Prop.1 appliquée su couple L, B! on a done Il = 11 >
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mais Y stidentifie & 1'ensemble des x?€ B! tels que 1l'oun alt partie
réelle de <::x9:f..{>,g‘? pour tout =xell 3 comme I est shable par 'les ;
- o 5 3 —Q‘ . ~y - AT AL 2
homothéties = -ﬁy.ﬁ.x avee . complexe de module £ 1 , cela Sgquivaut

: i3 ® o < B : » 5 QU
§<§x,z?;>§é;1 ; done I1°7 siidentifie & I° ; pour la mBmc raoison I

stidentifie moo’ et on & Dbien comme annoned I = 1°°. Pinalement
Proposition 3 - Scient E et B! deux espaces en dunlité faible sur R ou

C et soit II upe partiec de T . Alorg 1°° est l'envelonpe convexe, Soguili-
brée, faiblement ferme de 1 .

Pour terminer ces considérations sur les polaires, notons gue si une
partie M de E est la rdunion dlune famille Ea , alors I
tion ées-(ﬁé}o ; cn utilisant la Prop.2 le lecteur (ou le futur réduccear
gu'il soit béni ct ? ‘is en pitid) nmontrera par le p8ne raisonnement que

sl Il est 1l'interseetion des Q‘ alors 1° est lfenveauﬂna convexe, éaaili-

brée et £3ib 1cm' fermbe de 1o réuni ion des 4%)

. Poloire af onsemble faiblement bornd.
chroei ion 4 - Soient £ un esnaece locolcmcnt convexe et B! son dual
topolosigue 3 po&r'auiaﬁe G'V“iﬁ'ﬂ‘gg E! go0i% falblement bernée il fzut

730

et il suffit gue 1P soi% un topneau dans E .

Tout disbord, L' nuni de la topologie faible n'est pao autre chose que

1Veswace deg qnnl* ations lindéaires coﬁ%inues de I dons le corps de base,

partie Il de B! Gst Zniblement bornde, on peut donc appliquer le critdre
z & - o s - w § Y
générol relatif anx porties borndes diun ecspace oL (E,F) ({(Chap.iII,
z G s
& #

b




pour tout &L
éguilibrée ot
nent fermé (Pr
de sa topologi
antrencnt dit

Xé%komp ror P

a8

AN

« Cela dit, considérons ° ; clest une portie convexe,

faiblement ferndée de T 3 elest

op.2) 3 pour exprimer gue I°

¢ forte) il suffit donc dlexprimer gue I

gue pour tout xXeE il existe

e

dopne. angsi un ensemble forte-

est un tonneaun dens £ (muni

- est obsorbant,

un nopbre k >0 tel gue

ette condition signifie évidemment quion & |Lx,2'> (g &
g 5 WK 7

pour tout =x'ell , ee qui démontre 1a Propog

Eguicontinug dans Ef.

"5 —~ Ensembles

- Soient un_espace 1ocnl cn

ition.

t convexe et I une portie

Pronosition 5

de E! : pour gue Il soit dounicontinu, il fout et il suffit oue
— ?

1° soit

| g ]

0

un voisinoge 4

e O doang E ..

51 I° est un vois inoge de O dans B, i1 en

L

gue soit £>0

naoze V de O da

pour tout xte il

proguenent, si
tel que xeV

Vgﬁﬁwwi

- Proposition 6.

s de zor*e que, pour tout €>0 on pent trauvrr an vois

ns B (& savoir e.E°) tel que

pronve que '° lui-mSme est un

- Toute partis Sanicontinue et

est de mérme de €.11° guel

oo
(».J‘

= RT I vnon 't 4 . ’ e ™y 5
xeV inmplique E<;x,&*f>g,§

un voisinage ¥V de O dons §

et faiblemenst

compactes

; i
soit Q} un ul

et I une partie Cguicontinue e

trafiltre suc I . Poisque M° es

t foiblenent fermée de Bl 3

t un voisinaze de O et done

on tonnean dong B IT est foiblepment borné (Prop.4), en sorite gue pour
% : 4

chogue X %E

est bornde. Po

g 1

¢
et
b eald
«
i}
=
s

llapplication x'—a< Z,Xx'>

a2

1 est cloir que l'opplicotion

de Il dans le corps de base

guite, cette application gcssbdc pne 1limite uix)

e wxx) est limite gimple

appartenant 4 1 , done (Chop.III, §5,Pwoﬁ.,/ est une




\
wt

1
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une anpplication linécire continne de E dans le corps de base puisque'u
est dquicontinue ; on o donc ulx) -<x,x > bour un x!€B' qui est

:faiblemQﬁt'&dhérent’& . donc dons I , et 11 est clair oae <$ converge
faiblement vers xs s €8 gul prouve que U est Zaiblcpent compact.

Théozbme 2 - Seit T un espoce tonﬁegglg'soit II une par%ie faiblement

fermée de B' 3 lcs propridils suivantes sont Sguivalentes :

12 n est faiblement bornde - 2° U est Gguicontinue 3 3° 11 cot faible-

ment eompacte.

sin est faiblement bornée, 1° est un tonncau dans E (Prop.4), done

™

est un voxsinage de O dans E puisque E est tonnelé, en sorte que ¥ est
équicontinue (lrcp.S) &t donc sugsi faibleﬁént conpacte (ﬂrop 5)
comme toute partie faiblemen$ compacie de B! epi InibSCbCﬂ bornée
{Chap.III, § 2,Prop.3) on = 6onc les implications

' 1% = 2% = 30 — 40

qui démontrent le Théarhmea

Corollaire du Théortme 2 - Dans 1e‘duél'top010ﬁiaue diun espace tonneld,

B

1’enveloppe convexe faiblement ferﬁoe dlun ensepiie “aLuae et COmOsch

8

est faiblement compache.

Tin effet lienveloppe convexe fslulemewt fermce dtupe partie Sguicon-
tinue de B! est Sguicontinue (que E soit ou non tonneld).
Remargue - Le Théortme 2 n'est valable que pour les espaces tonnelés

81 en effet un espsee T le vérifie, et si T cet un bounneou dans B
2

0

alors T est foiblement borné (FProp.4) donc équicontiny par hypothise,

00

en sorte que T est un voiscinage de O dons E § moic T étant convexe,

équilibré et ferms on o T°°=T ., dlok notre assertion.
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6 - Cos des esgades de Banaoch.

Soit T un espace de Banseh. Le corps de base K &tont 1ui aussi un
espace de Banach, on peut Aéfinir sur E' = £ (B,K) une norme par la

relation

g x!] = sab ¥<:x§x? é : ‘ .
g<1 '
a cette nornme correspand sur 8! 15 topolozie de la convergence uniforms

sur toute partiec bornfe de B (fopologie "forte” de E!).

I1 est clair que touite partie ”ortemept bornée de B! llest & fortiori
faiblepment. Il est clair sussi gue 1o boule unité de B! - encemble des x?
tels gue ﬁlx*ﬁ.ﬁ,? ~ est foiblement fermée (elest on effet lec polaire de

¢

13 boule unité de E). Comme tout espsce de Banach est tonmnelé (Chap.IlI,
%?,Corollaize de 1la Prop.1), le Thiordtne 2 ci-degsus condult done an

résultat suivant ¢ 12 bonle aﬁité du dpal d'on espace de Bonoch est faible-

ment compacte.

On remarguera que, dans le dual topologigue B! d'un espece de Banach E,

5
o
O
Sl
%’r
)
o
o
i)
oy,
:
}m‘i
(4]

toute partie Squicontinue B est contenue dans un

te

fe )

ros la déilniz on de la norme sur B,

6]
'd :

polaire d'une boale de & est,
une boule de E!) 5 on ne restreint done pas la géncdrolité du Théorime 2
pcurzles espaeeé de Banach e en 1'énoncant comme nons 1'avons Zait plus
haout (é?est~&waire uniguement pour 14 boule unité de E?g et non pour
toute partie bornde et foiblement fermbe de B! )e

7 - Portics faiblement borndes de E .

Ssoilt E un espace localement convexe. Puisqul’on a défini sur E , outre

la topologie f"forte” (i.e. 12 %topolozic donnde)} une topologzie #faible®,

on Dvat considlrer aussi bien des ensembles faiblement bornés gue des

(]
s
o1}

ensembles foritcment bornés dans T . I1 est clair gu'une partie Il de E

oy

est faiblenent bornbe si, et seulement si chague forme lindaire continue

r

sur B est bornde sur II . Il est 6Svident oune toute portie fortement bornée

de T l'est oussi faiblement. Réc1pfoqucmont s

0]




)
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Inéordme 3 - Dops un espoce loealement convexe, tout ensenble faiblement

borné est fortement ¥ornd.

Désignons par (5 lo fapille des porties de B! qui sont convexes,
équilibrées, faoiblenment borndes et foiblement compldtes, et minissons
E de la topologie %ig de 1o convergence uniforme sur les ensembles

de @5 . Puisque E glidentifie & l’ensemble des formes lindaires faible-

ment continues sur Z' (Théordme 1) on peunt affirme r (Chap.TIT, §3,
Thiordme 1) que toute partie de E qui est bornde pour lo topologie de la
convergence gimplc sur B! est sussi bornde pour 9@ - Autrement dit,

toute partie faiblement bornde de T esi bhornée pour ﬁfﬂ, =

Or soit V un voilsinage couveze, éqvlllbre et fermé ae O dans E .
L'ensemble VP est convex Ze . oqmllibré ble nt fermé et éqaicbntina
(Prop.5) donc faiblement compact (Prop.6) done faibleﬁcmﬁ complet.; par

suite V°¢ &  ; il s'ensuit que VOO

=V est un voigsinoge de O pour
%f@; 3 tout cnsenble faiblement bornd dans E est par guite obsorbsd
par V , ce qui_établit le théortme 3 .

8 - Topolorics compotibles gvee une dualit é.faible~

{Cette question a 6t8 rejetbe pex le Congres de Hors 52 ; le rédacteur
'l'a rétablie aprds 51B%re convaincu gu'en llomettant on s?obligerait =
reproduire deux fois 1a dbmonstration du théordne de ﬁ&ekéy, & savoir s
19 pour démontrer le théordme SJz‘les formes lindaires folblement conti-
nues sur les 5qaiCOﬂfiﬂue e o8 pour démontrer lc critére de réflexivi?é -
en oﬁfre, 6n g'est ogussi convaineu gue "ei ne cofite pas plus cher®... )

soient £ et I' deux esnoces on dualitd foible sur B on O y 6n dit

B

qu'une topolozie ig sur I est compatible aveec 12 dualité entre

si &, muni de adnet EB* comme dual topolozigue (Stant cntendn gutfon
9 9 o ’

cons¥ddre E' commc cnsemble de formes lindairzes sur Z). Uous allons




= s

Théordme 4 (Ilackey) - Soient I et B! deux espaceg vectoriels en duslité

B

faible sur B ou C ; pour gu'une topolosic localcrmewni convexe sur B soit

compatible avee la dunlitd Foible entre E et B 31 fanf ot 1 saffit

gue ce soit la topolosie de 1o convergence uniforme sur un ensemble de

-

borties, convexes, Soquilibrées et foibloment compactes de E', ensemble

dont lo rSuiion goit tout BY.

Lo nécessité de la condition est évidente : si B! slidentifiec aun dual
de & opni d'une Lopologie ‘ﬁ , toute paritic éqwkvontz de L! (relati-
vercat é,‘g ) est relativenent foiblement compacte (Pr -paﬁ} y g1 done
on désigne par (o la famille des ensembles V°, o V est un voisinopge
gucleconguc de O pour Z’f s On voit gue les cngenmblesde @ sont convexes,
équilibro” foivlement compacts, et ont pour rdunion E! ; dlantre part,
de 1o caﬁve?gence unilorne
sur les cnzembles de {é s Coe 10 15 11@’@5 étant sﬁable par homochétie

b )

un systonme fondamentol de voisinages

e

et filtrante croissante, on obtien

R
.
]
&
‘H
i

de O pour €}5 en nvnaaqt les poloires deg encembles de
¢ire les cascables Voo_o& V est un volsinage de O pour ﬁf s ais on

isinaoges V qul sont convexes, Sguilibrés

&)

peut ce borner Svidemment a2ux v

: = . :
ct ferndés pour € (donc aussi faiblement ferncs} en sorte aa?ﬁlcrm
7%= v s e qui démonﬁre notre assertion.

Réciproguenent, 66signons por (& un ensemblc d

=l

g
‘,éqailibrées, faiblement compactes de uﬁg dont lo rdunion soit B' tout
entiérg ¢t munissons § de 1o topologie %iﬁ, de lo convergence unifornme ‘
sur les‘e”sembles de QS . Pnig sque tout EKe€ Q; cst faiblement compact,
llexpression <x,x'> reste bornde guand x' porconrt K ; d¢ sorte que

<gQ; est conpotible gvee la structure vectorieclle de & '§Chapc1119§2%>

~

n 1) et c % locolement convexe. Ious désigncrons par IEQQ - 1'espace E
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muni de cette topologmie. Puisque la réunion des XKe &
il est elair quc, pour tout x'e B!,

ire continae'sur

.,,@ s de

une paxtie dn oual topologique

B

que LQ = E’@ 3

sorte que E! stid

e

est tout E!,
- -~><ng£9> est une forme 1iné-

entifie canoniguement a
s 11 nous reste & montrer

de B
e

Tout dfabord, l'enveloppe convexe de 1o réunion de deux porties

convexes et faiblement conmpoctes 4

compacte (ear clest 1'imoge du compact ITxAxB par

ment continue (o, x',y!') —> c.x!

de R} ; ceci permet de suvnposer que la

sante.

raison analozue. I1 rdsulte de 13

les ensembles K%, K¢ & , for ok

de O pour g%g . beei ais,

®

pour ‘ﬁ;; s 11 existe dlsprds ce gul

que x€K° impligue §<§:939>g§1

désisne 1e'polaire de Ko.ﬂans'ﬁkg
i

dans E' et puisqr

morphisme pour lcs “chLQ;i foibles,

ferpé deng E2§ -

L
et
e t Sorome 4 pontre aus, poarnmi
dunlité faible entre & ct 27,
lovie faible — et unc

forne sur toutes les

On peut aussi ls supposer invar

goit xte Eté :

prouver que LY, =

porties convexes,

et B de E' est elle-néme faiblement

'a@piieatioa faibleQ
+{1-ajy? , ot T est le segment {O,?}
famille (& est filtronte crois-
iante por homothiftie, pour une
guc l'on peut se rapener ou cas oh

un systinoe fondamental de voisinages

< E,x>

T s  &tant continus|

préedde un ensenble Xe &  tel
: cela veut dire gic x'e K99, o x°°

or K étant convexe et éouilibré,

e

au couple E,B%. nontre gue X°° est
(&
. 7,

piggne K est iblement compaet
2 -}

est évidennent un honbéo-—-

lcs topolosies coppotibles svee la

.1 existe une topologic minimanle - 1z ftopo

topolosie paximole - cellc de 1o convergence uni-

éanilibrdées et foiblement

e m— :‘ff*‘"l'
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compootes de B! ; cette dernidre topolocie est appelde lo topologie de
ilbekey de l’esnacévﬂ cn dunlitd foible avec BY : les topologies compati-
bles avec 1o dualité Lu-ble nec sont autres gue les topologies loca le-

ment convexes internmédisires entre la topologie iuible e la topologie

de Ibekeyv. 11 esgt clair gue la tcpelbgie de,ﬁaekey sur © ect carcciéri-

sée por le propridté suivonte : pour qu'une portlc convexe, Sguilibrée

et faiblement fermbe de B! soit faiblement cdmpocte, 1l Zoud

gqu'elle soit équicontinpe pour la topologic de Mockey sur © ; on voit
3

Ly

donc, en utilisant le Théorlme 2, guc si B est ua egpace tonnelé sa

topologic cst identigue & 1o topologie de llbelkey déterninée por 1o dualit
entre T et con dmal topolozique BEP, on encore : gi B et B' gont deux

egspaces en daalité faiblc, il existe ou plus une topologic dfespace

e

aqui soit compatible avee 1o dualité falble entre E et B,

tonnelé sur
4 savoir 1la ftopolosie de lnckey (mais celle-ci nlest pos toujours
tonnelde ).

g — Une caraetérisation des Tormes lincoires foiblencnt continues sur T?

s

Conmme 1c rontre le Théorome 1, toute Zorne lindoire faoiblenment contli-
nue sur le dunl %topolozigue E' dfun espaece loealcnent convexe L est de
1o forme x'—>< x,x'> avee xcl . THous allons démontrer le théordme

suivant, dfi & Bonach g

Théorime 5 - Soient B up espoce locolement convexe complet gt EY son
dual topolozigue 3 pour gqu'une forme lindsire sur L' goit faivlement

continue, 11 suffit gu'elle soit faiblement eontinuc sur toute portie

Sanicontinue de ' .

Désisznons par T 1l'ensenble des Iformes 1indaires sur L' gui sont
faiblement continues sur toute portie Gguicontipne de E! 5 il est eloiy

gue P est un cspoce vectoriel cn dunlité fo ible avee B!, et gue E stiden-

tifie eﬂn0ﬂ1q001eat 3 un sous-espace de F . Dlautre p’w“r*“L soit Qé
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l'ensenble des parties éqaiécntin&es,ae B! et punissons F de 12 iopolegie
%ﬁ de lg convergence uniforme sur les ensenblies de @5 s buisgue
l’adnéfeace faible d'un ensemble cqa contina dons B! est encore Squicon-—
tinue et est faiblement compacte, toute forme lindoire uel est bornde
sur ftout 3B é.@g s de sorte gue la topolezic %%g est copmpotible avec

12 structure vectowlelle de ' , et que F gvmuni de cette to opologie, est
fondamental de voisi-

§H)

localement convexe. On obtzenz du reste un gyctém

nages de O aans Fen vﬂenupt leb polaires des e sembles B.é.ég (ceci
parce gque Q/ est £iltrant croissant et stable par homothétie) ; cela
montre d'aprds lo Prop.5 que B (minl de sa topologie forte) stidentifie
tonolo~iguenent & un sous-espace de F, Soug-espace ndcessnirement fermd

puisque T est sunposé 8ire complet.

n
i

, Pour montrer qgue E =T, il suffit donc de faire voirvque Ee
partout dense dans F . Or puisque 1a daaliﬁé"en%re P et B! induit une
dualité entre E et B!, lc théordme de Hahn-Bakach mntfe déid aue E est
faiblement parto&t dense dons T . Tont revient donc & vrouver aue I est
faibleméntlfermé dans ¥ , donec, dlaprds 1o Eropezg & momﬁrer gue B! gliden—
tifie aun dunl tonolaﬁ ique de F, ou encorc gue 1a topolonic de T est
compatible avee la duslité faible entre F et B) : paig cele résul%e
{Théorime 4) du 291t que les ensembles de 425 gontb équléon%inus done

relativement foiblement compacts ¢ apeCs la Proposition 6 .

Corollaire du Thbortme 5 ~ Soit B un espace de Banach 3 pour gu'une forme

linéoire sur ' soit faiblerent continue sur E%, il suffif gu'elle le soit

e

sur la boule unité de E

©

'"’ﬁ'

En cffet, toute poartie Squicontinue de B! eot contenne & une homo-

thétie pris dons 12 Dboule unité de E! {noﬁ}
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26 « 81 B ot espoce de Bamh de type dénombrable, la bohle
unité de ' eut métriseble pour la topologie Zoible (Chap.III, §3,
ewoxm de 1o Prop.4) ; done pour vérifier qu'une forme lindaire

utx') m &' eot foiblepment continuc, il suffit de vén?ier que, pour
toute guite =! oconvergent foiblement vers unc linite x! on a '

- *n
afxt) = liu a(x*)

§’ 3 - ﬁopplogie forte sur le dual topologique diun
' espace localement convexze.

1 - Béfiuition de 1a togglo's;ie forte.
m_f_igigiog - 01ggt Eun espoee 1oealcment convexe et B' son dual |

topolorigue ; on npglle togolo,n;ie forte gur T 1o togolo ide de ia
convergenee uniiornze sur les Egties bornées de E .

comme on 1"&, vu'at_z Chap.III,§3, cette topologic est 'compﬂtible gvee
1o structure vectorielle de L', et eat localement convexe. Puisque toute

réun.tan finie de porties bornées de I cot encore bornée, ainsi que tout

homothé’cique é'unc pa.rtie bornée, on obticnt un systome fondaomental de

voisinages "foz"ta" de O dons E' en prenant 1cs _29_3;_'3_5_._'?:68 des parties
borndes de E. '

Ioorsque E est un espace de Banach, il est inmddint de ,véri:rfier gue 1s
topolozic forte de T! n'est sutre gue celle qui ést définie par 1o norme
4638 détinic au § 2, n% . '

Promsiﬁog 1. Ie duol top_glo"figuc d'un ¢space de Danach T egt complet
pour 1a topolozie forte (donc est un cspace de Banoeh). '

' 'Soit en effet CP un filtre de Couchy sur E' mohi de la topologie"
forte s qucl que soit 1'enserble borné B CE , il cxiste un I € C‘:'

tel que B® contienne I & une transistion prds. Celn montre Gvidemment
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gue pour tout XEE , 1m¢<x,x’}a u’(x) existe 3 uix) est une forme
linéoire sur E , et puisque 4P vérifie le critdre de Cauchy pour la topo-

logie de la convergence uniforme sur les parties bornbes de E on voit
que, sur toute partiec bornée de T , u(x)'est limite wniforme de Fformes

linéaires continuco scur B . Il slcnsuit aussitti que u est bornée sur

toute portiec bornde de B ; or E étant un espace de Banach posside des

voisinoges de 0 qui sont bornés ; donc u est borndée sur au moins un

voisinage de O, et ecst por suite continue. On peut dohe derire

ulx) =<x 9£’> pour un ,cfem gul est évidemment 1z limite de @) .

d'ol 1a Pioppgluicn,
Remarque - Il gxigste en dehozu des es paceu de Bonach, des espaces
Tlecalement convexes B possédant 1o propriété suivante : pour gutune
application linéaire de T dans un espace localenmecnt convexe F soit
continue, il fﬂat (ch ll suffit qu'elle transforme toute partie bornde
de I en unc partie bornée de F . Il est clair gue la Prop.i s?é%end
4 ces espaces. ‘

2 — Bnsenbles forterent hornds.

o

Soit II nne partie de B! 3 pour gu'elle solt Fforte manz bornde, il faut
et il suffit que, pour tout ensemble bornéd B B , le polaire B absorbe

I ; comme on peut se limiter aux ensembles B guil sont convexes, éguili-

brés et fermés, 11 revient au meme dec dire que Ha_gggorbe toute pertie
L. Puisque 1° est convese, dguilibré, fermé, et puisque la propﬁiété

en guestion exige déja que p10 absorbe les points de B , on volt gue 12
est un tonneaa dons & . Si done T est tonnelé, 1° cot un voisinage de O

dons E (et ceci dds que I est faiblement bornde) donc absorbe-tout

ensenble horné par définition de ceux-ci ; done ¢
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Proposition 2 ~ Dans le dual topologique d'un espace tonnelé, tout

ensemble faiblenent borné est fortement borné,

Cette onp051tion egst encore vraze sSous d's 5 hypothéses ; en
partxcallcr 8

Proposition 2 bis -~ Dans le dual topolos sique d'un espace guasi-complet

tout ensemble faiblement borné eskt forﬁeaenﬁ bornd.

Cette fopoultlon veuulte direetencnt du Cbapalzig§ 5:Corollaire du

Théordme 1.

3 — Ispaces réflexifs.

On appelle bidual d'un espace localement convexe B le dual topologique
de l'esvace E' muni de la topolosie forie, autrement dit llespace des
formes lincéaires fortement continues sur BE!'. On désisne ce bidual par L.

51 1'on sssocie & chague =x€E la forme lindoire x!'— < x,x'> on

= ~3 : :
définit Svidemment un 1somorph1ume x —f?~x de l'esnoce vectoriel E

b

dans l'esnaece veetoriel EM ; pous 1dent1£ierog§ tonjours E & un sous-

cspace de IM an moyenide cet isomorphisme. On dit que I est »Gflexif
lorsgue B = En, autrement dit lercque toutc forme lindaire fortement

continue ‘cur B! est £a1b1emunt continue. Il existe des esnoces non

ré&flexifs, en particalier des espaces de Banneh 3 il existe aussi des

catéoorics importontes d’espaces'réflexifs {voir le Tivre des Distwib§~
tions
Avant d'étudier en géndral le bldual d'un espoce localement convexe,

4
S
s

]
ey

nous allone démontrer un critlre de 1exivit< qui fera ,ompfendre
pourquoi il existe des cﬂpqces non réflexifs :

Théordme 1 - Pour gu'un espace locolement convexe & goit réflexif, i1

7

oute partiec bornde ct faiblement fermée de B
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Supposons en effet L = B" et scit B une partie bornée et faiblement
fermée de E ; B est faiblepment fermde dans E", ot por aillcurs éguicon-
tinue (en tant qu'lensenmble de formes lindaires continunes sur I') puisque
B% est un voisinase fort de O dons B! : donc (§:2,Prop°6) B est faible-
ment compacte. ‘

51 d'antre part toulbe partic bornée et faiblement fermbe de E est
faiblement compaecte, on voit gue 1la topologie forie de Bt est la topo-
lozie de 1a convergence uniforme sur un ensemble de parties convexes,
Sgnilibrées et foiblement compactes de B (& savoir les parties convexes,
éguilibrées, borndes et fer nées de Bl 0
compatible avec la dualitd faible entfe B
et réflexif.

ione  (2,Théordme 4) elle est
t et B , ce gui prouve que E

Corollaire du Théortme 1 -~ Pour gu'un esvace de Bonach B soit réflexif

by}

i1 fopt et 11 suffit que 1a boule unité de E soit faiblement compacte.

Un critére équivalent de réflexivité est le suivant

Propogition 3 -~ Pour gu'un espace localement convexe B goit réflexirf

il faut et il ouffit gue, dong B!, tout sons-espace fortepent Fferméd

gsoit faiblement ferms.

In effet, lag réflexivité de I signifie par définitisn que toute Forme
linégire fortement coatlnue sur B! est faiblement conﬁlnaeg autrement dit
gue tout hypsrplon : fortement fernd est faoiblement fernd (dons Bl) -

1o Prop:s rﬁsul ce immédiatement de 1a.

Proposition 4 - I du 1 topolos 1que d'un egvaoce ré&flexif est tonneld

pour 12 topolosie foxte .

Zn effet, soient £ un es»ace réflexif et T une partic convexe, égui-
librée, fortencnt fermde 2% absorbante dans E' -~ autremcnt dit, un tonneru
pour la topologic forte de E'. Puisque E est réflexif et T convexe T esi

anssi faibloment fermé, clest donc un tonneau pour lo topologie faible

m2is puisgus T est
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absorbante, ° eat faiblement bornéd dans B , done aus

si fortement borné,
en sorte gue T est le poloire dune partic bornée de E ; donc T est un
voisinagze fort de O dans B', ce gui &tablit 1=z Proposition.

'

Proposition 5 - Tout sous-espace fermé d'un esbace réflexif est réflexif

Soit en effet M un sous-espace fermé diun espace localencnt convexe H
pour gu'une partie B de U soit bornéde et faiblement fernbe (relativement

I7) il fant et il suffit qu'elle soit bornde et foiblement fermée dans E
pulggue les topolog1es forte et faible de II sont induites por les topolo-
de I 3 done il vér

S correspondante i
, dfo# 1a Propositi

S

ie fie 1a condition du Théorlme 1
dds gque £ lo vérif :

(D CD

Hspaces copmplotement réflexifs

0N
4

Un espocc »6flexif E est dit compldtement »8flexif si 1o topologie

de E est identique & 1a topologie forte de BV, clest-t-~dire & celle de 1z
convergence uniforme sur les parties fortement bornées de E'.

°

Proposition 6 - Pour gu'un espace zéflexif B soit complitenent réflexif

il faut et 11 suffit qu'il soit  ‘“tonneld.

La nécessité de 1o condition rdésultc aussitdt de la Proposgition 4 .

i 5 on obtient un eystome fondomental

1y

Réciproquenent, supposons-la véri

de voisinages forts de O dans EY en prenoant les ensembles BO9 cth B est

@

une nartie fortement bornée de L', aubrement dit (n07; en nrenant dan

£ muni de s topologie initiale les tonneopx qui absorbent les parties

borndes de E ; donc tout voisinapge fort de O dons B est ausgi un

te (néne si B nlest

@

voisinage de dens £ 3 1a xéeiproque étant Gviden:

pas tonnelé) 1o Proposition est démontrée.

Proposition 7 — Le dual fort dl'un espsce conpletement réflexif est

conmpletencnt r&ilexif

®

9




B qui absorbe lcs parties bornfes de T est un voisincge de O .

. comme mxi‘b

| w&iu

' oftet, 3t ent tonaslé pous 1a topologle &
revient & dtoblie gue BY m m.
toute partle B de By, fortemsut borade dulenont forads ‘
. spocte § meis W %ﬂﬁlﬁ ﬁﬁ Qﬂ% m, 3 M

véqnieom&m { § 2, sordee 2).
& ?rcm%im 6 eot un cap porticulicy dtun s}&aa&m vmm m
tous les eamees tonnclda, a‘ﬁﬂexﬁa on mom g

Pra@eitim 8 - ggg B nn_cspnce tonneld

: crgggg g Ei '
In &éaoae'emtion ée cam lammeition eat zaeﬁﬁiqzw, t'k dea mzﬁea—
tiens triviales prio, & celle de 12 Proposition 8, et repose sor 1a pro-

pridté sulvonte des esme&a tamlﬁa (propridté qui apportient dtaillcuve
& dtautres _cotépories &'esmes locolemint convexzes) tont tesamzz dans

Basw 1le cas des esmaea és ma, on mm‘: mﬁlmsor in &cmositimz 8 '

B dm E“ at iagm&trﬂ.guga

~ Bolt en effet un xelR si vaa i&anﬁfie z a, un éz.ésaant de 37 # sa
norme dans I¥ st é{mﬁm par i \ agag: Mx,x'}} done tout miamt &

x? .
. ~ | ﬁz - ggzp 2431’33)5 :
sz soit ii iec amwwme fornd de E eo:zatitaé m les m&zpslea aﬁalah:aa

de x : 41 exiate Méammn’t une forme lindaire continne u sur U tena qne
uiz) = fz§ , q% 11 est clair que 12 norme de 4 {en tont que forme naéa:l»

re contimne sur itespace 6@ mh E} et é@lﬁ & zsmw s i*nwéu la

prouver qu'on o

&

forme mlﬁiqm dun thlerdne




At
s

; ww @;.? e _
11 exiote done une forme 1infoire contimue sor T , de mesms 1, mreeunt
le valeur x| ou point x ; 11 s'ensuit auooitbt que '
| ﬁ x|l € aup <z,x’>!

conne l'inégalité opposée est évidente, la Propos:».tion est démontrée.

5 . Eg @ga de liontel. , .
On anpelle espoce de llontel tout espace localcmcnt convezxe tonnglé

dans leqguel itout ensemble fermé et bornd est compoct. Il est cloir que
tout espoce de liontel est comglétemewb réflexif-i On ‘reparguera gulun

espace de Banach ne peut 8tre un espace de Lbntel g,ue ei sa houle unité

est fortement compacte, ¢lest-i~dire .(cm oI } gue s'zl est de
' dimension finie. '

Progosition 10 - Soit B un ¢space de Lioni:el vles topolosies forte et

faible de B coincident sur toute partic bornfe de B . -

Bn effet, solt B une pa.r’aie borhée de E (qu'on ’sgzpposera fermée, ce

qui ne rectreint évidement pas 1o généralits) 3 B est compacte pour

1a topologle forte de E 3 nois la topologic fnible de T induit sur B

uné fdpologi_e moins finc gue la 'i:opologie forte ; puisgue. toute appliea-—’
tion eon’cinufc et biunivoque d'un espace compac'b,‘est un homéomorphisme,

1o Proposition cot démontrée. -

Corollioire - Soit t{) un Li;tve & base c:énonbrable sux un espoce de
liontel & 5 pour gue (P soit fortemcnt convergent il faut et il su.ffit

que 4) converge faiblcment. | _
Soit en effet (A ) une base de (f) s €t supposons  qgne ¢ conversze

faniblement vers un x€ZX ; guel guc soit X,€ An s 12 soite x, converge
fai‘blement vers x , donec est £aiblement bornde, done est fortement bornée

(§ 2,Thdoxdne 3) dar;c (Proposition 10) cqnvér{;e fortement vers x , ce gulf

8toblit Svidenment le Corollaire.




Proposition 11 ~ Le ducl fort ¢

liontel.

Puisque E est réflexif, E! est tonnelé {¥rop.4). Soit maintenant B
. une partie fermée et bormnde de I' ; puisque E est tonnelé, B est Squi-
continue (8§ 2,Théordme 2) en gorte gue sur B lo topologie iaible coin-
cide avee celle de 1o convergence compacte dans E (Chap.III, § B;Pr-op..b;),
clest-u-dire, puisque toute partie fermbe et bornbe de E est compacte et
réeiproquencnt, avec la topologie forte de Z' ; puisque B cst faiblement

conpacte (§ 2,Théortme 2) on voit donc que B est cussl fortement

,coépm_:te, ce qui démontre la Proposition.

6 - Un exenple d'espoce de lbntel.

Désignons por I 1'intervalle compact [0,1} de R , et par ho l'espéce
vectoriel des fonetions ﬁaaiériques sur I .

' Pour chague xel let_ chaqae énfbier n> 0, nous poserons

pn(?:) = é x(n)(t) é H ‘ |

il est clair gu'on définit ainei sur B une famille ddénopmbrable ds smenmi-
normes (et mBme de normes), ce qui pérmet d'imtrodulre une topolozie
sur B , & savoir celle gai est définie pér ¢ces semi-normes 3 L 'de';.rient
ginsi un espoce localenent conve:ce"séparé et métrisa’ole (paiéqae les Py
gont en infinité dénombrable), et il est Gvideﬁt gue, pour qu'une suite
X €E converse vers O dans B , i1 fant et i1 suffit qiz% pour chaqueA

p

entier n 2z 0 1o suite des dérivées n-Cmes x(n){t} converge vers O

D .

& . 3
uniformSment sur I . I1 est par agilleurs facile de voir gue E est complet |

{donc tonnelé 3 Chap.III, 9 1,Prop.1) en utilisant les théordmes sur les

suites de fonetions dérivabies qui convergent uniforménent ainsi gue

leurs dérivées.
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 Nous allons montrer gue E est un espace de Lontel. Soit en effet B

un ensecblc borné dans E ; puisque E est métrisable, tout revient &

prouver que toute suiter.xpe B contient une suite partieclle convergent

vers un x€Z . llis B éfant borné il est clair gu'on g
sup D (x) =21 L+ o0
zeB ° ‘ n -
pour chague n 3 pour tout n et tou%“:z B , on a done
=m0 n | = [* 20 e | ¢ gy [p1-vr |

guels gque soient t' et t"€¢ I ; donc pour chaque n l'ensemble des fone-
tions x(n),::elig est uniformément &guicontinu sur I ;5 de 13 et du

G
théortme dtArzeln (Top. én.,Chap.X,...) résulte qu'on peut extraire de

1s suife-dOnnée xp une premiéré sulte partielle xp gui converge
0,1 :

uniformément sur I vers une fonction limite Xy puis de lg premidre

suite particlle une seconde suite partieclle telle gue les

X
P14

xé eonvergent uniformément vers une fonetion, limite x;, et ainsi
de suite indéfiniment ; sl l'on considire 1a suite disponale =x .

: i_‘
(n) .eonvérgent
P51

unifornément sur I vers la fonection x, 3 il alensuit que xer , que

_convergent dons B vers x , ce qui

on voit immédiatement que pour chague n les dérivées =

= {n)
Z, =%, ' , et que les x

?
démontre notre assertion.

3es exemples plus généraux, mois analosues on préeédent, seront

étudifs en déitail au Livre des Distributions.




4 - Continuité forte et continuité faible.

1 - Prancposée dlune gpplication faiblement continue.

Soient E,B' e% F,F' deux couples d'espaces vectoricls en dualiteé
aible sur un corps K , et soit u une application lindaired de E dans F.

On dit que u est trancposcble (relativewment aux dualités faibles données)

s¥il existe unc application linésire v de F! dans B! tellc que 1llon aift

(1) < ?};(X}g'y?> z<xsv(y?)>

quels que soient =z €E et y'e F!. Utest évidemment toujours le cas
lorsque B! est lc dual alpdbrique de E et F! le dual glgtbreique de F,
et alors v n'est autre que la trancposde de u av sens défini en Algstbre.

Dans le cas ¢énéral, si 1l'on identifie Bt et P' & des sous-cspaces des

o

duals algobrigues E* et F* de 8 et F, une condition néeessaire et
_suffisan%e pour gue u soit transposable est gue sa transpogte tu
(opplication de E* dons E*) applique F' dans E! ; 1’a§plication v défi-
nie plus haut est alors lo restriction de ta a Fi, Pour cette roison,

g7

nous désignerons le plus souvent par u 1'application en guestion de

Fi! dans B! - moils cette notation est un abus de langage (A.Roussel,
Te festin de 1'Araignée).

Propogition 1 — Soient E,Ef et F,F! deux couples d'espoces en dualité

faible sur un corps topologigue K sépars X 3 pour aunfune angl}ca%imn

=

linéaire u de & dans T soit transposable, il fout et il suffit gulelle

soit faiblement continue.

Bn effet, si u est trdnsposable 1la relation (1) montre'qae, pour
tount yte Pt l?expression‘<;u(x)py?;> est fonction £aiblement continue
de xX€e Bl , en éczte g3z 8i x cbnverge faiblencnt vérs X, le vecteur ulx)
converge faiblement vers u(xg) ¢ diol lo ndecessité de 1o condition.

Réciproquenent , supposons u foiblement continue ; alors pour chogue
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yie Ft llexpression <é¢u(x),y’i> est une forme lindaire faiblement

continue par rapport & x , done (g 1,Théordme 1) de la forme
e

< z,v(y! )} o vy

une application linéair

: reste & nmontrer que y! —» viy!) est

‘.2

re de F! dang B!, ee gui est‘trivial»

11 résulte évidemment de la Prop.i que, i dne application 1inéaire
u de & dans F cst faiblemcont continue, il en egst de méne de 1?app1ieation
%u de F! dons Ef.

Proposition 2 - Soit u une application transposable de T dans F ; pour

"ggg u({E) soit faiblement partout demse dans F , il faut ot 11 suffit

gue tu soit biuvnivoague.

In effet, les y'e FY orthozonoux an sous-espace u{f) sont caractérisés
. _ _
par la relaﬁion.<;xpcu(y3);> = 0 pour tout x€E , clest-a-dire par
ta(y?)zO ; 1o Prop.2 résulte donc du 3 1,Théorime 2 .

2 . Continuité faible et continuité forte.

Soient mointenant E et T deux espoces localement convexes séparés

sur I ou C ; noug désignerons par B! et P! Jjeurs du 13 topologigues,

et ferons lo convention gue les topolosies faibles sur E et P sont

relatives @ 1o dusalité entre B et B!, F et P!, les topolagies initiales
de E et P Gtant comme dans les .5 précédents gualifides de fortes.

Théordme 1 - Soient B et T deux espaces localement convexes séporés ;

vour gufune application linédaire de E dons T goit fortement contin e,

11 faut, et 11 suffit si B est bonnclé, gu'elle soitb faiblement continue

, transposée est faiblcment et fortement continue ;3 si F est réflexif,

toute anolication linéaire forterent continue de F! donpg B! egt faible-

ment coptinues

<

9




. - 4T

Supposons u fortencnt contimme ; elors, pour tout y'e Ft, la forme
lindaire =2 —> < ulz),y'> est fortement continue, done faiblement

continne, ce gui prouve 1la continuité faible de u . Récipwoquenent,
supposons u falblenent continue et E tonnelé 3 501t v un voisinage fors

"de O dons P , gue nous pomvons supposer convexe, equilibré et fermé s
a(V) =7 est convexe et Squilibré, et faiblement fernd paisque u est

faiblenent continve et V fortemeont done faiblement fermé ; comme T est
convexe il est done cussi fortement ferms ; cn outre, V &tant absorbant

dons F , T est obsorbant dans & 3 on voit done que T est un tonneau
dans £ , done un voisinaze de O daps T s €t cecl prouve lao continuité
forte de u o ‘

Hontrons maintenant que si u est continue, éa‘ﬁrdhsposée fa est
- fortement continuec pourvcéla,_soit'ﬁ un voiginage fort de 0 dans Rt §
on peut supposer que .V = B%, o B est une partic bornée de B 3 on a
alors évidenmment tufi(W) = u(B)° ; comme u(B) est borné dans P = a(B)o
est un voisinage fort de O dane P!, d'oh la propriété annoncée. -
Supposons enfin F réflexif, e% s0it v une appliecation fortement conti-
nue de F' dans Bf. Commé F est réflexif, toufe'forme'linéair fortemen%’
continue sur P! 1l'est oussi fdiblcmﬂnt';‘cfent X% en particulier 1e cas
des formes y! - < x,v(y*)} pour chaque er , ¢t ceci démontre
évidemment que v est faiblement continue. '
Remarque -~ TLorsque E n'eét pos tonnelé, la continuitd faible de u
n'entrafne pﬂs.néoeSSQiremnnt sa contiﬁaité forte 3 i1 es* ﬁoutef01a
facile de voir que 1la contlnuité ?cfbe de u suogiste sous une hypo-
thise plus large. In effet, reprenons un v01Q1nage ¥V de O dans P .
convexe, 6ov111bré et ferm6. Onao ¥V = v°° ; il stensuit immédiote-

. =1 .
ment gue T = u(V) est le poloire de talvo) ; mais V° est éq yuiconti -

nu et faiblement fermé, done faiblement compact, en sorte qu'il en




est de nbne de *ucv°>, iﬁage.de Va-par 1'opplication faiblement
egftinua tu ; par sulte, on peut dons tous les cas affirmer que
u (V) est un voisin age de O dans B muni do 1o topolozie de lgcley.

Done ﬂi 1o topologle forte de T est identique & la topologie de
tiacltey de T (ce qui est le cas lorsque B esﬁ tonnelé), on peut encore
affirmer que toute application lindaire f£a i”lenent continne de E

el ovsgl fortement continue.

®

Autrec remargue - Lorsgue E et F cont mé%r1wales et cempxeﬁsy
le foit gue toute applicotion faiblement continpe de dans F sol}
fortement continue résulte aussi du théordme du graphe fermé.

3 - Topolopgie faible'cur éf(LQF)

' Etant Gonnos de 3z espaces 1ocalhmeﬂt convexes E et F, congidérons
pl’espace vectoriel <%f(E9F)_des applications lindaires fbrt enment continunes
de & dens F , ainsi que le proéuit”tensoriel E®F! de B et du dual topo-
logigue B! de Fve Compe on 1l'a (peatuétfe) i en Alzdbre, Chap.ITII, on
peut définir de £ con cononigue une fo%me bilfnﬁaire'ﬁur le produit direct
de ceg depx espaces en 1mpesant 8 cat e fornme de vérifier 1o welntiaa

<u, x@y'> = Lulz),7' >

guels gue soient ue€ @f (2,F), xecE et y'ePF' . On d6finit ainsi une

D

duzlité faible entre 4 czf(E ) et E®F! ; en eifet, i1 est tout d'abord
evldent que 8i un u e ﬁﬁ (Z,F) vé:«_llie <a,,x @y?},z 0 guels que
s01ent x et y!', alors ul(x)=0 pour tout x , dloh u=0 en sorﬁe'qae ia
”premiére-condificn pour obtenir une dﬁaliﬁé faible est véfifiée s

d'autre port, supposons qu'un &1l6ment ;gii xié§y§ de E®@F' soit
"orthozonal? & tout u € 4&5)(E,F) étant donnés des y;€ ¥ arbitraires
(maislez nonbre f£ini n, &gzol au nombre des y?), il existe toujours un

@,czz(ﬂ 5y aul ﬂppliqae chague Xy sur ¥y = tout au moins gi les x5

sont linéoircnent indcpendants, ce qu'on peut dvidenncnt supposer




il vient 2lors 1o relation Z < yi,yi>z 0 et comme les ¥s sont arbi-
traires ceci PrOouve qaé yi = 0 pour tout 1 , dlod 1la seconde condition

de la dnalité faible.
Leg considérations précédentes permctﬁent done de définir sur

c{f(u(P) une topologic faible, 5 saveir celle guton déduit de 1z dunlité
canonigue entre éﬁ(E,F) et E®F' ; il est clair que cette topologie

est la moins fine rendant continues par rapport g u toutes les formes

lindaires u -—> <L ulx),yt > (xe B,y? €F') 3 clest aussi la topologie
de 1o convergence gimple lorsqu'on munit F de sa topologie faible

N . 5 2 -
{ce qui permet dlappliguer & la topologic faible sur o (E,F) les résul-

tats démontrés au Chap.III pour la topologiec de la convergence simple).

E”ODOQLtiOQ 2 - Zoute par é ie faiblement bornde de gg?{ﬁgF} 28t bornée

pour 1o topologie de 1a csnvergcnce simple forte.

En effet, dire qu'une partie H de L (E,F) est faiblement bornde
clest dire (ChapoillgggﬁgPropaE) que, pour toub xeE , 1l'ensemble H(x)
des (=) &.éﬂlg est faiblement berné dans P ; dloutre part, dire gue
H est borns poum 1z topologic de ia CONVETaence simvlenfdrte clest dire
que H{x) est Iertemeﬁ% borné dans F ;5 conme cq&tcvﬁartie faiblement

bornde de P est cussi fortement bornde <§29’k ordme 3) 12 Propesitiaon

ihoorcme 2 ~ Sclent T un espoce tonneld ct T un_espoee réfiexif. Toute

partic faiblement bornde de Qf(EQF} est faiblement relntivement compoct

S0it en effet II une partie faiblenment bornde de éﬁYEQF}'; dlapros
is Pvop.3, U cst ausci simplement bornde, aonc,_paisque E cst tonneld,
est Gquicontinu . (ChapaIII,gszhéoréme 2). Ceei ait, soit z@ un ultra-

filtre sur H ; puisque H{x) est, pour tout xe€E , faiblepment borné

dans F done faiblement relativenent compact (3 3,Théordme 1), 1'expression
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uc(x) = 1:?.::11/Z nix)

existe pour tout =x€I , et il est clair gue z,m;,» g {x) est nne applico-
tion lindoire de E dans F . Puisgue B egt équicon ’;mug on peut, pomf
tout voisinace ¥ de O dans F , trouver un voisinage V de O dans B tel

que xeV implique ulx)eW pour tout uel ; supposant W convexe et

formé — donc faoiblement fermé - on voit gque =&V implique n (x)e¥ ,

de sorte que 1'application u, est continue § il est alors clair que,
; H
dang l'ceapoee 35 {E,F) muni de 1o topolozic foible, ltultrafiltre ¥/

converge vers ce gui achove lo dénonstration.

Uqs
- Remargue - Le résultat précédent cst Svidenment nne géndralisation du
Théordme 1 du ;? % . '

Con lc”z. rons par exenple 1e cos o E =T est un espace de Banoch
réflexif. Une partie H fazblbment bornde de Qg '(E;,E) est oleors bornde
pour lo topologiec de 1o convergence uniforme sur les ensembles bornés de
E - ceci en raison du falt aue, si £ est quasi-complet, “toute partie v
simplement bornde de Qﬁé(ﬁlgl?’) est bornde pour toute (5 ~-topolezie
(ChapaIII,§3, Corollaire 1 du Thiorime 1), de mortec qu'on o

' sup gg u §§< oo

nell :
“’*601 wrogue Gtant bien entendu évidente. ILec Théartme 2 est done

dons ce coo dagn valcm an résultat sulvant s

&

e

Corolloire du Théoréme 2 -~ Soit E un espoce de Banach réflexif

1a boule unité de mé(”ﬁg.@,) est foiblement compocte.




