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CHAPITRE I (Btat 2)
DIFFERENTIELLES
21. Difs: =rent.aelle__;gre“1ére

1. Fonctious tauentes. Hous considererons duans ce chapitre des esgaces

vectoriels porués par rapport au corps R des noabres réels ou su corps
( des noubres coqplexeb ; lorsgue nous ne ‘précisercns pas le cofps

des scalaires des L» ces cousidérés, il serq sous- enteaau que ldao
Vresultats énoncés sont valables dans les deux cas. La noma d‘\an point
x d'un espace normé E sera toujours désignée par %a x gg .

Définition 1. Soient E et F deux espaces mormés, f et g deux applications

d'unec partie ouverte A de E gans F . En un point x €4 , on dit que f

et g sont tansentes si f(x )=g(z ) , et si ]t’f(x)=g{x)ﬂ/“x—xog tend

vers O lorsgue x tend vers x, en restant dans Avﬂ{:ixoi .

Il est immédiat que cetie définition ne fait intervenir gus les
topologies de E et de F , et non les pormes qui servent & les définir ;
car, si on remplace les normes considérées sur E et F par des normes

| éguivalentes, le Tapport " f(x)»g(x) ” / " X-X u est :nuitiplié par une’

fonction scalaire -G(X) telle gue sug 8(x) < +o° et 1n£ e({x) > 0
-On gppelle accroissement de la fonction £ au point b, 1'application

h >f(x +h)-f(x ). définie dans A-x (qui est un voisinage ouvert

de © dans E) ; cettc fonction se note aussi h — Af(x :h) ou A E-

_ D:Lre gue deux fonctlons fetg sont tangentes au point £ éguivaut .

& dire gue f(x )-—g(z ) et gue les accroissements Axo T et AX@' £

sont des fonctions tangentes au point B=0 .
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= “Dsux fonctions f et g tangentes a une neue troisiéme u en un point
xo sont tangentes en ce point, car on =

;f(x)-gjx)”/ X-X ”( i £(x)-ulx) fi/” X=X [j I[C(x)-u(x)} g::oxa 1{ -

2 Différentielle Drezﬂiere d’une fonction. Définition 2. Soient B e‘r F deux

f une application continuec d'une partiec cuverte A

espaces noraés,
dons F . On dit gue £ est différentisble au point X, €A , s'il existe

use suplication lindairs u de B dans F , tancente zu point O 5 1fac-

croissement A x £ . Une telle agglic'aticn linéaire u est appelée
différentielle premidr (ou gimp le,nent dlfferentielle) de P 2

point Fy , - .
Autrement dit, si on pose 3(h)=f(xo+h)-f(xg)=u(h}‘ , le rapport

“ %) (h}“ / tfh{f doit tendre vers O quand h tend vers O en restant dans
A-x et en restant : #0 ; celz signifie done gue, pour tout € >0 , '/
il existe une bouls nh “ T contenue dans Aszg et telle gue la

condition |lafl€ r entrafne | d(n)]| < ¢ |n]

Proposition 1. Une fonection différentiable en un point admet en ce

point une seule différentielle, cui est une application linéaire

continue (dans l'espzce ot est Géfinie la Ponetion donnée ).

effet, si en un point x_ une fonction différentiable f admettait

£

3
ueu}' différentielles u st v ;, wet v seraient taﬂé@f‘tec‘ au point O ;

autrement .1t, Lour tout €>0 , il existera,lt r >0 tel que

b}l < ¢ entrafne “u(h)-v(n)ﬂ < &b} ; mais comme u et v sont

linézaires, cette relation & lieu, non seulezent pour bl < ¢ , maie

pour h guelcongue dans E , d'od, en fzisant tendre & vers O -

u(h)=v(h) pour tout heE .
B second lieu, fdontrons gue la différsntielle u de £ au point x %,
est cont;nue ; comme T est contlnue, L,ou.r tout € >C il existe r>0C

tel gue ;;n“ <Tr entrafne | f(xo+h)=f(xo)£‘ < € ; d'autre part,
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coame £ est diffcrentisble, on a asussi (pour un r convenable)
‘f{x th)-£(x_ )-u(n) l|¢e nll pour n]l < r ; done, on &, sour tout
b tel gue §§h hgr, [u®)|gett+]n]) g ett+r) ; 1o fonction liméaire
u , étant bornée dans 1l boule [[hfjgr , est continue.

La valeur, pour h €k , de ls diflérentielle d'une Tonction ¥ su
point x &4 , ce note df(z ;b), le vecteur b slappelunt souvent
1'ageroissesent de la variable x ; la différentielie ells-mdme,
‘c”eat a=dire i'a;;:lication h-%§df(xogh} ; se notera dng , on simple-
ment df si zucune c"mfasiop ne psul en résulber ; pour ﬁcut z@e&& ob
ia fonction F est di fférentiéble?.l& Gifferentieiic &zxf cal un 616~

)
¢ 4 - Z G - G o o s ’ ° 4 i o= . s 3
wment de 1'espace 4?{&,?) des applications linésires continueg de E

dons F ; la norme ||d £ de celte différentielle est lz norme

édéfinie dans aC(qu {(voir Livre V; Chmy ¢Iz}, c'est-4-dire quse
a £ - sup af{x 'h)ﬁ -
I, | i!hzmg - .
Si f est différentiable zu point x_, pour gu'une fonction g définie

7

et continue dans un voisinsge de x soit taugente & £ au point x, ,
il faut et il suffit évideanent que g soit différentiable am point x,

et ait une différenticlle Suale & cellec de f en ce point.

Bn particulier, si deux fonctions coincident dans un voisinage

., » ot sl 1'une d'elles est différentiasble en ce

point, il en est de méme de l'autre et les différentielles

d'un point x
sont égales ; autrement dit, la notion de différentielle a
un carectére local.
lxemples. 1) Premons pour E le corps des scalaires R (resp. € ),
pour F un espace normné guelcongyge sur R {resp. & ). 8i £ est une

application a'une partie ouverte A de E dans F , différentiable




fie aassz, dons le cas cousidérs, gue

Uy

4

au point %: () s B = d. £ sa différentiscils en ce point, u est une

TN

applieation lingaire de f (resp. € ) dens ¥ , donc de lu forme ¢ - @&
iif(;% »E) st - e ¢ signis
5l 208 + $)=2( 5058(5 ) tond vors ©

¥

N

Vee o .F  Dire que

+ 3 :
dans ¥ , ou encors gue f(} 5 f(} ) tend vers g . E: d'autres termes,

dire que f esi différontiable au point }0 &ruivaut & dire gue £ est

aé ; e ' S - -0 5 <
dérivable au point 5, et ona f£i( §Q)-a , donc 4r( % ; T)=f£1( %Q}ag
Lo norme 'fﬁi} iﬁi ie la &iffévﬂ 'fl‘e de T n'ezt autre cue la
1 £ =
2 o
normne ﬁf?('go}y de la dérivée an oc;nt ?o {Cone 1'sspace F).

m 2

2) Une application constiante &?une pertic ouverie 4 de & dans T est

différentiable en tout point X eli, et so différentielle est nulle

en tous ces poins,

e

5) vi v est une application lindairecontinuc de B dans ¥ on a, guels
. _ _ Tl > s 7

o)
rentisble en tout point x €L , et on a du(xb;h}zu{h} .

gue soient x €E ot heB , a(xo+h}=u(xo)=u(h} , donc u est diffé-

En particulier, désignons par e l'application identigue de E sur

lui-m2ze ; on 2 ﬁe(x °h)=h quels que soient x, et L . Bn raison de
cette rhlutéon, on note souvent dx l'sccroissement h de la varisble x .
En particulier, lcrsqae 5 est les corps ues scalaires (B ou 0), on a,
avec celtle notatiori5 ﬁour une fonection £ défivable au point Eo .
ge £ s de) =PI gay

4) surposons gue E soit un annesu normé complet ayant un élénent vnité ;

on sait alors (Lop.gzén.,chap.V1I) que 1'ergemble A des points x inversi-

¥ . i S L 1 - = = -1 -
bles est cuvert (et non vide), et gue l'application X -3 est continue
3 = ER3 A e 3 e o e S L X i =
dans A montrons cue cette application est diffcrertiasbiec en tous
& v 4 4
. =44 =1 A
ol o v 2 s s g s By PR, y By 4 S 3 4
point X €A . kn offet, on a (x +h) -x_ x ({1ihx } =)
U - W
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et on sait (loc.cit.) que, pour tout y assez petit, on a

, Z : ‘
H(1+y)“1oﬁ+ykh< 'l%ﬁiﬁ ; on a donc
: ' 2
: -1 s inll
(x +n)~ “1 51yt hx x : ———
’ o %= el - e m
ce gui prouve la proposition, et qontre gue 1a dlffg reutielle de x

au point x est h ~g,x°1hxe1 : =

e

% o : . : - 5
Ce raisonnement s'applique en particulier lorscue E = A (F) est
1'annesu des endomorphismes d'un espace noramé cozplet ¥ . Plus générale-

ment, si B et F sont deux espzces normés complets, 4 l'enseable des

isomorphismes de & sur ¥ , on sait que si A n'esl pas vide, c'est une

Lo i

partie ouverte dé 1'esyace norné %?(E,F) et gue u -—u
désigne, par abus de langage l'abpllcatlon réci Lrozae de 19i$ogarphisme
u) est une application continue ds A dans K?(F L) Le raisopnement
-preceaent sontre encore gue cgpte application est différentiable en
tout point u €4 ; et a yoar'différeniielle VWfau;ﬁovGugq .
La notion de différentielle-est esseutiellienent relative zu corps
des scalaires des espsces normés qui interviennent. 8i E et ¥ sont
deux es: vaces norués sur le corps G, ils sont nunis amssi d'une
structure d'espace noraé par rapport su corps fi {Livre VI,chap.l);
une application £ de B dans F qui est différentiable guand ch
considére E et F comme des especes Vectoriels par rapport & e
l'est a fortiori (et a 2éme dlfferﬂnt;elle) guand on con si'
et F conie des esvaces vectoriels par rapport & %2 ;1&13/1a

réciprogue est inexacte, car f peut adqettre une différontielle u

Z

pour la structurs rée lle, telle que u ne goitl nas lindsire pour

la structure complexe (autrement dit, on peu@ avoir u({A h)=Aulh)

pour tout A réel, mais u(Ah)ZAu(h) pour certaines valeur
: coaple xes @
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Par oxe: aple, 1! f.zdlicutwn zZ —>g de C sur .Lui-:aa.ae est différen- °
tiable jour iz structure vectorielle re:alle de 6 , et sa ¢iffé-
rentielle ost 1lla splication h—h ; Zuis cette v yllca’cmn nfest
ras linézire pour ls struciure veciorielle co:zple:te. ﬁous revien-
drons en dwau sur cette cuestion au Livre IX . .

5. ngriat ;8 _des _différentieiles. Pro sosition 2. Soient E et F cdeux espaces

noraés, f et g deux applications cont:.nues d'un voisginage A d'un point

%X ¢ E dans F . 3‘3;' f et g sont dz.furentia’nles au ;omnt %, » il en est

C :

de 1816 de £ "8 et de Af {cuel qus soit le scalaire A ), et om a
(1) | . o (f+g) d fra ¢ ' '
' : : %o

(o) - d_ (J\ £) Adx £

En efiet, si on pose B(h).—f(x +h) f(x )-df(x_;b) , :
S1(n) = glx th)-alx,)~aelz;n) , || V(n)ﬂ /i!hu et §om)/]nl
ten: '%ém vere 0 avec haé() done il en est de méne de '

| S (h)+ 5 Qh)“/ “h‘ < ( “3 (h}” + “ 5 (h) “ )/ hﬁ . Démonstration
analogue pour l'identité (2). _
 On peut interpréter cette proposition de lz fagon suivante : dési-
goons par @ 5 l_‘-eﬁsemble des gpplications d'une partie de B dans F ,
définies et continues dans un Voisinage de x, (qui dépend de la fonction
considérée), et différentiables au point x,- ha prop.2 prouvé gue cet.

ensemble est un espace vectoriel '(f+g’ étant définie sur 1l'intersection

des parties de B oh f et g sont respectivement définies), et que

l'application £ — dx f est une application linéaire de cel espace
“o

vectoriel dans 1'espace oé(E,F). :

Propogition j. Soient E,F,G trois espaces normés, £ (resp.g) une

application continue d'un Voisinage A g'un point x €K dans F (resp.G).
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£i £ et g sont différentiasbles an point x il en est de méme de

1'application x —(£(x),g(x)) de A dans 1'espace procuit FxG

et _réciprogucment ; on a a, (f,,g) (a, f a g)

Lg aumcnstratlon em, irﬂ.eahte , en nrenant par exe:iplc pour norme de
(x,y) dans FxG 1la plus gracde des nornes }tx}‘ » vl

Théoréme 1 (théoréme des fonctions coaposdes). Soient E,.F. 6, trois
- A WLLTiry gk g M, Pt

espaces normés, T une application continue d'un voisinase A d'un point

x € E dens ¥ , g une application continue d'un voisinage B du point

0
=
{

J=f(x ) €¥ dans & . Si f est différentisble mu point x, 8t & différen-

é
i

tiable au_point y, , 'la -foac’tion composce 9=geof (qgui est définie e

continue dans un volalﬁage de xo, ect differentiable su point Z, s et

on a
(3) do(x, h}-du(f(x ); ag(x _;h)) .
En d'autres termes, la différentielle d (gof) est 1z composée

%o
(df( )g”ﬁ o(d, f) de la différentielle de g et de celle de T .

Posons - 3 (h) = A f(xo,h) -df(x,;h)
A gl#(x,);k)-0g(£(x_);k)

e

i

3'(k)
Par hypothése, pour tout 870 s 11 oxiste r>0 tél gue Iihﬂ =T
{resp. " k” <r) entraine ﬂ S(h)-ﬂ { € Hh“ (resp. !& Sé(k)f{ <€ Bkﬁ ]
On peut écrire A,'cp(xo;h)zdg(f(xo); Af(xo;h))+ '(}l( A f(xo;h}) =
. = dg(f(x o)ia8(x,;0) Hdg(£(x ); 3 (n) )+ Agl(ﬁx'f(xoshﬁ
Posons a = | dxof | . b~ i Aocy )g }i On a \
{; ag(£(x ); SN v | S|
_done, pour | hijgr , udg(f(x ) 5(h))u be ﬂhn
Bfuire part, pour é}h! ‘

J

<~
| Astx my |l < ldf(x s+ d ¢ (ere) )
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Si on suppose en outre que jbi il £ r/(ate) , on voit donc que
| S etx,m)f < stered [ 1]
ce qui achéve la démonstration.

Corgllaire 1. Soient E et F deux es;;:aces normés sur le corps R (resp. G)

£ upne anplication continue d'un voisinage de (306 R (resp. %0 6@ )

dans E , g une application continue d'un voisingpe de 2( % )eEB dans
F - Si f est dérivable su point % o ! et g différentisble au point

£( %) , 1z fonction composée gef=9 est aériveble su point §_ ,

et on a _ .
(4) 9'(5,) = dg(£(§ );£7(§,))

Corollaire 2. Scient E,F,G trois espaces normés, u une spplication

linésire continue de E dans F , £ une application continue dlun voisi-

nage du point b=a+u(xo)6 F dapns G . 81 £ est différentisble au point

b , 1a fonction g(x)#f(a+u(x)} est c¢iflérentisble au point x, ,et on a
(4 vis) dg(x_;h) = af(atu(x,);ulh)) ‘

4, ‘?‘onctlons contlnwent Gifférentisbles. Théordme 2 (théoréze des accrois-

sements finis). Scient E et F doux especes normés, T une application

continue dans F d'un vcisinaze du segment joirnant deux points x

xth do B . 51 f est digférentiabie on tout point de ce segment, on &
(5) | Afx, ;h)li < o 598 4 | agl=, -E;twh) =
Considérons en effet la fonction cp(t)-fix +th) dans 1tintervelle (@ 13

c'est une application composée de f et de 1l'application % ~—>Xg+th de

lhmter‘”nha EO j de R sur le segment d'extrémités =x et Xoth :
par spplication du cgr‘.'ﬁ du th,1, on voit-gue 9 est dérivable en tout

- point de E"Qg”&.} ., et gu'on a @%t}zdf(x +th;h) . Appliquons & 9(%)

le théoréne des accroisseme finis our les fonctions d'une varisble

n
réelle (Fonct.var. reel¢e cha ap.1) ; il vient

lot1)-o(o)ll s sup  fo(®)
r\! <I < 14




¢e qui n'est autre que la formule (5).

En introduisant la norme de la différentiellie de £ , la foraule (5)
donne 1tinégalité

(6) | Aztx ;i< fn |l ﬁ%<1ﬂ +ﬂ1&

' Gorolla;re. Soit £ une an 1lcatlon continue d'une nartie ouyerte A

8e E dans F . 51 £ g une différentielle nulle en _tcut point de A ,

T est constante dans toute composante connexe de A -

En effet, si le segment d extremltes a,b est contenu danu 4, la
fornule (5) prouve qus f(a):f(b). On en conclut par récurrence gu'on a

aussi f(a)=f(b) si a et b peuvent 8tre joints .ar unme ligne brisss

contenue dans A . Comas deux peints d'une méue conpossnte connoxe

de A yeuvent toujours &tre Jolntg par une telle ligne Qbmﬁgvect.fcpa,
chap,l), le corolisire est demontré. ‘

La définition ms de la différentielle exprixze gue lz différence
_f(x +h)- ?ﬁx& df{x ;h) est Pinfiniment %etlte“ @ar"rakiovt ah.
Le théoréne des accroiscements finis permet en ocutre de liniter ia'
différence f(x+h)-f(x)-df(x ;h) pour fout x voisin de X, et tout

" h assez uetlt en supposant I dlf?@rentlable ddﬁ un voisinsge de Ey ¢

Proposition 4. Soit £ une fonction différentiable en tout point d'un

ensemble ouvert A contenant le segment joignant deux points =x,xth .

Pour tout point x0é<ﬁ , on a
(7) | 2txtn)-2(x)-ae(x ;00| < [0l . 6P
g

En effet, si on pose g(y):f(x+y}gdf(xogy)~

tout point du segment joignant les points O et b , et on g

N’

dyg = d%+yf=d? £ ; 15 formule (7
“ "O

fonction g de la formuls (6) .

résulte done de l'spplication 2 1la
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Bo posantvx =X , x2=x+h , et en des:gnant par S le segment joigaant
X, et x, , 1a foraule (7) s'éerit encore, plus symetrlouement

(8) _%rf(12)=f(Xﬂ)”df(xo;xzsx1) [g{’x.=x ”. gﬁ?s'[d £-d_ f!{
Befinition 3. Soit £ une application continue d'unme partie ouverte A

¢g'un espace norné E dans un es:.sce norud P . On dit gue f est continu-

ment différentigble en un point xoe.A si f ost différentiable en tout

Rolnt x dlun voisinaze de x_ , et si llapplication x —d_f de ce

Voisinage dsns af(ﬁ F) est centinae g point x_ .

En d'sutres termegg pour tout € >0, il existe r>0 @@l gue la rela-
ticn §§x=z j&gz° entrsine gue d,f existe et qus ig Foa
la ncrme ﬂtanw celle de l'espacs. %ﬁ(E,F). (clest-3-dire qulon &

gg Gf{x;h)-df(x [; ‘!h‘i quel que soit héEE ).

Diapres le tn,ﬁ gsi f est ccntlnument différentisble au point %, et
g contlnun@na dwff@rontluble au point f(xo} , 1a fonction composée
g £ est continument différentiable au point x - | -~

Proposition 5 . Soit f une fonciion différentiable en w ut point d'un

=

Voisinagce d'yin point x . Pour gue f soit continument différentisble

7

&)
au point X, » 4l _faut et il suffi

t =
o L
i<2 I( )=df(x O;y=z}g/i§y=z§ = 0

}7 JBWAX Q) ¢
a»uiﬁ (8) pouz

ka condition est en effet né écessaire diapres 1lg

ste r>0 tel gue pour | x-x

«u )

b e 50 3l oo i =
tO A 7 = 3 =& v;!‘; ()5 %‘X
i s i = o e 100 = i S
;gd ¢ filce ; 1. Toraule (8) nontre que, sour fy=x 1 o1 @of

b ¢ .}E..\ 1§ e, g O ~

19
- & * o 7 =
Z-%.. ¥ ona iy ;@f{z;=&f&xcgg=z} € y-z .
s

T P R P D F e DO 3 e : : g s
& conoivion est sullisante ; supposons en effet gue, pour

on peut d'autre pari, pour un y domné, déternminer r! tel gue, pour

&
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, on ait [{ f(z)?f(y)-df(y;z-ﬂﬂ < € |ly-2 ]{ ;

}iz-yip<r§
tei que 511ngr§ , on = donc

2
£
T

‘ ;gaf(y n)ias(x %hju 2el§hi§ 1?;52 :
clest- a=d1re “d £-d_ ff‘ £ 2¢ ; cette relation ayant lien pour tout y

dia

tel que

]y x !)<;r ; la proposition est démontrée.‘

Lorsque £ est une fonetion a'une Vvarizble scalulre, dire que £ est
contlau.ent ¢ifférentiable en un point _§ signifie gue la dérivce
f”('%) est continue au pclnt §c>5 1s proposition g'ﬁ@nﬁre.Que, Dour
une fonetion dérivable dans un voisina*e de §<3; cette condition

équivaut & la Suivamta': ;
e EERE) L)
(?»B)v@(iﬁ §°} .

(10)

b, Différentieliles partie les. Soit £ une aﬁpllcatlon d'une partie ouverte A

d'un espace normé B d&no un espace noz né F , et soit H un sous éesuace
vectoriel de E ; la restrxctlon de f & la varioté lindaire alfine x,7H
de E définit une application yw~>f(x +y) d'un voisinage de O du

sous-espace H dans F ; il résultlse lmhﬁdlate¢ent de la dé fin tien 2 gue

by

\g.»’

si l’appilcaylan. ¥y -—=P(x ty) est

%o
différentiasble su point 0Oed et gque la différenticile de ceite
5 3 &

forction est la restriction 84 H de la différentislle h-ﬁ>df(xo;h} -
Considérons en particulier le cas oh E est le produii B »B, de

deux es paces normés ; on peul suppOser que la norame dans B d'un point

) est différentiable sux points &, e€E
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h-—»df(a1,ae;h,0}
k —>df(ay,8,;0,k)
de la différentiable (h, k)—ﬁ>df(aﬂ,a2,h k) ; on Git que ce sont les
dlff@rentlel¢es partielles de f au point (a?,ag), et on les nota \

_Q;ﬁ>dﬁf(aﬂga2;h) s  k >d L(a1,a2,k) , Ou encore d a &df ’d';&;agf -
Comme (h,k)=(h,0)+(0,k) , on a en outre J.den‘éciquemenu
{11) df(ay,8,5h,k)=d2(s, 8, ;h, 0ydf(e, ,ay;0,k)
clest-g-dire .

12 a = d £+ a T

e ' 8112 tieq,2) 2384 8, . \
On dit parfois gue d - f est la différentielle totale de £ aun

Ag 2

point (a,,a,) ; cette différentielle est donc la somme des diffcéren-

tielieg partielles de £ au méme point.

orsmg 3. Soit f une spplication continue d'une partie ouverie 4 de

'Thé
E:E%f<ﬁg dzns un 859868 F . En dn point (aﬁ,ag)élﬁ , on sumk@sp gue
1° 1- giffror egtlelle d1 s o £f de l'application partielle

4 é
x1vﬁ9f(x@,aa) existe ; aofgn tout 201nt (xﬁ,xd) d'un voisinage VC A
de (a_ ,a,) , la dif [férentielle d £ de l’anﬁllcatlon partielle
— 1272 2;%4 ;%o

¥ >f(xﬁ,yd) existe et l'application (xi,xg)-—>d9 $%q 4%, f de V dans

of’(EQ,F; est continue au point (81,32) . Dans ces COudltlQnu, £ est

différentiable au point (aagaa) et sa différenticlle en ce point est

dcnaée per 1o formule {12)

crire

Oy

On n peu _
f{a%+h,aa+k)»f(u1, z) (f{a +h a2+x) -£{a. +h,a2))%{f§aﬁ+hgaa)¢§{a1gag)),

ot

Hous allons évaluer chacun des deux termes du sscond menbrs. Si on

pose

v - ‘
f&a%+h»ag%k)wf(aﬁ+h,a2)=d2f{aﬁ+h,aggkj+‘Ja(hgk)
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on a, d'aprés la prop.4

| S o)<k

Coane, p= T hd>0these, (x4,x2)—e>d2 Xy ,% df est'continue au point
T ) - ,
(a,b,,a,.) pour tout £>0 , il existe r >0 1 que H h}é Hk )igr -
entraine )(5 {h, k)“\ ell H
kn second lisu, si

£(a,th,8,)-(a,8,) = d,f(a,a,0) + d ,(n)

£

ba s £ -d
“z“g\kﬂ“ 2,31?1,1’8'2,*2 , 2;2,4h,85 ~

i

l'exlstence de ld différentielle d1'a f iaplique gu'on neai sunpo-
b/
ser r choisi de sorte gue f{hl‘+ ﬂk {g entraine E4§ (h)n { hﬂa .

On pesut écrire

=

f(a +h,a,+k)-f(a,,a,)=d f(a1, 2,h)+d2f(a1,a ;k}+w§ (h)+ %) 5(h,k ”gﬁﬁfhg@
avec 55(h k)= d,f(a,th,a ;k) -d f(a 18, ;k). dais lﬁﬂy vothése de 1a

continuité ae (xﬁixz) = f inplique encore gu'ou peut supposer

23 xi,x
r choisi de sorte que fnll+|kjlg r entraine \kg (a, ﬁ)i < a§
Finalezent “31(;1)1' Sé(nskw 35(‘11,1;)}1 <e (nllr2]x g) < 2¢( {ih

e gui démontre le théorsme.

Q

Remarcue. L?existence/des différentielles partielles au vnoint

(aﬁ,az), et méme dans tout un Voisingge de c¢s point, ne suffit pas
davoutage fievn adttner que £ doil d&%&%&d}agﬁa,sﬁ e 4Bk 4oy
EZ davantage de supposer gue ces différentielles partielles sont

continues par rasport & chacune des variables X 35, dans un

voisinsge de (ai,ag) {(vo ir exerc. 23

n’ _ :
Ylus généralenment, soit B le produit j{ Ei de n espaces nornés et T

En un point az(ai}é A, on désigne par hi—~%djf((ai);h{} ou par
d.. £ . 1s differ entielle de 1!: pullcdtloa partielle

3= e
x> 88, ,..,8. 4,%:,8,,,,...,8 au point = (ei cetic différentielle

J J AT existe),




= '64 =

et on 1l'snpelliers 1la défféreﬁtielle partielle d'indice j de f au point a.

Sif est différentiéble 2u point a , on voit comme ci=dessus gue ses
differentielles partielles exiutent et gu'on a

a0 Z q., .

Réeiproguenent, le th,ﬁ‘ehtrmlne le corollaire suivant :

f exigte,

Corollaire. Suvposons gu'au voint a ia différentiells d1~

3

et gue, pour chacun des indices k tels gue 2<Lk<n , is différeniiclle

2 3 She = o ( < > = ~ s o e e S = Y e
d“;xf existe en tout point de ls forme X»xzﬁgxgg=o;ﬁkg@k+q:ﬂ*z%ﬁf oy

(xﬁ@gc?zk} parcourt un voisinage V, ds (a,,..

X —»d, T est continue dens ce voisinase “

; 04
gu point a , et on a la relation (13) .

£it de raisonner pdr récurrence sur n, en ﬂ@usédﬂ¢aﬁt feo

-

et en appliguant

fon ction des deux vcrlables ymixﬁ,..gxn 1) et xq ;
A

& cette Tonction le th. 5 5
En particulier, si chacune des applications x~;>dk“xf ést continue
: - v D ,

dens un voisinage de x » I est continument différentiable duns ce

Voisinage.

Proposition 6. soient E,F,G,H guatre espaces normés, £ (resp. g) une

application continue d'un voisinace A d'un point XOE£E dang P




=15
on bbnerallse imzédiatezent cettie ﬁroposition au cas of u est une -
application'définie dans un voisinage d'un point d'un produit dj'un
nombre guslcongue d'espaces normés. '
'Coriéidérons une asplication bilindaire continue (x5 -yu(j«:,;s,r) '
produit E XF de desux esp saces normés dsns un espace normé G . Chacuns
des azpplications mertielles x-f>u(xay) 3:ﬁ>u&x3y), stant linéai?a

et continue, est différentisble (n°2), et on a d,ulx,y;k)=ulh,y) ,

doulx,y;k)=ul(x,k) ; en vertu de la continuité de u , il existe 28>0

tel que, quels que soient x¢E, yeF , |ulz, ’«Nk alffzf .yl , d'o8
la vﬁ!{ aly é{ gi d, }i«\s i = ; les deux applications
. 3o US 2 2:%, 7" S| s 5 C _‘
N - e b P
{z,7) —d o '\.snﬁ;‘;f)—-:wiﬁ u sont des spplications lindéaires

1;%x,5

a~«r <7
ey §

continues de ExPF dans v{{, ,6) et uf (F,G) respectivement. Le th.3
est par su te spplicable, et on en conclut que u est gifféron u&&bi@h
en tout voint (x,y)eExF , et gu'on a

{(15) ’ dulx,y;h,k) = ulh,y)talx,k) .

La prop.6 d@mla le résultst suivant

Proposition 7. Soient KE,F,G,H qusire ecvaces nornés, flresp.m)
_une application continue d'un voisinage A d'un point x € E gaus F

£ = A e e Booe Retesyla 2 = ! e S 3 P R S =
{resp. G) , u vne sy plication bilindaire coptinue de F #G dang B ;

8i £ et ¢ sont dif érontigbles =u point s il en est de nméme de

3 e SR T S 3 Sl fics NN
(16) do(x_;h)=uldf(x _;h),glx ))tu(f(x ),delx ;h})
o o o) o o)
Lorsque E esl le corps des sca@laires, on retrouve la formule
pacies e R =, < =Tf a h B B E
donnant lz dérivee de & ul(f( ¢ ),s( £)) ivre IV)
& .
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En particﬁlier, éu@posons,que E_sdit un gnneaun normé ; }5applica=
tion bilinésire (x,y) —>xy de EXEBE danswE'ést'continueg donc
différentieble, et on a |

d(xy) = (ax)ytx(dy .

6. Dérivé@, partwelles Matrice Jacoblenae. Considérons une application conti-
: Py

nue £ d'une partic ouverte A de Kn (resp e®) dans un espace normé

guelcongue F sur le corps R (resp.C) ; en un poin@'az(ai} 1fspplica-

dérivee exicste ; on sait (vare IV) gue cette dérivée {(dite dérivée

E&fiidilerégiﬁﬂiﬁﬁ i de £ au point a) se note D, a“@; oon filaj
o

"’\.

(si aucune confusion nlen résulte) -t () ou enfin = f{a) ;
i it :

e d'indice i de f au poi t o est la Tonection

pour gue l’axplicatien“ % —d. F de

{resp. C ) dans s\/}" R,FP) (resp. g((a F) ) soit continve dans un

s}
b
»L
vl
=t
i
b

voisinage de a , i1 faub et il suffit gue i'application

3 3 3 I3 3 §
de ce voisinage dans F soit continue. L’apfllcdulcﬁ du corollaire du
th.% donne done lsz proposition sulvante 2

Proo t;oh 8. Si les n dérivées partlelles d?unv fO@Cv1OQ £ de

variables réelles (resp. complexes) existent et sont conbinues dans

un voisipage d'un point a={a13a9,..san)', f est c@nti ument différen-

tiable au point a , et on a

erminée par la donnée des m spplic:

? o = o =y & X 3 2 3 SEERE, s R e B e
sées f .-pr.»of de A dans R (resp. € ) ; d'aprés ia prop.3, pour gue

~

des m fonctions scalairesvfj le soit ; la prop.

£ coit différentiable au point a , i1 faut et il suffit guec chacune
g m
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_sera différentizble au 3oint a ei caacune des mn dorivées partielies
(scalaires) D.fj ex;ste et est contlnue dans un voisinage de a ; lé
dleerentlelle de f sera alors 11a ~rllcat10n linpalre
(dx, )y o >(£il)f(ahx)1<3<m
Autrement dit, 1a matrice de df , rapportée aux bases canoniguss de

i<n

E et ¥ , est la matrice 4 n lignes et 2 colonnes (Difj(a))’ qu'on

arpelle matrice jaccbienne de £ au point a . Lorsgue m=n , le détermi-

nant |D.F £.(a) | de cette ﬁatrice's'appelle déterminant fonctionnel cu

iacobien de £ (ou @es n fonctions fq,fg,..,gi ) au poin’

z‘:fS
/¢t

note parfols (lorsgu'aucune confusion n'est p@sgible;

Le théordme des fonctions composées se traduit en teme

Qa@@ﬁieaﬁéﬁy de lz maniére éﬁivante 2 soiené fj {(1<3<n) m applications
dans R {resp. €) d'un voisinage du point ai(ai) de R (resp. € )
différentisbles en ce point ; scient & (1%?&&;@ P %;;llﬁaﬁiQES dans R
(resp.€) d'un VOla:s.mage du point b= (f (a)) de E’%m (mn;@, Ch), aires-
rentisbles en ce point ; désignons par hk les p founctions composées
% ~ﬁ>gk{f1(x),;e,fm(x)).; elles sont différentiables au point a , et

on = la relation éntre matrices jacobiennes

(18) ' (D3h, (2)) = (D, T (a))(D.gk(b))
d'oh en partlculler, lorsque mnn-p : la relation entre jacobiens
Dihk(a)!

Remargues. 1) Duns 1a def1n1t10n de la alfcérentielle d'une fonc-

3 2

tion f en un p@lnt.xo , nous avons suﬂpose cette fonction définie

. Ou peut généraliser cette définition

dans un voiginage de %,

en supposant seulenent £ diéfinie dans un ensemble & contenant X

st tel gue x  ne soit pas un point lSGAc de A ; 1la plupsrti des

propositions de ce paragraphe co'étendent & ce cas plus général.




s
On notera seulcicnt wue lz différentielle n'est plus hécessairemen$
unigue dans ce cas : le raisonnement de lz prop.1 montre seulenent
Gue ses Valeurs sont bien déterminées dans le plus pranu socug-espace.
sctoriel H de E tel que l'intersection de H et de A-x  soit un

voisinuge de O dans H ; de méme, c'est seulenent dans H gu'on peut

affirzer cue la différentielle soit continue. Enfin, le théoréme des

. accroicsenents Tinis et ses consdguences ne sont valsbles pour deux

points de A que si le segment joignant ces points est contenu dans A.
2) Lo ¢éfinition de la différentielle s'étend aussi au cas oh les
espaces noraés considérés & et F ont pour corps des scalsires un

corps valué com-ubatif guelcongue (avec la condition .

§ i i e i § = 2 E R 2 - i B B
TAzl=|A] x| . | A| étant la valeur sbsolue du scalaire A ) ;

on verifiers aisément que les propriétés de la d&ff»rs wtielie gui

ne dépendent pas du théordme des accroissements finis, s'étendent

Sncors dans ce cas.

Exercices. 1) Soit f 1a fonction définie dans R2 par les conditions

s

Kay):rasinﬁﬁ/r)\ pour (x,y)%(ggg) , avec T =

§
4
]
¥

x3+y2 . ot

5

£{0,0)=0 ; montrsr que f est différentiable en touit point de %%2 -

mais non continument différentisble au point (0,0)

2) Soit f la fonction définie dans R© par les conditions
e
£lx v)= (xyir)31n(%/r) pour (x,y)#(0,0} , avec r = gzg+ya , et

24

£(0,0)=0 : montrer gue %%i et 422 sont définiss pour tout point

{z,7) et sont chacune founction continve de x et fouction continue:
de y en vout point, mais que f n'est pas différentiazble au point

(0,0) (considérer 1a fonction composée f£(x,tx) , pour une valeu

fixe de t) .
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%) soit £ 19 fongtion définie dans F%Q par les conditions suivantes :
£(x,5)=0 pour y - x° ou 3 ;:}x? ;Af(x,2x2)=x < enfin;'pour chague
veleur de x , f(x,y) est linéaire dans‘chacun des intervallesxijz2,2x>}_
ot Eaxa,ﬁxa} ; Montrer‘que, pour toute valeur des parsmdtres (az,b)
f(at,bt) a une dérivée_nulle au point t=0, mais q?e f n'est pas |
difron bl on ooint (0,0). '

4) Soit f une application continue d'un v0151nage A un point x

d'un espace normé E dans un espace normé F . On dit gue F est gggggw~'
dlff??@lul@&le au golnf x s'il existe une application linéaire u ds

h dans F | agant Lla proprleta suivante : pour toute application contli-

nue 9 de LQ 41 dans B , telle que (0 =X, et - 9'(0) existe
lfapplic t¢oa t-¢fi¢(t)} sdmet une dérivée pour t=0, /égai@'a ulef (0} ;.
Ltapplication llﬂ@dire u est appelée guasi-différen i@llé ge f au
point x . dontrer gue si £ est quasi»differentlabze gu po iv* x s
elle admet une seule quasi- alfLerehtieLle. ktendre aux agi= d;ffé ren-
tielies 1@8 proy, 2 et 5 et les th.1 et 2 . .

5) a) Si une application continue £ d'un veisinage A d'un polnt x EE
dans F ésﬁ différentisble au point x. , elle est quasi- —di frérentisble

(¢
en ce point et sa guasi-différentielle est égale & sa différenticlie.

b} 8i B a un nombre fini de dimensions, et si f est cussi différen-

tiskle en un point xOE:E , £ est différentiable en ce point (raisomner

i or Vop Yoo fe L it 3
} 8 S @ = == -8 = i "{:- =%
i flx )-8z J)-ulx -x )| > afix -% |
= S » e - = 3 3 A C o
{4 guasi-différentielle de P , a fixe, > 0), extraire de la suite (x )
HNne =~uite narti 3 % - 7% 3 n : =% = éé D G5 ¢ ] ‘i‘j@r’{;
‘une suite particlle telle que si on pose X -X_ znggmﬁ Aaé , z, tende

: e s 3 { : :
vers une limite, e% ifgxnvx }{)-501t une suite décroissante




, a0 _

définir albrs uﬁé aﬁglicatidn:cdntinue ¢ de [0,1] dens E telle qué
¢{0)=x_ , que 9¢'(0) existe, maié Qﬁe'l'application t—e»f(@ét)) ntait
pas une déri ivée égale & u(e'(0)) au point €=0).

c) S0t E l'sspace des suites hornées (x )} de nozbres réels niayant

gulun nowbre fini de termes *0 iz norme d'une telle sulte étant

} . s = :
ﬁs;g gxng Suit £ 1'application de E dans lmi-adze qul, a 1a enite
coige = ; - : o
€x3§ fait correspondre (yn) , O& yh‘swl Arc tg'néxn . dontrer gﬁe £
3 S : : 0

e o ~

est continue & 1'origine et quasi-différentiable en ce point, mais

que sa quasi-différentielle n'est pas une applicathon linésirs conti-

: PP

ans u“=meme, En déduire gue £ n'est nas différentisble &

nue de E

e

NG
A0 J.&,‘ 4.3'163 s

4

b) Soit K un espace cogpact B l'essace des fonctions nunériguse

7

conbinues dans K . la norme d'une fonctlon xcE étant

)
i
%3
o

i
=

H

=-tséu§ ‘x(t)} . Op pose f(?:) =_Jxﬁ .

a) dontrer que, pour gque f soit guasi-différentiable en un point x5

il faut_et il suffit que la fonction }xbt atteigne son maximua en un

seul point t_ de K ; la quusi-différentielle de £ au point x, est alors
la fonction u(h)=h(t ) si x (%, )20 , u(h)=-h(t ) si xz (£t ) <0
{(Pour voir gue la condition est neceasaire supposant gue }Xog attei-
ghe son maxinum en deux poznts d;stlncts t, t1 , considérer upe
f@agti@n‘csntlnue yeE , a valeurs comprlses entre O et 1 , égale a2 1
en b é O en t, , et exaniner ce que devient l”eXﬂressien

!

=g Xo‘j/ﬂt lorsque .ﬂ tend vers O par valeurs poel itives ou

&
0
S

e
O
o
W
’
et
s

paxr valeurs nége t¢ves. Pour voir que la condition est suffisan

S~

e .
J—> 2, une apglicaticn centinue de Lg,ig dens & , ayant un

“rivée a pour A =0 ; montrer d'abord, & l'aide de lz compacité de

Eo g
e

3
gue si tﬁ_ est un point of 1a fonction }x t)+z {t) atteint son

maxim L::, t 5

tend vers t  lorsque A tend vers 0) . -




.
b) lMontrer sur un exezple gue £ peut &tre qﬁasiédifféreﬁtiable en
un point x  sans &tre différentisble en ce point.
7) Soit E l'esspace des suites (xn) de nozbres réels telles nue

in

Z | x {P\-é- oo (p>>1), 12 norae d'une telle suite étant _
¢ z; | = g ).f . Goit £ la fonction définie dans E , telle gue

f(x)a Z! Kn&} P pour x =(z_ )€E ; nontrer que f est différentisble
"

- 5-1 :
en tout point xe¢ E et gu'on a df(x;h)= Z p(s ,*xn . b our

tout h»(h JeE (utiliser l= fcr;ule des accroissements finis pour

'1u i‘onctz_cq }t;f = dlstz.nguer ueux cas suivant que pgL2 ouv pz2 ;
. = p=1 . p-1
dans le oxeuler cas, utiliser l’lnpgallte gt-ﬁ'k!‘g < %@E‘ + | k| ;
o : - p=1 =

dens le second, majorer l= différence it‘i‘!&f"’} {1t} & 1l'aide de

iz 'F“ormule des accroissements finis, et utiliser 1'inégalité de Holder

ur les exposants g = p/e et q' = p/(p=2) ).

e}
8 80it £ une sprlication continue d'une partie cuverte A de
% E, dans un espzce F . Pour qu'en un point (awag);é A 1g

2
fongtign T soit différentiable, il faut et il suffit que : 1°

-

A

)
1
‘?«:1

les
différentielles partielles d1 : f et 4, £ existent :
121,86 . 2531 285 ' -
o = 2
2 on ait
f(&@’i’h@ 332+h2) f(&zﬁ‘h@ ,aa) f(aaé,ag+ha}+¢(a»ﬁ 9&2)

-'('4 al)ii{d o ‘
Ryhy ,0) - 1H-+ h [g

‘gea Différentislies des fonc‘tlens implicites.

1. Réciprogue d'une transformation différentisble. Soient E et F F dsux espaces

normés, £ un homéomorphisme d'une partie ouverte A de E sur une partie

ouverte Bde F |, g 1'homéomorphisme réciprogue de £ ; si, en un poin

{33 ]
lkxto
m
L)
o
ot

xX-c A I est différentigble et & pour différentieclle u 5 et

i

de méne différentiable au point f(xa) et a pour différentiel ls

0
h
"

sulte du théoréne des fonctions compesdes ( a1,th.1) que vou est

o
Yot
-$
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est 1'application identique de E sur lui-néme et u.v l’agplication iden-

tigue de F sur lui-méme ; autreﬁcnt dit, u est un 1somorghlsme de B
sur ¥ , et v l'isonorphisne reclwroque.

. lious allons montrer gque réciproguement, si en un produit xQQ E 1a

différentielle d'une application continument différentisble £ diun voi-

ginage de %, dans F est un isomorphisme de B sur F , f est un honéo-

m@@phisne d'un voisinage de X, Sur une partis ouverte de F .

Hous comiencerons par exabiner un cas particulier.

Proposition 1. Boit E un espsce normé compled, £ une aopii

nue d'un Volginace A de lforigine O dans “'4e&l~ Gue F(v‘“
< Gv frorihe i ialle oan fivi

B

cont ] cifférentiable au point 0Y1'a Q,llca&l@ﬂ identi
lui-méme, il existe un voisinsge ouvert V de O tel que £(V) soit ouvert

dans B , ot gue T soit un homéomorphisme de V sur f£(V) : en outre,

SV z

g est i'appiication réeiprogus de £(V) sur V , g est différentiable

zu point O et & pour différentielle en ce point l'apvlication identigue.

Posons @(K)=X=f(x) ; on a do(x;h)=h-df(x;h) , donc en partlculier'

QQQQ;h}:Q . Comme $ est continument dlfibrentlable au point O , il
résulte du th. des accroissements finis (5 1,th.2) gue, pour tout 6j>0,
il existe T >0 tel que, pour ,tx néir et ggxfﬂ<;? , on git
oo | < oz ] _.
Comme B est cazol t, on “&lt alors (Livre V1) que, si 8 aés gge ig
boule ouverte ﬁyfﬁi(?es)r ; f(x)=x=@(x} est un homéoorphisme do
%{ﬁ} sur 8 ; en cutreé g est l'homéomorphisme réciprogue, on a

@ il e Il

tout yef® . D'aprds (1) et (2), on a done
VE. / /9
3
é

férentiable au point 0 , et que dgl(0;k)=k . ,
Ve - Ill . " I illi we M/ e s - = . -
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Ihéoréme 1. Soient £ et F deux espaces normés coaplets, £ une auvllcatlgag
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1

7z 5

gans F d!une partie ouverte 4 de E . On surpose gue T 501t continug

dans A ;Jcontlnument dlfferentlable aans un v0151ngye dfun peint x, egA

et gue ss dif ferentlelle en ce 3oint Bs0it une a;gllcat;on biunzvcgue

de E sur F ,»Dans ges conultlons, il existe un voisinaﬁe ouvert V de %y

tel gue £(V) soit ouvert dsus F , 8t que £ 301t un _homéonorphisne de V

sur (V) ; en outreg l’homeozorphieue rec¢proqae g est continus @na

- différentisble au point yo-f{x )y, et sa dlffsrentlel le en ce point

est 117 CD@ELC@ﬁlQE récipreogue de dx f :
- (0
Rappelon d9ab0rd (Livre V1) que,gi u est une aD“lLCWbl@n linésire

e

Qla&i”@qu@ et contlnu@ de l'’espace ccmplet E sur 1l'esrpace @omtle ¥

u est bicontinue, aatrexent dit est un isomorphisme de E sur F . En outre,

dans 1'espace normé conplet zyfiE F) des a,pliCatiops Lint@lres continues

de B dens F , l'ensemble des isocnorphisies de E sur F est ouvert, et
1'spplica tion v —ﬁ>V‘?‘est continue dans cet ensemble.

51 on pose u = dxf ; on voit donc gue, dans un voisinagze de X, 5 Ug

Z - o ' -1
est un isouorphisme de E sur F , et gue X-—>u_  est une applic tlaa
<

continue de ce voisinage dans qf(F B).

Considérons alors la fonction @(t)mf/x +u°1{t)) f(x ) défi% dans

le voisinage u_ (a-x_) do O dans F , et freaant ses vsleurs dans F .
0
Dfapres le th. des fon ct;on& composées, 9 est differentiable dans un
et o pour différentielle de(i;h)=df (f@T& (t}*u {b}} :

«J’a-@ : m

- 2%

continunent différentisble au point 0 , et on a

5 o iT = 5
ouvert W de @ dans

b en o= 34 3 F: A % » TN % o 8 P ¥ s § W S P
que ¢ =0.% bn homeomorphisie de W sur o(W) ; l’ “;;c«a¢GM X —» 1
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n'est autre gue l'application couposée x-f>yb+@(ux (xax;)) f est dome
- : 0 -
un homéomorphisme du'voisinage ouvert V=x +u’?(W) de xO'sur un voisi-
%o
nage ouvert de y , et si \y est l'homéomorphisme réciprogue de 9 ,

lﬁhomeom@rphLSﬂe réciprogue de T est y.ﬁyg(y)-u 1(ﬂy(y yo))rx -

Comme YV est différentiable & 1'origine et que d ﬁf(e h)=h , on g,
en vertu du th. des fonctions composées, dg(yﬂ,h)«u {h). bnflﬁ, la

*Gnarcae 1ﬁltvale prouve gue le raisonnement fait au point xQ peut-&tre

repete en tout point x d'un voisinage de X , ce.qui prouve gue en tout

o
goint carrespandant y-f(x) ; & est différentisble et a pour &lfferbf tiel-

A

-1

ie o~ = nous avons vu que cette différentiel! e est fonction c@n inue
&

de x , donc foactlon continue de y dans un voisinage canvenable de 7,
Remargues. 1) u'hypothése gue E et F sont complets est indispensable

pour lz validité de la prop.1 (et a fortiori du th.1). Prenons en

€’3
)

Pfet pour B l'sspace des polynomes a coefficients réels, définis

dans l'intervalie compact Z? %} , normé par ggxgézgﬁ%%<§ﬁaxit)%°
> {3 s S S i L
€n sait gue B 1 wes‘b pas cogplet La fonction £(x) = X=$g vorifie

toutes las conditions de la prop.1, comme on le constate sans peine ;
mais ce n'est pas un homéomorphisze dfun voisinage de O sur un

= . - : : 12
voisinage de O , car si on pose y;x=x2, on a 1-4y=(2x-1)° , et

&3

o il existe des -Qlyn@ﬁea y aussi voisius 0a9@m veut de O pour les-

y

n'est pas le carré d'un autre polynome (par exempl@

guels 1-4y

sucun polynome y de degré inpair ne peut sa&isfaira a8 cetl

== o s § L &
AT et o = =5 E 7
rentisgiie S5016 2ony




2y -

o

- , £(x) = x + x° cos &
La fonction f est bien différeastiable en tout point, et on o

{

£1{0)=1 ; 2als T n'est pas un houcomorphisze d'un voisinage
de U sur un voisinare de O, car elle n'est monotone dsns zucun
voisinage de O ; on vorifie aussitdt en &€fet que, pour tout
entier k 70 , on a .

£l 1 : 1 1

op) 785z) ot fap) > fgmy)

2. Différentisbilité par rapport aux paramélres. Proposition 2. Soient E,F,G

trois esvaces normés, kE et G étsnl cozplets ; soit T une ap.lication

dans G d'une partic ouverte A de ExF . On suppose gue f goit continue

dans A , el continument différentisble dans un voisinsge d'un point .

(a,g'gag)éﬂ . Iy outre, on surpose gue la différentiellie partiells

2

d £ gsoit upe application bluzz.lvcc;m, de E sur G . Il existe

: 2lors un voisinage U de &, dans K , un voisinage V de ag dans F , un

~ ¥oisinage W de i’(&,,ag) dapns G , tels que pour tout xggﬁf., l'appli-

cation }._)_artl“lle X, — £(x, ,%,) soit un homéomorphisme de U sur un

voisinage de f(a »8,) contenant W ; si yag(y,_xz) désizne 1'homéo-

morphisme réciprogue, g est une apylication continument gifférentiable

de WxV dans E .

Reprenons les raisonnements précédents, en considérant d'abord ls cas

of E<G 8,=0, a,=0, f(ay,s,)=0, et ot d,. ;8 v‘@af est 1'applica-

tion 1aen&mum de E sur luwmeme pour tout =x 5 appaertenant & vn voisi-
nage V, de O dans F . Raisonnant comme dans la prop.t, posons

ép(x,“xg}:xff{x”x,) s ona d cp(Og x,31)=0 quel que soit xgéﬂf -

o -

counme @ est con ténxﬂﬁeﬁt aif 3;;:I'entiable; on =n coneclut comme plus haut

gu'on a

foCxysmy )0ty ,m) [ < € || =0-%, |
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guels gue soient ” %, "<r - [x' y.{r et guel gue soit y ”< v
Alors (lexe Vi), 1l'application partislle xﬁ-f>f(x1,x2) est un
homéomorphisne de l1a boule U ; [jx H<: ’28 r sur un voisinage ouvert
de O contenant la boule W ;”}{y“‘<(1=2e)r . En outre (Livre VI), si V
désigne la boule “xglk(r dans F , 1l'application réciprogue g(y,x%,)
de l*homeo*orphlsne précédent est contlnue dans WxV (comme limite

uniforme de fonctions e@ntlnues).

Passons au cas général. Posons u_ :d %, £ ; u_ est inversi-
2 19 =
ble gquel gue s@lt Fo dans un vozs;nage V ds 2, , et 1'application
xg~ﬁpu;ﬁ estncontlﬁu@, 51 on pose
e i o = =1 3 : i
olL b,%, ) = ( . u_ (t;,za) - (a,“&,%,

]

la fonction 9 répond aux conditions du cas particulier précédemment
examing ; il existe donc un voisinage U' de O dans G , un voisinasge V!
de &, dens F , un voisinage W' de O dans G , tels gue, pour tout x,eV' ,
t-fé@(t,xg) soit un homéomorphisme de U' sur un voisinage ouvert de O

dans G contenant W! ; en outre, 1l'application réoiproquei"\y(z,xg)

est continue dans W'x V! . On en conclut gue x1—7>f(xqax2) est un

homéomorphisme de U“saﬁ%ulﬁ(Uﬂ) sur un voisinage ouvert de f{aﬁgxa}
L £
1

on peut (Livre VI) trouver un Voisinage aesez petit V de a, tel que,

Gz

: 5 ‘ - : : _
contenant W = f(aﬁax?)+W’ . Comme u_° dépend continument de x, ,
pour tout xge-v , U" contienne un voisinage fize U de a, , et gue
Xﬁ-ﬁ>i(x 2} s0it an homéomorphisme de U sur un voisinage de
contenant un voisinage fixe W de ce point ; enfin, il est

S Y
J
clair gue 1! nomeoncr*his&e réciprogue

e 4 3 s =J/3 X . \
gly,x;) = &1+ axg 4 (7-7,0%,))

est continu dans W xV ,




S

&

. Un neombre m‘> 0

est une forme linéasire continue dans F , donc il existe b > 0 tel que
7 o B 3 - e L m
%y&;é{ugag @mﬁtmﬁﬁcoﬁm&wmm;MQx;%ﬁ@;mﬁpm@ ggizj
les relations brécédentes et la relation {(3) entrainent gue, pour

i = :

Lkji<r' , on g

= o7
gontrons zaintenant qu'au point (y 28,) ; & est dlfferentiable par .

=d £, ot v=d £
a, 1; 3885 ! 2584 ,85

Comne g est continue, h~g(yb,a2+k) g(y 5a2) tend vers O avee k ; pour

ra**ort 8 %5 ; Dosons pour sinplifier u=u_

k assez petit, on =z donc, d’dQTGS la deflnltlon de g ,
—f(a +h,a, +k)-f(a1,a2) dais on peut Scfire
(3) 0=£(a,+h, 8+ )-2(a, 8, )=ulb Hy(k)+ $ (n, k)
et pour tout € , il existe T tel que si Hllﬁ <r ot | kfl<r on ait
“n_,c)(hsk){( g el nlf+]k|) ; 11 existe done r! tel gue [k
I < @(giﬁﬁ

ol

i
entrafne gghggggz* et ;g < <r , done %cSQka
Or, u est par hypothdss un isomnorphisme de B sur G il thg te donc

Lo

tel que |

By

a{h}fﬁ ﬂgghg pour tout h - dlontre part

r

| futa) < lva]+ | S, k)jg blefte (fnf+] k.g )
done Z iaf <(m-2) I b 1< (b + %} [Lk i
Yela étant, on tire de la relation (3) gue
b=V (k)) - w(S(n, k))_
et, pour l{k!h(r"g on a - : :
[o O m,mn] ¢ Lm0« £ (| B+ xtkw < 55 (o) k|
Comme € est arbitraire, cela prouve bien gque d

- -1
est & é ale 8 -u ,v

9 @88‘2

Enfin, le raisonnement brécédent peut &tre répété en tout point

N = : 3 P >
éﬁd;z ) assez voisin de (a@,ag} ; 8i on pose dﬂ5iﬁgzr$ - uxﬁazﬁ -
et 4. f=v il prouve gue 4 existe ot eat éegale &
: é‘;X/ﬁ 8X2 X19x2 2 = = 2;}7 ng o
i . :
=12 oV
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oh il faut renplacer x1 par g(y xh) Comze par hypothése f est contlnu—
ment différentisble dans un Vvoisinagze de (aG,ag), et gue 1'gpplication
(u,v)—>u 1ov est contlnue, on voit que l'application (y,x, )--,»d2 57, %, g
est continue dans un voisinage de (yo,az) D!autre part, on a

1y, 2B a;;’xa , dome (y,2,)—>d, 1t est sussi continue dens un
voisinage de (ygg 2) ce gqul prouve finalement que g est continument

_différentiable dans un voisinage de ce point { 1 th,E, : &j

3. Fonctions implicites. Théordime 2. Soient B, F, G trois espzces nornés, E ot

ant coapleis ; soét £ une sppli cati@n dans & d'une partie ocuverte

€3
O
ot

A de EXF . On suppose gque T golt continue dens £ , et continument

gue

o

Jificr quldb¢e dens -un Voisinarge dfun point (aﬁpaa}é:& > 1o

fra1932}=9 ; 9B suprpose en oatra gu e la différentielle partielle

£ soit une spplication biunivogae de B sur €& . Il existe alers

B

'3&‘292
Uz Vo;s;aa:e Ude a, dans B et un voisinacge V de &5 dang ¥ itels gus,

pour tout x,eV , il existe un x,eU et un seul tel gue f{xngxg)ég
: . 2 . i

, @ est une application continument

si @{Xg' désigne cetite valeur de x

1
différentigble de V dans B . -

En effetg avec les notlations de lg ; pTop. 2, pour tout X, € eV , l'aﬁplie

cation X, Pz 3 vst un homécnorphisae de U sur un voisinage de Q
1:%2 £ 7

en *avticaller, il existe une seule valeur de Xi telle que f(zﬁ,xg)zﬁ,

(D s

t celte valeur n'est asutre que g(0,x,) ; le théoréme est donc une
. 259

conséguence iimédiate de la prop.2 . : -

traduire

O

cile d

D
b

{20

4. Cas des espaces & un rf“bre fini de dimensicns. 11 est

‘les résulitats gui précédent lorsgue les espaces vectoriels gui inter-

vienrent ont un nonbre fini de dimensions (et sont par smite complets
"ipsoc facto). Comse une application linéaire de & sur F ne peut 8ire

biunivocue gue si E et F ont un8ze nu&bre ¢e dimensions, on peul se borner
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a appligquer le th.1 lorscue E et F sontj.d.entiqaes & Rn ( resp. @n)

on obtient alors l'énoncé suivan. :

Proposition 3. Soient fi' (1 <ign) n fonctions reelles {resv.conplexes)

de n varisbles réelles (resp. couplexes), ¢éfinies dans une :xtie

- n n . - ~ :
ouverte A de R (resp. @ ) et sdmeltasnt des dérivées partielles

continues dans un voisinage d'un poind a=(ai)éA . 91 le jacobien

I

I)if.i"a}} n'est pas nul, Ua;::;:.-licati_on' (xq5-00%, )-—-—>(f.,fx,_&,,”§x 1)

est un homéomorphisme £ d'un voisinage ouvert V de o sur un vaz,%na&@

ouvert de (£.(a)) ; 81 g,-—:(gi) désisne 1'hondonorphisme rec,@,proou?,

les fonctions gs admettent des dérivées partielles continues dangu un

véiéimage de (f (a)), et en tout point de V , le jacobien %Eigj(‘f{z))\

est lnvarse de ‘ 5 .j(x)i

Le th.2 se traduit de n8me de 1s fagon suivante :

%

Proposition 4. Soient f‘i(x,é X

= s10-98;) (4<ign) n fonctions

/E 9
réelles (resp. complexes) de ntp varisbles réelles (resp. complexes),

. > : ' . n
gefinies dans une partie ouverte A de Rnx Rp (resp. G x @p),gi

sdmettant des dérivées partisiles continues dans vz voisinage d'un

point c=(s,,..,a $0q5- 2 sB ) de A tel gus f,(a;,..,5, ;b?,n‘gbpko'
a(f; fa"'9 n)
a(x,“xa,“,xn) o

n
point ¢ , il existe un vois;nage U de (a,ﬁ, - 28 ) dans R (resp.€ )

pour 1<ign . 8i le jacobien n'est pas nul au

et un voisinage v de (b,“.. Wbp)- dans R {resp. ¢?) tels que. pour

tout point (tezo,,gtp)ev , 11 existe un point (x,g,“o,)xn)_&é} et

un _seul satisfaisant sux n relations F£,(X,,...,x ;6,,... t )0 -

s & 39 :

en oubtre, i on pose Xi=%i‘§%w‘~st_p} , les fonections g, sont
s




= 30 = :
En outre, si A désigne la zatrice jacobienne (_._i) ot on remplace
x; par_'gi(t1g,.,tp) s ¢ B la matr;ce'gacgblenne 4 p lignes et n
colonnes m= (25:1) » Ol on fait 12 m8me substitution, la matrice
jacobiemne (g%is“// P llgnes et n colonmes est eoale 5 §é=1 -
5. Fonctions indépendantes. Définition 1. Soient £,...,f, 5 fonctions &

valeurs réelles (resp. complexes) définies ¢ans un voisinage dlun

@@lnt 5 d'un espace normé E . On git gue ces n Ponctions sont dépen-

de o s'il sxiste une fonction réells (resp.

"(

risbles réelles (resp: comilexes), conbinuient

diiiaentbic don voisinage du point (f,(2)), dont ls diffézen-
tielle en ce point n'est pas nulle, et telle gu'on 2it identiguement

Eept
(4) - . g(-f»'g(x)g-fz(x)aa o ?fn(x));“:o

un voisinage de & . IDans le cas contraire, les n fonctiong £

£
i 533

5

n

4
ks

dites indépendantes au Voisinase de a .

)
©
£3
e

orsquion suppose lesvfi continument différentiables, nous allons
voir gue, sous certaines conditions, l'examen du systéne des n

formes linéaires dxfi au voisinage du point a permet de décider

sl les f sont ou non do;enaantes au voisinage de ce point.

Thé@rémeﬂi. 19) i les fonctious continument différentisbles £,,..,f

sont é 2pendantes au voisinace d’un point a , ls ran du systéme des

n formes lincaires d f est <n en tout pointl de ce voisinage.

) 8i E est coaplet, et si, en tout point x d'un voiginage de g &k ,

le rang du systum do Pories linéaires d f. est égal & un méme

o

p<n , les fonctions f,,...,f sont dépendeante

m
8]
&9}
<
(&)
Bade
i)
©

&}
[}




5

ZDlg(f ), .,2(x))ae =0 -
Comme au p01nt (f (2)) une des dérivées partlelles D.g n'est pas nulle,v
cétte derlvee n'est pas nulle non plus dans un voisinage de ce point,
et par suite les dlfferentlelleﬂ a fi forment un systéme 1ié en tcut
po;nt de ce voisinage.
2) Supposons, pour fixer les idées, gue les férmes linéaires
a fmy,.,,d £ 801ent kndépendantes pour x=2 ; comme elles ébnt fonc-

D
tions continues de x ;, elles sont encore indépendantes pour tout point

-

d'un voisinage de a (Livre VI), et comme 1le rang du Systéme des

formes est toujours égal & p dans un voisinage de a ; les formes

lﬁfavif‘°’fdxfn sont, en tout point de ce v0151ndgq3‘égalas»é des
ccmbinaisdhe lin i res de G 400,54 fp . Posons uix@&fi (1=3i<n) :
l'application linéasire h >(u1(h),.,.,u (b)) est une application de
E sur (resp. 2P) ; il existe donc un sous-espace ¥ 4 p dimen-

sions de B tel que l'application précédente, restreinte 4 V , soit un
isom iorphisme de V sur R.p {resp. @p) : soit W le sous -espace femé
S

de E , intersection des p hyperplans 3 (O), SQgplementalre de V :

on sait que'tout“point de E se met d'une seule maniére soua‘&a formé
= y(h)rz(h) , o y(h)eV , z(h)e W , et que les spplications 1liné-

egires y et z sont continnes dans E .

o]

Considérons alors l'espace couplet F =W %xRP (resp. WxC ), ot

l'application gqui, 4 tout x€E , fait correspondre le point

olx)=(z(x) ;fi\x),.oesf (z )) ; 9 est continument différentiable dans
un voisinege de a ; pour x=a , sa différentielle s'obtient par

B i & "f
(¥ e J 193

;’-n'

tapplication du theoreme des différentielles partielles ( g

=

prop.5) ; compte tenu du choix-de W. , on voit gue eetis différentielle

n'est autre gque ligpplication linéaire
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hn~>(z(h),u1(y(h)),ua(y(h)),..,;up(y(h))), et par suite}c’est un iso-
arorphisie de E sur ¥ . Le th.1 monire donc gue ¢ est un homéomorphisme
d'un voisinage de a sur un voisinege du point b=(z(a) f1(a),°.o,f (a)),
soit ’Y/{v t1,°.e,t ) l'honeomorphlsme réciprogus, gui est contlnument

différentisble. Un a done 1dentiguement dans un voisinage de a

Y (2(x), 2, (), -, 2 (5))
et par suite 4 :
(9) - 1(K) 8(z(x),2, \x),...,f (x))

oh 6 =f oY est continunent différentiable au voisinage de b .

D ,
Bn différentisnt 1'identité (5), il vient une relation de la forme
f"; AR = ﬁ‘ 2 b s
(6) dar fgix,?) 2; gl(x)df (x h) + W(z(x)g.c,f (x);z(h))
oh k -awivitm,,¢gvn,k) est la différentiells ydftl@l& _de Y9 par rapport

av , et les 84 des fonctions scalaires de x ; comme par hypothése,

ﬁxfn-? est une conbipaison linéasire de dxf13'°°ﬂdxfp'ﬁ on tize_da (é}
une identité en h et x de la forme
- - - = e
{(7) w.(z(h)) = > e.(x)df.(x;h)
£ ¢=1 i i

oh on a posé w,(z(h))=w(z(x),f, (x),...,f (x);2(h)), et oh les s, (x)

sont des fonetions scalaires de x . sais une telle identité n'est

fi).

possible que si les e, (x) sont identiquement nule dans un voisinsge

de % , sans quoi, en prepant heV , clest-a-diré z(h)=0, on en con-

) <%

clurait que dans V les formes lindéaires d, f. (1<igp) sont dépendan-
tes, contrairement & l'hypothése. On 3 donc identiquenent w _(z{h))=0 ;
% & L

comme z{h) parcourt W uuaha h parcourt E , et que @ est un homéomor-
puisme ¢'un voisinage de a sur un Voisinage de b , on a aussi
wiz,t,,...,t ;k)=0 quel que soit kew et quel que soit le point

(Z’tii’°'9tn) dans un voisinage de b ; mais cela entraine que, dans ce

o

voisinage, © ne dépend pas de z , ce qui établit le théordme.
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Hemarques. 1) La seconde partie de la démonstration montre, d'une
Tacon plus précise, gue lorsque le rang du'sm;téme des forméé ﬂ f.
'est égal & p<n eh tout point d'un voisingze de & S chacune des
n=p foncﬁlons p+1 5 p+2"°"fh s'ex -Time, dans ce voxs;nage, sous
forme d'une foiction continument différentiable de f%,fé,;..,fy .

2) i, en tout point d'un voisinage de a , le rang du systlme des
formes dxfi est <n , mais dépeﬁd du pbint oonsidéré,-il existe un
voisinage U de a tel que, dans tout voisingge V contenu dans U , le
asximun du rang du systéme des formes d f; soit un nombre g < =n

indépendant de V . 8i x est un point de V oh ce maximum est atteint,

i

il existe un voisinage de x dans leque¢ le rang du systéme des

formes & _F £y est partout égzl a q , comme on le voit en pronant su

ef:,’

S

point x g de ces foraes formant un systéme libre : elles forment .

encore un systéme libwe au voisinage de x ,'dﬂapréslla continuité

des ayfi » e gqul montre que dans ce Voisinage, le rang'du systéme
des formes dyf est au moins égal & g , donc est égél & ¢ ﬁﬂagrﬁs

.5“‘

& définition de ce nombre. Eu d'sutres termes, l'ensemble des

-

A

oints x oh le rang du systéme des d_f, atteint son aaxinun q est
£23 g %4

(¢

un ensemble ouvert auquel a esf adhérent. En tout point x de cet

enseu ble il existe donc un voisinage de X dans leque¢ les fi son%
dépendantes ; on peut donc dire gue, dans tout VQisinage de a , il
_eziste un engeublie ouvert dans leguel les fi sont dépendantes, mais
cet ensenble ouvert ne contient pas nécessairement o (voir exerc.3).
>lus in tﬂreSSant oour les aﬁpliéaticns du th.3 est celui ot E
est un espace & un nonbre flnl m de dimensions, qu on peut supposer

B (resp. fa 23 ; on a alors d ZZ D y 3 dire gue

Bate
o
O
B
ot
e
e
2
()
)

s

ce systéme de formes linéaires est de rang p<;n equ1Vau+_é aire gue
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la 2atrice jazcobienne (Bifj).é % lignes et n colonnes est de rang

p<:n', ou encore gus tous les déterzinants d'ordre > p extraits de
cotte astrice sont nuls, un aes aeterminunts d'ordre p n'ctant pzs pul.
On voit donc cue si, en un point iz zatrics jacoblanne d'un systoaec;e
n fonctions est de rang n , les fonctions sont indépendantes au voisi-
nage de ce point ; en particulier, si m=n , et =i le 3a¢obien des n
fonctions fi est #0 eﬁ-un.poiﬁt, ces fonctions sont indépendantes en
ce rpoint. : ' . 7 C

Béciprosuement, si la aatrice Jacobienne d'un systeme de n fonctions

est de rang fixe (b en tout point d'un voisinage de & , les fomclions

°

sont dépendastes su volsinage Ge ce point ; si on szait seulement gue ce

rangs est toujours < n , wais peut dépendre du point considéré dans le
voisinage de s , on peut meule<cnt dire cue a est aahmr@nt & l'ensenble

des points zu voisinage descuels les fonctions sont dépendantes {exeé,ﬁ)

&
G
b
)

articulier, si m<n , l'ensemble des points au voisinage desquels

les n foncitions sont dé§endantes‘est un'enseﬁblé ouvert @artgﬁt dense
dans 1'ensemble of sont définies les n fonctions.
Bien eantendu, le fait gu'en un rOlﬂt la ﬁatrlcs jacobienﬁe soit
de rang <:n‘ﬁ?entraine,nullement gue les n f@netians soient
dép@maaﬁtés en aucun @cint voisin du point consiaéfé, ni g fortiori
en ce point. Par exemple, les fonétiq&s de deux var%ableﬁ réelles
¥ g{x,y)zzy ont leur jacobien égal & xg+y£ , donc nul
au point ( O 0), mais en aucun autre point ; elles sont done
indépendantes en tout point.
Exercices. 1) S0it T une applicailon continument ‘ifférentiable
dfun voisinage A d'un point a d'um espace normé E , dans un espace

e

norné F . 51 gu point s la différenticllie de £ est un isomorphisme

=

: /
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de E dans F , il existe un voisinage V de a tel que £ soit un
- homéozorphisae de V g_:_;; £(V). - '
2) b’oien’t B et F deux espaces normés comple\ts, & un voi's‘inage de a
E , £ une application continument différentiable de A dens F .
Si au point a la Ad;.fi’érentiell'e de £ est une a;z;plication_linéaire
de E sur P , il oxisto un voisinage ouvert V de =z el gus £(V)

80it un voisinage ouvert de f£(a) dans F .

M

3) uUn considére les fonc’cions, définies dans R :x{(t)=t" ,y(t)?ﬁég
si t-0 , y(t)wO si t<0 ; elles sont wntln“""mg différentiables
en tout pmnt de R , mais il nfexiste aucune fonction £ continu-
nent différentiable au Volsinage du point (0,0) de {“’Q , ayant m@
~différentielle mm nulle en ce poz,nt et telle gulon ait iden
craemmnt ff'x{‘t)ay(t))-‘) dans un voisinage de 0 .

g 5. Différentielles d'ordre supérieur.

‘Eo‘ Différentislle seconds. Soient E ‘et' F deux espaces normés, £ une aprlica-
tion dans F d'une partie ouverte A de E . supposons cozzti;mment di-
férentiable dans A ; l'ag,-plicaticn X~—>dxf est alors une application

coz; Cinue de A dans l'sspace 9((15‘ F) des ai)pllca,tzo linéaires cont
nues de A dans B . Supposons gu'en un point xge & , cotte a‘g';pl?@a.tion

solt différentiable, et désignons par k —>y  sa différentielle en ce

point ; cetie différentielle est donc ( §4,.rop.1) une avp slication
linéaire continue de B dans J (E,F) , et par suite il existe un nombre
a>0 tel que Ei ukég a..“kg guel gue scit keE . D”ayz?és la défini-
tion ds é(E,F}', u, est, pour chague valeur de k , une application
linéaire continue de B dans F ; par suite (h,k}——?uk(h) est une

applica bi linéaire de EXE dans F , et cebtte application est

cgm’;‘ nue car on 2, en vertu de 1la définition de lz morme dans f' (B B




- 36 -

Mm@ gl - !lhll<allhli el

Digutre part d'aprés la définition de 1z differentz.elle pour

tout € 0 , il existe r >0 tel que la relation ||k|| ¢ r entraine

’ ' | “ x+kfd f“k“ el k|

clest-a-dirs, dlaprés 1z deflnitlon de ls norme dans oC'(E,F)
(,5df‘(xdm;h)-d_f(xo;h)cuk(h)f | <= “h &l
= .t

Hous sommes donc amenéds & poser la définition suivan®s

Définition 1. Soi ient B et F deux espaces nornés, £ une application

e o

contipument dlf;ererzclable dune partie ouverts A de E dans F . 0On dit

A

gue L est deux fois différentiable en un point "Xﬂiééﬁ 5'il existe une
: _ o

pplic z,,:,on bilinésire v de EXE dans F telle que, pour tout € >0 ,

a1
il existe r>0 tel que 1la relation [kl < r entrsine, pour tout HEE
() laf(=, -&-L,h) -af(x ;h)-v(n,k)[lce lin]l . ikl

Une telle applicaticn v est appelée différentislile sec’wade bz,l négire

de £ an p@int % -

Cetie définition entraine aussltot gue v est identique & 1'applica-

°  tion bilinéaire (hgk)ﬁul,{h) , et par suite gque la différentielle

scconde bilinéaire, si elle existe, est unique et continue ; en effet,

29

la relation (1) étant valable pour tout hek équivaut, dlaprée 1
définition de la norme dans eC( ) oa

| 85 nt-e o ldoefiy
en ﬁaml_,nwnt par v, l?nﬁgllcatlon linézire (necessalremnt continue)
h —v{h,k) ; mais cotte relatl'on s1gn1f1e gue kﬂ-?vk est précisément
1

o Gifférentielle de l'application x-—;d f‘ au point x, -

On notera que, comme toutes les fonctions de h qui




La valeur, pour (h,k) € B xE , de la différentielle seconde bilindaire

d'une fonction £ au point %X, , 8e notle daf(x ;h,k) ; 1= différentieile

seconde blllnealre elle-mé& 1e, c'est-a-dire l'spplication

(b,k) >d £(x_;h L) , =e note aa

£ , ou siaplezent dgf si avcune con-
%o

fusion n'en peut résulter ; pour tout x, €4 ot T est deux foia dlffc-s

rentiable, la différentiellc d‘?' £ est un éléuent de 1lesvace of S(E,F)

X5
des &27] *llcwtlons bl.u.neaz.reﬁ continues de E XE dans F ; la nomme

ey

Z 7
fi L }g de cette différentielle est lg norme définie dans a{) (E,F)
(Livra Vi) c"estméwdire que “d f”: sup gé @‘gf(ix sh k) % .

(18 BSOS S i

Exemples. 1) Pfen@nv pour E le corps des scalaires. Si une applicstion
£ d'une partie ouverte A de E dans F o5t continument différentisble,
on szit { 31) gu'en tout roint §é A, sa différenticlle est
ar(§,5)=r'(£).§ ; on peut ifei identifier of (E,F) & F ot 1'appli-
cation %-am-}dgf, & £' ; pour gue f soit deux fois‘différentisble zu
soint %@ . il fgut et il suffit done gus lalfdérivée seconde f£%( E,Q}»
existe ; la différentielle seconds bi}inéaire su point }@ est alors
l'application (h,k) v—-?f"( § )hk _

- Plus Qenera;e;@nt; si B eut un espace & n dimensions sur le coTrps

des scalaires, ﬁquﬁon peut identifier & R" (resp. C%), la difrérentiel-

S -

le d'une fonction £ définie dens une partie ouverte de E , & Valeurs

dans F , est l'application (hi, — Z D, f(x) h ; on peut ici identi-
o=t

fier ;é(EﬂF) 8 F et l'application x ——d f & x —> (D, f(x)) ;

pour que f soit deux fois différentisble au point X, 9 il fapt et il

suffit done ( %sgprop.}) gue cnscune des fonctions Dif seit différen-
Tiable en ce point ; la différentielle seconde bilindaire de £ =u

‘apolication

},— 30
i}
¢t
¥
o
)]
<+
%)
fomd
©
5
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((h,),(k ))-—>2 (D £(x )bk, .
2) Une ap 1lcatlon linealre continue u de £ dans F est deux fozs dlffe=
rentiable et a une dlfferentielle nulle en tout point : on e en effet
d u=u (61 éaent cdnstant de ,@ (E,F)) quel gue soit x€E . Réci wcqu.ee
ment, si une application deux fois différentiable £ de E_dané F 2 une

différentielle seconde bilinéaire nulle en tout point, sa différentiell

preaiére est une application linédaire u indépendante de X (gﬂi cor. du
th.2) ; 1a- dlfﬁerenmelle premiére de f-u est donc nulle , ce gui z;}@r

application du méme COI’QilalI’F entraine que f est une appl ii ea:i;:e,@.m s

linéaire sffine x.,»;»a—l-u(x) - 01&. a est constant.

Bifférentielle seconde compléte. Soit f une application continuuent

différentiable d'une partie ouverte A de E dans F . L'applicstion

\:’;} wf%d;féwh) est une application continue de AxXE dans F ; si f

O
i
e\‘.
Qo

jeux fois différentiable au point x el , 1'application .;(x h) —df(x,h)
est diffépenti: blg en tout point (x h) de AxE (n quelconqup)

Bn effet, l di fferentlelle partlelle de cette application par Tappor’v

4 h existe en tout point (x,h) de AXE et est egale é lﬂapplicatwn
£ aftx; ). ot l'application x d-xf est continue dens A : done
(@h) —>d f eost continue dans A XE . D'autre part, la différentielle
sartielle par ra'ppor‘*c & x de 1l'application (x,h) — df(x,hj existe en
tout point {x@zh} et est égale & l'application k — daf(xgghﬁ_k}

dlaprés (1) ; 1'application du th.3 du ‘?gﬁ prouve la nroposition et

smontre que la différentielle de (x, h; — df(xgh) au point (x _,h) est

.. : 2 - |
(2) (k, £) — a2z ;b,kMar(x ; £)

On dit que cetle application est la différentiells seconde compléte

de £ an point (Xa ,h)
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L'existence dé cette differentielle est donc une conséguence de
celle de la dszerentielle eeconde bilinéaire. Inverseneﬂt si
lﬁappllca.tlon- (x,h) -—>d£(x,h) eat différentiable su point (zogh)r -
guel gue soit h€E , la fonction £ n'est pas nécessairezent deux
fois dlfferentlable su point x, (voir exerc.2). Elle 1'est toute-
fo;s lorscgue E a un nombre fini de dimensxons, car alors llappli-
@atlcn (x,h) —df(x;n) n‘est autre que

(x h,a, e,hn)--s-Z',D £(x). h

c=4
et en donnant & tous les hi sauf un l= valeur O , on voit gus 1la

m

Q
fods

u@nﬁiti@ﬁ pour gue cette application g0it différentiable =u woint
ixgﬁh) pour tout h , est que i'ﬁ?’ﬂif<X) s0it &Afﬁgr&pbﬂrwsm
au point %, pour tous les indiges i ; mais celz entraine gue ©
est deux fols différentiable au point g - |

Le résultat gue nous venons‘d'obtenif résout le probléne du calcul ds la

différentielle seconde bilinéaire d'une fonction composée :

Proposition 1. Soient E,F,G trois espaces normés, f ume application

continument différentisble d'un vbisingge d'un point x ¢ F dens F ,

g voe spplication continument dlfferentlable d'un _voisinage du point

sz(zC) dans G . Si f est deux fois différentiable au point x_ et g

deux fois différentiable au point ¥ la_fonction coaposée ¢ = gof

est deux fois différentiable au ivoint Xy 3 et on 3 ,

(3) dg@{X ;h,k)=d2g(f(1—);df(x si), df(x °k))+dg(f(x );d 8f(x sh,k})

En effet, on a (21,th.1) d¢(x,h)adg(f(x)) df(x;h)). La différen-

ielle gartielle d @(xb;h,k) est la différentielle partielle par rasport
5 x de do(x;h) ; si on pose u=f(x) , v=df(x;h) on a do(x;h)=dg(u;v).
Bpn appliquant le théordme des fonctions composées et la formule (2) &

gette fonction de x , il vient ‘da¢(xo;h,k)=d2g(u;v ,dutdg(u;dv) ,




%

 ce gui donne bien la foraule {(3) .

Autrement dit, elle s'obiient en re:plagant, dans la différentielle

. Propriétés des différentielles secondes. Proposition 2. Soient E et F deux

o 4470 o=

ofi i1 Taut rempl_acer du et dv par du(xo;k) et dv(xo;k) respectivement*

On voit en ouire gue lz difforentiellc seconde gompléte de ¢ est .

(k, £) — deg(f(xo);df(xg;ﬁ).df(xo;k)Hdg(f(xo);dzf(io;hsk>+df<xo; £)).

seconde compléte de g au point f(xé) » 1'accroissement h par df(z ;h) ,
lfscercissement k par df(xc;k) 5 et lfaccroissement £ par 1la différen-

tielle seconde compléte de £ au poinf (xo,h) .

Corcllaire 1. Soient E et F deux espaces normés sur le corps R(rsep. G )

© une application continue d'un veisinace de ‘306 R (resp. %Oé &
dens B , g une application continument différentisble d'un voisinage

de #( %Q} dans F . 8i f admel une dérivée seconde zu point , et

L%

8l g est deux fois différentiable au point £( % 0) 5 1a fonction compo-

e gof = ¢ aduet su goint : §G une dérivée seconde
o"( §,)=a%a(£(§ )20 (§ ), 20 § Hag(e(§_); £ £.))
Corpllaire 2. Soient E,#,6 trois espaces normés, u une application

iinéaire continue de E dans F , £ une application continument différen-

tigble d'un voisinage du point b=a+u(x°)€ F dans G . 8i f est deux

fois différentisble su point b , la fomction g(x)=f(=atu(x)) est

deux fois différentiable au point x , et on e
(4) a2g(x;b,k) = a®f(atulx_);ulb),u(k)) .

En effet, on o du(xc;h)=u(h)» et dau(xo;h,k_) =0 .

espaces normés, f une applicetion continument différentisgble d'un voigi- |

nage de Kéé E dans F . 8i f est deux fois différentiable au point Z
et si on pose Agf(xo;h,kk A,f(x°+k;h)- Af(xo;h)zf(x0+la+k)=f’(xo+§;}‘_a

~f(z_th}+e(x) (différence seconde de £ au point x ), pour tout €>0 ,
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11 existe r>0 1el gue les conditions }ih lgr et }kﬁ < * entrainent
(5) || A2e(xgin,k)-a2e(x;n, k)] <& . (fnf+UE])?
 Par nypothése, étant donné e >0, il existe r;>0 tel gue les rela=

tions ﬂhn r, ||kl Kz entreinent
(6) || af(x +k;h)-af(x ;n)-a22(z sn, 6] ¢ e fjnll . fr|
Considérons la fonction de la variable réelle t , définie pour
O<t§1 : ép(t):f(xo+th+k)-f(xo+th) ; on a Aa.f(xc;h,k)=@(1)=@(9)»
D'autre part, on a cp?(t)=df(x°+th+k;h)\edf(xo-i-th;h) . 5i on suppose h
et k figes, tels que “h !ls% - “ k“s% , ot gu'on applique (6) en |
y remplacant successivement k par th+k et par th , il vient, en faisant
; la différence _M
| azi=, tihtk;h)-af(x +th; ;h)-a2 (x ;h th+k)+d £(x,;h;th)|lg2e o] .
| - onl +] x|

et, tenant compte de ce gue a2# est bilinéaire

|| a2(x tthtk;h)- a2 (x,ten;h)-d 2e(x GBI 2ol (fnfj+]k])
Cela s'écrit encore

ot (tr-aBetaymmoll < zefnll Chuf+h x])>

Par application du théoréme des accroissements finis, il vient

(7) I oc)-o(0)- ®e(x, hk)}<aenhu(un3;+ﬂk“
clest-4-dire
(8) “Aaf( ;h,k)-a%2(x sl geenjf()nli+]x])

ce gul entraine 1'inégalité (5) .

Cette proposition entraine le théoréme fondamental suivant :

Théoréme 1. Si une fonction £ est deux fois différentiasble au point
x €E , on a identiguement

(9) . daf_‘(xg;h,k) = daf(xogk,h)
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(autrement dit, la‘ différenticlle secbnde bi_li.néaire est une application
'bllinealre sxﬁetrigug de EXE dans F) . ‘
D¢ aprég leno“ogeneite d’une forae bilinéeire, il sufflt de démontrer
1a relation (9) pour ||bf = “k" =1 . Pour tout .)L> 0 , on a évidemment
ﬁ-gf{xc, Ah,Aﬁ}:_ Aaf( X0 Ak,)\h) . On déduit alors de 1a prop.2 que
j\?’ﬂ d.af(x ;h,vk)wdaf(x ;k,h)n_< 482\.& -

oﬁ € tend vers O avec ./\- dlot le théoreéme, en divisant par zi les

deux Bembrc o o booe h vors 0

Corollaire. Si £ est deux fois différentisble au point % , pour bout

£>0 , il existe r»0 tel que lalig<z, | kﬁgz‘ - entrainent -~

(5 bis) | A2e(x ;h,k)-622(x ;0,1 || € e fnl| - &
Bn effet, il existe r>0 tel que flhligr, gkugr entrainent,

a'aprés (8) ’ |
| A%2(= 30,k)-622(x ;0 k)}j $lnl cfof+ixly
81 %éhﬁgggggkig , on peut remplacer le second membre par € [hl n e

gui en est un majorant ; sinon, d'aprés (9), on remargue que le second
membre ﬁe change pas guand on y permute h et k , et ‘pa:f suite on s
 dens tous les cas 1'inégalité (5 bis).

Supposons en pafticulier gue B soit un espacé é. n dimensions , identi-
£ié & ﬁn (resp. Qn) . s8i on ‘biie'nt compte de la forze de ls différen-
tielle seconde de f dans ce cas, on voit gue le th.1 entraine le

corocllaire suivant

Corollaire. Soit f une application continument différentisble d'un

e n- n o -
Voisinage de x € R~ (resp. % € ¢ ) dans un espace normé F . i,

gu point x , chacune des n dérivées partielles D.f (1< ign) est

A




., , -
'(10) - D,D,#(x,) = D,D;2(x,)

pour tout couple d'indices i, .

On dit gue D,D.#(x ) est la dérivée partielle seconde d'indices i ot J

~de £ au point x  ; on la note encors D?jf(x 3 ou. f;a(xo) ou (si gucune

1 i} i e T e
confusion n'en résulte) fxixj(x )., on eafln — . ax

Si on ne suppose pas les uif dlfferentlableu au point %, , les

f(\X ) .

dérivées secondes Di(Djf(xo)) peuvent toutes exister, sans>satzs;
faire aux relations (10) (exerc.3) g'. _
La prop.2 montre que l'existence de la différentielle seconde en un
p@int'suffit pour limiter lag différence seconde en ce ?@imte Si om.suppoé

ge en outre que la différentielle seconde existe en tout point aS&Qg

voisin de x, 5, 00 a le résultat plus précis :

Proposition 5. Soit £ une fonction deux fois différentisble en tout

voint d'un ense*ble ouvert A contenant le parailél@gramme P forné des

points xtubtvk (0<u<i , 0<v<1). Pour tout point x €A, ona
= , - ’ . mE 2 S
(11) ]| APe(z;h,k)-d ‘f’(xo,h,k)“ <liel - hxll - 553 ;gazf=axof g

Considérons en effet la fonction :

£(7)=E(xtytk)-2(xty)-a%2(x_;7,k)

iguons-1lui 1le theoréﬂe des accroissa&ents finis ( 1,th.2)

(]
eh
6]
T
L‘?‘;}
ot

lorsgue y décrit le segment a’extremités Oeth . Ona
leth)-gl0) ][ sup |laglun;n) ||
5 Oéuéﬂ
llzis on a_ g(h}ég(O}==fo(x h,kj)- d&f(x h k) = et
ég(z;hizdf(x%szgh;=df(xfz,h;»d f(xﬁ;h?k}
et en zppliquant do nouveau & la fonction t-#%df(x+z+t;h§=daf(x@;hpt)

le théorime des accroissements finis lorsgue % décrit 1s segment

dlextrénites O et k |, on a
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” @g(?‘;h) ” O0<u f‘:po <v<1 ldaf(th-kvk;h,k)adgf(xo:h,k) “
pour gz=uh gquelcongue ; d'ot 1a foraule (11) , en introduisant la norme
de lz différentielle seconde. _
Btant donnée une application f d'une partiec ouverte A de E dans F ',
deux fois différehtiable en téut point de & , on dit gue F est d.e{:x

fois entinm’zentdlfferentlable au point x, EA4 , ai ls aoplication

zz«;;d °p d.e A dans a( (B,7) est contlnue au point x -

Pmp@@mlon 4. 50it une fonction deux fois différentizble en tout voint

d'un voisinasse d'un point XO . Your gue T soit deux fois continument

differentiable au point x_, il faut et il suffit gue

i2) 1im if(ﬁ'%X) £(y)- f(z)*i*f(xhd“f(xo V=X, Z- x)f
ly-=Jf . é! 2-% |

lorsgue le point (x,y,z) tend vers x@sxo,xo)

-0

La condition est nécesssire dlaprds la foraoule (11), car pour tout

e>0 , i1 f»‘”' ste r>0 tel que la relation {i X=X ji<r o
%?‘é@%f‘ﬂ; gé ; d'aprés (41), pour |ln §<§ et igkgéé £ , on surs
= o 2
| A2#(x;n,k)-a 22(x ;0,0 < e n] . | [k -

Lo condition est suffisante ; supposons en effet q_ue,, pour gl‘?zbz f§§r s

gf’lggéf‘ jk Eéér , on ait Q&A‘gf{&hk}dﬁx hk‘) !{hz’ : kg
Diaprés la prop.2, on peut d'autre part, pour un x d.onnéz déternminer
‘rﬁ >0 tel que uh n <r' - et “k u (r.’ entrai‘nent' :

7 _
A22(x;h,k)-a%2(x;n, k)ﬁ (| njf+]x }Q )2 # POUL p o k tels que

i é%émin(r,ﬂ) ot hk E‘émin(r r;) , on aura donc

e 2£(x;h,k)-d" “£(x_;n,1) ]| < faf- e+l ] +] &)%)

Bu vertu de 1'homogénéité des applicgtions bilindaires d°f et 4= ¢

or en déduit gue, pour |l = k| =1,o0ma

ﬁd‘%f(x;h,k%dgf(xo"h k)




| =4 ,

- + e 2 : | A ; - : N e
e'est-2-dire ﬁ dxl,—-edxof 3& < 58’ pour Hx-xoy £T , ce \iu} scheve lg
démopstration. '

Redurcac.-ll s8¢ peut ¢ agll existe une agpllcution blllnealre conti-

nue u de B XE dans F telle gue, gour tout € - on:ait

I &afuo;n,k)au(n,k) hgetnli+|x I )
@@ur{ihsg,eﬁ gka'assez,petits, sans pour cela gue 1z fonction £

soil deux fols diff LTGH@Imb&S au point X, i il se peut méme gus T

ne soit pas u1$f~r>ntlable aux ﬁ01nt" ”Qiglns de zg. Cﬁest ce qu'on

-

vérifie par exemple lorsgue E est le corps R, et T la fonction

ﬁ)

nuaérigue xjg{x}, oh g est une fonction continue n'admett
4érivée en auéun point ; f”h‘a alors de dérivée ié re qu'an
point O ; én outre on a , lorsque x ét'y tendent vers 0

lim f(?h') £(x)- f(y})/{}xrﬂ- 2)2 =
conse on le verlfwe auss;tot

i

n dit dans ce cas gue lsa fonction bilinéaire u est lg

)
A

@

aiffcrentielle seconde directe de £ au point x

(6] :
Lorscue B est llespace & n dinensions g{n {reso. C2), pour gque P soit

nx fois continument différentiable en un.point x_ , il faut et il

suffit, d'aprés l'expression de d°f , gue les n(nt1)/2 dérivées secondes

o .

noint.

)
o)
et
o
&
@4
o)
m‘.

ihues en ©

0]

9]

¢

tielles secondes partielles. Soit f une fonction continument dif-
Pérentiable définie dans une partie ouverte A d'un espace produit B, % B,

) gue sa différentielle

e

f=4d £ -d, -

X L Lixpx 8iX,xp
(%, ,%,) —d f et (x,,x,)—4, £ sont
( 17 é} 1 xﬁgyg ‘it ¢agx 3 %5

f ost deux fois différentiable au point a=(a ,a, ) ,

tlons précédentes est dlf?erentlable en ce point,
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car on a

| dlf(x1,xz;h)&d1f(a%,azgh)zdf(x1,xa;h,ﬂ)-df(a1,azgh,Q)
et par suite

udﬁf(a +k13a2+ka,h) -a,2(a 4 82;h)-d f(a1,a2,(n o),k & ))H

slinf-(ffe lj+]k])
pour k,ﬁ et ka assez petits. Lies guatre aypllcatlons bllinealres

7 : / 2

2
(h/gzkg) '>d f(az &&gt(h O) (Q k ))5 da_lfka%yazsh@ska>
(hy,k,) —d f(a,“ad,(() :n, ), (k,,0)) = a2 (e, ,8,50,,k,)

(B, k Q~9§ﬁ%g wh <o%n»a2ﬁ%;y%ﬂg'
2

sont appelées les différentielles secondes partielles de f ; a° f nlest

autre gue la différentielles seconde de 1'appllcatlon partlella
xﬁ-a—”i 13ap) au point 2y et dézf la différentielle seconde de
xg-uyf( 1932) au point 8, ; en outre, en écrivant l'identité (th,1)
2! = % 2 : : 2

‘d‘zz(a,g,az;(hi,o),(o,hg:)) = d-f(a,e,aa;(o,hz),(h,ﬁ,o))
il vient ‘ '
¢ce gui m@ntre gue les alfferentlelles secondes dfgf et dg £ ne sont
pas essentisellement distinctes : on exprime cette proprléte en dEsant

gu'on peut intervertir l'ordre des différentiations partielles ; on voit

en @utfe {(prop.2) 'que, pour hse E,, et h eE gssez petits, on =
yarth,)-f(a +h1,a9) f(ai,a2+h¢)+f(a19 8,5)- d f(a15a2;h1,h2}ﬂ

<eln i+ ]z, )

| 2(a,+b

1

€ ayasnt été pris arbitrairement petit:

Nous avons supposé jusqu'ici que f était deux fois différentizble.

7
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Plus genérale'sent supposons oue les différentxalles premieres
partlelles d1

£ et a b 5 existent et soient fonctions
531 2.2) e 2;%, ,12
continues de (xi,xa) dane un voisinage de (a,,,aa) 8i l'aoplicatlon ,
(x, ,xg) >c3.,é %, % 2? admet au point (a,,2,) une différentielle partiel-

le “ar-rapport & Xy s k .-->uk -, 1'gpplication (h1,k ) >uk (hf

gSSb autre que is dlfferentlelle seconde de 1'application partlclle

E"#,;

x —
i

ou d“‘", f o5 l‘apgllcation (x %y )y > d £ pdmet une dif-
(292 a;1 ’aa : ;x1' 2

2 >vk 5 Vk est un 61é-

ks deE dans o (E f“»)

est continue, donc on voit comme au n°%1 que l'app.‘.icatmn bilinésire

2
(X,ﬁgaa) au point a, ; on l'écrira encore (h ‘d)"“)'d f{aﬂawnwki

&D

oo

Térentielle partielle par rapport a X5 s k

ment de OC(E, F) et l’appllcatzon k - 7

(h,ﬂak?) _ﬁ;«vk (h ) est continue dans E sz ; on la note encore
2
(a 45) >d f(a“aa,h“k ) ou dsy. j8q,8,

iles deux d.ué;res différentielles partieclles secondes de £ . Cela étant,

£ Notamoms anal@ﬁuas pour -

le th. des différentielles'partielles ( g‘l,th.}) montre que, si
3 '3 ’@3 9 a
vz 4

f existe, et ei, dans un Voisinage de (a,é,ag) 1'application
- ' s & 2 2 ‘. f
21: x4 ,xzf est continue, 1'application (x ”xa)‘ﬁd’égx,g,xz
sera différentiable au point (a,',a ) ; de aeme, si v:l22 o £ existe,
124525

e
§ .
et si l'application (x1 2%, ) )d12;x1 ’zaf est continue au vozsx.nage

de (a,,a 2) . l'appllcatlon (x1,x2)~—> 2 af est différentiable au

point (a.,B 53‘2} ; enfin, si toutes ces conditions sont remplies £ est

- deux fois dlf‘f’erentlable au point (a ,a ) , ce qui entralne en parti-

culier 1ltidentité (13) pour les differentlelles secondes partielles..

dzis nous allons voir gufen fait cette identité subsiste sans supposer

i'existence des différentielles secondes df,‘f et dng :




&

. a8

Prog@sition 9. Bi, dans un voisinace da"(a1,g2) £ est continument

d;?f&rentlable, et si L'asplication x2~ﬁ>d1 o £ est continument
19 a 2

 différentiable dans ce Voisinare, l'suplication d f est

d fférentisble 2y pélnt a, ,etona la relation (13)

Considérons en effet la fonction :

(x )=£(a +x13a2+h )- -f(a,tx, ,a,)- d f(a,, &3 %, ,h, )
et appllquons=lu1 le théordme des accroissements Pinis lorsgue b varie
sur le segment dfextrisités O et h, . On a
[ &thy )-8(0)]| < gsmp ; dzlohy;n)

- - = 2 ' .
dais &é(yﬁghq)=d1f(al+yéaaa+h&;h1)=d1f(a?+yé3agghﬂ)=d21f(a4gag;ﬁ§§h%“
donc une dauxiéme—application du théoréme des accroissements finis donne

vu@l/;flpoor <1 L 91(a1+uh“ o1 h’ﬁb‘a}.g
a2y (oo m) | < [ - 2, )

si ha h sont assez petits, &'aprés 1a contlnalte de

up gd&(uﬂﬂ,h@)q

. On a done, pour h1 et h, assez petits

21;%:%0 2

| £(a, m,,aam )-£(ay 8, +h, ) -£(a,7hy 2, )+f(aa,a2)=vd f(awag;h ) |
<e "h !i [

Mais d'aprés la définition de la dlfferentlelle premiere, pour ha

ass%zvpetit? on a

g’;jf(a,ﬁ»h,i,aa+hd}=f(a1+h1,ag)-agf(é?+h1,aq,h2)H £ ef Hh ] | |

| 0o 0,1,)- 200 ,8,)-0, 80y 2,500 < o | 1, |

2
¢

ot e +enant vers 0 aveo h2 . Laissant h fixe (assez petit) et

‘remﬁlaganf hg par th dans ces trois 1népalltas h restant fixe et

ﬁ.

vyarlean

(58

gs o8 1 il viens




&

= z 49 = :
—: gitd f(a1+h’ ,agg 2) =td f(aaa aazah ) td‘ f(a afhj 9h )“

g&ge'+e"+elih1!l) fhgu
€! et e" tendant vers O avec t ; en divisant cette inégalité per |t |,
puis faisant tendre t vers O ; on obtient A
e, 2(a 1 *hy 8530, )-d f(a 118258,)- a (2(2, 8,3, b, )n e}h 3\ \n, |
pour h, et h2 asgez petits ; mais cela signifie gue l‘applieation
x, =4 '

f est dlfferentlable au point a, , et gue sa différentiel -

29 1:82 1

,16‘ k .>uk est &elle que uk1(h2)gd2§f(a
tité (13) :

198, k,,h, ), d'olt l‘lden=.

Gargilalxe, soit £ une application d'un voisinsge de XOQ-FQR (resp.

= ¢ } dans un espsce normé P . Si les dérivées partielles Di{ij}

c"?f@

=20

@ﬁ(Dif) existent et sont continues par renport & ( §i’ %l) dans
o

un voisinage de ( g'@’ Ejo) , elles sont &gsles dans ce voisinsge.
' Un exemple de ce corollalre est fourni par 1= f@nntlon

glx,y) = j‘ [‘f(u v)dv)du de dsux variables reeLles, f étant

0
:contlnue dansoun voisinage de (0,0). On a %;% = jgf(x v)dv 5
(2

puis Dy(igﬁ) = f(x,y) : d?autre part, par dérivation sous le
signe 17, il vient J f(u,y)dn , donc g;({%%) = Plx.y) .
Mais les dérivées secondes Qag et Qwé n'existent en général
gue si les derivées partielles ??g et ’?§§ existent eiles-msmee
= X

9. Différentisclles secondes des fonctions implicites. Avec les notatlons du

th.2 du 22, on a vu gue laz fonction implicite @(xa) définie par la
relation f£(x,,Xx,)=0 est une application continument différentiable

Gans un voisinage du point a,

, et si on pose: do(x ;h}z@x (h) , on =
' 2

&

1'identité en x, et h

d1f<@<x2),xé;uxaih>>+d2f(<p’<x ),%,3k) = O




b

\‘j‘» ‘

.
at le prezier aeusbre de cette identité étdht _une fonctlon linéaire
ccntlnae de h , cn peut sussi l’ucrzre sous 1a forae
('M-) : g(xag 2,+ d, 2;0(x,), %, f =0 ‘
cﬁ pour tout xa voisin de a, , g(xg,u 2) est 1'6lément
h —ad f(@(xa)ixa,u (h)) de c{?(Ea,F) On va en déduire que si ? est
deux fois contlnument différentiable au point (a@, 2,) ; 9 est deux fois
cgntinumenﬁ difféientiéblevau goin+ 8y . En effei i'application

u) de B ?<o<?(E2,E} dans e{?(Eﬁ,s} est alors conti-

m
4

u) —>glx

punent différentiable su veisinzge de -(agga ), et s dwf¢ér niielle
: : . 25 - '
sartielle par rapport a u iui est ide tinus done knver31bl par

“bypothéses ; en ocutre, lﬁa, 1&Catlﬁﬁ X5 - ,>d oz ) . £ est sussi conti-
: g WK A gfy 2 :
nusent differenti baea Si alors on considére 1! application Xy —> Uy

. -
comie une f@ﬁcthn-implicite.ééfinie par la relation (14), le th.2

du %22 prouve cue cﬁest une fonction différentisble au point e, -

En pz ti i dlfferenﬁlulla seconde de 9 s'obti dra conme suxt ;:-
on @ identiqaement “(@(xg} xp) 0 dans un vois ge de a, ; la dif-

férenliclle seconde de cette faact on de x, ost done nulle au point 25
ce gui donne, par a;pli ation de 1ls proo.1 et en vé?tﬁ de la défimition
dés différenti elles secondes partielles, la éelétlcn '
dgﬁf’(mgsz,wd@(agnh) d9(a,,k) )+ a2, £(a, ,0 ;d9(a,,h),k) +
+ Af?aﬁ sih,dola, k) )+ aggf\aﬁﬂ'ggh,k} +
+ d f(aﬁﬁén;dé@é&a;ﬁgk'%'“ 0 v |

d'ol on tire 4 @(aggh k) en utilisant le fait que 1'application

A3 LS s £ = el :
<incaire u_ - est inversible,
’ 212




2
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6. Differentlelles dlordre guelcongue. On généralise aisément par récurrence

wggfg

la definition de la dl fférentielle seconde bilinéaire. Su;posons deflnie
_en tout point x dl'unm voisinage dfun point X, » la différentielle

{n-1)-2me nultilinéaire de f‘ pllcatlon aultilinéaire contlnue de

- - n-1
EPY Gons P , motée (ni,.,., )~gvdn l2(%; E, b o a £

Cette appllcatlon est un element de lﬁespace normé on ‘(E,F) des”

agpllcatlons nultilinéaires contlnues de En=1 dans F . Supposons en

outre gue 1l'agpplication x-«gdn ?f soit continue au v0131nage de x_ .

%

o
Un dit alors que T est n fois différentiable au point x, 8'il e ziste

une application multilinéaire v de EP dans F telle que, pour tout € >0,

il existe >0 +tel gue la relation gh g<;r entraine; que1@ que

scient h, hag.o;ghn 4, Gans E
-1 : -1
fa f(x th shy,... b L )- -g* £(x, Bysereshy 5) |
(19) - wmwﬁpug%w\ fogf - Jinyff - B ]

Une telle application v est appelée différentielle n-éme multilinéaire
de T au point X, -
Un déduit aussitdt de (15) que 1'application multilinédaire de

gré n=1 , (h,,...,b ,) —v(h,,...,h ,,h ) est continue pour tout h
ascez petit ; en la désignant par Vi ;, (19) s'écrit, en tenant compte

de le définition de ls norme dans o -1(E,F)
==1 -};1"1 5 s
Ja% . e £-v, | < ¢ h_|
L e +hn - XO hn ~ fi n i
et prouve par suite cue l'agpplication hn~e>vh ntest aatre que 1la
v 5

_:’J
e
L))
L)
©
1

férentielle au point z, de 1l'a crlication :{~%d. f de B daos

fonctilion continue de hn ; €l par suiie gque v est une application
mualtilinézire continue de B dans F . On note sa valeur, p@a? Qh )65&

=

par d slx $Be,...,0 ) ; la différentie 1le n-eme multilinéa aire se note




~d§_f , ou simplesent d®Ff si aucune confusion n'en réSulte ; Clest un

©

élérent de 1'espace qf (E,F) des a-plications - ultlllnealre« continues

de F® dons F ; 12 norme &® £ est ézale &  sup id £(x ~h1,.,,h )1[.
*o I B, k1
La dilferentlelle n-&ze multilinéaire d'une fonctlon conposée se

cslcule de proche en proche & 1'aide du th. 1 du. -§’t, conme nous 1'avons
montré pour la différentielle secondse.

Propocition 6. La différentieclle n-éme nultilindaire

(By,...,n ) — d"f(x ;h, ,h,,...,h ) est une s plicstion pultilinéaire

o A d
symétrique.

Hous le dénontrerons par récurrence sur n , 1a pr@g@s;tlon étant

@\

stablie pour n=2 (th.1). Si on danne‘a hﬁ;...ghh g‘des valeurs fixzes,

4 g ' n-2 ., 2 . . -0 . : L
et gu'on pose g(x)= f(x,h@,.oaghnag), on a (x50, ,500,0)

ag(x %,iB, 4:by,), comne il résulte ce 1'inégalité (19). Dlapres le

o

th.1 appliqué a g , on a donec
sn.f.z ° = — ﬁ 5
a 6‘<X02h‘ﬁ’. o,hn 28hﬂ 13h ) Tt d f{xo?h,ﬂ’acyhn aghnﬂhngﬂ)

On montrerait de méme qu'on peut permuter hy et b guel que soit
G i

n &
1%'indice i<n . D'autre part, on peut permuter les n-1 premiers
argunents de d Ue ear, par hgpotnése, cela ne change st la fenculon
xﬂwﬁdgyﬂfix;h,x.a., _4) dont @ Be (considérée comme ianctlon de b )
est la différentieslle prem*ereﬂ Toute permutation des n argumentis de
a"f revenant & permuter h et un hi d'indice §n , puis & faire une
permutation arbitraire des n=1'pre iiers argunents dans ia, fcnctl@n
multilinéaire obtenue, 1z proposition e t démontrée.

Un démontre aussi sans peine les analo é s des prop.2 et 3 ,

que nous n'aurcns pas & utiliser (ef. exerc. 4).




i
daaghien

25

-Lorsqu'une fonction n fois différentiable f est définie dans un espace

preduit deé p es?ac_es,norznésEj (1< 3§;p), on définit comme ci-dessus la

o
e

notion de différentielle n-éme partielle : soient h_ -(h

) -
g i<p
n accroissements guelcongues de x—(x ). Pour toute sulte (jk),ﬂ{}m(n

de n indices appar enant & l’lntervalle [},?} , on désigne psr

e 3
e o =3 s o e =
d31j;a,‘ £(ay, 9oﬁ,hﬁiﬁ hggg, - njn) la différentielle n-Cme de £
au po i t (ag;, aano laguelle on rempiace chacun des accroissements hi
par le vecieur dont toules les conposantes sont nulles, &4 l'sxcepltion
de celle d'indice J; » égele u celle hij de h; ; on obtient une fonoc-

i

argurtents hk‘ , gu'on appelle différentislle
- Jx

.jfﬁ,‘a°3jn

muitilinﬁﬁire des n

e
tlon

=

n-éne parbielles d'indice au point (a ). Considérée comme

==

foncaien de h_

, cetie différentielle n'est autre gus

J
tielle Dremiere au point aj de l'application
n
n-1
X ol : fla, .. x = .
Jnfﬁy Jgda--dn-q ( L 7 i

dans

{3

férentielle n-
s carresyondant a
RIF

{aa,.,,ap,

5 f&a@,.,,a hﬁj - rjn)

n ,B.gh Y- > 1.

en

&lne S

de f est lz son ue de

toutes les p" suites distine

(resp. @p) , on m

&

£ i n
Gt 3‘532" (319 Ja ) j

définie par ré

s
{#)
o

lle

S

4

part

- A 3 .
b MNIIT o % T | Sy e
‘E,'LBI’_LL: SECAI0nn g Lleurs

dl'indic

'8

qui

indices

s

currence comme égale &

88

égales. Aussi, si T,
¢S

\\3

&

suite Lﬁ

spbondant & cette

: Jn-1
conne il résulte de la relatiom (ib). La prop.b zonire en outre

déduisent 1'une d° Ilont

ls différen-

)

que si,

veraute d'une
ongue les lndlces Jk - l'exgresolon ne ‘change pas.

gifférestielles

tes (jk} -

.n
njn

f est la dérivée mrtlelle n-&ne d'lndlceq (gk) do f au

D. (En°
&'n 3100

£)
dn-1
vIe par

ost le nombre

, On écrit

sulte dfindices

o




2 ace‘ %
,cDﬁpf ou, si sucune confusion n'en résulte, : : f.

- D, ip e
Tax%\ ent a}(zéa '

2

7 lefvreutielles ﬂolynomes, Solt £ une fonctlon n fois dlfferentlable au

_pelnt X el ; s;, auns 1z différentielle n-eae ﬂultilznealre

d f( 1,..gh ) , on donne ume 18me Valeurvh & tous les accroisse-

Eents h; ; on obtleat une a?al%ggtioﬁm;gii;O@aﬁéeuéﬁ;xé nde E°
i 5 Z =

~dans F (Livre VI; n~w?&,f( h~h ..,h), gu'on note aussi simplement
, , ~ 79 92ty U J : !

h-mgdﬁf(zggh) st gu'on appelle différenticlie polynome a-&ue de
au point x . :
O : =
On peut aussi définir cetle différentielle par récurrence : pour

GQQSlﬂbTOﬂS 1'application x —» dﬁmf(x°h}
dﬁaﬁ voisinare de X dgns F ; cetis fonction est diff afenuiabi@ an
point x , ot si on donne & 1'accroissement qui figure dans sa Giffé-
rentielle en ce p@int'la valeur h , on thggnt-‘d@féxgéh),,

Comne la différentielle nmultilinéaire n-ome est svmétrigue (prcp.b),

i1z différentielle polynome détermine entiser ement isa
: poiynomng

Vir

L)
S

ia donnée ds

agifférentieile multilinéaire : sl on romplace h par EZ A hi 5 @ﬁ

les n> sont n veczaurs quelcongues, el les JK des scalaires arbi-
traires, d_f(x ;h) , considérés comme fonction des n scalaires A,
est vne fonction polynome de degré n , et ls coefficiemt‘de i% J%QSQ%Q
dans le déveleppeﬁent'de cotte Tfonction ést'égal &
Bte’f(z ;h b, b )

Ce Fail permet de simmllfler la calcul ue la dlfferentlelle multi-

linéaire d'une fonction, en calculgaﬁ sa d&ffnrenc#eile ﬁalynome gul

st souvent formellement psug commode .
Par exemple si f est définie dans un praa’ﬁt de p espaces Ej , 48
différenticlle polynome de f est égale & la somme des p° differemtiel=,_

Sias g - : les 5
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partielles dn J . f(x hj 5 j ,,.,h }, si on s posé hn(h )1
1 3

‘toutes les fonctlons de h ains; obtenues, correspondant & des sultes

£Jgp i

(Jk) qui ne dlfferent gue par l'ordre des termes, sont érsles ; si Ty

est le nOQbre des termes de 1a sulte (Jk) égaux &1ipour 1<icp , on

, P
Cette notation permet de définir 1es-gpérateurs"différentials

désigne ces fonctions par lu notation ,d11d22,,dp f(xcghﬁ,..,h )

-

Dolynomes . Etant donné un solynome homogeéns de degré n , par rapport

. 7]
.
aux p variables scalaires § , ? ;. § ) Zﬂz& - g % i.oﬁ
P i : LT % 3
(= r, = 1), ot les coefricients . - sont des scal S,
L o=4. 1 2’0 D E{ rg o

rateur différentiel noté @(d so0sd ) = zzamrﬂraa.r d, d5°...d P est
p %

Wf@

par défizlﬁwcﬂ ia f@nctlon @E qu;, toute fonction n fois dlfferen=
tis

able £ au point x@ , fait ccrrespondre la fonctlen polynome de h-(h )

- £
;fgf > & ?fgéor 1?42 ,.,dpp £(x,; By,By,- . 5 )
p z
5

on, l'expression de la différentielle volynome n-éme

:h-la

~de T au point %, en fonctlon de ses uifférentielies partlelle n=gues,
s'éerit sinpleuont

(16) i = ‘L+..,+ nn :
(16) a'r (d%+d‘ _ dp} £

Différentielle polynone con pléte. On aboutit de s8ue & un résultat de

forme sizple pour le calcul des différenticlles d'unc fonction couposés,

en introduisant les différentielles polynozes compléies.

En premier lisu, la différentielle polynome compléte d'ordre 2 est,
par definition, ls différentislle seconde conpléte définie ci-dessus

{considérée comme fo thlOn de h,k et £ ), dans la%u lle on donne une

P

meme valeur dx sux scer oi nﬁnts h et k , et une valeur d°z & 1'accrois-

dit, e'est 1'application

gsement 4 : gu

3 o a : I .f ‘ 5
{dx,d x) ~f>§.f(x@;dx,dx)+af&zggaex)




o . - | -
Q”ayrés cette définition, on peut dire aussi que c'est la différen-
“tielle de la fonection d4f(x;dx) de x ot dx , srise pour la valeur
(x 363) de lz varlable, et ol on remplace l’¢ccroiasement de X par dx ,
1'accroissement de dx par d x .
Plus 5gnmraleient supposons dbflnle 1a dlfferestxclle oolynone complé~

te d'ordre n-1 au point x , fonction de X et de n-1 vecteurs dx ,

dax,”,dn x , de 12 for
=n-1 . |
(17} {_:L f(x;dx,d‘gz,..,‘dﬂ 1X) Z c d f(d-;ﬁ- X d X;cca“‘ X)
: " G',aga .&k : ;
ol pour chague indice k<n-1 , la suite (“ )1 <k

Z

parcourt l'en- .
suites d'entiers croissantes telles que ;i(i

]

n=-1 - et oh

est un entier >0 , le coefficient de chacan des termes en

dx . .dz) ot af(x dﬁ %) etanz eg¢l a 1 . Lg différen-

tiolle @&V3©7@ n-eme au point xq est par dbflnlLlOf la différentielle

e 2 2 =n-=1
premiére =u point §“Q,aa,d %, d 1x) ded f ; Gans laguelle on

- . . - . : k -kt
r@myia@@,i?ac0201ssement de x par dx , celuz de d x par dk'ﬁx pour

=1

1<k<n-2 , et enfin 1'accroissement de 4" 'x par un nouveau veﬁteur

a%x . Lo giffeér entielle du terme d f(x,d‘ix d 2x,,.a,d%£x) de la
)

; -dans lacuelle on fait la substltutlon p*écedente,.n9est

ag*‘f(x?{;&gd*zx,.a,d*fx)+ Z., a f(y d%x,..,d b, dmi = d b+mx,.,gde<&x)

On voit donec gue la deflﬂltx@ﬂ pourra se poursuivre _ar récurrence.

Z

On noters que ls différentielle polynome d'ordre n se déduit de la

> v 2

ﬁif~efengiflla olynome compléte en ¥y annalpﬁt tous les gccroissements

7

3 F
& =

rentiable au voint x , et si g

(Y

st n fois diff

)
18
]
€
cr
&)

ble au point f(x ), 1o

composée

9 = pgf ogt n fois difi érenclgble au point x Z 9 et ou a

A
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(18)  Jolx ;ax,.. d%) - %.(e ; df a°r, . a"r)

Lz proposition étant vraie pour n=1 se dézentre par récurrence sur n :
le passase de n-1 & n est une conséguehée immédiate du théoréme des
fonctions composdes (2 1,th.1) et de la d3 sfinition de la différentielle
polynone compléte donnée ci-dessus. -

,Gorgllaire. La différentieile 1 lynome n-éme de o est donnée var

1a formule

(19)  d%(z ;ax) = Eng(fgxo);df(xo;dx),dgf(xcgdx)é@.agdnf(xo;dz))

£

Cette foraule permet de généraliser le raisonnement fzit au_n°§ , et

on voit de cette fagon,qué si ﬁne fonction impiicite g(xz) est définie
par 1=z réiatiom f{xﬁgxé)zo , o P eét n fois différentisble zu point

g est n fois différentiable au point a, , ot =a différentielle
poiynome r%éme s’ébtient Dar récurrence en égalabt & O 1la gifférenticlle
p-éme polynome de la fcnctioa,identiquement’ﬁuile elxs5),%5) ; nous
laissons au lecteur ies détails du raisonpément.

7. Fformule de Y%aylor. Proposition 8. Soit f une fonctbon n fois différentiable

point x . Pour tout €>0 , il existe r>0 tel gue la relation

gilg g entraine
p ; 1 2 n - o, n B
(20) || 2z tn)-£(x )-af(x ;h)- 2 a°E(x ;h)-..- %@ a f(xogh)”‘g'affhﬁ

En effel, d'aprés la définition de lz différentislle n-&me multili-

néaire, il existe r>0 tel que les relations h hlég;r ,ggkg < T

f(K@+k5hgh;-.gh)=dH°ﬁf(x h,. . n)-d flx hﬁhﬁ.ogh§k}g‘g

<e | 5] ™" x|
Uongiderons 1z fonction de lsa variabie réelle t , @{i‘zf(x-%th} aefi-
1 ; elle est par hvnothese n-1 fois csa@;nurgn é"i'

vable en tout point t de E? 1) » et n fois dérivable au point t=0
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en outre, on a, d'a;rés la forzule (1*) Q(k)(t)~d‘£(x +th;h) pour
k<n-1 , ¢(n)(0) = dnf( n) . R&i@lqguﬂt k par th dans (21), il vxent
| o2 Dw)- w(n°1>(06 tol®(0) [ < et " |

\

d'oh, par a,pllcatlon de 1=z for mle de Taylor & la fonctlon ¢(t) (Li§§§

Jecrr-stor-0rc0)- 2 L0 & Doy g, )"

ce qui nlest autre que l formle (20), ok on a remplacé € par %a -

Si on suppose gue la fonction £ soit n fois uiffarentlable dans un
voisingge de x , on peut préeciser le second membre de 1la formuln (20).
Dans ce casg ¢ est n fois dérivable dans 1l'intervaile r@ 1} ;- on g~

par suite (Livre IV)

v - 4 - (n)
201 )-9(0)- £ 9'(0)- %§.¢“(0)--oa= %' (0);! ng 0 St '

| | [o¢2)(%)-0(2)(0) |
ot | ,
(22) [ £(x tn)-2(x )-afx ;h)- & fﬂ B e ]l
= o0 o ol n! o’ nt

. , _ 0 S5 4 le”2(ztth;0)-a"2(x ; ﬁ
Bxercices. 1) Soit £ une fonction aifferentlable dans un v01sinage
d”_un point xOEE ; On suppose gue, pour tout heE l'application
x —2»df(x;h) esf différentiable au point X, et on desxgnﬂ par

k ~¢a%(k) sa dlfferentlelle en ¢ce point. MOntrer qu'on a 7
ﬁhxk)zuk(h) guels que soient h et k (se rasener au cas oh E a
deux dinm ensions, et appliqaer le th.1). En dedulre que, pour btout
keE , 1'application h-w>uh(k) est fonction linéaire contlnue

de h . 51 E est complet, conciure de la gue 1'dpsllcatlon bili-

néaire (h,k)—>u, (k) est continue dans EXE , et que f est

conlipunent différentisble au poiht_xo {cf.Livre VI,chap. |,

: exere. )

&2
&




ub?-

=

2) s0it B l'espace des suites (xa)' de noibres réels n?ayszit gutun
n@mb're fini de terzzes £0 , la norne '}{'xg" dtune telle suite étant
~ sup }xng . On (:"flnlt une appliecation £ de B dans E en se donnant
pour chague n , une 2p ls.cat.;on f de R dans R , telle que ! (_Q}:Q
pour tout n ; ot considérant i’applicatlon (xn) _— (-n(xn))

a) Berire 1z conaltlon pour gus £ sait differentiable au point x=0.
Pour gue ‘f soit continuzent aifféreﬁtiable en ce p@'izit, i1 faut ,e‘t”

il suffit gue 1la suite (f&(é)} existe et soit bomea, ot gue 1la

suite {fli}* soit également continue dans un voisinage de O dans R .

3

(&)

b) 8i f est différentisble dans un voisinage de 0 dans E et si,
pour Tou*@ n. . f"{@} existe, l'agplication x—>df{x;h; est différen-
,,,..wle pour z=0 , quel qgue soit he E; montrer gue ces congditions

peuvent étre remplies saus gue £ soit continument différentiable

au point O . sontrer également gue, si k—;ujh‘(k)‘ désigne la diffé- -
rentielle de x-—»df(x;h), la fonction bilindaire (h,k) —suy (k) ‘
peut ne pas étre ccntinue dans EXxE . .

c) Soit E le co”mléte de E , espace des suites (x ) de nombres réels
telles gue ﬂljf; x,=0 , avec la norme ﬁxﬁ = sgpixng . On définit

e & Z
encore une app}.lcatz,on f de E dans E en se donnant upe suite (f )

d'spplications de R dans R telle Gueg 13 llm £ (x )J=0 pour toute

?’j@

uite {xﬁ} tendant vers 0 . Montrc,r que l°aw1“.1eat_s,©n x—>df(x;h)

peut étre différentiable zu point x=0 pour tout heE , sans que T
soit deux fois difforentisble aun point =0 {(prendre par exemple
les £ telles que f‘(x) = x/(1+nx) ). '

%3 Pour x;}Q,y?/O , on définit 1z fonction scalaire f(xgy}) de

la fagon suivante : £(0,0)=0 ; pour y\x‘e

, £(x,y)=xy Z‘l'“ F’GWL T 7 XE

£




Lo

= 60 - -
flz,7) =2 : -onlrer ove les dé r‘vé hartielleﬂ of “f sont ;
, 2 , oK >y
continuce en tout uoin‘a, et gu'au youzt (C,0), ies &or.;VOee par-
2 : -
&1 ot (g > . c)f Jd (of
tieclles ——= 95 existent, mais = & (S

4) Soit £ une fanction»n fois différentisble zun point Koé 5

L3
el

~ Dérontrer jue, rour tout €>0 , ilv existe r>0 tel cue le
ités ]ihijg< r entrafnent , - .
.géing( 3hg, .. B )-at£(x_ oiBgseenh, )33 elih{ﬁ °§§h2£§°°“§§h égj

(raisonner par récurrence & P’Tulr du corcllaire du th.f : si, pour

hﬁx,,,ghb~w fixes, on considére l“ fonctl,n g (x)=d""Pe(x; ﬂairufﬂ,wuﬁv
2 b i:. ’ : .L" ' ‘ =

dencntrer par recurrence sur p que

T ALE (2 n )-dPrlx - ' in | |

= g; ii &‘piﬂgghﬁ“p“rg 9o ’ﬁn) (l fgx hi; e o 3h }i é & ga.‘.a EE & ¢ 9 0 E 11 : §%
s " 3 : £y -
pour gﬁ b, !é =T )

-

raliser de méme & f 1'inégalite (11).

LN
i
o8

2 4. Formes gifférentielles.

©. Lxpressions dlf‘azentlelles. Léfinition 1. Soient & et F deux sopaces normés .

i o~

A4 une partie ouverte de E ; on aprelle exprossion différentielle dfordre

p {ou, por sbus de langare, différentielle d'ordre 1) une sprlication u
de AXE* dans F , telle cue, pour tout xeh , L'aivlicetion partieils

gn1,ng,..,h ) —ﬁaa{x hg,nn,..,n )

©0it upe applicstion p-linéaire continue de Ep dans F .

~ar extension, une expression différertiells dlordre O sera

ient une soplication u do A dans F

i
o
£
el
(]
m
q\

Une forme alf*"ereﬁtlelle d'ordre p est par définition une expeessior

B

S

Gaffé »rerma.!.le dlordre p & valeurs dans le corps des scalaires.
Si P est une application p fois diff'érentiab}.e de A dans F , i1 résuls
du fcg"‘* gue sa cilféreniielle p-idne d*f est une exyression auféz ntielle

au sers ci-dessus ; mais 1la récigrogue est en général inexacte.
7 » : &
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3 : V - e 2 3 < = 2 2 3
rar exeiple, s B=R® , ot 81 alx,y) ot b(x,y) sont deux fonctions
scalairs csntinuzent'différentiableekaans une psriic ouverte de E

1lax reSS¢OE elifgrentlelle du premier ordre a(xgy)h+b(x ¥k

':> (& valours dans F? ) nlesi la différentielle d'une fonction
(  scalaire f que &i 5-% = g% , puisgulalors P est nécessairement

deux fois differentiable (% 3). . : _ -
Lz somme de deux expressions différentielles diordre p , & valours

dans le m8ze espace F , est évidenment encore une exyresaiam differentiolle

dlordre p . 11 en est de =éue uu produit a une expression aszéz entic

-b-—n-m—
d'ordre p péz une faactloa scalaire définie da ns A . rlus généralszent,
scient Ugslnse gty des expressions différentielles définies dans

o

=

Ac E , dlordres rasgeetifﬂ Pqs-°3P) , Prenant leurs valsours rsspectiv
nent dsns des espaces Fﬁ,..., k ; soit d'autre part ¢ ume application

k¥=lincaire continue de iE F dans un espac norme G : lVapglicati@a

composée @a(uﬁ,..,u ) de A;cEp dans G , o® 22 P; , est une expres-
s tal
sion iffsrent;eile dlordre p & valours dans G .

En particulier, si u est une expression dlfferentleile dlordre p -
4 valeurs dans F , v une forme différentielie dfordre g , le produit
Yu est une expression différentielle d'ordre ptc , & valeurs dans F .

- n

@f;nitiOﬁ 2. Soil u une exgression vifférentieile d'ordre p définis

e

gans une pertic Qave“tc A dc B ; soit £ une ap*l;cai;an différentdablis

=]

or

d'une partge guverts B d'un espace normé G gans A . On appelle transi

()
5

Ziéo de u par I'a-plicacicn £ llexpression aifférentiells dlordre I

)
¥

On dit aussi qus cetle expression diffdérentiells provient de u

g

le "changement de variables® x=f(y)
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Lz notion de transforméé d'une expression différestielle est -
§£§Q§;§;g§ : 81 g est unc agpliCaiion diffiérentiable d'une partie
ouverk C d'un gsruce noraé H dzns B ,.v ls trznsforide de u par 1'appli-
cat;on f , wls transfornée de v pzr l'uﬂglication g ; W est apssi
trausfornée de u par 1'spplication coniposée feg - d'dprS le th. dss

fonctions conposées ( g1, th.1).

2. bUifforentielle d'une expression alebreutlelle, Soil u une sxpression

o =

différentielle dlordre p délfinie das

m
“,

une partie ouverte A d'un espsce
nora¢ & , et prenant ses Valeurs ians un espace normé F . Pour cels
X€A , désignons per u_ s uyllCQthn p=linéaire continue
(hﬁ,..ghp)-ﬁgu(xghq,..,hn)
4 : D 4
Oz definit ainsi une application x —su_ de A dans l'espace noraé

7z

o

M

_{E,F) des applications p-linéuires continues de E° daps F .
D . : _ :

Un dit que 1l'expression différentielle u est différentiable envan
@éint XO€£A , si l’appliéétion X—>u est différentiablé au point z@;'
soit hnﬁav h la d;figrentlelle de cette appllcatlen au point x :
on = donc, kar définition, pour tout € > 0
R T B
pour tout h acsez voisin de O . D'aprés lsz défnition de la norme
dans ;&?P(EsF} ; cette relation égquivaut & .
(2) | ulxth;h, , . .,0 )-ulx, h,é,..,h )= v"o (B, .0 Il <
| <o lnl - Iy g
pour h et les'hi aesez petits. On en conclut aussitét‘que 1'application |
(pti)-linéaire de B2 Gane F -
(h,h,l,...,h )-'-—>vX ,h{h,”hzﬁ..,,n )

est continus. S5i u est dlffsreutlable en tout Uoint d'une partie

ouverte BcC A , on auEelle ulfferentlelle de u , et on note du ,




-

ilexcress ion éifforenticlic dlordre Pt {z,h h,,..,sh ) —>v_ {hﬁzoshg)'
, v

-

i noters a'gur,b (2) gue,; =i on donne & n1,..o,n9 des Vyaleurs'fizas,

_plication x-—>u(4, ,..gh ) de o dang F

s

ib‘

la dl“"areublelle 6o *5
n?ast aatre'4a9 1' EtiiC*t ion hn—?eu(”°n h ,,..,h ) s»§éelﬁmzque~
nent, ¢ ette Gif szuut clls Feut exister pour tout ;sthle de valcurs

'fixeé des h. , sanc cue u soit difrére; iable (et '§,exercea}, Pouto-

#

fols, lorscus & est de disension finie, les ae&x pma;riété» sont &oui-

o

%

valenies, car ailwu reviennent toutes deux a lc ciffcerentiabilite des

de l'excression différentielle u .

i3 1
Tz ljr; : : : :
&rctwh' vion 1. Holi u une ex reccion différentielle clocrdre b -

aiffezeﬂtiable‘aang une varbie ouverte A C B ; goil v la rZEﬁ foz

per upe spplicstion deux fois difforentisble £ de B &
I

ilexprespion difftrentielle v est aiffe rentinble csnrs B ot on &
(3)  dvlyskiky, ..,k )=d u<f( ) df(y,k),afg K )5,@°?¢i<~ k)) +

3 A

1
- ,
- Z u (fﬁ‘?asdf(}?"k )p“p-&féyy ) a fié’; }zbfg;?y%i@@ sv ey
| . df(y k 3y '
’ 7

pour celas gue, si pour 1<i<p 3' Wy est une applic

ontinue de G dans & ; et si on désigﬁe par u(z;wé,,yfg

co rpltil 1@@4;;& cantlﬁae gs G ¢ dang F

Ny g = 34 i }i i e
é§ '*‘is'g‘}gg ('“z‘y.fé}i,aay p(kg}jfi -Q_< ;13 Eg s §W (1&. } gk s 4 e @ %E Q“ﬁg}(kpj £;: ‘{::_
.
% gi Q’X ?é B ?% W‘Eﬂ Sé ) o. ﬁ Wp gz ° IE k.«a 5! & o
§ i -
s > ; = { iy = il
ah Z 1 5 i % e S S 3
SEas et &, £ ﬁ{X;ﬁ?‘é;e ) »ﬁ?}‘;_ é:“ z"LX ‘55[ g W‘? g; <
TN} AAPATS TV Avy % 7 <y e f;{f‘ x5 g v’
L AbIes S0 CeldlieiOl U8 48 DOYHEe dgnus o &4‘5.&3) et car
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En outre, d'aprés l?hypothése sur u , itapplication - "¢
'Qx w1,..,w )-fau(x Wise oWy ) dans A;c(%f(G E)}p est continue, et lfappll=.
cation yartlelle x~ﬁ9u(x,w1,.,,w ) différentiable dans A , en vertu
’de (2),>Il resulte alors du théoréme aesydifferentielles partislles
( §1,th.3) cue 1'application {x, LI ) —ulx; WypeoosW, ) eat élffe an-
tiable dans k><(ﬁ?{& E))® et a pour différenticlile

N

(dx, C@i,easdw ) —dulx;dx; W1,°.,w }%Ei'u(x Wiyeo oWy ﬁiawﬁﬁw¢#4$,agv%

Cela étant, lgappllcatlcn y—>v_de B dans ¢<f (G F) neest sutre gue

¥
la composée de (x W, ,ﬁe,wp)~1>u(&;%@,,.g@ ) et de 1llapplication

7 — {f(y}ydvfgdvf,“garf) de B dans A x(£(G,E))P ; 1a formuie (3)
résulte alors imnédiatement de 1'application du theo*é e des fonctions
edmgaseee, ot do la définition de d°f . |

11 faut donc noter gulen gpneral av n*est pas la trausfornée de du

par l?ap;lication £ ; il en est aingi toutefo;s si £ est lxnedire affine,

car alors sé différéntlelle seconde est nulle.

Soi,mt/& et v deux expresSions différentielles d'ordres respectifs p
et g définieé~dans une partié ouverte AC E , srenant respectivement
leurs valeurs dans les es pacea normés F et G ; soit d'autre part
(x , » Y ) — 3x y{; une application b linéaire continue de F %G dang un
espace normé H ; on sait (noﬁj que [g v] o expression
différ@ntﬁelle dg'ordre ptq , & vaiaurs dans H ; eavcatre; siuety

sont dif ferentlables dans & , il en est de =8xe ds Wz}u.v} , et on g

it
; iz o T © 1
Q%) ‘ d Lu.v} = Lduov-§+ | u.av |
en vertu de la relation Wy =E?x’vx} s et us la prsp,7 du 91 .

On généralise aussitdt cetie formule & upe fonction auitilinédaire

guelcongue d“ex@ressions différentielles.
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g1, dans une partie ouverte A de E , une exiression différentielle n

est ﬁlfferentidblu, et si 1'expression du est amesl différentiable

on dit gue u est deux fois différentlable, et 1= dif ferentielle -de
du ss note_dgﬁ ; c'est une expression alfferentlelle d'ordre pt2
| '(x,n,k,h},...,nﬁ)—«9'd2u(x;h;k;h1,;..,hp)'v '
telle gue, pour les h. fixes, 1'application
' (h k) —>a° u(x h;k;h, .,s,h T

&N %

s0it la différentielle seconde de l'application x-amu(“ghﬁfesgghﬁ; :

cetiec différentielle étant sy.éilrivue en L i ( 3.th. 1), on o

identiguenment _
(£ - = = n 3
f‘ﬁj : d il(x-gizé,g k;h“‘a 50 Sklp) — d. R(XF .&’ash’h,ﬁ g oo ﬁaig_‘;éj @

2. bxpressions différentielles siternées. Définition 5. On dit gu'une
expression iaffereatzelle u g'ordre p , définie aans AcCE , est

glternée (ou antisyméirigue) si, pour tout =xeh , 2lapplication

"ultilinéaire (p, .,B )-ﬁbu(x;h1,;.9&hp} est alternée, clest-a-dire

i on a identiguenent uf(x;h (1),h5(2}3..5h

im

=‘€gu{x;h%,.a3ﬁ )

olp) D

- pour toute permuta@lcn o e Q;p :

51 u est une expression différentislle guelccngue, son gatisynétri sée

vixh,.,...h ) = ZE; s'u(x5h0,1),h5(2),...3h0(?}385L>éViﬁemﬂgn@ une

exXpression différentielle alternée.
Le transformée par une application différentiable guelecongue d'une
axyressi@na&ifféreatielle alternée est encore une exisy egsion ui{f, en=

tiei L9 alternée.

S0it u ape exXpressiocn ‘différentielleia;termé@ d'ordre p ; si on la
suppose différentiable dans AC E ; Sa diffcrentielle ﬁa{z;;;hggy,ﬁLQ}
est antisyméirigue par rapport sux p variebles Hep--,8_ , mais non '

: 5
per rapport aux pii veriebles h,k,,...,h  en général . %
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On obtient de nouvéau‘uneeaxpression alternée en antisymétrisant cette
différentielle par rapport aux pHl variables h,h1,...gh? ; mais comme
ells est déja antisymétrique par rapport sux p varisbles h, , il revient

u u8me, au facteur p! prés, de donner l= définition suivante :

'Définition 4. On appelle éifférentielle extérieure d'une expression

gi i zentxelle alternée u d'ordre p , suipozée dlffcrenu;&blei 1'expres-
§§9@Wd1fferanczelle,alternee”a!orare o] |

(6) é%u(x 8,8y, - 40 J=du(x;hshy, .. 0 )- S b, b

=4
hi_%‘@ 9 o 8 e. gl@vg}
1l est immédiat que la différentielie extérieure de 1z somme de deux
\,

expressions 0¢terﬂees (de néme orare) 0 et v , est eﬁal@ & ”fu% @ v .

Théereme 1. d*“far@utlelle sxterleure de la transformée v dlune

eXpression azzfprepyieile zlternée u par uﬁe  application dﬂax fois

- différentiable £ , est lﬁeﬁtlgue & la urangfcrmée par £ de 1a

Q

différenticlle extéricure Aru .

i

On & on effet, par la définition 4 et @ la formule (3)

%vu,k kyse -k ) = Mule(n),only;k), df(;,,k,g),...gdf(y,k )+
+ %u(f(y) df(y;k,),..,af(y;k;_4),a f(y,ki,kz,afcy, k4q)) - 02053 pz
- ;a‘u(fiy) af(y;ky), .., a8{ysky 40, df(y,k) df(y;k 3+¢),,,,,

;#} .. ,df(y;k 5 1) a f(y,ki,k ),df(y; k14 ..egdf(y,kn))

- g%i;(f(y;,df(39k1),...adf(g, 119 f(; k;k, ),‘.,gaz{ygx o

Or, il est immédiat que daus cetle express1pn, la seconds et la

guatriéme somﬁe se détruisent, d'aprés la synétrie de lz différenticlle |

seconde ; d'autre part, en vertu de cette syndtrie et du fait que ©

-est alternée, on g




. , - 67 , »
u(f(y) df(y,kq),..,48(y;k 3= 1) d f(y, k.),df(y;kj%1),..;., .
o ,08(35k, L), af(y,k) af(y, l+1),,.,,df(y,k )) = '

= -u(£(y);ar(y;k, )s'-sdf(J; 3-1)s080T3K), a8 (ysk ),

oo 0flyk. ) daf(y,k k. 5),48(y;k, 1017700007k )

et par sulte 12 seconde somne est nulle, ce gui etabllt le theermMee

Théoréme 2. 501t U une exp sglon différentiells alternde deux fois

diffsérentisble dans une partie ouverte Ade E ; tn a
{7 P (vu) =0 .
81 on pose €9°mxv s ©On a, par ééfini?i@n

-
é;é%u(x;kghghqgg,cg /§Bv\x ,h,h ,.a,gﬁ ) =

= dv(x;k;h,h @,5.,,h )= dvixih:k nl,.,c,hﬁ)
av(x; b, ;h, 1,,,9n isﬁgnf+@5¢&oghp}
dgg(z hyhyhf,.eash )_»,§id ulz; k;h, Bgsece By g BBy ,h)
a&gﬁ(x h;k; hq,.,gh )+ £ d“u(x jh3hg;h,, ... ,0, 1,k3hﬁ+%3,..9h )
f? CSulx;hi;h;h,,.. h LB +1,.,3np)
- @: a u(X,h.,zanﬁ,..egh _ysB,h +1,...ghp}_ ' “
%_fggagu&x By ihyiBy, . ghy g b, hsfd,..i ks, ) °

Or, tous les tezaes de ceile somme se detruiseant deux & d@uy, en
Taison de la synétrie de la differenticlle seconde
daa{x;h;k;h%,..,hp) par Tapport & h et k , et le fait gue c'est

une fonction alternde par rapport aux h. .

est la différentielile exéérieqre c'une exirescion dil

< TR e S . S R e - N g oy e 3 ST
G olcle D , dans uc enseomble cuvert 4 , on a

= 2
SR ! = o e 3 2 s

A ¢ & £ A e o ey % Tt e P 3 o YR AD - X

A r 1&:“ el Cen S S os e le R BEVIEH ¢ 4 81 o LA f Gls GIL ‘ vnI} Em c,. - ) (3.@’2 L V;




Re~cipz’oou ement

ordre pti,

définie et dxffbreutlable dans unc boule V : ” z-afl<r , ot telle gne
"3' ¥v=0 1denticuement dmu V . 11 existe une gn'ﬁitive extorieurs u

pregsion differeniielle alternée d!

Thooréme 3. Soig v

de v daug 15 boule V , geux fois difiérentisbie, donnée par la forsule

: z
(&) u(x~h ,..,h ) =j tpv(a+t{x-a),z-a,n1,...,h )dt :
&
On a en effet, pour =x+heV

u(X‘t‘h h ,oo,h ) u(x’hi’aoa’h ) =
j tD{v(o. (x+2=a),x=¢,h,s,,.,h )-v(a+t(x-a);x-a,b
¢ .
- f tPy(att(z-a)ih,b,,.. . 0 )dt
o

g1 aB )t &

Deus lz preniére intégrale, si on remplace la différence par

dy(a+t{x-8);th;x-a,h,,..,h ), on obtient au second merbre une expre
, P

sion gui, d'aprés lz définition de dv , différe du »remier nembre -

_aoips de ‘
.

SRR E RN e gi[tpﬂat < © 2 [ 4,]. - fn,
Dour h assez petit. ~ |
Par suite, u est diff;érentiable dané V,etona
du(x;h;h, ...,k )-f pﬂdv(airt(x-a) ;h;x-a h,!,.,.,h Jat +
- - +] tpv(a‘i-y(x-a,),h,h,!,.,.,hp)d_'t .
Formcons zaintenant ’Zg‘u ;ail vient (déf.4), coapte tenu du fzit qus -
sst slternde | . . . . ,
Pulx;h n@, 3B, ) = }: 2l av(att(x-a);h;x-8 hﬁ,..gh')dt / _
- ;Z ftx’”dv(a%(;zwa) ;g 5x-5,hy;%-a,8,,..,8, 4,0, hiﬂsmghf)dt
+(p*1).fvtpvfa“t(x-a) s;h h1,,e,h )dt :

9

:zis lt'hypothese gue 43"‘9'-0 entraine gue la somne des deux prex .;,@

nes est égale a

f tPF 1dv(a,ﬂ;(x«-»s,);x-a;hm1 y+-esh )AL
7] ; :




- b9 -
Or, si on sose Q(t)‘tp+1?(&?t(x-u) h,hﬂ,..,h ) . le~th des fonctions
conpos*es Aontre |
9 (t)’ty dv(a+t(xaa),x-a,h,h1,..,hp)+(p*1)tpv(a+t(x~a) h h1,..,h )
Un a dongc - 49u(x,h hey.o5h )=j;'(t)dtw(1)~~(0)-v(x,h h,“..,h )

/ "» - C.a.P 0.

7
7

Corollzire 1. Toate arizitive ext;rz :ure je v danc 1s boule V est de

o forme ut é}w ¢l w est une for:e alternéa d’crdre p=1 deux fois
’ R e e e : ~ AR R A

T Eiox antiable d ns V .

En effet, si ! ost une autre prizitive extéricure de v , on a
Q% (u'-u)=0 dans V., et comne u'-u est Gifférentiable dans V , 11 exie
adlaprés le th.3 uume yrlwltlve ex terleure % a'ordre -1 de u'-u , dlot
" le coroilaire.

2

Coroilaire 2. Pour gu'ume expression cifférentielle u a'orare 1 , Gél

5"9

et différentiable ¢ans unc boule V ; ﬂx-a}l<§r , Soit la différenticll

¢fune fonctiom £ , il foub et il suffit que l'on =it identiquensnt en

x€eV , heE, keckE
dul{x;k;h) = du(x;h;k)
Ulest le cas particulier du th.3 correspondant & p=0 .
On noteras en autrc gue, i u est la dirfférenvislle dfunc fOﬂCth@.f
dens un domainea toute autre pri:itive de u dans ce doiaine est de la

forme fta , a étantrune constante cuelconyus.

> Remarque. Dans le th,3, on ne peut reuglucer la hoale V par un
o : ' = 2
e donzine ruaiceﬁ&ua dans E . Considérons par exemple, dans K= |
- ,d1a forme différerntiells u = Emgizi,éé_ s definie et différe
: A S o yd
dans le domaine R , conplézentaire du point (5,0} ;

2
inmcdiatement gus, oi m(xsy) désigne la mesure ds l'anzle cue

fait la demi-droite d'origine (0,0) et pacsant par (x,y) avec lc

\




o
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avec leo de_*-axe ties abscisses; la Tord arSCadente est égale

0

% gw daus ie domaine D conplénertuire du geni-axe positif de
abscisses.

\4 e 7 * 3 = Tl 7 o :

Un en conciut gue, dans F22 ; uw ntest pas différentielle 4t
fonction scalaire, car une'telle fouction devrait Btre éssle ¢

wlx,y)*a dans D , et par o pcurrazt etre continus &aﬁr

, ruisgue o n'a pas de 11 ite en un goint du dewl saxe

positif (ef. Livre VIII). :

Formes diffirentielles alternées. Dut ce gui précéde s'sppligue en part

lier eux forises différentielles slternées, clest=.=dire sux sxpressic

 fférentielles niternées prensnt leurs valeurs dans le corps deg

On =ait que, oi % et Vv sont dsux formes =muitilinésires alterndes,

-~

alordres raafactifs p et g , définies sur un mbue espuce vectoric

on avpelle yra&ult exter;ear de u'par v, et on nste u{,v 11 forne

o

z

wultilindaive d'ordre p+q obtenue en divisant par plgl 12° farme

s « A
entisynéirisse du avoauzt (ordinaire) uv . 11 revient au nmeme de posc

(g (uiav){n,i,.c, m)_u(nw..,h):w(h 9..,h.n+£i)
= > (1) u(hiﬂ..,n ,né‘iﬁugnjpcr)v\hk-9..,hkpe ,hl_&&..,h’g

i
r =3
oB 1z sozme du second menbre est étendue & tous les cgaaﬁeq fornés

d'une suite strictement croissante (i_ ) = lﬁ&l@@
, : a1<sgr
& F"%gp} , et a'une suite strictement croissante (;}t}* i
S T ] = &
appartenzus & rp+§g“ ; (k. )1<:s*<9 -7 dbSlbﬂaﬁw 1la sulte,szziczﬁz

<€,€.

croissante CO&@lE;dﬁtalr ¢e de {i } dans {ﬁ §} 1 <




-

o{n)=k n-p DPour pH < ng2p-1 , a(n)s -en_zpﬂ, pour 2p-r+i <ngpto ;
il est izmédiat d’m;leugs gu'on a , 'g‘ﬁaz : ’
I ey o Z.<r=<k ~s)>+§,<p-r-<£ -t))
24

Cele &tant

Tnaorézﬁe 4. BSoient u ung fertze'ﬁif‘férentielle alternée d'ordre p

¥ une orme différentielle altemee alordre g , definjies et gii’i‘pr@zx

«;,a.bleq Gsns une partie ouverte A 'Qg E . Lo forme aslternée uAv

‘dlordre ptg est différentisble dans & , et on =

: SL o &
tio) DAY = (Fu)Av +H-1)Pa A (V)

Tout d'abord, 1'application (x , ‘f) «9%}’ étant une application
bilinéaire caz;waue dans RxR , UV esl différentiable dans & | et

o dlullv) = dulAv + uhay

entendu gue dans les produits extérieurs da' second zmeabre, les

e

ifférentielles du (rasﬂp; dv) sont cons;awz’ees comme f@rdes aultilinse

28 par repport & hy ,.,3}1 (resu, hpﬂ,.,g m“%'q} nals pom par rap ;:

. 1= nouvells vdrlable h J,ntroamte par a;.ffez‘en‘tiam@n.

Posons wlhgshy,. woBoy q)-du(x h: h,§ oe o oBy ) A v(ji;h - ghp‘m} |
‘our forzer fa?‘{u[kv), nous devons, d'aprés (11), forner llexpression

';::} Z( 1) Tf}{hAah hﬁ"ahA Jggh}h_i_%geagb ""q}
% 1lex.re sswn enalogue provenant de uAdv . Si nous posons hggh%

e
L7

our 1< )g, , et ht ‘hj pour AJ”E £J<pta , le ter:ze correspons

itindice A danu 1s sonme UQ} n'est autre, d'aprés (9) g‘ae
A
.F\‘€

123 (- ‘za) dulx;h ;kzi,,,.,ah}?.,hi b )vihﬁzaaughg ;
= ¥ 1 iy '%=F
B pt
he? @; DT

noa dluv)=du.v+ u.dv d'aprds la foraule (4) ; dlapres (9), on s dou
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% Dﬁautre p&ft on g

) /ﬁhugxzh:oph1y °,h )AV(X, 2}“'1"":‘?"1}) =
(1)’

u{,x?hi’!,oc’ i;.', j%""hj’fr{"ar’ )V(X;hkq}‘eshkg})ﬁ

ki-v!
h“€ ’-.’h

5 : : ; Ge=l= 4 -&-za ¢
i on remplsce '?9‘ 1 parl son exvression,

on obtient deg terames de deux
sortes : le« uns de la forme .
t‘
5’1 e e o o ¢ ©
15) € u(x,h eshls:- ’hik‘ . 1;+1: ’ 11 % 2’ s
)v(x,hk, ;s )
' =
' ‘ | Jp+1~r ‘ fq oot
leg sutres de 1z forae
. Sl
)

au(x, gé’hlg""h' hj;,..,h,, h

9 28 3?03
e -1 wt’

- - 5By )
. L o

Groupons aiers, dans la somae (14), les teraes (15) ot les terues
sour lescue lg

rl

£ a ke
§ o i
% 2

i'indice i? {regp. j° ) est égal & un indice donnd

(O<A <ptg) ; la somme ains& ogtenue est égale & llexpression (1%)
sonsidérons en effet le terme (15) pour leguel =r'=r+i, et pou

: =r+1, et pour legus
ia saite a , ' :
(}l ¢ @ h h“ .O'h % © O e & o }
%z 9 l; 1: 1§L+1s ? 3%: 2 Jpw 2 hk%’ e q-p+r
st identigue & la - suite
B Bt ohY o onr - on

( i_‘ga 9 1 s 3 7] 'fjp o ,k‘%’ ? 'eq p+r)
& noabre dlinver s%ons ‘? de cette derniere suzte est évidemmnent &gal

: !
L ey el e )

", les signes colmeiden
bien dans (13) et (19). De méme, considérons le terme (1&) pour legus

cogBiy JBL, .. h h ..h h nA )
289 9 ? ) ) ) g SR ] 9 9%% =9 [ o il O é
= 34 di-1" Ju+1 Jpra-rt’ By Y g-p=1+p!
est ide nriﬂuu 5 1lg suite - »

it [} el L
_‘)kii‘cso" 2hi ﬁﬁf‘; aagh
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ce qul est ;ossib).e, car on a A>DP donc h3 -h ou h}% = hp ; dan:
le premier cas, on prendra Ir¥=r+f ot it ,~p ; Gans le second r'=r e+
?;+ﬁ=r =p . Le nonbre d'inversions v est alors égal & ‘
9'-(3y trr- )= V- d -4 e done (-1)"?1"*1*:(-1)?“'1" , les sign.
coincident encore.

On montrerait de la mémne fagon gus l'exgression provenant de u Ady

est égale & (-1)Pu A '9"? , d'oh le tzwore.ae.

Le cas le plus important en pratique estucelﬁi ol les espaces ﬁ@m&?
@@nﬁidérés sont des espaces de dizension finie ?ar rapport au corns
des scalaires K . Surposons par exemale sue EWKQ l“espa@é dual ad
pour bese les n fcr”zes linézires x — §i ; ot %"i désigne }ﬂ cooT:
donnée d'indice 1 de x ; cette forme linealre étant sz oroyre difrfe-

clle (Hour toute valeur de X), on la désigne, cans la théorie oo

3
C’}
c;
fedo
Q@

formes dlfferentlelles, par la notation d>§1 . Toute forme différen-
tielle d'ordre 1 s'éecrit donme w(x;d;)=a,(x)d.§1+aé(x)d.§2+.,+gn(x}@>
h les a; sont n fonctions scalaires ; pour que @ soit p fois'diffé»
rentiable, il faut et il suffit quc les a; solent p fois dlfferen i
Un sait en outre que l'espace des foraes multilinédaires alteraees
d'ordre P admét pour base les (;) produits extérieurs.des formes c@aé
titusnt une base du dual de B (raﬁgéea par ordre sirictement croissa
toute forme difrérentiélle alternée a'ordre peut.donc:s'écriie dfunc
seule maniére sous la forme , -
(17) o 2"‘%%1@12..1 (x)d§i1/\d§1 ..oAd}l
ia somme étant étendue § toutes les suites strictement c¢01sqante de
P indices et les a

i
1
1% forme soit g fois dlffcrentlable, il faut et il suffit gue les

&tant des fonctions scalsires : POUr gus
120 oi 2

2, -3 1le soient.




on chague point x » un gyptine de n fermes diffdrentielles d'ordre 1

=74 - ,
Cn a /19(41§ })=0 d'aprés le th. 2 ; par r‘;curre.nce, l¢ th.4 znontrs
(&lorq gue +r{a 3»1 A d§i '”Adii }=0 ; on en conclut gue, pour ls

: 75 ; > >
forne (’57), on a, a'unre le th.4 :

Vo 2‘131112..1 Adg;, Ad}i ““’N§’i

1l arrive soavent que, cuns une partie ouverte 4 ds E , on consicwre

2
JQ(x;dx), constituant une base du dual de B , guel cue soit x ; si

9 (x;0x) = 3 a j(x)d §3 » cels signifie gue le détersinant i oy {zz)

2 s'annule pas dans A ; on peut par suite écrire réciproguenent
- ' .

F\:“‘&"{}“

- = Z r@g ‘.(x)w. ; 281 les a.. gont p fois différentiables, 1l en o=
= 3 J - —

u8ne des ﬁi;} . Toute forme différentielle alternée d'ordre p sléecrit

€ s

‘une seule maniére

v

@ = b (x)w A o, A... Aa,
& <&z<_ <bf i1ir o "Lp 1 & P :
éral, on n'aurs plus fﬁ'w =0 ; le th.4 ncntre par récurrencs

u'on g en général

.

51_<é£<..-<.£b 11,,1 /\@1 /\m a/”/\mu

,

Pl z

ip | - .

> k 1 .
+L,<.,<,,.<e 4 -ai ( 1) j, A"’A@i A@%e A“'A@i.<,

P =9 , k-4 k+1 e
Exercice. Pour qu'une e..press:.on différentielle d'ordre n u ,
sug:pdsée di;‘i’érentiable, soit la différentielle d'ordre n dfune
fonction, il faut et il suffit qu'elle soit gymétrigue par rspp:
aux & accroissewents b, , et qu'on ait
du(x;h;h,,. ,},hn):du(x;hq:;h,hz, E ’hn)

(raisonner par rdcurrence sur n , en utilisant le th.3)

TR D S ST T e St on oy e S oD e = oo




