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d'algdbres de Hopf, en 0 et x!

X 4142 4k 4z
cation diagonale de I -Q(J 0(V):Z) est Zcfo nnée par

(AT =) T o1 ThE = 4. j
(Dt %“‘k aliy =2
1i.'-é (C.L. Q’"Uose 10)’ on obtient:

x!

I’@(BO(V);Q est une algéb”e de polyndmes L(tAﬁ"";"") avec
' T — T, —
" t, @tﬂ,§=(t L
if}- 3 l .x.;] v
morphisme de 30 xm une

On notera t,, 1'1mage de ©,, par

cet isomorphisme, kzEx Ainsi B = L("4, -y "mrs ees) a DoOuUTr supplémen=

taire, dans BO(V){;ZQ}, le groupe do torsion, formé d1é&léments

:‘r? = — 9
dtordre}i2 tfimage de & dans HLXI . o
1 drall?) . Ltfimage de 501 S lg_)O(V)ié) est (z L) .

[ Remarquegela relation (5§
6

Btzotr) g ot
I‘(BO(V);,;Z;J?): (definie par (4

= =1 7
n rappelant quion”a identifié Ye ? ( )2 Qr:)‘{/e" emf:n:# de
U

" ):3«), 1’38(‘# de% EZ!L_j- @-L (DU'(VG)!E:Z;),E. On a de méme

‘t' A—t s 3 t @t - + @ (Z ° @Z b4 ) e 5
i\ J 4k f'_ Lkl ARPG 4] ey b 21-1) 2k-2i+1 f d;.-("e‘:‘f_/
1ol ermet d'exzpliciter une ba_se‘c'.es




(64) _'j UO (V)32 ,_ﬁ t}:"u Vg ) Z) envole p,, (%) on Pllk(x)'

!m‘l
De 14 on déduit, comme DOU" (16) s
(69) 1‘("’0 V),,L) ~>1‘, JU(VC) _) envoie (=1)¥ en @ (-1)l‘x x
b 41“: t1l=% o 2,'-'3
‘En raisonnant commne dans la démonstration de (20), on montre
£
~~aue llapplicati on compos sée
% ; : H{jB (V) Z){:::f 12#;> Q. gL I"HBO(V ) Z) f
A\ envoie chaque o1 ément pr imitif dans le double do ce méme élément.
!&‘ 3 Ainsi g& envole 941,(t) en 2 pAk(t). Or, dtaprds (%), £ envole
Py A e = 4
b ) g r 7 - ° C o °r ) 1
p..(t) en pAk(A), done g envole pék(‘f) en 2Llp k(t), et (fou’ des

Ce résultat, quton vient de montrer i

mplexe X de dimension infiffinie., Ainsi:

(63) T 52D Fggpo(a) ), emvote () o 2 y(®).

e | ;dn a vu (ﬂ@‘ 1) que la smnenwon( H U(,_),fz) _,JT 3U(/I) Z)
ervole a, 5 en pék(x); on sait -.'."auwe part par (45) que 1tinjec~

Ll Uw@“’O(X) envole a,; : 1@1§b0( ‘/,. En 00‘£pafant
(63), s obbi s m%hwkw @(sa(socxm 2) \@(so (‘4’

(54;) T La s JSOCf‘S'OTl GDO(A) Z)——?’T'_)(SO(X)) 7) envoie e4 = |

2 pék(.‘-c:); par dualitds

(64’) Ls sU.8Dens Lonﬂ é{} ﬁaB(SO(X));&)ﬁ*ﬁoO(M Z) envole tiy
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[La meiwkimn (63) montre, en explicitant p,, (x) et p (B), et

- €n raisonnant T"‘P 7” currcecnce sur kg

(637)

~ di

231 1@3(37‘(:{)- V&S FBO(X) 32, envole x,, en (-1)¥ T, , et

Secsuos® o \ 5‘”“”“

‘De 14 on déduit, en raisonnant comme pour (21) et (22):

T‘p Y. -"’i"g*l" AR 1o 1 n o] i:r 5 S
i JO(A)iggﬁjzﬂ. DU(X)ﬁgg nvoie ho en = =R( *)Mcgifzj

On va préciser la relation (631), comme suit:

@?U(" a——; 7.3 B0 (X) ,ZQ envoie Xy o0 (-i)kr'fcm,-

"’s‘v-

La relation (66) va résulter de (63!') et de cec

50(%) 32,)

- o a4 Priim - -
induit, en chaque degre impair, un isomorphisme-des espaces

’ 7 ¢ y -

¢léments indécomposables"; comme les suspensions
|

i

;1 U f)éggé BTJ(X);’Z Teth) ‘so X ) w(so(u @2

P e . . - -
definissent un isomorphisme des l-Jecomonabl sur 1es primitif

2 YRk &, e ; Fio g
(cf. Expose 7,t 8%, théordme FFL; ce théordme est applicable en

pair, pourvu que L(A) ait méme rang, en chaque degré, que l'homo-
logie de-la fibre), 11 s'ensult que ltapplication (6?) induit un
° o he § 2 o o o
isomorphisme des espaces d!'éléments nrimitifs, en chague degré
. o3 L5 e, | 4 .4 L} ° a L 1. °
pair. Or ce fait determine entierement l'application, et la proprié-
o 2 r 3 2 s LEA
e (o?) en decoule par recurrence sur k.
q PRI < 4 2 4 a - & W 2 o X 1
?.,‘..‘_ “.112_1‘1-}:”:‘, o ’B_Cd"'..!,-}' de (L‘éj]g ‘o a2 :’cJ_,_u.'.'.'__a.._t CETRRS O (cl‘)—

De (6?) on d&dult aussitdt, par dualité:

fBO(X)Qégxiﬁérfg(BU( F Z ) envole zé1 en 0, et zév en X'k "
et iz X 21
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:I 11, Homologle et cohomologie de SO(X)/U(X

7 o

.~ - o . ’ n e
{Co effici ts&g( considerons le fibré en @spaces de Hopf:

%) /U(x)— PU(A)@.—-zu(so X). §
En homologie, 1'8.17171icatior; ( BU(X); __,)I@(P S0(X) @2 est
surjective dlaprés (63!); done I‘(SO ) o) s'lidentifie a
la sous-algébre de Hopf de o BU’(,«.) ) ”flO‘yaU." de l'homomorphisre

‘_q

talgébres de Hopf I “U(X),u.g)—-; ip(so ));Qz). Le calcul est
le méme que pour l'horn o'lor"le MSE .SO(X—-)/J(.{\.) Z (c 1no°5),

et on trouve:

(@)

(69) DO( ) /U ( ),Q,2 est une a2lodbre de Dolyné‘mgg,ﬁ@;qggn@glié;@,-l??@l:_}f’f
- . MA* ,
£1éments u,,Tu L ‘(définis par (24)).
2= o Us Ugy | ey v, PERR I
5 6”,, 5 k42

Par dualité (cf (?o))

° i
1tidéal e:rzr;eni':-é par les éléments (-1)" |xt x! . Puisque la
2 e Mt 212 )
\ = ~ -
division par 2 est plssible l(coef;lcicrts,%),ﬁx! s e"*r*we (p
- - | i~ L Alr
} St ST B
Ll o
recurrence sur k) comme p&lynlme en les ZL pour ( k, d’ou'
a
~ Q ) 5 |8
| o A -
(70) |\ B®(s0(X)/U(X);Q,) = L(x% ,y Jeeay xt 7 .s) (algébre de rFmIEmiwmxix
2 6] 4k 42
7 ,,.. ¢ ZIN 3.
~ 1 3 £
polyndmes par rapport aux closscs de Chern de degrées 4k+2).

Doy, (c); clest donc une injection, et par suite ESO(X) U(X) 324, )
stidentifie au quotient de I@(SO(X)'ZQ) = E(cj,CpopleevgCiislees) par
3 > =g o & &
ot . - ,_’ % . « -

11idéal engendré par p,(c), pg(c),...,v pm“__’(c),..., dtapres (36),

" Y P L P “l—-..—.‘-— #

| ™ 12 2 2 o o -~
cet ideal est gussi 1'ideal engendre par Cqs 07,...,021f+1,.,_’ T ot

(71} | I{(JSO(X)/U(X)E;,Z@) = Efec 2,,04,...,,021,....) (algébre ex bef‘lChf‘e)

avec l1l'application diagonale induite i 40 = c @ . ®
- - 7 -k 2BT2]
c 2
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(72) SO(k)/U(A)ﬂ%Q) = L(cé,cé,...,cik+2,...), algébre de polyndmes |
engendrée par des &léments mekwikkfi® primitifs c! = (ol .
i —— 4k42 2k+1

Par comparaison de (70) et (72), et en =mmmXimmk appliquant

-le cofrollaire du théoréme 4 de 1'#xposé 4, on voit oue°

- ¢ i | B
~ T @ 4 3 a ' ~ L ul}, “’ D ") ’(‘(/ 4&
(73) % SO(X)/U(X)%%) est une algebre de polyndmes

En fait, on verra plus loin (ok(iz)) quton peut prendre comme
générateurs 41' de cette algdbre les moitiés des classes de
Chern x! " du fibré SO(X), de groupe U(X), de base SO(X)/U(X).
v
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/0(V) et de SJ(VG )/S0(V).
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fficients ggeﬂeo 1sidérons le
so(")———a U(Sg)-—fr U(vg )/SO(V) i '
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Ltapplication I‘SO(V),QZ)v—aI.(U(V )z 9/,2) est inj

(55); done %{U(VC)/O('I) ,“2 = %}(u(v’ )/S0(V); ) stidentifie au

ective apré

gquotient de éatuﬁb)SQ ) par 1tidéal zﬂﬁendre par les &léments
aéh_j, ainsis
(74) 7 P@(U(V )/0(V) i@g) = L(al,as,...,a sess), algdbre extérisure
s ,N_* st 4:**-'%;!‘
) o b b .
engendree par des elements Wlﬂlulfs. ﬁ

5
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(741) TgaU(V' /O(V Qz = u(a',aé,...,a’ seee) (s'identifie & une

- 7
dualites

sous—almeore de
M\—«_—_‘_
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On a vu (’fd lO quo(/ 1-@’30(\/‘),;.7.,2 *1 f .:U(V ) Z ) envoie
Zoy ON Zope o et -z
T‘U(V )/0( V) Zp) stidentifie 3 la sous-algébre de
-:(- BO(V),,’Z%) = L(Zl’z2’”.’zlf’..')’ Mnoyau” dqcﬁ Dtou:

(75) | 1 ;»EQ)/O(V)’Z = L(p,(2),p.(2) 500y Doty 1(2)500e), algébre de

en O3 elle est donc sufgect;vo, et par sulte.
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AOW**nomes engendrée par des &1& «eﬂts primitifs, avec

%,f;_fj;pglﬁl(z) = (pilz)) % %
Pr dualité, B U(V&)/O(V)@) S'identifie au quotient de M
BO(;)_’;}%B) L(Z’;Z;,...,Zé,...) par 1'idéal engendré par les
(z')z";‘(cfi (57)); =mkrxmExx autrement dit:
»
(76) U(V /O(V),ﬁg) = E(Z]'_,zé,._..,z',...), 2lgébre extérieure =xEE

q v Bt o A= % =
;P -algébre differentielle graduée, elle admet une sous-algébre
L .':."'V G )
\ ° s
.J(Z-}) [(avee' {ﬁiz' = Og); lequotient par 1'ideal gulelle:engendre
& P .7 j i
st Bz ei0s2t ...) avec le Bockstein | Ilz' =zt T{Sﬂ =0,
i 24132 2]
De 13 résulte que les &léments
i - - 1
Z’ ‘Z'Z . z1 oos :
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engendrent u e' sous—-alr*ebfc eyterleurel de ’(U V )/O (V) 52),
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primitifs de [} -~ U(VC)/O(V);,‘EE) sont donnésvar des
.5%5) (=) ot

e \ L S g
36)s'(les elements

AR A 4+ Zl0\z o4 ..

1), 4k 2 41-1, *°° e 21@ 21<:+1 2 * s

. i .
et pulsque < o~ 4, Ao @(BO(V\JM}@,\) w e {whw
"W(;"‘t.v‘t’ Frilng

T & S SE ) zIE—

i ./ ) '7’ ] I )
5 rtns= Zk Zocq1 % (), + \Z4v-2 *oeee +zby gzl o)s ‘
ﬂ ’
on voit que les p' }(pour 1<:})) engendrent une sous-algébre exté-

N

vioure de B (VG)/O(V)’..,2)3 engendrée par des &léments primitifs,

(3
CD.
..

o}
7 ¢

1és €léments de U(V )/o(v)(;,z;)ﬁ doht 1t'image

dans E’dﬂiﬂt{iﬁﬁm IQU( /G\/O(\I)@) appart Ee & A' forment g_ne
’\uy

sous-algébre de Hopf B!, isomorphe 3 Ky U( )/O( V)3 Z) (quotient

»-cil\?i:em%,.dar\s er‘j‘@ gt ayant pour sup 11 alre|Im . |

5 s 5 - nas - ' .
de 1t'algébre de cohomologie 3 coezflclem:s entiers par la torsion

L'algdbre B est une algébre_extérieure engendrée par des éléments
’«L‘M,, - i
B $t 130 2- 2 " a5 - [
primitifs, que nous noterons 4» 7 (ces eléments sont, jusqu'a
2598 "4 4
nouvel ordre, bien déterminés au signe prds). L'image de /&
ULlV,)/0(V est p!
(75)/0(7) 125) 1ee,
y T4
LOn se "‘ﬂooose maintenant de chercher 1l'image de{ wﬁf 1 dans
} it
ltapplication LG(U(V )/O(V) Z)..—_; AU(VG) :Z). Pour cela, considé-
2l b, ,
rons la s speczrale de cohomologle, a coeuicien‘tsé, du fibre

) —"U( O(V) 5B0(V) .
C% ¢ &/ )

Le terme E, de cette suite spectrale est

Ezzr(atggc-,al’lgooo }L(Z—|’OI|313000)

o " [N P 3
es 9_7 gdbres extérisure et polynomlale étant prises 2 coefficients

e

]

=

4

dens Zo. De vlus, dlaprés (76), le terme I%;est

‘40;,‘: E(zi,...,zl’:,...).

8 d
I1 faut donc que, dans le passage de E} a :; les carreés (z]:r)

. . £ - o
soient "tues". Un raisonnement facile f‘e sulte spectrale montre,

par PéCUTrrence Sur k, que les a’ fj} & U VG ) sont transgressifs
!

P A A—



(r7)

n e ,,.—,' . o 2
et que la differentielle d_. envoie a! en (z1)%. Or, dans
2k, ok -1 k
".‘ SR
la cohomologie de la base H®

’”(BO(V);J}O), on

@?%<§4%¥é%%f/?;@ﬁﬁ%wiiﬁ%ﬁw/Z@%Q

@_[“__' = (7 017+1 ..,pOUP l{>t0.

‘De 14 nous allons déduire:

.: Sy - //‘
U(V )/0(V) Z)‘_‘ F‘U(VC ,%,) envoie! «?QZ‘H:+1 Zai,{_’_-].
‘C.:‘/ d (F1)08 4 -
Y Demonstration on vient de voir que dm, 2 M = @ Pl o Done
% === " cochaine E +1 Hetl
1l existe u r\e;éy%/;il,é u du £ibré U(V,)/0( V) (de baseBO(" de fibre
<01 indult sur la Tibre) =) )
i U'“(V ),,) xé-@:‘#s{i classe de cohomologic Mg am’_x_l)e*' dont le cobord
48)’&”;’“*” est un cocycle de la base, ZARIEXXRA

dont 1'image dans @ BO(V);Z,) est @LD' . En ajoutant au besoin
N2 \WJ 4k+l

- B, B - . oy
2 u un cocycle de la base, on peut supposer que (en RERXREKFXEAR

notant t une cochalne de la base dont la classe de cohomologie ‘
> - -
rmodg! 2 1s0it i )
PP tkylp
/ /1 7

(G - 50 = 2w,

w étant un cocycle de la base. Al ,uif-.,E(Zu—t) = 4 w; donc la classe
de cohomologie entiére de @ est nulle, et puisque la torsion de

; Y ara <\ 7 7
BO(X);.Z) est..dl "=d'r=o 2, 2 west un cobord@i\é '(ls: cochaine de 1la
(My # Al PP
= o
base); en retranchant s de u, on se raméne au cas ou s = O,

= »)"

L © ] o
Alors 2u=t est un -COC]C-IG du fibrej ce cocycle indult sur la
r"‘* Ly s e
- - L e
Tibre la classe de;é;cohomologle de 2a[’u_7+l , et sa reduction :czod.g 21
£ & 284
) . ) qz”_ﬂ,,& g ] ‘ ' P 7~ AL
est 1'image de t dans I U(V /o(v),z?) dtautres termes,
.x
2u =t a pour classe de cohomologie entiére un multiple impair
;| Ha1 5 % RN . & %
de | ) par sulte Ll'application I=ATU(V V) sdm) ~—f .
D(’ﬂ'lf.;_'l) u Pk » ( g,x)/o( f) )'\-_;w) ?, >
5.9 U(V )»Z) envoie un multinle *'f”r)ei“f' de b(' en 1'élémont
: . A 4]
S C et
o~ ° . . PR N - +f¢ 1
2 a}U_/:-;-l' Ceci exige que ce multipls impalr soit _,«5}’4“_‘ et (77)

{O:l achévers donec de fixer le choiz dy.s

) ot ’ A b -1
convenant que @(U ("//Q’)//O(V/; ,é/\, 25 (J (&) Z {mm ‘54&1-1
Tk aAl L
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Passons maintenant & SU(\Q;)/SO(V), rev8tement universel de

‘gg/o V). Considerons le fibre en espaces de Hopf:
SU(V&)/SO(V) T2/ U(T)/0(V) <5 K(Z,1) -
e 3 —_— '\~ e m ‘;;’
g ne -f 1 w ~ . oaT -8
En cohomologie a coefficients Zz,‘ h(,,»g‘:’-,l)é?) est une algebre

/m s0(V) ;;a) stidentifie a mmmgm

Y T ;‘fpw e i T21/0
E zf“zgf A 50 S BExHE rﬁi;ZEj quotient de BAU( 0] V
0 oAU =
par 1'idéal engendré par z!. De plus:
(78) T SU(V )/ S0 V);Z.) stidentifie & la sous-alg
P sodl . s
E(@é""{ﬁh l,...) de _-"" (V )/"C(") en appelant encore
(.1 lpour WD) smmcimagex 11Tmage o (V)/0(V) 32)
' I!(pour 1§ 1rﬂ g e 5
e LR JNT S o REe @Zug g )70(V) 32

dans HSSU{V,)/s0(V);Z).

el

des eansces de lapceta des orounes

. /
algebre ‘de polypdmem dont les pénérateurs

s ee. G (P’éroqa&rﬁopi vaﬂo?(wv}




-

<13 Homologie des espaces de lacets des groupes SU(X), Sp(Y) et

!0n ne s'intéresse ici qutaux al qob“rs dthomologie (on laisse

termination de l'ﬁﬁ““ication diagonale). On appliquera

“
Brgeseslo 1,...) comme coalge

-
isé le choix des ~cno“1501rs a0k+1). Dtapres le
' 19, on obtient: kR Gpecqve §
T B NN > -
> I - - N,
= I ,i_j,o-o,’iép3oo.) comme algebre, la sus-

8) et le théoréme XLI on trouve:

(5 T¢ ; S o
—= P P
(80) Tm\‘ (sp(¥));2) = L(®23 ").} e 229 "”1)/”,1,_’_9, e.o) comme algdbre, la

.
les decomposables).

LP' prés (29), on a AE}SDln(V)ﬁgk) H(EL,...,E}P_j,...) corme

algébre, compte tenu du fait que Spin(V), revétement universel
de S0(V), a méme cohomologie 2 coe?Picientscﬁﬁ Apnliquant a2lors

Y
(1) i‘ﬂ(Siin(V))-;B) - u((B); §6,..., ?’2»+2=~-~)~ f
(42), ﬁsxoan(V):EP) = L(C"""’Cék—l
en appliquant le théoréme V (locg cites), on obtient:

p £ s\« .
(g1r) 5{}%(8014])),{7:2 = (2, fXA,..., 21(91{”” .
Comparons (81) et ( 11)s WGﬂD?—rang de %3(£§(Spin(v))ff )

e 1

-~

Y

Id
Done C@xo,se 5, Apy

(82) V))tZ) est sans torsio (on verra dans 1'#xzpo-
L nlﬂ:b- 7 \lu ::JVlJ lJGLE'GS ZU}’*‘J& lu: g'ﬂ’s'”“+”’1m

” 4:’7‘:%.4———:.) »

4




=

(4 - N - - -
se sulvant que 1l'algébre de cohomolosie 4'&52XSDLP (V) '”) est une
+ f

.. P - A T T
algébre de polyndmes dont les générateurs sont de dogrés#?,G,...iy
C4k42,4..). ) e
Z .14, KTmebweﬂ ﬂ‘hOﬁOTO”We des espaces de lacets deSU(Y)/sSp(Y)y
Sp(Xyy)/U(X),)/80(X)/U(X ), SU(@)/SO V).

D'aprés (17), He( SU( Y)/Sp(Y é%Q est, comme coalgébre, une
9 | gy

€. ] - R L a_® - '.] [
algébre exterieure b(a5,...,a/v qsees) engendrée par des clements
41 I

. § e 9 & P A
primitifs. Appliquant le théoréme EEES(les références se rapportent
. - J 1 el — 6 <
/ es /(_H 4 ’ M 7 Sra AL LS. \F" . ;CJ?\ ‘3
toujours au jé? de 1@xposé 7), on obtient: > [ 17 = ~

)/S’w(\r))&) = L( 6’:_2,...,?\"g];k,,...) comme algébre

» ’
mages des genera-

|_u

L4 2 . .
generateurs, car ce sont les

CIR(
rw—mc*
ration du fibré 3
Ty s, .
@ SD(X~T)/J( )) ‘T‘; U(X) Sp(‘-ﬁ), !
= g
comofe Tenu d Y Y.

“Passons aux coefficie nus_éQ: dtaprés (27)

49 Sp(\_)/ (X):2,) est BE(xf,%1.,. Lt .
&y e boF ff pig 214,""')
théoréme k. comme on 1l'a de|a vu lors de la déronstration de
/
ALY 3 o N fe 1 ant 1
(67), F—ssb—ensliesble &) cool Ticlents Zo, méme si le module A de

e

’ y .
lt'enonce n'est nas palr, pourvu que A s

N
’ 3 e ;5‘ B4 T
Loproy—ae. L1homologle de la Fibre T%GG?(Sp(ég)/U(/
A V-3
m8me rang, en chaque degré, que ltalgebre L(A




