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(qu'or pourrail Wpuﬁlor. polyiopogticer 6 Burewlcz ot Vnlluen) ot des

éa.. i

vmlicatlons conblnao' d'un cugac; ¥ "dans los polytopes. La dinen-
ﬂLOﬁ ¢fun espace
ricure dos dinens 40ns d@r eshwceﬁ eonpdct conoenua il ntesl p&ﬁ

lﬁﬂtiﬁﬁ de uavolo,ycr la thnario de 1u aimanaion aanq ce ch\vztfag
ca¥ il Pfaut attendre poar»e cla de pouvair dmaon%rpr Due 2% out do

'éimeﬁsion o . Onle duwonurer ;gu Ch. III lorsqu'’on déteriinera les

mroawau d'honologic aoa bcula Qu des sg%éreﬂ. 11 sorail dome 2058 do
so borner, au vh.Ii, & une dgfinlhlon do 1a dinension, £OoNs COIRencor
ume t}nor;o qu'il vaut nleux ne pas couper en plusieurs BOTCERUT.
Rlen nt eﬂ‘ocnwrd, lorazu'on traitern de cette thoéorie, de aire gufelle
est on r;dnde partis 1ndepend¢ntc dc l'uomolobie.
VOAQl ¢ que oarra¢t Stre un pluﬁ do la théorie de ls dimension :

T béuérallbcs ruaultant della ofinition.

o s o g e S s

plbang m S St R 3“—.‘;;;&2.:;&2‘.:‘3:33::& ;z:m-um::z:zm

191m9381on dfun sous-ospace (1” cus co’nact : los recouvroaents
ouvcrL finis d'un souu~esHace fnrﬂ‘ dtun comgact % ne sont mutres
quo les lraces des Tec. ouv. finjs de B ; le fait que ln dimension
eut ;euctzon croigsanile du souw-«sﬂace juwtxfio la 46f. do 1n ¢imension
dfun eunacs ¢oc..congact ;2% dams le ¢as d'un espace loc. compact,
é'esi trivial dlaprés 1la définition). | ‘

Dionsion cfunc image éontinu&, clent-a-dire «'un esyase-augii@ht :

31 P QOJpacL cal quotiont de E egapact, on peul avoir dis F > éin E

-~

f"\

Bremples : 1° 1o sogmﬁnt_ip,1lfﬁe lz droite numérique.est'qu@tient de

leopace des enticrs p-adigues ;3 2° courbe de Peano).
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sulfii que, pour tout rec.vouﬁériu ni 5R il oxisto ume ﬁﬁ,»applichtion
de B d:me un :olrtope de dim.'<’n . (Dém. dans ©.D.: prop.1). 51 7 com-
puclt est de dim.n, et F ccmpact g dim. ¢n , i1 n'exislte pas de
fﬁ-applicatiou de B duna P iorequé R ent asgez:fin. Pour.qu'up sous-
espuce fermé de lu boule B soif de dimension < , 11 f_*au-é ot 11 suffit
gu'il ne comtienne cucun point intérieur.

La dimension du produit de deux espacec localesenl compacis oot ou
glus\égale & la somme de leurs dimensions : il suffit de le démoniver
pour des conpacts (dém. dans T.D., prﬁﬁ.z).

- P'esu dous ce paragraphe gafon pourraiz démonirer gu'un espag
compa@t métrigable do dimonsxon ;<;n est homéonorphe & un BOUS-E5PAce
fsrm@ de Bgﬂf« . :

i1, Bimension ei appllcatlons dons la sphére S (sans considdration

R R R S S e s e e e o i e T e S R d?homolo «w}gﬂ@

Thoorsme préliminaire (Borsmk) (o& fandra~ta11 le placer ¢

dans lo parag sur les espuces normaux ol chap.VII de Top.gbn.? on dans
un par. spécial sur 1'ho otopie T .

Toute application continue f d'un sous~espace Permé A d'un espace
pormal E dans un poljtope P , qml est h motopg {au sens "déformation
cont;nue") & Ui application prwlonveable & B, est prolongeable & E >
(Indications sur la demongtranimn : on s'apoule esaentiellenent car
2 Paits : 1° P , réalisé d’unezzauzére convenzble dons un espace numé-
riqae est rétracte d'un de essrvoxsinages ouverts ; coci entraine que
f est prolongesble & un volsinage de A 2% ¥ uéﬂlvvum+ le segument
LG,%S ,'on neut appli;uer io anhult EX] ‘dans la réunion de A'x T

et Ex 10}, guel que soit le HOLGinage A' de A dans E).




Propesition 1.- 5i I eo

ccntimze £ d’zm‘ ééus'-"‘j

‘(uemom»mu.on s -at aprys la théoria" des approximationa sinpliciales gui

sion £1n; 2° une azypliggf.igx;
la ephiro $, idontifiée au pol
nri . Il suffit de montrer que (

proelongée, ce qui est Gvident.

‘ox_lxtiére d'un simplexe de dimension

_ei,(.,,.:xplieati‘on simpli@iale peut &ire

Pmpomti@ﬁ 1 bis.c uOib f une-f')plmation continue, dans ‘;339 d?un sous-

eqpa@@ fam& A u'un esgace compae*t E s:. 1'espeace localensnt conpact
B - :,% <:, L de dimenm,on £ a ; 2‘ pmit étre prolongée en une application
commue dc E dans ; (ﬁze raméno A la prop.1, en mm@,rcumt que 4

peut Stre prolangée 9. un voisinaye ouvert de A)

rogos;tlon 2. - S.a 1a dmanaian*de. 1'espace compact E (finie ou infinie)

est } n. , i1l existe un aons-esp&ug mé A et une applicaiion conw.xme

a@ & dans ls sphére 8, , qui at, vaa ‘prolongesble & E .

Bem@nwtratmn : on' éteblit d fbord le lemme : si toute applicati@n

contnme d'unc partie fermée que.iconque de E (conpact) dans E‘a est pro-
LOﬂEeaulﬂ & B , touto a:plicatiom contixme dfune partie fermbe de B

@mfsﬁ 2 ;., 5 o6l Drolon seable (en affet, ccnsiderons S, ©onle Hous-espace

de»ﬂ:ﬁ.r‘ ; 8eit £ une p>licatz.on j;,'ontinue de A formé dans Bopq s O

f(o ), et so:d; g la res triot;ion de £aB. Prolomveons g en une
J.our A L f

ar ‘”)llCdtlon coz tinue g de & dans 3 (ot par suite dans S i1

et g song hczobopes , ear f(x) ot g(x) ne sont J: mi diamétralesent

gpposes pour xeh ; le thaor. de Borsuk prouve zlors que f ot pmloiw%a-
Sl : ; 3 DLiG

i b e il " il it .
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3 c - 4 - o = pns .
09 lemme (~b~or*‘( ud.bli, on dnf"onlro 1 2 prop.,. par l'abnurdo : oi toute

rec. ouvert i‘ini. ﬂ do

Les PTop. 1 et 2 entrzinen

. On pout enoneer azatremeno co thcoreme On dit quf une 2 k,,, plication
. continue £ d'un espaca E dans la boule B 4 20) est inespami@m,@
s:. elle _peut otre défomée en vne . applicat:lon coniinue. d.ans 1a sphém
‘frontiéz'e S , @de :naniére que 1ee mages des poiniz de f(S ) restent
fizes au cours de la défomaﬁon.“ Pour cela, 11 faut et il suffit que
la resiriction de £ & f(n ) soit prolongeable en une application

. continue dé E dung S . Le théor.1 s'énonce alors sinsi

La dizension (finie ou 111*’1:1192 d'un o.,gaca compact U ost le plug

g d des entie—:r ;p:tel., gu‘zl exia CF a.pg catzon ea¢ ;.entwlle

deﬁdan i boule Bp'

I.u.. _Di mnsion de une_rounion finie ou dl DO zbrqble

S S e 5 o i S S S o S T T R S S e S e S e e e 5 ma——-o—-

THL.OB&&E 2.- Soit A un sous-ospuco i'emé de It loealenent compact ;
ai dim A ¢n et dim(E-A)g n , alors dim E ¢n .

Domonsiralion : on se raménc au cus od I est compact. Pour montrer
que dim Egn , il ouffit de montrer(d'uprds la prop.2) que toute
application contiruo £ d'une parile feimde B de E dans 3, est prolon-

geable & }}3 - Or la rostiriciion le £ 4 ANB cnl prolonseable & A

e i i e ise st it et
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“est possible (prop

‘Ficuro (finie ou infin’:li‘i'é) Qes

i
Uty

dlaprés la nrop.1 ;

esl un enseiable ouvert

Corollaire.- 5 ocalgiont “eompacy ¢ »eunion finie cla sous»erpaces

.di'nensions des voisinages compacts de a

%ifféﬁﬁezltion : cette definition n’eat" pas du tout éqv.lvalente & celle

d’Hura.tncz-Wallman) L | rollsire: b '""ii'er_rt prouve : 1is azmensmn

gupéricure des if’i‘”ﬁe gionsg

d ¢ un espa.ce localenent

°

de dmensmn ‘ ,},z, n est un sous.es" c "-'fermé non vide - dont la dmen:ssion

egt :,;»;,n en chacun de ses points 3 Gaa _ _ L
Domons Lratwn 2 soit N le vnoyau-.j' 'il;n'eet. pas vide s Sinon E serait
de d.,.men.;.;.on g n=1 ’ d'apres co qui précéde. Il est ferme paree que

l’ensemble des poxnts de E o& la dimension est n-1 est mmprt- 8oit x

v pmnt de R, et V un v::isinage comna.c'b quelconque de Zz ( dans E) ;

V_ est remn.on du sous-espace fe '_ 'Iﬂ.ﬁ ot du sous-espace ouvert

¥n 5 ¥, ce demier de dimension‘gn-’l puisque V est de dimension

#38 , VO T est de dinension 3 n .d'aprés le théor. 2 . C.Q.F.D.
THEORE.E 3.- 31 E ;sze.l.ga_enz_gg:_naact act est réunion démombrable de sous-
8Epuces f',:ffués Ia‘i de drnens:.gn g;org; E est de dimension <n .

Ly offel, si dinm Epn , le _no:';au ﬁ dlordre nti n'est pas vide .

i
brable de sous-espaces fernés Ni ., donc (d'aprés le théor. da Bairs)

Jos oLs B, AN = Ni . Ll'espace localeaent compact § est rdunion dénom-
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te sa dinension
COQOF'DC

IV Immembws saparateurs dang un aspaoe compact.

e S i s “zwmm——

d'ense 1ble ;f'er'né aéparxmt;nn @oaﬁt'et an ensge -ble fem«a , on deux paint,“
distincts. '

Pour gue deux eusenbles ferzm»s dizjoints d'un espace cmpwe:;t E peis-
sent toujours ctre s\.pares \ar un onsen ’txle fer":m de dimension < B-1 ,
il suffit que deux points di%incts pulr:seat toujour dtre sdéparés par
un ensemble ferné dn axaenswn <n-1, (Lu-gaquunee facile de 1z conpa-
cita , et du fqln _q_u'ux;e réunlon finle dfcsisemblcs de dimensions < n-1
ost do dizension € n-1). . -
i’ma ozition 4.- Ji deux goints umtim.ts de l’eapace cospact I peuvest
tou;}@um é‘;tre sug;urus par uu cn:sqmble:;fermo de dimens:a.qn £ n-‘ﬁ 2
.,xlors i est de amenaion €0 . i
. Dumonstmtion : 80it un recouvrewnt ouvert fini gueleonguo ds 5 .
il exicle un rocouvre,..cnt ﬂ_ plua fip formé d'ouvertis dont la frcmﬁ.c\re

est de dmeusxon < n-1 {(car tou'L “w:lnt de B poscéde un sy'etc.ma ancm=-

: mbnt 3l uc vozwin‘,t:e.s ouverts uom. la frontiére ast de dinansion 11"9}9

oit l'a. rcunion deu frontie.re"x d.Cd SLEO: ables de ce rocmavra*senc s

"a e,.,t. de dimcnsion £n-1 , done il omgte un rec. ouvert fini de A qui
est plus fin que la tracc de R sur & ol dont le nerf est de dimension
<n=—1 ; les onse_:olus do ce I‘Gt ouﬁmmnt conl les traces (sur A) d'en-

seubles ouver s (de £) doni chagun est contenu daus un snseibls de R




j; on s out siarran-er pour
Tsaj't%:xe:;xb].e.s de ¢ ; ils ne cons-
yuqrﬁeﬁt~évideﬁm9nt lour adjoin-
npémbles de ﬁ , G2 7nsniére
& oblenir un Tecouv :1enerf roit de dimemsion € & .
G C.Q.2.D.
Lo racmroque r‘e 13 ﬂron.4 B pa L ct.ro dimontrée que denn lo cas
oﬁ l‘ sspace conpael @& ent métri d’ble. (Contre-exe 'ple au concours 1),
Elle résulte du lemme auiv mt (toujour., val-a.ble, que B eoi%, n6trisable

ou mom) :
Solent A et B deux sous-espacen ferds digjoints de 1'espace compact

Edo Cinension'€ m', ot 'R un recouvrenont ouvert fini de B , assez
ﬁn pour que 2 cnse: folos de 9{ qui reneontrent rospectivemont A et B

Be'se rorconbrent pas suppoaon.s* en outre que le nerf de K eoit de

dimension €0 ; alors il exis ‘eu:; engenbles ouverts A' ot BY conte-

nant Act B recy ~.¢,t1vement, tclmaque lours adhérences ne se rencontrent
pas, el tels que lo. truce de 5{ auz: l'enaemble ferné g(A’uBW ait

un nerf de u:ucnsion < n- "(I "'dicavions sur la démonstration :

le nerf de R dofinit un polytop, P soit L tme “..a.pplication canonigue®

de E dang P {(Voir 1e papier surg. }ea appl d'un eapace compaet dans un
co,’zg,lexe sinplicial, p.lo) Los piuplexes (fernés) de P se partasent
en deux cale wries : ceux domt 1"inaw0 rociprogue rencontre B, et les
gu@reu . lc,s simplaxes de la Zé i..ateg:orie qul sont contonus dan,., un

siaplexe dc la 16TC eatbgoric fmment un gous -pol;,to:se Q de dimension

5’:"’

€ n~1 . Boit P‘i ce gui reste de 1a réunion des eimplexes de 16%€
eatéroris cuand on ealdve Q s By eo qui resite do la rdurnion des
si plexca; Go 20 cat. g nd on enl uvo g . s Inages riciprogues de

PQ,P en o dz,fmm (,nt une. pnrtna.on de E en trois omse:iblos, dont




'1{ aorcqua l’GSﬁnce cam?act E eat mutrinﬁble, en peaL appliguer le

lemne prbcudan; succeqsivement é nne suiue fbndnmentale (dspombrable)
de rce. ouveris finig, dfod :

Propogition 5.- S1 un espaco coupact métrisable ¥ osi do dinension gn ,
Goux BOUr-uDPICLs famv dlS,}OlHt’! peunnu Loujoura atre sépurdés por

un engouble form do dimsusion < n-1 .

La dimension 4o u(..llLOI‘-* gso}m.e ﬂeaignons pal dim,&“a la dimonsion

: ‘ *’@fs.nie, jusqu':.ci ;bar dimy la disension
selon iengv. yEOHE: ¢ un es‘yacn & la di'fzenswn -1 sgtil esi, mde,
un enpuce Cco. apact L a upe dimemsion £ n sl dsux points quelcongues
de B pouveni 3trc siparés par un sous-cspace forad de dizension £n-1 .
Improp. 4 1rcuve cuc llop o touljours

o  dimw < aimpE
on le vorific par zwcarronce, a g)dl'tlr cu fait quo d,im,’:.,a = 0 eslt Gqui-
mslen‘i. & aim,Z =0 . Lorsg@ue! l'ecspace B est en outre métrinable,
ém ;ocv.t appliquar 1= prcpoeii;i.oz:: % qui prouve par réecurrence que
dim,E 2 dim E . Il est ainsi démontré que, pour un espsce compact

de l u129451oa ssnt équzvalexxtes,

métrluam.}c _'loa) doux daﬂmti

‘?cg r; 1'h0uolo§_,ie et lzz thoarie de la

S e s e o 2 O e e
P
o~ S vt v

bt e b by L L ]

dimension. e :
Cotte partic a déja ém, iraitée dans le papier T.D.

1




Burawicz-ﬁallme.n . est' eurtout une e eroquerie. On peut en effeo définir
dim.,E (p or log rec ouverta i‘inis) ot dimeﬁ {par 1a din. dos cmae’ibles
aetxu;mnt deux aous-ensembles farmes dia;}ointe) pour tout ospace B

no mal . Fuoisons tout de ...ui‘be daux T xarques : 1° pour E localement
-compact , im, B ainsi définic ne cofnciders p@ut-étre pas avec la
dimenaion teile qu'elle aveit 6t3 définle (borne ‘supo des dimensions
des compacis contenus dans B) ; 20 pour E normal non compaect, i1 y a
des variantes dans la d».afmition de dim, B , suivant qu'on envisege
seuleuana la edéparation de 2 poiats ou la géparaiion d'un point et

dg-vm unaemble fermé; ou enfin 1a sapara‘rion da 2 snsemblas "’eméa.

Kons raoua en tlondrons a ce vtﬁ%‘ damiére définition.

Oz- so:.t E un euyace nomal eomplétons~le pour la struciture mzi,fome
dee reeouvrementb ouverts ﬁnis s _soii % le complété. Alors tout
'gpup-espaca A Gc E , feraé da.na 3, est noimal, ot sop adhérence a

dfme E enl lcomorphie & 1'espace c'mnplété'de A (parce que,' gpur & , la
stracwxo unif. des rec. ouvcz'bs finis est induite par la siructure
unif de B ). " -
. madiaf =diad, e, plus généraleent, dim,A = dim,F pour

toat sous-copace A formd dang E . Ou vérifie sans peime, par récurrence,

mae l'ou o wusei aim‘-_,l» = ‘d_imz 3: _Si Hurewicz-Wallmen doivent pupposer

que l'espacc L oot mubz'lgue & Dbano dononbroble, c'est toul simplenent
pour que E soil @ trigable (nund'tion nécessaire et suffisante), afin

~S

= ,
que dim E = din,B , ol & AT P lter dim)E = dimaE .
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Qﬁéﬁt anx problémers de nrolonsement d'uno application continue
dfune partio formée' A do E norial, dans 8. (el, plus g6néroloment, dans
vn onpace compaci), ils s reméneni imaddiatement au prolongement
d'unc n;pliiealio: de :l' gans B , ear touie fonction continuc pur un
ospaco noermal (& valours dunc un eopaco eompact) est uniformément
continue pour lz siructure uniforme des recouvremonts ouverts finls.

Bn défizitive, il n'y a ricn do plus dans la théorie de la dimension
des espaces NOTMuux ginéraux que dang collo do 1o dm\enaion des copaces
compnectls, sauf biocn entendu les the’aor&mos paitnologiques relatifs & la
dimension des sous-es;Aces ggg__g?emés, Mals 11 faut bien se garder
d'en purler.
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