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HO.40TOPIE, BEVETEJENTS
2 1. Homotopis, Groupe de‘Pg;ncaré.

1. Deforaation continue, hozotopie.

Uefinition 1. Boit T une aipp

lication continue

daps un espace topologigue E et désignons par

la droite numérigue. Une deforuatlon continue

‘ (f )térl gl appllcauxons contlnues de A dans E

l’awllcdt:,on F qui appligue (x.t) oh xch

une application continue de AXI dsns E .

A'toute déf@rmation continus

continus de AXE
» correspond une
inverse

i'homéomorphisme de l'hon

0
o
iy
b
o
=
184
=
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i
b

e

R

£ =

existe une déform
—f o =t
fw f et f1 £

tions continu

arplica

-Sfll ex;ute une déformation continuse {ft} c1

regtlriction de £ & une

de £ & B quel

¢ partie B de A 301u iden

cue soit t , les applications f e

‘modulo B .

Proposition 1. 1La relation d'homotopie

kn effet, elic est symétrigue, car on a une défornstion
£ & f en prenent la fanille constante d'applications
£f.=f cquel gue sgit t .

dans E . Récigroquement, & toute

A RS ook
déforxpstion con

ontinues £ st T4

lation co

d'un espace topologiqae A
I 1'intervalle {Q,1}’ de
de f est une famills
tells gue fng et gue

et tel ,

z

60 m&rph;smv canonigue dg

de A d=ng E sont dites
tinus . v 5 7!
ntinu ‘fﬁ)té:1~ de T &

Lg relation ainsi définis dans

es de A dens B est sppelée ‘homotople.

de £ a ' telle gue la

ntigue a la restriction
f* sont dites homotopes

1
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Eile est réflexive, car si (F est une deéformation coutinue de

t)te 1

. o o est une déforzalion conti-

nue de P' 5 F . Celle-ci est appelée défornstion inverse de la premiére.

£a £, la fumiile (g,)

tidle est transitive, car si {f+}$€ 1 est une défﬁr‘atﬁea continue de
2 2 {EEEERVE = .

f oo ct (o) une déformalion continue . une

t 1
défornation continue de ¢ & h en prenant la fasnille (hwg;t ~_ telle cue
= % : 5 X
= ol g ot - } . =
3 = o= L ¢ = oY + Cett e =T
ht big ¢ poutl Lé?i@ = j et Jﬁ-gateﬁ pourx ,e{: Celte uerg;are
deforrtation est aspieliée jrodull des desux ;remiéreg

La demonstration stu:piicue aussi biea & l'honotopie modulo B .

.\
—J
R

Lihonotopie définit zinsi dans 1'ernsen

de A& dans E une partilion en classes d'hoaolopie ; 1'horotopie modulo B
definit une partition en classes d'homotopie modulo B dans 1'snsenble

i;g gipiications continues de 4 dans E ayant 6une resiriction & B .
T TN et A Sy e S = e e ls s

buﬁiuzal@n 5. Une défornmation continue (o ) cT est aprelee une deforma-
Z % % & W 5

%

tion d'isctopie lorsc

lorsgu'il existe une aefora tiod dYisotopie de f 5 £F

Lo relation dl'isclopis est évidemnent azussi une reluation d'éguivalence.

Definition 4. Une application continue de A dans E est dite inessenti

e
le lorecu'elle est horotope & une application constante. Ure s plication
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,ccbsinae de \ygu}g ofi tel ; comme ls norme euclidienne |

=

Propogition 3. Soient f et £t deux auyllcat“onu cont*nues diun es

to;olagique B dans iz ﬂhére sE o pcur aucun point x da E';as

=

£{x) et £'{x) ne sont dismétralenent opposés, les deux applicatioc

sont homotopes.
81 de plus f et f' coincident sur uvue partie A dé E |, elles son
homotopes modulo A .

il
<&}

étant 1z sphére de rayon 1 ef de centre l'origine
- ,

1
l?aspace vegt@riel B! 1o point y=(1-t)E(x)+tPi(x) est Foncti

v % ne

Corollaire. Une ap lica»l@n ccn*snue £ de E dans S telle que #{

soit différente de § est o
~ in effet, soit aest of agfu, . Ltapplication constants de £

le point digméiralenent opposé de a est houotope 8 I .

gspace topelogique & est akyele un chexin aaas £ ; les points cls
5& Asasi.; sont aprelés les points du chemin ; c{0) est a;pelé or
et cid ) eiiréﬁité du chémiﬁo Le sousz-espace c(‘ appelé le suppo
ia %rajectoire du chemin. 51 ;?Qrigine et 1'extréwité sont éggfan
ig hemin est dit fermé. Si c est ume arplication constapte, le ¢

est dit réduit au point of0).

i
cgincident, la deformation précédente est ‘upe ﬂé;@rmaﬁiaa nodialo 2 .
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Be,w&j@cﬁs tine &

/
oY

splication continue T de B ans un espace to,alo=

rijue F Tait corresiondrs zu cheain ¢ dans E le che“ln c'afoc ‘dans F .

b
s
o)
WO

. 2 ue £ appligue ¢ sur ¢! ;, ou gue ¢! est image de ¢ par f
stent donnd up sesment fermé orientéd [ygq].de l’espace nunérigue A 5

clest-a~-dire un segment fermé dont l'ensesble des extre' té est muni;

el

5 ordre, p étant appelé llorigine et g llextrémité, on peut 1ui faire
correspondre un che;in‘ééterﬁiné porté jar Lpgg} , dlorigine p ot

-

dlextrémité g ; cles t eelui qui vst défini car i?wkyiicatisﬁﬁ affine de

1 sar Epgqj , 1é poiﬁﬁ s€l étant eppliqué sur le point (i-s)ptsy .

g suite un casmin

st

&
'ﬁﬂg' piication continue de ?'ﬁQX,ﬁans Eootinit
ﬁagg_?,; imzge du chenin ass@ci&.&'ipgg} - |
; §%&at donnée gﬁeadéfsrmatiaa dfune = plicatic 1 continue de A dass B
gg'icstr‘atign de 1. doformation & un roint de A 4éfinit un chemin

chemiﬁ»de déformation.

Définition 2. Btant donnés deux chemins a et b daus E te 213 que liexire-

mité de m colincide avec l'origine de b , on appelle produit de a par b ,
ot ou note ab , le chemin ¢ tel que la restriction de l?a;plication c

a lo; - } définisse a et gue la restriction de ¢ & yﬂé J définisse b ;

§

Qw-

X

@s}'lorsque *< Bc = ot e(s)=b(2s-1) lorsgue

N-h

c
- - . 24
%gs <t . On appelle cheuln inverse d'un chenin a le chemin, noté a ,
=1 \ ' ' :
tel que 2 ‘{s);a{1ws) pour sel .

Un voil gus l'application c=ab est bien une a; IllOntAOF c@nnlﬁae,

Teunion deo deux encseibles fermes, c'est-s-dire est un ensemble fermé.

i B e St N o e e et i i T
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valence définie par l'homotopis t@duio le couple de points (0,1). Deux

=5 -

Bf ipnition 5. On aypelle arc orlante d'orlgvne p et d'ex*ram1te g un

Bgus- aspace I de £ sur leg el on a défini un ensemble de chenlns de la
forme.coa , o8 c est un chenin sur L (C'SSC°F=Q1TS une appllcatlon de
i _sur L), d'origine p et u'extremlte g , et oh o est un auto&orphlsme
arblfralre de I laissant fixes les points 0 et 1 . L'are orlente est dit
slmple lorsoue ¢ est un homeeﬁcrphxsne, | |

Benarquons gue tout Cheulﬁ c deterﬂlne un- arc orleaté (a cir celulv
cul est défini pdr l'ensemble des chewins cea) et peut &tre QOﬂSlﬁcré

7

comﬁe uns rep resenuatlon paramétrigue ae celui-ci. a arc orienté cor-

“eskoﬁdant au produit de deux cnenlns 2 et b ne dépend évidemment gue

-

aeq ares orientés correqﬂandant & a et & b et peut donec &tre appelé
3

2

'gpgiui; de ces doux arcs oriepntés L"&rc orienté correspondant & ¢

' eﬂf dit q“pas & l*»rc nréente currenpunaaat & c . A un segment orbkenté

[ de B est'ﬂsgacié un arc orienté bien déterminé, & savoir celui

cui est déterniné par le chemin associé & \[p,qj :

T3 .

-~ Dans l'ensexble des chenins dans E |, considérons la.Trelatiocn d'équi-

N

Cheasins ¢ ef ¢! oergﬁt donc dits hcmctcbes (aatat on ¢ =¢') lorsgulil

3

existe une défermation de ¢ & c9 laigsant fixes l'origine et 1l'extrémite

- de ¢ . Celis rslaiion dlég w;anencw est compatible evec 13 loi de

$ = g o 2 s R gl e Sz i e SO T
uuycsugt définl le produil b, la rolution axa' et b= b! entraine
B3 o= e G 7 = 2 o = e | o |
ab = 2ttt il gl ev‘? Si k{:'i,z.’}.,,é 1 est une coioriclion Yedulo ‘Q‘-x."g !} G2
o
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ﬁé 1n¢tlon 4. Ql a t b ueSl&HGLL les elasses des cho ;ins a et n
et si ab est aefln;, le ;rocuit b est 1a classe du chenin ab

Pour gue le produit a'b! ae denz chem;ﬁs at et b! soit hon ot@pe au
proéuit ab dés'cheﬁinsra,et b ,:il Pout et il suffit gu'il exlstavune

aéf@r iatio

£y

1 de a-é'aﬂ'léisaanﬁ fixe 1‘grigina de a et éne déforsation
Qe b 4 b' laissant Fixe l'extréﬂité da'b atrqa@ le cﬁaﬁih.de'aéfgrﬁatiaﬁ
de g‘extrem1§ de & Qﬂiﬂflda avec celui de l'origine de b .
ui'f esi une application continue de B dans F , deux 3ne;ins £
Qaﬁﬁ B sont a;;l;@¢é3 par £ sur deux Qhé;ins hGﬁQ@Q?%S‘iaﬂS'? ;lé @éta

a-dire =2 =b entraine foa=fob . De 1éue le :r@aaﬂt de e:;f«ax

chezins a ot b dans B est a pligué sur le produil de deux che j,r
corre ”,ovfunus dansg F c?est=asd1ra Polab)=(£ fOuj . Rernarguons

aussi qu'un arc orienté dans E est appligué par £ sur up arec orienté

dans B

-

D ux chenins dans B® (ou dans B®) gui ont la mBume origine et la zéme

o

extrénité sont homotopes, d'aprés i'exemple du n”1. En particulier,
tous les cheuins d'origine p , dlextrémité g et pcrtés par le segment

zp,q} e B sout homotopses ; deurs 1images iaf une application continue
. = - .

dekf§5q} dane £ sont donc aussi homotores. Par exemple, toutes les

es diun arc orientd sont nomectopes.

n'est cas identicue au chenin associ
g S




chemin réduit a 1l'extrér

o

3

fe produit des arcs orxenté assa01bs a [r,n] et & r.,q] est .

-

ldenulque & l'are orienté &SSQCiE 8 [p,q]_). Une applicaalon contlnue'
£ de [p,q dans E définit un chezin gui est hometope au rroduit des

=

cheelns définis rar les restrictions de £ & {@,m}eat 2. [msq] . Ces remar-

 gues fd@ll;teat la 'déﬂonstraticn de 1lg pronovition suivante .

Proposltlgn 1. La 101 de cc3p051t10n dans l'eﬁge“bLe .f‘{E} des clasces

~de choains gans K posséde les proyriéiés suivantes :

1) Si a,b sC SOut trols chenins tels que &b 2t bo solent définié,‘
les classes de cheming a,b,¢6 verlflent 1la relation 4! ssov;aii vité :
(2b)c=albe) .

.52) G1 aaﬂe le chenin rodu;t & lgorigine_de'a et g1 ¢’ est le

l‘

1ité de a, on & : €. a4 = aé

de a).
5 Si a~! est 1a classe du chenin a‘jp inverse de &, on a ;
aales ,5la=0 .

2 Z

- Pour dénontrer 1s propriété d'lassociativite

points m, et m, tels gue 0O< <m,<1 , et supposors que les cheunins g,

1
b, ¢ soient séflnle Lar des ag@lieatious continues des

. -
f’i’f&“'j’;«'
segments [Osmﬂ} . [miggg} 2[$g§?j respectivenent. Comme &b ot be

5 e 7 - (e = 1 :
cont déf inis, on a £ (a3, =f (n,) et F,(m;) *;*mg}z et par suits
fﬁgffkfx sont les restriclions d'une a;plication continue T do I
= <
La restriction de £ a [ﬁimgi definit donc un chemin homotope & =b et

tion de £ & i:né,ﬁj définit uvn chemin horotope & be et par suite P
definit sussi un chemin hocotope & a{be). Donc f{(able = albe) .




: =5 = _ .
(ﬁe argucns gue le chesin albe) est seulement hcmotcbe et non igentique

& (ab)c - mais 51 a' . b! ¢! dési ézant leq arecs orxent S corresponﬁant

& agb €, on o blen (a'b?)ci=a’(D’ c’).

Soit i le chemin sur I défini par la iransformation iﬁentiqus de 1

' 80it @ le chenin réduit au point O et s0it w' le chemin réduit au -

point 1 . Les trois chemins i, wi ot iw' sont hos 1otopes st r'l';
uaﬁ ig(ﬁz(ﬂ?ﬂ

. Par suite :

l;Qa troisiéze propriélbé se ﬁéaoﬁtre,enlre&arguant'aue il ost un

hen ip Ferne gens 1 ﬁgﬁfiﬁiﬁ% g et par suite b@ﬁot@ s & w ; Cds néne

.«?; ; 2 - 4
i est honotope & w'. Les relations is o et 3 i=af eﬂt*d;m@at
= - &
{ X s =1 5 7 2 o & i G 8 St _'zv
(aeijlaoi j=aow et (aoi MNaoilzson' . Come moil =28 |,
\
3 -4 -4 g
OB 5 dope gz =6 oL g & =8&! .
b Sase -
 La loi de ccuposition dans ‘?onseﬂbj@_ i' () des eclasces de chemin
adzet, en plus d es trois yroprieteu précédentes (associalivits, existaace

dlune unité a droite e§ “orzasyasﬁuab a un
élément guelcongus x de ['(E) , existence d'un élénent inverse x a0 x);

un wertsin noabre de crovrietés qui sont des c@nséqaencea'i¢$eaant




=10 -
5. ¥-—x> ou ~yx;zx entrufne y=z . Colie propriété montre en parti-

culier gqu's cha &éléaent X ne correspond gufun seul élénent u et un
seul eléuent u' tels gque ux=x et zu'sx , & savoir u=c, et u'=e!
6 Toute unité & cauche ou 8 droite est un élé;ent ldem;o tent.

eapotent e est unité & gauch¢ pour tout

}4.! )

ﬁéciproauement§ tout éléient

&

£ Uroi

Lt

0

X tel que ex oﬂlt defini unite & pour bout v tel tue ve soit
, U D : i _

7. A chatue éldient X correspond un élesent unicue ¥y tel gus

Xy=6 et 3x:e; A savoir y=Xx -
= i 4 =4
8, ¥y=7z entraine les relstions suivantes : x 'z=y , 2y =X ,
=3 -4 =1 1 = = =1 7
¥y x -z, 7 x @ -

~ Ls proposition 1 admet surtout le corollsire suivant :

;ﬁafoiiairq : L'snsemble ﬂﬂ?iﬁ,p) des classes de chemins fa ries 
a'ﬂrL&i 0 muni de loi dé cempasiﬁiam iﬂéuiﬁe par celle ds Eﬁiﬁj,
éét an’greupa.f

- En effet, éeﬁte loi dé composition i dalte est y artout def;nie,‘est
d»SQCiatl"e, aamet un élément unité (la classs du chemin reduzt an
§Qint y ) et chagus élément x admet Bn &nvers; x>
“é_“nltlen ‘Le aroupe ‘r?(b,p) des classes de chémiﬁs fermés : -

dlorig ine p est aupeze groupe de ?olﬂcaﬂé au point p , ou premier

ﬂraupe dth G“Ouuz ie au point p , de 1i'espace E .

Proposition 2. Lorsqu'il existe un chemin a d'origine p et dlextrémits g,
1%apriication x >4 'xa, o % eJ[(E,p), ost isonorphisme de
(j‘{ﬁggi sur ?mTKI;q} - :
L'application est en effel biunivogue, car l'imegs récivrocue de
vy e [ 1(8,q) se récuit a 1'aiénert ag,r:‘f/s ;- de plue le produit xx? est
appligué sur i txxts - (o 'xa)a 1wt
.




L'isonorphisne considéré dépend, en général, du chemin reliant pa g .

Soit, en effet, b un autre c;emln reliant Pag . On passe de 3xa’12a

1xb rar i’anpllcatlon y b aya'ié 5 cui est l’automorpnisme
-1

& y'=b"

a de ce

flntmrleur du groupe 7 ¥ (E,q) coerSyonuant g l‘eiewegt b

,5roune L'lsowcryﬁlsma n'est donc parfalteﬁent défini gue dans 1@ cag

o8 le groupe [[(E,q) est abélien. - 'v' .
nﬁeféﬂltLOﬁ 6. h?QSLuce:tcpalégigue £ est dit contimument écnnege‘
(Qu conneie par za.vrc}z, j,gi‘sf;zje, leg qui b }‘_,eih a Etsnt cuslco ' ques
Gans E ~ il gziste un ghen intéaﬁs'ﬁ dvﬂiié539 ﬁ et d?ezﬁfémité a
L?pszaaa E‘%ét dit localenent continunent connaxp lOIBObﬁ tout point

s

Qeﬂﬁ_p055é&e un systéne f@éaauenzdl de uole;naﬁeq uOQilEﬂ&%ﬁ@ connexes.
le g"gu*ss.ue Poingaré aSV-différeﬂﬁé
ggiﬁtsvda E sont tous isomorphes ; 1l'um quelcanue da ces greuyes pourra
sﬁgp*ejaz &ruupa da Pcincaré de l'espace E et ﬂouréa se aofar T’(E}f
.Beﬁarouoas aussl qgue la condition nécesseire ot sufflsantp osur gue
tgufes es‘a;pllcatlons 1nessentielieﬁ d'un espsce A dans E soiént de

méme classe est que B soit conitinument connexe.

' E;apositio& 2. 5i l'espuce K est loca lement continument conunexe et

¢e plus connexe, il est continument CONnexs.

En effet, llensemble 4 des points dont chacun puisse &ire relié &

3]

un point p par un chemin est ouvert ; car tout point g de & admet un

voisinase V tel gu'il existe un chen

ain reliant q & un point arbitraire
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Qoroilaire. Pour qu*un espace E soit localément,continumeﬁt ccnnexé,
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du chezin eae au chenin cal'e -1

> lforlglne et l'extremlte restant flxes.
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