COTE: BKI02-45

LIVRE II
ALGEBRE
CHAPITRE VI
RELATION D’ORDRE DANS LES GROUPES,
ANNEAUX ET CORPS.
DIVISIBILITE (ETAT 2)

Rédaction n° 077

Nombre de pages: 119

Nombre de feuilles: 119

: ; ; ; = # % :
lgifa  Chop V1. Geies
Université Henri Poincaré - Nancy I v‘—%ﬁ*—‘ el '
INSTITUT ELIE CARTAN - UMR 7502 S Ly T
Bibliothéque de mathématiques I ws d’ prdac m@z&' ?I iy .
B.P. 239 : o Dl I :
54506 Vandoeuvre-L&s-Nancy sy 7?/ o

ST S




B a5 T

LIVEE
ALGEBRE
CHAPITRE VI (Btat 2)
RELATIONS D'OHDRE DANS LES GROJPES, ANNEAUX EP CORPS,

:
DIVIBIBILITE

Sopmaire.

1 ; DéTinition des groupes ordonnés. 2 : Flé-

wents positifs dans un groups ordomné. 3 : Semi-groupss ot gféa»

| pes préordomnds. 4 : Sous-grouies e groupes produits de groupes
ordennés., 5 : Représentations o! isomorphismes de groupes ordon-
nés. 6 : Groupes filtrants. 7 : Groupes réticulds. 8 - Partie
yoaitivej partie négative, valeir sbsolue. 9 : § Elénents étrancers.
10 : Elédments mimim&ux“; éléme nis premiers ; éléments indécompo-

2

sables. 11 : Groupes décomposesles. 12 : Sommes d'délements

5 ¢ Corps ordonnables maximeux. 6 : Extensions ordonnables maxi
zZaies d'un corps ordonnsble. 7 : Hotationa,

arithméticgues et anveaux

]

.v13ibilité dans un gorps commutatiz,

& el e snosiaiay . = Sech Jaaiaac i :
' ¢ Bivieibilité dans l'smneaw 7 . 8 : Divisibilité dems les

rs relativement premiers dasns

on annean afi“uméziqa@ 4 ; Fraect 0&3 éf?é@&@ﬁ bles. 5: Entiers

preniers dans un enneau &riﬁnm tijue. 6 : Apreaux principsux,

b
R

(&

&

P

anneaux de polynomes. 9 : Applications : 1. Ensesble do définit




ORIy

b}

e f

f

LasS

50

‘2’
type £ini sur un snnesy principsl. 1 : Hodules de type

fini et modules noetheriens. 2 - lodules réguliers de type fini

sur un anneau principal. 3 : Hodules indécomposables de type finl
SUr un amﬁeau”primaipalﬁ 4 : Facteurs invariants. 5 : Caleul dea

facte SUTS invariants 6 ; struciure des groupes abéliens de type
fini,

spplications de la théorie dos civiseurs éiémentairss. 1 : Forms

coenohigue d'une metrice sur un wnpeau principal. 2 : Réduction

o
D

dfune mairice carrée sur un corpe compatatif. % : Polynome carac-
téristigue d'une matrice carr é@ sur un corpe commutetif. 4 : Réduc-
tion d'ume matrice aarréa’éﬁr wii corps slgbbriguenent fermé,

ation aux éguations l:nésires sur vn corps 2lgébrig 3@4
ment forzé. 6 : Bass normsle dtvns extension eycligue.

hrnesux noetherisns., 1 : Lo thoordme de Hilbert. 2 : Produit

dlidésux. 3 : Transporieurs d'icéaux. 4 : Idéeux premiers radical

idéal. 5 : Idsaux primairen., 6 : Intersections d'idésux

£
Eé
e

vrimeires, 7 : le théoréme d@ Lm@%arwﬁ,ﬁeather, 8 : Le théoréne

SQmm@nuai$eﬁ¢




L T =}

’ : i) '2
: s
sur les corps ordo més cst 6videmment assez Thcheuse,

car 11 vient interrompre la suite maiursile des idées des é«é 1et 3

t deg considérations dont ls lisn svee ls § 1 est assez ténu.

o g _
Jlgutre part, om pe voit absolument a8 oh metitre ce ¢ dans up

itre ( étant donmpé gu'il a éia vomi déja du chap. sur lss

; une suggestion intérsssante de Samusl consigiterasit & metire

iscit 2 en Appendice & co chapitre.

et de pipior, les sxercices de ce ‘%

L=l - Por fcononie de temps
nfont pas 616 tivée ; ils le :eront avec 1%8tat 3 .
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LIVRE 11

CHAPITRE VI
RELATIONS D'ORDRE DANS LES ;BQUPES ANNEAUX m* COnPS.

DIVISIBILITE (Btatb 2)

anun“‘

3 1. Groupes ordommés.
Les notiens)et résultats exposés dan3 ce paragraphe concernentd daﬁ

'im&bélxens, et plus généralement, des m@noides eamﬁutatzfs {chap.1,

f} ,8%5] ; dana les applications gu'on en fait 933 Lgebm - la 1gi de

conposition des groupes {ov monoides) somsidérés est le plus souvent

: su contrair:, les applications & la théorie

d&ﬁ espaces vectoriels topologiques, 2t en particulier 2 l‘Intégr&tisn

notée multiviicetivement

faA,wﬁvra Vii) concernent des groupes 3dditifs. Daps ce paragraphe, nous
omp 1@ jerons sxelusivenment 1z notation additive p@ur ila loi de composi-
tion des monoides considérés, st la “o,atlsn xfg'y pour les r@&gﬁz@mﬁ
4’ orire quéen vy considére ; cans ls suite du chapitrs, la traductiozn

les résuitats duv % 4 en dlautres nota:ions sers faite chague fois

4, Detinition ées groupes ordonnés.

iéfiniec per ume rulation d'ordre notés z £y) et
4 ,

W

ont @amg<$zbg9@ gi elles gatisfont &

tion additivo)

eat sppulé mon <§ & oydonné.

(GO} en. &xsam% aue llordre se congery

.- Etant donné un m@ﬁaaﬁ% sommutatif E , on dit gulune struc-

Detsark 5
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53 une structure d'ordre est compatisle avec ls structure algébrigus

d*un nondide B , il en est de méme de la structure dordre 9ppoass.
llous étudiercns surtout dans ce paragraphe les g rou@ g ordonnés.

Excmples.- Le groupe additif des noubres rationnels et celul des
nogbres entiers sont dos grampes ordonnss, quénd on les nunit des
_structures Gtordre définies au caap.I, $2,8% et § 9,8% . En
treduisant 1taxiome (GO) en notation multiplicative, on voit ds
méme gue le groupe multiplicatif des nombres mticmela > 0 eat
un groupe ordonné (pour 1s mBme relation d'ordre).

3

po ordopnd G , les relstions x Ly st

PROPOSITION 1.

£ {yiz)-z , clest-d-dire 27 . :

wiz yrz gbont éauivalentes.
fn offet, x ( y entraine xiz(ytz 4f aprés (GO) ; dlantre part,

, les relations Ly 8t

wiz=yrz entralne x=y , dome x ¢ y entralme =Xz ¥tz on en d6duit
1z prop.t que =xtz ¥tz entraime z L7 . '

0, =y & -z pont éguﬁ,mﬁ"@m%g

1 un monoide ordound B , golent (x:), (y,) deuz

rinies @ n 8léments checune (1€ 1<) telles gue =; <7,

: 5 M W i
i ;enseloxse > 1 g > ¥, (addition mesbres &
61 g1

ics inéoalités). _
in raisonnement pPaP TECUYTSENCS BUT 1 , OR 56 remdoe eussitlt 4 prouver
ia provosition pour ms2 , c'est-a-dirs & montrer que les reletions
. v st x'C 7' entrafnent whx'g yry' . 07, de 2y , 0D tire,

e

= {60) =bx' € yéx® , et de X' y! on tire de mime vietd vyt
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par tramitiviﬁé, on a done xbxil yiy! .

GOROLLAIRE.- Deps un groupe ordonné, si on a ;< ¥s pour out 1, et
| M
%4< ¥y Dour.un indice J eu moins, 0n 3 Z % < Z_, Iy -
En effet, de Z X = 2 ¥3 5 021 ie&uimﬁ; yj x. Z e Z :yi
re

puisgque X < 3'1 pcmr tout 17&3 ce jui est absnrde. ¢9 ‘¢4
U
Ip particulior, les relstione 04x, (i€ ig n), et 5 %;=0 entral-

(=1
nent xiaaQ pour 1<iga. '

2. Eléments positife dsus un o_orionns.

pEFINITION 2.- Dane un groupe ordonné G (noté additivement), om sppelle
éiémen‘@ pogitif (resp. népatif, strictsment positif, strictemont nécatif}
tout élément 24 G el gue z; 0 (rssp. x<0, x>0, x < 9). :

Liensenble des éB.émezz‘ts positifs de G se note G

Comue les miatiem x,}a C et -x< 0 sont équivalentss, 1l'ensemble

des fléments négatifs de G nlest autre gus -G .
lss velations x> 0 , ¥ » O ontraiment =iy >0 gaz*ez:e,s.}g uhrenent
{VZ:; ‘ZZ’E {gi‘i 8:- ‘ : &z -

iz relation x » O eniraine 2x 3> 0 , et plus généra-

3

iement {prop.2) nx » O pour tout entier =n >0 ; de mbme (cor. de la

prop.2) % >0 entralme az >0 .
o 11 Taut noter gu'l ma%@menm iz relation nx > O pour un
entier n > 1% n'entrsine pas récessasirement z > 0 {voir ex.4

Dlentre pert, les relations x >0 et xg O entralnment =0 ,

fo;’ﬁ, : / % "‘\ 3
2y ' 6, N6 = i{} . |
 Hieus allops voir gue les pw@pwif tés (1) et (2} sent caractéristiues

pomr 1lensenble des éléments pa&si’i:* ifs d'up grouve ordomné.De facon précies

1
1

= ” - . e AT T e : _%
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PROPOSITION 3.~ Soit P m
nent) gatisfaioant
(GPE)' PHPE P .

= ' By = S :
(ep;) PN(-P)=j0f.

_structure d'ordre et une seulc. compatible

pe de G , et telle gus P soif llensembie des

- cette

nts posili: stricture diordrs. ;
En effet, stil exista une structure dfordre notée = £ ¥y ayant cette

propriéié, lo relation x ( v étept éiuivalente & yez 2 0 , Goit Ztre

6ouivalonts & y-xeP , c® qui prouve qulil existe su plus une structure

d'ordre répondant & la questioz. lNonirons guteffectivemsnt, ls relation
y-x¢ P est ume relation dfordre sur ? : de {G»Pm, on déduit que QOEP ,
donc on & ZE~X< P pour toul zg%' ; les velations J7-xclP et x~veP
entrafnent x=y dfaprés (6P, ) ; enfii, de ywxé}? et z-yeP , om

déduit z-x =( z-yyt{y-z)e P dtaprés (P ). Reste & vérif

(D
W
i
o
A
=4
&
b

cette relation diordrs, l'axiome (60) est sstisfail, ce sg_ui eet immédist,

puisque {(ytz)-(xtz) = y-x .

Lo
mn
©
=)
o
f«&‘a

Ezenples.- 1) Dans ls 5 upe Z iers mtw‘m@%@ ifensemble
2

P formé de O et ¢ % @aamr@ 7 2 sgiisfait sux axiomes «”}?I j et

(GP__) ; pour la structure dlordre qu'il définif sur Z , en

(resp. K x K } ; on peut dtaill leurs vrendre de mioe  pour P
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COROLLAIRE. -

structure d'ensemble totalement ordonré, il foub et il suffit gus P

est un groupe totglement ordonns.

g gemi-croupes st £TOL

L

»?«.
lfintersectign de deux ®demi-plans ouverts® exiby >0,
extdy > 0 , ou 1'intersection dfun demi-plen ouvert et d'un
demi-plan formé. Le lecteur aura avantage & illustrer par des
exampléa de éetﬁe nature, qui cs prétent é'uﬁ~1angage géeméﬁrique
évidept (fig.1) les gzegriétés cénérales des graépés ordonnés.

gue la structure d'crdre définie psr F soit une

U Q“P}zc

On dit alors gue G , muni de la Surzcuure dfordre ué inie par P

Exemple.- Considérons, daue lc groupe G= Q= Q. ?’enggmblﬁ P
formé des points (x,7) tels gue axtby » 0 , et de ceux tels gus
ax%hy=0 ; 8y-B% 5-'€ﬁéemimplan ouvert? augmenté diuns des

Gomi-droibes gui ls limitent) (Fig.2) ; il est claizr que P astis

ur &

ﬁ.@

2 i

£2it oux axiozmes {C?gxs (QPME} et {Géj?m}, done d6Tinit

sme structure de £TouDs tﬁs&¢emeﬁﬁ opdonnd . Lorsque a=i, b=0,

o

o rebrouve 1ordre @l@?zeaﬁf higue® dons G {Ens., chap. ¢¥§¢

proyEaee

réordonnés.

gubes D

24

gomi-groupe Uz Bopoide commutatil, avant

tout élément est réoulier.

-~ , _
e I P 3 oo R et : e e
fgjéigfaf oue tout seni- -croups 5 peatl Eire plongé par

L e et L e % =
'&'une seule manilire, & uvne lscmorphis prés) dens va groupe ab

n groupe ebélien, contenant i

- S et S 2 o T S R e 5
zrovps i réciproguement, on seit i%ﬁ&@,&g%s%

s oy

124
{'mhz

Q
P;@
{3
e

Y

S

By

G Ty | s T = sy o I gty o e e iy

ns lenusl & est une pertie ehable, et o@ toul élénent se mei sous la
P et £ e 4%

e Yex ., CH EED 6L Fe b oo
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Le prop.3 monire gue les struetures 4t crire mmpa"cib}.es gvec la struc-

ture ds groupe d'un groupe sbélien & {nots additivement) correspondent

biunivoquenent sux semi-zroupes P cortenus dans G et tsls gue

PO {-P) = ie} :

81 meintenant S est un 6emi~gmups guelcongue contenu dans G la
reletion yv-xc¢ B8 nfest plus une relstion diordre sur ¢ ; mais elle sgt

i

encore r&f Q.Ki’?‘% 8% trmim%g et par suite {Ez:;s. R, 26 6,1 %1} on pent

- en deduirs uvne ‘i:,mwt e d'ordire sur lisnsembls guotient de & per la

relation d'6guivalence %y-xc§ et Z-ye 5% , tgm sisorit aussi

fy-xc8 NM{-B}" ; neis E=d (-8} nfest autre que le plus srand

& contenu dame § , ou encors ls groupe des &léments

etrisablies de 8 ; llensemble quotient dont nous venons ¢z parier
R A R O LA LIRS 3

est donc le groups guotient G/E . la rolation dlordre d6finie sur 60

)

par passass mo s*;%"**%n‘t n'est sutre gqus la reistion ;ifwﬁr(ﬁiﬁ : comme

B/H est un Bemi-groupe de G/E &f gus /Emmfm /H) est réduit 2

X

5E o L S TR o SR e & e 7 ek S el £
tifs., Or dit guo l'ensenbls § , mupi de la structure ds grours et

= A ghE s sty e e e o pobe g PP w i e e
G2 3z structurs définie par la velation y-ze§ , est un groune _preor-

9% o) i LA o &
; ff,:;w%z,m Gioridre définie

i, s S 305 1 3 B R £ b 150 o
menoide €e 8, Lt'ensenble ¥
tafait évidemment & (8P.) ot & (e %
&%i@ﬁ . 2V CemBeD T & Vs poowRy, 5y 4L ‘i? iy
& %
i
3‘2 = h — PR = S S e T s LAV B o
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il définit donc sur G une structure dfordre compatible &vee'la gtruoture
de groupe de G , et indulsant sur § ls structure dfordre dommée ; ot il
est clair gue c'est la ssule structurs dlordre sur § gul posséde ces
propfiétés@ | 7
On noterz gue clest de cetie maniire que nous svons 4éfini is
structure dlordre sur 1@ grompsrzi ﬁés entiers rationnels, & gartir

ée la structure diordre du seni-groups A des entiers naturels

{ehap.I, §2,n 57,

_Sous-groupes et sroupes produiis de sroupes ordomnés.
sous-

Il ost évident gue la structure d'ordre induite sur um\groupe H d'un

groupe ordonné G est gcompatible avec 1la structure de groupe de H

' LGZ‘SC}_&@ nous considérerons un iel sous ~Zroupe I conie un gZroupe oI ydonné

'a?ast tah;curs de cstie gﬁru@tura ‘ordre induite gu'il sers supposé muni,

ssuf mentiocn expresse du contreire ; l'ensenble des &léments 2 O dans
B est iﬁf’}% .

S0it (6 ) wos famille de groupes ordonnés : dens le groups produit
L Lh S

G= || & , considérons la relation "quel @ﬁ@_agit z . ziﬂgé y. ?
7 - ‘ -

entre deux éliments arbitraires {g 3. \y ; 31 est immédiat gue c¢atie
relation est une relation diorire a@mp&ﬁi@&@‘&?ee la structure de groups

&

de G ; on la motera (x } gt{y }. Ie grouve ordesné G ainsi défini

b e T e L - £ e A e Gl o s
sst appelé le predull des groupes ordonnés 86, ; llonsenble G, fos &iémenis
i : e L iy
o & ‘g:’-?. Pes A 9 & & P "n:’f 5 % “ ’r fn %
positife de G 1 g%’ gutre gue le produit PN g .
i . ‘5_4’ Lt
e o o e g an o ot T e el z ST 23 e 1T,
Dang is cas @&. tous les feoteurs & mont identiques & UL Hens

£TouDpe G“ﬁ@ﬁﬁé G , clogt-d-dire od il g%asit d'un prodois de ls

; w@ e B o sy 1 Al g gt o s o
Torme %_ . 0o woit gue ©B @rg&@4 ntest sutre gue ls groupe des
=
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Un sous-groupe important du groupe yroduit | | G, est la gomme
; ; _, - 7 ;
Sireote des groupes G (ehap.IE,‘§1), identique au produld lorsque lien-
ﬁemllg ati né¢aa£ est Pini : llensenmbls &es.élémants > 0 dans ce sous-

groupe est formé des (z } tels gus X =0 aauf pour un nombre finl

&ﬂiﬁdi@gs,,@t,:x@ 7 © pour ces derniers.

wﬂé@ Zroupss ordonnés.
Seiept 4,6 deux groupes crdonnés. Parmi les represen*atisns £de G

@aps G, i1 v a lieu de considdrer particulisrement celles pour igaquﬁi»
les 1a relstion x 7 0 dans G entrainme #£(x) » O dams 6' ; comme on &
par hypothéss f£ly-z)=f(yj-¥(z), la condition précé&ente éyuivens & 4ire
gue £ est une représentation ezai§§aﬁ§g de & aux'ﬁe pour lss structurss |
4foxdrs de ces deux groupes. '

Conformsment aux définitions générales (bas, R,38) un isomorphisme
de 1z structure de groups ordonné ds /i sur celle ds G' est un iscmor-
vhigme £ de la tr&ceafe de grcuye de ¢ sur celle de G, tel que les
relaticns x £ §y et f{x} 2{x) a@;@nt éopivelentes ; i1 revient an
mére és dire cus la raprésentation biuﬁxvaqae f gt ls représentation
réeiproque doivent &tre toutes deux &%@igsanﬁes._

Une @%y&égen%&ﬁign bivnivoooe &e ¢ sur G peut Stre groissainte

sens qus la représentation ?éﬂip&@qme le goit. Prencns per cxelple

sour G ot G 1e zroups (O x Q) . pour G, 1lemsemble des (z,7}
tols que »g’gg'zgxg , pour Gi 1fensezble des {z,v} tels que
¥ |=®|; 8l est llapplicat ’ibn identique ds G sur G' , £ sst

vwabﬁﬁﬁtﬁ meis sa ?»@i@f@qaa x® ltest p&s.

Groupes fiét%aazs.

2
BT S A TR

Reppelons (Zps. H, ¢ 6) quiun man@%ae ordopné B est filtrapt & droite

ut e@&@l@ {xgy} &zﬂ&éments de B ,
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41 exists zcE tolqus xg2z et y<2 (resp. 2z 2z ety 2 z).

51 G est un groupe ordopné filtrent i droite, 1l est sussi filtrant &

gauche, et réciproguement ; en sffet. si X,y sont deux éléments gusicon-

ques de G , et s'il sxiste z tel que -x<z et -y 3z , on en déduit

-z2£x st -2y . Bous dirons simplenent dens ce cas que G est un

*d.sn:aé G sait filtrent, il fautb et

PROPOSITION 4.- Pour gulun groups o

ww»cg

11 P11t gu'il soit @nﬁemri‘g;ar i'enperble G, de 5085 éléments posi-
tifs (ou, ce qui revient au méms, que tout =xc G puisse sléerirs ’
sous 1a forme y-z , avec y 7 0 et z > 0). '

fn effet, 81 G est filtrant, pour sout xc@ , il existe yec& tel

e

que 6Ly ot z L ¥, done zw«x;;.(ﬁ ; 8t x=y-3 , 0& y >0 et

o 4

congnes ;:z yde & , il existe uz0 o5t vz0 tels que Fez=v-u 5 ou
zz%ﬁsz‘%v:mz ; comus up0 et v30, 008 z 22z et z 7, done G est
£13trent.
rsque @ nfest pas filtrant, soit H ls sons-groupe de ¢ engendré
par o, {c?egtwéadim formé paxr l:8 y-z , of ¥y2 0 et z 3 0}  ;,

11 sst slsir que E est le plus grand sous-groups filbrant de & .

&t v sppertisnnen: 8 deux classes distinctes

8l x
zodule & , x et 7 n'ont nl msjorant, ni miporant commun. LY étude

de 1lp relation o wme am un tal pm@% ¢ se réduit &em 8
1764tnde de la reisbion d'ordre ding le groups filtrant H .
71 eat jumsdist gue tout prodeit et soute gonme dirscte de groupes

£1ltrants est ;ﬁi’»l@“"@zw : par contre, général un sous-gionpe atun

groups Filtrant niest pas nécespairennt filtzent.

% 70 . Inversement, 81 O est encend s par G, s pour deux Sléments gusl-
‘l
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Par exeople, goit G ls groupe (Y x Q) , oh & est 1tensenble
des (x,y) tele que y > | x|; 1o sous-groupse H = Q x ,24 ‘:;}
ds ¢ nfest pse filtrant. o ‘

i Hous dironms quiun groupe ordonné G est réticulsd si sa structure dlordrs
f ¢et une structure densemble réticulé (Eps. R, Y 6) clest-2-dize si

ricure notée suplx,.y)

&

tout couple (x,7} d'6iéments de G & une borme supé
et une borme inférieure notée infiz,y).
Tout groups teoitsloment ordonné est gvidesmment réticuléd 71..

o - * { ) o g y
sroupes edditifs (0 et R _ scnt des groupes de cetis
R $ X 3 g

asature ; 11 en est de méne des groupss multiplicatifs dos noubres

o Sy = ~ : ‘
rationnels " {resp. réels) strictement positifs. Rappsloms que
% >

pour ue ensesmble fotalement ordomné, on éSerit souvent

e (x:7) % %. (rosp. Uin (x %.) au lieu ae

3 Vs i g ig%% l€ P (93} 3 ﬁzﬁé% 4 ' ’

aup(x,7 up x, (zemp. {x,y) ; iof =z lorsgue I ssb
e 5%’} 5 ?(:% 3. (resp. inf ( _33’} o i} 5 ‘-3 v
un ensemble £ini (Ems. R, %6) .

E L= produit (resp. lz somme directe) d'une famille guelcongus (6,) as

groupse réticulds est un groupe réticulé, car on vérifie sussitét que
1151ément {@ia{zag g;}} est la borne supérieure des éléments {xﬁ};{g;} .

tlx , yi§§ leur borne supérieure. In perticulier, tout

produlit {(resp. somme directe) dlume fanille (G ) de groupee totelement
2

rdonnés est un groupe rébticulé, mais nop totalenent ordomné siil vy ¢

moins deux & gni ne se réduisent pas & 1'élément meutre.

Cosme exemple de groupe filtraal non réticmle, citons le zroupe
. on & pris pour G, lfensemble formé de O et des entiers

: 1'opsomble dep x gud sont 3 1a fois 20 st 31

@l

s minimaux distincts, 3 ot 4 , donc les deux Siémente

t pas de borns supérisure daps & .

1




i . - -
' Bemargue.- On notera qulun gous-rroupe d'un grovpe réticuld n'est

pas néeessairemem réticnlé ; par exemple, le groupe O= Q %Q,

oh & @5‘%: formé des couples (x,7) te.&s que ¥ > §?§ ; est un gfﬁﬁpé
_z-é’i;;c.ﬁzle {iﬁamorgms sux produit de deux groupes totalement ordon-

nés identigues & Q , comme on le vérifis sans peine} ; mais le

#

59&3’53?%?9 filtrant 7 x 7 de @ n'est pas réficulé, car l'ensem-

ble des majorants des deux 6lémeats (0,0) et (1,0) gdens ce

scug-groupe o deux éléments mininsux distincts ¢ 0,1) et g % ?ﬂg&
- lg’ =
PROPOSITION 5.- -

{3) inf (x,7) = -sup(-z,~7) ,
En effet, soit sg=sup(-x,-y) jona u 5 -x ,25 -y, dled -z x,

-z {3 ; véeiproguement, si uL x e u{ly,ons -uy -x, -Up-y,

donc z £ -u ou u -z ',' ce qui montre qae‘ -z=iaf(x,y)

=
Lz proposition peut aussi se dénﬁmtzer en remarguant gue, dane
tout groupe ordomné ¢ , x—>-x €3t Un 2 ismmrphisme de G sur
le groupe ordomné obtenu en muniissant & de 1'ordrs opposé &
liordre domnné,

Conne éam tout a cticulé, le: lois de wmpos:, tion sup et inf

dene & sont asg

‘, et ﬁ%’%&%ﬁ (ehap.1, 31, 2°% 2 3 ot 5) ;

plus génbralement (Ens.,chep.IV), rappilons que, si, daus un ensepble

. ordopné, mue famille (s )} (£inis ou mon) d'éiéments admet une

i |
2, = ) 20 e i G e £ s
borne SupeT] em%é, et si, pour unse part -ticn “‘Zﬁ, 3} ‘,U:L de I , chacuns
: % fir o 2 ”’. " ) 2 e &
des fanilles {a } .~ sdmet sussi e borne supéricure. alors

%

1} est d6fini, il en est do méme
11 sm est b0 mgmm ainsl dans un

G IO (o Sl Pl |
shie @”ema des bornes gppérisures |
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On a des propmé‘!;és analogues pour les bornes inférieures de parties
de G . Rappelons sussl que, &1 denx familles (= ) (y ) ont toutes
= 7

deux une borne supérisure (resp. inferieare) et 51 on a x, £

pour tout 7 ,; on en déduit /s}}p X g su:p ¥ (rssp inf . < mf v, ¥.

PROPOSITION 6.- Pour gufun groupe ordonné f}.ltz‘%t G 803.‘% ré‘&ic&lé

périeure (dans G.).
s up3 Doyne inféricure (dznms &) .
&) 11 suffit de montrer que tout counle dféléments (x,7) ds G
adnet une borine w;pwg,em ; en applijuant ce z*esm.hat -% et -y on en
déduira que -sup(-x,-y) est la borme inférienrs de x et ¥ .

Par hypothdes, on psut écrire x=g-2z! , y=t-%! , ok z,2',t,t? sont
7 C ; on peut en oulre supposer zi=t? @@iggwoa g sussi

z={z+t? }w{z?‘%ﬁ‘} ot y=(tiz!)-(zt+t!). Les relations uz X, up 7

sont alore € uivelentes & utzt> 2z , #eigt , et en vertu de 1° fzgpc«
thidge, & a%«,?/ sup{z,t) ; il en résilis gue supl{z,t})-z' est
borne supérieure ds x el ¥

b1 liontrons que la condition b) de 1!énoncé entraine a}. Soient X,¥

deux &léments ée G, ; il existe acCG, %tel gue ap x et a8 ¥

par exemple a=xty), done a-xel, ehb aogg%; : soit b ls boros
inférieuve de e-x 8% 8-y ; on a bga et x{8-b , y< &b ; dfentre
pert, si z<uv et y<u , on o aussi x £ inf( %%} . 7= intlae)

cioh a-inflz.u)< a-x et e-infla.w < 8-y : on en iire
Tty $ < R, :‘ S, < .
2 s o > Non ma 2 S S ety
a-infla,u} < b ; cleni-i-dire arw“f;:» <: mf{a@%ﬁ} < B, ©C8 gul pIouve
gue &-b est borns pUDS zi@am de x @y Y .

sprieté is plus importante des sroupes réticulés est is distrl

dg lfaddition par rapport & shacuns Ces loie sup et inf.




T S 2. i e et

s

PROPCSITION 7.- Si deux parties non vides 4,B d'un groupe ordonné

chacune une borne supérisure, "A+B & une _supér
5y . pup(AtB) = pup A + eup B

Bn effet - B80it | a=gup A , b=sup B ; guels gue soient Z¢ A , y€ B ,
one X< 8, y¢b , done xty L atb . Dlautre part, si xtyg e guels

que golent xch et yeB , on g, pour un Yo €B guelcomgue, ZxXsC-y,

pour tout xX€4 | éonc age- T, et par suite y<e-a guel qzz,@ 80i%
v£8 _cela eni mine bg c-a , sutyement dit s&tbge , ce Qm achéve
iz démonstration.

AT R o R
ALRE 1 B As

Py w
sy sup( 2, A) = Z, ‘oup 4;)
: =4 L=/ ’

Il suffit dfappliquer la prop.7 par vécurrence sur n .
Ia prop.7 et le cor.i donment demc résultats dnslogues pour les bornes
inférieuvves, q&ﬂ nous lsissons su 1ectmz.r le soin d'énoncer.

ssazm'::a:f 2. ve réticulé l'addition est dis tributive par

- Dang un oron

les identités

on & .
g sup(zhz, Tiz) = z"-"sap(xgﬂ
wf{m‘@ viz) = ziinf(x,y)

=t une conséquence zmné@. ate de lo prep.7, eppliguée anz deux

L s §

Jel el 5 x.wi.

] ? »

4. Um dit nulun monoide o a,ﬁ@nm E est semi-réticulé ipie-

e e 9 53 £ A f iy %4 o)
E L. gupéricurement) si b am; govple 4 Sléments (z,7) de B

A e e » X o i WL £ s (s w0 e o,
ours (resp. ss:zga;;w&r 39 8% g1 17=ddition

= e
e e o, s £ aon, é,_@e
g QM‘ Ll SR

ar rapport & la borme in'Srisure (resp. borms &




i
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Cette notion généralise évidemment .2 notion de groupe réticuls ;

au § 6 , nove rencontrerons d'importimts exemples de monoldes semi-
réticulés gui ne sont pas des groupes réticulés.
lous ne considdrercns dans ce gui suit gus des moncides seni-réticulds

inféricurement. que nous sppellerons nimplement monoides semi-réticulss ;

on passe aux monoides semi-réticulés supéricurement en remplscant la
structure d'ordre par la etructure opiosée. : '
Dang an monoide aemwwrétleuﬁé on 2

inf{z,z Hinfly,z)= inf(x+inf! ygz} z+&nffgyz}%
= inf{inf(xty,xtz),infly 2,22)) = inf{zty,xtz,7+3,22)

on finalement
{8y adfixsz;%sz{g,z; aﬂféz%§§z+1ﬁ$£x3ygz}}
¥ £z gotrafnent xty £ zHinf(x,y)

On a en effot alors, dans (é}, iﬁf(ng}m“ : iﬁf{3§23 =y et

En offet, la prop.6 montre que xty £ sup(z,y }%amﬁ{xgy} 8i on @h@&ge

< i e L% a - 4o & 5 237 o T S < 22
% 88 =% 6L v 80 -7 dors cette ingealiiéd, on ohiisntg 1finégaliteé 5% soie
o o7 £t b 3 &

TERLACLLD,

i e o 5 o e
&, pour tout %ﬁb&ﬁm no0

ternres o ’K%WME; erntrails g5 distiion -
&y?w@ S8 AOTTEG L CRRETOLE 08 I STTN DU




; ALY

 COROLLATEE 2.- Dens un proupe

=15 o
n.infx,y) = mf(nx,{n-? Jxty,( aaz}x%-.?yg...,,w(a«? }ygny}
dfof, en appliguant de nouveau ls digiributivité
n.inf(x,y)rinf(nx,ny J=inf(2nx, ( 2n-1 }xﬁg, - ,x—:-( 2n-1 }3’,2113?}“23 inf(x,y)

dfoh sussitdt la ssccnda relai;wn (%C) lorsque G est un groupe.

COROLLAIRE 1.~ Dans un
un entier =2 > O, enirsine =z=0 { azrt rement dit, dens G tout &lément

3;aralaten nx=0 pour

ost ¢ infind

f,‘ {cf. exere. 3) ,
On pout so bormer auv cos ok n >4 . hlore, on a, dfapris {1¢C) et
i1z distributivitsd de 1'addition par xapport sup
z+{n-1 )suplx,0)=2tevp( (n-1)x,0) = sup(nx,x) = sup(x,0)
done x+(m-1)sup(x,0} < (p-1)sup(z,0), ctest-a-dire x € 0 ; mais alors
sup{x,0)=0, ot de la relation zx=(2-n)sup(x,0), on tim z=0 .
réticuls G , la relation Bz » O pour

a0 en *sn}ﬁgemzraing > 0. ,
BEn effet, on a nzesup(nx,0)=n. snp{zse) , dlod x—»svz;;{xﬁi}} digprés le
gor.1, ce gui entrains x ;}Q :

5. Feriic positive, partic néeative, raleur absolue.

DEFINITION 5.- Dans un groupe Téticuls ¢ ;. on am:;@lla “g-a:ftﬁ.@ positive

1 Slépent % ; 8&.om on note % (resp, % )

27:3%::}},, on cmg%}l@ valeur absolue de x

#

sup(z,-x} ,

(o)
G

it Ao ol e % Sy
5 {exY =2 . Lorsoue G est totslement
Db ; R S e R e

S
& 5 P ”e
& s e 7 p e
' 3 Eég%?@; B2 M.,?;«a.}i = “«:E};Vf{?ﬂa 5
v
s < m}%_fw 5'} v w%q}ﬁ-—y‘?""‘-’r,‘wﬂw.ﬂ’ 44 o 2577 ;} ﬁ y
$39 4 E T oumee 3% ,i\a o z Ui %3-3:&«'-&0;-63(- S0 :i}'ww «&w“‘
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PRO?GSETEGR 10.- Pour toute décomposition ==y-z dilun élément x d'un

= B it
z>0,003 y2X ,22Z% .

Bn eifet, comme y=xiz , ona yzZz z et ¥y 20, done Y2 x+=
= sup(x,0) ; dloh z=y-xp X -x =X .

De la définition de jxg, on tire que |x| y = et |x| -z , donc
2 jxg 7 0 ; dlaprds le cor.2 de la prop.9, il en résulte que |2} >0 .
Blautre part, +x" = sup(x,0)}sup(-1,0)=sup(x,-x,0) par ls distribu-

tivité, dfoh s i - sup(gup(z,-x},ii)zs@qx_!, G} ; comme §z§ > 0,

s
on & ,
. : L
(42} lzj=x +x .

D& cette relation, on déduit que |z =0 sntraine Xz@ {et cus les
devx relaticns sont par suite équive. antes} , csﬁ* de x Y4x =0 on dé uit
z'=-%" £ 0 , et comme x 7 C,omea x m{) /e*é; =0 vpar {11).

0n a Svidemzent d'eprés la définition de |x| , xty £ | x|+|¥|

i i
gt -~x-F z+73 , dfoh {méga;ite du trisngle)
(43)  =lc Izl 41Tl

Conre gux §ﬁ §x§ , on déduit de (93} que |71 z!:ﬂf&{y@{)E@%};%%%y‘azég

R

et de mBme x| ( {¥| + §g~z§ dton

Cns N by
é;lg'; : % % % g i s
: §

Lo prop.9 entraine, pour tout en*swzﬂ n >0

=)= yHx J} s gﬁg-\mx;ﬁ
}

=y-{z-17)" =x-(z-y

¢ 2.eupnlz,y) = iyt .swrg
g} 2 iuf({z,y) = W;a'gﬁg% ;
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‘{a‘ ; S, v ?.7 .
atoh ' }xwy! = gup(x,y)-inf{x,5)
PROPOSITION 11.- Dans un proupe réticylé G , si ume famille (x ) admet

pns borne inférieure, ls famille iii) admet sussi upme borpe inférieure.

&% on &
+ - +
{18) (igf(x%)} = inf (x,)
 Posons aai%f{zi)'; on & & X, Poir tout ¢ , donc af}é zz' pour

tout +« . Dtautre part, la Pamille des éléments -x, = inf{x _,0) admet

)v.ﬁ$£@FF$ upe borne inférieurs, savolr inf{zaf{& },0)=infla,0)=-2" ;

il en résulte que la famille {Ki} adm3t une borne supérieure 8cale 3 &

5 o - i A 5
or,onae x =x+x < = +a ¥ /#4/ pour tout © ; done, pour tout

4 T
&lément b’t@lv@ue b <& ﬁz’ pour tout ﬁ» ; OB 8 b X +a  pour tout < 3
ou %wauﬁg Z, 4 et puisgue \x } a pour borne inférisurs & , b«a“gg 8

- +

ou b <eta =a , ce qui démontre 1z proposition.

%

COROLLAIRE 1.- Dans un proupe rbticulé %, i vno f&mlilé {m g@@gﬁ

une Jefm@ inféricure {resp. voe borno gaméz$eare;5 pour tout z ¢

RS

lg famille (sup(z, x, 3} {resyt la fanille {inf (z,%, ))) edmet uns

S ,‘;.

borne s inféricure (resp. gupbrisure) &sale & gug{zgévffz 3 _ :

{resyp, iﬂf{zgﬁgﬁéﬁ@}?}*

i o, Ly
X @&L»éﬁ%‘;g

+ : -
on & sup(z,z J=zH{x -z} , et la famille (x -z) admet

ompositicn

u;rﬁw&ﬁz ik 2.- Dans un £IOUDe réhiculé, chacupe des lois de ¢
ezt distributive pary %&ngrtwawlfautze

“ i z ¢ Ly iy o %
- ¢ sup{z,inf(z,y))=inf(sunlz,x),sup(z,v})
L5 7 ‘ ‘ : :
e E o S e e e I 5
- | inflz,s p%X;E}}“SB§{LR (z,z),1 { z,7))
o

. une conséguence imcédiate du zor.4 appliqué & une femille e




clément neutrs O ; nous désignerons por E, l'enssmble des éléments 2 U

ﬁh
;»M

de B ; clest une partie giable de E puur 1taddition et pour 1z loi de

&mpaszt;oa 13?
DEFINITION 6.- Op dit gue n Sléments x; (1< 1i<n) de E, sont Strensors

ST

:3:;- ﬂf{ ,%;a ¢ o ,3{. }""0 &
Il est clair que si P <mn des x: Sont étrangers, les p éléments X,

e

i1z sont a fortiori ; mais n élémenis de E peuvent &tre étrangers

sens gus n-1 guelcongues de ces cléments ie soient ; pour évitsr
toute confusion, on dira pariols que z léments sont "éirangers
ane leur onsenmble” su lieu de & .re simplement gulils sont &traogers.

L@rgqge deux éléments x,y de I, sont éirangers, on dit szncore
gue % est Strenser & ¥ et que y wet Strancer 8 x
34 les %, (1<1¢n) sont étrangers, e’ si (y;) est une famille de n

$léments de B, tells que ¥, %; pour tout i , on 3 0<in®{y. I <

£ inf(xz.) , done les y; sont sussi étrsngers.
PROPOSITION 12.~ B84 x,7,z pont troirp éléments ¢e E, , on &
(203 inflxty.z) € inf(x,z) + infly,z)

: & ~= 4 #

' 2%teust wme sonsbouence imnbéiate de lg formule (8), puisguion 2

TSNS SV T e 3 % 2 & A s e
PROPOSITION 4%.- 81 x=.y.,2 sont trois éléments de Ez éirangers
IR % = , A P AT A T

: s .
Cels résulte encors de ls formule {aég,paisqm?@m a ,iﬁf{zgygz}w@ .

c’?dv;ém.\
B g, s e Ty
% Y.~ 53 x et ¥y S0nL SLTAngerii, xty est le b@zae supérieure
- N e =
6o = 2h ¥ -
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En effet, les relations 3 7 x et z > ¥ entreinent, dfaprés {2‘2}
inf{xty,z)=xty , donc gz ,3, x+y ’
CCROLLALRE 2.- 351 x et z gont étrancers, on a, pour tout yekE
(22) 1nf(xty,z) = ing(y,z)
Bn offet, la formule (21) est applicable, et inf(x,z)=0 .

FROPUSITICH 14.- 8i x,7,7z gont trois éléments de E, tels que z goit

trancer & x ot &trancer 8y , z est éwanwer f®ooxdy

m:war—-»

Jels résultc aussitht de la Pormule (22).

CORDLLAIRE 1.- 51 x et y sont deux éléments étrangers de B, , mx et ny

trancers guels gus soient les exntiers B >0 et B >0.

RO A B AT

gh
Il aulfit d'applicusy ls prop.i4 psr réecurrence sur o et n .

COBOLLIAIRE 2.~ 81 {z.?_ },g iin est pne familie d?élemw’"g de B, deux 8
E Tl

upe famills ﬁ?é}.emeg__'gs de B, deux 4 deux

TN AP S "rﬁﬁ‘, lﬁ‘
3 ¥ o =
(23} inf( > x, > 3y )= inelx v
t=d 9:’} o ¢4 o :

de raisonner par réourrencs sur - et a ., en appliguant la

'im‘_;s_,ng‘_
ﬁza‘.«:gﬁm% d'eprés la prop.i4, que x est étramser & 2, =,.
g7 =

(lemme 4'Buelids).- Soisnt x,7,2 irois éléments de &,

mper & Zobel 2K XY , 008 LT .

2 2

stev .gsé cusnos imméciate de la Fformule [22).
1

tranzer & = , 1'3péealité xtzm < xby est

e e e ot £ L o oS

AN
{0
g5
s

{4
&g
@

©
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PROPOSITION 16.- Pour tont couple d'é.éments X,¥ dtun sroupe réti

G, xeinf(x;y} et y-inf(x,y) sont stramcers.
En effet ,gc-es 8léments sont 2 O ; 61 on &
inf(z-inf(z,y),y-inf(x,y) )=in(z,y)-inf(x,y)=0
dlaprés (7).

COROLLAIRE.- Pour tout éicément x€6G x+ gt x

Bn offet, dlaprds (1), X=x-inf(x.0) et x «Gaiﬁf(xgi)}

PROPOSITION 17.-_Dens wn groupe réticiilé ¢ , soit [z, } une famille

dféléments Z’ 0 admettsut paos borme mgemem 8i z 7 0est

‘,~ £g ﬁ:@ s 2 28 S ( "} .
- - £
‘9631{; e '&@ﬁ@é@&@ﬁﬁa dz ls formule 1‘%{238&;(31}:’ ur {" !a{ ¢ ‘*L}}
o %

{cor.1 de 1la prop.ii).
: &léments indécomposables.

1G. Bléments nminima

Hous considérons dans ©8 zz"’ un mono’de ordonué B , ayant un élément
nsutre O, ot nous s désignons toujours Dar E_}‘. lz partie siable de B

formée des éléments x 3z O .

DEFINITION 9.~ Daps un monocide ordonnd E ; op 4it gu'usm Sidment x > 0
est minimal s%il est élément minimel de l'engesxble des élémenis > O

ds E .
Avtrement dit, x est minimel ei lo relation OLy(x entraine y=x ,
ou ezeore si la reletion OLy(= ensreine y=0 ou y=x? .

8i 8 wﬁ semi-réticulé, deux élémep:s minimaux @zsmm'ﬁf‘s sont

2 ol e
nécegspirenent

an plus un élément

minimal ; dans ls groupe fotalem:nt erdensnd Z , +1 est effecti-

g Zs 3 3 & o o & o : 2 = ‘,',
vement un &lément minimal : par jontre il n'y a pas d'élément




g

S
"
A

U
o

Lo .

B’ FILITIOR 8.- Daps unmmmﬁ&erdema E , on dit gulun & {

egt premier ei ls yvelation x < ytz , o 7 } 0 ﬁ:éa 2 70 , entraine

TRLY u oz 2" .
On en déduifl per récurrence sur n g6, 81 % < > Y: s 08 y; >0,
; =1

il existe un indice i tel gque =x < 7y

PROPOSITION 18.~ Dane up monoide semi-réticulé B ,

est premier.

En effet, supposons que % soit miniial et que XL ¥tz , avee y 2 O
€6 220 .0n 2 0<inf(x,y) L x, dome inf(x,y)=x ou inf(x,y)=0 ;

ans le premier cas cn & = £ ¥ ; dans le second x et y sont étrangers

et x L ptz , dome (prop.15), ona x ¢z .

Au contraire, dans un groupe ordonnd mseis non réticuld un Slément
minimal pout ne pas 8tre promier  Par cxzempls s le groupe G =7 <7,

e

oh & ost Je&a&mﬂg des {*zz(,zz} wels qgue 1 2 \m| , ost non réticulé;

1*4l6ment (0,1) est &¥idemment w &lément minimel {ainsi 4° aillsurs

A) et {-1,1)) ; mais on & (0,4) ¢ (0,2)=04,1)+(-1.,1},

2

{’

done {(0,1) nlest pas premier.

- Bn effet, supposons qus x >0 ﬁ%‘}i‘i} n:mm.m;zz@ et soil tel gus O¢¥gzx

&

o e

on peut 6crire =y z-y)

aves ;%?g; gt z-7 2 0 one on a, 29iy

e i ,.- = ‘
Lans un proup

Dishigy

i

st B

6:»?1? _QQ £
b

verrons susel que deux élémente premiers x,7 ﬁ%ﬁ?@f‘:‘: Etre tels




 PROPOSITION 20.-

DEFINITION 9.- Daps un
ditw;fdécommaaabiewsimlnswrelatianﬁ, X%¥+Z 3 iﬂf{?sz)“ﬁ gg&g@igg&&

ix=y ou ==z ¥ .

- On notera que la relation =x=ytz ontrafne alors y=0 ou 2=0 . En

offet, si x=y , on a inf(x,2)=0 ; mais 2  ytz=x , domc =0 ; de

méme 8i x=z , oma y=0 .

-

Il résvlte sussitdt des définitions que i x est premisr il est
indécompossble ; plus généralement :

ng up monoide peni-rélicuié B , si z est vremier,

ox %sﬁwiﬁﬁaﬁam;ega, e _pour tout entier n > O

s2)=0 ; on &

&

En effet, supposons gufom sit nx=riz , avec inf(y

z & px = yiz , done z=inf(x.yiz)=in’(x,vi+inflx,z) (prop.13) ; comme

% est premier, on & x = inflx,y) o1 =z = inf(x,z) ; supposons par

)
£
Y

(<

zenple X = inf{z,y) , c'est-2-dire =x y , ot par snits inf{x,z)=0 ;

e

comme z oot étranger & x , il est étrenger & nx {cor.1 de la prop.i4)

la velstion ax = ytz entraine alors; mnx ¢ §y (prop.i4), dfch oxe=y

78 - P 2 nay =
11. Groupes décomposebles.

Fhem ST 1 T el sl & o (2 ,V a % . o R £ VA VR SR S e
Un groupe rdticulé G gul est monogspe et nop réduit 4 1'élément peutre,

)

pas réduit & U par hypsthése,

S e S 5 £ e e ) b 3 T e 2 o
il existe un entisr n , positif ov mipatil. tel gue na > U § Bx B >0

W {u-

e £ & 3 i oot £

éon S 3 s oh o e
&5 7 A VRO e e j:;'w .—;.Ei’zm

< ‘
o % PG 4 i T4 sy e o5 st
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Autz;ememt it, on groupe décomposable est un groupe ordonné isomorphe
& un groupe de la forme Z (1) , of I est un onsemble d'indices guel-
congue.
Le sroupe Z(m cat réticulé , COmI3 ‘e;éu% somze difeete de groupes
'réticu.lés ; S0it (e, ) sa base csnonigie guand oz le considére comnme

Z ~moduie, clest-d-dirve s,,e::h, ap.II, a1 ?ncg} que ef, est 1'¢lément de

('ﬂ' 2 @*‘-‘ = o ; : %
Z dont toutes les coordonnéss sont nulles, & l'exception de cells
o 3 T s T o ; z -
d'indice 4 , qui est égals & 1 ; toul élément x¢ Z< ) se met diuns
nanidre ot d'une seule sous la forme x = 2, 0o ,08 o c/
1¢1

{ﬁ =0 sauf pour un nombre Pini ci?:’é.m.z, zes}, et la relation x 7 0 est

éovivalente & ‘-‘*@wl goe soit - 2€1I ,n, » O . On en déduit aussitlt

gue lcs & sont Jles élémenils ,, i81T {ou leg &léments prenmi miers, ce qui
P 3

g £
rovient au méme (prop.i8 ot 19)) ds 7 (1)

THEOREUE 14 .- Pour gutun croupe erdonib G goit décompessble, il faut

s

ot 11 suffit oue tout élémont minimal de G goit premier, st que

patisfesse § ls condition suivante

(T) Toube suite minorée dScroissente x.) d'sléments de ¢ pla gu'un

‘noubre fini de termes dietincts (autrizeont 4it, on a8 x ,.,=x & partir

Les conditioc s sont pécessaires ; l preciére résulte en effet de la
{

 prop.i15. Dlautre part, pour montrer que 7

(T), i1 sulfit de prouver gue pour deux &lémenis gu«:%:%.eaﬂg&eg a,b de
7 (1) tols que & <b ; 1e noEbre dess cléments z tels que aLxLb
est fini ; on peut se bormer au cas o a=0 ; slors, si b= % bs, ,
on a ?}ﬁ@‘ sauf pour lee < ayg:»**%@%ﬁmé: 8 une ya«, ie finie H de I s
1z réiaﬁiﬁa Ogx<b éguivaut & nggtg b@ pour tout ¢ , ei
x:f;; n,e ; onentire n =0 pour %%’2 et Odm (b

pour ¢ B ; il nly & done gulun nombre f£ini de fa,mé,l},@g {m ) dlenticre

gatisfaisont & ces conditions.

_—
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Les conditions sont suffisantes. Soit % un §lément >0 quelconque

de G : si x n'est pas minimal, il exigte xﬁé G tel gue 0{;1,3 4%

213l ntexisteit sucun &lément minimal y tel gque OLF<X a_:n pourrait

donc définir per récurrence une suite (x,) telle que OLKZ gl X< %
pour tout entier m , ce gui contredit 1fsxiome (1) I1 existe done uD
élément minimal p,ie(z . 8 X-Dy ntest pas minimal, il exists de méme
Dy ninimal tel gue @Z< x=p, ; o définit sinsi par féc:uv*reme une suite
(p;) d'6lements minkmaux telle gue Dy+p,t+...+pyd x pour tout indice k
cels n'est possible que si iz suite if;g;i}”esi; fiﬁie , sens guol la sunite
des 'ynzxs-{p'-h..“ip ) contredirait 1lawicme (T).

8oit (p, )} ,e1 e famille des Slémente minimsux distincts de & ; ce

ui précéde montre gue tout x >0 pout se metire sous la forme

)

zZ= é 2D, s ok les &, sont dez entiurs g@ , nuis & 1ts zception

A%un nonbre fini dlenlzre eux ; toubt iLEE

;%

t done se mettze sous la
néme forme, ok les suii 62,6 n, sont cotie Pois de signe ﬁwlw qus.

Seste & monbrer gue tout xel ne pent se meiire sous cette forme

9
que 4'uns a@zzl@ maniiye , car G ssra alors isomorphe & Z (1) . Pour

cela, on peut se limifer su cas ok les n_ sont ious 7 C , car en
i

&t
FALE =% Q:W £ ¥ z & o “ e
E5E fe ¥ =il 30 T‘} o E5 ) } € % S £ b ~
TEe % giﬁ‘ﬁ ﬁ%jw’é’ %.3 m)@ B : L 98 BONT ,J{,‘?v O 3
stéerit 5 (nvintip = > {(ntim?} 4 o mitnt=niin?
glécrit 2, (m!4n%jp - {nlim?jp , et donns dene mitnl n'im?
dtoh nl-n? = mf-m® wour tout + .

81 on tient compis de 1fhypothése gue toutb élément minimal de G

on voit gus le théordme sers conséquence de la proposiiion

suivante :

«z%"‘aﬂ-n VT T :'53 > 34 a3 5“‘ hg °§2'_‘ 1 0ts AfSlS e s ) 8BTE
PROPOUSITION 21.~ 51 %‘f*i’%ﬁiéﬁ %ﬁa“;m}_{i&s@ @a@,&e g ;zem@m, premiers
iyi}-’g Cien =S famille df4léments minipaux, dems up groups ordomné &,
; & = 4o 54 DA 3 :

et si cn 8 Z g ;"‘g yi,9042 BEE, st il existe une
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dente si x > J est
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premisr. Supposocns done x

vi
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,ul+ inf

; d¢ da prop.12, on tire xLinf(x

La proposition est
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Znk {,yk et zij yj ; done zhk et 2y 4 gont étrangers guals que

: solent h et 1 . ,
COROLLAIRE.~ Solent ¥,%;,%,5---,% ©F1 Sléments 70 de G, tols que

Y
vy< 2. % ; il existe n éléments yi,jz.«o (1€ 1¢n) tels que 3, %
v=1 A 7
8t y = Z, e

Il suffit 4°t a@vvl‘aquar le th. de débec mposition & la snite éxiﬁ et & la
o
suite Tormée des dsux éléuments y et 1 = Z, X~y -
: L=
Soit alors (p E"z,?:’: ; 18 famille des (léments minimaux (ou des éléments

premiers, ce qul revient au méms) dams un grOUPS réticulé & , st soit

g 1o sous-groupe de G emgendré par les p, , clest-a-dire llensemble

des Z = 5; ap {n entiers raticpnels) ; la prop.21 montre que Gf

%47 L “s
“4
ost un gzroupe décompossble pour le siructure d 'ordre induits par
Y e 3 o = ﬁfe;ﬁ 8y <t : T o + 3 3 i
celle de G , car la relation % 21, :?yi; entreine n, > O  poux
tout 1 (sams guoi il existerait deux suites finies (Ki§;{¥§} d'élsments

minimaux, tels gu'sucun des %, ne seil &gal & an ¥

{ N
> %, & 2. 3y, , contreirement & la yrop.21). ¥n outre :
“1, o

2

PROPOSITION 23.- Seit 6F le gous-crovpe d'un sroups réiiculé G engondrs

premisrs de G ; pour tout &lément x» 0 de 6&F ,

tel que © < 7 < % appariient & G .
= =, a T REORES RIS

er
o ’v o
g5 maintenant on BuDD
o B o5 %
lss 23 moniren
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Gorps ordonnés.

2.

est compatible

ig

additif de &

aveg lo ghructurs de sroupe

Qm.

gt 330 .

E&?j}'

zlation dlordre notée =7
\ &

L

2 @iﬂ ga?‘o g%ﬁ-i

Ww% X%y J3

i

néme de 1fapnean 7 - {ou QE} des applic

dens 7 f(ou ()

dlordre 7f ¢ gf comms &quivalerte & "o usl que S0

#2(z) £ eglxi® .

=

atbions 4°

loveguton défirit dang cetl apnea

CUARA)

- g % £oa “ N oy g 5 : < o &

Diapréa (AD), los rolations = py €t z £ 0 entran

o e s g s £ 3 LV Ak 2 s . :

or. peut done 4lrvs (¢u'uns nONo =nétis de vappert >0 con

S 2ot e & 5 iy i S5 o, =iy

ot mnne nomothéibie de vapport < U s changs & L7 ordre
Y1 ear Awid G pmmman mpenmds | anpyamen . e o e é’:’ws G e T PO MY
11l s8¢ £¥i08HC ¢ fUE GWeh EOusS=-annegu 2n Snuesy A EAS LN

i dfyns strycture dfanpesu computatif et diune
tructure dlorire co %mﬁh}.%%t aprelé smnesu ordonus.
Zxempleg.- Lfsnnesn 7 des entisrs rationnels et le corps &)
des nombres rationnels sonlt des gpmesux ordonnés. 11 en est ds

un engenble E

n iz resiation

it zek
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il existe sur A une structure d?srdre st une seule, campa’tible avec la

ptructure d'snneau ds 4 , ot telle que P soit l*ensemhla des 4léments

positifs pour cette siructure dfordre.

En effet, P définit sur A une structure d'ordre compatible avec ls
structure de ‘,. ’ﬁ&pe additif de A , et pour }.aq_uelle ? gnt llensenble
des &léments 70 (% g 4 gz%,prop.;) ; en outrs, dtaprés (4P 12)' les rels-
tions x »0 , z » 0 entrainent xz 3 O ; par suite, coume x  y est
éguivalente 2 x-y » U , les relstiong %3y , 220 entraivent
zmmgg}zz , clest-a-dire 3xy 27 . :

ig cas ga“""’*w alisr 0% };a struciure dlorire

: . . - o Z o B ol s
ie A st nne etructurs a?easambia toteloment ordonné ; A est &.ors
o e BT -}

svpelé snnesn toislement ordonné ; llensemble ¥P=A s?ez:,f:‘i,@ alors la
o .&' AT zm&'mmm B AL DTN A LT I S LR o TIMNDS 2 +

74 f%zz ge rZ? % o

-«.L-w
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1

2

=
7
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83 A admet uvn &lément wnité 1 11 ; ot comme 120,

150 ;

Dtautre part, coms dans tout groupe totslement ordomné, ls relatiocn

, 008

pour tout n > 0 , on a dome n.1> 0

nx > 0 entraine x > 0 ( 1,c0r.1 €t 2 ds la prop.9) ; on dYauires

[
«

termes
PROPOSITIOH 2.

Un zunesy totslement ordomnd est de carsctéristigue

Lorsgulun corps commutatif K est mini dfune s%ruc ture diordre pour

{n%)

laguelle X est un gnunesu tolsienmsnt crdonng

=bus de langage, que K est un gorps crdomnd (of. exers. 3 st 6). Pax
abus de langsge, nous diroms sussi guiune structure dlordre b une
structure ds COYpE SUr K scnt compatinles si £ 28t un corps ordonnd
pour cette structure dfordrs (upe sizucture dicrdre sur X peul dome
gtre @@ﬁyétihl@ evec 1o structure d':sapesy de X , sams gu'elle lg poil
gvee la strupture de ; povr qu'slls alii cetie dernifre
propriété, il faut en K soit totalement ordonnd vour osb
| structure].
Le corps i% des nombres rationnsis est un corps ordonué ; en cuilrs

: {prov.2) vn corps ordonné est de carsectéristicue O , donc contisnt un
| P e & e A aasc s O
corps lscmorphe & &/ , gu'on identifie & o .
~ Dene un corps ordomné les relations x > 0, ¥ > C entrainent zy > 0
,',.’ & )f‘ !4‘ 3
SR Lt e e : < o e i A
paisque xy#0 ; la relation z >0 eotrainme = > 0 , car .2 =130,
ce gui prouve qulon mo peul avoir T L O ; on sp déduil gus sl
‘ =14 % : L
G Pl - P : i PR B NG AT E
OLx{y ,oma § {% ,ecarone % ;u»$ }‘igaﬁg
% % )
PR S s % ,."" EY B 4
| % ¥ ! >0 , et par suite zx(x y 3}z glz 7'} ; si on désigue
/ M i v, : oo s ; S
par K% }gﬂﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ das Siéments » O de & . 0B vazt gzﬂ liapplication
2o : 2
Pote 7 rfh S 4 . - % o o
R -5 X . st vne permutstion inveluiive ds ¥ atfﬁbxamamﬁ dénroissan-
7 e 2 ; , e
&) e

{$ 1,cor.de la prop.2).




b :
Ge kK, at eprds (40) ; auntvement dit, ls groupe K+ ; muni de cette

dome z=x=0, e gui prouve que P satisfalt & (APr;;) : enfin, i §

e
e du groupe multiplicstif K des

*
Par suite, K,
éléments #0 ds K ; en outre ls structure d'ordre induite sur K

par celle de K sst gompsiible avec le strusture ds groupe multiplicamf

structure d*amra, sst un :
PROPOSITION 3.~

g structurs d'ordre de 4 , et
lsouelle E est un gcorps {totalementjordoumné .

En effet, tout 6lémeni de K est de la forme 4? , 08 X€EA ,Teh
%z? s s%il oxiste une structurs d'ordre sur K ayoant les propriéics

de 1ténomcé, 1z relstion «,3; 7 0 eost équivalente & ¥°.
¥

m %) b
Ny
)
us

e%’éstwé«»dim =¥y #»0 , donec x et ¥ dcivent &trs de m8me sigpe, et
COIIRe {é’% = 4}% , on peut toujours supposer que X% 70 st ¥ >0 .

%teis que X€h , ye A ,
x70 , ¥ 7> 0 ; on vérifie anssitét gue P satisfait sux sxziomes {.&?E}

Invaersenent soit P llensenmtle des éiémenis

et (AP ;) ; 81 %% ,ona xyliyxi=0 et comme xy* > 0 , ¥x' » G,

on en tire xy'=yx'=0 ; les hypothéses ¥ >C , y' > € entrainent

. “‘*‘1!

est un Slément gueleonqus de E {a¢i, bgh), on psut boujours suppo-
corgue b >0 ; alovs si a »0 ; on 2 gc? , et 81 a0,
SE-P, dlok (APry) .

¥n particulier, m retrouve sinoi ls structure dforvdre du

LOIpPe 'LJ des m%if&mm.x.a & partir de la struoture 4° ordre e 4@
(chep.I,% 9,2 2953, (o remarguera d'aillenrs quiil
rtexiste sar @mﬁgﬁm@%@ g ructure d'ordre pour '3.&@_%3,1@
7} sst un corps ordomné, ocar pour une telle structure on doit

ayoir m=n.%1 » ¢ pour toul ent. er naturel ﬁﬁﬁ , done la

_—-—I—
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& : 1a structure induite sur 7 est pécessairensnt la structure

a'ordre définie au chep.I, 52,8°5)

gorog ds K .

Kous allons voir qufon peunt dopner une caraeter;satmon algébrique

sinple des corps erdennables :

TH&@REME {ﬁrtznPSchrezer} - Pour gn?unweo;fawcommntati? Z seil

crdonpable, i1 fapt et 11 suffzu gu ~l_vérifz_eﬂ_;?a:uwewsuimﬁt :

2O
{¥0) Lo relation xﬁﬂcz-h - .-ixn-uﬁ eibraine Fg =K e o 5 X =0 .,
71 est inmédiast gue llexiome (X0) cst bguivalent &

ds carrés.

{¥07} Daps ¥ , b ps ; ‘ G
Un coros ne peul a?l&emment saisfaire & (KO) que g'il et de
coractéristigue O ; meis il y'm des corps de gafaeue?&"&qae G
gui ne satisfont pes & (%0), pir sxemple tous ceux dams lesgusls
-4 egt wn earré, donc tout core gbtenu en aﬁjaﬁgﬁgnt & un cOTPE
guslcopgue kK, une racine de Kééé 5

aprés la prop.i, la condition est nécessaizre. Pour voir gusflie a8y
suffisente, nous sllocne montrer guiil existe dans K uns partie F .

agh i&fwx sant guy axiomes iﬁ?z}é (4P 2 ), AP ) st {éfzgj, Une telle
bealin oy 2t aiin

» -

nsrtie doit contenir 1'ensemble %% d3s corrés des éléments de K 2”43,

NFET

ﬁ&&%iiéf&h@ 1tsnsemble Yil. des partiss P de K qu ontisnpent Ké &b

i c
{AE£}§ (bF 5] et {AP_ 711 } iontrons en premier

vide. Pouvr zela, solt ?g itsnsemble dss

dans X ; 31 sst inmédist gue PQ contient ﬁ

>, Xt 7. ¥y o, et dﬁ ne en veriu de
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(k0) x,=0 pour tout L et y.::() pour Hout J . d*oﬁ Z xi-O . P appar-

%ient donc & W[ , et est e?idemment.,cen’cenu dans tom: PEWE .

Gels 6tant, JI{ , ordonné par inclusion, est un ensemble inductif
{Zns.R, 06 ,0%9) : en effet, et @? est une partie totalement ordommée
de 0We ; 1a réunion G des egsenmbles P € (&  eappertient & W
car si x et y sont deux éléments de G , i1 existe P et P! dans @

tels gue XEP , yeP! ; si par exemple P P’ on & sussi X¢ Py

done xtyeP'cC Q el xye P'— Q , ot la relation xiy=0 entraine
F=y=0 .
11 existe donc, dleprds le th. de Zoru (Ens.R, §6,0°10) un &lément

0 de W7 ; nous allons montrer que lfom & GU(-Q)=K ,

cE @,s,,f 4renlira le théordme. Cette dorniére relation est une conaéousn-

es immédiste an fait que § est maximal, et du leomme suivant :

e

Lo Soit P ¢ Uil , et x pn élement de ¥ el gue J:,%F il
oxigte slors ur ensemble P*e W felgus P < P! gg; -x ePf ,

Désipnons en @ffet oar P! ltensemble des &léments de la forme
., H1) pxp , ok les =, appartienment tous & P (p

¢ arbitrsire) ; on & évidemuent P P! , -xe? , et P

étapt

(8P, ]} et . (AP;;) ; momtrons gque P! satisfait sussi &
n effet, sl uneP'N(-P'), il existe Jeux suites Pinies
@, ),{b; ) de p 6léments {41<i¢ p} appartenant & P , telles que
g. 8, %t (=1 PxP se(b -bymt. ..+ (- ¥%"), sutremsnt dib
=) x}’ =0 , avec wfa,%

P pour 1<3<4p . 0Oz,

AT

M%zf‘;t e *%»-egxzh,wxf@ﬁex +, . .), ou sneore. V=EZ
J 7

#*

2 2 ;
?@f&-@‘”@’%ﬂé‘?’ug 3%4;*@%& + .. ; comme P contlent ;:; , § st

» sppaviienvent & P dlaprés { ﬁ?z) et (AP X’T} ; 81 y#0 , on & 2z=0 puisco

0 sn conclut gus tous les ¢, sont nuls, dtcd e,=b,=0 pour

, 8t =0 ; 8l % 740 , on & z::0 et on en dédui®




AR

o3 -
W”émfﬁzd }2 , 6t coms K2 P , op aurait xzcP , contrairement
&, i?h}r“g&*’chése& Lg relation ue P! il an) entraine d.cné w0 , c8 qul
achéve la dSmonstration du lemme, et par suite aussi duw th.1 .
On remerguers on oubrs gue si on applique le lemms en y remplegant
P par P , on voit gue pour fout x¢P_ , il existe P€ W el

- que axc? . 3taprds le th. de Zorm, il existe un &lément maximal Q

de 70T , contensnt P , domc el que -xcQ , ce qui entraine xg
73
#41

On voit dunc gue P est 1finterssciion des 6léments meximanz 48

FOSITIOR 5.~ Une MM pure dfun corps ordoune-
cb;m;;ﬁ;@%igmﬁﬁgﬁmmm&bla» :

71 saffit 4videnment de démontrer cue 8i K ast ordonnabls, ifi en

4

25t de mbme d'vn corps e fragtions rationnelles B(%, 91;2,“%2{:@)

flate

5 up poobre Pini guelcongue dfindéterminées ; or, supposons gulil

24

L&

&‘Q
€@
©

2it une suite Pinie afi),, e de Practions retionnelles ds

T

corpe telles que -1 = 2 f2 . comne K est de caractéristiaus O ,
, 3 ? 7 4

, ol
yar avite {Qhay lv. ;3 }5 il ‘@ﬁ.sta n éléusnts rk

%
e X tels gue f.;{xw ,x ) soit défini pour 4Kigm
: %"’“‘3

,-.q

5 gue K est ordounsble.

2*“#&‘
(8, 0(% %0504 0%y ))° contrairement &

Une cxbension algbbiigus ds 0o 76 impeir diun corps

S8 o s e 67
ordonnsble.

TR DATRRA
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S0it E=K(s, 18510« 3y } une extensiocn de degré impsir s:‘i?tm 2OTDS
ordonneble K ; le degré 3{ B:E § Gtant 15 preduit dss dogrés K(a,!) K i
et {K{&, S :..8. _,ﬁ} K8y ;-0 58 }E pour 1<ig¢p-1 , tous ces é}agz}es sont
impairs, et il suffit dong de :f‘&ire 1z démonstration pour une exten-

sion gpimple B=K(8) de degré 1 sur ¥ . Hous raisongerons per réonr-

-»mm.!

rence sur n , la proposition étant trivisle pour n=t . Seltf f¢ K§ %

le polynome minimal de © ; tmz. 81éme:t de K g éorivant dfuvne sswz::
nenidre sous lz forme @{@};'@& 2z %{XE est de degré L n-1 , 51 K

é‘hm t pes ordonnshis. oo aursit une relstlon de iz forme
-4 = g {%{3}}‘ : sette reletion o3t Sgnivelernte 3

o A

-1 = .giﬁ £@k{z} z {m§£;~?x§‘f ;? ansnvs &
2 -t = 3 (g (D)) + AX)glx)
of ge 47 X; 5@;},«% 18 {%E{’«’ i% plus svend des degrés des @ 3 ie
coefficient de P dane Z (o, ( '11‘52 ‘o8t somms do cal é;::z 49616-
ments #0 de K , done niest pegszu}, dlaprés é’fé’iﬁ}f : dope :,; :91;; &8%

de degré 2@ it ig},entz,% {2} vrovre alors que g sst ds degy

Zg,»ﬁ , done de degré impair et ¢ m-? ; psymi les factours irréduc-
tibles 2y é.e g . il ¥y en s donec wp au moins go ﬁ@gm inpeir et £ B
{(puisque lo degré de g est la somme 438 degzss des gz_}ﬁ, Soit o une
rsoine d'un tel Peeteur ; 4'aprds l'hrpothise de zé@mﬂm;@?ﬁz g{ gz,}

est ordonpsble ; mais on déds

% 2

ot les ¢9;{a; appsrtiennent 2

- ;czf'f‘"“*‘?' fp? :,é;

sLr }m?” ure de

o
&
et
it
Seda
)
&t
Bl
ded
AR
?‘1. =3
gms
G}

—"‘Wwfﬂwmewy TS

o V e o # de B Th 5 g G vy o, Ao meas,
gue tous lem o 80 .gab posiiifs pour cetie stiupiuie.
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Le condition est évidemment pécessaiye, car & ={ ya }° est positif
pour toute structure d'ordre sur »Ei {(faisant do E un corps ordomné),
dome sussi pour la struciure dfordre g-»ia?ella indnit sur X .

Pour montrer que 1s condition est suffisante, m{:s allons voir
qu telle ezztx‘aﬁzze 1*1:@0%3.‘%)&.13:1;@ d'une Telation de la Porme
(3} =1 = Z e, x

ok lee ;¢ £ sont des ei';;}ants Mxﬁs (pour iz structure dforars
pour laguelle tous les o - sont 2 0., et les Ey dea &lémenis de B ;
comne i6s xi appertiennent & un corps obtenu ez adjolgnant 2 ¥ un
nombre L£ini des éléments | @ , on peut d'emblée se restreindre su
css oh E sfobtient en adjoignent 3 X tme femille finie (yﬁ§%§%€§ké:$
de racipes carrées d?éiémem-s 8 7 0 ds K . Pour démontrsr dans ¢8
ces 1'impossibilité de la relation (3., nous procédercns par rocuTTeNce
sur r , ls proposition étant triviale pour ==0. Soit F le corps obienu
par adjoocticon & K de f.g - [“29,,”. \;’3’ 4 3 m 8 @a?( ‘fg 7 si |
;da £F , 1a rel ation {3} et impossille par l'hypothdse ds récurrence

o

ginon, on pent écrire xizyi-%z : {E oh les I, et 5 z; sppartienpent

\
|
{
\
;
1

&2 ®; (3) s'éerit done ‘
s £ g %3 g i¢ . ? .
t » s
4} = e : - 9 Jo 73 Z
{4} i = éaf €:7. f’ Zi ci.aizi +24a, ;"i.‘*’;;'f’ﬁ
Ao L~ Yo 1es 5. -.«;',a
irerait de eelie

ce gm antraine dfabord Z{ ;742 i""@ , sans qucgi ca b
'a_c F , contreirement & 1'hypothése ; mals alors,
on (4) est de 1s méme forme gue (3], nals

5k
appartiennent & F , ce gui esi encore conbraire

s

i3

; iz proposition est airsi éezwm?éee

)

o

P e _gugune extoneion 8lgbbrique CId L . | .
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ﬁcas siions ﬁonner anssi une caractirisation aigebrigue des ¢OTDS

orﬁaanab es paximaux

THﬁGBBh? 2 Eﬁrain»86hzeisr} - £sgﬁmg;u;i¢mﬁw,:@ﬂm;ag;v@;”

&
éi%fé‘iﬁé “

dontrons en premier 1isw g

ue les co
X eat
_avec sa structure de corps, Lov
dtun 6lément de K

de K ;

garré
exbznsion algébriau, digtincte

& i*hyyatﬁése ; il en

e nbne, s%il sxist eit-uﬁ polypome ds degré impeir fe;ﬁiﬁiéa?ayanﬁ
aupune Yaoine gans K , £ aam moins un Pecteur irrsductible g de
degré impair 4 ; en adjoignent & E une raciue o de g , #{a) merait
une exriension algbbrigue de K , distiscbe de B et crdonnubie [prop.6)
conirairensst & 17 . ; dome E wérifis {Eﬁz} -

= . P S - 5o e o 3 % g ' e
< . sucune oxtension algdbrique ¢istinche de K et de Z{
B Ee = e s 5
pas ordonnable puisquse =~% dang ¢ COTps.
5 e - -
nhrer qus Ktl gl t fermé, il sgulflt

S S Fo Tie
e Loun Bely ?fvﬁg (51 &2&_;;?}%:

wh

e 7 3
(i),

un corps ordonpaple meximal, mual

ditions sont péoessairss ; #i

dfune &

(3 P

5
E ; szns guo

de alse

dlément = 2 O

sGraciurs &?rwér@

ueli,
ait ordoznable

v4sulte gue £ vérifis {K&f } -
affisertes sn provvent

horner é pzz&v@r que asux galgnﬁme dg ¥

En effet, E{i} sst uune extension : L

Wy rs 2
g2 E est néosa-

is cozps E{ JZ)

d'stablir

GOUDE-

{prop.7)

gua £

ﬁ@%trﬁﬁ@

{ =
§ﬁ

s
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galoisienne de degré 2 de K ; soit x - % l'unigue antomorphisme de

K(i} relativement & K , distinct de 1'automorphisme identigue ; soit
—F 1textension de cet antomuryhisﬁe & K(1)[x] (sutrement 4i%,

si £ = Z akxk T= Z e.kx ) Soit £ un polynome guslcongue

de K( i)[ﬁ} ; g=fF est z&n polynome de Kf;?i , car ses coefficients

sont invariants par 1%gutomorphisne X X ; 81 Eo & {1} est une

racine de g , on & f£(x,J=0 on F(x )=0 ; et dans le second cag, on

e aussi T(x, )=0 , c'est-d-dire 2£(F J}=0 , donc dans tous les cas,

£ & upe recine dens K(i}

Soit dome £ up polynome quelcongume de iz j . nmzmq gon deprs,
g étant impair ; si m=0, la proposition & démonirer est une ConSguUSnes
ae (t,{ 7, donc est vraie par hypoﬁh"sa. Hous zllons reisonoey par
récurrence gur m . 81 f£=f fm..fp , 0B les féﬁ {(1£k<p} sont irré-

w1

- duetibles, un eu moins des degrés dee Ly, nfest pas divisible par 2,

z
gans guoi n le serall, contrairvement i 1'hypothdse ; sfil existe un

£

= f}g dont le degré sst de la forme ?:'?cg? , o2l m et g? est impair,

v

.2 proposition : résulte de lfhypethése de 'ré@urmma ; DoUs DOUVONS

done nous veotreindrs au cas ob € est ix*ré ‘:f;.;%. ie dans KLX

.m.,{

Hous *agtili&@mm le lszme guivant :
1<4¢<n) les racins W@w nome irréductible

fe ﬁgz; | de depré n {dens ume extension algébrigusnment fermée de B:.}g

81 AcZ esgt tel gus les n(n-1)/2 gléments 8, =o; % }L.Qa., ‘j 3
= oo e : g i B

(1{1<3¢n} golent tous distincts, chacun des coIPE xii Bys) st
ide Qui e r°ﬂ . s 3 @
248muagug o :K{%%:ﬁz &y @3} ,
En effst, soit ) = K(a, ;00500+ gaﬁ} g SL st une extensicn galoi-

sienne de £ : ehsrchons les sutomorphliemes ¢ de ) oper rappert 4 K

gui leispent inveriants Bys ; 81 ofay)ee, , oloyl=s, , on =

Reda
3




a0

a’(ﬁig}—ﬁhk , ce gui n'sst pos&ibla que &l hed, k=j ou h=j , k=i ,
dfeprés 1'hypothése ; il en résulte qie llon e ﬁ{ai-mg }%img et
o*{’a.ig,j J=0s 0 4 dens les deux cas ; asutiement dit, tout sutomorpbisme de
SL par repport & K(B, ,j} est an esutomcrphisme de 5. par repport &
E( @i&é;m{mj }/ : lg rdeiproque étent évidente, le lemme est démontrs.

Revenons & la démonstration du théoidme ; soisnt Gy {i£ign) les
n racines (distinctes) du polynoms iréductible £ {dens uns extenmsion
algdbriguement faynée de K} ; avec les notetions 513 lemme, on peut

déterminer Jhe K el qus les n(nw)/;z élémente B, . soient distincts

1

Doefn

en sffet, le polynome {m,v%a,j»ahaa%}z ’%i&q&4”i‘&h&-&} ne peul &,tm identi-

quesent nul que si o;ta, = apfa, , ¢sG.=0a, , o6 gul entraline gue

= “ 3 & i3 4 8 7

%, &% o, sont racines de {E«ai}{zm%: , 8t 1'hypothdse h< k sntrainme
ient tous distincets, il suffit done

@, 0y a.jza.zg ; pour que les Qi 20

Ay A 3 2 = - D PR, R SR R R S T . ns
gue A soit distinct des rasinss d'ur nombre Iinl ds polynomss du

nronier deord nop identiguemsnt nols, at conws ¥ ss8t vn corpe infini
= o § 2

o L e o T2 par:
A étant simsi @ﬁaigﬁ.;.. le polynome g = | s {Z~8. 147 ® ses coelficients

dzng K , car tout automorphisme de @ paz repport &4 K permute les @

LR

ij?
< s : 2 - 2 ﬁ.ﬁ;};‘" P kK Wm“‘ ﬁi % oF s
done lsisse invarient g ; or g est 48 degré 25 (2 g-ij=2 ¢ , of gt
est impsir ; l'hypothcse e réeurvense prouve gu'il sxiste une racins
& % g o wie ¢ pers & P N als Feph O e e
&? g Q‘-‘.‘&uﬁj e oi 2 @ b ia%ﬁ!-l g?l:g‘?&s&%% y@ r %‘X@%ﬁé g E:i‘é}zg: 53' ‘.—ﬂﬁuﬂ i{‘%‘iﬂg 3 ﬁh&f} >3
e
Big ’%?’3;" est contenn dars K(i) ; dfaprde le lemmas, o, O, &% %ﬁ% sonh
2 . : L %
. e s oA
sussig conterus dans 2{i). four voir (ve o, Kii), on est done TERURE
& i, o, i ot oy o gl san @ g o ?”E e o 5 o e °""2.-}_, B {5 o f? ”"‘J’g
4 prouver gue itout polynome du second degré ITipibq . & coelficienis
R
2 e £ 2 o e 12& ATy m{ - i.a};-{:!ﬂ‘(' % ;“3& %
dane ¥{i), sdmet une racine dans E(i} : comme X™p¥ig =(X+ %) +{g- e

2

1% suffit de zontrer que tout élément a=biei de K(i) {;a € ‘:i;g cek; est

e
gh
B
]
£
o=
v
LA
o

1o carrs dion éidment wuwivi de K1) (ue K, vek&). Or,

. : ;32 5.2 9
(uivi)P=brel Gguivent & uP-v ve=b , 2wi=c , dich on tirs (u 4v° }‘fm% e




- 4%t .

2

+c2

d'aprés (i&%ﬁ} ;b est un carré ou l'opposé dfun carré, et la seconde

nypothdse doit &tre ezclue dlaprds (KO} (sauf dans le ces trivial

b=c=0) . Il existe donc d& X tel que 42=bPic? ; nmontrons guion

paut mma&r& ile syﬁt&sme é.“«aqua’cmm ungﬁa& - u 2 =b
goit e=1 , solt €==1 . En effet, ce umta&, pquimzsfo 8w %{&ﬁ-@-‘b) -

v= ’%(sdab} ; or, on a -pgi@i%b ) E{aaw = %{c‘z’,ﬂ b {fg} , Gone, ou bien
d+b et d-b sont tous dsux des cervois dans K , ou blen tous deux des
oppoeés 4s carrés,dfaprés ( ?{um} : oz prendys e=1 dens le premier cas,

e=-1 dans le second, et dans tous les cas on volt guiil exists u, ot 7,

L % - : = A o ;
dans K tels que uiz: ={ed+b} , ?gaz %s&«b} ; on & a*é-u;vg = ¢~ 5
dfcd 2u % = f ¢ ; on prendra a=u, €4 ¥= = v, C.C.F.D.

COROLLAIRE 1.~ Sur vn corps ordonnable msximel £ . il cxigte une

seule structure dlordrs compatible svoc la structurs de corps ds K ,

En effet, l'cnsembls P des éléments » 0 pour une telle siructure

P

dlordre Goit contenir llensemble ¥° dus narrés des Slémente de K ;

gorme X est réunion de k% et ds ~K° , et qufon doit avoir
PN{-P} z%;@} . o0 2 ndcessairenent ?mﬁz

Quand on considdre un corps ordonmmpable maximsl K , on peut done
toujours parler de sa structure dforde sans qulil y elt ambiguiteé.

COROLLAIRE 2.- Si X est wn corps ordoimsble meximsl. les polynomes de

z % gui sont irréductibles sopt Jee olynomss du premier degié et

j ; . 15 ) z : o : ; p
ynomes du second desré X +pibn tels aus ¢~ > 0 .
Pn effst, toube extension algdbriquo de K est au plus du escond degrs ;
ﬁ?m 2 5 .
A = o <
dtautye pert, el g- 7~ 0 , il exise ack telqus 2 -gw=a ,

&

2 45,

dlioh Eg-%op}gm = i’X—%% ~a X + -

mm




PROPOSITION 8.- Soit K pmp coTps 0200L
K[X] 91 a et b sont deux o omOnLS
et £(b) 0, ;_ oxiste ccK el cue a( c<b ot #(e)=0 .

Ls proposition est 6vidente si £ ent du premier &e&?réi Dens ie cas
~énéral, T est pz'ad;u..gt de polynomes (u premier degré et de polyncmes
de la forme (f‘*‘&} +;‘32 {cor.2 du th.2) avec 840 , et un polynome du
gecond degré ds cetie forme est >0 guel qu@ soit % ; i1 v 8 Goug
au noinse un factsur du premisr degré g de £ tol que glajs(®)< 0,
dtof 1la proposition.
ém Dxtensions maximales (fun corTns srdopnabls.
THEORELE 3.- Seilb

ordopnebles

e

gle, § pne sxbension de X {alge-

brigue on ’c%a@m&ﬁ;e} aledbriquenat fexuée. Pour bouts structuze

‘dfordre pur K compatible avec ls stricture i3 corps de K , 11 existe

upe extension ordopnable maximels B e X , gontenus dams S , telle gque

5=R(i}, gt gue la strumciuro dtordre le R ipduise sur K la structure

dfordre donnée.

d0it YI(- 1l'emsemble des extensicns ordomnables de K conlenuss
dans 8 ; il est immédiat {chap;?,§2,pmpe§) que WC , ordonné par

inclusion, est un ensemble inductif ; il = donc un éloment naximal B, ,

en vertu du th. de Zorn {Eng.R, é 6,3.@‘%0}, 11 pe peui sxzister dfexten-
sion trsmscendante pure de R contenie dens 5 , sans guol, df aprés la

To % ne serait pas un slément sazimal ds 0L : done 8 est
< ? @

o Pl T ; G gt 3
nas %A&wﬁa&z rlgébrigue de H_ . e ﬁ'r@ part, B, satisfaiti, nonr is
B o & e proh AT Cyges % e LA o o7 T

e A i e
shroseure 0 0X0Ie

& % it .‘ o e P > ay o L m T e A e % 2 %,
patible avec sa ggwgmm,m de oorrs, tous Slément = > 0 e E«gﬁ

s 5

st ,,zwz:*@ﬂ“zzim*ﬁam i #:,afm daps B, 3. ie th.2 montre donc gue R, est
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un corps ordonnable max;mal ot gua R (z) est une extens 1en algebfiqua~

, meﬁt Pornée Qs R : cgmme ellc est'camtenue dans S.3~et que.s sst une

Gﬁu&&ﬁ algeb rigue de R (i) , on a S=R {i}

7
-3 P

B Consi éx ns malﬁpenmnt le corps K¢ obteau par aigan@tlan g K des
recines carrées de tous les 81éments. 20 de K pour 1'ordre ﬁgmné sur

K ﬁﬂDiagrée la prop.7, K! est un carws ordonns ble contena dans &

en lai.&ppliqaant ce cul précéde, on elt gutil existe une extension
ordornable maximale B de K! , contenue dane S et telle qus S=R(1) ;
or, pour l'ordre ds R , los 6léments Ce K positife pour 1'ordre donné

sur £ , sont sncore positifs, yuﬁsqu* s stt carrés d'éléments de B

Le théoréne sst donc conplétemsnt &amfnure,
- 1l existera en général vre infinité diext ansians R possédant
- les propridtés Znoncées dans le th.3

7. Hotations.

W
e
o)
Py
@
0
T

ordon mmhle mazima. tsaﬁ flsm»nz 8

b > 0 il'sutre racine de x=a éiant -b);

on réserve la notetion (B & cet élement b ,

g"
B
s
e‘?‘
L9
b
Q
gw.?a

- ap -
-2 ast stric

aﬁme%,“&@ayfég ia y?@@ 8,

2

in
gutfon a mee par »Efiz

t@ dans X : Q&ﬁluﬂﬁ goit
aﬁ%ﬁ .
=3 , adwmet donc pme
. IRl
e 6e 8 , ot gu'on note \J a.-,
ey we L s e S 2
cxtension Ki(l) , oe i est
bensicn galioisienne de dsore 2
s £ %
* tont slfpent zZelBii)
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écrit dlune senle ranidre sous iz forme 2z=x+iy , od x et‘y appar-

tisnnent &4 K ; on pose x=R(z) , v = J (2) : ZR et g/ sont des

9
§

formes linéeires sur K(i) (considéré comme espace vectoriel sur K)

Le seul conjugué de i (yelatif 3 K. distinct de i est -4 ; le groupe

de Galois de s k(i) par rappori & K se compose done de l'automorphisme
identigue, et de l*a&tomorphisms gul fait correspondrs & z=xtiy son
A SIS $ . gl q * ﬁ gy PN
conjugué x-1y , qu'on désigpe par z ; on notera que Ji(z)= r‘(sz; -

) = =7 {2-Z). La porme N(z) de z relative & K (chap.V, § ,nﬁ?; est

2 - e :
zz=% +§ ; elle est positive pour toute siructure dlordre sur

J

:""N

compatible avec la structure de coips de X , ot la relat

53 tout élément a2 » O de K &8 une racine carrée 2 O daps K (guiom

Ja), 1'élément positif J B(z)= 2z ee réduit & las valeur

zbgolue de z lorsgue 2z cK ; aussi,‘;aur tout ze Kfi) | poss-t-on

N_.,_...uu- oo

éi'

gﬁiz} ; et appelle-t-om cet & *mant ls valeur absolue de

Z :ona ggz?gzgzge}z?g ; G'aprés le propriété correspondante des

s ; on outre, on a 1'indealité du triansle
f=4 i gbatl 7 s ¥
= 2 e

En effef, 1'inczalité

-¢tant évidenie si =0 ou 2z'=0 , on peui
{,

#0 : on divissnt par 2 , On 56 TanéNs A DProuVSr gus

thel < 1 inl gmximfwirmmwﬁenm&m %ﬂﬁ‘g?+@&§%guf

cr, | o _@ﬂm}:z + uwil ; tout revient donc 4 prouver
4 7 {MWZ
que u=xtiy , cette relstion s'écrit y <’JK¢+§

o

5",«5.«'@ A *‘ i, ”v,.s,%&i‘ L




9 3. Divisibilité dens un coTps.
Anneaux arithmétiq,@es et arnezux principavx.

1. Belations de mvz,sz.illté dans

Soit K un corps commutatif, A un anneau contenu dans K , et cczztenan*
1¢¢lépment unité 1 de K . Dans le groupe multig}ﬂ Q&tﬁf K des éléments
e K , considérons l'ensemble P=A [} K éeaéiémentsf()' de llanpean

A :ona 1€P ot P,PC P , donc P est un -

{34 {3“"‘1 contenu dans le groupe k7 ; i1 définit par suite sur ce
dernisr une structure de groupe ( maltlpllcatzf) préordonné. Liensemble
"=P P, sous-groupe du groupe muliiplicatif K , n'est autre gue le

&1éments inversibles (dans A) de 1l'anmneau A ; on sait

- une structure de groupe ordonné.

51 = et y sont deux 61léments ds P , la relation xy”1 € P (qui, par

2

s . Ky .
ue, dans le groupe quotient K / E , le semi-groupe P/ B

3&;@ au guotient, donne la relation dtordre dans P/E) est éguivalente
g €L tel que x=y2" , am:rement dit signifie que y divise X.
cette terminologie, nous diroms qu'un &lcment y—ia de K

slément xc K (relatlvamanﬁ 1'anneau A) si Xy 1e B

8 K * - ee"ct@ relation nlest autre qus la rela,twn réflexive

neitive gui, par passage au guotient, donne la relation dordre

K%{E ; nous la notercns yix ; 6t sa népation 3 Yz ;

X'

cma encore lorsque ¥ divise x , que y est un diviseur de X

. Ona xé() pour tout Xx€ k" . Ltétuds de 1=

qus nous appsllerops la théorie de la divieibild

5 llanneau A) . Les &léments de A ne sont autress

; dens ls théorie 48 la divisibilité, on les

o d'éléments emtmrs, Les élémente du groupe E sont les éiduents
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de A qui sont diviseurs de 1 ; on leur donne souvent ce nom !(\eu encors,
par sbus de lanrege, le nom d’&niﬁég‘, de 1tapneau A , guand auc_;une con-
fusion nfen résulte). La relation FPx|y et yix“' &guivaut & dire |

que % est diviseur de 4 (ou ercore gue, daps le groups maltiplicatif

K* ; x et y sont congrus modulo le sous-groupe &) ; on dit cncore dans
ce cas gue x et ¥ sont dee éléments associés de £ . Lorsgue x divise

y mais n'est pas associé & y , on d:re gu'il divige strictecent y ou

est un diviseur strict de y (et y un mulitiple atrict de x).

La distributivité de la mul%iplics;ticn par rapport & l'addition
dans A entraine 1'izportante propricté suivante :
PROPOSITION 1.~ 31 x|y et x|z , 2.0Is zi{y-z) .

Tn effet, oa & y=ax , Z=bX , of 1 et b sont dans A , done

v-z={a-b)x et a-bDEA .

@orollaire.- 5i x|y et z’%’z . sors x }{(y«»z) .

,

i

Sipnon, x divisersit y-(y-z)=2 .

Inversement, toute relation ré’lexive et transitive x(o)y dans
% (o8 x=0), telle que x(c)y eitratne =zzlclyz pour z#0, et que
nx(o)y et x(c)z" entraine x(c){y-z) est une relatior de divisi-
pilité dans K . En effet, l'ensemble A des zc K tels gue {olx
ﬁ;ajbisfait aux relations A-AC A 'a‘c, A.Ac A , qui prouvent gue A
o8t un anneau contenu dans K sb tel que 1€ A ; dlautre part, si

- z(ojy et =0 , oo & i{ s}yz“é ione yz{"?,g,_fa. et x%é@i?rc»qmm@nﬁ .
xlody est donc identigue & ls relstion de divisibilité daus K |
par rapport au sous-annead A .
Dien fie;:cm & chaque sous-zoneau de K contenunt 1 correspon-

ira dans K wne Shéorls de 1s Aivisibilité différonte.

lous pogs limiierons dans ,f,sé gui suitl m cas ob K est le coTDs ges

;ﬁacgieﬁs de 1lfanmesu A ; los éléments de K sont alors dite éloémentis

s
L
A
S A




!

d
S gy

4

fractionnaires ; on salt (chsp.I, §9,0%) que tout élément de K peut

alors stéerire sous la fcmé% , o8 3 et b sont ggjiers' (b0} ; om dit

gue cetie expressio: est la frgeotion ¢e numérateut a et de dénominstour b

13 revmnt au méme de dire gue le grmpe ordonné K / B est filtrant
(% 1,0n%,prop.4).
Lorsque x et y sont deux élémenis de l'anneau & , ila relaticn :Scjy :

s*g,mfle que y appartient & 1'idéal pI ne:.gal {(x), ce qui s ecmt y=0.

\mod;(z)) : 41 revient au méme de dire qus llon 2 la relation (v ()
entre les idéauz principsux (x) et (7. .

‘ Etehdant 1z notion dtidéal princips’l, nous dirons que, pour tout
x<cK , l'ensenble des éléments zx , of. z parcourt A {autrement dit,
l'enserble des B tzgzes de x , ou encors le A-module 4.%) est unm

principsl fractiomneire, que nous noteroms (z) ; lorsgue X€A ,

on éit gue 1'idéal principal {x) est entier. Alors la relation ;xgy est
éguivalente & (3) (%) ; pour que (x*-(g) (#{0)), i1 Taut et il suffit
gue X @’L - soient gssociés de K L*applicatien x —> {x) définiti donc,

par passasce eu guotient, z;;zza, apyl'e cat’ on biunivogue du r"m:zpa orionné

* - : 3 :
K ,f E gur liensemble (? des ::,dé s pmmzpaux #0 ; en zz'-ﬁaapara
. ¥ P
tant psr cetie applicstion la structue de groupe de K f E & )

£ de deux idiaux principaux (x) ,(y) comme égal

e

)
& 17idéal principal (xy) ; muni de ce te lol de composition et de ls

‘ & : ? v % : ' m% T, -lea - =
relation dlorére (3) c(x), 0 es: donc u s:mu*pea ordonné (multipli-

SL e Rg B '

1 ?3.,??5“ lﬁ&w}{. Prar L.’;;,r COLB TES Jﬁf & 7 dn cirps 0eB T Tacuions % ds A
e SR e L i W J o e et A % e Y
L0, CB gui Tevieny g meno, .iﬁ‘ Zraun }fn : ., & auo tient ce 4 pal ue
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le groupe des éléments inversibles de A) est un groupe ordonné
décomposable (91 ,n°’é1 déf.10).

Hous verrons un peu plus loin que l'anneau / des entiers ration=-
nels st un anneay arithmétique, ot que tout anneau de polynomes sur
un anneau arithndétique est un sannsau arithnétigue.
Hous commencerons par traduibe les principaux résultats du § %
rslatife aux groupes décomposables, dane la terminolégie propre & la

theerie de la divisibilité.
Le lecteur verra de lui-méme pour lesquslles de ces propriétés il

suffirait de supposer gue le groupe K%ZE est réﬁicnlé ; nous nous
bornong ici & étudier le cas, de bsaucocup le plus important dfaprés
. les exemples gui précédent, ol ce groupe est décomgosabieg
A la notion de borne inférieure (resp. ugerieure) d'uvne partis d'un
grauge ordonné additif correspond dans le groupe multiplicatif Kt/a
ordonné (par la4rel&tion déduite de zgy par passsge au gquotient) la

notion de plus grand commun diviseur {resp. plus petit commun mu ple)-

de Pacon précise, on dirs gulun élément de€K est plus grand commun
diviseur (en aurége p.g.c.d.) d'une partie X de K si d est diviseur
de tous les 6léments de H , et si tout élément qui est diviseur de tous

- o o 4 = o 2 : 5o 2 < 4
les éléments de H est aussi diviseur de d : la clesse de d dans K' /¥

o5t donc borne inféricure des classes des &léments de H , et si 4.4l
sont tous deux D.g.o.d. d'un m8me sasemble H ; ils sont gsgogisds.

s

De méme, on dira gque meX est plus petit commue multiple (en sbrégé

p.p.c.m.} Ge B 21 n est multiﬁie,%a tovs les élémentis de H et si toulb

élément gui est multiple de tous les Sléments de H est muitiple de m .

e84 e 3 2 2 g st < ", "'E e o 9.”’;% wﬁt e %t f o wn E}Z@
33 {.3‘ S8 i«iwapr«':;e&a L une XJQ&L%L% %2 0e 3 4 & S P‘pwﬁamw Mt LI ensen =

1
3
]

( 81, prop. 5).
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Conme K / E est un groupe réticulé par hypothése, tav:te partme finie
ds K* admet un p.g.c.d. et vn p.p.c.ri. En outre, on & les proposi-
tions suivantes : '

PROPOSITION 2.- Si H gt B' gont deux partics finjes ds K, @ (resp. 4)

un p.g.c. 4. de H (resp. A'), dd! es’ un p.g.c.d. de HH! . .
“Clest 1a traduction de la prop.7 du g 1. , |
COROLLAIRE. - Le produit dd4' eost gussi p.g.c.d. du A-modulé 'enge;zzdré
par HH' .
Cl'est une conséguence immédiate de ‘a prop.t .
‘PROPOSITION 3.- Si 4 est p.g.c.d. de deux élgments x,y de K , &P est

\

p.2.c.d. de = gt 7 pour tout entier vatiomnel 2 > 0.

€x
4
(i)

B u&laﬂw 5i x est un Siément de K teol gue X s x- soit entier pour

yn eptier rotiopnel n >0 , X sat »en';;ier,

Ce sont les traductioms de la prop.J du 31 et de son coT. 2 .
 PROPOSITION 4.- S‘;. d est un p.z.c.d. de detx 6lnments X,y de K

xy/d est Pep.c.m. de X et 7.

Traduction du. gor. de la prop.8 du by‘i .

::Jcms isissons au imzteur ie f;cin de traduire &e 1a méme maniire
leg propriétée dlassociativits et de ;3.1 tributivité réciprogue
{%%"mr,z de la prow.i1) des opératl :: 5 sop et inf dems un groupe

réticnib.

3, Entiers relativement premiscrs dauns un ennesu arithméticue,

réticuld =dditif correspond, dans un srnean srithuétigue cel 1le d'entiers
m‘zw tivement premiers. HNous diroms gie n entlers X, é‘f;,"é«,g‘ i %Zg} SOnG

ml@ tivement premiers. cu é;‘em TS en ;e enx (on emcore pszg gnire

/
2

8ux dans "ﬁmyf ens &m@&w; pour e@'mt%z* woute f*&m“‘wmm} gﬁ, st un

p.g.c.d. «ie ces n ,;leszﬁ@mgﬁs S% pour tout 1 ., y; est un ex ntier
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divisant x; , et si les x; sont premisrs entre eux, il en est de mbme
des I |
~ Les propositions suivantes ﬁraduxse1t les propositions du § 1,
°9 relatives aux elements Stransers :
PROPOSITION 5.- Bi x,y,z sont trois eatiers tels gue x et ¥ salent
premisrs avec 2 ’ Xy 2st premier avec 2 -

COROLLAIRE.- Si x et 7 §ont gremiers sntre eux, XP‘;g v% sont premiers
entre cux, ouels que soient les entlers ratiompels p >0 ek 4 O

PROPOSITION 6.- Sojent x,7,2z irois satiers ; sl = et premier avec
v et s'il divise yz , il divise z .

PROPOSITIDN 7.~ Soit d za p.g.c.d. 43 deux &léments x,y 8 K ;
lsg entiers zyd. et y/d pgont premiers entire eux.

A AR R IRTIED

PROPOSITION 6.- Soit {a; } vne suite f;nlemﬂ;wmw_

cuz deux & deux ; si x est muliiple d3 chacun des &, , il est mmltigla

de leur produit.

T1 gufPit de raiscnoer par TOCUYTENo Sur le nombrs n de termes de
1a suite (&), is proposi izion étant triviale pour n=1 . Comme &, esti
prenpier aves a} vour §:g§; =1, an sgt premier avac a@az.a, et
dfapres la prop.H ; par T hypothése x e3t muliiple de a, , et dtautre
part % est multiple ds agag;a,aﬂw%vd?zgrés i?hg@ethéae de rTéCcUTTEnsS ;

donc, comme le wroduit de deux entiers premiers entre sux est p.p.C.30.

s ves entiers ( %%,cor.1 de la prop.13), = est maltiple de
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deux entiers gremiera entre euxv(prog,7 et tels que X:Q/q ; une telle

expression de x comme guotient de deix entiers premfers entre eux

est dite irréductibleQ
SROPOSITION 9.- §i p/a est upe expression irréductible glune fraciion
a/b , a est multiple de p gt b multiole de g .
Bn effet, on a ag=bp , donc g divise bp , et comme il est premxar
avec p , il divise b (prcp.é} : si 021 pose b=dq (d entier), on a a=dp.
81 p/q et Y/ q’ sentvdeux expressions irréductibles diune méme
fraetlon; p est donc associé & p! et g associé & gt .

5, Entiers premiors dans un spneau scithméticue.

5 1s notion a'élément premier d'un groups additif ordomné (%1, n%10) .
eor?aspond§ éana Ln annean éﬁintégriéé A ayant un élément uﬁité, gelle
dlentier premier : un entier p#0 non diviseur de 1 est dit premier '
si la relation ( §xy (zet 3y entiers) entraline “pgx ou p}yﬁ .'

Coxme 1a relation ”*z est éguivalenie & zelp) ; oD peut encore définir

les entiers pr amierﬂ pEA comme ceux gul pessé@ent iz propriété gue

5§%ﬂﬁ¢aﬂ guotisnt &j{y} est vn gnnlau d'ints grl%e,

HEL R A At e

De méme, & la motion 4'6lément minimal dfun groups ordonné =Aditif
£}

{g ,0%10) correspond, dans & , eells dfepibiey indivigible : un entier

vi0 et non diviseur de 1 est dit iniivisible si les seuls diviseurs

et =
‘«; B

o g > % 4 2 % y s e o - o e g o g e 2 b L
de p sont los diviseurs de 1 et les snoiers apgnciés & v . Dans Un

apneau 4fintésrits, touil eantier ﬁ?@ﬁi@f est indivieible ;g 1,proB. @,}

e

e LE g L Ly : .
s réeiprogue st inszecte en geénéral (cf, exerc. 1

e o i S A e I i e A P sl S O e e
sont rolativement premiers. @ Ld défia itien dec snneauxz arithmetiguecs

donne *3 proposition suivanbe

5
*Q
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PROPOSITION 0.~ Soif

arithmét; gus A , tell tel e gue tmz:t epticr premier de A soit : seeié & pn

G

; &L gue denx ¢ gr: : g distinets ne soient pas

ecesian

ﬂgaclgs. Tcmt ele,zaezrt x%o du corgs des guotients K de A mv’c alors
& sous l1g fome

4
ofi o0 et un diviseur de 1 dans A , ef les n des entiers rastiomnels,

o pombre fipi dfentre cux ; pour gue X goit emtier, il faut

et il suffit gus n, » O pour tout < .
Le second membre de . {1) est appele ia 4é CORDOS ;t;ésa de x en Factenrs

premiers. Lomgue x ost entier, et cu'on connait sa décomposition

on facteurs premisrs, il est facile (e ééte.:mmer tous les entiers
gul divisent x : co sont les entiers de ia Torme A ) p@*’ ; on
s;m?,éa@ pour tont + , et ok A est un diviseur &,.; 1 guelcongue.

le noumbre des classes (mod.E) des diviseurs entisrs de x est done

v (x) = TT(}:‘» +)

]
&
5 i % 1 - 5
Btarnt domnés deux élémeunts x = &TTE " 3, 3=6 E § 2 de K,
5 'L .

o

.

L

décompesés en facheurs premiers, les p. g c.d. ae % ©% v sont les 616~
2

N , :
2/, les D.p.c.m. de x ot ¥y sont les éléments

75 3

: 6, B, vyet O otant des diviseurs de 1 guel-

- o
WM%%
s R TR YT “ & Y S i A S S e e G S P P
 DEFIRITION 2.- Op dit m%:z: aongen dliatésrito 2 , gysnt un cligent
i s Ry SR s PGS an LI e R | & L
uniis, est un szg‘z& ap principel, lorscue toub “Qéﬁi z:'i:% A est un

T un oo “’?ﬁ gueiconous £




= 53 =
des annesux principaux ; nous reviendrons ci-dessous & 1'étude
de la théorie de la divisibilité dans ces deux anneaux.

TURORELE 1.- Tout anpeau principal est unmagn@agﬂgfitnmétigus

A -~ % v A & J 1??' °
Rous allons nmontrer pour cela que 19 groupe ordonng 239 des idéaux
principeux fractionnaires =#(0) du corps des quotients K de A est un

groupe décomposable, en appliquant le th.t du §'1. Prouvons en pr»mier

| | %
lieu qus %? est réticuld ; soient (a) et (b) deux éléments de J
on peut écrire a=p/r , bua/r ; 0% Dp,q,r sont entiers, d'oh

La)=(pi() ! et {b;m(q)(r) , tout revient & prouver gue les idéaux
; * :
principsux entiers (p) et (g) admettest dans 533 une borne inférieure

J

P
{oour la relation d'ordre opposée & 1l relstion d'inclusion} : or

e

¢

{p}{g) sat un idéal ds A , donc prinipal par hypothése, soit

) g )=(d) ; pour tout idéél principal {(s) tel que (p)— (8) et
a)c(s) , ena (prlg)c (=), don: (d) g:_{s} , ot inversement
et (a) < (p)+lg) ; 1tidsal (d) cst donc bien 1a borne
e (p) et (q)

*
lieu, montroms que le groipe ordonné <g9 satisfait & la

Lvs)
L
A
O
s
‘-Jn

condition (T) du th.1 du S1 : cela rsvient a4 voir ici gu'il ne peut

zxister upe suiite infinie f’an;) dtidsaux fractionnaires prxmblpauy

, els que (an}c:{b} et

ﬁaar %Qﬁt 7 . En efieﬁy ces bypothésgeg entrainent que

; considérons igiééai de A

n 3 Par aypothése, c'est un idéal prznela'

ition de et idéal prouve gu'il existe un

-%4“+ﬁ.c gcqms Ay

DOUT <:§ . Pour tout 1 » p; on & done

gopt entiers d'oh

niticn dggn_, done {a}x(cﬁi ; par suite fous lﬂs
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los idéaux (cnj sont identiques pour n 7 D, ot il en est de néue de
tous les idéaux (a,). |

Comme la relation 2|b équivaut & (b)) c (8), les idésux maximux

(chap.1, 28 n°7) d'un anneav princz.p&l A sont identiques aux idéaux (p)
engendrés par les léments premiers de A ; pour tout élément premier D
de A , l'apnoau quotient A/(p) est done un corps (chep.I, §9,th 2).
fela peut encore stexprimer de 1& ma.uére suivante :

PROPOSITICR 11.- Dens un snneau grznzeigal 4, soient p un extier premier,

2

et b deux entiers %els gue a %O ‘mod. p) ; la congrbence
=b (mod. p)

a dos solutiors dans A ; si x_ est 'we de ces solutione, toute suire

B e LB D yw— 0

solution eg‘; de 1z f@r@g xtkn . of k parcourt A .

{ }f}b } désipgne la fanille des [.déaux maximaux {principsux) de A,
tout idéal fractionnaire (principal) aa;é{:)) de K peut slécrire
'une peule maniére sous la fwme

ok los o sont des enticrs muwnﬁe..s positifs ou négatifs, puls &

PROPOSITION 12.- Soi% A un anneay pr.neipal, K gon corps des guotients ;

siagt b %mi deux ¢léments #0 de I , d un p.g.c.d. deagih

i1 existe deux eptiers Dp,q de A “.els gue

2 g 'e,?’ : 3 ‘ 4 -

Pl 3

{d) est la borne i@fériew y de (p) et (q) dans le groupe

et on 8 va Gsns la d'monstration du th.1 que cette

u princ .pal A , si a et b sons deux

il ex .ste deux entiers D ,a tels gue




COROLLAIRE 2.- ﬁgnsﬂﬁawszseauﬂ;

(tels que ab # 0), 4 un p.g.c.d. éﬁm&ngﬁ;ﬁ ;
gotiers =,y daps &' tels que
(6]

En effa'i;, ia relation (6) exprime que c appartient & 17idéal

\%}J"(b\* = ((i;

ax + by =
ne ¢ soit multlgle s d .

®

On généralise suesitbt la prop. '!2 ot ses corollaires & un

noxbre quelcongue dféléments de K

7. Divisibilit

%‘ L 3

dans l'amesu Z .

F)»

ligus avons

un annesy prine

£

e

ipal {chap.I, ¢8,n 95y, Les seuls diviseurs de

b3

3634 rappelé que l’anne(u Z des entlers rationnels est

4 dens 7

. les nombres rationpels associés & un nombre r sont

Lorsaun’on parle dtun diviseur (resy. multiple) d'un entier rationnel

% 7

_multiples) gui sont >0

%

> ¢ , on sous-entend dtordinaire qu'il s'agit de diviseurs (resp.
deux entiers >0 ont un seul p.g.c.d.

(resp. p.p.c.m.) qui soit >0 ; clest de ce nombre gu'il slagit

}mﬁgﬁfw Paz arle én ﬁfeg.acsc,a (res@ dzz P-p.C.1. ) de deux entiers )0

%}m

ents premiexys 20 de 7 sont appelés pombres prem

iers

_ationnels {ou simplement nombres “gz‘e:fﬁi@:?sz ef.enop.I, 98, zza’?‘ : tout

M

Licpsenble des pomlres premiers cgi infini,

123 cuj. Considérons e mm:z*e; w“*gz;%pg @A :
7 s

Zons

22t done de l:¢ forme p ow -p , OB D est un

1'absurde, et supposons gu'il nly ait gque n nombres
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. Divigibilité dans les snneaux de jolynomes.

Hous avons vu (chap.IV, 3 ) que 1’anneau K{X] des polynomes & une

ndéterminée sur un corps guelcongue {commutatif) K est un anncsu
prineipal. Le degré du produit de dsux polynomos fO étant éz8l1 & la
somue des Gegrés des facteurs, les diviseurs de 1 dans K[ﬁ] sont les

éléments #0 de K (polynomes de degré 0). Les éléments premiers u

e

oy

de Ei}é sont les polynomes tels que 1'idéal (u) soit maximal, donc

les polynocmes gue nOus avons appelés pblgncmes irréductibles (chap.IV,
2 ). Tout polyuome du premier degrs est irréductible ; la réziprogue

iest exacte que si K est algdbriquenent fermé (chap.V , % 33.

SROPOSTEION 14.- 81 £ et g sont deux polynomes do X [X), de desrss

respectifs m et n pop tous deux nuls, et 2i h est un D.c.c.d, de f

p oifet, ls prop.i2 montre qu'il existe deux polynomes ua, v4 de

iiﬁ; 2ls gue ben,f + v,g ; 51 on divise u, par g , om peut Scrirs
1,=pe+tu , 08 degudn ; ona h:ufv(pf%v1)é ; 81 on pose v-—--pfd:—w.r,3 -

o5 & ve=h-uf , dove deg(vg){ mtn (le degré de b étent au plus
égal au plus petit des degrés de £ e% g) ; d'oa deg v{(m , c® au;
achdve la démonstration. - /

E 4.- 8i Tet g sont deuz Eulxgomes Eremiers entre eux

derrés respectifs m ot p pon tous deux nuls, pour

ot un seul u de degre Z 1 et pn polypome et um seul v

&
]
f s

ls gue lton ait iduntiguement (7)
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En effet, il existe deux polynomes 1427, tels que

diof h=hu,f + hv,.g ;

1=0,F + v,48 ,

divisant bu, pir g , il vient huengﬁu' ot

deg u<n , d'oh beuct(pftv,)s , ot si verfihv, , on & vgsh-af ,

d¥ot deglvel<mtn e3 dég v<m .
d@g&2<netaegv2< m,ona (

premier svec £ , il diviserait U=, si ce dernier polynome était #0

‘mais cela est impossible puisgue

=, et vzvg <

et g dens 1'snpoan K [x], best

up sur-corps d; K ;

r

51 maintenant on & b=u,fiv. g avec

comme g est

v, )E =(v,-v)g ;

2

d.egfu«uﬁ(c’ieg g ; donc on &

gi h est p.g.c.d. de T

encoire p.g.c.d. de T et g dans

1'annean K’[X‘g
En

3

(o
]
5
(483
ey
o

oit maintensnt A un anmeau 4¥intég ité
zlors liznpeau A g.}:i ¢ées polynonmes &
jemeis un anveay zzzz-za.z.ﬁa,., ; en effet, si
non diviseur de 1 , 1%idéal (a)H(X)
daons r 353 cary sig:az_ avait (sl (%)=

& s
e
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sffet (7) montre que h sppartisn; & 17idésl (f)ﬂg Y damns K’[X]
sont mulsiples de b dams K° [:{} , on g {(h=(£}+(g) dans

gui n'est pas un cOIPS ;

ipdéterminée sur A nlest
a2 st un élément de A |

16 peut &tre un idéal principsl
) , f sersit néﬁessairémenﬁ ‘

11t . ple de £ , T dovrait &tre divi-

aucun multiplie de g ne
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La néeessité de cette condition est immédiate : en effet, si aet b

sont deux &léments de A tels que e divise b dens 1'anneaun AEXJ , & divi-
ge b daug llaonneau A ot réciproquemen’; ; comme deux éléments guelcongues
non nuls x,y de A on% par hypothésze un p.g.c.d. 2 dans A{xj et que z
ne peut &tre qy?un polynome de degrs O , clest-a-dire un élément de 4 ,

7 est sussi p.g.c.d. de x et ¥ dans l'annesu A ; donc le groure 253%5
aux fractionnaires f(O)'ﬁu corps des quotients K

en outze pour tou’ élément a40 de A il ne psut

|

-

dens liannesu A[X} gu'un nomhre fipni ¢'idéaux principaux

@
v
e
m
o
&
e

-

antisrs contenant a ; un tel idéal étant engerndré par un élément de A ,
: 2 = Tk
on veit gue dans le groupe o , 1'icsal principal (a) n'est contenu

. & *
cue dars un nombre fini dfidésux entiers, donec ’% 1,60.1), é

montrons gue la condition est suffiﬁante. Etant donné un polynomse

e
: = 1 S
£(X) =ﬁ2’saki de i[ﬁé , nous appelle*ons contenu de f un D.g.c.d. des
=G

cients non nuls de £ ; un polynome ayant pour contenu 1 sera dit

%
, primitif ; si d est Qﬁ.GOﬁ?eﬁﬁ de £ , on peut évidemment Scrire
PiX)=dpiX) , 08 g(X) = ;Z 'éirx est un polymome prinmitif ; réecipro-
guement, s8i g est primit?%ésﬁtiéi€ﬁs dg a pour contenu 4 . Cela étémt;

ons allons établir 1¢ leume foademem.a? suivant :

enl £ 2t g 48UX DO _ynomes nop nuis de K]A?

: le procuii dd* est un cor tena du

nreodnit  Po

P S R RN o 7:3

11 est clair gue d¢! divise tous les cogfficients de fp ; si on pose

s ) A V ] "r» = “ - 5 i L . 3 =
f=df , u=Gg, , tout rsvient & montre: gue f,p, est un polynems
%o : i o ; i

R 2 ‘i 5 5 } VR = - T o o = i
soicnt a; , by les clizaes {mod.p) de 2, 8L b, Ga2ns ilannsan Afap} : |
3 . g5 g8 i b Lo &

.. . .




st posons %1 = ékik . g1 7@53 b; = . par hypothése les polynomes
%1,g1 de \A/(p))EX] sont #0 et lgur produit serait nul, ce qui est
sbsurde, puisque A/(p) ost up annesu d'intégrité (chep.IV, 2 1
I1 résulte de ce lemme que, si f et g gont deux polynomes primitifs
de A[Z?g tels que g éivise £ deng 1'anneau K[?] fyg est un polynome

primitif, donc g divise £ dans l'anneau A[?] en particulier, les poly-

o
&
&

1cmes prinitifs qui sont des éléments indivisibles de A[;] sant identi-
ques aux polynomes primitifs et irréductibles de K[X] done, les
' indivisgibles de A[X} sont les éléments premiers de A gt les
polynomes primitifs et 1 rréductibles . Or, un élément premier p de A
ne ?etﬁ diviser le produit fg de dew: polynomes de A[i] sang diviser
1tun d'eux, puisqu'il divise/le produit des contenus de f et g ; donc

remier dans A[X] . De méme, soit h un polynome primitif irré-

%5
(4]
&
o
3

ductibls gui diviese le produit de denx polynomes f—df1 - g-‘--dg;,é , ot d
et 4! sont des contenus de f et g ; I divise'f,‘g1 dang 1l'annesu K[X] s
3tant irréductible, il divise aussi 2, ou g, dans K[X}, et comme il
ost p%* mitif il divise £, ou g, dans AE?] ce qui montre que h est

un élément premier de A[X] Pour epsliquer le th.1 du 81, il roste

4 wbrifier 17 sxicme () ; il est immédiat qu'on peut se limiter au

cas dlune suite (fn) de polynomes grimitifé de A[ﬁ}, telle que

2@ guel gue soitn ; 8i £ i n'est pas associé a f , son degré

zst ghrictement infe ieur & celui de £, ; donc il existe un n_  tel gus

£ soit as%cié & £, pour nyn, , sus quol la guite dos degrés des
,:ﬁﬁ Sk a&t daﬁ?&iasanve ot surait ume infinité de termes distincts.
ie th 2 =8t donc complébepment démontré.

Paur avoir une décomposition en fazteurs premisrs dfun polynome

o
@

: &i j of. 4 est un contenu e £ , il suffira de déeomposez d

on facteurs premiers dans A et fﬁ on facteurs l?f@dﬂGulbl&%

|
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(qu’on peut tonjours prendre primiti’s, puisque ile produit de leurs

contenus est diviseur de 1) dans K[’]
Ce résultet pout stinterpréter de la menidre suivante : sppelons
fraoction rationpelle prircitive dans.K(I) une fraction qui est
ézale au guotient de deux polynomes pr;mitifs ; i1 est clair
qus ces fractions forment un sous-groupe H du groupe multiplicati
: R* des Pfractions rstionnellss =0 sur K . 5i E désigne toujours ls
groupe des'diviseurs de 1 dans A , on voit donc gue le groups

multiplicatif B*)fE est isomorphe au produit des groupes

k' /E et B/E.
PROPCSITION 15.- Si A est un anneau arithmétigue (en particulier si A
ast wn corps), lapncsu a[xy, Xa:-w’%] dos polymomes & n indétermindes

sur £ gst un annoau arithmétigue.

ot

11 suffit dtappliquer le th.2 par récurrenc® sur n , en considérant
;;m@«ae; i comne 1'annesu des polymomes en Xr sur l'snneau

i »ij

<Y Applicationz : 1.

e

(1

nsemble de définition d'une fonctio: rationnelle.
Soit X un corps commutatif ; comme 'K[;Q,..,Xn] est un annesu arith-
toute frection rationmnslle ré K(X1,..,Xn) peut s'écrirs sous

ductible (2%4) fn/g0 , o8 f et g4 sont deux polynomes

-t

u.ipramzers entre eux, 1éterminés & un facteur constant

&3 : en ﬁ@ﬁf@, gi © et g sont deux autres polynomes tels gue r=Ff g,
i1 eriste un polynoms b#0 tel gque I=hf , g=hg (prop.9). Cela étant,
s sorps K soit infini ;slors l'ensemble A des points
‘tels guo géiggsqangzﬁ)fﬁ _n'est pas vide (chap.iV,

v , 1lensemble A d3s points ot g(xy,...,%,)J#0

bone, parmi toutes les fanctigns raticagg;lee

correspondent & la fracltion ratlannql .
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la fonction (xﬁ,,u,xn‘—$>f (xa,qa,xnz/gc(x%,,.,x ) est celle dont

l’ensemble de définition ﬁ A, est le plus grand ; quand on parlers
désormais de lg fonction rationnelle correspondant & r , =sens autre
précision, il sera toujours sous-sntendu gue cfest de la fonction
rationnelle precédente qu'il s'agira. .

10. Applications : 31 Décom2031tion asgnopique des fractions rationnelles

4 une indéterminée.

Soit { un corps ccmmatatzf » une f-action rationnelle 4 une indéter-

minée sur K ,'fjg une express;on irréiuctible (%) de r dans le corps
; v, 3 Y e

K(X) ; on peut écrire g = o;’ggzg.,,ggm’, oh les Y sont desg polynomes
irréductibles de K[F} déterninés & n facteur constant prés, les Ji

des entiers rationmels > O bien détsrminés. L91dant1té de Bezoutb
¥ S
(prep 414) appliguée =ux polynomes preziers entrs oux g1 gézgc. g%:i

ot gm montrs qufil sxiste deux polyiomes U, et hm tels gque

& aq g o
Vi % gm ﬁ. o & <

Par récurrence sur @ , on voii dope gafid existe m polynomes by
(1€i&m) tels gue .

: hy b b ;
dtob
Cela é
avec

; =t par ze&u "Tence sur |
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J..
3;
o (2 =)
Le second membre de (8) est appelé la décomposition mamsmgism ¢ onigue

de la fraction rationnelle f£fg . I1 38t aisé de voir que (les gy étant

ot deg(r. k)<deg(gi) pcur ‘i< kg ;,~ dfoh finalement
T

w‘

déterminds par le choix du facteur diviseur de 1 dont chacun dépend)

une telle déeempoaltlon est unique, c'est-i-dire que les polynomes q
et Tiy ui figurent au second membre de (8) sont déterminés par la

relation (8) et la condition deg(r. ¥ Y £ deg,(g.) pour 1<€ign st

14k < 9. . Bn effet, on déduit en rremier liecu des (8) que 1'cn a
(9) - = + i 1 '
‘ , == —
% g : {:gi g;& :
5 s E :
ofi deg(h;) < degls. Y : par suile ideg(f-ge) < deglg) , co gui prouve

on premisr lieu que g est le guotiernt euclidien de f par g . lLa rela-

tion {9) donpne ermsuite
fan f'i Q‘s'ﬁ"i Vin,
-9g "'J%‘éfs f;"gmq
St g it o o ] 5 44
ot deg(v )<deglg, se- Bay) d'aprds le cor.t de la prop.14 , by
st w, sont déterminés de fagen uniqus par ces conditions ; comme on
peut écrire ' ot
Uy - .
Yy Jmoq ¢
8485 --8pg  iad By

on voit par récurrencze sur m que les hi sont bien déterminés pour

1€i<&n ; d'autre part, il est 'clair que T, .i' est le resis de la divi-
sion ds hy per g, , T., le reste de la division de (h s=Fs4 }/ g; por g
et on voit ainsi par récurrence que les Tr;) sont tous ’c;,e ¢ 6terminés

Le cos le plus intiressent est celui oft K est un wmg alcébriguement

: S Ui R : e 30 5 oL e R e e 2 i e
- alprs chegus g. peut 8ire pris de ls forme ZX-a, 0B 0: €K ,
5 27 =g O o e
£l & 3 g 2 4 S e Sl e
st dles 7., Ge .a deC zaﬂﬁz@ui“” canopigue sont des conctontes ;
: . : : £ o8




, - 63 -
iles camstantes ri Q {nunmérateurs des fractions du second nenbre de
(8) dont le dénominnt@ur est du pre sr degré} sont apyelés les résidus

de 1ls fraction g/g relatifs apx racines o; de son dencminateur.

§ 4. Jdodules de type f£ini sur un ennesu principal.

1. iodules de type fini et modules ncethériens.

.,

EFLNITION 1.- Etant donné un ennesu A (commtatif ou non), on dit

cutun A-module & gsuche (resp. & droite) est de type fini s'il posséde

vn systeme fini de générateurs.
Un module moenogéne (chap.lI, g ,n? ) est par définition un moduls

de type fini, 8i (ﬁi) <j_(' est uvne famille Tinie de scns~modules de
\"s
t3pe £ini d'up medule B , le somme M de ces cous-motoles eat de Lype

fini, fulsqu’en obtient un systéme de générateurs de M en prenant ls

an-.

réupion de systdmes de générateurs de chacun des My . Bn particulier,
e produit d’un‘acmbre fini de moduies de itype fini est ds type fini.

Tout guotient E/H dfun module de type fini E est de type Tini, car

8l @ @st ltapplicatiocn caneniquerde I sur E/E , et 8 un systéme de

génératours de E , ¢(S) est un systdme de générateurs de EfH = o(E)

';J noters que dlaprés lz prop. du chap.ll, ‘gﬁ, tout module unitaire

de type fini est isomorpbe & un module quotient de la forme A /& 2

. : L
5 esst un sous-module guelcongue do &s :

contre, un sous-module dfun mocule de type fini n'est pas

irement un mocdule de type finl.

anneau ayent un élément unité, B = || A
: , n=4

infinité ¢énombrable d?amneanx An tous

B sdoet w élément unité, le B-module &

8

bila-

&
; mais le sous-moduls C de B (

éments ntiyant gufua nopbre fini ds

idéel




A .
goordomées 70 n'est pas de *g;fpe £ini, car si (x ), <kgp Ot We
partie finie quelcongue de € , il existe une partie finie J de A
telle que les ¢%r@onﬁées d?indice i%J de chacun des X, solent
toutes nulles ;4cn'en déduit aussitbt gue tout 6lément du soue-
module engendré par les x, a sussi toutles ses coordonnées d'in-
dice ig.é’ nulles, et par suite que ce sous-module me peut

étre identique & C .

phrinITION 2.- On dit guiun A-module & zauche 2 (resp. & droite) est

noethérien si chacun de ses sous-modules est de type fini. Op dit gu‘un

snpeau A st un anneaun noethérien & psuche tresp. & droite) si le
A-module A {resp. Aﬁ} est noethérier .

Pﬁ”?&%ifzfﬁ 1.- Pour gu'up A-module E soilb neethérienz,il faut et il

guffit gu'il satisfasse & lfaxiome suivani :

{71} Touts suite croisgsente (H )} de sc skas~moaales de E n'a gu'un nombre

A

fini de termes distine tg (esutrement dit, on & H .,=H & partir d'un

sertain rang). ,
Cot axiome n'est autre que 1l'ssiome (T) du th.1 du €1, formulé

sour 1l'ensemble des sous-modules de & , ot bour la relation

diordre 7D au iiea @e £ .0 avean § ,npfi {remarque %)

sguivalent & suivani

ie
{TKt) ?@uﬁ ensemble non yvide de¢ sous- -modules de E , ordonné

par inclusion, & un &1lément marimal,

Anssi sppelle-t-on 1laxiome (TK') (ov g*amxeme

&
@*g»m@&uLea de ©

£ . donc est

{‘

@
=
B
(o)
%};
e
&
e
s
£
fod
&
£
o
5
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engendrée par un nombre fini d'éléments a, (1<€i<p) ; chacun des a,
appartient & un Hn au moins, donc, come la suite (Bn) est croissante,
il existe un indice m tel que a € Em pour 1 i<p , ce qui entraine‘
HC B , et par suite anﬂ pour n Z2m .

Lz condition est gpuffisante. En effst, supposons que E satisfasse &

(TK) , et soit H un sous-module quelconque de E . 5i H n'était pas de
type fini, on pourrait défimir par résurrence {(en utilisant l'axioms
de choix) une suite {an)‘ d*éléments dz H telle que, si H est le sous-

, onait = 1¢Hn . La suite (H )

module engendré par &,,8,,.-,& e

o]
sorait donc croissante et aurait tous ses termes distincts, contraire-
ment & (TX), ce qui est absurde.

Tout gous-module d'un medule noethérien est évidémment un module

noethérien par définition. En outre, on a les propositions suivantes :

En effet, tout sous-module de E/H est image canonique d'un sous-module

4>H de E , donc isomorphe & M/H , ot on a vu que si M est de type

fini. i1 ep est de mlre ds B&/H -

PROFOSITION 3.~ Tout module produit d’un nmombre fini de modules

nosthériens est un module noethérien.

71 sufPit évidemment de démontrer 1a proposition pour un produit Ex F

e deuy modulss noethériens, et de ra .sonner ensuite par récurrence sur
7 2

1z rnombre dez faeteurs. Soit donc {Hﬁ? une suite croissante de zous-

i

podples de EXF , et soit X 1a projsction de B sur E ; on & KCK
x st : sk ' : &

, ntt? |
ste un entier m tel gue K =K pour m pm ; par suite,

pour tous (x,y)eH._ , i, existe un élément de B de le
: ¢ : ki : i
e (z,v)=(x,zH(0,7-2), sutrement dit, on pout

_est 1l'intersectiocn de H_ st du noduls
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composant F’z{p} #«F de ExF , isomorphe & F . Comme la suite (L )

est croiesante dans F! , il existe un entier p tel que pour n > p

on ait Ln=Lp , d'ol, pour n ;Max(m;p),ﬂnz}lm-&p o

COROLLAIRE 1.- 81 (4,), ., ., est une suite finie de sous-modules
174¢1¢ V

nosthériens d'un module E , la gomme des M, sst un gous-module

noethérien. : ;
En effet, HK = 22 i, est isomorphe 4 un module guotient de la somme
directe des ¥, , ells»meme isomorphe @ leur produit (chap.II, &1, ).

COROLLAIRE 2.- Tout module & gauche unitaire de type fini sur us

enneau nocthérien & sauche A est un module nosthérien.

En effet, un tel module est isomorphe & un module quotient d'un

e

. n
module produit As .

2. Modules rérulicrs ce type finl sur un annesy principal.

Tous allons étudier dans ce parsgraphe les modules unitaires Ze

type fini sur un anneau Qrineipal A ; un tel anneau étant évidemment

noethérien, tout module de vvpe fini sur A est noethérien {cor. 2

de la prop.3) . ‘ -
Hous piiliserons dans cette étude la définition générale suivante

DEFIKITION 3.- On dit g_'un A~module 3 cauche unitair E est résulier

si tout &lément #0 de E est libre (ciap i1, 5 n° )
Autrement dit, B est régulier si la relation ax=0 (aed , x€E)
est Sguivalente & "x=0 ou o=0" .

lous étudiercns d'abvord les modules résuliers et de typs firni

sur pp annesy primeipal A . S5i E est un tel module, on sait (chep.11X,

@2} quton peut considérer B comme qusumoﬁu*e (par rapport & A) diun

5 2 A ; .
gcpace yectoriel E sur le corps des fractions K de A , dit associe
e IEBOEs e

5 % , ot bien déterminé & une isomorphie pres. Quand on identifis
' 2 : : o~ - e
2.

sinsi csnonicuement E & un souse-modulo de B , on sait gulon s E=KE
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{ensemble des A x , ou' A parcourt K et x parcourt E) ; par suits,
tout systéme de générateurs du A-module E est aussi un systeme de géné-
*fateurs de l'espace vectoriel KE ; conme par hypothese ; B est de type
Tini, KB est de dimension finie ; cette dimension n , gui ne dépend
donc que du A-module E , sera eppelée le rang de E (c'est le rang e B
au sens du chap.ll, §3 , lorsque E est considéré comme partie de l'espace
vectoriel KE)
: 1.- Tout module répulier E de type fini et de raps n sur un
annean principal A est igomorphe & A (autrement d4it, admet une base

de n &léments).

La proposition étant évidente pour n=0 (cas ou' B est réduit a §)
nous ralsonnerons par récurrence sur n . Soit x un élément ;—’-0 de KE ;
nous appellerons transgorteur de x dans E 1'ensemble /L des eléments

A €K tels que A =xeE .

o~

i

enme 1.- Le transporteur (¢f dans E d'un élément xro de KE est un

fete

¢éal fractionnaire (principal) dans K .

Bu eifet, L est évidemment un A-module, et conmme ltapplication _
A /A % de K dans KE est biunivogue, (L est isomorphe au sous-module
si»‘“-f,,axvd@ E , donec est dé type fini ; soient (a,i) ('i,(.' p) un systdme de
générateurs de OL ; il existe Be€A tel que BF0 et a, €A pour

1<i{p , donc B¢L est un idésl de L , et par suite un idéal prineci-

e
Nt
&
i
ot

@y

&

on a donc bien UL =(y) , o&! ycK . On en déduit que si{ on poss
Yy=%Y% ,ona yeBk ,et dJx=A.3 . _ .

ne Gtent démontré, nous démonirerons le th.1 par récurrence
Bur n ., ie théordme étant évident pour n=0 (puisqualors B est zéduit

0} . Soit %40 un élément de B ; & =(y) le trensporteur de x daps E .

Ld st o F A_E"f'ﬂ, i

= otz de E admet une base formée du seul élément x .

/




ofa

Congidérons alors le A-module E/M ; 11 est de type fini et régulier ;
on effet, si z¢B & A ¢A sont tels que A zell , ona) z=pyx ,

oh peh , d'oht zZ=px avec ffé K, et comne zcE ;, On a nécessai-
rement z&€M par définition de M . Ié)ané l'gespace vectoriel KE , on 2
U=EMKx , donc B/ = E/(BNKx) est isomorphs su module quotient
{B+kx)/Kx {(chap.I1,§6,th.6) ; ce dernier est un sous-module de
ilespace vectoriel E{E/Kx ; qui est de dimension n-1 ; donc E/iu est
dz rang £ -1 , et comme K((E-G-Kx)/éix) = KE/Kx , B/l est exactement
de rang n-1 ; G'aprds 1'hypothése de récurrence il existe donc dans
3.‘3/.5 une base de p-1 &léments, et par 8u1te (chap.II, @ 1,prop.4) M admet
vn supplémentaire dans B , qui a une base de n-1 éléments ; ce qui |
démontre le théoréme.

COROLLAIRE 1.- Pour gue deux modules Yéguliers de type fini sur un

SU058Y DT incipal goient isomorphes, il faut et il suffit qulils

aiezz ¢ méume rang.

COROLLAIRE 2.- S0it B un module de type finl sur un apnesu prineipal A ;

si ¥ est up sous-module ds E tel gue E/M soit répulier, i zdme® un

o : i

supplémentaire dans X .

En effet. B/i admet une base d'apr2s le th.1 , et le corollaire
& 7

résulte donc de la prop.4 du chap.ll, 21 .

Bi E est 3“65&1.3.81' on mtera que poar que EIM soit re&ulzerg 11 faut

et i1 suffit que, dans KE , on ait H=E/N(KM) , car dire gus E/i est

ifie gue, 81 2ze€ B est tel qu'il existe A #0 dans &

)l zelU , ona zel ; mais 3ire qu'il existe A #0 dans &

&4

P

tel gue A zeH signific gue 3z eKd . En particulier, si x¢% ,

réoulier, il faut et il ﬁufut gue le tran nsSporienr
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Remargue.- On potera quiun A-mcdule peut &tre régulier ot de
ranz fini sens 8tre de type firi : par exemple, si A n'est pes
- un COTDS, son corps des fractiors K est un Anmodule régulier et
de rang 1, mais ne peut admett:e de base, car une telle base
serait réduite & un 6lément o , et on aurait K=A.a ; dtod

£

| A=Ka ‘=K contrairement & 1'hyrothése.

- 3. Modules indécomposables de type fini sur un anneau principal.

Un module de type finl sur un anneau principal A n'est ?aa nécessgi-
rement régulier, comme le montre aussit8t 1l'exemple d'un module guotient
Af(a) de A (considéré comme A-module & gaache ) parkun quelconque de ses
idéaux {a) distinect de (0) ot de A : ur tel module = en affei.psux annu-

tidsal (a).

foot

iateur

o

Nous allons voir gue tout module de type fini sur A est iscmorphe & la

i senue directe d'un module régulier et d'un nombre fini de modules de la

forme éi{a}. Pour démontrer ce résultat, nous établirons d'abord un
certain nombre de propriétés de ces derniers modules.

PBu?OHETTGF 4.~ Dens 1'snpesu principal A , sl (a)= (p, )..( ™) (p; élé-

ments premicrs de A , distincts deux & deux), le module guotient Afla)

est 1nam&rpﬂc & la somms dxrecte des n modules A/(pi .

vo, Vg
uamme p§ et pg’pi ,,ap sont premiers entre eux, tout revient, par

TECUTTENCS SUT D , & montrer que si b et ¢ gont premiers entrs sux

dans A , Af(be) est ;sgmorphe & la somme directe de Af(v) et af(c).

H&zs ou & paw nypothése {b}*(c)mﬁ , ot i’aatre part be est p.p.c.m,

£ done (be)=(b) F&{e} par suite A/(ﬁe} est identigue &
((b)+(e))/(3) N (0))=(b) /(8] N(e)}H(e)/((b) N(e)), et comme 1tinter-
section des sous-modules (b}/((b)N(e)) et {ﬁ}/((b)(ﬁ(e)} eat
({b)(e)) / h}!}(e})mgg) , leur somme 3st directe gmais {b);(’b}f}fa};
est isomorphe & {{h}+(c})f{a}~ﬁj{c) {ebaj,$9 abfuh 6) et on voit de nime

de b et
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gue (c}/(("’“)(‘(c)) est isomorphe & A/(D).

PROPOSITION 5.- 8i a et b sont deux ¢lémonts guelcongues %0 de A ,
le sous-module (a)/(a'b) de Af(ab) est isomorphe & Af(b) . '

En offet scit ¢ 1'homeomorphisme cenonioue de A sur A/(ab)
1tapplication A —» ¢(A a) de A dars Af(ab) est une représentation et
ltinege de A par csite représentatiorn est l'image de (a) par 9 , cfest-
8-dire (@)/{a,b) dtzutre part, pour gque 9(A a)=0 il faut et i1 suffit

gqu'il existe @C A tel que A 8=H at: , clest-4-dire ./\.-,{,eb , d'ot
iz ymgomtwn.

La vrop.4 nous monire que, dans cel tams cag, un module guotient
A /(a} peut se décomposer en SOMME dn.x"ecte de sous-modules #(0) ;
nous dirons gue A/(e) est iz:uiéf*cxzagoc sble ='il n'est pas somme directe
de sous-nodules non réduits & O .

ROPOSITION 6.- Pour gulun module guctient 4 /'(a) soit indécompgsable,

'

1 faut et il guffit gue (a)z(p ) , o& p est un élément premier ds A .

ol

La conditics est gg;éessaire, car si (a) n'est Ppas uns pulissance

Ponr veir gue la condition est ;s_lzjj;_,uame , remarquons que toul sous-
module 4 Af'{p“) est de la forme Q‘L/fp }, 08 oL est un idéal de A
tel que ( pk}"' gt ; mais les seu.Ls déau? de A qui contienvent (n‘)
sont ies idésmx (p?) ot 0ch(k o 48 et O #(pk) done
(prop.5), Wy Eg}i) est isomorphe & A/(plS By et admet dome (p

pour ennulaleur. 1]l slensuit que si ﬁ!{pk) était somme di rects de

k- ?f

deux de ces acmgmwdﬂ,lew il sursit jour emnul@‘tew une puisssnce (1 )

ayse 17 k , ce qui est absurde.

ey

a'pn idéal premier, la prep.4 montre que &/(s-.) nfest pas indécomposablie. |
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 PROPOSITION 7.- Solept G et G' deux rodules sur un anmesy principsl 4, |

tel gue G (resp. G ') soit somme directs d'un nombre fini sous-modules

ndecamposables Gi {zresp. G') {isomoiphes & dss modules gquotients
de A). 8i G et G' sont 1somogghes, il existe une appiication b¢unzvc«

que ¢ ds l'ensemble des indiceg 1 su:;;}ensemble des indices J tels

gus G%(i goit isomecrphe & Gi pour tout i .

On Dout évidemment se bormer au cas ol G'=G . Bemarquons en premier ﬂ

LN

v gu'un module indécomposable A/(;“} ot entidrement détermind &

1i

{D

¥

une iscmorphis prés par son annulaterr (pK). Pour démontrer la propo-

sition, nous allons établir que pour tout &l ément premier ped , le
nombre des groupes G gui sduettent corme anrulateur une puissance

ionnée (p“) de p ne dégena que de G , et non de la décomposition (@i}
considérsée,

Jious ntiliserons le lemume suivant : . : |

Lemue 2.-8iaseth son? deux élenent;fe de A , d up D.g.c.d. G2

aet deb , leo module b(A/(a}} ept_igomorphe & (a}/(a}

En éffe%, si ’}’ st l'homamorphlsxa canonigus de A sur A/(a} , oD &
“?(hx}zb*y(x} pour tout x€A , dome Db{A/{a}} est iderntigue &

«g{(b))ﬁ et par suite (chap.l, éé,th.é)'isamerphefé {(a)%{b}}/(a} =
=(d)/(a). | , _

- Un déduit ﬁé ce lemms et de la pror.5 que si p et ¢ sont deux éléments
ﬁfﬁﬁiefs de 4 tels qus (p)#{q) , pT(8/(q®)) est isomorphe & ﬂ/fgﬁ) .
ﬁ*faffnﬁ)) est isomorphe & ﬁ/(pﬁ”r} 3i rd s ,etd (9)‘%1 r 28 .

Considérons alors ls module quotient (pr°1ﬁ}/{prﬂ) ; comms et |

"u'é. > 2 - . Z o = : Y -
(resp. p° 'C) est -iscnorphe & la somny directe des prﬁi (resp.p G, ).

o
5
=
(1))
£
ok
o
@
o)
;)
,’(
)
o
¢
o
Dot
&
4]
‘...)
L6
o
-ﬁ%
“‘5
§‘:$
@
&g
£3
3
e
=
Band
(l’.%
ﬁ
243
el
..».s
Qﬁ‘
iR
@
}&:J
e
3‘

i
préesde, est icomorphs & (0) si p® divise 1fanpulabevr de
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dens le cas contraire. Par suite, si n(p¥) est le nombre des modules
indécomposables G, dont p¥ divise 1fannulateur, (pr'QG}/(prG) est iso-
morphe & la somme dirscte de n(pr) modules isomorphes & 4/(P);i méis
comms (p) est un idcal maximal, A/(p) est un A-module sim le, done
{chap.I, §6,prop.13), le nombre n(p*) ne dépend que de G (et de p*),
¢t non de la décomposition (Gi) considérée. Or, le noumbre des G; dont

les apnnulateurs sont égaux & (pk) est évidemment dgal &

2(pS)=n(p%)-n(p¥) ; 11 est donc lui aussi indépendant de-(Gi), ca

qui scheve la démonstration.

[t
@

S 3

idéaux {pk) (ou les éléments pk) tels que m(pkkgo) sont encore
sopolés les diviseurs élérenmtaires du module G . m(pk) étant appelé
la muleiplicits du divisour élénmentaire (pk) dans G ; la propf? nontre
gufun module G somme directe de modulss indécompossbles est entidre-

nent déterminé & une isomorphie prés Har la donnde de ses diviseurs

élémentaires et de la multiplicité de chacun d'eux (ces données étant
d'ailleurs arbitraires). On dirs pour abréger que deux tels modules G ,

G! ont m8me diviseurs élémentaires si, pour chaque idéal premier (p)

- de & et chague entier k > 0 , la muliiplicité m(pk) ost 1z méme

|~r

vour G et G! .

i
‘; -y

_Facteurs inva rian’zga, , 7
fcﬁt moduls de Type fini sur un anneau prlnclpal A est isanorphe &
un module gquobient A% , of M est un sous-module de A" ; A" ot ¥ sont
deux m&i&iég rézuliers de type fini sur'A ; hous sommes donc amenés
3 &tudier lz structurs du guotient d'un module régulier de type fini ' l

par un de ges sous-motiules,

Q J\
x‘)

ralement, nous allons démontrer le théoréme suivant :
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THECRELE 2.- Soient M et I deux modules réculiers de type fini et

de méme Tans n BUT VD aunceu princinal A , contenus dans un méme espace
vectoriel %= E=Ki=KN (K corps des quotien‘cs de A). 11 existe une |

e Bt S S iiaand

base (w;)4¢; ¢n 82 ¥ et voe base (v;), <ign de N tells gue lion

ait v, —eiu.i (4 <.J.<n) , Of les e, appartiennent 4 K et sont tels que
o; divise €544 DOUT 4<{ign-1 ; en outre, les idégux fractionnaires

M—M‘m’m
(ei) (1€ 1 <n) sont déterminés de facon uanigue.
Lo dernidre partie de l'énoncé signifie qu'il peut exister uns

autre base (u') de ¥ et une sutre base (v') de ¥ telle que

gl=a i ( - i
7i=efuf pour 1<i<n et (o! )D(?i-!-'!) pour 4¢ign-1, mais
gu'laliors (eé)m(ei) pour tout i .

Liensenmble des Ae K tels que JB\.E&C N est évidemment un A-module
contenu dans K ; comnme ciest 1l'interssction des transpurteurs dasps H
des &léments dlune base (ou d'un systime de sénératenrs) de M , clest
1tintersection d'un nombre fini dficéeux fractionnaires, z,t par
auite vn idéal fractionnzire (a), quse nous appellerons sncore le

traneporteur de i dens ¥ ; nous désignerons de wdme par (p) le

"wansporte&r de H dané % . Op a évidemment abil Cbﬁ c il ; cette
relation donne en partieuliér - abx M pour tout élément % dtane
bass de M , et montré donc gque eb est un entier ; nous désignérons
par D, (1 <i &m) ses facteurs premisrs distincts.

Cels étant, (b) est par définition contenu dans le ﬁranepomeur

deneg ¥ de tout élement de N ; nous a,llans démontrer le lemme sulvant

Logme 3.- un &lément xel dozzt le transporteur dang N est

égol & (1) et dont le transgnr’csur dans ¥ et égal & (b) .

i o




(&

o
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En effet, soit x un &lément de N dont le transporteur dems ¥ soit
‘ég-;al 3 (1) ; soit (d) son transporteur dans M ; comme (d)> (b) , on e

b=dh , o& h est gntier. le transportenr de dx M dans N est
(a-1)=(ub~1) ; par désimition (4°1) > (e) , dome 4”1 Qivise & , ot
par suite h divise ab ; comme h et ab sont entiers, h est divisible
paT un au moins des p, si (h)#(4) ; alors b est divisibvle par dp; ,
scit b=cdp, , ob c est entier ; on en déduit x--:(cp,.'b"'1 Yax , et
comre dxelh , xe pib"’u . Si donc nous déterminons x de sorte gue
x* pib"%zzi pour 1<i<m , on auras nécessairement (h)=(1) et x satis-
fera sux conditions du lemme, ‘

i);%%, dlaprés lg définitionde b , N z.xfest pas contenu dans pib“%ﬁ .
Scit %, (1< i <m) un élénment de N n'aspartenant pas ”é-p{b'% .
Déterminons d'autre part un élément /i3 €A el que A 4 =0 (mcd.pj)

o ;Z:Zéi et J\i =1 (mod.pi) (‘g},p:::-op.ﬂ) ; 8i on pose
Y = é A 3% chacun des termes de ce’ie somme gauf J\'ixi appartient
a zsl’ggp b H . et }iix nlappartient pas & pib ‘n . Comre y¢BR ,
tr u.nspcrteur de y dans N est de la forme (=~ %) » Ok T est entier ;
or 4 done X=T ycH le tz-ansporteu:‘ de x dans B est (1), et comme
y=rx r? sppartient & aucun des pib M il en est de mBme de x a fortiori

@p lenns étant établi, démontrons lo théorémo par récurrence Sur n
(ie théoréme sst trivial pour n=0). Avec les mmes notations que ci-
gessus, soit x un élénent satisfaisan’ aux condiftions du lemme 3 ;
posons M,=A.bx , Ne=A.x ; le transporteur de bx dans M étant (1) ,
f»ﬁ&i est régulier, done M, admet un sipplémentaire uj de rang n-1
dan. M ; E=KM est somme dirscte de Ki,=Kx et de m; ; montrons gue K
ezt soume directe de 1‘%@ et de E*aﬁﬂm' . En effet,tout z2¢ ¥ psut
stéorire d'une seuls mam.ére soug la Jorme z= Axty , oh Acx et

ye Zil ; dlaprds 1o definition de b , 00 a bze%ﬁ donc

bAxe "f,’“ Kx w,i‘fﬁ s et pmr suite 4 xcb m% = lfi";i y e'i; ”9'5:‘ 2%537” .




‘Cela étant, E; et I} sont des moduies réguliers de type fini et ds

rang n-1, tels que Eﬁ; = Kﬁ; ; l'nypothdee de réourrence montre qu'il

sxiste une bese (u;) (2 ig<n) de W! et une base (vi) (2 1 n)adse

1
¥ :aelles que v,=o;u. (2 {ign), o e, divise e,,, pour 2gigu-1 ;

, ) 6tant le transporteur de v, dars ¥ , divise v ; si on pose
u4=bx , vgsx y 91=b - ; On &8 YV, =e,u, , 8, divise € et llexistence
des nses (a J ot (v ' est ainsi démortrée.

Zeste & voir gue les idéaux fracticnpaires \s ) eont détermiliés de

fagon unique par les copditions du théordue. Il_est clair tout

. =1, -
dtsbord que ces conditions entrainen: gue (eQ } sat lo itrapsporteur
de i daps I . Pogons en ouire 8;=c;8, pour 1<ign ; les s sont

des entiers ; ls module Eﬂze@v% est un sous-module de M , dont unse

bage est formée des ei'vé = 0.0, . 21 en résulte gue le moduls

e

quotient /' est isomorphe & la somie directe des n-i sous-modules

3 (243 ¢n}), et par suite (prop 4) sorme directe de modules

. 1 5 5 !
indécomposables de la forme &f{@a), @ﬁ p est premier. Chacun des (o)}

ost done n?@éu*ﬁ certain nombre de diviseurs glémentaires de
%jﬁi aézaﬁz srtenéu gue pour chague ulgmaat %rumiar p divisant ¢, ,

15 Aiviseur &lémentaire correspondan’ est la plus aaute missauce 42 P

¢ivisant ¢, ). Comme o, divise c.., , on voit donc que pour btout éiément
&

premier ¢ , le puissance de p gui firure dans la décomposition de ¢

&

en Pacteurs §vwmiars a pour expeosant le plus petit emtzier k tel gue

#

QZ

T s, . S ; : -
paiti & 7, n{p") (ou & 0 a'il nlex.ste aucun enitier ayani cette

G 2% = i ol S G P T Ty D 4 o 2, ) G s
mip® )} désipnant lg muitislicité du divieeur &lémentalire

B

: ,
o S S R ; A 4 3 Non' b
datermipés, £6 gul acneve 1z démonatretion du th.2 .
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Remaggues.w 1) On peut_facilement donner des exemples ok il y a
plusieurs bases (ui) de ¥ pour lesquelles il existe une base
(vy) de N satisfaisant aux conditions du th.2 .
2) I1 est clair que si on pose e;.=e;fi+1 (1< ign), les e}
sont les facteurs invariants de I par rapport & N ; en particu-
lier, 1'idéal (e,) est le trensporteur de M dans ¥ .
Pour que ¥ soit un sous-module de ¥ , il faut et il suffit que e,

(ot par suite tous les e, ) soient entiers puquu*o doit aveir
i A=A

Vy=0, ircﬁﬁ_m

PROPOSITION 8.- Seit & uyn suneau principal, # un sous-module guelcongug

ge A® de rang m < n ; il existe ume Jase (u.. (1<ign) ds &° , st
nne bi‘?@; {v.} (1 €1 ~71) de M telles gue Vv =e;0, pour 1<ism, 186
. &tant dos entiers #0 Iels gue e, divise e, , Pour 1<igm-1 .
By &ffeﬁﬁ~gait P=A"N K4 ; P est un sous-module do rang m Ge 4 at |

11 vésuite de sa aéfinition qulon a P=ARNEP , dome A"/P est an moduls
;{dli‘w. et par sulte (cer 2 éu th.1), P admet dens A{ un supplémen

taire de rang n-m , isomorrhe & A% prautre pert, M est un sous-

nadule de P tel qué K=K ; en appliquant & ¥ et P le th.2, on

ohtisnt la proposition.

Lorsgu'aucune confusion n'est possible, on dit gqus les e. {(déterminés

e«; e
;€
P

4ss ?a‘ Lours prées é”viseu?s de 1) sunt les facteurs inva

e

SC}.:

3 asous-moduis ¥ de & -

e . ) 5 > - ’ . 2 ; ﬁ i e !
CCPULLALIRS.- Bolent M et N deux gous-nodules de & ; pour gu'il exisie

= o S e = 3 2 S Il o 4 " o 55 3 o 1 s R
o atomornhisme u de A %el gue u(i =8 11 faut ot il sufiitl gue
¥ ot i gient mbmes facteurs invarients.
' condition est 6videmment nécessa.re ; elle est suffisa yante, car si

sont deux hases 46 & telles i@

ey
o
=
%
i
Cafd
STy
Lo d
jete
Sagert?
-

n

o

N
§ 2
e
7

e
N




eia;-.i} s < Forme une base d:?M et (e b, ) \JK une base de ¥ , i1
suifit de défipir u par les conditions u( 8. )”bi pour obtenir un auto-
morphisme de A" (chap.1I,$ 2,prop. ) tel que u(M)=
Tout module guelcongue de type fini sur A étant 1somorphe & un
modulec quotient .&n/ ¥ , les prop.8 et 4 donnent aussitdt le premiére
partie du théoréme éuiv-.mt 3 .

THEOREME 3.- Pour tout module E de type fini sur un anneau pripcipal

e

il existe un sous-module régulier H de E ¢t une suits finie { G ) de

de A) fels gue E goit somme directe de H et des G, . En outre, si H'

¢st un sscond sous-module rSrculier d3 B , {G%} une seconde suite
t

Firie de sous-modules indégcmmsablm de E tels gue B soit somnme
2 ~z L3 SRRE 2 : ﬂ -
directe de H' et des :;’} » B et isomorphe 8 H' , ona /. Gf z et ,
% ¢
et 11 sxziste une application bivnivojue ¢ de l'lensemble des .f,ndmu@ 3

sur l'ensemble des indices J telle gae €rrsy Boit isomorphe 2 G

T2 seconde partis du théoréme résultera aussitdt de la prop.7 si on
‘ 5 : = G w1

démonire quse ? G = Z. G’ ; pour csla nous alloms voir gue S= 2. G
[

28T idsntigue & 3. enseﬂb‘ie des 8lémeats liés du A-module E . En effat,

%}3 % est un D.p.c.l. des annuwtm‘rs des G. , on a ax=0 pour teut

o
k1
% e

réciprogus mcnt gl @6,&. et x€E sont tels gue ax=0 , on
ueu,’* ééz'ire x=ytz , o0& yeH et z¢8 , donc O=aytaz , et p&zﬂ'f guive
ay=U et az=0 ; si 7#0 (cfest-a-dire X%‘éS}g on & o=0 puisgue H
¢at réculier, donc 8i x est 1ié, on a xe§ .

on git gue les modules B et G. (déterminés & up sutomorphisme prés

t une ézzmmgi‘%:j on cancagique de E . lLes divisscuis

du podule S = Z_‘ G scat encors appelés les divis

S 3 &7
dn m.,;;m E .

gous ns-modules md.écomgos bles de B ( Lsomoz@hes 84 dee nodules guotients
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CORCLIALRE.- Pour g’ue deux 'mod.uleg\ de type fiﬁi E,E!' sur un anngéu. |
principal A , soient isomorphes, il faut et il suffit gqu! ils nient mémes |
diviceurs élémentaires, et gue si 5 {resp. S') est le sous-module de B
(resp. B') formé des &léments lide les modules réguliers E/S ot EYS!
siont méme rang.

5, Calcul des facteurs invarianta.

i
invarients de M (e, divisant 6544 DOUr 1< i<m-1) ; nous allons donner
une autre interprétation de ces élémeants. Soit {a.i );3' <3¢ p UUO base de
. s :
&% . felle que les bs=o;a, (1 <i<m) forment une base de ¥ {prop.8) .

i

pe o » 5 - - oy = g
Les n coordonnées (par rapport & la base canonigue de A ) d'un éléuent

xc ¥ sont évidemment pultiples de e, . Dlautre part, les n coordonnées

de a_ (par rapport & la base caponiqus) sont premiéres entre slles,
" ; : ' i < : -
car = olles admettaient un diviseur ¢ (non diviscur de 1)}, 1'élément

. - . : A :
&, ,/{5“ gppartiendrait & & o contrairenent au fail que (8. ) o8 une base
de &% . On en déduit que e, est un p.3.c;d. des n coordonnées de
eia%s‘s,g ; par sulte, s, est po p.g.c.1, de l'ensemble des coordonmnées

Pour avoir une intezﬁpré“catiwfanamgue des autres facteurs invariants

:
T

ot
12¥1N

de M , considérons le module /'% M , puissance ext ure p-eme de B

;m

(chep.111,§5,n° ) ; comme ¥ admet une base {bi}i/% cp » N\ ¥ sdmet,
i<m?

pour p { m , une bass formée des éléuents Bb; A b AN /“(isi ; pour
= = :i dmg ‘3
toutes le@ gultes croissantes de p irdice i% = ,‘.{z, de i} Q} :

conme f‘g AP admet pour bese des p-vacheurs j%f\% a...3 A Aesj o

o

. : P, ~
Cjk} parecurt les Sﬂiﬁ%ﬁ croissentes de p indices sppartsnant & {% 15

s
i B 4 : 3
ans f‘g{ 4 est un igomorpnisme ds

i
o T

1'sppiication cencnique e

b1

B sur le sous-nmodule és syent pour base les éléments
/ . 7




-(eiqein...e }31

un 7 -podiaie ds type

=79 - .
ha; A...Aa, (1¢i . <i,<...<441i &nm) sous-module
p 1 42 p ol e b ,
qulon identifie donc & /\ ¥ ; le méne reiscnnement gue cli-dessus

montre alors gue lez produit dpzeieg...ep sst on p.g.c.d. de 1tensemble
des coordonnées {par rapport & la base csnonigue de /\ 2%) dtun systé-
ne de généra‘teurs de /\ ¥ . 81 on tient compte de llexpression de

ces aaardormees au moyen de déterminants {chep. III, 86 ,n° ), on ob-
tisnt le résultati suivant :

PROPOSITION .- Soit A un snneau princd gl, B un sous-module de rans m

de &% , 0, (1< <n) ses facteurs imvarisnts ; pour 1< pgm le produit

cinz 4“8 est un p.z.c.d. gde l’e@enble des mineurs d'ordre p de
toute matrice dont lss colonmes formant un systéme de ge,;ér;"‘amrs ds M .

Le produit ei,ﬂ (4 $<p <m) défini & un facteur prés diviseur de 1 =

st a:opel divigepr déterminantiel d'ordre p du module ¥ .

GOROLLAIEE.- Soit #°' un souws-module de M , de rang nfdm

LR
&
O
§et
)
]
ﬁ.
f

fete

"o

(1 {3 <m?) lee facteurs invarisnts ds ¥' par rspport 4 M ; si d
&

(1{p4n') est le diviseur géterminentiel d'ordre p de M', 4, est

mut;plw as a a

172
zz_o:c;"-::_pg@smiés;a on g HM'=H .

.,ua,r . En particulier, si m'=m et si 4’ et é.m

En sifet, dlaprés la prop.8, il exisle une base pEEw Qbi},% <':. .

/ &_lQIf.‘l
P i~ 17 5;“?" P '- ? 1 ; ¥  { '3 A

Se ¥ st une base {si}'@ <i¢n de M' telles gue bi @b, pour

1 <3 <%’ ; 1z prop.9 montre alors qus é.; est multiple de

'd"’*’@’*‘i“‘-'g‘p . 51 m'=m et si df et ﬁ sont associés, a, 2,..4z est

un diviseur de 1 , donc il en es% méfne; ds chaoun des a. , o€ qui
93}%;2'2:’5:11@ iz M ,

6. Structure des groupes sbéliens de type fini.

Tous dirons gu'un zroups abéiiam 6 est de type fipi sfil esi epgen-

b

dré par un nombre fini dt61léments. Si on note & additivement, ¢ es

e

\

4
t*ﬁ'
5-»!3
&5
2
a3 %
%)
%
@

e

i 1 7 eost un appeau principal,
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e
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le th.3 détermine eompletament la stmicture de G :
rPGPOSITIOH 1C.- Pout groupe abdlien ¢ de type fini est produit direct
d%un nombre fini de groupes monogénes d'ordrs infini (isomorphes & Z ),

et d'un nombre fini de groupes monogénes d'ordres égsux & des puissances
de nggpres premiers. Le nozbre des frcteurs et leurs ordres sont les

mémes dans deux décompositions de G en produit direect de cetls nature
{dites décompositions cenonigues de & ).

Un grovpe abéllen de type fini est conc caersciérisé, & une isomorphle
prés, par la donnés des groupes monogénes qui figurent dans une de
ses décompositions canoniques ; on peit encors dire gu'un tel:groupe
est igomorphe & un groupe de la forme s 7 /(ah} ch 2, est égal
5 O ou & une Puissance d’un nombre premier lq donnée de la suite
finie (&hla£}1< détermine le groupe & une iscmorphie prés, et

réei proguenent dev,x groupes abéliens (e type finl me sonl isomorphes

que sl les suites (ah} gui leur eorrespondent ne différent que

pﬂ% l'ordre des termees ; on dit qu'un groupe isomorphe &

”"TBZZ/i ) est do type (&h}?<:hsgm . Par exemple, un groupe de type ‘1
(G Gghﬂ .,5} est isomorphe au produit de deux groupes lisomorphes

7 . et de trois groupes cycliques ¢'ordres repsectifs 2,4 et 3

¢ 5. Applications de la théorie des |

divigours &lémentairss,

@oit A un srmeau primcipsel ; étamt donnée nne application linéaire

3 o o 7 - ; 2
u de A” dans A" | cn zppelie Pncteurs inverisnte de u les factours

invariants an sous-module ulh
2 b £ & % # o 23 7 m 5 = oar & AL >
s£t un sutomorphiene de 4 , VY wn aub@ rorphlane é & , 1)l est clair

7 i S S e e . 2
Jue etloy 8 meme faelsurs invariar ’uS dgve v .
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Une matrice ;X; & m lignes et n célonnea, & éléments dans l'anneau 4
oat la matrice d'une application lindaire u de AP dans A® , Dar rap- :
pert aux bases canoniques de ces deux modules (ehap.II,$ 6,n°3) ;
on appelle encore facteurs.inza;,i_ggtg de la matrice X ceux de l'appli-
cation lindairs u . 5i e; (1< i<p) sont les facteurs inverisuts de X ,
lz prop.9 du g4 montre que d;=8465..0; ©8t un p.g.c;de des mimeurs
dfordre k de X , ce qui permet de déterminer les e; & des facteurs

inversible prés.

PROPOSITION 1.- Pour gue deux matrices & m lignes et n colenneq SuT

.-v--ﬁmu—._

op_spnesu principal A solent éauivalentes (chap.lI, 96,0%10), il faut

st il suffit gu'elles aient mémes facteurs invariants.
La condition est évidemment nécesgaire, d'aprds la définition de

facteurs inveriants d'une matrice, Pour voir gu'elle est suffisante,

nous montrerons que ioute matrice X sur A » & 1 lixmnes et n colonnes,
syeut des facteurs invariants donnés e, (1€14Dp) est équivalente
& 1z matrics ,

‘e, O .. 6 6 . 0

0 92 s 0 @ O 0 i’i"‘."ok. O

& 2060008805008 cDOSDOTH P

0 .;9.‘ 20 9
0 ap 0 O

\o 6 .. 6 o . '»o

i
]

i PO &S OO EEEEDIPODGCeL 3R

¥ o ... 0 0 .. O

gul est dite matrice canonigue a4 m 1i o-nea et n eolonmes, ayant

les facteurs invariants e, (1%44p .

Pour c¢ela, nous allions %ir gu'il existe deux bases i’.az },3 <ign et

-8 1 o

{h ,"»i Ciaa de A2 ot z%, respectivément, telles que U soit la ma *% Lo
o 1'azpplication linéaire v par rappcrt & ces bases. Hous prendr:




L 8o
(bj)‘l < jgn e sorte que les o;by (1 £J €p) forment une base de
u(4?) (¢ 4,prop.8). Comme AP//fﬁ(O} est isomorphe & u(An), done
régulier, AR est somme directe de ;%(0) et d'un sous-nodule M
(8 4,cor.2 du th.1), et u est un isomorphisme de M sur u(a%)=u(u)
Les éléments a, (1€ i<p) ds U tels gue u(a, )=eibi forment donc une

"‘base de K ; en désirnant per a, , pour pri<i<n , -p élements

forment une base de u(o) (24 th.1), il est clair que U est la

netries de u , par rapport aux bases (a;) et (bj} .

2. Réduction d'une msirice carrée sur un corps commutabif.

20

t E un gepace vestoriel de dimenpion n sur un corps commutatifi K

‘06

Si ur endomerphisme v de E tel gue, par rapport & une base

de B , sa matrice soit uns matrice diasconale, E est somzs
dirscte des n sous-esaaces &a ; Gont chacun est téi gue u(Kai)cz_Kai

réciproguenent, si E est somme directs de n sous-espaces de cetle

nature de la mstrice de u par rapport a 1a base (ai) est diagonale.

~ Hous &llons chercher si, pour un endomorphisme guelcongue u de E ,
il n'existe pas ume propriété anslosus ; de fagon précise, peut-on
décomposer E en somme direscts de sous-espaces i, {(1£kgr) tels que
u(i,

ft¢t@s poses: blcs %

)c;,ML pour tout k , et dont les dimensions soient les plus

.&

Soit 4 1s matrzce de » par rapport ¢, une base quelconqus de B ;

g-d

lz probl me précédent est équ;valent au suivant : existe-t-il un
el -4
matyice A'= PAP smemblable & A (P matrice 1nverszble dlordre » sur K)
qui se metie sous la Porme d'un "iableau diagandl de matrices”
{:
//gz;,% 0 6. ... D
AF 0 At 0. ... 0

&S MR O LB TLERE RO

0 0 0 ..... &
> r

~,

R Tk
e
Set?

®

3
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dans lequel ltordre des sous-matriees Al (1< k<r) soit ls plus
petit possible 7
Hous allons ramener ce probléme é 1'8tude d'un module de type fini sur

un snneau principal. Nous poserons uksnk'1ou = uouk'1

pour tout
entier k >0 (puissance k-2me dans l'annesau Of (E)) ; par =bus ds
langage, nous Girons ‘,u?un SOuUS=-68pace vectoriel G de E est imiaria»;n’t
par u i u(G)c €

il est clair gque l'ensemble des endcmorphismes Y€ Of (E) tels que

¢ soit invariant par v est un sous-anvean de 0/ {B) contenant 11éZément

uniié ; en particulier, si G est invariant par un endomorphisme u ,

3 Vs > -

{1 est sussi invariant par le sous-smreen J de o (E) engendré par v
sidpza s S b iagzen 0{ 3 3 = Ol z it

t 1télément urité ce {BE} (qu'on peut noter u j ; comme K sst
conmntatif J sst identique 4 l'ensemblie des endomorphismes £{u} ,

ok T ;amear“ i*anaean K[X] des poiynomes & une indéterminés sur E
22, prop.1)

, D=2 2t ,

nefinissons alors sur B une loi de composition externe ayanit

K;-}i'f come ocnsemble dfopérateurs, em posant, pour tout po.aynome

rs 5 @kik e K[ﬂ et tout éleme"zt xek , f.x= % “k (x)

é
suy E une structure de K!—X_( -module, telle que par restriction & K
de 1a loi exiterne dc ce module, on Ob% .ienns sur B la structure

dfsapace vectoriel dmmee mz.tlalemen,. Hous désigpercns par Eu
- {

1e K|X| -nodule ninei défini ; il est clair alors que si G est un

2

souz-sspace vestoriel de E invariant par u , & est un sous-module

w B, et rée iprnqumen’ce
Hous somnes mm roamenés & Gécompossar E 2n B0 gomne dwecue as

pg-noduiss, Or, K f“&j est un enneau principsl (ehap iv, § ]
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une base de 1'espace vectoriel E est svidemment un systéme de généra-

teurs du module Eu , done Eu est de type £ini ; enfin, avcun élément
ds E n'est libre, car pour tout x€ 3 , les ntl éléments
x,u(x),...,u (x) de & ;orment un sySJéme 1i8, ce gui signifie gutil
existe un polynome f = Z: ap X ,—.o dans KEX] tel gue £.x=0 dans E s
-Nous savons donc décomposer E en somae directe de sous-modules
indécomposables, déterminés 4 une isonorphie prés (3 8 4,th. ,) - et par
suite résoudre oomplé tement le probleae posé. :

De facon précise, le module E sur [X] es‘cv caractérisé (& une

isomorphie prés) par ses facteurs invarisnts, qui sont r idéaux prin-

gipaux <f§,) da K[X] {(1€igxrgn), ou’ £, est un polynome qui divise
fS:M pour 1<i&r-1 ; leos polynomes :i;’i ne sont dé’;eminés guts un

facteur prés appar/teﬁant 4 K ; on convient de choisir ce factsur ds
sorte gue les fz‘, scisent *zmii:aires;_ (chap. IV, g‘i) ; les r polynomes £,

aingsi déterminés sont sncors appelés es facteurs ipvarianls ds

l%sndomorphisme u (ou de toute matrice A de u par ra;pport & une base
quelcongue de E} . Les ¢iviseurs élémentaires r;e' Eu , qui sont les
puissances des polynomes irréduciiblec (supposés unitzires) de X {X:f
‘f‘irfuran*%; dans la décompogition des f. en facteurs premisrs, soit
enwre appelés les divisours éléuentaires de l'endomorrhisme u {ou ds
ls matrice A) ; pour tout polynome iriéductible pek ’:X7 divisent

, et tout entier k >0 , la multiplicité map‘{) du diviseur élémen-

f,
T
taire @K de v est ls rombre des entiers i £ 1 tels que p" soit la

J.Zi@&*aﬁﬁ& ds © ’&i Ti ure dans 18. «ii@’,cc-,;r'pasi”;i{;zz de ¥, en factesurs :
&
.k

przuiers. A chacun des diviseurs éiérentaires p de u wrfe,;i &&Cu
5 ’ = = s = 7
1...{} } sous-modules %‘?:’;a*ks@(q Lain(p)) de E gui eont indé wmg%aa les,
et tels que Eu scit somme directe des G . . Cette déocomposition
7 g.‘;‘bgir& 2

4,th.3)

WP

L4
résont done le probléme initial, et menfre en outre (
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gque ce dernier n'admet gu'une soluticn, & une isomorphie prds du

module E .
u

~ On peut en outre déﬁe;miner explicitement une matrice A' de ls
forme 1), sémblable 4 A , et dens lagnelle les A'y ne dépendent
que des diviseurs $lémentaires de A . En effet so0it Ga -
sous-module de E  correspondant au diviseur élémentaire

yh(X)=Xm+p1Xm'1+ﬁ,+pm_1x+pm ; par définition, o est 1'apnulsteur

sP ’

de Ga,h,p , 8t ce module est ggnogé%g : 8oit e, un élément gul
1'engendre ; si on pose ej=X3qeo=u3(ec) pour 15 j<m-1 , i1

résulte de la d4finition de e, gue les éléments e. (0% igu-1)
; : o

sont lindsirement iﬂéépenaaaﬁs sur K , donc forment uns bhase de
o fe - 3~ 3 '35 Yo <4 . CemaEy A
l'espace vecioriel °a;h§p . On o en outre u\e 1+q yocativs

-

-6 "‘ovs""ﬁ/& m_.,! 3 }.E'» 2
restrietion de u & G b, g aoz pour mairice, guanc on la
rapperte 4 1z base cacédenze
&
606 . 06 s
f/ P \
’} e 9% 99 0 "‘"Qm.,1 %
0 1 P O "QE_‘Z ‘;
i
i

\ ¢ e F LYV HET T EOCEH G CE "D

N0 8 o0 ey

8i on spéra de mBme pour chacun des sous-modules € gont E

a,h,D
est somme direets, on voit donc gue la matrice de u , par rap-
port & la base de E ainsi délerminée, est identique au tablesu
diagonal des matrices A! b ce gui établit noire asssriion.

Ces réaultﬁ,a permettent de donner une condition nécessesire et

sulfigante pour que deux matricss eazrées de néme crdre sur K soacnt !

semblables, I1 rgvi@nt au ménme \oaapgﬁigfgézﬁ 14} de résoudrs le
vrobléme suivant : étant donnés deux sndomorphismes u,v de B ; &

e . . : - -4
guelle condition existe~t-il un sutomorphisme ¢ de E tel qus v=gug -
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ou encore vy=gpu . Or, cela signifie que pour tout xcE , on a

q:(u(x))zv(cp(x)), et par réourrsnce sur k, on en déduit

@(u (x))=v (@(x)) pour tout entier ;;> 0 : autrement dit, si B, ot E_
sont les K{Xﬂ~modules correspondant 3 uet &8 v , 9 est une applicatlon
biunivoque de E, eur E, telle que of {2ty )=e(x)to(y) et @(X ax)-X 9(x)
pour tout k >0, ex.[fpar suite o(f.x)=f.¢(x) pour tout opérsteur
fé:KiX] ; en d'autres termee, 9 est un isomorphisme du K[ﬁj»module B,
sur le K[i]»moﬁule E_ . Inversement, si ¢ est un tel isomorphisme,

il est cleir que 9 est un automorphisme do l'espace vectoriel E ot

gu'on a ve=ou . Donc, dfaprés le cor. du th.3 du 544 .

PROPOSITION 2.- Etant donnés depx erniomorphismes u,v d'un espace

vectoriel E de dimension fipnie sur ul corps comsutatif K , pour gu'il

-4

existe un sutomorrhisme ¢ de E tel qie v=guy ' , il faut et il suffit

gue v et v aient mémes facteurs invariants (ou m8mes diviseurs

&lémentaires).

CORCLLAIRE.- Pour gus deux matrices carrées d'ordre m sur un corps
commutatif K soient gemblables, i1 faut et i1 suffit gu'elles aient
ménes facteurs invariants (ou mémes diviseurs élémentaires). ' ‘

2. Polynome caractéristique d'une matrice carrée sur un corps commutatii

Soit E un sspace vectoriel de dimension finie n sur un corps commu-
tatif K , u un endomorphisme de E , E le K[X}-module assccié 3
Aﬁeudamarp 1igme u obtenu en munissant E de la loi de compogition
externs aysnt K[Xj pour ensemble d'spératgurs,&éfiﬁie par la ralgtion
X.z=ul{x) pour tout xeckB (n%}. Considérons dlautre part le Kixjwﬁgﬁule
Faﬁ€¥?v%j obtenu par sextension & Kii} du cofps\d?spérateura.ﬁ‘d@

1fegpace vectoriel B ‘{chap,ill,_ %;2} ; toute base de 1tespace vectio-

e
s

riel B o8t une base & Kgij»madnie £, a0 o5t &oac iscmorphe 2

»

(2121} ; E peut Btrec « @a¢¢dn é comms gous-enssubls de F ., ev tout
i :
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élément de F est de lz forme Z f (X)xi , OB xiE.E f. 3 K{X} -
Cela étant, il oxiste une applicatz.m linéaire °Y bien déterminée
du K{X}»m@dule F dans le K{XJ-module B

w » telle que llon ait

Y (8(X)x)=£(X).x pour tout fe K{X] et tout xeB : en effet, 1fappli-

cation &,x) - f.x est une application bilinéaire de K'S{_P_X] < B

dens E (KZX_] st B étani considérés comme espaces vectoriels sur X} ,
done il existe une application linéaire "f de l'espace vectoriel
k[x] @ B dans B telle que ¥ (£(X) ®@x)=£(X).x , st cette relation
montre aussitdt ,qu.e’ Y est une application lindaire du

Ki X.f«muablaa :{’---.E},K,g 7 dens le K[X|-module E, ; en outrs comme

¥ (x)ux pour tou‘b xcEc: ¥ ¥ est une application de F sur B .
Si on pose H = «?(o) ,» B, est donc ispmorphs au K}jx}module Ff,d -

Hous silons montrer que H gt le sous—moduie;eggendré par les éiéments

%)

%z-ulz) , ok z parcourt E ; en effet, si H' est le sous-module de
engendré par ces é}.émenté, one H'C H, car
Y (Xz-ul{z))= Y{Xz)- Y(u{z))=X.z-ulz)=2 par définiticn ; dtautre part
1s relation Xz = ulz) (mod.H') pour tout 3z ¢E montre que tout é1é-
ment de F est comgru modulc H' & un élézent de B ; par suite, si yecH ,
il existe z¢B tel gqus y=zéﬁ' ; 0a a done O=AY(y-z)=- VY (z) =2z ,
autrement dit yE€H' , et par suite H'=H . |

Cela &tant, on sait (chap.IlI, ‘gz} 1ue l'endomorphisme v de B se

prolonce d'une seule maniére en un en ;omerpg:asme T du fg.}{ J»m@ﬁul@z

Brelx

dire que H est 1'imags de F par ll'endomorphisme v —> Xy-uly) ; cet

}) . Gomme vy -»>ZXy est un @r:fiamerphisme de ¥ , on peutl encore

endemorphisme peut s'éerirs Ye-u , =i e désigne 1lappliecation identique

x &

de P suy Ini-nméme. Les congidéeyations Qm Dz réoident mmzﬂ%‘c dene gue

128 facteure imarimﬁgg de l'endomorsiisme u de l'espade Yoo toriel B

2208

. S o LA e e 5 4 oy g ] / TR o D gyt s
sont identiques aux fagteurs ipvarianlis d.ﬁ.s&f@,ﬂfﬁ;@ de 41/de llendonor-
S 0, .

gt
*




30i% 4 la matrice de u par rapport

& des E ;
s &

une base (a. -

( i )‘3 £igxn
conme (ai) est aussl une base de F est la matrice de u par rapport
& cetle base, et XI-A la matrice de le-u par rapport & la méme base
(I nstrice unité dlordre n) ; on voih donc que :

PROPOSITION 3.- Les facteurs invariants d'une matrice carrée A d'ordre

n_sur un corps commutatif K sont idertigues aux facteurs invariants

distincts de 4 de 1a matrice XI-A sur 1fameau prineipsl KJX] (n°1).
Ceci démontre & nouveau ume pariie du cor. de la prop.2, car on
peut écrire, pour toute mstrice carrée imversible P ,
7-pap”" = p(xz-a)E"
done les facteurs invariants de 2;1&_2'4 sont les mémes gue csux
de A
DEFIEITION 1.- On sppelle polynome caracléristicue dfune matrice
carrée A d'ordre v sur un corps commrtatif X , lo déterminant X (X)
de 1o motrice carrée XI-& sur llanreau pri nClEdl zfx].
sutrement 4it, si A -(G. ) , cna
- X«o.,m =0y cses =04
=0y X-a22 seee  mOp
K (X)=det(XI-A)=
Gy "'%a, s X‘a’m
11 est clair gue X (X) est un polyrome ynitaire de degré n ; le
coefficient de X2 dans ce polynone ntest suire gue -Tr(a) , et
ie terus constant (-1 }H‘ det 4 . ‘
PROPCSITION 4.~ Soient £.(X) (1<i{r) les foctours &maz'm dluns
matrice parrde 4 d'ordrs n sur un corps commutatif X . Qg% T 43, 88
pour toulb k tel gue n-rdk<n , le produit gku}zf (X)fz(}i?“..
conty (%) est un ‘i)gf& des mineurs dlordre k de la maivice
x1-4 sur K}_}i] ; en particulier, op s
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(2) X (X)=Cet(XI-B) = £,(Xjf,(X)...£.(X)

Cette proposition est une conséquence immédiate de la prop.’ &% ci-
dessus, et de la prop.9 du § 4 ; on voit en outre que pour k:g n-r ,
le Q.gac¢d. des mineurs diordre k de XI-A est égal & 1 .

On sait que le dernier factsur invsriant (fr) du module E, sst

l'aunulateur de ce module : autrement dit, pour qu'un polynome

¢ K[ X] soit tel que glu) soit l'encomorphisme identiguement nul,

i1 faut et il suffit que g soit multipls de £, ; il revieat au z8ue

ge dire que ¥ esi le poiynome unitaire de plus petit desré tel gue
r _ :

di-t-on que £ est le polynone minimel de 1'endomorphisme u (ou de la

matrice A) ; la prop.4 goatre gue f est le quotient du polymome carace

glu)=0 (ou g{i)=0 pour toute matrice & correspondant & n) : eussli %
|
téristiqus }L{X} per le p.g.c.d. des mineurs diordre n-1 de iz |
{

fo
ot
§
s
A
i
2003
e
e
o
]
ot
fdo
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£
d
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PROPOSITION 85 ("théoréme de Hemilton-Cayley?®}.- 81 A est ls polynone 8

e

2 BTa! tioue d'unematrice carrée / gur un corps goamutatif K ,
on & ‘?L (a)=0 .

La prop. 4 prouve aussi gue :
PROPOSITION 6.- Seoit K un gous-corpe dfun aorps comnutetif K , A ung
o + 268 facteurs invarients de 4
gopt leg mBmes, que 1'on considére A comme mstrice sur le corps X

=g

metyice diordre p & élémernts dans K

(4]

i = %
ou suy le corps K .

s

On noters peor contre que les diviseurs élémentiaires de A congiderse

o

comme nebrice sur K ne sont pas en général les mémes que lorsgue A
esl cousiderée comus matrice sur KO , car vn polynome irrsduciible

3
geps K 1XZ| peut &tre réductible dane KLX}

s
Z3,
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COROLLAIRE.- 53 A et B sont deux mat:iices sur Ko , senblables guand on

&

les considdre comme natrices sur K , elles sont sussi semblables guand

on les copsiddre comme matrices sur I
Autroment dit, s'il existe une matrice inversible P & éléments

T
dzns K telle gus 3~FAP , 11 oxiste aussi une matrice inversible £
4 €léments dans K, telle que B=P zP .

£

4, Réduction dlune matrice carrée su un CoOrps algaorlgueme 2t fe rm@,

Un cas pa"ticuliér>meat'¥a$0ftaﬁt ¢g8t celui od les divissurs &1é-

znentaires d'une matrice carrée 4 son' IUs puissances depolynomes du

prenier depré cl'est-i~dire si le pol;nome carsctéristigue de A s

tontes ses racines dans K ; ce cas se présente taugaums lavsquw le

corps K est aiqébriﬂuem nt fermé. Ler racines du polynome ecaractéris-

&

pelécs racines cazaeté*istla;es ou valeure

R

ap
: &4 (ou de 1?enpomsrpﬁisms u) ; leur cnsemble
iz

4 (ov ée u . Ces racines sont les éléments

) ¢ K %tels que 1l'endozorphisme x mfgiz~u(z) it 1 iéte?minant nul
u encore s0ib de rang L n ; il revient av néme de dirs que ce soni
les veleurs de A telles que 1'égustion
() ulx) = Ax
= = : 5 ; e
gdnette g1 moins une selutzon %70 . Pour uvne valeur propre A de u ,
leg elémenis xe k sgéis gisant a {2) sont sppelés vecteurs prop
correspontant & 1z veleur propr@ JE z el _A_zfé; gat de raps n-p ,
e B %, V o -
los veptours propres correspondant & /. Torment un espace vechoriel
ie divension ¢ .
Disprés llexpression du rang q?un matrice caryee § ilaide ds
% < & % ——""g' & : & 2 2
ses mipcurs lehsp 111, 07 . Drol., ) et 18 DPICD L8 Bnonbre p ast
idestioue 83 zoubEe des facteirsinvariants . de A cui sont




Lorsgulun diviseur mlementaire de & est de 1ls forms (Xk4i} , on peut

choisir une base dans chacun’ des sous-espaces G corrsspondant 4 ce

a,h,p ,
diviseur, de sorte qus la matrice de 1 (restreint & ce sous-espace) par
rapport & cette base soit partlcu rament simple. En effet, par hypo-

. i
those G %o o5t un sous-module mone*ene de Eu - aent (Xaji} est
. G,h.p

Diearmulatenr ; soit a un éléuent eﬁﬁewdrﬁnt ce uagg-mcaulﬂ ; Bi op pose
Lixgz«gi}?“i,a pour 1< ignm (c’est» ~dire b.= é?:( ?ﬁk(m”“)
) Egmei-keoys 1 b. forment un syst3me libre de m éléments de G L
i LB
puisgu’auncun polynome non nul de degrs < o ne peul annuler a3 ; les éi
forment donc une base de Gy n,p s stonea
u(b, )=X.5,=(- A ).b, +AD,=(X-A ) .atAb, = Ab
u(b, J=X.b.=(X- L).b,+Ab, = b, ,+Ab,  pour 24iém
Autrement dit, la metrice de la restriction de u a Gw,h,p , rapportés
& 1z base (b.) , est la matrice dfordre m | e

i
g .. 0 e ‘

Y s
rz = .
‘g‘j i);k*—"' e 6% 3 B e eI HEEOE KOODED IB e

/ . .

[

i :

&\ 8 ¢ ¢ . A
¢ o o .

Une motrice de cette forme est dite matrice de Jordan ; si domec ls

polynome caractéristicue de A a toutes ses racines dans K , la matries
A est semblsbls & un “tableau dlasconal de matrices” composé ds matrices

e

dont chooune correspond & an diviseur élémentaire ds A ; uns

telie matrice est sppelée forme canonigue de Jordan de 4 .

0
cas 1s pluog iptéressant est celﬁf ot toutes les mgtrices de Jordan

rigeurs élémepteices de A sont dlordre 1 ,

v

semblable & ls 1atrice discomale
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ot A ; (1€1<n) sont les n racines caractéristiques de A (distinctes
: ; : . o
ou non). Clest le cas d'o® nous gommes partis au début dun n 2 ; chacun

des modules mbnogénes en lesguels se décompose E, est slors gim le,

i
)
e
o)

trement di"?‘:ngu est un module gemi-isimple (chap.I, 96, 2 ; on dit

slors gus 1fendomorphi isme u {ou 1z mairice A) est complltement rédue-

tible. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il guffit que tous les

diviseurs élémentaires de A soient du premier decré, ou, ce qui revient

s

2 méme, gue le polypome min imal de An'ait pas ds racine multiple

{en aczettant toujours gue toutes ses racines ¢ Dp‘lr‘tietﬁ" it 5 X) . 11 en
est ainei, évidemment dans le cas plu particulicr od ls polynone
3 i s

T

caraciéristious de A n'a que des racines simples, appartenant toutes 3 K.

Etant donné une extension algébriquument fermée SZ du corps K , on

srpelle encors racinecs car 3c’rer’s stiguis de & lea rac nes dans $2. de

son polynome caractéristicue (ménme si elles nfappartiennent pas & X) ;

jues de A conzidéris

93
Barde

£
et

1 i
Y LS 77 V &1 : ~ 2 0 e 25 \ ‘.: e v
ccmne metrice & el sments dans S2 . i A, (1< i<n) sont ces 7




o5 .
PROPOSITION 7.; Toute motrice carrée sur un corps commutatif K es

P

o

semblable 3 ¢a transposée.

D'aprés le cor. de la prop.6, il suffit de démontrer qu'une matrice
carrée A sur K et sa 3ransposée tA soit semblables guand on les coﬂsmere

comme matrices sur unc extension slgdoriquement fermée S) de X .

foe

est alors semblable & une matrice B mise sous la forme canonigus
de Jordan, et par suits tésemblame & ?’g ; on poeut se borner 3 fairs

. démonstration pour une mirice de Jirdsn J de la forme (3). Or, une

telle matrice est la matrice, par raprort & unc bass (@J_;,z<l<\‘,, dtun
espace & , 42 l'endomorphisme u de 6 el gue zz(b = }&.:;
u(b ) bi »;‘!‘4'\"9 pour 2<i¢m ; ei on dose ¢3=b, 5 , on a

=

]

peur O0<igm-2 et u gm 1,qr‘--,f., ; Gonc 1z matrics

2 A
]

-4
u par rspport & la base (c ) ntest ausre qus "Gg 2 ce gul démonire lsg

PHOPOSITION 8.~ Soit A une matrice catrée d'ordre n sur un corps

3

aicsbricuenment fermé K , ot soient -).. (1<ign) les racines caracté-

2
cRE

ristigues (gdistinctes ou confonduss) de A ; si g est une fraction

rationnells guelcongue de K(X) , pous gue 4 soit substituable dans g ,

nmmm 2 =

=

il faut et il suffit que chacun des A; le soit, et les racines

caractéristigues de la matrice g(A) sont slors g(ﬁ_i} (41<€ig<n).

Démontrone d'abord la pmpas:.twn lorsque g est un polynome : slls

£

g6 rédéuit slors & ymmer gue les rac .nes cﬂractens‘@ma@f de la matrice
{

A.). 11 suffit évidomment de faire ls démonstration

Shet e As
pour une meirice ds Jordan J de la foime {3) ; or, on vérifie aussitbt

s gue dans la matrice g;‘ ; tes termes disgonaux sont toue

4 ?..ﬁ 5 o 1 % o o Al \ x S o G2 e
& A~ , et los termes su-dessous de la diagonale sont nuls ;
o = o bt S ‘ g
Tar dens la matrice £(J) , ler termes cz:;agt::za aux sont toue 8zaux
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8 P({A), et les termes su-dessous d3 la diagonale sont nuls ce qui

signifie que £(A ) est racine multisle d'ordre m du polynome

‘caractéristique de f£(J).

Lag rcposition étant ainsi démontrie pour les polynomes, on en
déduit d’'abord gue si g— , o u et v sont des polyﬁomes 'premiers

entre sux de K[K] ; les racines caractéristiques de B=v(A) sont

les v(}, :;} : pour gue A soit substitiuable dans g , clest-é-dire que

B soit inversible, il faut et il suffit que les racines caractéristi-
ques v{A i} de B soient toutes #0 , c'est-a-dire que chacun des ./é»i
goit substituable dans g . En szmpos int cetis conél‘t’a on réalisde,
uoUS ailons vc;:i'}." gu'il exisie un pcol ynons WE Kg};l j tel que ifon ait
Bt s l.,; Pii ‘ “’1,, 3 SN

B =w(B) et, en posant Z!./-.a-v{)i,g ; (%,mw{!z_“ (1<ig<n) ; onen
éduira bien gque gfidxm glaj=u(8)B '=u(a)w(v(A)) & pour racines

coractéristioues ulA. }%‘av{ /Lﬁ}}’u( )le{f& ’%m\f\.l}(v(f;. ?}”5 bi}g

©
L]
s
e

e:;az; former 1o polynome w , considérons le polynome minimsl
, k , =
_,JZ?K) =Zs o X7 de ls matrice B ; on a h{B)=0, clest-2-dire
=G 3% : 2 el 2 :
Z &kj‘ = 0 ; cela sntraine d'sbord o,#0 , sans quoi, en multipliant

(14

, on voit gus B annulerait uwa polynoms de degré £ p , et

par suite que b ne serait pas le polymonme ! iz:mal de B . On peut
- b o g
donc écrire B izw(@} , en posant w(X) = aéz, ;(“é X ;. dlantre
=4 . :
on 3 ;'r(gz, =0 pour 1<i<n , d'oh on tire 5’{;; mw{gfi) par

1 ménps raisonnmement. La proposition est sinsi complétement démontrés.

5. Application zux &guations linéairss sur un corps alcsébrigustent

S el S s e oo s SigEe = = S e
Scit ¥ up espace vaotoriel ds dimension n sur un corps commutatif
3 5 2 4 - o 3 m i £ A3
=i u est un endomorphisme éfé ltespace B .

7 AR el s R A « 1 3 2 5
1a cornaissance des divigeurs &lémentsires de u permet diétucier alisé-
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(6) - Axulx) =7 (ot yEE)
suivant lee diverses velours du paramotre AcXK . Pour que (6) ait une
soluticn guel que solt Fe kb ; il feu. et il suffit que lﬁéqaa&ion'
u{x)- Ax=0 n'ait d'autre solution gqus O (chap.II ; 3, cor. ds iz prop.14,;

autrement dit; gue A soit distinet (es valeurs propreg de u .

Pour obtenir dans ce cas l'expression de X en fonction de y et ds A ;
rapportons u & une base telle gue la natrice correspondante £ soit
sous 1z forme canonigue de Jordan
& 9 0

]

o

S Je
i
&

e e b EET

P e
s \\
o,

O
]
&
%)
&k
k..vo
o
IS
N
O
Sr?
({1
a‘:
';.4‘.
)
[}
Lt
e

(7) , (AI-A)x =7

(en identifiant comme d'ordinsire x e y avec les matrices 2 uas
= . o - 5 =% - . ,

colonue corrsspondantes) ; si on pese Ry =(AI-4) , on en tire

il suffit donc de calculer 1 matrice R

f"f’

la résolvante de 1féguation (?; ; ou ce la maurzce A . 11 est immédial

- est vn Ttablean éiaveﬁaiﬁ formé des résolvantes des matricss de

Q-lw s {
s 'f‘“ o
2 Gn g g e S e - 2 it o 1 - > = o nrn
Jordan . : toub revient donc su css 0B la matrice de u esl une matiice
r_a':.‘:é # 1
» ve
ae Jorcsn
[I 3 AT
e
/ 4 - o
é i ¥
% g K& ... 0 \
% H
- ' g
,
ff"“’ @8t e s e &N BB i
25 : ;
b 7% 7, ;9 .!
5 % 2 A /
N Bt Z. » @ 4
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S0it alors {“’f)i)1 <i<n la base 2 lacuelle on a rapporté u ; si
0, = = 4 : ;
* g2 : - : : &
< = b ;% . sy = > b, 1téquation (.}\,g:_,_{ }x=y est équivalonte zu
os e ; :
. - £=t
systome linéair - -

=n (i€ ign-1 )
: 1
ecurrence et donne

sit

g : '+h 2

> = - (1< i<n)
8 <0 ( 1 )’c}r&.l‘ _

1 - 9 . .
f‘/ - »"X: (A~ c‘)z (A =~ :c)%
% Q ‘ 1 ® & & 5 .
\
3
\

1
X Jo (i -./10)“'5'

f iz o8
P T 6 0 D0 e T G OO BELECTERHRSTTOSDEPSESOE
7
4 /
‘\\ o o :
. : A~ A
- = ok 3 P g -’ o £ 2 sy pn et o
in revenant zu cas zénédrasl, soient _?\., '2 < D) les ragcines garacic-
; i

istinctes de la matrice & ; pour chaque indice i , soisnt
entalre.; de JB (’*13’51{10’65 Oou non) correspon-

Sm
éqi) ; on a é ( Z__\ m'j =n S pour

chsgue i , on désigne pa : le pluq grand des en’alers m; 4 s‘*{giéw_g .

=1
#0 , ne cenendant pas de A
Oz '“;x;,q,'zgzsra aue, a_,)\, et { mort deux élénmentis de K distincis
des valeurs propres de A , on a llidertité
{2} - R ,__( A- R
‘. e N e ) £
=A Wik, 2 g»v

En effet, il suffit ae rmltiplwr per B )\ngles doux membres de liiden- |

(AI- %} \,%&@&) (i 7051 ; ea res,arqaa,m‘? que Rj”\, ot Réx sont ?3’": 11~

puisque leurs inverses le sont.




R e

| | %@@W{x
= G‘? ] e

Supposons ma;ntenart gus JL solt ure valeur propre ds ll'endomorphisme

u 3 il résulte alors de la théorie générale des équations linéaires

(chap.II,9 4,th.3) que la condition ¢e possibilité de 1'équation (6) est

. ' . ; % ‘ -
que y soit orthogonal au sous-espace vectoriel G du dual E de E , formé

ges solutions de 1'éguation

(9) . Axt=-%u(xt)=0 .
Autrement dit, G est l'ensemble der yecteurs propres x*c€ E corres-
pondant & lg valeur propre A de tz , c'est-a-dire le nombre p des
© %

diviseurs élémentaires de “u gqul sonl des pulssances de A ; comme “u

& los mémes diviseurs élémentaires agie u {prop.7), p est aussi le

nombre des veclbeurs rpropres de u corisspondant & la vaieur pIoPYe A,

=
]

51 on désizne par v l'endomorphisme x —» Ax-ulx) , ?{0} est done
o

n o . v(E) de dinension n-p (autrement dit, v est de rang
s

W

2

n-p). Mais i1 faut necter gqu'en générel, v(E) n'est pas supblémentaire
§

v(0) . Cherchone en effet les &léusnts y de 1l'intersection

g
B

ot
&

(c)nv(B) : pour up tel ¥ , il exicte =xecE tel gue

yxjhyoa{x}m\u,aij % , ot d'autre part on doit avoir A y-uly)=0 ,
ctegt-g-dire (A -X).y=0 , d'ol {}ﬁ~zi°ax=e ; la réeiprogue est immediate.

Or, scit o0 £ p loc nombre des divisevrs élénentalres de 1 gui sont

¢ . bn g donc 1a @fé;ﬁgition vonie :
PROPOSITION 9.- Soit u un endomorphirme diun e gspace vec toriel E de-
cdimepsion n sur un oorps Cﬁﬁﬁﬁﬁaﬁﬁa P : spit A une valeur Dropre

c*%'

des gauwﬂagf cos ,Q} et w(E) , il fsut et il suffi

o o <, l'.f:a e 7 >
racine sizple du polynonme mzngwal de v .
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= On notera que cette condition sera ryemplie en particulier lorsque u

est complétement réductible.

Remargus.- Lorsqufon cherche & géréraliser la notion de valeur
propre 4 un endomorphisme u d'un espace vectoriel E de dimension

infinie sur un corps commutatif K , 1fidée lz plus naturelle consiste

m‘.

donner ce nom aux Sléments A€ K tels que 1'égustion (6) ait des
sclutions %G . Mais alars la plupart des résultats ci-dessus ne sont

plus valables : par exemple, en désignant par v lfendcgerghisma

M

A x-u{x) , on peut avoir x(o)- {0} , mais v(EME ; dans ce
cas, L n'sst pas valeur propre av. sens précédent, maeis 1'éguation
A z-ulx)=y n'a pas de solucion pour certaines valeurs de 7 ; oo note-

28 gue dans ce cas, Jl est valeu? propras i(su sens ci-dessus) de la

transposée ‘a de u . Inversement;'il-peut ge faire gulon ait

(0)4£0 , mais v(E)=E : A est alors valeur propre de u , mais non
%y . Comme nous le verrons ul‘érleurement il convient d! lmrgirr

iz notion de %valsur prapreﬁ;, en désignant ainsi les valeurs A ,

pour lesquelles = —> A x-ulx) cesse d'8tre un sutomorphisme

de E , ou cesse de satisfaire & certaines conditions on relation
avec une topologie donnés sur B

6. Base ﬁeamala d*une extension eyclig‘e.

4y ehen.V (2 6), nous avons démontré que toute extension gsloisienne §

o

ol 8 A e e 2 - 5 e
taircs, le mBme théoréms dans le cas of K est un corps fini ; on sail alor
S e A o ¥ 3 Lo s :

gus ¥ est uns religue e de K {chaﬁ v, %7 Dron.6). la démonsira~

Ko b 5 £z A Z : S e AT
ate nous nllons denner (dus & Artin) snpyas* seulement gus B ¢
- = -
cyienaio de & ., K étent Tini ou pon.




Soit f le groupe (eycligue) de N sur K , n son ordre, ¢ un générateur

de }"‘ : lorsqu'on considére N comme w: espace veclioriel de dimengion n

sur K , 0 est un emoﬁzorph;smé de N ; 11 lui wgorrespond done (n°2) un
KEXlofﬁodﬁle N, . le produit f£.x , o8 f = Z Gy Xk appartient 2 KE’]
tant épal & Z mkak(x} . Par hypo! hese, on & oP=1 , donc

LS W= :
(X®-1).2=0 pour %out xek , X2-4 es® un multiple de 1'annulateur

(17
g = > gkxk du module Hg : mais d'antre part le degré m de cet annula-
o

’g%,w est nécessairement 1 , sans gquoi on aursif identiguement

i

Zi Byo E(2)=0 pour tout =xé€N » les B, n'étant pas tous nuls, et on
sait ( iup V,8 4,th.1) que les n sutonorphismes distincts F (0<kgn-1)
5

inéairement indépendants. On voit sinsi que X?-4 est l'annulateur

de §_ , ot comme il est de degré n , H_ est un k{X]-module monosdne
<€ N est un élément engendrant E , les n éléments Ad‘g‘(&}

8
sont par défihition linéairement indépendants par rapport & K fag ELn-1),

© 6. Anneasux noesheriens.

{théorie &lémentsire)

.-\‘

1l ne sera guestion dans ce paragraphe que d'annesux commuiatifs

Nous avons défini =u 4 (n%1) les spneaux nosthoriens {commutatifs |

&liment mite}. Tout anneau principal (et en pafmcaliez

tout corps cummubatif) est un annea: noetherien.

PROPOSITION 4.- Tout snnesn guotient dfun annesu nosthericn est un




-
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| En effet, soit A un anneaun noetherismn, (UL un idéal dans A , ¢ 1%homo-
norphisme canonique de A sur 4 /t/& : tout idéal dans ﬁ/{/(, est de 1a
forne cp(@), ol @ est un idéal do & coniemant L ; comme %  aémet
par hypothése un systéme de generatehrs fini 8 (en tant que Afmoduls),
o( &) samet (en tant que A /a@ -moduls) le systéme de générateurs fini
o(8).

PROPOSITION 2.- Toub annesu produit d'un nombre fini d'anneaux

nocthericns st un &ﬁeau noetherisen.

En effet, si A= 'ﬁ A, est un produit d'anneaux noetheriens, toub
ted

1aésl  dens A est produit de ses rrojectiors L. dans A, ; si By

est vn systéne fini de générateurs de 02’1 a1 n}, il est immeédiat
5

ue [ 8, est un systéme Tini de générateurs de O .

— ;:?mt,:a par conirye qulun sous-annegu d'un ennesi nce“caem@ﬁ

‘ii- niest pas 'né@essaz. rement noe’c nerien : par exemple, si A eat un
annean d'intézrité qui nlest pes noetherien, son corps des
auotients K :;.: A est un annszu noetherien.

THE Gﬁmg 4 (Hilbert).- Si A est un arpeau noetherien (cemmu’cat;.f et

avant vn élément wz;te}, 1fanncaou des—polynomss

.&[X} des polynomes

5 une indéterminée sur A est un annccy noetherien.

“

it (£ un idéal gquelcongue dans ﬁ@i‘l , et pour tout enticr 1un 2 0O,

soit @ llensenmble des polynomes ue ¢ de degié £ I ; 3303 GLiv A

0
&
¢
';‘
x

o M

o=t un idésl dans A , et par supite wr A-module de "‘*ye £ini ; nous

emble Y des
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soit u(x)zﬂ 3= ‘E--)L oo ‘.a-w\_r un élément guelcongue de H ; par

nypothésa, il existe des éléments {*z,éﬁ (1< k< p) tels que

& ;
,jt = 2, é‘kak : dcnp b Z F‘- ¢, un degré £ n-1 , eutrement dit

i 7,
-apparf'{gnt & En.. 4 : 81 S es’c un systﬁ me de genérataufs fini du
A-mogule H , , on voit done qus les vy (1€ k(p} et les éléments de S
forment un s;gfsteme des gezxém‘sears de I-.ﬁ ; ce dernier sst donc un '
A-module de typs f:'mi , et a fortiori 1m A{XY -module de type fini.
Soit mad intenant "g’ 14 ens@mme forme de €} et des cosfficients de:
ta;r.jmes domipnants des polynomes u € ¢ non ruls, et moptrons gque

cat un idéal dans A . Tl eat évident cue sl a est coefficient du terme

dominant de u , A & est coeffic rgmﬁ du terme dominant de _Atu si

A :;%{} , et nul dans le contraire, één@ appartient & 45’3% ; dfautre part,
8. u=/ ggf‘“’ +. 4 . = = f’-b:{?“ +. ’E«i y Bont deux pz)f';"zcmw spparienant
& (& , de degrés respectifs m et n , ot =i par exemple m< n , le poly-
NOmE g‘"iﬁ*f@. appartient & 0L , st sl A o [/wg-;%i} , clest le cosffi-
cisnt dun terme dominant de ce polynome, done A = appartient

63

i
‘*!‘,.’?} . Boit alors ui ,3 un gysteme de génerateurs £ini de get

5

£isa
déal, et pour chsgue z.zzﬁ.z,f;e i

fate

(1£31¢q), scit v, un polynoms de
dont Sii est le coefficient du terme domlnant ; sm"c n le plus grand d 8
degrés ne deg 7, ; OOuS allons "m.;.r gue les v. et un systéme de g zzé ro-

teurs de B_ forment un systome de géndrateurs de o , ce qui &tablira

: = i }\» e =
o a ¢ o ¥ P m-
Soit donc u= ﬂ@:& A un po lgﬁw’ selecongue de degre & W;,ga rte-
- S . 5 ey e = - e 14,* i e = . e %
aant & UL , et prouvons gue u est coubinaligon lineaire {& coefficisnts
e G < P e 5 S B o
et ciéléments de B, . 5i m < n , la proposition est
Shda
gm 2T ¢ wmed memasee | AaTIO TS PASNTTENCE Ly B
p el  Taigennons GOAC Par LoLiLliBi sUr Z
Z?‘— S
, Gz >
7 s e | A T s £ 7 = &
€ o | depec 11 ezigls g clelenie [ =&
_j:,, %l
7 i R i \"x : i : 2 e e : o
{14icqg) telg gue = > = F [ par suite ls polynome
T iy
g 7
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U= ’Lé g/f'izm“ﬁiv& s Qul appartient & ‘£ , a un degré n—»? ., et par
suite Bst combinmison lindaire (& ccafficients dans &{Xj) des v; st
dféléments é@ﬁa - - = C.Q.F.D.
COROLIAIRE.- 81 A oot un sonesy nostierien,

a@%g%gg.ggﬁ

Il suffit d'sppiiguer ls th.! par riecurrencs sur n .

En partica‘iierg pour tout corps X , lianneau de polycncmes
KET? oﬂﬁgoeugxa

AE B0 008, |

Un exemple d'annesu non noetherien sst donné par un annsau de

est noetherien ; de néme, si A est un anunean principal,
est noetherien.

R l Y

&

= 2

polynomes K&V, s iney & une inf inité dépnombrabls dtindétermindes.
Désigupons ep effet par X 5 +'idéal de cet anneau engendré par

les ¥ d'indice p<n ;ona U CU nr 2% X4 5 qul appar-

P n
tient & %n—é‘»'i , ne peut appartenir & G’Zm , car tout polynome

appartenant & Vbﬁ st %{J a toujours un degré non pul par rapport
8 liup des JLQ di'indice < n .

2. Produit dfiddsux.

Dens ce :a,”‘* et les trois suivante, los spnesux gque nons considérerons

sont commutatifs et ont un élément wnits, mais ne sont pas nécessairvement

noetheriens.
DEFINITICE 4.- Biant domnés deux jdéanx o1 # ‘g dens un gnneau 4

7 -
gza a@«{;iwvmmﬁ de (L par & 1'i 12l sngendré par ”1% glémente zy,
st 7 ga‘?’@aw‘i‘ “5 s

butrement dit, ce produit set l'cpsamble des sommes “fg XY , oh

e LR

g4 X parcourt

N e S e

“

o o - s ey ek
(z,) et (y,3 (1<i<n)

s, &

= =% - .
sont deux suitss fir 1B qzzei@cnqam Gd*élaments

i

LA S e N B e i o
yrtenant respectivanent 8 UL Bt 4
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Par abus :318 lengage, nous d.émgzer ns le produit de L par fg‘ Tar
1z notation fwg u oL .@ ; blen que cette notation ait désigné

jusqu'ici 1lensemble des prodults xy , o8 xecuL et yect , emsemdls

} ; mais comme oet

0
3
m
(‘9
t;
w
B
fuds
=)
c-ﬁ.
g
=]
fote
©
i
o
B
g
fend
L))
W
ok
)
i
i3
ci
&
o
53
L]
G
Q.d‘-
-
@
Lo
«
P
434
b
et
Font
)
Sﬂ
C.u
i
¢v§n
b

dtidéaux, il ne seurait ¥y avai'z%'ﬂe ca}nfwim On motere qu@ 8y O est
un idéal primeipal {a} de 4 , (a). @; est 1lensemble des Gléments sy ;
b ve & ; oo le note encore @ £ .51 4 = (£) est aussi o 1dca1
principal, ona L s {ab) (sutrement dit le produit de demx idéaux

principavx est le produit défini dans ce oas =m & 3,u°%1).

= =
11 eet immédist gue le produit ainsi 48Pini dens lfensembie o
jes idésux e A est commuiatif et asiociatbif, gar les idésuz L f“g £ 3
et (e J 1 sont tous deux identlques & 1'idéal engendré par les

profuits xyz , 08 e ot ,yed otzer . Liidéal principal

1¢idéel I ; on oculbrs, on a la prop ~16t6 de a.zs*tmbutivz‘ts

13 A+ )= b +

say chacun des dsux memb:fes est engendré par l*ensemnw formé des

roduits xy et des @m{mi’ss x’z (oh x et x* parcourent L , ¥ Dar-

conrt & et z pamzmz*t =

*"z; Deut rizme:, dire gue, muni &e is ol 5}3 c@mpssi’awn interns :
tol .‘v'}‘ = fé%&g’ et ds la relation dtinclusion , J est un ponlds

cul észz'rmzwemﬁm% {2 9 32'; 773 . toutes les propriétés de ces

J"."{Z@Aﬁﬁﬁ f%szm»:mtr%g au g Y s@m gone apglwa’*las a J ; nous loiscsons

an lsctevr ls soin de les &noncer aves B;eg notations correspondentes.
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- On mrﬁammm' guien géxzéz'g; - 5 nfest pas semi-réticulé infériew-
Z_‘ rement, cl'est--dire quion a en général, (‘g—ﬂ LW e é) N
Nl s ) {on peut seulement dire gue le péemia:c membrs est contenu
dans le sscond). Par exemple, considérons (};am}l? snneau Q X ‘i’}
les idéaux 4 - =(X) , A=(¥)e: =(X(Y) ; il est immédiat
que ‘@ A\ K =(XY) ; donc les po.ynomes spparienant & (ij nkE )
ont tous leurs temmes #0 do degé » 3, alors que le polynoms XY
sppartient & la fois & (7 1? e; 8 O .
0z notera enfin gufon a (}z’ﬂ’) c ()&(‘z -:"/7 ; 1es deux menbres Stani en
générzl distincis ; en particulier p B ot psar tout én'tier n> 0

Remargue.- Ls déf.1 peut slétendre aup cas oh UL et ‘@ gont deux

A-modules dans une slpgdbre comutative- E sur l'anpezu & ; touvtes

@....x
““ﬁ

sropriétés énoncées ci-dessus pour le produit dfidéaux sont
encore valables dans ce cas.

& k]
&
T e

Soient o et @ deux idéasux dans w anneau A ; l'ensenmble des éléments

x¢A tels gus z @ C ¢¢ est un idéa’., puisgue ‘z'@ —za.y{;» m{xw}f@ S

z 5] & m : “s
et zx 6 C X‘g’ pour tout z€ A& . Cot idéal est dit 'tmzzsparmur de

="

ae ;

= dans (L , et neté (L : vg ; on a évidemment mc;az; ;‘? .
Exemple.- Si A est un smnean principal ( § 3,0%), {’gj}% ) 1a

fanille des idéaux maximsux de & , et si UL = | | Eﬁ%@
W “

& %' - Ma 2
«@ = E/g }ﬁz y Dour gue z: € UL ; *@» ; i1 faut et il suffif

s W
évidemment, si f’:sz}-« § p v, ous l'on ait g +tm
pour tout 1 , dfol 1?@3:1 dédui- aussitdlt que :

“T’“‘r B, ~B,
nst = - B o )
o / ﬁ@
35 b & ,cns OL: w&“{@? ; onversement, si c)& =(1),

on & par déPinition 4. & = ‘g’ c

et

i
14

W

AR

i’u‘x
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D'aprés la définition de é _on a @ Lon s éi)c; o) mais
sn général cet idéal'?ro&uit est distinct de  , comme le monire
ligxempie considérs ci-dessus. ' '
Lz proposition suivente est évidente & pariir des d”finiﬁiﬁﬂ -
PROPOSITION 3. - iu@ {( ot )} dtidéaux ds 4 ,
0] {@a@@}:gz@m@;@m

4. Jdénux premiers ; redical dgun idéal.

DEFIHITION 2.- Dane unm snnesy commutsif A ayant up Slément unitéd, on
4it gulun idéel “ﬁ} A ssi premiey s, 1'sppesu guotient gj} est
un a&ae@u d’&azegrité
Il revient au méue de dive que les ‘elations 'zzgi‘%z' » T4 }? an-
trafnent xy;i g; , puisgue la velation x ¢ v signifie que, demns
&;I;’:‘ ; 1a classe de x est gé-@ - La (81.2 peut donce encore stexprimer
en disant gus le complémentaire g‘?ﬁ est une partie ds A stabl@
- la maitiplication.
Exemples.- 1) Tout idéalvmazimag EQ’ dans 4 ost gre@iayg puisque
‘ﬁifjﬁp est slors un corps. 3@@3 un annesu princi azg tout idéel
premier est maximel, car sl {2} n’est pam maximal (c 1 est-A-AiTe
(9 3.0%]) g1 a n'est pas un éléient premier dans A), on peut

éerire &=bc , o0 b et © ne son: pas divisibles par u . Hais on

& das

P ;;;4 3 g T 7 g 1 % T connam e g9 % S e 2 s £
pout donper dzs sxepples dlsrpenx doans lesquels i1 exisie

ers nop meximeuz : ofest le cas d'un anneau ﬁ@ @Q‘”ﬁ@w
sur un prenier mais

isonmoyphe &
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2) Soit % wn 1aéal de & , [J un 1déel premier de 4 , combensut

gt ; dans 1! annesu guotient 'Aj L , 1tidéal pl/’;})z, est ﬁz*emiei* g i

puisque 1'anncas quotient (4 / (L )/( :p j/ 0L ) est mcmorphe |

Y + w
s résulte sussitdt de la d6f.2, par récurrence sur n, que les relamonc
8’:3., : j’fﬁ (1<2¢<n) entrainent &a.a.... a‘%p en z)artienlier, la rela~
tion a & K} entraine %, p pons tout entier a % O .

b‘ 7 "
PROPOSITION 4.~ Soient 43 un_idéal j Wremi&sé g et 4 deux idéeux |
; les relations (¢ ci'l' et 7§¢ Q @'ﬁ”ﬁfﬁ&ﬁﬁﬂt W—f ’y’f £
Zn offet, il existe & c 0"& et tels que & ';’i jﬁ st be {7 ;

= = o dr]
on & Gone &b ¢ 14 , et par suite «Cmf ¢ ﬁ -
Tesi montre que dans ls monoite semi-réticulé supériesursment
| des idéaux de & , les idéaix premiers sont les €iémenis -

- 84,0%0, aés.8

£

d6al gue. congue dens un snnesy commbatif

A qiﬁ?;ggéﬁlﬁwﬁﬁﬁ Slémente €A %e s gque. pour vn entisr n >0
{dépendant de ‘x} on ait P . 85 pn idéal z

. | otn-1 -
et eo ,o08 (30 €U

, ¢ar dang

on a péeessaimment py B ou  WiD-DP-1 258 3
51 est évident gue si P-4 on g aussi (zx}"iﬁgwaf J

o PR S
vroposition.

el6 le radicel d¢ (L et no

7 2 8he
- T 7
, o & Bad B = e
7 &

[ 6.~ Quels gue soieont les . désux (L , 4 dans A , |
e s
%ﬁ% - 3=Rad{JL 4 J=(Bad o} (Bad & }.
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On & évidemment Ezs«i(if&\"ﬁz }c;Rad(c; f'} {3 }, et dlautre part la défini-
tion du radical prouve gue Rad{ (XN - )C {(Red oo '};"‘a (Rad fé’. J. Dilgutze
part, si X ¢ o et Pcd ,oma &F% xf , done
(Rad 1 Y (Rad ‘@’} — Rad(ﬁb@ ), ce qui sehdve la démonstration.
 COROLLAIRE.- 1 ,ena B[P =P .
Exenmple.- Dans un amfzeau princinal, le radical de tout idéal
gL = _§:§° p{;’b et egal dfapréd: la prop.5 su produit des idéaux

premier

premiers @@ pour lesquels n, > O .

&

PROPOSITION 7.- Soit A un anneau noetiérien . Pour tout idéal L de A ,

 oxisto un entier n > O telagus (RRa ) C o .

En effot, —oit (a, ), . un systée de générateurs de BRad 0L ;
pour tout indice i (1¢ i<p) il exist: un entier n; > 0 tel que
g : - : ' ,
a.*c oy . S0it n =2 n. ; pour tout xeRad 0L il existe p élemsnts
4 c=4p 2’ 'p
£ @ = <! x;, > » 3 = 3 ‘:?é a& %
b;eA tels que X 2, bz,a’z, Soient alors x4= Z b 3& n éléments
quelcongues ds I g. e%"; le produit 9 ,,2”,“ gst &@me de Lermss
Je : _ '
de la forme ¢ | | aj:‘ ; o8 cch et ; Z n, ; il existe

R

tz 4 £=

done pour chacun de ces termes un indlee i u@l que ‘ji > Dy , ce qui

monbYe QU XyFp.-.X, appertient & 1 , ot par suite gue (Bad e o

On notera gue ce*&tfz pmpasi‘tmn ateat plus ezaem gi on ne su;ap@se

pius gque A soit 7 Qé?i@ﬁg Pronons par exerpls pour & lﬁmrﬁeazz
?‘ﬁ;;’f{;ﬁéy e des polynomes & ung iafinité dénombreble d'indétermindes
| e :
sur un corpe K , pour (r 1'idésl engendré par les éléments X;if
: &b

(n e ﬁf Y. 11 est immédiat gue Fad O est l*z,ciéa.i engendré par
Jes X (idésl deg polynomes ganc terme m:astant}g comme or le voit

t+ analosue & ¢2 E;M, de. 1s prop.7 ; nais pmz,:f

K
A2
by
&
m
‘t*‘g
o0
§ W
K"i
g.
o}
5
(1]
L"‘x
g

tont entier n , on a (Bed L )P ”f“’ % , car le polynome Yg
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33"?1 IIPION 3 Sem Das:ts un aopesu cemmte tif A aysnt uwn 81lément unité om dit

_1'anncau guotlen'%; .&/y , tout
{clegt-a-dire 2 unc de ses puissances nulles)

gulun idéal (;'/” est primasire si,
diviseur de O est nilpotent
Ep dlautres termes, les relations xy € oy ,3F 0 entrainent qu'il
‘exis‘ée un entier n > 0 tel que e Cy ; on pent sussi dire gue les
mlatiézzs Xy € ? T f.%’ 'entrainen'i' X € Bad g - Tout iﬁégl premier
est dvidemument primsire. | A
fmle,-» Dans urn anneen prineipsl 4 , pour gue 1a relation xyelaq)
Eﬂ‘i}i‘”iﬁe velg) cu € {q) pour 1n entier n au moins il faat et il
suffit que g ne soit divisible qie par un seul élément premier,

a&ﬁxeme:at git qaez z‘;::p’f {p premier, v entisr > 0} ; en effet,
3 53

L k .
si on avait g¢=p,P, , On aurait xyef{g) en prenant x =7, ,
v = ;g;eg . mais x° i :f‘"‘ z'apparticnnent 3 {q) pour sucun entier n .
Bn dfsubres termes, les idéaux primaires sont dans ¢8 cag les

TROPOSITION 8.- Le radical diun idéal primaire sst premier.

goit (7 un idéal primairTe, gﬂ = Red ¢f . 51 m@p , i1 existe
1

7
vy 3% '
‘ Fyeqg sl e o sone xell par
ire x4/ il existe un entier m >0 tel
o
e yelf , oo qui achdve la démonstraticn.
‘ 2

SRERE s S e ‘oo P o ey A o 3 eip
coefficients entisrs, formé des DPOLyNOUEH




_ - ,
Considérons alors 1'idéal U = T33=(9xg)+(§xﬁ)+(z4) ;: son radical

est p (cor. de la prop.6), mais il n'est pas primsire, car on a {.
9%fe ¢ ot 9 ﬁ }? - % g7 . Lot sxemple prouve en méme temps '
gutune puigsance alun ;deal prerier n'est z;as nocasgawm@nt

primaire.
2) D'autre part, un idéal prmc ire n'est pas nécessairement ume

puissance d'un idéal prmisr. Par exemple, dapns l'annesu j .
1'idéal @7 ={4}+{X) est primairc, car [/ [XT/U;’ est iﬁ@mamh@
Z/{&}, o& la classe du norbre 2 est le seul diviseur de O
et est nilpotente ; le seul idé:l distinct de Z/{@}g le seul
idéal distinct de Z [ K} ot de 7 et contenant «7 dans ﬁam:san

% [} est 1'id6al maxinal p =(2}(%X), qui ®st 4videmnent le
Fs

£

> - & il o 3 }M{
radical de ﬁ ; mais X nlappartient & sucune puissance },f} :

ofh k > 1 , et par suite t)] ntest égal & szucune de ces puissances.

PROPCSITION 9.~ Soient (? un idéel primeire, U 2t Aéf deux idéaux

dezs A ; les relations wfc c;r st Ji gty entrafzent
En effet, si on svait & % p , 21 existerait y & o gue

Gonme dlautre part i1 existe z€ . tel gue X % o/’ , on surait

¥ e .;;'g,*féig; o , @@zz‘i;zmmmﬁﬂ% 1thypothdse que gy est primaire. . ;
/ .

COROLIALERE 1.~ 851 cff ggt @%_ima.i%el‘g rala’*wzz oL 2 c. g?v entraine
L - Rad vf -

‘est vne wmsqzzsma de le prop.% , par récurrence sur n .

g T T e ; G ST
CORCLLIAIRE 2.- Bi ¢/ s8¢ pr. zzm,m, o; fé gﬁi Bad (f’ a. U =0,

L

4

<y : 7 2 Vs :
fot, ecna . i) ’g ; come @' i Rad ?;f , 18 prop.Y

 satoom e tmtropert GBSy




- a0 -

£

PROPOZITION 10.- 83 (Ey s)1 ¢3¢ 88t upe famille finie d'idésux primed-
; NTS
@@ , Llintersection g 1 3 9, est

C=4

n_jdésl primaize sysnt pour radical J .

En effet, 'g est le radicsal de %’ (m'op 6) 8 WEY , 6t ﬁ g/
il existe un indice i tel que x gé T 5 alors comme yyeff , ona
yE %:f ., G'ch 12 proposition.

11 spit de },a prop.40 que si (7 .) est une famille finie gusl-
P g 1< 4

i“4<in :

e fan

congue d'idSsux primaires, il existe vo ille finie ( Q;ﬂ 3} dfidéaux
primsires dont les radicaux sont deux 5 deux distincis, tels gue

T, :

A%g (;: = {/,;5 /?/;3 : en effet, soient Aﬁj {(1<3 ép)iesradicazzx
distincis des Y, , et soit H 1t cnse:a‘cl des indices i tels que
o = ?m? = ; ot (%7 t = ot A
Rad 67; 44 é.}. suffit de brenﬁ,ra 3 /3 , dtaprées la prop.i

3
ieH

Nous diroms g gufune femille finie ( Yoo d'idéaux primsires
74 -.{f é

est redulite sl les radicaux des ‘?i sont deux & deux dz,sm,ncwg st si

s

1%intersection de n-%1 gusicopgues des "?. est distincte de F |
1= z 3,

rouve gue toute interszetion d’zme famille Tinie c;u,si«»

X
(2]
)
.g:;
fo
)
e
LA
&
{%9
s
@
o)

congue d'idésux primaires est aussi it z:atersactimz dfune famille

réduite dfidésux primsires.

PROPUSITION 11.- 81 iafi)? <ien 2BE est une faz%u.e réduite dtidésux

primaires telle cus ©w > %1 , 1'id8 6? = ;”/,:\3%“ ‘j/ n'est pas primsive,
En effot, soient ;; imﬁa& v s les radiczux des (?i (‘Eé i<nl;

goit k tel gue J‘i}; s0it z:r,mma,&. dans I%asemcle des fﬁv’ ;¢ Pour i:;:’i?g; _j

on s donc nﬁi %;i g»..e L et par suite il em,aae a € ,}j . tel qus

&, ;:L m"f/g . Par définition, il exma,e un @atmr r; tel que a?i V?é

s . ; » OB a done ai 7; pour 1;1:& . Dlautre

T
f}’i’} eat rééa,ﬁes ona Y f 4/’/7’ déne ii
sxigte un &léuent b e f’ % tel gue bk% 47 iﬁe? sment x=Db, ’g;ga Y

&




appartient

définition

b

ff p ot & chactm des 07 g d'indice i=k , domoc & pa

étsit primaire, corme oo a bk% 7 il existeraif

i#

s ; : -
eatlexat% que (TTaii C‘?";‘]ﬁ . 8% par suite kic }f&,

mElg CONme

au moins un indice

o 2 o
SxiSLe Ul DeIml

ol

J£n -~

e—-?o

V. G 1 =5 ~E -
LOS8uE ’ﬁ?ﬁ. i
gt

elles gue b
tation o ds {‘é ,n} e l},e ga@ Baé. 9] ;=hed 9! L
*«.

5L am g =, 2
gerons parmi -

{ompnnm 4 o

LT KR

e
que 5=
&
{3)

{A\}i,} : ﬁ.«za@

%
es min .s,deau,x premiers %’:! 52 ﬁ , un élément maximal

i

est premier, cela er treinerait a, € }ff pour

%k , ce qui est ¢bsurds.

gont deux femilles réduites

ﬂ gy, a8 men, ot il

3
=)

’?D“j Rad ¢

Ve

€

elation d'inclusion) ; nous pouvons sapyasez‘ par ezemﬁls gue
idéal f(en faisant au bescin une permutation sur 1l'ensem-
. Montrons d'zbord qu il existe alors un indice J tel

; on peut E=krze écrire,

n tir =1 — Bad J/'=
on tire .%Iﬁ,. aé, % _ : 73
serait possible gue a8l tﬁf e
: : -

> a;e 14 prop.9 monire dons gu'o

0; ¢C , Heis de 1z mBme
‘;5, 2 s et wﬁm«“ {1" - :}7'

con “%:r irement ay fait que

. Consi-
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Raisonnons par l'absurde et supposons gue 1'ensenble 19¢ des idéaux
pour lesguels la proposition est fausse ne soit pas vide ; il existe |
alors dans {7, vo 6lément meximal (L . Par hypothése, ¢z ne peut Stm
irréductible ; on a donc o s‘g(‘)g‘; ; OB o2 # ?32 et L = & 31
a'ensuit gue ‘,@ ni /L ne peuvent gppartenir § % ; 8% par suits gae
chacun d'eux est intersection d'un nombre fini diideau.z irréductibles.
Hais elors il en est de méme de ¢¢ , cs gul est absurds.
rréductible est primsive.

Ia!c_:-us; démontrerons cetie proposition en prouvant qu'un idéal non

i
o (8= v (b)Y, Posons G = % +(a) , £ =0+Hb%) ; on 2 éviden-
ment oL Q#g' s EC L et d g {ﬁ s UtgkL  ; nous allons prouver
gue Ui = ‘g N\ £ , co gui montrere que UL est réductible., En effet,

{3
o
Yl
ﬁ'
£

wn élément de £ Nk ; on peut Sorire, puisque ¢ €z +{b") ,
c=xztyb? , avee x cu , A . Comme ccu+(a) , on = dtautrs part
bocoe Hab)  ¢¢ ce gqui stéerit bm-y‘bw1€ oL , 6% entraine donec
o5 e o, dais comme or:(b*TY)= :(¥®) , on = aussi yboe oo
done ¢ €t . : C.0.F.D.

Pour tout idéal & d’un soneau noethérien & , il existe donc une
femille réduite { ? 1% <i¢n d’ideaw; primaires telles qus L= f’* ﬂ«j‘f‘ :

¢ th.2 pontre que le m&‘bm n d'idéaux de cebte Pamille , 6t les rm;,em‘;ﬂ:

sont éé‘temméﬁée facon unigus par 1'idéal oL . On dit que les
, et que leurs
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Bn effet, si 'v?ﬁi (1€ ié »n) somnt les idéaux premiers sssocids & 0L ,
on o BRad L= q Ki d'aprés le th.3 et la prop.6 ; liunicité de '
1l'sxpression de b;%ad Jt comme l'intersection d'idéesux premisrs résulte du
PROPOSITION 12.- Soient o7 st ¥ dsux idésux dens un armesu nosthérien
5 . Il existe un el OV ot un entier r >0 tels que i€ = &Nt
st & o’ | .

Considérong wne famille de composautes primoives {I,é: ot g’ ; désisnons

par O, (145<n) oslies de ves compusenies ielles que (L Bad ¥

par g?; (1£3<n) les antres. On s done Uf= £/ g’}; avee

| ' = C;; %7’1 et @s’i = t’;} 0;""3 . 11 sxists (prop.7) un entier
>0 telque (Rad /,)°c ¢, pour 1<idm , et per suite " o’ |

Diantre part, comme (f ¢, Rad ¢ ; ; 1l existe xec o tel que

8
Xz‘ég@ ?3 j Sein x‘g’ci e&‘égg:(y" , o7 & nécessairement @ - g;"j

>
(1 3¢n), ot per suite f-— £, ° . Cela Gtans, on peut éorire

o= b3t = 'nd 1nE= N, oo qui stadiit 1a proposi-
2= , 1040,
¢'un anneau noetherien A , distincd

/7

THRORRME 4 (Xrull).- Soit 0L un idésl

<, n 5 o o = .
de A ¢ ur gue &Q\é{ X ={0)}, i1 Taeui et il suffit qu'il ntexiste

dans A sucupn divisevr de zdéro consry A 1 modulo (¢ .

Ls condition est nécessaire ; en effet, supposoms qu'il existe deux
éidments b,c de A fels gus b#D , ¢#0 , be=0 et a=i-bECL . Una
- , : .
dome  @c=c-be=0 , d'oh par réourrence sur n , ac=c#0 . Uomme a € LT,

, m
on s done ce P quel que soit b , cuencore cc [ | oL .

"
Le condition est gulfigemte. S0it en effetl 4 = ng}y’ o ; 0B &

sviderment {72 = 'i;zf‘ﬁ“(“‘g @ pour Yout entier n . Diapres la prop.i2,

2 v 7 5 / <
il existe un idéal ¢1' et un entier r S0 tels que & Do ,




2

: » =1 ?ﬁ =
et z’%é = 0‘&’/’}»@" ‘ ’ atol %éa o {’) @ . .ém‘tmmrt dit, on a '@r’“ cﬁéé
Hous alibz}s en déduire que, s*il nfexiste aucun diviseur de 0 congru
51 modulo (¥ , one 4 =0 . B effet, soit {b“}‘?<i<z@,
de génératsurs de 1*iééa‘* ‘@ . i gc:: o 2 , 03 déduit

gue, pour 1< z.@ ., 00 &

un systene

P

6) by = Z?i 2150 '

o 34 4 ¢ pour ‘%;{gi;gn fi £j<n . les relstions (6] peuvent

encors s'éerire (?} Z €§§,;‘§”a‘1;§)b =0 (4£ign), e'é; ’Sij est 1'indic

de Xromecker. Soit ’i{‘f =det(d 15781, ot s0it A 33 le cofactens
\._ de O ;5784 dams A multipliant chacune des relations {7) par é,fé,
et 250utant nombre & membre les & relstions obt fenuse, ,;2. vient
| AL By =0 {(1<h¢n). Or, ona évidag}zs@m A~ {mod. JL a

o

‘ ;'& s % o a0 i o
©  dome [\#0 , sans quol on sureit 1€ Ob . ou 0L =A ﬁzzmmﬁ,mmgzm 2

1¥hypothess 3 digutre part, si »@ 4—{? } les ‘izh ne sont pas tous ouls,

done 7\ serait ur diviseur de 0 ., oc gui est contraire & 1lihypothéas.
Le théortme est sinsi démontré.
GOROLLAIRE. - gm 20ne8y w&&é@g@f _postherien & , pour toul idésl é

L4 A : ot ’
t,wfiq '? ‘é‘M 2 @&a Eejéi {Q} £e




