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qL!élaboratlon de ce chap;tre (qul est bien entendu, une premiére rédac-
tzon) a 61é plus lente gue ne l'espérait ls: redac»eur, gui a mis un
certain temps _pour s'initier sux matiéres dudil chupiire, et dont 1s
travail e di 8tre interrozpu & plusieurs reprises en faveur de tiches
plus urgentss. Le rédacteur eop%re yue les deux Uerniers chuaplitres
d@ 1'algébre suivront dans un délai plus court.
,Veicl tout dabord le sommaire du chapiire :
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ldaaux minimaux d'un annesy 8 opératsurs.
Annesuz £e1i-cilpIes £L SONesux Simples.
Produils lensorieis d'aicebres 5321 simples,
Beprésen bdtl@ﬁs des algsébres seni-gimples
Feprésentations maLriciciies Ges u&gébrag.'
Beprésentations matricieiles des groupss.
ieprésentations ma*rzc“eimqb du groupe Qyméﬁriqag.
Heprésentations muiricicliss S du groupe Linde
irréductibles.

invariants ot covarisnils des groupes lipésires.
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Le'chapitre se divise en'E 15 tiés : les 4 preniers raragraphes so
consacrés & la theorie g,wuéw$g JlCVﬁ 85 se fcai%'i@s ie den
suilvanis & ll'application ce ceit =%

rv résentation uddr&C&eiia des Tes £
3 cerniers ont pour obliet une mbil;w&%igﬂ g aes groug
lg” groupe sgxgtr;%ue et le ;roupe lipéaire, mal

part iculiors sst en zidm;i»,le poipt de départ 4%
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illeure psr la suite
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éﬁ'a uOﬁG wi g 'e boute 1s théoris aj&&afbﬁdla des slgébres,
basée zur les s; thenes de facteurs® de Brsuer el E. Noether, et qui
Juscutici pe sesble aveoir d'a licatlcns gulen Théorie des &onbrﬂs 5

il faudrs naturellerent, lors de la d&scucszom du chepitre, exuniner
s%il n'y aurzit pas lieu ¢”Aperav tout ae s@&@ cette théorie lc&,
Es ce qul concerne le “ode d'exposition zdopté, le rédscteur nfa pas
Jugé au;sfa@saane iz werche “imaul%ﬁé y@&é ¢”Il¥@; aux th. de
Wedderburn, telle gufelle est par exemple développée dans Deuring

ou van der H¢arde& : on & du 23l 8 voi T clair au milieuy de “eata -
gerie d'sstuces, ol toul se fait &4 grand renfort d'"idenpotents? et
d¢e "décompositions de 38;?QP”, et @ug pour au@M%;" & gmgiﬂuw chése,
il faut d*awa:d, par une construction pénible, prouver gufun annéau

seni-sinple admet un élé*en unité. Le rédact: J_@ﬁaraae une autre
voie, se ratiachant da au§&ﬁ€ aux cthod gen 1! aﬁpeﬁrﬂ
lineaire (théorie de Sy . néthode

exposée dans le
QVNMLQ celbls I
(ch gui dui a
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il est apparu wu rédactcur gu'il ¥ svait iﬁt@ret g di
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En ee gul concerns les Sre;résentaticns malri ciclles” des algibres,
istinguer, dans

leur étude, deux psriies : tout d'sbord, ls tadorie gdépérsle des
reyrgsentatloas ées algvbres seni-giz ales ies uvmes aans les guires
{théorie de E. &aecﬂ»r}, gui conduit & d'importantes propriétés de
ces algdbres (€ 4) ; dans cetis partic, on n'étudie pas les repré-
sentiaiions pour Qll?se‘@meﬁ rais COﬂEQ des moyens pour elue;&er is
s»racture des algébres sinples ; en part;culler, lz notion
d'irréductibilité ne joue sucun rlle dans ces guestions. Au cuntralrﬁ,
dans 1z seconce partie (% 5)2 cs sont lss rmpza sntations elles-mémes
guxguelles on s'intéresse, et les veprésenialions ir Za&uwtiﬁléa

\§~"
m

deviennent primozrdisles ; en outre, on se 1imite alors gratiguement
aux représentations dans une algebrs de amalriges sur un @@?ys
ceamutaﬁzf surtout en ce qui concerns les spplications sux groupes
(806). Lo reﬁactﬂur “"’lnw gue de celie maniers, les ﬁ&?@ZB agpects

de lg guesiion sont mieux mis en lusidérs gue chez v.der Wazerdsn cu
Deuring, od tout est &éi&nv’.

'&msvmwmﬁﬁgydm t ¢csuzx du

£ 7 sur les rejrésentutio.s cis eslles-ci
déterninces, prescus toul leo cations
faciles de tho corénes &@awrai és bien. 11
n'en est pas de méme pou *Pa re sysétrigue,
dont 1ls théorie aciuells sst de prestidi-
gitation mathématicue : par 4 *Young? lournis-
sent-ils des reird kapbigﬁﬁ } plus zrsnd
riracle iis les fournissent ic it absoolument
pas. Le rédacleur a vainezeni ﬁuQOZian, mgis

a di ¥ reponcer et lzisser les choss ¥ . et done le
probleme uau congours, ei @spér GBo iO&a Lgiaﬁﬂeur de Bourbaki guelcgu'un

parviendrs &4 trouver une dérivaiion naturells de ces résultats.

En ce qai concorne les matiéres de cetie derniére partie, on s'est
bozrnd & ce gul esL stzzccemeat lﬂﬁlspensab7e & lu théorie dés invar riants,
et, ds cetts derpieére, on n's gonne que les résultats les plus fonda-
sentaux. C'est sinsi aue. dans la théorie des représentsticns du
groupe symetrzgue et du brauye linéaire, on a laissé d¢ cbts le
calcul effectif dos curactéres ; il y aurs naturellement usatidre 3

CGiscussion sur ce point, el en géuéral sur 1l'étendus gu'il convient

de donner & ces théories. En raiscon de cetfe imprécision, on n's
pas &joutd dfexercices zux §Eg et 8 ; coe n'est pus gue 1z matiére
mancue, elle est su ceonirsire **@$ abondante, ¢t le difficile sera
de faire un choix, zzid ce dernier n'sura sa rsison d'8ire gufune
fois fixé le contenu du texie ¢u¢ameae. '
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CHAPITRE VII

ALGEBRES SEMI-SIMPLES |

REPRESENTATION MATRICI ELLE DES GROUPES

e e

Conformément aux conventicns

a8, nous entendrons tcujeux‘s par idéal (& geuche, & droite

5.1,
ou bilatdre) d'un amnean & opérateurs A , un idéal ¢¢ stabls pour les '
opéreteurs considérés (clest-a-dire (chap.l, £€8) tel que o uc L
pour tout opérateur a)
Sgit L up idésl & gauvche de A , et B une partie quelcongue de 4 ;
par le produit de ¢ par B , noté (L B , mous enltendrons toujours, éazzs-;
v L .B

, JEB) défini au chap.l ; cet idéal est 1l'ensemble |

ce chapitre, 1'idéal & geuche engendré par le produit {ensenble

des zy , o X €
des sommes finies 2, aibi , o les a; sont des éléments arbitrairss
&

lorsque 3B= ib} . on

e CL

£

s les by des éléments erbitraires de B ;
éerit b au lieu de OL{b} , 6t ce produit est alors identique
ct.b

Catte définition gézzéralz.se celle du chap.¥

an produit
& 3 aux annesux noh commu-g
tatifs ; i1l est immédiat que, si UL et ~@» sont deux idéaux & gauche,

on & la propriété d'associativité

(1) A (4B) = (é )B
et cells de distributivité & gauche
(2) . (e+4)B=0B+43

En outre, 8i (¢t , & , /2 sont trecis idéaux & geuche, on g la

distributivité & droite

(2) awlbi ey alias
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P 51 B ot C sobt deux parties gquelcongues de & , on noters par
| ~ éazztm qu?en'ﬁga pes en général (L(BHD)= Bt c2C |, mais seule-
mezzfé; la relation d'inelugion of (B+C) — (k B+ L C ; 1'égalité o

lieu toutefois lorsgue B ot € soni des parities de BiC , ce gui

sera le caes, par exemple, lbrsque O appartient 2 B/ L .
Un définit de méme 1s produit B £ d'une partie B de A ot -’ism idéal

4 droite £ , comme 1'idéal a c’imi‘c@ engendré par le produit B, &~

AN )

nous laissons sv lecteur le soin de formulser les propriétés correspon-
dsm’a aux précédentes. En particulier, si O est un idéal
un idéal 4 droite, © une partie quelcoungue de 4 ,ona CL{C @}ai UL © *éﬁc.,
{
et 1'idéal (ZC & est bilatdrs. =
B o6 G'associativité, la puissance n-idme diun id
quelcongus ¢ est définie (par ré@urfeﬂee} pour tout eatier >0

N S S, £ 2 = = = B ‘u 3% 2 A gz 3 ‘ E=
8% est up idéal de nméme espéee que (L . Un dit gue l'idéal (L est

. 0
L existe un entier n >0 el que <£®=(0)

de méme quiun élément 2 ch est npizpotent s*il exisie un
entier n 7 0 tel que a=0 . Si L est un idéal nilpotent
tout Sidment de (L est évidemment nilpotent ; et plus ﬁéné'ﬁale»

. Bi ﬁa m(@} ie produit de n &lénment quwmm_owa a,% 172

)
i’“
»‘m‘;

re gue ‘Z est un A-module & gauche gimple (chap.Il

le méme les idéaux & droite f*iﬁi‘ﬁ&am




Lorsgue, dans ce gui suit, nous parlerons d'idéaux & auche igeuorphes,
il s'agira toujours d'ume isomorphie de leurs structures de A-modules

8 gauche (et non des gltructures d'smnesu de ces idéaux ; asutrement dit,
‘si 2 et b sont des éléuents gui se correspondent dans une tellé'isamaiw
phie, et x un élézent guelcongue de & , les élénents xe et xb se-ccra
respondent dans l'isororphie}). .

£~

Proposition 1. Si 7 est un idbéal & yauche minimel, & un élément guelcon- §

cue de A , 1'idéul & gauche 7Za est &:al 8 (0) ou est un idséal & gauche B

il es’i; immédiat gue l'application x —>%a esi une

e
roprésentation we 1%icéal & gauche 1 sur 1tidéal & geuche f[;a s J1a

est aeac isonorphe & un module guotient 'Z,/m ot P est un i@éal

%s{ 8) ou

& geuche contenu dans [ ; comme on ne peul avoir que
5. . - : .
W= 7 , ou bien 7 a=(0) ou bien Z a est isomorphe & 7 ; dans ce

dernier cas, il est clair que " Za est minimsl.
? : s ’ - 5

Propositicn 2. 81 1 west un idéal & gauche mipimal, on a za =(0) ou
il existe un 41 émemt sel telone 1a-1 .
Bn effet, si “‘} il existe s & 17 telgue Zaf(0); 7Za est

alorse up idéal & pgsuche contenu duns et ({}} done &gzl & .
€5 2 =4

Corollsire. $i 7 est un idéal & pauche miunimal non niipotent, on a
5 2 - .

il existe a e’ ~ tel que 1=17 a ; conme 7ac Z‘z‘g; Zé

4 = _ 4
& &

rorositicn 5. S5i et sent deux idéaux & gauechs mindnsuX .& gnorphes, @

P

e

: S i / e 5 s

(0) si 7 est nilpotent, 7 1= 71 daag lc cas conirsire.
g 5 ot VA

soit @ un isonorrhisze de 7 sur 77 ; ona 77= 13 Z )=

a'oh la sroposition u'aprie la :rop.2 et s@n corollaire.
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docle d'un snneau & opératsurs. Definition 1. On appelle socle d'un saneau

& opérateurs A la somme des idéaux & gauche minimaux de A . La s0me

de tous les idéaux & gauche minimazux de A isozmorphes & un néme jidéal

minimal 1. est appelée un pied du socls de A .

11 peut neturellement n'exister sucun idéal 3 gauche minimal
‘dene A , auquel cas le socle de A se réduit & O .

Proposition 4. Tout pied du socle d'un snpesu A €8y un idésl bilabérs

de A , et un A-module & pauche complétement réductible ; le socle

de A est la somme directe de seg piedg.

Soit OF un pied du socle de A ; comme ¢¥ est par définition une
gomne de A-modules sizmples, ¢ est un A-module complétenent réductible

(chap.II, §1,th.1), donc agmme directe d'une Panille {‘Zé ) aﬁiﬁéaux
& gauche minimaux isomorphes entre a@x ; Si x eat.un élément quelcongue
i@vﬁ”g UL x est somme des idéaux ‘Z x qul (prop.1) sont nuls @u
ig@ﬁgrgdes aux ‘ﬁ ; aanc @Qnsenua dans ot ; Dar s 7@@ y*% g: ﬁL ,
ce aai prouve naﬁ (/A est un idmai 4 droite &&BS A , donc un idéal
Q;i@ibfﬁ | ' _ ' -‘

Soit { ﬁ%é } 1s Pumille des pieds distincts du socle ’ﬁn ‘ﬁe.ﬁ 541

‘:@% outre, si

lair gue @% est ln somme des idéaux bilstéres 5

§

o
LY
P
o
et

*5% est la sonue des ldeaux 0%% différents de @%% on a Q@ f?g’ =(0);
aéaa le cas ceatrulra cette 1n»ersa¢tioﬁ serait éﬁ ﬁ=moduie
& gauche complétement feuu@tiﬁls (chap.1I, §1 tﬁeazg sonke m recte
‘idéaux & paucho minimsux dont chacun serait, d'vne part, ie@ygrgha

eux idéaux & gauche minimaux contenus dans é@j

mne aux idéaux & pauche minimaux contenus dans un 5%F, différent de e,
j

; 6'autre pert isomor-

€ qui est absurde, en vertu de ls définition des pieds du socle de A .

?.*3

1 e

o

résulte gue 49‘ est lu somme directe des 9
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Proposition 9. 51 ¢ est un pied du socle d'un anpneau A , on &
2
::(G) gu o = ot .
En effet, & est so:mme directe d'une famille ( ?i@ ) d'idéaux & gauche

4

sinimsux isomorphes ; dome (= est somme des idéaux Z@» ng si tous

les Z@ sont nilpolents, Z@ Za& ={0) gueis gue soient < et = , {prop.3),
gonc %Zzw} ; dans le cas contraire, si Z@ n'est pas nilpotent,

_ = . 2 : -
Z’@Z’z" Zx, pour tout 2 , donc gontient rl‘a_s.omme des 1% 5
s;?@si~= i=dire ¢ , d'od la proposition.

frawsj. ion 6. Soit ¥ i'znnihilatour 8 droits du soecle ?;% Slun

3

goresu A ; si sucun des pieds de P piest nilpotens, s W =(0)

En effet, conme 9P est un idéal Bilaldre de A , 44 est un iddal

i bilatére de 4 ; gi ’ﬁ‘{‘s ﬁ" p'etait pas récduit a O, i1 countiendrait

‘\;m; Mﬂ*al 2 ga};@h@ zininal 7 (chap.iI %1,%‘1,2} ; or, i1 existe d'spres

%’F” h;y‘@ @*h 56 at ia brop. 2, un idéal & gauche mipimal “Z non nilpotsnt
let isomorphe & 1 ; on a donc (prop.3) TLQ 1 =71 ; meis d'sutre part

\@ 1l c % ¥ =(0) , d'oh contradiction.

Proposition 7. S5'il existe un idésl & mauche minizal nilpotent Z@

HEN

1z somne des idéaux & gauche mininmaux pilpotents et iscnorphes

& _est vun idéal bilstére tel gus f"z{{}

En elfet, sl Z est nilyotent, il en est de zé@ de ‘Z, a , guel gue

soit a€ld , car ona {(Za¥Za)=71al)ac 1% =(0) ; donc éa ;
goinie des idéaux _Z,a , Oh 7, parcourt llensenble des idéasux & gavche

nilpotents isomorphes 8 Z , est contenu g¢ans ‘éw ; e nul 1rouve z;_u.a

o - - % :
4 est idéal & droite, donc bilatiére ; comme “éj%i est un A-modulc o aplé-

tement réductible, le méme raisonnensnt gue dans la prop.H prouve gue
£ 2 £ % :
4 =(0) .
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supeaux ¢artin. Uéfinition 2. Op sppelle anneau d'Artin msuche (resp. droit)

-

un anneau & opérateurs & satisfaisant & la condition suivante (dite

ccﬁdltlon miniwale pour les idésux & gauche (resp. les iddaux & chite)
{CM) Tont ensemble d'idésux & gauche (resp. droite) de 4 , erdogﬂé rar

inclusion, admet un élément minimal.

e e T e e S L s S ¥ St
Quatit nous perierops of sutesu d'Artin sans préciser, il ssr:

qusstion d'un anuneau d'Artin gsuche ;

de & contient un idéal & gsuchse minimal, comze on ls voit en ap@liqaaﬁt

ST ) 3 3o 3 z 3 3 Z = E = :
(Cs) & l'enseszble des idéaux & gauche f{Q} el contenus dans o7 .

Exeaples. 1) Tout anneau f£ini est évidezmnt un annesu d'Artin
{6 gauche et & droite).

2) Une plgdbre 4 de rang fini sur un corps K est up anneau
d'Artin (& gauche et & droite) : en effet, tout idéal (& gauche ou

roite) de 4 est un sous- espace vectorisl de A , donc =z un nom-

0.

”hr de dinensions inférieur & celui de & ; dans un ensemble guel-
congue d'idésux & gauche (ou & droite), un idéal avant un aombre
de dinepsions minimun est évidesnment un 4lément minimal.

Bemargue. La condition (CM) éguivaut & la suivente :

) St (o ﬂ} est une suite déeroissante d'idéaux & gauche

(resp. droits) de & , on o é@n+? = 6ZR a gartir dfung certain

il est clair, en effat,"aae (¢} entruine (Cu'). ?vwmurcaagmeaﬁ
supposcns (CM') vérifié 2, et s0it @? un enszemble 4fidsau
- : :
de A ; 81 @ n'avait pas d'éléusent zinpin 18l on year”ai«

pur récurrence une sulte infinie Sthctﬁméht déercissante §

f

dfidéaux sprartenant & &@ , Ce yui contredirsit (CH

wuche est évidenzent un annesu dl'Artin droit.

i

Soit 4 un smpeau ¢'Artin nonm récuit a O ; tout idéal & gauche ’H&ﬁi@}
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Le socle de A n'est donc pas récuit & (0) ; on & en cutre ls proposition
suivante :

¥roposition 8. Le socle ¢'un annesu d'Artin 4 est somme directs d'un

ﬂQJth fini a?iueaux & gaouche minimauX.

E@ aifat, supposcns gue ce socle scit sonue directe d'une famiile
infinie d'iddaux & gauche minimanx, et soit (‘Zﬁ) une sgiteliz¥gnia
inaéaux extraite de cetle famille ; si on poss a = > / ies iﬁéaﬂfi
& gauchs gﬁg formersient une suite infinie strictemont éécr@iscaétgg v
gai'@antradifait (Cidt), d'oh la provosition

Inversement, resarcuocns yu'un sanegy A gonve directe d'un nonbre fini

> =

dlidéaux & pauche Ainianux ost un smneau d'Artin sauche (identigue 2

-

Bon 59313}, En effet, dans vn tel anneau, tout idéal & gauche 74 est
souine dirscte d'un noibre finl dfiddaux & gauche minimaux (chap.iI, ¢1,
th.z) ; ¢e nombre r est C'slilleurs indépendant de la déconposition consi-
dérée (chep.1I, §1,th.3), et on l'appelle la longueur de 1'idéal ¢ .

3i on considdre slors un spsemble guelcongue dIT d‘'idésux & gauche de
e

:L"
T
Qm»
Y]
Lol
W
bte
bt
b
L)
£
=
£
€
L)
e,
1=
g
£
™
e
0
3
et
Pt
(Y
ot
(&}
*"EZ
@D
o
L]
€
L)
ot
ot
8
o
et
e
L&)
o)
ot
frate
b
@
«n
D
&

¢
Bon
o
ky
ot
ot
]
L)
Y
£
Q
)
Y]
o]

; st somae directe d'un nonbre fini et bien Géterminé

d'idéusux & uauche mininsux de & ; ce noz bre s'arpells encore la

froposition 9. BSeit ¢t up idésl & pauche de longueur r , contenu dans

lg socle d'un anneau d'Ariip A . Pour tout xeh , ls longueur do




En effet, 0L est somse directe de r idésux & geuche minimaux 7 5

ces idéaux qui ne sont .as nuls cont minimaux (prop.1) don¢ (chap.lI, é1,

th.1) i x est sonse directe de r idéaux & gauche minizsux au plus.

e
- 044 -

igr), donc ¢Lx est somse des r idésux & gauche 7 ;x ; ceux de

Exercices. 1) Soit ¢ un pied du sccle a'un snneau A - “g— 1%icdéal
bilatére de A , somms des idéaux & gauche minimsux niluoctents de o‘a
on suppose que 4 = @' 5 c?est=a=d1ra zve Of conltient un idédel 2
gauche minimal idenpotent ZQ- ; L est alors sonme dir@ct@ de ‘U/—

~

et d'un idésl 8 gauche (" de & , soame dirscte d'icdéaux & gauche

isozorphes & Ze t ide

N
3

e
ipotents.

*

8) 31 7 est 1'annihilateur & droite de 2 ,oma o ¥ =)

b} Tout idéal & gauche mininal 7 de A , contenu dans ¢Z , st un
idéal & gauche mininal Tar rapport & llamneau 2 (s8i 4 c 7 est

un idéal & gauche non nul par rajport & ¢k , montrer que Uit =
en utilisant &}}, b déduire que tout idéal & gauche per @M@z’f &
% sst ézzsai un idéal a gauche par rapport & & (remasrquer gue
i'soneau g7 est identicue & son a«éclag gus ce dernier ﬁ?ad.m@tgugam
seul pied, non m};;at@,ﬁ ; 81 M1 est un idéal A gauchs "“1?22,2281 de L
montrer gue WUy = ¥ , en prouvant que (/émf”)} )

c) Si P est 1° J}nlh aleur & droite de £ , 2N ah =(0)
{prouver gue ¢t N 49* est un idéal & gauche pel rapl port & oL en.
renarguant que @( AN v ;Q@m =(0) = cgnelum & llaide de la
che minimal | de A |, coptenu dans 4~ ,ea'i; un
ideal & gauche minimal par reyport & llanneau 4 (utiliser e¢)).
En déduire gue tout idéal & gmuche par rapport & 4L est aussi un

idé=1 3 gauche par rapport & & (raisonner comne Sans b)).
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2} a) La somme de deux idésux & gouche nilpotents d'un anneau A
gt un idéal nilpotent cde A .

5i 17 est un idéal & mauche nilpotent de 8 , 7 + 7 A est

L
e

vn idéal bilatére nilpotent.

¢} Déduirs de a) et b) que la sonse 5% de tous les idésux &
g&uche nilpétenis dfun anneaﬁ A est un idéal bilatére, qu‘én appelle
le radical de 1'snneau A ; toul élément de R est nilpotent.

d) Si & est le produit dfune famille (finie ou non) (4 ) dfanneaux
ayant un élément unité, le radical de A est ls produit des radicaux

des A :
e) Si les idéaux & gsuche de l'anncsu 4 satisfont & ls condition

meximsle {(c'esti-a-dire si tout ensemble d'idésux & gauche de A

adnet un élément zaximal), le radical de A est nilpotent.
£) 5i le radical ‘E%, diun anpesu A sest nlipotent

quotient A/GR & un radical réduit & (o)

5) a) Hontrer que, si p est un nonbre premier, le f&ﬁig&;Aéa

1'anpesu  Z/(p%) est 1'idéal (p)/(p®) .

&2
= eiie] B 2 , =
b) En déduire que, deus l'anpeau produit | g Z/(p") , le redical
s e

n'est pas pilpotent.

6) Dans up snnesu A , on dit gu'un idésl 44 est un 2&;@5&1

’”1

si tous mes élémenis sont pilpotents.

»

LV

a) poit 74 un nilideéal & cuuche de 4 |
2 5 &> i 2 4 5 3 3 2 2 w
de A& ; monirer gque WL =(0) (z rexsrquer gue dans le cas costraire
= sk s - -7 o ,‘
il existeruit un élozent u €l tel yue Uu= Z ; 6t un élénment
a €1 tel gque su=u ; en déuuirs une contradiction).

D) Soit & un amnesu c'Artin pzsuche, YU up nilidséal bilaidrs ds

A ; montrer gue, si W #L) , 1l'intersection ¢}, de 21 et d

son ernihilateur & droite est un idéal bilatire #(9) de & (uzzi‘a

e D

|t

8
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c) L'idéal 01? étent aéfini dans b}, on définit par réeurrence
azzscamme 1*'idéal bilatére de A tel que 0%?‘/C&P“? soit 1tin-
tersection de ¢bl/°bp=1 et de son annihilateur & droite dans
‘A/ Q&Lwﬁ (ou encore ilinterseciion de'ﬁ@ el du transporieur a
P°1) . #iontrer gue ¢, est liintersectlon
de 4t et de 1'asninilateur & droite de 24P gaus 4 .

droite de 44 dans 9/

@) Déouire de ¢) gue 1%idéal - ezt nilpotent (retaryuer qutil
existe un entisr k tel gue 4= 'iik pcur 1 3-& , @b déiuizrs
de b} gu'on a8 nécessairsment &Zk = ¢¢ ). Eu conclure gue, daus
un snnesu d°Artin gauche, le radical est nilipotent, et qus iout
hﬂl&dcﬁl est countenu dans le radical.

7) Hoptrer que ltinisrseciion du rudical et du socle d'un aonesu
A st 1y £0m0e des idéaux & gauche minimgux ﬁilﬁeueﬂ@S de 4
{utiliser lo corcllsire de la prop.2) .

8} a) Sz'Z est ga nilidéal & psuche d'un anpeau A , ¢f un nili-
bilatére de A , 1T + <& est un nilidéal & & gauche de A
(montrer gue, pour tout x e? + o , il existe une puissance de
X appartenant & of ) .

b) Euo déduire gue la somme des nilidéaux b&laueres de A est un
nilidéal bilatdre I , et cue le radical de ﬁffﬂz' est récult
a0 (utiliser 2b) ).

9) Soit A un annesu dfariin gouche pilpotent ; montrer guo A est
sussi un anneat dfArtin droit (Scit ( %Vé} uns suits décroissante

d?idéaux & dreite de A, et scit &Zp itenpnibilateur & droite de

R“
‘”’C}
2
0
b
e
~
)
h

6¢c}) ; considérer d'sbord le cazs oh ¥ < o, , puis
ic cas o 2~ c:.azg ; en formanl alors les idéanx v, t «,

&
mentrer gue . + g =MW F &31 et W lor = Wi ot
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i

& partir d'un certain rang, et er ddduire ?i”’ ?z .

partir d'un certain rang ; raisonner ensuite par

_récurrence sur p ).

82. Anpeaux semi-simples et suneaux simples.

Anpezux seri-sinples. Définition 1. On dit gu'un snpean & opéz“ai;aam 4 est

ne gentisnt sucun

i

seni-girples si A est un auneau d'Artin gsuche st

idéal 8 gauche nilpotent et #(0) .

& -

Zroposition 1. 5i A est un amneau semi-simple, il est identicue 2

Bzo socle, et i1l existe un élément ac£ A tel cue A = As .

Seoit le Bocle de A ; nous allons disbord monirer gu'il existie
ae 7 tel que 2P = f»%. . On seit (§1,prop.8) que tont idsul &

gauchie contenu dans ?} est soxme directe d'un nombre fini d'idéaux
& gauche minimaux. Hous allons voir que, pour tout idéal 2 gauchs 4~
contenu dans 2° , il existe bes telgue & = £ b . Il guffira
do monirer que, si 4 est un idéal a vgauchs de lopgusur r (2 > O0)

ayant cetie pIo Jriém, tout idéal & gaouche (b de l@mguw +1 conte-

]

zzmi, A la p@ﬂséﬁe égulene nh. 20it done & £b,belt et
soit 4 1'intersection de ¢ et de lfamnihilateur & gauche de b dans
A; 1 estun idéal & g,avcne #(0) : en effetl, si un 6lément =x eck
nta; ;;u,ruz.ent pas & ;!:” ; On a zbe &~ , done il existe ye 2~ tel
gus xb=yb , et x=§f{} appartient & 7 ceci monires en gutre gue

%,,@ = &+ 7 - D'autre part, on a 2N 1 =(0) ; sipon, semit

soute directe de AN L et dtun idsal £y de lonmeur <« r , et

@

on aurait £ = £b= A,b , donc ($1,pT0p.9), 4 aurait une
ionguenr < r , ce gui est absurde. Il en résulte gue 7 est un
idéal & gauche minizal et gue ¢ est so‘me directe de £ et Z -

31 existe cel telgue 7 = Zec ; pous allonms voir que { £+ 1) (btc)=
= &£+ Z.
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I1 est immédiat que (L + 1) (v+e) ,4’-%1 ; tout revient & montrer
que { £ + Z){b+e) contient A et Z ; or, il contient 7 (btc)=Zec =7 ,
puisque 71 b=(0) ; d'autre part, pour tont x e & , xce ] , donme il .
existe yel tel que yo=-xc , et par suite (x+y)(btc)=xbixciye=xb ,
ce gui prouve que ( A+ 7 )(b+c) contient £b = £ , et achéve la
auﬁonstratlen de la premieére partiie.
,Besta & prouver gyue 43:4;. Supposons le ssntrdzre 2 QB.VGi%“aiO§8--
comne c; dessus, que l'annihilateur & gauche (£ de a n'est pas pul )
et que SN o =(0) ; mals cela est absurde, car ¢Z coutient slors
un idéal & gasuche nininsl ngnvcentenﬁ dane le socle, contrairement
4 la définition de ce derniez.

Théoréze 1 (Wedderburn). Un snnesu sexni-sinple & est isoacrphe é i'opposé

de l'annesu des en@gﬂarghiaza§vd@ A , copnsiderd comme A-mogdule % zguche ;

il _est compos ¢ direct d'up nonbre fini d'spnesux isomorphes & des amneanx
, 7 .

de mgtfieea sur des COIDE (c&mmutatlfs ou non).

-

La seconde partie du théoréme est une consfdguence immédiate de laz
preniére, puisque A , cunsidéré comme A-module & gauche, est compléte-
T ;2 thcﬁl

7

ment réd&ctible dtaprés la prop.i (chﬂyg _

Your établir la.pregiérevyartie, g0it ach tel“qua A=ba ; redariuo neg
gue l'annihilateur & gauche de a2 dans A est nul, comme le mintire le
raisopnegent de la prop.1 ; il en résulte gue tout éléument ds 4 se aetg
dgana meniére st d'uno seule, sous le forme xa . So0it £ up endon r@ﬂlsme

3 & gauchp A : on a f(xa)=xf{ }§>éomc tout 9“&@ 30T ﬁlﬁ &e
;_@sﬁ de lz forme xa —»xb , et réciproguevent, zour tmui b§,g g'
ltapplication xa —>xb est un endomorphisme £ du A-module A'; en outl re§

l¥¢lément b est bien déterainé par l'aadcmorph* sne considéré, car sSi onm

a¥sit xb=xc pour tout xeeﬁ ; e=b ap; gartxsndra;t 8 l?aanihiivt eur 4 droite

do A , qui est nul (§1,.70p.6) ; pous déeignerons par ba 10 o




de A ainsi déterminé par £ ; on peut écrire bfzefa ;, of c. est encore

un élésent bien déterminé de A4 , et on définit sinsi une application

tiunivoyue f ——acfk de ltannean :x?(ﬁj des endomorphismes du A-mcdule
A , sur l'anneau A . Heste & voir gue c'est une représentation de
lfopposé 4? (4) sur & ; en offet, & Ptg correspond évidemuent

%:+b" donc ¢ _tec ; dlautre part, g{f(xa))=g(xb Y=g xc a c é
dﬁa& @g g =CsC , co gui scheve la démonsiration.
g :
Aunaanx simgles~ Befinition 2. On dit gu'un annesy & gpérateurs A sst simple

sﬁil est gemi-simple et ns contient avcun idéal bilatdre suis =g _gue

A et (O )

Progasitiam 2. Un anneau simple A est isozorphe & un snnesu de

»

T§w§fic88wﬁaf rees de depsré b, (n} sur un corps K (commutaiif ou non)

S

49 Doabre n est ¢ral 8 la longueur de A (considéré comme idéasl &

2,gaucha3°

sition résulle aussiilt da thcéy car un annpesn ﬁiﬁﬁ%a A

v
©
L)
5
{)
b
u}

-nécesssirenent isomorphes, car le sccle des A , identique & A ,'&a
peut aveir gu'un seul pied ; enfin la détersinstion du nombre n

résulte de i'dtude de llenpean dien wonorchisnes d'un module

@ﬁﬁ@ié&@m&at réductible (chap.Iil, §2,th.1) .

pe K , considéré

: comme algébre par ra”yert & un corps comn Lt@?if'aaeleomque contenn

dans ia coutre de K , est un anncau simple.

53 2 : 2 2 .“ 2 Pl = el 52
Soient Gij (1<i<n, igd £n) 1esg n* éléments matriciels de la

bgse de K consideré comme espace vecltoriel a éa uche sur K ,




qui satisfont aux relations C; €, =0 81 j#h , c. .c.k-»c., {6hap.11I,
§ 2) . dontrons gue l'ensenble Z des natrices dont la ssule colonne

c’iﬁznulce J est différente de O, est un idésl & i pauche mz,m.mal de a( )’
i
En effet, comme Z’iz Z Kcij » 11 est immédiast, dl'apris 1s mzl?;i slica-
¥ =4
tion des cij , gue ‘Z,j est un idéal & bauche, et guion a Z «K{ ) 13
poyr tout indice i ; d'autre ;;az‘tg 81 un idésl & gauchs contenu dars

: A
Zj contient un élément x = 5, @;€;5 #9 , il existe un injice & tel
¢=4 > o
= difgpres
zi Cij &l
la multiplicaticn des c . 5 G'0l répulte gu'il est identicus 8 Z, :

. - - e =1
gue a,i#} » 6one 1'idéal consiceré contient oussi &’i c.

Comme Z, f Cap s ’e;e:su.s les i (1< ign) sont isomorphes, et

TR

K. .\ est 1a u@ 476 Qirseta ges . - Il en résulits gue ¥ est un anneay
. e £

An) ,
d'irtin gauche dont tous les idéaux & g&uche ninimaux sont isocacrphes.

ot
s
.i%zf

En second lisu, montrons gue X, . ne peut contenir d'idésl & gauche
. e ? {;ﬁ,j =

% > -
nilpotent L;éw} ; en effe‘%;a { 0 it alors somme directe de 7

et c”Lm ;aeal rauche ; on peut en particulier derire nour
? _ _ = :

E -~ , For

» i%}.e:zenf unité 1 de 2(5'.( y s I=ete! , avec ee 7 , eo'cZ’ ; pour tout
: E(} : ;

xe€l ona xsxl_zxa;xa@ s 8% comme xe € Z z=le 7 s &L cue la ponae

Z;%" Z/ est a‘iractea ¥=xe , xe'=0 ; en Larticulier, coume on a _
ag:JLeéé 7 #(0) , @:1 a e#0 , et ﬁ'?’;e 3‘ ¢e gul coulre edit };@hynoweﬁa
que 7 est nilpotent.
é_«;nfiﬁa montrons guse K{ﬂ ) ne contient aucun idézl biletdre & . cuire
c:;a;e?n lui-n8ze et (D). Sinon, il serait somzme directe de & et d?v.ai@éal
&uche non nul fgf’ ; s0oit 1 un idéal & sauche minimal cont venu @1} 5 L

gauche minimal contenu dang “@v ; comme 7 et ,Z, sont

£/

é

:Z; un idésl
: A - 4 4 7 / (s i - : :
isouorphes et noo nilpotents, 27 =77 ( €@ 1,pTop.3) ; mais, comme

or - ¢ : 4 3, 23 = £ >
est bilatére, 71— %@’C vt “éf =(0), on aboutit & une contradiction.

2
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Propcs;txon 4. Un amneau seui-ginple est corposé direct dlun ne;@r@

flﬂ‘ dfainneaux sinples bien déterminés. et récinroguezent toul annesu

c@apcsé direct d'anpeaux simples est_seaiws;mple..

5oit A un anneau sexzi-sinmple ; a‘aprés le th.1 el 1la prop.3, A est

composé direct d'anneaux simples i{ﬁ i <p), gui sont des idéau
bilatéres dans A . Bupposons que A.aglt conposé direct diune seeeﬁdé
suite finie {%Z } (1 ¢ gq} de socus-anneaux @imples. Comme A poééé&e

un élément unlté, f;j est somme directe de ses intersections avec les

ﬁéi {chap.l, 28) ; comme %gjiﬁéﬁi est un idéal bilatére dans %;'
il est égal a (0) ou & {%3-par'hypothése, done on a %; N o =(0)
sauf pour un indice 1i=9(j) pour laqael'-é;iC:c% &
est idésl bilalére daps 1'anneau simple 0@ 4. = 0L. . Un Gé&fin}
ainsi une application biunivogue ¢ de {? daus E?””E
5 = 5@@ sy 3 Comme A& esl conposéd direct dsa Qg.g
premiérs parti@ de la proposition. lLa réclyrogue résulte inadcistement

'P=q , d'ot la

éa'i&:§r@§,5 : un annesu simple étant somme directe d'un nonbre Pipi
d®iddaux & guuche pinimaux il sn est de méme du conposé direct A dfun
’ﬁ@mbrg fini d'anpnesux simples a@i P donc A est un anpean d'Artin geuches;
dPautre part, un idéal & gauche 7 de A GLant So:ime directs des idéaux
! N ¢, , ne peut &tre niluotent s'il est #(0), puiscue dans le ecas
@gntrair& un des 'Z Ny, serait f{O} et nillrolent, contrairencnt su
j ue g

Corollaire. Un snneau s

-

3..3
g“"\

fute

est siupl
3

P
4

gai-ginple est un anuneaun dfAriin gdroit,

11 suffit de le prouver pour un amnean sinple 4 ; or, A

phe & un annesu de natrices sur un corcs K , son crposé A est iso-or-

o

phe &4 un snnesy de matrices sur I'oppose K de K donc est un annesu
arer 2 2

-

dfArtin gauche dfaprés la prop.5 .
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Proposition 9. Scit E:K{n) un annesu de.

matrices d'ordre n sur un corps K ; le centre de A est identigue

au centre Z ds K .
Dans cet énoncé, K est identifié azu corps K.I des matrices multiples

de la matrice unité I de 4 .

Scient c.. (11 j‘<n} les n® éléments matriciels de 1la base de A

par rapport & K . 8i a= 2: o 4€; 4 @5t un élément du cenire de A

on a en particulier ac -c1ha pour tout indice b , ce gqui donne

1h
N

;%,@iﬁgih Zz @hjc%j = d'ol “hjgg sl h#j , 5%, 4 pour tout
indice h , ce qui démontre la prop sosition.

N

Soxeilaire, 2 cenirs d’un snneau 5emi=§imgle est un anneay semi-ginple,

c@ﬁp 6 direct d'un nozbre flﬁl de corpe cawmuﬁ atifs.

: Gela résulte suzsitbt des pr Qg.@ et 5
| Exercices. 1) Dans un annmeau & , soit Z un idéal & geuchs
minizal non nilpotsnt.
a) Un sait (chap,II,‘%ﬁ)rgue llapneau des endon .orphisaes du
m’duie 7 est un corps K . Montrer que tout 3na0ﬁ@r§hiﬁ$@ de
1 est de 1a forme x—»3%a , o ael , en renarguant que
les endomorphismes de cetie forme censtituent un iddal 8 gauche
# (0) dans K . Les éléments ael pour lesguels Za =7
forpent uvne partis 8 stable pour i@ sultiplication, dont ls
conplésnenteire dans 'Z eat 19 mﬁdlateuw % droite 7~ de ééﬁs
lui-néme, qui est un idsal bl lianncau 7 ; l'annesu
guotient ‘Z/ﬁ% est ison orghv 8 1l'opposé de K ; 1a éiassa

(mod. #°) qui est éléuent unité de 7 /i est formée des idempo-

tents de 1 (si e est un élément de cotte classe, et aefd ,

remarquer gue 6“a = ea ).



= B35 =
b) Si e est un idenpotent as 7 ;» on a X=xXe pour tout x e 7 (remar-
;  §
quer que (x-xe)e=0) ; e 7 est un idéal & droite de 1'azneau 7 .

et un sous-corps de ll'auneau 7 , isomorphe & Z/?v“” ; lanneau 7

est somme directe de e/ et de # .

c) 5i upn idé=l & droite @7 par ra;parﬁ & 1ltannean 7 est conienu
dans S , 1l contient un idenpotent e et aﬁ seul, ot on & @7 =67
(considérsr 1tidéal (7“%%P)/’2P7 ; en déduire que, si 6 el o' sont
deux idempotents distincts de 7 | {el)iNn(et7 )= {Q};; sour tout
xXes , i} exisie un idenpotent et un seul o tsl que. x€e 1l (remar-

=

quer yue x7 est un idéal & droite dens 7 ., contenu dans 3) .
. z & 7

d} si ﬁ% esf un idéal & drcite gquslcongue dans 1 , on bien
4'c # , ou bien 11 existe un iﬁ%myﬁtaﬁt et un seul e tel gue %

o - {
8cit somse direcie de e 71 et de j%f%'%”
4 bis) Soit 1 ub idéal & gauche dans un soness A , 7~ 1'zpninilates
& drcite do [ 4ot Lui-nfeo botrer que, si ‘Zj%%‘est,aﬁ corys,

Pl

tout icéal & gauchie do l'annaau A , o

b

= S e % Txs e e 4
ntenu dans 7 et distinet de 1

TEnan 2 S — :
est contenu dans v (agzﬁ S le complémeatsire de # dazs 7 ; xon-

trer gus, jour @Qat aeS , il existe DE3 tel gue 3 rour
tout xel en rensrguanit gue X — xa soe inver-
sible duns le corps 4ss endozno iszes ds X —» EC ,

2) a) 8i dans un asneau 4 , il n'existe sucun iaksl bilatére autre
jias e {’ ﬂ( ot PE3 ~ 3 o } =~ .‘2 3 FiY Aoy e A t s A a ?
wUB8 \J) et A, ou Dien le socle de A est réduit & O , ou bien A est
ldertigue & son sccle, ce dercior n'a cu'un seul pied, el,., ou bien

y 4. 73 4 = # &

A est Ge earré nul et gon grouze acditif (& cpérsteurs) est ginple,

rons dans ce gul suit gu'on ect dans ce dernicr cas ; monirer gue

lfannean 4 défini dang llexerc.id) du 21 rentre daus cetie catégorie)




X
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b) Soit un idéal & gauche dans A ; pour tout élément beck tel
que ¢wb#(0), on a b= ¢ (utiliser la prop.3 du £1). En
déduire gue, si # est l'apnibilateur & droite de ¢ dans 4 ,
AN o est un idéal bilatire moximel dans ¢¢ . Si # #(0) , pour
tout idésl & geuche 7 de & , Z# =4 ou Z#=(0) . 8i A est somm
directe de deux idéaux & gauche 7 et ‘Z', # est somme directe de
#nlet ¥ N1'; en déduire que 7N L #0) si Za=A . Hoatrver
gufil exioie un idenl B gauche mininmal, ‘ZO tel gue Zgiﬁfz'ﬁ
(remurguer gus, dans ie ces contraire, oo surait A # =(0)) ; en
déduire gue, pour tout idéal & pgauche minmimal 7 de A |, on a '
'@_ﬂ,ﬁf%{ﬁ) (utiliser l'isomorphie des idéaux & gauche minimaux

de A pour mounirer gue, éans tout Z; ; 11 existe 7#£0 tel qge.ﬁaXz{Q},
fg} 8i U0 est de longueur finie r dens & , il existe a e tel gue
éﬁ = lUla _(raiso&namaﬂt de la prop.1) ; ?ear tout élézent a

cetle propriété, X —>Xa sl un isomorphisme de l'idéal oz
ﬁé@ﬁsidéré conze afmoduie} sur lui-méme. v

d) Avec les uémes hypothéses gue dans ¢}, AT 2?7?5@}_353 un
apneau sismple de longueur r ; la classe (mod. #71(L) élésent unite
ge cel zunneau qugtieﬁt estl identicue & l'ensemble des iderpotents

e €YU tels que Zx=xe pour tout x € (¢ ; pour chacun ds ces

et

dempotents, (L @st.samme directe de e L =edte , gui est um aunszu
sinple isomorphe & A /( #Nat) , et de ¥ N . .
e¢) 81 (U est somme dirscte de r idéaux & gauche minimsux isomerphes
» Egt‘sy‘ﬁz,s il existe r idempotents e; tels %ga_.aié;ﬁi_
et e.e =0 pour %#3 (considérer un idenpotent e de la classe

{

od. ¥NI), et décoaposer e suivant les Eli”}.
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£) Pour qu'un idéal & gasuche (r de A soit un sous-annesu de A dans
leguel tout idéal bilatére est égal & (0) ou da ¢, il faut gt‘;1'
suffit gque l'annihilateur & droite de (% dans A soit npul {pour montrer
que la condition est:suffisante, ralsonner comme dans l'exerc.i d&gfi),
3) a) Soient 74 et 7/ deux idéesux & gauche minimaux isomorphes et |
non nilpotents d'un annesu A . Si e est un idempotent de 7 s tout
isomorphisze de 7 sur 1 est de la forme x —» xu , o0 neel’ ;
il y a correspondance biunivoque entre l'ensemble de ces isomorphisnes
et 1'idéal & droite e 7’ dans l'anueau 1’ ; en déduire que e Z7

est un idéal é_dfoite mininal dens l'anneau 17 .

b) Déduirs de a) gue, si A saltisfait sux conditiocus de liexerc.2, et

dans 1 , eA est un iddal & droite mininal dans A . B c@nélara'qu% A
est somue directe dlune fanille dfidéaux & droite minimaaﬁ?»ggn ﬁila
p@iaaﬁs, el tous lisoncrpbes.

c} ﬁéﬁaira de b) gue 1'smnihilateur & droits d'un idésal é?gau@heAEiﬂie
Dul de A est un iééal'a droite maximzl de & (autrement &itg]ﬁg ideal
é'&rvite admattant un supplémentaire gul scot idéal 2 dr@it@jmigimal'
de A) . '

4} Soit A un anneau, SONRe diyécta dtune famille { Z.@} diidéaux &
gauche mininaux, tous isomorphes, et tels gu'il sxiste d?ig,@hﬁque
fZ& uﬁ_iéempcteatbé tel gque e Sg=t) p@urv a8 . @Qat?si_gae A pe
contient sucun idéal bilatérs aulre gue lui-z8ze et (0) 'iggu?‘iaﬁt
¥#0 daus A , zoptrer gu'il existe ¥ tel que yx soit un &lément #U
de 1'un des ;Q}.

Dans 1'anpeauy M deg aairices seni-Tinies par lignes, correspon-
: :

I

dans aux endomorpnismes d'un espace vectoriel K'°/, oft E est un

ensesble infinl guelcongue, zopirer gue le sous-anneau A formé des




}/
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des matrices dont toutes les colomnnes sont nulles & l'exception dfun
nonbre fini dfentre elles, est un anneau ne contenant sucun idéal
bilatére autre que (0) et 4 ; il en est de m€me du sous-anneau B de 4
formé des matrices dont tous les éléments sont nule & l'excegtiézz d'}m
norbrs fini d'snire eux {(appliguer le résultat précédent, en considé-
rant, dans & i‘id.éal & gauche formé des matrices réduites a une
cclénne d'ipdice donné, et prouvant que cet idéal & geuche est minimal)

Montrer que, dans A , B est un idéal & droite dont l'annihilatenr &
gauche est réduit & O . sdontrer aussi que l'anneau & est le socle
de ME »B s
. 5) Soient A un anneau ci*fsr»tin gauche de longueur finie, 4 un iddal
g_gaughe #(0) dans A . _ ‘

_a) 8'il existe a EUL tel que & = (La , montrer gue l'applicatiocn
x—>xa est un isozorihisme de & (considdré comme A-moduls a g;éugaa}
sur iui=?:§ma, sutrement dit, gue, dans l*amzeau ¢ , 8 n'est pas divi-
seur & droite de O (renarquer que, dans lo cas contrsire, & serait
isomorphe & un de ses modules quotients &&/g—’ = oh 'g' est un idsel
#(0) contenn dans ¢ ).

b) Inversemsnt, si a ntest pas diviseur & droite de U dans l'zmmean
N, 0na Oh=4Ra {remerquer gu'il existe un entier n 0 tel gue
dat= e g2 , et montrer gue 1_?§zg;zcthése antrﬁine n=0 , en ;‘a,iggaj
nant par 1l'absurde).

¢) B'il existe = €(L tel que G = gra , montrer qu'il existe un
idempotent eed tel gue Xe=x pour tout x e i . -

6) Pans un snnesu a'srtip gauche A de longueur finie, on dira fvﬁ’zm
idéal & gauche ¢t est résulier s'il n'est pas contenu dans le r'adictal

gﬁ, de A (c'est-n-dire si (& n’est pas nilpotent (& igexerc,{}), 3




- gue 4-modules (soit X --Xa un isonorphisme de ( 1 + ?L }/&?ﬁ

s
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a) 81 7 est un idéal répulier minimal (c'est-a-dire ne contenant
sucun idéal régulier distinct de 7 ), montrer qu'il existe ceZ
tel que 7= 7Zc (remmrjusr : xiue dang le cas contz'alre, on aarait
e R )

b) Prouver gue A est sosme dirscte d'un noibre fini d‘idéa&x
répuliers minimaux ’Z {(1€igzr) ot dtun .uiea.l 8 gauche 44%« contenu
dans le radical {u’&ills@r le raisonnement de la prop.1 ,et l'exer.Ha) }‘
L'anneau seni-simple 4/F est somme directe des T idéaux & gauche
miniznaux ( Z + a)/%

c) 53 /&" esct lu sonme des idésux A

EY

{1€igr), et 2> 1'annihila-

Qwh

’s;a T &8 Groite de l'annesu £ dans la.g.ameme L ?:zr;neau guotient

g}f/gf" est 180'n@rpha & l?anﬂ&a& des endonorphismes de £, ansiﬁéré
conme A’emoaule 8 gauche (utiliser le raisonnement du th.1).

7] 5} Soient 7 et 17 deux idéaux répuliers minimaux dlup anpeau
d'Artip gauche A4, non nil;;z;t,ezn, de longusur f’uz;e s, ¢e radicsl 5%
Montrer gue, si (71 + u‘b /5‘2 et | 7'+ 5%,,) /dé 5@5.3%: isonorphes

(en tunt que zodules sur 8/%f, ), Z et 7/ sont isomorphes ex tant

sur (1'+ H )/& ; preudre dans 71’ un ¢léuent a de la clusse o :
monirer gue x —»xs est un homouorpnisme de 1 sur 17 ; sl e
est un idespotent de 77, et si bel est tel gue ba=a?! |
montrer gue 1'b = 7 )

b) En déduire que, 81 A adiet un é1é6ent xmiﬁé; et 8sl te. gue
A/GA - sizple, & est isosorphe & un annesu de watrices sur

1fopposé de l'eanneau des endomorphiszes dfun idéal régulier minimal

de 4 f(utiliser l'exerc. 6)
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c) Montrer sue 1l'annesu des endosorphismes a'un igéal régulier
zinimal 7 de A est iso:zorphé & ltopposé de L/#, ot 7 est
Lfannibhilateur & droite de 4 dans 7 . Hontrer gue, dans Z/?v"',

l'enseable des éléments nilpotlents est ((Z N R )+ 2f")/?f’ et gue
cet engeible est identigue au radical de 7/ 7~ ; le guctient de
Z/%%"“r ce radical est un corps (voir exerc.i) .

8) 51 a est un élc¢xzent nilpotent dans un annsau d'Artin gauchs ée
lonsueur n , op =& ) (re.arguer gue A&k a2t sy plus de
lonueur n-k).

7

9) vn dit gu'un anuesu A

£

88U UN gupezy ¢2 yon Neunsnn 8'i1 admet

PRE:

un olement unlité et si, pour tout s ehn , il existe un idéal 3

’

cJa,uc}r.ie supplés ientaire de 1'idéal As
a) iontrpr gue les trois iroposiléons suivautes sont équivaisntes :
m) A est un anneau de von seuscnn g 8) pour tout a#0 , il existe

un idempotent e 1el que Au=de ; v) pour tout o240 , il exisie

2
X€h tel que axa=a (utiliser ll'exerc.i16 du

En désuire gue : 1
supplénentaire de 1'idéal at ; 2° dans 4 i
nilpotent (en particulier, un anneau gui es
et annesu de von ﬂ@deﬁﬁ bat seni-gimple, et T

& gucun iddénl
is annea d'a-rtiz

C'?G"-‘
\’l;':j

.b; Stil existe un idexnpot aat ¢ tel gue (=82 psoit un idéal bila-
téra dans A , montrer gue e est éléuzent unité du sous-annesu & 5
et appuriient sn centre do A {re*arauer zue 1'idésl & droite
annibilateur de e dans & est nécessairensnt nal ;.eﬂ déduire gus
X=¢X pour tout x e L puisgue ey8=ey=ye paa: tout yes ).

¢} Pour tout idenpotent e €A , Ac est l'annihilateur & zauche ﬁé'
1*'idéal & droite (?ee)ﬁ . En déduire que, pour tout a €4 , tannibila-

teur a gasuche de 1'annihilateur & droite de 1'idéal Aa est cet

a

idésgl ia&«w@mv,
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d) Si a et b sont deux éléaents quelcongues de A , zontrer calil
existe c€A tel que Astib=Ac (si e est un idempotent tel gue
Aa=Ae , montrer gue AatAb=AstAb(i-g) ,'péisgu*il existe un idenpo-
tent e! tel gque ee'=e'e=0 et 4b(1-e)=he’)
e) Hontrer que le centre Z d'un anneau de von Heunann 4 est un
suneau de von iéeuﬁxsmn (61 a€Z , et 8i xe€A est tel que axs=a ,

montrer que a{aPxF!)a=a , et gue aPxPtie g pour p > 2)
; 7

£) Dans un annesu de von Neumann comzutatif, tout idéal irréductible
(chap.I, §8,exerc.12) est zaximsl (remarquer que, si 4z;est un idéal
bilatire dane un anuesu de von Leumann A , A/4 est un anneau de
von Heumann ; si & est irrééucﬁibie, montrer que A/cZ ne peut
contenir aucun idéal autre gue lui-m8ue et (O) 3.

g} Soit A un aﬁaeaa‘c mmutatlf ayant un élézent unité ; mcatzér gue
si tout idéal de & est 1l'intersection des idéaux preniers gul le
cmutlanment A est un annegsu de von ﬁ%dﬁuﬁﬁ.iﬁtiiisef 198X8TQ, 434 )
du 38 du chap.l pour mentrsr que,:@éur tout &lément a#l é@ ﬁ
on a2 & e{a®)). En déﬁaiéé que si tout idénl irréduciible do A est
preuwier, A esl un snneau de von Heumann (utiliser }'exerc. 12 b)

du §8 du chap. I).

les longueurs des idésux A1 et A7, soni &ralcs ; on appelle

;ﬁdiﬁg de B par rapport 4 A l= lengusur d'un idéal A7 , o 1

annesux simples dont € est le coapost direct ; si on désigzne per n
la longueur de A ;| par Ly celle de C, , par v, 1'indice de GR Dar
} :

rappoTt & A , montrer gqu'on a
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p
1 n = n, '
(1) Ty
si 1félésnent unité de A est aussi élément unité de C {remsrguer

S

gue, dans ce cas, si C esl somme direcie d'idéaux & gauche mini-

maux Zjb (1£1i¢8), A est somme directe des idéaux & gauche A Zil

c} Généraliser la formule (1) au cas oh & est un snnesuy semi-
simple (considérer les snnesux simples ﬁi dont A est ls conpose
direct, et les coarnossnies de chaguse Qk-ﬁ&ns Ai)

1) Soit A un anneau tel gu'il existe a€A pour leguel A=As .

'Gn désigne par 0@? l?aﬁﬁihilatear & pauche de &p dans A ; on &

_ = k.8 c o .

P B P
]

a) dontrer gue, s'il existe un entier n >9 tlel guse o@ﬁ: Q%¢§
i
on a 6§?={§} quel gue soit p ; dans ce cas, il exisie e€4 tel

gue X=xe pour tout xX€A . Eu conclure gue si A satisfait & 1a
condition maximale pour ses idéaux & gauche, on a -&ﬁﬁzig} guel
gue scit n .

b) Soit - l'annibilateur 4 droite de b dans A ; ona
{?F%iza %;pc: %%p ; monirer gu ¢i  est l'annihilsieur & gauch
de 4;@ . B déduire gue & la condition ﬂzpi sale

=(0) quel gue soit n .

.%;50 Produits tensoriels d'algsébres sesmi-gizples.

Soient 4 et B deux algdbres sur un m8me corps corautatif X |, admeitant

&

tenscriel

chucune un ¢lézent unité. Un z défini au chap.l1, 86 le produit

convenables, on peut su;pposer gu'il contient & ot B comze sous-alglbres,

-

et posséde alors les propriétss suivantes :
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1° tout élc.ent de A est ;:emiztable avec tout elézent de B ;

1'intersection AN B est épale & K ;

3% A@®B et icentigue su groupe 2dditif engendrsd var 1'ensenbls
A.B des produits xy {=yx), od xé.A et yeB ; 81 on note ce groups
additif @, ona A®B= hB |
-'.;{'J. on résulte en particulier gue, si A' esl ume sous-algibre g
B! une scus-algébre de B , le produit temsoriel A' @ Bf (
ost isonorphe & lu scus-algébre @’ de A @B , svec lacuell
1'identifie d'ordinaire. |

Renarguons encore que A ®B est & la foie module & gauche et
modulie & droite par rapport & 4 (et & B) - Lo :ts base de B par rapport |

& X est sussi une base résulidre de chacune de ces deux structures de

-

module de A® B par rapport & & . Si en outre A est conzutatif,

A®EB est une glgdbre sur 4 .

Froduit teusoriel de deux corps commubatifs. Considérons d'aberd le cas of &

é'i; B sont deux sur-corps co':m;u‘ca ifs de K , 1'un d'eux (par »ex@g@l’a &)
étant une extension fini e {donc algébrigus) de K . Plus particuliére-
zent, supposons d'abord gue A soit une extension aigébrigue simp ls
A=K L85 , 8 dlant racii:e du polynome irréductible de degrsd En"

omme les éléments 1,8, 8‘3,,“38‘3 ~1  forment une bags de &

C¢
par rs ;;g;@rt g K , ils forment égaslement une base de. A &B par rappori

4 B , sutrement dit, tout élément de A ® B se met dfune mani iére et

dfune seuls sous la forme bo"‘—bﬁﬁr,“-&*b 68-"1 o8 les @ &EB . _};i en

résulte aussit8t gue l'application, qui, & tout polynome £ € B L 3
i correspondrs f@ ; @8t un homomorphisus de 1'slgdbre ag

sur lfalgébre A ®B , l'image récirrogue de © Par cst honomorphisme

é¢tant 1'idénl principal (¢) de B [&] ; donc A @B est isomorphe
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au quotient Bfe] /(¢). 81 ¢ = E@ esl la décomposition en facteurs

premiers de ¢ dans l1l'annean B[e} - i;. en ?‘ésalte gue A BE est iso-

83

morphe au comnpesé dirsct des slgébres B[e}f%@ilg {chep.V, 5 DYOD. 9} -

Cels étant, si 9 est séparable par rspport 2 X , 9 n'a pas de racine
muliiple, donc tous les T; sont égaux & un , et chacune dss algdbres
B{ézl/igi} est un corps commutstif, zgemsrphs & une extsnsiocn algdbrigus
finie de B ; dans ce ces, A @B est donc semi-siaople guel gue seii ls

corps B . Au contraire, si 9 sst insépareble psy rapport & X ; on a

@.
D = TfF gé-ﬂ? esl un polyhome irréductible par rapport & uvne 233 gi?

E de £ (chap. VI, 25) ; done le produit temsoriel A & E est ia Teiitel agels]
= fl'\af"'”"i@\ = :
& ﬁ;g“ggg ¥ £ } ; dans cel annesu guotient, la classe de ¥ 1n'esi pas
= £ 3

finie guelconmgue de X , A cot une extension gimple EK<8> de X
{chsp.VI, g5,p10p.8) ; donc A®3B est un annesu commutatif semi-gimple,

ccmposé dirsct d'un nombre fini de corps commutatifs.

On pesut éteblir ce résuliat saus utiliger lsz fait qus A est une
extension simples. En effel, Si E est un scus-corps ds A tel gus

KECEBECA , A BB , considéré comme algdbre sur B , est isomorphs

idérés

au produit tensoriel, zelatif 8 E , de A et de E ©®B (con

=g

%

8
comme alp bres sur ). 8i A est une sxtension simple séparable

o]

>

de & , E uns extension simple séparsble de X , E® B est isomorphs

e

au conposé direct d'un nombre fini de corps B, {extensicms de B);
donc A ® B est composé direct des produites tensorisls ﬁ.Q§E&

s

{(relatifs & E) ; chscun de ces produits étant lui-nm

(Kin)
=2
o
8
=]
(o)
0
L]
@

direct de corps commutatifs, il en est de méme de 4 BB .

A = # S Lo 2o 2
10t par récurrence su cas général.

oo
3%

&
s

glise aussi

(0

gensr

L&
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81 au contraire 4 est une extension inséparsble de X , et & un élé-
ment de A inséparable par rapport 4 K , A®B ocontient 1tglgdbre
K<{6 > @B , qui, pour um choix cezzvenablé du corpeg B , posséde des
éléments nilpotents. En résumé :

Propogition 1. Etent domnée une extension algébrigue finis &

corps K , pour gus le produit ‘%:ransgz;al A®B (relatif & %} f:.@ A
b et e e, e

L)

et d'une extension auale@ﬁgm Bde £, s0it un annesu (commpiatir)

seni-gimple, i1 faut st il suf‘,s,z.t gue & polt une extension séparsble

>

Produit isnsoriel de deux corps pon commutstifs. Supposons maintspant gue A

cient deux s a"’&@fp& 0on. comm utatifs de Kk | st désignone respecti-

st B 80 - 1
vement par £ el T leurs gentres, qui sont des surcorps commubtatifs de K
Proposition 2. Le cenire de ifalpgbbre A ®E sest ls produit tensoriel
E@F degcentres de & et de 3B .

fn effet, 1le centrs Qa A ®B peut &tre défini comme lieusemble des

SRR S 2 3 - & 5 e oy o e . - 3 s s A e RSB - £
élénents de A @B gul sont & la fols permutablss avec tout élément

&K et o= Z 2,9, {"?’A € A) , on deit aveir =xz=2x ; ¢'est-a-dirs
4

> 3z, e, = > fg ¥o (diaprés lg permutabilité des &lémente de &

s ﬁ o A A

g

et é.es é¢léuenis de B) ; dome il faut gue ¥z, =2, X gusl gue soit

on monire ensuite que lss éléments de B ® B permuiables avee iout
élément de B appartiennent &8 B &F .

Proposition ?";a ?@'«z:' gue lislgdbre A ®B e contienns pes d'idéal
bilatere nilpotent : il faut et il suffit que E D F ne contienns
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Cette propositicn va €tre une conséouence de ls suivante : >

£rovosition 4. Tout idéal bilatire ot de A @B est en-eudré .ar

son intergection (L M {(E @F) avec le centre de 4 & B .

Supposons en effet ls prop. 4 dézontrée ; alors, si ¢ est un iﬁéai
nilpotent dans 4 @B , (rMN(E®F ) n'est pas pul, puisgu'il engendre
(/zz ; et est nilpolent. Béciproguenssnt, si =N {(E@F) sst pil-
potent, 8i pur exeaple //‘&g =(0) , on a (¥=(0} : en effet tout éElénent

=

de (4 est de la forme 2 Zi%s oh =z, €L , 2, €A® B . 11 suffi

- o i
> ¥ NEs
de montrer gue | {zrki)zu ; or, comme les z, appariismnent su centre
C=d i
de A® B , ce produit est Sval & {z?zg. z&f*"z,@}; et on a @ar

hyrothéss z, Zy- 3 =0 gquels que soient les z, ez .

S + ey == vy T ez e £ i £ gZ5 5 ey o s N ITTR Y gaTETY .18 R Lamh oo
ég,:;@nwmmj GonC iz prop.4 . Yans AS B |, counsliudré comme esypuce vecio-

m i & gauche par rapport 8 4 , ¢ est un sous-espace vecioriel .
I.ﬂ;z;r?«s ie th. d'cchange (chap.1i,§ 1), conse oute base de B pur rayport

4 K esi une base de A @B par rs_.port g £ , 11 existe un soun-os, ace
S : fﬂwq\
vectoriel ¥ de B {pur rapport & X) tel que lis sous~espace vecturiol a.id

(J_az‘ ru port & A) gu'il encendre dans A @B , 80it supplémentuire

-

de JL . Soit I‘é un supplémentaire de M dans B (considéré comme scus-espace

vecloriel psr rapport & K) ;| dans la déconposition en somme dirscio de

Y -

ABRB en (L +AM , goit H le composant de B dans ¢L ; Dous allons

X=ytz , avec yecL , el z EA.H ; pour tout uées , on 2 uz-xu 5

puisgue x€B et uehA ; done uy-yu=zu-vz . Mais, comme ¢ est idésl

3 2 4 7 % PA 3 ) B 2 £ = £ T - Y i LB I
bilstére, uy et yu appartiennent &8 <2 d'sgutre part, vz€A.d tar
3o o = 2 5 2 % S R m i # 3 P 5 = 2
déiinition, et zue A.M , d'oprés la rermutebilité des Slénents de A st
3 ey oy T e £ 3 o 33 = e E 2 S e 3
de B ; comne la somme OF +A.4 est directe, uy=yu , donc y est permutable
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- . . Buo outre, comze A.N est sapplérzentalre de Al , i1 en est de méme de
AR, et comne A.B C oz, 4.8 = ov , a fortiori » V¢ &8t engendré par

gon intersection avec E @ B , qui contient B . En recommengant le rai-
scmne:zex:t dans EBE® B , on oblient la ,,roposz.tz.on.

anoreme 1. Scieut 4,B deux sur-corps non cognutatifs de ¥ A& étant de
Pt B S~ 4 2 b

rang flnl par_rapport & K . Pour cue le produit tensoriel A®B soit
bo enpnesu semi-ginple, il faut et il suffit cue le vroduit tensoriel

E®F des centres de A et B goil un anneau semi- sinple.

s

Hezarcuons d'sbord gqgue A @B est un anpeau gfartin {g‘i}:.an gifet,

4 ®B , considéré comme espace ectOW"el & gauche -

w..t

22> rapport au corps

§;; corme cetl esjace a var hy cthése un nombre fini de ﬁimeﬁsi“ﬁﬁgl

33F-;Qéauy & gmuche satisfont & la ceéditi@n miﬁimaia,

Lela étant, la condition est évidemzent nécessaire (§ dgyIOD ?)

L&?qu% ient, si elle est remplie, &12>B ne contient sucun idésl bﬁla~
: :

téye niipoieﬂt ﬁ?ayrés is prop.3 ; conme A ®B eat un anncau a‘nrvzn,

Gonc il est semi-simpls
La concition dm th.! sera toujours respli ie 21 i'un au zoins des

corps E,F eosl une exieision gérurable de K {rrop.1)

==

Predult reusoriel de deoux al. ibres sesi-siaples. ‘%Woule algébre seasi-giaple
 “tant composé direct dfalgébres simolgg, il zuflfiy gidtudier ;ag pTO-
culls teusoriels d'alpébres p%uyies Hoient cone A ot B deux al dbres

1 % $ 3 3 =3 3 ¥ “. *- Rt Y &) 2y 1 Y 37 3 ] t: 3 < b 4 % i 5 3 1.
EiZples sur un corps K | el suppcsons gus llune g'elles, pur exenple & ,
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Consgidérons en particulier lé cas
rang fini n par rapport & K . Alors
est un corps (gauehe} de rang B par
il en résulte aussitdt gu'on a A(

&tanl prie relativement & E) : tout
I 8

(S

off & est une algébre gimple de

A=G @K , ok G
S%

B:&Za 5

on peut écrire
rapport & K , 8t on a

Q?E {le produit tensorisl

xE)
revient dQﬁC g &tudier la siructure

is G{k) c*estwa»dirg de G ®E (produit relatif & K) considéré comne

alzebre sur B . G(ﬁ) est une algébre de rang fini m sur B ; pour gé'e ils

: ]

goit seni-simple, il faut et il suffii gue, si F sst le centire ds G

{et de &) () s0it semi-sin 2ple {th.1) ; en se bernant au cas des
tensions algsébrigues E du corps de bass, Fi&? sars toujcurs sezi-

sginple (donc conposd direct de corpe cotnutatifs} si ¥ est une extension

H étant de

= e S e s il it et 5
= 3 Tapg T1ni par 1aupers 53 X eést

£ {::”i e s ”{‘Ji&(‘f" v $163 {ig i 5 3 T & 11Tl S un % *,»”i%“’jﬁg £33 g Oda g o= %

i LA L AR ”“'b‘ii ko S 23 3 3. o & = i:—n.'v.» (P 883 BCADdTYe 310l 4§ fam&‘;’ﬁ.af;s S8
3 i - oS < 4 £ 2 - B - 4 S > b 3 = = 5 o L Lo
48 X lincaireieni 1BGoplnusnites par Iappore 8 L4 s dong x est racine
2 s > so 4+ ) ) = s = 3 - e
6fun polynome & coefficients dans £ , et par suite x e () . On remar-
R 13y b g v r Ao & Py T WAL YT T {3 Z, t LHrrod & m v oo
guera gue -«g rang te w, . . PEY TalporTL g AL étant eFsL 5 0, Ch &8

‘;(%«iw:
suivante :

2y £ & 35 amy - TRy o e i oy e =
Froposition 5 i uB ecorps gsuche G est ce nal Teoport § B80n
o T & rTanos est rré varfeit t'ﬁ = Ao o A
GOl vl 2 . L& Tang est vl Q&. g e Larisly . S8 S .E»..é. ES1gne 4 ° &D&{va’
e LT £ e T = 4

S S e r & vy - : - - g e
alstbrigue saxizale de ¥, est l'spneau de nsirices dlordre t
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D'une zaniére générale, nous dirons gu'upe extension E ds F est un

cozps de déconposition du corps gauche G , si G(E) ost un auneau de

matrices sur E (nécessairement d'ordre t) ; nous venons de voir que .
l%extension é?‘ rigue naximals ) est toujours un corps de decoaposl»>
tion. Hous montrerons au §A¢ gulil exists des exténsions fipies de F
gl sont des corps de ddécomposition de G . |

Exorcices. 1) dontrer yue ls produit teusoriel K{e) ®F , oh F

est unec oxtension {comuutative)} juelcongue du co orps B, esi isouors

vF 3 3 3 Yy R E 4 enet % sy B ’ £ £ 2T 3 e sy Pmaagm
phe 8 l'extensicn transcendante sinple Fle) {(utiliser la base

o 1 est un emseunble guelcongue, est isomorphe & i'gxton-

e e - - ¢ el — A s 3
sion iranscendanie pure F(I) (se reueper au cas précédent, & 1

’s dfun corps commu-

ivement. dontrer gue,
de ﬁ,§§23, o@'

, ofi & ¢k = aN(EGF).
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4} Soit B une extension galoiszenne séparable de degré n dlun corps
connutatlif K , G le groupe de Galois de E. paz;rapport ak, D' 1talge-
bre de groupe de G par rapport au corps K . On munit E d'une siruciurs
de module & gauche par reppert & 1'a neau 1T'; oo posant, pour X€E ,
ot a = Z,agc(a ER) a.x-Za abx)

a) Soit E’ une sxtension de K 1som0rghe 84 & ; on considére llalgébre

e

T (E*) obtenue rar extension & E' du corps de bass de ' ; om consi-
< j <
dére dfaulre part le produit tensoriel E'@® B (relatif & X}, et on

f;‘éf’init sur ce rroduit ume siructure de moduls & gasuche par ragport &

T & 5T, = Qzﬁ e
- {5@3 en posant, pour b = § }35 o (b e g €G), st 2= 2, ¥, %,
a &
{v,€B', x. €éE) , b.z = 2, b y. .o{x.) . dontrer que cette structurs
X o : 6’;‘;‘, g
de module & gauche est isomorphe & celle de  L° rhi mgy&ié‘.éré £OLnS
be F
aodule &4 gauche par rapport & lui-mdne {(remurguer gues ! @ B est

on & xe=x'e , avec x'€ B! , ot ¢.(xe)=0(x){s.e)=x"(g.e).)

b) En resireignant l'annesu d'opérateurs d

&
(44]
5
]
2.
@
0
i
{3
£
€
2
&
§mﬂ
"y,

el B' @ E définis dans a) , au sous-annsau L . montrer sue les

modules obilenus sont respecii




d) Scit H un scus-groupe de G » F le sous-corps de E formé des
élénents de E invariants par les autqmar@hismss.wgéii. donirer
yue, rar tout isomorphisme du I’ -module E sur 1s [° -zoduls B ,t
il correspond a F un n8me idésl & droite, qyi nfest autre que

t'idcal a droite engendré par 1féldment - 1§ En aeaui e gue
{F 5} ={6:H) , ce gul donne une nouvelle dénonstraticn du th.

(5551 chap.?l,-g . Hontrer en outre que 1141 “ﬂeﬂ de F qui QQ??%%?Q&S
8 5%95 6 est de degrs gfgﬁi par rapport &4 K , et par suite |

engeudre ¥ {ce qui doune une nouvelle démons tration de la DIOD.

du chap.VI, 3 )=

% e 4. Berrdsesiations des aluébres semi-simpies.

%@Gh¢es Sur un annesu 89”1=313218. Propositicn 1. Tout module & zaueh@ uni-

%alre Sur _un supeaw sgeani-simple A est conplétement réductible, et est

sonzne dirscie de ﬁ@dml%s'gimﬁles dont checun est ;seﬁor ohe & Qﬁ idéal
A g uche mininal de A .

En effet, soit M vn A-zodule & gauche unitaire ; M ést sonne des
cous-modules A.x , ok X parcourt M (zulsQJe 4 est unitaire}. 5i 4 est
somme directe dlune Famille finie (‘Z ) d*iddéaux & gauche minigaux,
&;i eat sosue des nodules Zi,x . Or, ei leest un idéal & gauche
de & , l'spplication @ —a.x de Z, sur L.x est une représeutation
du A-module 7 sur le A-module 1 .z ; ce dernier %gtAégac isgﬁ@rghe

e Es 3 4 2z A s L T : v
2 un noduls quotient de L . 81 1 est Zinima., sSes seuls modules guo-

= v\ - A 2 5 s SN 4

tients sont (0) et 7. ; dome [ .x est nul ou isomorphe & 1 , et
per suite gimple dens ce derpier cas. On conclut de 13 que 4 sst somms
de A-podules simples ; 1s proposition en résulte par gpplication du

Z - : =
th.1 du chap.1I, ¢ 1 .
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ﬁeprégentationg d'un annesu dans un snneau d'eadosorphismes. Létuds des

represontatlens des anneaux semi-sinples daps les anneaux seni-gimples
se raméne imméciatement & celle des représentations des anneaux seni-
ﬁlmp?es dans les anneaux sinples. En effet, socient A et B deux suneaux

seni-gimples, B = E:Ii la décomposition de B en snneaux simples, h,

2 "i l 25

ig fonction composante dans Bi ; 81 £ est une reprosentatlﬁa de & dans
5 5’.9

tw

, Byef est une représentation de A daus B, , et on 2 fix)= §; n(£(x))§
55’ <
réeijroquensnt, si £, est une reurcsentation de & dans B, ,
- &
x 5 > £,{x} est une re.résentation de A dans B .
s24

un anneau simple éiant, dlapres le th. de ®edderburn, lizamnssu des

sudo merphisies d’ug espace ?ectorlel SUr un COIPs gauche, nous allona

etuW& r de fagop générale les reyrésentaticms d'un anzneau dans un tel
snueau dfeundoaorphisnes.

l'annean des endomorphizies de £ . Soit & un anneau & cpérateurs quelcon- |
2 la seuls xestrichicn gue ses opcratsurs apperiiennent ap

3 b

centre de K , et sont donc aussi des opérateurs ¢e l'annesu %f{ﬁ}

Jeit & —u  une reyrésentation de A cans ff(ﬁ} ; nous allonp mopirer
gu'une itelle re;résentaiion-;ermez de cé&finlr uvne struciure de Zudnle

& gaucne par rariort & A sur llespuce vectoriel B . En effel, poscns

9.% = aﬁ{z) pour tout ZEE ; cetts loi de ¢ mposition exterms dé6finit

bien une stiructure de moduls & gauche : il sfiffit de vérifier llaxiome

A{ﬁﬁfl) ; or, on 8 (st).x = mqt{x) et u_=u_eou, par hypothise, dongc

854

(st).x = LS{Q+{£}} = s8.(t.x). Bn outre, la loi extQV.n ainsi définie
e

st pernutsble avec la multiplication des élémenis de B par les scalaires

de K : en effet, si seh , A€K, onas.(Ax)=u (Ax)=4u (x) = Ale.x]]
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Autrenent dit, la donnéds d'une représentation de & dans ﬂ?(E) Géfinit

sur E une structure de biznodule (& gauche) par ragport & A et & E .

Inversezent, touts structure de A-module & gauche sur E , dont la loi
externe est permutsbls avec,ia muitiplicalion par un scalaire de K
eérrespgad & une re;réé@ntatiaﬁ de A‘dans-43(iﬁ : savolr celle gui,
é-tout opérateur s¢ A , fait correspondre lfagpplicaeidon u_ de B dans
B produite pur cet opérateur {chap.i1, $3) : les hyvothdses
;gét cue ag est bien un endomorphisume de liespses vectoriel E , et
8 wg&ug une rsprésegtaﬁigﬂ de A deuns A?\§$; conme on le verifie par
des calculs anslcogues aux précédents.

. 21 ¥y a donc correspondance biunivogue enire les re résenialivns de &

dans {7{E} et les structures de bimgdule (&4 gauche) sur E (par rapport

& A et E , la loi externe relative & K étant la multiplication par un
sgalaire}. Le binodule correspondaut & une représentation est dit

z28s80Cié & ceitse représeatation.

fd S ]

l'Soient E,B' deux esjnces veciLorlels & gunche sur & , 8 —u_ , 8 —>¥_
: : q . . -
des représeniations de 4 dans 4?(&) et &:(ﬁﬁ} respectivensnt ; dési-

Zpons par E, et B, les bimedules associés & ces deux représentsiions

s

{ayant pour support E et E! respectivesment). Exaninons les propriétés

£

G*un homomorphisme ¢ du binocdule Eﬁ duns le binmoduls B, ; tout dfabord,
3 L~

9 est une goplication lindaire de llespace vectorisl E dans BY .

A-nodule &, dons

et
i
b
L40)
b
0
3
Dy
@
L)
o]
Pl
;ﬁ.
Pte
L)
g:s.
oL
6

51 on exprime ensuiie cue 9 esi

sedl

@)
«a

'est=n=0ire,

tl

le A-module K, on obtient 1l'identite e¢(s.x)=s.9{x)

A

dfaprés les défipitions des lois externes de ces doux modules,

p{v_(x)) = v _(9(x)) , ou encore

B 8
{1) Poll_ =V 29
D =3
identiquenent en s . La réciyrogue est inmédiate ; donc ;




(™

Frogosition 2. Pour gu'une applicetion linSaire ¢ de B dans &' soit

un homomcrghigme du binodule associé & la représentation s —>u_ dene

ie bimodule sssocié & lz représentation 8—>¥_ il faut et il suffit

gue ¢ satisfasss identiquement & la relation (1).

Deux corollaires de cette proposition sont imp@rtants. Bn premier Eieu9
2 ° - 03 S e %

Chercions & guelle condition ¢ est un isojorphisne de ki, sur By @ ¢ doit

qatisfaire & (1) et &tre un isouorphiswe de l'espace vectoriel B sur

1 eskaca vectoriel E! . En particulier, lormsqus BE=E' , g doit 8tre un
élénent inversible de () ; et la relation {?? sloerit

/ "‘i‘
(2) Vg =9o0u °9

= = : .
quelgue soit s€4 . On dit alors gue les reyrésentatiocns 8 —un_ et
8 —v sont nblables. Dome ;

= v
Corpllsire 1. Pour gue les bimodules associdés & doux reprégentations
s —>u, et 8 -—7v, de & dang « (B) spient isomorphes, il Ffaut el il

suffit gue cos resrésentations solent semblsbies.

&n second lieun, cherchons 8 quells condition ¢ est un endon gsz=gm,
du bimodule B, ; il faut alors faire v =u_ dans (1) , sutrezent dit :

Corolliaire 2. L'annean des endomorphismes du bimcdnle upsccid & une

Sorus?

Teprisentation B-egﬂé est identigue & 1'soneau des éléments de 4?(5

yermutables avec tous les &lénents de 1! ;maga ge A rar cetle renrésen-

tation. “fj*
noprosentations dfune ulzénr& ai;gl dans une algébre simple. Scuienl A et B

Pour étudier les re;résentations de 2 dsns B < ﬁom% nous borperons au

gag ol A est une glgdbre par rapport au centrs Z de K B étant zlors




de A , est 1'élément unité de B . Si e désigne 1'élément unité de & -

_1és élézents 3-3 , iorsgue ll'opérateur §'parcourt Z , forment donec un

correspondance biunivogue entre les représentstions de A dans B=E_. ,

rang fini sur 4 ; alors i{gf},cgr. du $h.2), A® ¥° est une algébre gimnle

|
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&

considéré également comme alydébre sur Z ; nous pous bornerons aussi :

cas ol l'image, par la représentation considérée, de 1'élément unité

sous-corps du ceutre de A , isomorphe & Z pénr toute représentation
s}#&us de A dans B , on & done zzge =fu , et g, nfest autra‘gue
1'61lérent unité de B (application identiqgue de 1'esnpace vectoriel B
sur lui-m8ne). A une telle représentation est associde, camme nous
véﬁgﬁs de le voir, une siructure de bimodule & gauche sur K , bar rapport

sux anneaux 4 et K° ; en outrs, pour tout $€Z , et tout xeE , on a

(¢elx=n fa‘x} gv (x) = $x . Ilen résulte {chsp.11,96) que 1s
structurs de bim&du&@ précédsnte peutl 8tre assimilée {su poini de wue

des sous-modules, modules quotients, représentations, etc.) & une struc-

' - s - O
ture de module & gauche 7 par rapport au prodult itensozriel A @K des al-
L o - ' . —
&bres Aet KB relatif au caxga Z . Nous voyons dome qu'il y a

et les structures de module & gsuche par rappert &4 4 @K ; de rane 1

IS

par rapport su sous-corps ¥ de cet snneau.

pposons maintenant plus particuliérement cue 4 scit une algébre de

sur 4 ; donc (prop.1) tout module & gmuche par rarport & A RK° est
sonne directe d'un nombre fini de modules simples igsonrorphes aux idéaux

i

: e : - - - -
gauche ainizaux de A @ K- ; muis ces dermiers sont tous isomorphes

enire eux ; en particulier, ce sont tous des scus-esvcaces vectoriels de

E ayant m8me nombre de dinensions k ; le nombre de dimensions par ra-port

s

-5 o :
& K” d'un module sur A ®K s Somme dirscte de h no dules sginples

# — : & ; = : -
(de longsueur” h) est donc hk ; deux tels modules avant méme nonbre de
: s o 3




r rapport & k° ont donc néae longueur, et sont par

dimensions pa

de

{(cor.1 de la pr@p.2>

=
o

B

~

Bone

sgnorphes.

is

Btant donnds un

e
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1 '
£(0) est un idéal bilatére de A , donc somme d'un certain nombre

3

des Ai ; et £ , restreint &4 la somme A' des Ei restantis, est un iso-
morphisie de A' sur £{A')=£(A)

Cela 6tant, & toult isomorphisme 8 —>t de A duns B est associée
sur E une structure de bimodule par rapport & & et £°, ou, ce qui
;@yiemt an mémé, une s%gaciura de module & g&uche nar fapp@?% & A@EK .

7 e : . ) - g ~ <
Or, A @K ezt un annesu seni-sluple, conposd dix c?,éaeﬁ algibres

(1<1<¢p) la sonns des sous-zodules sizples de B isomorphes gux idészux

,

v 3 -—Q . - 4 ‘m =3
& gauche mininaux de ﬁﬁvéé K {considérés comme idéaux & gauche dans

k...h

A @{Ko) ; bour ifj s un sous-meodule sizmple de E, et un scus-moduls

1

sinple de Ej ne pouvent &itre isomorphes, done E est gpoams directe des

Ei‘; en ouire, comne, dans é.QQKO, les scus-anneaux &j_é§‘KQ efannulent
mutuellezent, om & (51€S>K?),E§=U pour i#£3 . Il s'ensuit gu'aucun
des Ei n'sst nul (sans quoi ls représentation de A dans B ne serasit
pas un isomorphisme) ; en outre, la connsissance de ls structure de
gﬁaeun des Ei ; 8n tant gue nodule & gauche s&riz é§ﬁ. , déternine

: e}
complétement la slruciure de module & gauche de £ par rapport 8 &4 ®K .

r
centre. 5i A est une sous-algébre de B (par rapport a.u centre Z), ls

algcbre comsutante d'une sous-zlgdbre. Soit B=K_ une algdbre simple, % son

sous-algébre de B formée des éléments de B permutables avec tous

cormutante de A .

les éléments de A sera dite lfalgdbre

Proposition 4. Soit B une glgdbre simple de centre % , A uns sous-algdbre

semi-simple de B contenant Z et de rsng fini par rapport & 3 . L'alodbre

comzutante C de A est senibimple.
i




| b ,

Eun effet, si on considere B eamme annsau d*endoﬂorpﬁismes ée l'espaée
vectorlel k de dimensloa T sur K ;'1'a§plication identigue de &4 dans
B définit unse structure de module & gaucne'sﬁr B ,.par ragport 4 & Rk’
E*ayrés le cor.2 de la prop.2, lialgébre corzmutante € de A n'est sutre
gue.l’anneau Ses_endororphismes du module ¥ asinsi défini ; comue E est
6oﬁp1éte ment réductible (prop. 1) on salt (chap.1X, $3) que cet snnean
sst sezi-gimpls.

Eiaminons ds.plus prés la structure de € . ﬁé.ﬁ' est la décompo-

ba'f-
sition de A epn slpdbres simples , E, la décompogition correspondanie du

(23

£

{a @K°)-module B , ¢ est conposé direei des saneaux ¢, , doat chacun

est formé des endomorphismes de E =znpulant toag isg B, d'indice #i ;

ﬁi-est isomorphe &4 lfamneau des endomorphismes de Ei
= :

module sur &, & X~ ; clest donc un snneau gimple. De facon plis précise,

gi Ei est sonne directe de hi zodules simples, isomorphes sux idéaux
- = - ) l ; . -
£ gauche nipimaux de A, @ K7, Si sl un anneau de muirices dleordre h,
2y s
SUr un corys gauche ﬁi ; isomorphe & l'opposé du =orps des sndonorphisnsas

o
G

un idégl & geuche minimal de A, ® K° .

Sarpgsgns de plus gus K (et par suite B) soit de rang fini sur son

eentre Z , et culeulons alors le Tang C.,Z ; On a dfaprés ce gui
& b s 3
o - 2 : ;
pracédds [5,33‘3; h, G.:Z} . 0r, 8 ® ﬁQ est uvn annsau single, somme
i il i
directe de n, idéaux & gauche minimaux ; ¢'est domc un anneszu de maitrTi-
ces d'ordre n. sur l'opposé du corps &i ; en scrivent de deux nmanidres
. o : : = 4 C. 2 =
48 rang de A, @K  par rapport 4 Z , il vient [A.:z2]iK:z] = n,gé,:zje
i = = L= L i =55
Enfin, désignons par ki le nombre de dizensions dfun idésl & gauche
: O o 0 - .
Ziinimal de ﬁi R K s Par rapport a Kk ; comue toute base de A, par
{,} e
rapport 4 Z2 est une base de ,& ® x° par Tarport a K , on a

n.k = Eéiszﬁ , G'oh, par un calcuL facile
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(5) [A_ :.&] [G -:.Z] =h 1% [}L:é] =z, LKZ]
of rl est le ponbre de dirensicns de Ei par T ;ycrt ek
Cherchons maintenent, toujours dans le cas oY K est de rang fini

sur Z , 1'a2lgdbre coumutante de ¢ . Comme C .Ej =i§} pour i3

i
la décosposition du (€ ®K%)-module B est formée des mimes k, gque

yrecg&e’”ent (avec naturellement ume sutre structure de module)

si A' est 1'aslgébre comnutante de C , é£ le sous-annesu sinmple de A1
correspondant & Ei - A% contient ﬁi , et la relstion (3], appliguée
3 C et A' , donne [a1:2] =[a;:2], donc al=a , A'=s . Nous avons
donc cbtenu le théordme suivant :

”ﬁesreme 3. S0it B vne 8luébre siuple, de rang fiﬁi par rapport & son

@anﬁr@ % 81 A est une sous-slgdbre semi-simple de B contensnt Z ,

z

1'al.-eébrs aamgutggﬁe de A , 1'algzébre connutante de C esi identiguse

e

ke
&

Gz pent ajouter la renargue suivanle, gul résulie de lz relation

2 3

sntre la décomposition d'un nodule geni-sizple en modules sioples et

ia déconposition en idésux minimav it & droite de son amnesu d'endomor-
phisnes (cdap911g§,§) : 81 Zi 2f~ est une gm“@iﬁ@%iﬁi@ﬁ de C,
: : : }:34 ;’E : =
¢n somne dirscte de hi idiaaA & ¢roile ulnimapx 1 = ?@ e, la déconpo-
; z4 o
gsition correspondants de l'¢iénent units de ©. en idempotenis, on a
& z . o 5

zf:z s.l, ,et B => ek , ohles e.E sont des {4, &k }-modules

e J 4 Z ?'»:ﬁ o & il i

slmaiss? dont la somme est directs.

S il me ST
SUX Siiipies (ans

lous avons v en oulre gue le noibre des gous-gon

o it YA oo ~ R oy rie 3] : ; = A . 3

la déconposition de & el dans celle de C esl le u6me ; en particulier,
3 7 . S e R e SRR Y Sl 3 5 o Sy 3 5 - 2 ot

si A est une algdbre sinple, il en est de méze de € , et la relstiicn

B
S
)
MP
X
EWNS
|V |
&
1}
D)
g
[
il
Pt
o]
N3
| Wi |
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gue B est isb;norghe au produit tensoriel AXC .
'ProQosition 5. Le produit tensoriel d'un corps gauche X et ﬁe'scn

Coros de géecomnosition a%un corps gauche. BScit K un corps gauche de rang

- 6%4 -

Reizzrquons encore qus (par définition) ANC est le centre commun

des deux sous-algébres A et C ; si ANC = Z » ia relation (4) monire

=0 = -
oprosé K- (relativezent & leur centre cozmun Z) est une aslgébre de

@

natrices sur Z , lorsgus X est de rung fini sur Z .

Ep effet, considérons la représentation identique de K sur lui-m8me ;
il lui corrsspond ume structure de module & gauche par rapvort a

: =43 Ay iy St - 4 e e
K@K sur K- (counsidéré comme sspace vectoriel & 1 dimension par
2 ; : =

et

rapport & lui-z8me). Dfaprds la démonstration di ¢k.3 , 1'algébre com-
mutante de X dans lui-nméme sst identique au corps gauche par rapport
= - ’J o : s £

auguel K ® K~ est alpdbre de matrices ; Baig cetie algébre commutante

o'est autre-que le centre 2 de X ; d'ol la proposition.

g o, = | e ST SRR e : Frice e B e ) F¥ e FE o e S ~ PUSES
K : e=pit P! i'imaze de T par cset iscruerphisne. Comme T est isomorphe,

bar hypothéss, au corps des endozorphismes de £

fini sur son centre Z . Cherchons & déterminer les extensions commu-
sont des corps de décoxnposition (83) de K .

R 3 Yo = e *p = “ G
Corps Ge degomposition de 1°

fodo

tatives finies de Z qu

fruie

Une telle sxztension 7 28t auss

E

: 0 , < - ~ - . -
donc T @K est annesu de naitrices sur T . Catie algébre simple est

et s
soaTLe cirecte d'un certuin nombre diidésurx 3 gauche winimesuyx isomor-

rhes ; soit BE l'un d'eux, et soit r le noubro de dizensions de E ,
e o » e -‘ - - Q - o e s
Conglisre Coule espace veciorisl a geuche sur K ; 2 ce module par

repport & T ® K° correspond un iscporphisme de T dans 1'annesu

T

d'endonorphismes o (E) de l'espace vectoriel E , c'est-a-dire dans

LA
&

il résuite du corclilaire 2 de 1a prop. 2 gque,
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680 -
dens K , 1'algébre commutante de T' est isomorphe & Tf, et comme slle

contient T', elle lul est identigue ; cela signifie encore que, dans
Kr » T' est un corps commutatif maximsl, car s'il existalt un corps
commutatif contenu dans K et contenant ¥' , ses éléments serszient
permutzbles avec tous ceux de ' .

La relastion (4) entre ls rang d'une sous-slgédbre simple et celul

de son algébre commutante dompe ici
([z1:2])% = ®[x:2]

i

2l

[?523231‘% ;
Copsidérons inversement un anneau (e matricses guelcongus B=E sur
E

)

K , et soit 8 un corps commutstil n:

o]

ximal de B , contenznt ls centre
Z de ¥ . 81 C est 1'21lgdbre commutante de 8 , € contient 8 , gul est
ie centre de £ ; or, C est une algdbre simple sur un corps & , conte-
nent S ; on ne peut avoir G£8 , car si un élément 8€CG n'sppartenait
.pag & 5 , le plus petit sous-corps de G contenant 8 et © serait coumu-
tatif {(identique &4 85<8> ), contrairement & 1'hypcothése. Mais G est

isomorphe 3 l'opposé du corps des endomorphismes d'un idésl & gauche

minimal de S ®K° ; ne S ® E° est un anneau ds matrices sur un

gcorpe isomorphe & & . En résumé

n® , [T Z | est un multiple de m .

leire. 81 K est un corps geuche de reng m° sur son cenire Z ,

tout scus-corps commutatif meximel de K , contensnt Z , est une exten-

St
;

sion de degré m de Z et un corps de décompesition de
—— 2 e =

% £
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2 Hemargue. Les sous-corps commutatifs meximauz de K , contenant
Z , sont donc les corps de décomposition de plus petit degré
de K ; mais, malgré le fait que le degré de tout corps de

décomposition de K est un multiple de m , i1 ne fandrait pas

* )

52.- croire que tout corps de décomposition de K 801t une extension
+ . (
€'un sous-corps comautatif maximel de X (conienant Z)° .

 Applications. I : Corps finis. Théordme 4 (Wedderburn). Tout corps fini sst
commutatif.
Soit K un corps fini, Z son centre ; deux scus-corps comuutatifs

3 7

maximaux de K ont m@me degré par rapport & % , donc ianap.figf

BT
=
St

%1]
L)
%
(o dl

isomorphes ; deuxz guelcongues de ces corps sont dome transformés liun
dans l'sutre par un sulomorphisme intérieur ds K (prop.3). 0r, tout

élément de X appartient & un sous-corps commutatbis

gi T est un sous-corps ﬂ@”&ﬁ%&@lf mexinal de E , K est réunion des

B
&
b

=
£

e
parcourt l'ensemble deg &lémenis #0 de £ . On en conclut
a&@ le groupe ipi}catif g* des éléments de K est rounion des

conjuguds XT

. : =
c'est impossibie si T#K ; en effet, si x'=xt , t¢T" , on a

Ko =1 oX, =1 -1 *_- K4
xP'x! 7 = xtPt x' = xP"x"' ; 1e nombre des conjugués xT'x '

=

b |

de son sous-groupe T . Nous allons montrer gue

dis-
% 7 = = e S 7 = : 2
tincls est donc au plus égal & 1l'indice (K :T*) ; dfautre part, chacun
des conjuguée de ¥ o méne nombre d'éléments que Tg‘; K* ne peut dongc

&tre réunicn des xT x~ 1 gue £l ces ensembles forment une pertition

. - . A ,
de K7 ; or, cela est absurde si T#K , car tous lee x7X x~' ont en
commun 1l'éiément unité de K .

41 : Corps gauches sur un corps guasi-réel moximal. Théoréme 5

(vt o e s S oS imal S t ot e 3 O
\Frobenius ). Sur up corps guasi-réel meximsl § . tout COIpS non commu-

ot
8
@5
feedo
by
&y
@
¢4
b
o
ot
Bdn
()
o0
(o
ool
)
e
B
o
¥
o
s
o
£
h)
L)
a"é*
®
W
ey
&
b
@
o
]
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Q
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w
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¥n effet, soit K un tel corps, Z son centre, T un sous-corps commu-

tatif maximal de X ; poscns ET;Z} =m , d'ol SK:Z} =n° . T ot Z 6tant

ues extensions comaut&tives finies de 8 , sont nécessairsment identiquss

(¢ une isomorphis ;rés) & & ou & S<Hi> =< conne n>1 par hypo-
thése, on a nécesszirement 4=5 , T =€) , m=2 . L'unigue sutomorphisme
de 34 (uistinct de l'aupplication identigue) laissant invarianis les

516 énenis de S , transforme i1 en -1 , et esi la restricton & £ atun
&uigﬁerphisﬂa intérieur de K (prop.3) ; dopc, i1 existe ugl dans E tel

A

= . =1 = e ’
que ‘uin =-1 ; u ne peul appuartenir a AL , donc 1 et

st 5 %
7 = =,

e K par ragport & E:L . Blautre part, on a uia =i , dopec u

©

a
perzutable avec i Gteatl sussi permutabl

Nc}'

centre de £ , done u =2€5 . Un ne pout avoir a 3 0 , car on en dédui-

rait u=v" , v€8 , d'ol (u-v}{(uiv)=0 , u=y ou u=-v , u appartiendrait

- : - = . 2 .2 : -
24 8 , ce qui est absurds. Cm a donc u =-b° , beS . 8i on pose J=ub

v

2 -2

K & pour base par rapport & S lss &ldéments 1,1,3 st ij=k » avee la is
icm 1=

=1

LN

2
Jk==kj=i ; d'ct® le théoréms.
Exergices. 1) 40it A un amneasu sezi-ginple, compose dirsch 4

simples fA; . 5i M est up module & gauche simple par rappori a 4

o

isomorphe & un iddésl 4 pouche wminiaszl de £; , son dual est lsomorphe

e un idéal & drcite mininal ds A; , eon bidusl est identique & U

se borner au cas of M est un idéal & gauche minimal 1 ce s 5

CD

i
3t reuarquer gue toute représentation de 7 dars 4 est de 1l form
X —> xa).

2) Soit M un module & gauche simple par rapport 4 up sppeau 4f

gauche A . Si Sf3 est le radical de 4 , mosirer gue AH=0

(remarguer gue, dans le cus contrgire, on aurait Eﬁ, ¥ =4 guel

-

it 1l'entier p) . L déduire gus si A.@ %z&} , #, muni de la

- 3

o
o
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de la structure de module par rapport 84 4/3B associée & la struc-
ture donnée, est isomorphe & un idéal & gauche minimal de l’anneau
seni-sinple 4/ :

3) Soit A un annean d'ariin gauche, Eﬁ_ sond radical ; on définit

6¢§ comne 1l'intersection de 5@ ot de son sunihilaieur & droite dans

]

Q - et par récurence, % comme interseciion ds gﬁ t du transpor-
c D _ .

teur & droite de A dans a% -4 {voir %ssayerc 6) ; i1 existe un

Yoo

ndice m tel que ¥ _= Eﬁ.( %.ax@rc,b). Moplrer que ls structure
= m £

= 2 3 7 . f - 2 - = 2
de A-module de 9?@ / &Z? 4 DPeut &éire ussimilée & ume structure de
module par rapport a &/ﬂgi ; en déduire gus, si A admet un &lément

uniié, o /5%§ , ©8L un A-module de longueur fiuis

de la gu'un anpeun d'artin bdmcpe

4) 8} Soit =K  un aunesu de nmatrices d! ordre n sur us Corps
gauche K de cenire Z et ds rang fini sur 7 . 51 B est une aigebre
Simpla contenue dang A et ayanl pour centre 2 , A est produit tenso-
riel de B et de son alsdbre commuiante.

b} Bn déduirs cue, s'il sxiﬁta dans A une base matricislls {@.3)
¢

de o= éléments QGQjcyksO si Jéh , =oy, si j=h) tels gue %iﬂ o
m est un diviseur de n , ot A est produil lensoriel de ﬁm et de
K%/m , B! éiani un corps &agahslcgnt@ar dsns A , isomorphe & X .

é} Eu consgidérant le cas particulier oh m=n, zontrer que, 31 K et K?
sont deux corps gauches coanlenus dans A et @g;?egayt 7 , lels gue &

g0il aunssu de nalzrices sur K et sur K' | les unités matricielles
correspondantes étant ¢ il existe un élérent inversible

g €A 1tel gue K?saﬁa’?,_et el —ac.- a {remarsuer gu'il existe un
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un automorphisme iniérieur de & transformant i'algébre sur Z de base

C; ; en llalgébre sur Z de bese c!_  , en appliguant le prop.3).

J i3
4} kn déduire que, si & et €' sont deux idéeux & gauche de méme
longueur r dans A , il existe un élézent inversible aech tel gue
{;’; aé;a°%,(reiarquer quton peut toujours trouver deux sysismes é?uaitg
matricielles de A tels que relativement au premisr, "g’ ecit fozxaéd

des sulrices sysni leurs n-r derniéres colonnes nulles, et de néne

& relstivensnt toms)
relativement su second systéne) .

#n
ik
v
9
Nl
sl
A
&
7
o
L
£y
&
&
&
{3
0
m
B
(o
[y
(3]

4 bis) Soit ﬁ~¢y un annesu de matrices
= »l

nue dans & et contenant Z , € 1'algdbre comzutante de B |, gui est une

N
T 23 1 At 2 = 3 = Shv £ 3 3 tocer s ek
elgébre simple ; montrer gue lia sous-algebre B.C de A {sous-glgdbre
e S - = e S e z ; =Y el
éngendres par les produiis Xy , o x€B et vye€l) wmonsidérie comme
alzébre par rapport au cenbre commun BANC ée B et § . est isgcnorphe
& 5 &

de B ®C sur B.C ). En decduirs cue B.C est i?aiﬁéﬁr@ cormubanie de
BAC dans A (calculer le rang de B.C par rerport & 7% ; &L utilicer
lg relation (4)) .
_§}‘Séieﬁt &2 &% Kg deux csrgs gaashes de uBze centre Z , & et n
leurs rangs respectifs par rappori & & . Jdontrer gue leo
l'aigébre simple ngg?ﬁz est un diviseur comnun de m” et n° (si
hecun des idduux & 5&uahe-ﬁa E?QQKZ & k dinensions par rappért & KQ -
rexarquer gu'il exislte une représentation de K, daps l'zimesn de

i 2 - 3 S T £ = < . 5 i g
matrices dlordre k sur ég J. #n doduire que, 21 m et n sont wrenisrs

entre sux, K @ K, est un corps gauche.
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5 bis) Soit A«h une algébre de mutrices dl'ordre n sur un corpys
comzutatif K . Toul corps comzutatif 5 , contesnu dans 4 el conﬁénéht
son centre K , esl une extension de ¥ dont ls degré p est un diviseur
de n , dont 1l'algébre cozmutante a pour centre S .

6) a) Soit K un corps gauche de centre 2 imparfait. dontrer gue si
tousilas éle rts de X sont des éiéments radiciels (chay Vi,g 5) par

rapport a Z , on a K=Z4 (raiscnner uar l'sbsurde P si h est un corps

\A”

cbmﬁutatlf axinal contenu dans K , montrer gue, dens § & X , les &1
mehts de K sunt des matrices sur § de trace nulle lorsguiils nfappar-
tiennent pus & 2 , en considérant 1'éguation caractéristique {chsp.¥,
§ 7) ds ces mstrices ; en conciure que toutes les matrices de S ®K
auraient une trace pulls).

b) Eu décuire rsue si K est gn corps gauche de centre imparfait Z ,
de rone Fipd sur &, 11 @zigﬁe un corps commutatifl maximel contenu

dans K qui esl une extension sépsrable de Z (prouver que toute exten-

sion séparable maximale 5 de Z contenue dans K est corps de déconmpo-

gqutil existe uu corps conmutabtifl maxisel 8 de A gul soit ung extension
- . “ ol S o -
galeoisicnne séparable de 2 . Pour tout sutomeorrhismse X —»Xx de S rela-

tif 8 Z2 , 1l existo {prop.3) un élézent u_¢€ A , inversible, tel que,

; =g g e : =
PP G B E] E % Z s 4 kS A i 27 o - am
pour toeut xX€p , u n =x - soit d 1'eyn des éléunents u_€4
= —e T e oo 5 A A
ayant cetie propricte.
,,.A, 52 2 £ :; s LA S e e e ) %
r‘} dontrer gue les M sont des espaces vegloriels (g zguche &t &

et R NEN S v oy ES R e e SR S oy SRl
droite; de cizension 1 par rayport au corps S ; en déduire gue la

somme das &@ est directe, et érzle & 8 {(renargusr cue les M  sont

o |
des bizodules non isomorphes dsuz & de ux), et gus, si aaééﬁég 5 |
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u, €H,_, on a gu?:ém : is dicd 4. = Mgtw :

b) On consicére xnversement une extension galoisienne séperable S |
de degré n , d'un corps coazutatif Z . Un suppose gu'vn anneau A
s0it somme direcie de n bizodules Mg par raprort &4 3 (& pauche et &
droite ), chacun des Mg correspondant A un avtonorphisne de 8 u
(relatif & Z), et satisfaisant sux propriétés suivantes : iq chaéun
des M est un bimodule simple ; 2% pour tout xe€S st tout B €M, -
on a xu =u % ; 3° Ml =4 _ . . ontrer yue, si £ est 1'automor-
phisie ldenticue de 8 ; M_ est un sous-corps de A& isgnerphe 4 5 , et

%% = % A oo e S e a e e ot £, o
gue son élézent uniié est &ldéaent unitséd de 4 ; que Tout aﬁ?u appsr-

tensnt & Mg‘ebt inversible dans A ; que 1'algdbre commutante de #_
est identique 4 ¥, et que, si on identifis %a eSS 7 est le cenirs

£
4
i...}

de A ; enfin, zonirer gque toul scus-anneau de 4 | qul est biagdule

par rarport & 5 , est scmme dirscte de bizcdules i

&

€

aux o appartenant 4 un sous-groupe 4u grou.e de Gslois de & {remar-

»

cusr gus deux M distincts ne sont janasis des bisncdules jsc:orphes).

<x

En conclure gue tout sous-anuesu B de A conte ﬁdh@ d%”u (ﬁ% én
particulier A lui-n8re) est une algdbre simple sur 2 dout S eat
un corys cozmutatil maximal.

8) On suppose que & ot une algebre sinmpie de rang n° sur son

-

centre Z2 , telle ognu'il existe un corps cozmutstif Gexical O de A

e = e e b . L 2ra ) 3 e oF s WY Seyrs L
qui scit une exteunsion séparable gyelicue de 2 . .ontrer e A

£ &= o s % 4 £ & -3
*considére soiie espace vectoriel o droite sur 5 , rossdde une bas
- n-14 :
% R R Ao A R A e e el s s ot X G ¢ 3 - S
Tormée de 1'¢ilment unitd et des puissances u,u”,...,u dinng

= - n - , : G , . -
ciément vf0, tel que w=a€lZ , et xu=ux’ pour tout x&8 , ok o
est un géndérateur du groups de Gslois de 8 (utiliser ,eeger -7; e
prenant u dsans mg ; DOur Voir gue a€Z , exrrizer les conditions

g!assceiativitd) .
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T3 2 ﬁ"‘g = 3 1 3 - e
S 1N W so oY est une seconde bass de cetle naturs, el

vP=b , bfa est lu norme relative & Z dfun &lézent de S .

$€5 . Représenistions mutri cielles des algébras.

Et&nt donné un corps K et lt'ammesau de matrices K d'ordre T sur K
: & 7

toute re;: rgsenuatlon dans K d*une aslgébre A par ra;§ort & Un SoUS-COoIDS

-

S du centrs de K (A et K étunt considérés comse des ai{”bres 8T

Peed

‘algé-

ra<kort 4 3) est abpelee représentation matriciells de degré r de

bre 4 , relative au corps K . L'anneau K. peut tre identifié & l'anneau

des eﬁdgmcrphismss de l'espace vectoriel a droite E=K” ; & r dizenglons

par ragport 4 K ; & toule représestation uatricieile s —sii{s) de A

dansg Kr est donc associée une structure de bimodule sur E , ayant 4

comre domaine dlopérateurs & gauche, K comue domaine dfopérsieurs &
droite ; le produit s.x Ue se s et du vecieur == X {matrice

)
une colonne), n'est sutre gue le vecieur MN(s).x . Inverser

&
bizodule défini sur B détermine une représentation de A dans KB ; si on-

w2

dési gne pur e, le veclegur dont toutes les coordonnées sonl nulles &

xceyv&@a de celle d?lddlce i, 6éguled 1 , 1 i gieis# g% sg&ki ’
=4 :

on a H(s)= {mki)

Diaprés la définition donnée su g4, deux représenistions malriclelles
s —i(s) , 8 —>N(s) de & dans K. sont semblables s'il existe une
mgirice inversible P teile gue, pour tout secA
0, . M(s) P i(s) 0]
.T}; revie an aéne i _gr@@.?} ge dire gue les dDimodulss asseclés

suz deux représentations considérées sont iscmorphes. Ceite relation est
une relation d'éguivalencs dans l'ensexble des reprise tations de 4
dsns Kf ; 1es classes d'éguivalence suivant ceite relation sont appelées

clasges de re;résenlations.
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Si on cousidére une représentation s —> u_ de A dans l'apneau
d'endomorphisues {?(E) d'un espace vectoriel & droite B , a r
dizensions zar rapport 8 K , et si i(s) est lz matrice corres-
pondant & u_ , rapporté & ume base quelcongue de B , s — (&)
esl une représentalion zutriciellie de degré v de 4 , dont le
bimodule assceié est isonorphe au bizoduls associé & la repré-

sentation B —ru_ . Quand on changs de base dans E , on obtient

£

- e s S e - e -« 2 =
une rejsréseniaticn natricielles semblable &4 8 —> Mis) ; & s =0
correspond ainsi une clusse de représentaticos mairicislliss.

= < - . - . o : —
Heusrguons encors gu'a toul automorphisue ) —s A du porps K corrss-

pond un automorphisze M — M de 1'agnesw Kr - 4% &tant le matrice dont

les élénents sont transformés par o des éléments corrsspomianis ds M .

Si 8 — M(s) est une représentation de A dans ¥, 8 —» (1i(s))? sera
: : v T :

encore une representatiorn de 4 dans K , dite conjuguée de s — M(s)

-

(relztivement & l'autosoriphisme o) .

31 on prevd pour K le corps 3 des

sers ls cus le plus fréguent dans ce

fo
& 3

, est up binodule par rapport & A (o gauchs)

LA

vectoriel & droite sur
et S (s droite). 11 lul correspond donc une re.résentation de A dans

gﬁ{ﬁ)i gufon appelle re résentaticn répuliére de 4 ; si m est le rang

@ &7

: . une base de A par rapport & S . 81 ol sech
il1gi¢m age de A par rapport &4 5 , el si, pour seéh |,
- , _
s e = c.Y. . , &4 8 correspond, Gans la représenisiion réguliére
-+ %=1 k ki =
rapportée & la base (ei)}g la matrice d'ordre m , (y,.), & éléments

ot

O Eerre s 3 naociSio nn Hl1idme s tA o 15 Pocripentatio
Un novera que, s8i A posscde un elsuen ité ¢ , ia regrosentubicn

§5551
répuliére de A est un isomorphisie dans @f{ﬁ} car on peut alors supposer

gue 1'un des c. est égul a4 e , et on a 8.6#0 pour tout s#0, donec la mairice

{

.;
corresrondant & s n'est jamais nulle pour s#0 .
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Heprésentations wéductibles. Définition 1. On dit cu'upe représentation

mairicielle de & dans ﬁr est réductible s'il existe un sous-egspace

gg E=K’ (autre Lue iO}'et E) stable pour tous les endomorphismes de E
eorfés;ondant aux élements de A .

Si;F est‘un tel svus-espace, c'est évidesment unsous-binodule de E
'éoﬁé;déré coniie blmodule sur A et K , et récivroguenent. Cotte inter@ré=

e

tation montre aussitét gue toute représentation semblable & une repré-

semtation réduciible est reductible ; si une reyréscatation dlune classs
3 7

3 1,, }

est rea¢ct,b¢ai il en est done de méus de toutes les autres : om dit qu

o = - A : i -~ i 3
. £ ©ogn R oy o - ? o
BOUS-8Bpats elgenarle 8> L9858 U Il Sre Ve iouls €. .8 ..., .6 LG L8
% - & j 2= b3 3y
oo H
e

A. .age? . Un a donc z’sﬁ{s)cei@; F pour 1<igyp ; autrezent &itg
i E(E)":{i“ki} » o0 & [4,.=0 pour p<kgr et igigp ; 1= Eié“”«?figé
M(s) spparalt comie un "tableau corréd de mairices”
B(s) Q(s)
0 R(s)
of P(s) esl une ustrice carrés dfordre p , R(s) une natirice corrée

i s e e 3 8 v
aunl'e Lus 157

= TR e R s e
Big 9 vlregelivieion

i 3"3.(}'{3?’” ‘Nisme de
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{(resp. leurs classes) iroviennenl de la réduction de la représentation
8 — U(s) ; elles correspondent respectivement au sous-bizodule F de B
et zu bimodule guotient E/F
81, pour tout s€4 , on a G(s)=0 , l'application x —» M(s).x laisse

invarisnt, non seulersul le souc-espace F , mais aussi le sous-espace

suﬁaléﬁentaira G , engendré par les vectours restanbs de lu base canonigque

de § ; autrement dit, le bimodule E est alors somme direcite des soun-

bizodules F el G . Bec;kr04ue nent, si le binodule E associc 4 une re;ré-
sentution & —» ii(s) est somue directe de deux sous-bimodules F et G ,
on §eut en passanl au besoin & une représentation semblable, supposer

&

gua g seil engendré par p vectsurs de la base caunondyue de ¥ 5

A 7

b pa
les r-p vecleurs restants ; il en résulte gue M(s) a, pour tout seh
: 2 , M ) 5

ls: forme d'un "tablesu diagonal® de matrices

)

{s) 0

» 0 H(s})
les appiications s-—>P(s) et a-<>ﬁzs) élant des représentations
aaéécises respectivenent sux bijodules F et ¢ . On éit que la reprosen-
tation s—i(s) {resp. la classe 9 de cette représentation) esi
somne dirccte des représentations s — P(s) et s —>R{s) (resp. des
classes ¢’ et D" de ces représentations) ;ongerit 9 = 9+ D

vaarsezent, el on se donne deux cluasses e , D’ de reyrésentations
i atricielles de A s e deyrdés p el g respectiveuent, il exisie une elasse
de représentations et une seule 9 , e degré plg , qui sst soume
direcle de @/ et @” : 88 8 —»P(s) et s-—=Wls) sont deux repré-
sentations des classes 9/ et 2’ respectivement, la classe %) oot
ia clusse de la reyrésentation
Bts) 0

0 Q(s) /

8 —»
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Représentations coaplétesent récuctiblis. Une re,.résentation matricielle

non réductible est dite irréductible ; pour gu'une regrésentation'soit
irréductibie, 11 Tautl el il guffit cu'elle corresponde & un bisodule
simple.

 Etaut uonne une reijreésentalion 8 —il(s), le biumcdule sssoicé E étant
ggadigension finie par rappoit & K , adwet une suite de Jordan-Holder

F

Fy=k =§0} , ot F; eslL un sous-bizodule maximal de ¥, . ,

=
'E1~1/Fi un bimoduls gizmple. En remplacant au bescin la re@résentation

2

donnée ,ar une re;résentation se$blabie; on peul supposer yue les F, |
2 =

conbluéres comiie sous-espaces vectoriels de E , sont engendrde par des

-

Hrvacteurs de la base cauonique de E , autresent dit, gue les matrices

ﬁ{s; ont la forme :
1§(s) fﬁgﬁs) . P?k{s)
O P = P
24(3) ZK(S)

8 % © 8 ® 0 0 ® 6 & @ o 9 0 8 6 8 0 5 O B D

\\. 0 0 . Pkk(s)

{s) sunt des représentations ir é&h@wlbl@ﬁ

. Les applicatioss s—P

-

_ i3
gorrespondant aux bigodudes

siuples F, ,/F. ; d'aprés le th. de Jordan-
ﬁgidérs les classes de ces'rapréseutatigﬁs ne &épéadeﬁt (a i”orﬁre_prés}
que de lu classe 9 de la rejrésentation s l(s) ; on dit que ce
sont les facteurs de composition de la classe 9 . -

Uu cas important est celui ol le bimodule E est comuldtement féaucti—
<k).

ble, c'est-ii-dire somie directe de scus-bimodules simples &. (1 ¢

\
La représentation s —H(s) correspondante (resp. sa classe) est slors

<

dite conpléteuncnt réductible las classe g@ de celles représentation est
gorne directe des classes 2% des rsprésentations irréductibles

correspondant aux bimodules &; ; en remplagant au besocin s —M(s)

par une reprasentstion scuwblable, on usut supposer que #(s) a la forme
"diaconale®




P11(s) 0. ¢ -
0 sz(s).... 0

® ¢ © 9 5 © 5 6 ° 3 &8 0 B 6 B G

O 0 e e & 0 ¢ Pkk(s)#
ot les représentations 8 _,,Pii(s) sont irréductiblies ét correspondent
adx»bimodules simples G, . '

Soient s-—H(s) , s —»N(s) deux représenistions irrécuctibleg de 4 ,

#% et K' les bimcdules corrcspondanis. Comme E et E' sont sinmples, tout.
nomomorphnisize de B duans B' est nécessazirement nul ou un igomorphisme
de B sur &' ; tenznt compile de la prop.2 du §‘$§ on voit donmg gus

Prouosition 1 (lenme de schur). S'il existe une nmatrice fixe P telle

©
g

gue, pour itout se€ i ,

BRI )

%4

=
n

S s < %
Piis) = {-}?

2 = I s T D BN T s e 358 0%
ou bien P=0 , ou bien les rsiriésentabions irrdécuciibles B -—»idis)

et 5 —s N(s) sont de n8ze degré r , et P est une matrice carrée

t s

invergible d'crdre r (donc s Hls) et s-—N{s) sont semblablaq),
Henarguons aussi gue les sadonorphisases dfun bizodule gimple forment
un corps {(chacun dieux étant nul ou un autonorphisme) ; sutrsseant ﬁit,'
les matrices & telles que Qi{s=s)=(s)Q vpour tout seA forment un
sgug-corps de Kr , contensnt le centre de Kr (formé des matrices_ 3‘1 >

oh § parcourt le centre de KX) .

) 2 3 4. 403

Eu particulier, si X est un corps commubulifl plgdébrigusment sisbie,

ibles avec toutes les mairices i(s)

reraut:
. A porcourt K .

Coroliaire. S'il existe deux aalrices

£
pour tout seAd , P.ui(s)=N(s).P et Q.d(s)=N(s).Q , 8 — M(s) et

s— N{s) étent deux représentations irréductibles relatives a_un corps




(Vs

693

algébriquecstiable K , P ot § sont les mairices inversibles, et

{=n
frod

oxiste A €K tel gue Q= AP.
¥n effet, on a (Q”P)M(s)(?"1Q} = (s} guel gue soit s .

Traces et normes dans une représentation msiriciells. 4 partir de '*aintenanu
nous ne considérerons plus gue des reurésentations matricielles

relutives &4 un corps gommutsatif K .

Définition 2. On appelle trace {resp. norme} d'un élément se4d ,

relative & la représentation matricislle s -—» (s}, la trace {resp.

i

le g‘igé'i;@rmizsaat} de iz umaitrice M{s) correspondant a s .

= 3 & s reieaTnoi e e Tie,t et d g it o e o - 7 a3
Loune 1os LClynCHEes cBaYaCLerisiiguss L9 GeuX Ralrilos seld iaBies
ot o e il Ao e
sont les a€zes, la trace et iz norze dun cioment sesn sountl lzs

S e Hoeede e e N T e e 2 = S A = o SN =
uéres pour toutes les représentations dfune méansg clusse, el ne depen-
o b 2 = e < &7 Lot + = H O
dent donc gue de ceils clgsse 0D ; susui lss note-t=-on v 5 {s)

-

%.a v
i
i
Ry
0
) \..-e
©
b}
il
&
Bl
L3k
&

Un a év

)

D o TP
R b
R T

£

@ :
@ iss“) = N 2 (8}). E@{ﬁ‘?’
r@

s
Suse? N
&N
&
L]
S
i
gﬂ
fazt
o
(1]
S

i \

7 E: |
ot a est un ¢ldézent du corps des opérateurs 5 C K de llalgébre A
et r le degré des représentations de la clagse 5

En outre, d'syrds ce quion a vu plus haut, si 2D . {1<€1 <k) sont

%,

”1’.—;

'(z}} - r% (s)
5 ) B {
(6) 2

#

@ {s)
) - f L S
a;:%., % :{S'

&

‘Lm

CB
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5 .Lorsque A est en particulier une exteunsion cornutabive sépuradls et:» 
féﬁie du corps K , la itrzsee et lz norze d'un élénent seée A définles au
chap. Vl,fgﬁ, ne sont antres cue la trace et la norze de s relatives
4 la rerrésentation réyuliére de A . Si s est racine d'une épuation
irréductible de degre n , et si A esl une extension de degré n de K8y ,
il éuffit pour le voir de calculer la aatirice gui correspond a4 8 dans
la représentation réguliére de A , 4 étant ra;portée a la bause formée
déa éléments slu. , o 0<L1i <n-1 , (ui) étant une base Qaelcgaqua de
A;par rapport & K{s> . Dans le cas général, le méue cslcul montrs

n=%

+.,,+ar = U est 1'éguaticn irréductible 4 leguel-

le satisfait s , on a Tri(s) = -ma, , N(s)=(-1) e pour la resrésen-

gue, si @(s):sn+ais

wad

tation réguliére de A4 , expressions gu'on conparers aisémentl 4 la traca
et & la norme de s définies au chap.VL, §5 .

Extension du corps de base. Scoit F une extension du corps K ; touts roprésen-

tation B8 —»i#(s) de degré r , relative au corps K , peut amssi 8ire
concidérée comue une reprisentation de gegré r relative au corps 7

ﬁ%is, conne desux re résentalions scnblables relativemeni au corps P

ne sont pas néCQSSuifﬁﬁeﬁt se:blablss relativenent au corps K , une
représentation irréduciibis rslstivesent A K pe resite pas néeecuuirement
irzéductlhla relativenent 8 F . Pour &étudier ce gue devieni 1la regrésenén
ﬁ_ on considérée par extension du corps de base a F , on peut reﬂarquér-
qae cette représentation fournlt sussi une représentation de L?algéﬁfe '
ggﬁ) reglative zu corps Fi, la matrice correspondant & Ef‘iis

(A.eF , Siéfi} étant 3, J\.iM{sj), Il est clair que les zﬂejg::féseﬂta‘gi‘_gms




=09 v
Ov dit gu'une représentalion relstive & un corys K est absalugént

irréductible gi elle reste irréductible relativement & une extension
algébrigue guelcongue de K ; elle reste alors irréductibls relativeﬁenf
& l'extension algébrigue muximale ) de K , et réciproguement, si elle
reste irrécuciible relativement & L)L , elle le reste aussi relativement
& tout scus-corps de O conle.ant K .

“Cn en conclut, a'aprés ce gui a éLé wvu plus hsut, gue, dans une

représentation gbsolument irréductible, sux éléments du cenbre de A

éorrespondent dss matrices diagonales AL , avec LAe K : en effet,
par extension de K au corps algébriguezent steble (2 , Ces zairices
sont sembiables & des matrices ce la forne w1 , svec péef) ; mais
une mairice seablsble & une matrice P'Z est ellg-m8ne de la Torme
AL, avee LeL); comme en outre, ses éiézenis doivent apparienir
8K ,ona Ack .

En particulier, si A est coznutatif, donc identigue & son centre,
toutes les satrices d'une représentation absolusent irréduciibles de

# dans Kr sont ae lu forme AL , avec Aé K : is représentation ne

peul donc €ire irriductible que si elle est du presier desrsd ; autrement
dit, les ssules représentailions absolutent irréuuciibles dun snnesu

commutalif A , relstives 4 un corpe cornmutatif K | sont les zo risen-

tations de & dang K ; il est iauédiat aleilleurs (dlapris la cozmiuta-

&

tivité de K) gyue deux telles re;risentations ns peuveni &ire seszbliables
gue si elles sont identiques (asutrement dit, les classes de représen-
tatioc .s asbsolusent irréductibles se coaposent d'un seul éldzent).

o

La trace d'un ¢lozent dans une représentation subsolusent irrdductible

starpelle encore le caractere de cet éliouent relatif 4 cetie reoré-

L49)
L
D
L]
{0
¢4}
0
w
o
w
ot
‘»J
L]
s |
)

sentatiorn {ou & la elassse de cetlt




= agé'a

Re.résentations uatricielles d'une algibre sezi-simple. Fropositicam 2. Pour

gufune représentation zsiriciclle de derréd r d'une slzévre A , relati-

Yo sy corps des operateurs S de A , soit cosnpldéternent reductfb?e, 2o fau

et il suffit cue i'imave ds A iar ce stte re.résentation scit un _Ssgus-

gonesy sexi-simple de S .

Ay
<

ldentifions Sr & llanneau des endomorphisues de 1'e ss.0ce vectoriel
E=8T s @t s0itl B 1'inege de A paur la représeﬁta%ign considérge. Your

volr yue la condition est nécassaire, re7grgusgs gue B est un espace

vectoriel & un noubre fini de dimensions par Tauport au centre S de Sr 5

donc est un annsau dfArtin ; pour voir gu'il est seni-gimple, il suffit

O

irfil o

(.C.’,‘

. d'8tablir

contient aucun idéal minimael ni jotent. Par hypothése)

(93

. B , consi éré comme bimodule par rapport a B et 3 5 cfsﬁtaé=éir@ CcConme

zmodule & gaache bar rappori 4 B®S=B , est somne directe de sous-moduled

simples E, . 81 7 est un idéal & gauche de B , 7 E; est un sous-module

de B donc égal & B, ou 4 $01 ; meis si 7 °=(U) , on pe peut avoir

s 4 2 = 5 ) Z } ) bbb TAMI o, ©4 16 POl

o =3 e P s -~ 2..; c o

1 B.=E. , car on pa déduirait E. LE ‘Z(Z, );‘Z = 3Q§_; on doit
123 : : ic e U ) : v

done aveoir ‘ZE@::&Q} » €t coune C?GSb‘Vr&i pour tous les Ei , LE= %G};

2ais comme 1 est forzé d'endonorshiznes de B ; Ces endonor ﬁhjﬁmﬁs_sﬁﬂt

tous nuls, donec 1 =(0)

*’*D

dontrons zaintesant gue ls condition est sufficante ; ea eflfst, si B

esl seni-sinple, E , considérs comne B-module & geuche, est unitaire,
donc sonme directe de modules simples, isoxnorphes & des idéamz'a.gaughg
t

'©p.1) ; la représentation es

par suite

S«n

minimaux de B ( %4,

J‘

conplétenent raductible.

L ginple de S, E esl soame direc-

i

)
t
G
0

]
O
B

o
2
&

Hena argue. 3i B est un
te de zodules sizples tous isomorphes & un iddsl & ;qugﬂe sinimal
de B , donc la représeniation considérée esi somme clrec;e de

-

représentations jrréductibles deux & deux ssvblables :




= ?’:j? =
on peut encore cire gue la classe de ceite représentation est
multiple dfune classe irréductible. Récirroquenent, s'il en est
ainsi, les E; dont & est somme directe sont des modules simples
isororphes & un ufme idéal & gauche minimal 7 de B ; 11 ne peut
exister d'idéal & gauche 1’#(0) de B tel cue 7177 =(0) car on
on déduirait 7/E.=f0} , d'on 7'k =§0} , ce qui est implique
que tout élément de 7/ est égal & 1'endomorphisme nul ; on en

conclut aussitdt que B est sinmple.

Lorollaire. Toute reirésentation matricielle, par rapport & um corps S ,

d'une alegtbre geni-ginple A ayant S comne corps d'opérasteurs, er de

oy E

Tans Tind sur 8 , est complétement roédu

e
une revrosentation irréouctible de A gsi isounorphe & un idézl & gauche

mininal de A .

kn effet, 1l'auneau B ,'igvge de A , e¢st isunorphs & un anneau guotient
de A , douc au composé direct d'un certain nombre des scus-annesux
simples dont 4 est compééé direct ; B esl par suite semi-simple,

QGEE& “es binodules isonorphes corresvondent & la n8me classe_ﬁe
r@grésentatiaxs, on déduit de la prop.1 que, 8i A& est'cgmp@sé direct

ga p anneaux simples Ay (1<1<p), il existe p claﬁsea de représentations

irréductibles 5@6 de & , le bitoduie associé & une representation
de la classe g%} étunt iscomorphe & upn idéal & pauche minimal de

1'apneau siuple A, ; toule classe de représentations de 4 est une

(=5

= : g 7 — ’ i o
somme directe = xg_gai , 04 les n. des entiers > O arbitruires.

sont
bang une rerrosentation ue lz elagse <§D. 1%'iqare de tout élément
i< 2 At« ? 7

Y

S e s g el St el e Soee
t'un snneau A, ok J#1 , est mulle (puisque les &, munulienl & pauche
: : J § ‘j 5

s 7 654 LT O . = Pt s b 6" a’§_ z P
4., oL par suite tous ses idéaux) : J . peut donec &tre considirde

3: b2 & 2 3 o

e
¢orhe une classe de rerrésentations irréductibles de l'annesy sinnle A
> 2 @

ies binodules assocliés aux resrcseniations de cebie classes étont

"% g(‘&':"n?"r\}"«! oS g S AAST] et~ a3 w%maﬁ,"! D= A
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LYétude des re resentalions irréductivies dfune zlgibre seﬁi-éiﬁple
{relatives 4 son corps d'opérateurs}), est done rasende & celle des
représentations irreéducilibles d'une algébre gimyle. Si A esl une
#li-ebre sizple, ayant cdonc une seule ciasae gb de repriseniations
irtédactibies (relatives & son corps ¢'oypérateurs 8), on surs une
fégréaenta@icn de celie clausse on ronant celle gul a pour biﬁoéulé
éssocié un idéal a4 gauche minimal 7 de & . A sst une alzébre de

salrices sur un corps K de rany, fini par roppori & 8 , soit £=K ;

- I
sl e, 3 (1€1i,j«n) sont les élénents natriciels formunt une base de A
[ 5 K + - - . Sy i 4 o P
(par rapport & K), on peut suppuser ar exeaple gue L=Kc, (#Ke, . HKe, .

Si K est de rang w pur rapport & S , la représenitation correspondant a

1 est de degré mm ; soit Uy,8p;..,0, une buse de K jur rapport 4 S ;
i = < = 5‘. € |
el s=zc. ., (zekK) , et x &Ahkukcm (4,,€8) , on a

.}W,g

5. = (

A gzu Je., , dlot résulte aussitSt gue la mstrice d'ordre
; %4 bt ° 2 :

mr Als) correspondant & s est un tsbleau carré d'ordre n , dont les
clenents sont des natrices dl'ordre m , toules les zmatrices du tableaun

étant nulles, suuf celle appartenant & la ligne d'indice 1 , et la

colonne d'indice J , qui n'est autre que la -atrice correspondani &

i'¢lérent z€ X dans la représentation rérulidre du corps K (rapportée
& la base agaazsc,.,ur} . Un en conclut aussitéi gue lag matrice cor-
, 22 g S

respondant & un élément s = 3.3z, .c.. Ge A (g, .€K) est un tablesu

oy
(J’% 3»;3 B s %
dlordre n
Sy 7 7E
&4 LEn oy s ° @ ¥ =
/ 14 2 in \3
! j
¢ 24 57 & i
i 4 sm a PA ;
| 21 22 < en
L ]
\ e = i
“‘3‘ 7 Fora pj
£ S &2 5 éf ~ s v » z & 7
nt nz nn ¢
e Y e v £l 2 Sl e : ot atimn
ol %, . est la matrice correspondant & zij dans la représentation
e i ; ;




T
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| En particulier, si K=35 , auﬁreaent dit si A:Sn est algebre de matrices}'
d'ordre n sur un corps conautatif 5 , la représentation que ncus venons
diobtenir est la représentation identigue de A sur lui-méme.
Btudions maintenant les représentations matricielles d'uns aslgébre
seni-siuple B relatives & une extension T de san corps dfopérateurs S .
Le bimocdule associé & une telle représentation est alors assinilable

‘un aodule & gauche par rgrport & 1lfalgébre B(T“ obtenue par extension

8]
*
©
5
&
ot
<
ey

& T du corps de base de l'algébre B . Toute re;réssntation de

& T est donc complétement réductible si l'zlgdbre B

geni-simple. En particulier (§3, prop.1 et th.2) :

Proposition 3. Soit B une elgobre seni-sinpls sur un corps 8 .

Ioute re résentation matricielle de B relstive & une exteonsion T de 8

est compliélesncnt réductible, si on est dans 1'un des deux cue suivanis

1°© ¢ st une extension séparable et finie de S :

2° le genire ds B est cosposé direct diex Laqq&@na asﬁar»blaa

(et Ffinies) de S .
Cuerchons enfin ce gue devient une représentation satriciells dlune
-élgébxe semiwsimpie # relalive a son corps dfopér %eura 8 , par extension
é_T dﬁ corps de base. On peut 3¢ borner an cas of 4 oot sinple st‘

o8 la représentation considérée est irréductible, et a pour bisocdule

ussccié un idésl 4 gauche minimal 7 de & . Comme & est annesn de
matrices d'ordre n sur un corps K , on prepndra conme ci-dsssus

17 = Ke, +..tKe_, ; 81 K est de Tang m par ragport 4 § , et si
u

49895,--,8  est une base de K par rapport & 8 , les élénents
i il
u ¢ ,=¢ ,u forment ude base de 7 par rapport 4 5 . le bimngdnle

i
associé & la re_résentation oblenue par extension &4 T du corps de base

aura donc les u,¢,, comme base par rappori & % ; antrement dif, ce

Dinodule n'est autre gue K(m}cﬁﬁ+,o‘ h(§§cﬁ4
: ES ¢ H
(S 7 A
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'Cela étant, si 1'anneau K(T) poOsséde des idéaux a gaqche avtres
gque lui-méne et (0), et si #4¢ est un tel idésl, W Cyqt. .t e
serz un sous-binodule du priécédent, et la représentation corresponaante
sera réductible ; réciproguenent, si K(T) ue posséde sucun idégl a '
cauche autre que lui-mn8me ot (0) (autrenent cit si e'est un corpg) ,
E(§) esl ui: annesu de ustrices d'ordre B sur K(T)
g(T}c11+°’°+K(T)en1 idéal minimal de cet anmnesu, done corrgspond &
uns representation irrdduciible.
Eﬁ résuné

£rozosition 4. Pour yu'une représeutation irréductible id'une ulredbrs

ei gle &-ﬁ redative & son corps ('opérateurs 3 , reste irrédustible
EET eﬁtehuaﬂﬁ da corys de base & un sur-corps cornutastif ¥ , il faut

9? ;l suffit gue K{T} s0il un corps.
- A
Corollaire. Pour cu'une reyrésentation dlune zlgdbre glaplevf elalive

2

& son cores d'cuorateurs 5 soit absciusent irrédductiible, il faut st

;l suffit gue A suil wussu de zstrices sur le corps S .

Bo effet, si le centre Z de X esi un sur-corps de 3 , le gru’ it
tensorisl Z® Z (relatif & 8) est couposé direct de deux anneaux
gy zoins, done K(Z) coniient des idéaux bilatérgs autres qae lui-n8:8
et (0) . 81 Z=5 , mais K47 , et si on prend pour T un corps &
déconposition de K (8§83 et 4) K{$> est anneau de matirices &a? T @I

= (7
éga@ n'est pas un corps.

- Herargue. Oo conclutl de 1& gue, si une représeniation de degré T

LT,

d?une alyébre A relative au corgs des @3ératgufs 3 de A eat
& » % & F :

absolunent irrsductible, lﬁ$uaf B de 4 par cetite
est identigue & 8_; en effet, B est alors un snneau sinple ot
néceesairesent anneau de matrices sur 8 ; comze d'aillsurs E=S
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Lorsque K(T) nfest pus un corps, la nature de cel anneau déternine
celle ce la re;réseuiaticn obtenue par extension a T du éofps'de base
de la représentalion considéréde. Boroons-nous au cas ol le corps
é'opérateurs S5 est le centre de K (donc de A). Alors, le rang de &

§ar,rapport & 8 est un carré m:rg , 6t X ) esl un annesu de mmtrices

(1 .

'or re 8 sur un corps K' de cenire T et de rang t° sur , avec la
relation r=s8t ($ 3). Tout module simple par rapport & T) » isomorphe
& un idéal & gauche nznzmai de cette ualpgébre 81npie, est de rang ns

pax rappert & K', donc de rang nst? par rapport 4 ¥ . Donc, par extensiorn

ﬁ T du corps de base, l'unigue classe de représentations irréductibles
é@ de l'annesu A relativement & S , se décompose en la somme directe
de 8 classes identigues & lfunique classe ‘59 de rspriésentations
irréductibles ds A(T) relativesent su corps T . 8i en particulier on

prend pour T un corps de decocmposition de X , on aura s=r , la classe

O)! sers formée de reyrpsentatlgns sboolusent irréductibles de aabre In.
;jpoima en purticulier l'extension algébriquenent stuble L de S est
corps de découposition de K , on voit gu'il existe (reiativea&at au

corps ). ) une seule clusse de représentations sbsolument irréd uszlnias

(de degré rn) de 1'slsébre sizple &4 . Pour tout corps de GQQQMp@ iticn
Tc OF a0 % » les reprécentations irréductibles de A relstiversnt
au corps T appurticurnent & cette classe.

Cn étend faeilgzsnt Ces consicéralions au cas of le ceutre Z

Zais en est une exisrsion ¢
absoluzent irréductibles de 1'algdbre & sfobiiennent nar reétzic?
tion & partir de celles de 1'glygdbre A{ﬁl}’ Ggui est ici gorne

directe de p algébres simples, si ¢ est le degré de Z zar rapport

£ 8 ; A surs douc p cilasses de reicrecentations ﬂDuOluhdﬁt ,r
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Exercices. 1) Towte rezrésentation irrzéductible noun nullé d'un
annean a'4rtin gauche A est identique & une représentaticn irré-
ductible de l'anneau semi-sinple A/’Si ( Eﬁ désignaent le radical
de A) (&4, exerc.2) .

1 bis) Scit A& une alidbre de reug fini sur son corps de base S ,
8 —li(s) et s —l(s) deux représentalions corzplétenent rédéctiblss
de z€ne degré de A relatives au corps S - Si, pour tout se A ,'lés
traces de s cuns ces deux roprésentations sont les 28res, et si_li:
8 est de caraciéristigue U , les représenistions s —il{s) et

s —N(s) sont senblsbles (se razecner au cas o A est

3

aple,

<

fors

sgil-s
a4 l'zide de l'exerc.l, puis montrsr gus l'hypothéss entraiﬁ@vque
chacue classe de ragréseﬁtatiess,irréduetiblag de A figure aguﬂﬁi
de folis dans la>décampositian de chacune des reiréseniations
données, en faisant veir gu'on peut calculer ce nombre 4 1llaide
des traces d'éléments de 4 convensblement choisis).

2) Soit A une algébre de rapg fini sur son corps de basa.S‘,

F. son radical, r le rang de Eﬁ par rapport & S ,’ﬁOﬂtrer gue leaJﬂ
facteurs de conposition ce la représentation réguliére‘de A_sggt

r facteurs égaux & la catrice & un seul élément égal & O , et les
facteurs irréductibles de la représentation réguliére de ﬁ/éﬁ<_ 
(retarguer yue, dans A, considéré comme binocdule par r&ypgrt'a_

Aet 5 , ER, est un sous-bimodule, et gue les facteurs de conpo-

sont nuls).

fale

En déduire gue, dans la représentation réguliére de A , la tracs
d'un élément cuelconqgue du radical est nullie.
3) Soit & une zlgébre de rang fini n sur un corps S5 , {ui} une.

base de A yar Tapport & 8 , s —A(s) une re;résentation matricielle

e —
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de A relutive & une extension T de 8 . 801t F(e1,eg,..e,e J le poly-
nome égal au déterminant ds la masirice Zi elA( i) ; i1 ne dépend
que de la classe do la rorrésentation cggw déris.,

a) 51 s~—?A(s) esl une renrvésentntion absolunent irréduciipie,
¥ est irréductible dans () [91’639""en:§’ ﬁzavétant 1'extension
algébriquesont stable de 8 (étludier l'effet sur F d'un changemeat de
base de & , puis prendre une base de A formée d'une base du radicsal
€ﬁ ; et diéie shents dont chacur appsrtient 4 une classe m@iaggi ;

gui devient un élénent d'une base matriciell d'un des anneaux simples

gont {g//gﬂ-)!flﬁ est le composd direct ; ntiliser l'sxerc c.1, et
| Vel )

S
(3

1t'irréductibilité du déterminant ﬁij

b)vbe Polynomne correspondant & une représentaiion sst égal su produit

)

des polynomes correspondant aux Tacteurs de compositicn de cetts
isprésentaﬁicn.

¢) Les polynomes corre spondant 4 deux classes de représentations
distinctes irréductibles ?e$atlveu6n§ & T sont zremiers entre eaﬁ
dans Q) iaﬁgeg;.,‘ﬁeﬂ'g {décomposer les reprasentations en fégtsurs
de composition relatifs au corps

®

8 de A . 51, pur extension & un surcorps T de degré fini b de § ,

du corps de base de ces rep: régentalions, les reprisentations Talaﬁle,
ves 4 T zinsi cbtenues sont senblahlésg lez deux représentations
données sont aussi semblables (soient B o
8 —>l(s) et s—H(s) , B' et P' las {A @7 )-modules a$SQciés a&x

représentations oblenues par extension a % du corps de baae ; Tenar-
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utiliser ensuite l'exerc. du chap.Ili, §3)
4) Soit K un coris coniutatif, n un entier ;rG gueicongue.
Toute extension alpgébrigue S de K de degré p diviseur de n adust
une representation aatlricielle de degré n relative & XK {comsidérer
la représentation réguliére de S , considéré comme algdbre sur X ,
ou un multiple de cstte reurésentation). Pour gulune telle re;résenaj
tation soit irréductible, il faut et il suffit que p=n .

5} Soit A uns algibre ayeont un éldiment unité de rang finl sur vn
corps comuzutatif X ; pour un aehd , la sous-algdbre K<La> de A
engendrée par K U %a} est commutzative. L'eunsenble des polyuomes
fek Eaj tels que f(a)=0 est un idéal principal (»), oh @ est
appelé le polynome ainimal de a ; pour que E<{a>» s0it un corps,
il faut st il suffit gue @ soit irréductible. On appelle polynome

)

-

carscieristigue de 8 le polynome caract.risticue (chfy.vgg 7) de la

matrice A4 gui correspond & & dass la représentation régulidre de 4 ;

le polynone minimel de & est szussi le polynome minimal de 4 .

3i K<(a:>_ est un corps, le polynome caraciéristigue de a ést
une vuissance de son pelynome minimal.
6) a) Soit A upe slgdbre ayant un élément unité, de rang n par

rapport 4 un corps cozmutetif K ; si P=K(e 1€5-0-56,.) , ot sl

£

£ = e o~ % = X = 3 7R e 3 3
Uyals, .o, est vne base de A par rapport & X , le polynoze wini-
e R 2 E

mal de 1‘'élément e u.te u,t...+e u de 1'algébre A . {obtenue
i 2 < b n {g,
par extension & P du corps d'opérateurs) esi arpelé le polymome an
rang de 1'algtbre & ; il est lo méme pour toute algdbre 4. .. cbtenue
o . _&,) .

- g4 = : £ o e + 2o e £ 4 333 ' 3
par sxiension, & uvn surcorps commutalifl guelcongue T des K |, du corps

¢ A ¥ 9 Ty sy o =13 £ ey oo 1 P + N 4 :
dopérateurs. Les polynomes au rang de A correspondant & deux bases
> T iagta T tranma st 2 A
iz de l'autre per une iransforzation

F &
5,.,--;8_ | est le polynome au rang de A

—
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correspondant & la base (ui), pour tout élénent a= 3 a;u;, de

A(T) le polynome minimal de a divise F‘Ee;aﬂgaa,.au,gn]
b) Si & est conposé direct de p sous-algdbres A, 2,...,ﬁp :
le polynone au rang de A (pour une base convenable) est le p.p.c.m.

des polynomes uu rang de 31,A2,...,AP -

c) Soit A une algdbre simple sur K , anneauy de natrices sur un

corps gauche G , de cenilrs 2 ; on suppose que Z soit une extension
: - 2 :

séparable ds K , et on nose Ez;gfﬁgm., EA&Z:gzn . Scit S un

sous-corps conaulalif waximal de G , qui s0it une extension sépa-

rable de Z ( 24,exerc.6). Si A=G , ot s'il existe une extensbon

a

L < 3 L e
i de 8 , de degr¢ 4 dans A

b

Q , i1 existe un

&

(exerc.4) ; en conclure gue, si T est séparabl le, il existe un
élénent de A dont le pelynome minimal soil irréductible et

de degré mn .

d) Les hypotheges élant les nmémes que dans ¢}, on poee

&

2 - K(e@;egi,,;gengm) ; 1'algébre ﬁ(P> est une algébre simple
de rang mn® sur P , ayant pour cenire Z{eﬁyeg,e..ae = ) (§3,
exerc.1), et est un annesu de natrices dfordrs g B8ur le corys

gauche G5y ; 3{6158950303@ ) est un sous-corps comautatif

J ﬁgml
maxizal de @{n> s extension séparable de pr , donc de P .,
LS {(P) '

Mcntr@r qu'il exislte une extension séparable de degré g de

et en conclure que le polynome au rang de A

%

S@n’:} aocg :-B
Liosy 9

est irréductible et de degré mp .

ot o % T53173 = 3 = $a
, @ U » est lu puisssnce n du polynome au rang
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£) Dsus le cas oh 4=K , le groupe de Gulois du polynome au rang
de A est le groupe synétrigue Q;Ei(coﬁsidérer le polynome au
rang dg A(T) ; 04 T est un corps de décomposition de A ; remarquer
gu'il existe des extensions de degré n de T(ei,ez,...;eégj dont

le groupe de Galois est {Zf {(chap.v1, §6), et utiliser 1'ex.4 ).
n 3

$ 6. Représentations matricielles des groupes.

Definition 1. Btunt donnés un corps commutatif K et un groupe G , on

appelle représentation matlricielle de degré r de G reigtive 8 K toule

représentation de G dans le groupe linéaire 4 L (X) des asutomorphisies

"f@

: T o :
de l'espace vectoriel K {@a, ce gul revient au mbue, des mirices

ipversibles dfordre r & ¢léments dansg X)

ﬁaﬁs iz plupart das'@as Gue nous enwiaagercns, ie groa?% & eé%_gn'
Bous-groupe du gruupe des élarents iavers ibles d'une algébre A {aﬁaﬁﬁ
un élément unité) sur un sous-corps § de K . %?ors, toute rey ’ﬁ@ata»
tion matriciells ds degré r de A (reilative au corps K} donue une repre-

sentation de degré r Qu"gr pe G en lu: restreignant & G .

iﬂ?@fd@m@Lu, toute Yﬁu?vS@ﬁt&thﬂ smatricielle de G peut s?obtenir

d@;ggauge_ﬁ {chap.111, ¢ 2) par rapyort au corps X ; on sait en effet

&

cue tCaLevrepréssnﬁaticm de G duns une zlgebre sur K se prolonge d'une
maplerﬂ et d'une seule en une représentation de & cdans cetie n8ue
glgébre.

On définit de m8me une reprisentation malriciells de deg
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Deux représentations matricielles s-—s#(s), 8 —=l{s) de degré r

d'un groupe G (relatives & un corps K) seront dites semblables si las_
reprégsentations correspondantes de l'algébre de groupé de & le sont, ”
é’esteﬁedire s'il existe une zatrice inversible P telile que; Eggg_gggg
sed}, N(s)=P.i(s).P 1 ; les représenteiione de UG semblables & uaa '

aéme re;résentation forment une classe de re; rmsantatlons.

Une regrésentation g —i(s) de degré r de G est dite reauct;ble
si la rei.résentation corresp ondancﬁ de llglipge bre ée groupe de G est
réouctiblo, clest-u-dire s'il existe un sous-vspace de B=K (

>

gue éO% et E) stable pour tous les automorphisnes de B définis par

lvs ratrices HM(s) . On définit de =8¢ les notions de réduction

@tide facteurs de composition d'une représentation {ou dfune classe

de reurésentutions), sinsi gue ls notion de reyrésentation conpldtement

réductible, ot celle de somme directe de représentations, ou de classes

de représentations (voir§5) ; le lemme de Schur (¢ 5,prop.1) s'applique
natureilement aux représentations des groupes. L'image de 1'algébre

de groupe A ds G par une représcniabion umaltriclelle de degré r de G
G

@

st identique & ls scus-algébre de Kr engendrée par l'inasge G' de

par lu représentation cousidérée ; pour que ceile représsntation soit

couplétement réductible, il faut et il suffit dorc gue la sous-algébre

engeudrée par G' goit gemi-simple (§5, prop.2)

3
it
e
fo)
o
0
o
fouta

?

est dit irréductible (resp.

s0it semi-sinpls.
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En cutre, coume M(s) est une matrice inversible guel gue soit eeG ,

- Enfin,
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classe_'est le produit kroneckérien de @ et gD', el on la note
gD@ D’ . 11 est imuédiat qu'on a DL =De D, D @(o@’@@s
(.@ D) @ ng; dlautre part, dlaprés la définition de la sosme directe
do deux classes, on a (D' +DV@D = (Do D) D'@D) : les ciasees

¢e represeniastions matricielles d'un groupe G relatives & un corms K

Torisnt un aongsu consutatifl.

il

81 P = (0’13’) - =(ﬁi1k) (1<1,i<p,1 &b, k¢y), a, 4B, esL le ternme
)} et 1a coloone ¢findice
{

de P®Q eaipartenant 4 la ligne d'indice (il
{J,k) ; on a done Tr(P@Q) = 3, a a Bys=
&‘2’ e

Par suite, si §) et G[/ sont deux classes cuelcongues de representa-

“‘2""}

tions de & relstives § i{. , on a, pour toul sel
Tr 4e) =Pr  (s).Tr (&)
Do D D 9!

Le lenie de Schur ( §5,prop.1) est éq uiva,.;.ezw & 1z proposition
suivante

Provositicn 1. Solent s — fé{s), 8 —» H(s} deux re.résenbtations

i

aetricielles irrecuctibles ulun croupe G , de deprés regrectifs r et r

t
4 2 3."‘ 2 %
) et 9 lours clssses respsctives. Si on pose E=K* , F=k¥ , pour

il sxiste un vecteur #0 de l'espace E®F , invariant par ghincune
v

strices M(s)®H(s), il fuut et il suffit cue &' = &) .

m i
(\L

kn effet, soient éel} (idi<r) -{e%) (1g3gr') les bases canoni-
> a. .eiaf un vecteur de E @F .,

5
o
D
o
=
O
(]
ot
taj
L9
6]
(e
0
O
§., -
[
™

, Ble)=(V ki> , 1a condition pour gus x soit imvariant

51 = £ A =
,_% al,);_{éﬂ’“;& e}k;}“’%j pour d<icr qg&;{(ra
ou sncore K {s).A.N(s)=A , en désigunant par A la zatrice (a. .) ; cettie
L .
S S S S - Sl s B TSRt -
derniere relation s'écrivant encore d{g}.A=A.H{(s), 1'application du

s o . - 4 H
lezue de Schur donne aussitdt = =
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/ = > %
- Lorsgue D= SD s 2L gue 213 est une classe de reuréscntations

gbsolunent irréductibles, on a en outre la proposition suivante :

Proposition 2. 81 %) est ume classe de re;réseutations sbsoluzent

irréductibles d'un groupe G , s —il(s) une reprosentation de cotte

v
classe, s —» N(s) une reirésentstion de la classe contracrédiente SD 5
.a...é-ma i —c

i'ensenble des vecieurs de E@®E invariants

M(s) ® N(s) est un sous-espace & une dimension.

: — v v , -
_ En &fet, los relations M(s).A=4.0(s) et #(s).B = B.N(s) entrai-
-1 - ~
nent gue AB est permuisble avec loutes les matrices M(s) ; conme
la classe g@ esl supposée absolument irréductibls, 8871 est néces-

85 ;renent un 2ultiple scaluzire de la zalrice unité, d'od la propositicn

ﬁ%“ré %ﬁtdtl@ﬂs ﬁairicielles des groupes finis. Théordme k] (AaBGﬁk@) Pour

gge toute repru entation matricielle d'un groupe fini G relaiive a

un carps K soit cozpletaﬂent reCuLulale, il faut et i1 suffit gue la

2]

caractérisﬁigae_de K pg divise pas l'ordre de G .
Toubt rovient & vair Gue, Lour gue 1 ‘algébre & d'un groupe fini G

%

d'ordre h par raiyport & un corps K da Cdfaetér sS£%Bguc

suffit quse h % 0 (p) .

o
e
0
i)
Pato
ot
o
@
3
¢
i

o
ot

simgle, il faul et
Pour monirer gue la condition est nécessaire, cousidérons ﬁag% A

l'élénent u= ;Z;, 8 ; on a ¢évidemsent ut=tusu pour tout tLEG ,

SE€l .
donc les &lézents Au (A€ K) forment un idésl bilatére o de A .
o a d'autre part a)—hu y ‘done si h =0 (p} , aazﬁ et par suite
cizgéﬁ} , A n'esi pus semi-simple.
Etabligsons muintensnt que lo condition est suffisente. ?éﬁ? montrer

gue A est sesi-simple, nous montrercns plus générslementi gue tout

réductible ; pour cela, il eufflira de voir cue tout sous-module ¥ de

B adzetl un sous-module surplézentsire.

—




Or, E est un espsece vecloriel sur le coris K , donc # ad et un

sous-gspace vectoriel suipliémentsire M ; zour tout xe B , soit f(zx)

le composant de % dans 4 , corrsspon oant A4 la décorposition B=ibN .
Pour tout seG , on 2 f(sx)€ei , done s'?f(sx)éisé , puiscue 4 est
un sous-module ; on en conmelut gue K ssbl sussi sosns Qu& 4 el de s”ﬁf 5

et que cetle somse est directe, car la relation x-s 'f{ex)€M entraine

x€el , sxe M , f(sx)=sx , st x»ss‘ff(sszo . Comme h n'est pas multiple

= - - - - -
-2 caraclteristique de K | x‘—?% Q%‘ﬁ« s fisx) esi une sy‘ ilcavice
& e W5

2

iipéaire de K daus W ; si on la desizue par g , on a pg{x)=x rour tout

X€ & ; kb est donec souiie dirvecte de U et du sous-esiace ve iomeﬁ,

Pt

/f - 3 =% e P e v
P="g(0) ; montrons gque P esi un sous-module de ® . En @ effel, B

o s~ ' f(ax)=0 , eelte relation s'éerit asussi, pour un it €6 guelecongue,
en y remplagant s par st , Szés(st)”1'f(stx):g , clest-é-dire

‘ig’? S%G 8 f’stx)-u s C'est-n-dire g(tx)-O s Lxebl |

Ea,u.dmns en articalim iles ;e,resentdaloas sbsglunsnt 1rz'er.1:getimes

a_:’?z,'zyn groupe G , ou, ce gul revient au néue, les reyresentatwns
irréductibles de ¢ relatives & un corys slgdbriguement stable Q_
{(dont la caractéristigue n'est pas diviseur de B}, t’“nercnone Ma’x‘mrd

B

le noxnbre ﬂea classes de re;résentations irréductibles ; on sait ( 5)
gue ce nonbre est &gzl & celul des annesux 8l pies dont A est le @@*zpo &
direct. S 51 4 est le centre de A , re nombre est cncore égal au n@zabre
ds corps conmutatifs donl % ¢nt lo composd dirsct ; couie ces @@r}pa ‘
éém; néc:easssairam@i;';i{‘zaatiques a Q) ; on ?Oi@ inalement gque le ﬁ@ﬂbre
cherché est égal an rapg Q.e Z par rapport 8 .Q,, . Ur, pour gqu'un 51@@3@
Z 2.8 {as € £1) appurtisnne au centre de & A il feut @‘; il ﬁuf‘f’lﬁ |
gu'il soit permutable avec tous les te€ G , Clest-u-dire qu'on ait -

f =1 e e Seoaieel a e ; = e .
z=%zt , S, ce gui revient au “éme, a, ,-1 = &g quel gue soit t ;

BN o
(SR
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en d'autres termes, les coefficients a, et a ., uoivent éire les u8mes
pogr deux élénents conjugués (chap.l, §6) de G . 8i, pour toute glagse-'
H d'él cnents conjusués de G , on pose aﬁ= 55, 8 , on voit gue 4 es? |
'in_gieniique & l'ensemble des conbinaisons linéaires des Uy , autrement dit

que ces dernidres forment une base de Z par rasport & &) . Par spite :

Proposition 3. Le noabre de classes de re},rmezaiauoaa irréductibles

a*s.m sroupe fini, relstives & un corps alpebrique’mm stable (d,czr’ is

ca ‘acleristique ne divise jas l'ordre de 6) est é¢zl su nombre de

classes d'¢léments conjugués dans G .

Solent @ (1€ i<k} les classes de re,résmntations irréductibles
de & relatives & L) ; on sait ( $5) que L'algdbre & est comnosé direct
de k alpdbres siaples A, (1€31¢k) , et que, si, n, est le degré des

feprésentations de la classe ﬁ} : é%:. estl un anneau de satrices dlordrs

i
ag sur le corps €) ; on en conciut ls,a. relation

- e 2

('s} _ nf%' B, f...tup =h

Soit 8 -—>U(s) une représentation watriciells guele oncue de gagré r
d’@r grouze Linl & reiastivensnt & ua corps K . ‘Con,éaiaéra”s la aatrice
U= ,ézéjg} (s} ; pour tout teG , ona M(L)U-= Z} M{t)i(s) =

= S%G M(ts)=U , donc, pour tout vecteur xé = X¥ , le vectour U.x sst
invarisnt par toutes les zatrices M(s) ; en particulier, s'il n'y a pas
i.%ie ﬁeetsuz‘ fsi) de B inverient ypar toutes les zatrices M(s) on 8

U. X= @ quel que soit XéE ; elesi-a-dire U=0 .

u@lﬁnt alors @ @ deux classes de représenialicus irrcductibles
de G , de degrés r,r' , relutives & un corps K . §i & —ii(s) -
6~—>N(s) sont deux reyrésentations aypartenant respeclivement & 9

o - / : - - £ P o
et 4 , st sl 9 # @ » 11 nfexiste sucun vecteur #0 de KB & K
inveriant par toutes les matrices M(s)®N{s) , dleprés la crop.1 ;

-

Or o conc la relation
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(2) S%G M(s) ® H(s)

_ Supposons zmaintenant que s —>ii(s) soit sbsoluzent irréductible :

aldrs {prop.2) ltense.ble des vecteurs de K?E9E§'invariants par toutes
lcs astrices #(s) ®I;£5(s) e une dimensicn ; or, si I est la aatrice
unité d'ordre r , on a i *s).1 ﬁ(s)—l , autrement dit, d'aprés la
QSJQnStTRtLOn de la proy.1, toutes les matrices ﬁ{s}é§uﬂ:) l&iSBQQu
invariant le vecteur u= :2!8 18; de ¥ ® k" ; on em déduit gque, si

E"; =2 (s)é?‘iis) U.x est un multiple scaluire du vecteur u

sel
gucl gue scit le vocteur x<iﬁ.é9ﬁf ; appliguant celts GUE SUZX
veclecurs de la base canonigue de cet espace, on voit gue chacune des

golonngs de la matrice U est zuliiple scalaire du vecteur u . Pour

ex;rimer ces relaetions, posong ﬂ{s}:(mijis}} (?:ﬁipjzgzﬁp et remsr-
' Ve -1 . % S ¥
guons gue M(s)=((d(s))™ ") =(u(s*))" = émézv ")) ; le terme ds U
2 P
appartensnt a la ligne d'indice {i,h) ot la colonne d'indice (4,k)
. -
+ (- :
. e }mkh(f’ ) ; donc 1 .
% =, v ; £}
_i,}) v o mij(a)mkh(s }=0 i iZh
¢ = =1 .
A2) ' seg Byalelm,(e7) = A;g}c

i X élant indépendant de 1'indice 1 ; somnant les relations (4)

J
correspondant sux r indices i=1,2,...,7 , il vient, en reazarquant gue
2% miéis}mki( 59 et 1o terme situé dans la ligne d'indice i et
1. colonne dlindice k du produit ﬁ(s)m {s)=1 ,

(5) See By sleim, (s )= 81 Jfk

= -

{6) éi;& migis}msi(s y = %

De ces reiations, onm en diduil des relaticns analos gues enire les
earacleres des représentations de G . Si éz gt %@” gopt deux ¢lasses

- cn/ - 5 e
réductibles, et si D % &) | on n, dtaprés (2)

"

absolunent i3

. == Xg(e) X ls7h) = 0




- Adn.
et, si 25 = SD » en tenant compie de (3),(5),(6) et de
%
X,%(s} = Zz I"}'--(s)

(8) i Xy (8) Xg(a™)= 1 .

s eé

A
el
G,

Les relations (a) (3),(53,(0),(7),(8) scnt abgelées les relations

c?ortboyonallte de Schur.

- - - : J ..
En particulier, si on premd pour ﬁD la classe gﬁg

représentation identigue (qui, & tout s €6 , fait correspondre

g.;,{‘ .

trice

;b

tigue ne divise pas h) est cdonc de depré un ; toute

itelle représentation est donc ideatiqas & son caractire ;V {

les caractéres de G peuvent 8ire définis comne les représent .ation

3 » - - P ~ L 7 A
la 12atrice réauite au seul élément 1) on 2 K. (8)=1 quel
“‘gt 4
que soit e e€G , done
§ Vs 7 %
e { - g
pour toute classe gz} # g@
varactéres des groupes abéliens finis. L'alysdbrs dfun groupe sbélisn fini
eést commutatlive ; toule représentabion irréductible éfur groupe abéli
G dfordre b dans un COrpsiﬁzi algébriguenent stable (dont ia;g&zactér

de & dans le oroupe multiplicatif du corps (@3 s sutresent élt ies

aspplications de & dags ce groupe telles que K (s) ?L(t)« jK {5%)

pour s €G , Lt €G . S5i & est un élénent d'erdwe k., on a

}{(55% { Als }“£ = X(e)=1 , done XK(s) est racing k°®© dg 1tunite.

inversemeni, si H est un groupe cyclique dfordrs k s §
e . - - ; - ;
k“%© de 1'unité, a un générateur de H , 1'application 2% —

= i Erias k) & 2. e !'1 e 6 -
£ius generaienent, on szit gue G est produit direct de
S P % = = A 2 X o e
cyciigues H, H.,..,H d'ordres h.,h......h : gi AU est un
P % (i B ) &7 19752 27%¢p 2
s o . L L2
PR o s ~ £ 3 o > =
Ccarsciere guelconque de & , on &, en désignant par =.,a,, 28
G = i

0

)

F=

¥(s) d'une



~ */‘iﬁ -

- = . - 2 e
aes‘genergteurs de Hy,...,H respectfvement, ‘X.(aq1 8,7 .8 ) =
3.’:‘1‘ . grr ok 'i ; @8t ume racine hfime de l1'unité ; récirpmoquement
toute suite ( g J.') de racines h?mes de 1'unité (1¢igr) définit un
ecaractére X de G par la condition X(ai)r- 3’3‘. pdur f<i<r
on voit donc que le nombre ds ( caractéres distincts de & est
h.b ..hr = h , ce gue montre aussi, bien entendu, la formulé générales
(1) sppliquée & G . ‘

8t X, , %2 sont deux caractéres de 6 , X, X, en est un troi--

siéme, ainsi que Xg;"; les carsctéres de G forment donec un groupe

mulbiplicatif G' . L'ensesble B; des caractéres X. tels que

i
K. (a )=t pour j#i est um groupe cyclique d'ordrs h, isomorphe au

L emes
groupe des racipes hi de 1'unité, et il résulte de ce gul pricéds

gue &' esi prodult direct des ﬁj“. ; bar suite, le groupe des carscidres

d'un groupe abélien Tinl G est isomorphe & & . En outre, chague

28 ]

snent s €G définit ua cguaructérs Py du groupe &° sn pesant

fude
)

p. (X} = K(s) ; le groupe forué des caractdres p, est isoncrphe & € ;
si on lfidentifie 4 G , on voit yue G pesut 8tre considéré compe
sous-groups ¢u groupe ¥ des caractéres de ' , et comme il s 28me

orire que G" d'aprés ce gui précide, il lul est identigue : sutresent

dit, tout carsctére du proupe des carsctéres ¢' d'un groupe gbélien

£ini G est de la forme X — W (s) .

3i on considére G {éorit additivement) comme un module nermal

0
&,’i
i
O
i3
‘l\\,.v
é:\-‘ ™
L)
D
LY
&
L
22
£

le dusl de G , et 1%application

6" est un isomorphisaze de G gsur 6' (cf. chap . )
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icprésentations des sous-~g2 roupe fini. Soit G un groupe fini

oupes é'un g

d'ordre h , H un sous-groupe de G d'indice j . Hous nous proposons d*ézuc

dier les relations cntre les représentstions aatricielles ds € et de ﬁ
relatives & un a8ue corps commutetif K (dont la caractéristigue ne

divise pas h). Hous désignerons par A et B respectivement les algébres
de groupe de § et H relatives &2 K ; B est une sous-algébre de A ; nous.
sommes ramenés & étudier les relations entre repréesentatious des alge-
b?as seni-simples A et de B . Hous désignerons p&r.&. (1§§,§§} les
gnnaaax simples dont A est le conmposé direct, par B {1 £g9) oeux

dont B est le composé direct.

“Taute classe irrécductible de représentations de A contient une repré-

L.if@%'t on dont le bi%odule associs icl (module par rapport 4 A) est un
gdggl minimai @?un des annesus Ai ; soit ‘50 la classe correspondant
& un idéal minimal 'Zi_ds A, ; la zésip représeptation s =ﬁ>ma(s)
ééfinla par cet idéal, restreinte g B, est une représentation de B

dont le bimoduls associé est ’Zi , considéré comme B-medule & gauche ;

ce m@duie est sorme directe de modules simples, isomorphes aux idéaux

minimsux de B ; soit c;) le nombre de ces modules isomorphes & un idéal

minimgl ’Zé de B 81 ng désigne la classe de représentations irré-

k 3
ductibles de B (ou de H) qui correspond & ‘1%_, on peut done éerire,
en considérant 393 comme classe de représentations de H :

e 1

(9) = c..

2 J Lt
Inversement, 1'idéal minimal ’Zg;dﬁ'gk engendre 1'idéal 4. 1

i?aggeau A ; on dit que la représentation correspondant gu A-umodu

(resp. sa classe) est la représentation de £ {qn de G)
-resp. la classe - induite par la représentation de B (de H) corrsspon-

dant & @L; {resp. gar 1l classe 13?) . Lo classe induiie par “a
£ 8 =




= 7 -
58 notera gD( ’19‘ } ; 1tidéad A, Zk est somme directe d'un ceriain

nombre dfidéaux ,-uin neux de & ; si c{k est le nombre de ces idéaux

qui appartiennent & A ; on peut écrlre

(10) _ @m?) Zc' D,

v24
Froposition 4. 8i le corps K est alg énrs.guement gtable (autrement dit,
8i les classes ﬂ)i et ’ls‘k sont absolument irréductibles), on on a

cik‘:cj"k guels que soient i et k |
bn effet, cik est la longueur de 1'idéual & gauche &i; Zfﬁ de &i :
il est immédiat que cette lomgueur est égale & celle de tout idésl
ik 1%, ok fo =f[;?a est isouorphe & ’];1: , buisqu'inversement, il
@mste béB tel que Z t = 9'h 'auneau sinple B est sonme directe
Tug csrta.u,n no:fzbre n‘ d’iaeaw; isof;;orphes a 2’}: ; done ‘&i“‘Bi; est
un idésl .ds ‘&i 80GHs :.ie nf{ df idsaus isonorphes & ‘;i“i’ Zf; ; ls sonze
est directe, car si o o8t l'élézent unité de B , 21 (1<h <nf) les
idéaux dont B, est sonze directe, on a &, = %‘ Ok (8 € Zék )-‘ ,
zgﬁa = Bk'ehk 5 eik i ehkeh,sz) pour h'#h , done Ez%h ‘Eiizlszk
Qét aonule & droite par Sk et n'a par suite qué O en consun a‘s’éc
Aj‘,‘;’i”hk . En résuié, A. ,B, csl un &al d@ ﬁ de longueur n1 1, -
0r, on a Bksﬁek ; et coumme B contient l’ele, ment unité de 4 , i B-e-j&. >

donc Ai’Bk "—'ﬁiek ; cetl idéal & gauche a par suite méme longusur zme

1'idéal & droite e As=e, BA, =Bk°‘é4 - 51 d'autre pari, 4, est un mmaau,
o 3 R

de uutrices d'ordre .g? sur K , tout idcal minimal (4 droite ou & = gauche )
de E&i est &e rang n, sur X . donc AjB}{ et Bzcﬁi sont des ﬁﬁga&@ﬁ
vecloriels de rang n. n}’ ik Sur K .

Hemarquons zaintenant que Cyq €8t ia longuaaz“ de 1. comsidéré comme
52 + &

Bkmmodule & gauche, donc la lomgueur de BEA {qui par le m&ne raisonns-

ment gue ci-dessus, est sonne direcie de n., aodules isomorphes & B Zi)
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est ¢.,.n, ; comme tout idéel minimsl de B, est de rang n! sur K ,
ikl k ; W4
k 3 est de rang n;n’ xSik - On & per suite n, ngcik ﬂggu la proposition
i = : ? i
L.e nombre entier cik"cik se note { [f:?i - k) et s'appelle 1 m@;ce
de la classe '?9‘ x bar rapport & la classe gDi ; on peut aisément cal-

culer ce nombre, &4 l'aide des caraciéres des classes gDi st 49‘& :

en effet, pour tout sc¢H , on a, d'aprés (9)
Xp (e) = Z ck%@a (s)
$i on multiple ceite relaticm par 74,51, (s 5} et gu'on somme pour
tous les s€H , on g, en tenant compte des relations d'octhogonallité

de Schur

(11) (D - v ] iﬁ P, (e) %19, (s™")

ch % est llordre du aoasegrgmpe .

' Exercices. 1) a) Soit (s,t)— #(s,t) une représentation matri@iellé

de degré r relative & un corps S dun groupe produil E}sﬁxiﬁi :
si e et e sont les éléments neutres de H et K ; s — M(s,e')
et t —> #(e,t) sont deux représentations de degré r de H et K
respectivement telles gque K(s,e') et ti(e,t) soient des matrices
permutables quels que soient s et t . Inversemeni, sl & — B(s)
et t —Q(t) sont deux représentations de degré r de H atg.‘ii respsc-
tivement (relatives au coi*:ps §), telles que P(s) et Q(%t) soient
permutables quels que soient seH et 1€k ,
{s,t) — ?(s)@(t)-—@(t)?(s) est une représeantation de aegra r de G.
b) Si la représentation {(s,t)— H(s, t) est irréductible, la
classe de la représentation s—yg(x,a@) est multiple d'une clasee
irreductible de représentations de H ; propriété analogue pour
1a classe de la représentation t-—>M(e,t) (wontrer, en utilisant
le ¢4, que la sous-algébre 4 de S, , engendrée par les mairices

H(s,e') est simple) .
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- : c) 31 la représentation (s t)—au(s t) ast absolument irréducti-

: ble, elle est semblable é une représentation de la forme

(s,t) — P(s) @ Q(%) , o& e —P(s) et & —-s»g(t) sont deux re-
présentations absolument irréductibles de H et X respaetivemant

(si A et B sont les sous-algdbres de 8, engendrées par les mirices
¥(s,e') et M(e,t) respectivement, moxitrer, en utilisent 1l'exerc.4
do 4 , qgue AN B=8 , et en déduire gue S? est isomef@heé. A@B).

d) Inversement, si 8 — P(s) et t —Q(t) sont deux représentations

absclument irréductibles de H et K (mla‘;iveg s corps 8),

(s,t) —B(2) @ 8(t) est une représentation irréductible de G

4

(remarquer que, si 7 est vn 1déal & gauche minimal de 8, , 7 un
idéal & gauche minimal de 85 , 71 6st un idéal & g&m@m minimel
de 8 @8, ).

2) Soit G un groupe fini d'ordre h , <, {(1<igr) les classes
d'éléments conjugués de & , b; le zwmbr@ df'éléments de Qi . S0it &
ltalgébre du groupe G relative & un corpe algdbriguenment @ﬁa‘me £
(dont la ceractéristique mne divise pas h), Z le centre d@ A

==

les r éléments 3z, = 8%3 s forment une base de Z ; soient
i 2

e, (1<31¢r) les éléments unités des r corpe (isomorphes & 89
dont Z est le cam“ooge dizect

., sont dees entiers

i %
a) 8i Z4%4 = Z ©; s%y ¢ Domtrer e les o, 15k

rationnels 2;@ z
o e

b) Scient ) 5 {3
ductibles de & (relatives & L) ) n, le degré des représentations

€£3i4r) les r clesses de représentations irré-

dge D 5 * }{"i le carsctére de lg classe f@i ; 81 la caractéristigue

de () pe divise aucun des n; , les représentations de Z dans o
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= sont les r reyrésentations 3z — xi(z) ; on suppose les classg—zs

hPF*

@i rengées en une suite de sorte gue ?C (e )=0 si i#] , X (e ).-n

5i on pose z; é A o ,ona B = -3- ?C (z.)= -=§= 75-3(5)
13 ij i 3
pour tout élément seC, ; montrer que "'\‘ik A,}}; Z: i Ah?{ -

A
. 1 =%
c) 5i on pose e;= ?Z;;‘.ki:}zj , montrer gue ﬂi{} X4(8™")
pour tout élésent s&C 3 (utiliser b) et 1= relation d.?ort%m,;;,aaalité
des caractdres). En déduire gue, pour tout s e{:i ‘
(hfh, si teC,

0 B1 z¢ci

(1) Z,xj (s) X (t”)

{reasarquer gue les zatrices (Ai j) et ( Py 3} sont inverses 1%une

de l'uutre). En n&fti;uli@r, montrer que
O si s#e (éléuent neutrs de &)
(2) }Z 0. 7(- (3} ih si s=e :

sontrer que e 3 1;‘ "\ik A‘gk Pep -
d) 8i @ @@ E; 13k @ ; 108 d; i3k sont des entiers ration-

i nels 30 , et on a, pour tout s et
- . z

X (s) X(e) = >oa oK £ (8)

$et 13k
kn déouire gus h.d, 13k =

e 7<3€S) Xk(ﬁd}'

e) Si on définit sur un espace vectoriel B & T -dizz;ensiang gar Q) s

ayant ane base us (1< r) une nmuliiplication par les foraules
uiu.j Z, d. gkak , B est une algtbre comautstive sur O ‘; pour
chague imu,ca i , 1'application linéaire £, deo K dans L1, définie
par fi{u;}) — %i ?Cj‘{zi) est une reprosentation de E dans ()

ces r représentatiocus sont distinetes (rezarcusr gue la zatrice

e

(‘A’%j) est inversible) ; en déduire que E est seni-simple, composé
direct de T corps isonorphes & Q {si B avait un radical, acnirer
gue le nombre de gses revrésentalicns distinctes dans _Q_ sersit

<r)
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5) Dans les =€1es hypothéses que pour i'exerc.2, scit s —s H(s)
une représentation de la classe @ ; montrer gue pour tont sel ,
on a 2 ai(x"xi)-- X, ts).1 (L

ZEG =n; oy
En déduire gue = 7¢ (xsx"}t)- Z 'Xitxsx"”:% Xi(s) Xi(t) ,

el montrer gue celie rsialion est exiunalen%e & la reiation

zatrice unité d'ordre ni),

JLik Aj = Z c.‘m W de ltexerc. 2b). En déduire gu'iuversemeht

si "}/ est une foncticnm #0 définie sur G , & valeurs dans Q s telie_

cue, guels gue soient seG, t€G , on ait% %‘ Yxsx® t}z’?’(s)’?’(iﬁ

c:n‘ a VY(s) = -g;_ X ;s(8) pour un indice i {remarguer que la relation
de lfexsrc. 2b) caractérise les représentations deo Z duns S0 =
Donner une secgﬁﬁe_ é,é;:‘;og.ﬁtraticn de cetie projosition en remargusst
f.;-u'il existe un indice 1 tel guse E‘G &é{t)‘{*’(t)f@ pour une repré-
sentat.s.cn 8 —> H(s) de la classe @ ; et ecalculer 1l'expression
V(o). g Y(t) ult) . '

4) On suppose que L) est l'extension a}.gébria;;us maxizale du é@rz:ss g
des monbres rationusls ("corps des nombres algébrijues®). Déduire des
rolations de lfexerc.2b) et 2d) que les nombres Aij et %i(s) sont

des entiers slgcébrigues (chap.Vi, § ). En déduire que h/ni est mz

entier algébrique, domc un entier rationmnel, quel que scit i , eutre-

ment dit gue les degrés des représentations des classses @i divigent

l'ordre du groupe (utiliser les relastions d'orthogzonalité pour

exprimer h/n; & l'aide des caractéres).

5) Tout carasciire d'un groupe fini d'ordre b (pour les re;résenta-
tions relatives & un corps doant lu caractéristicue ne divise pas h)‘
est somze de racines Kro"°% gg 1'unité (considérer, pour une représen-
tation quelcongue 8 —U(s) d.e G , la resiriction de cetts représen-

-L

tau@ﬁ au groupe cycligue engendré par up élénent a €C , el en déduire
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que si X est le carsctdre de #(s), X (a) est sonme de racines
h-iémes de l'unité).

6) a) Soit G un groupe fini d'ordre h . Hontrer que l'image de G
par toute représentation 8 —> ¥ (s) de deyré 1 relative & un corps K

wie onfe cyelipe (1emmriuen qut elost v offiifs sl grofe
(dont la caractéristique ne divise pas h), est groupe des racinss

4
h-idmes de 1l'unité dans K) ; par suite &= X (1) est un sous-groupe
distingué de G tel que &/N soit cyclique. '

b) Inversezsent, tout sous-groups distingué N de G tel gue G/N soit
cyélique dordre p définit p représenlations distincles de deprsé 1
de G (relatives & un corps algébriquement siabie, ou tout su moins
contenant les racines h-iémes de ltumité). Si, dans 1Yslgébre de
groupe A ds8 G , on pose gz = é%;g s , et 8i u est va éiéme&%'égnaa
classe {(mod.B) eﬁgendraﬁz'ﬁfﬁ , monirer gue les modules (& 1 dimension]
correspondant & ces p représentations sont isciorphes asux p iddaux a
gauche minimaux de A engendrés par chacun des p éléments
Ve = 2zt §uz &fiﬁaz i %ﬁ”ltupﬂz , ob S, est une des racines
p-iézes de ltunité, |

c) ﬁghtrer que le nonmbre des recrésentations absolusent irréductibles
de degré 1 de G est égal & l'indice {(G:C) du groupe des commutstieurs
C de G . :

7) Cp dit gufun groupe ¢ de itransformations linédaires de E=i @at

impriaitif s'il existe ung décomposilion de E en somme directe de

)
.

sous-espaces . (1<igp) telle que, pour tout indice i et tout o €b ,

s 3 3 Y% 3 richs e e S L = o 3 " T N e PR e g R e S
il existe un indice j tel que (B, )=B. ; un groupe non imprizi

0

4 e B e, 2 5 o 1 -y 3 e sy oy 3 o = =2
dit prizitif. Lorscue tous les E. sont des sous-espaces a4 une

dimension, on dit gue ¢ est monomisl.
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a) Bi G est irréductible, les sous-espaces &; ont tous leg méme
nozbre de dimensions, et pour tout indice i , il existe une transforma-
tion cie:G tells que Eizoi(Ei),; si H; est le sous-groupe de G qui
laisse invariant E( ; On a 51561H10T1; il n'existe aucun sous-espace
de E

4 » distinct de E; et invariant par H, (autrement dit, H,, considér

conme groupe de transforuations de £, , esi irréductible).

@

Le socus-groupe Lsfﬁﬁﬁ_ est sous-groupe distingué de & , et GfL est
isomorphs & un &reu 16 tran itif de permutations de degré p ; 8i G est
aonomial, L est abélian.

b) Soit G vn groupe fini de transformatione linéaires de ﬁxé po8ss-
a8k H

(-

gnb un scus-groupe distingué N tel gue E , consldéré comre @oéule
complétement réductible sur 1'algdbre de groupe de § , pe soit pas un
module homogéne (chap.II, ¢ 3). #Hontrer que G esi imprimitif (é@ablir
qweg si Ei_i% éi.ép) sont les composants homogénes de E , comsidéré
comne module par rapport & 1'algébre de groupe ds § , s{Ei) est encore
un conposant homogéne de B , guels que solent 1'indice 1 st la ﬁrans»iu

formation o6€G). kn particulier, s'il existe un sous-groupe distingué

gbélien N de G , dont les élémenits ne sont pas tous des homothéties

{ce qui sera toujours le cas 2i H n'est pas contenu dans le centre

de G) , & est imprinitif.

¢c) Déduirs de b} gue toul groupe Tinl de t

dont le groupe des coumutatsurs est abélien, est un groupe m@a@ ial
{r@marguar gufon peul se borner & comsidérer ls cas des groupes irré-
ductibles ; établir qus & est imprinitil, et raisonner par rEQuITEencsS

sur liordre de & , en remgrgusnt gue les groupes B. laissant invariants |

les E§ ont égalenment leurs groupes des
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d) Montrsr de m8:2 que toul groupe fini de transformations dont
1'ordre nisst divisible par auvcun carré est aonomial (remarguer gue
si G n'est pas abélien, il existe un sous-groupe abélien distingué
de G , distinct de son centre (ef. chap.V, fizpendice, exerc. )).
8) On dit qu'une représentation mairicielle s—>l(s) d'un grcupe
est izpriusitive (resp. monomisle) si l'inmage de € par ceile représen-
tation est un groups imprimitif {resp. mononisa i} de % ans:anat;ons‘
a} Soit @ un groupe fini, H un sous-groupe de & , 4 et B les
algébres de grouve de & et M rospeciivement relatives &4 un corps K

{(dont la caractéristique ne divise p:is l'ordre de §) ; si ¢ est

up idéal a gauche de B , 7 =A.#4 1%idéal & gauche de & engendrs

@m&

2 o s 2 AEE e S 72 e W IO N R % 2R o e 6 S5 RAAnT
par M , la représeniation de © correspondant 4 1?idéal

{ipduite zar la resrdéscntaticn de H corresyondant & 2ve est
i S s k‘ .L 25

3. rinitive ; 81 1 est un sous-espuce vectceriel de B

B
i

s dinen-

ion {sutrexent alt, si la reprdsentalion correspondsuie de 3 et

0

gs degrs 1), ls reyrésentation de § correspondsnt & 7 est ﬁ@Rleélﬁ.
b) Réciproquerent, une représentaticn iapriuitive de deg rbf?.de &
est seusblable &4 la sonne directe d'un certuin nonmbre de renrdésenta-

tions induites par des sous-groupes de G (soient B, {14igp) les

ﬂ
0

sous-espaces de B permutés jar les opdraileurs s€& (exerc.7), H, ls

1

sous-groupe de & laissant invariant E,g ; Gécomposer E,, considére

conne mocdule par ragport & l'algébre ae groupe de H4 , en soume

directe de sous-modules sinples &ﬁ* {1<3gq) , et rexarquer cus
FES

is représem&aﬁiaﬁ de G corrsspondant su sous-uodule de E sgune

2

directe des imsges de B, . par les opcrateurs de G , est sexn oﬁable

tJ
& la représentation correspondant & 1'idéal de l'algébre de groupe

de G engendré psr un idéal de l'algdbre de zrcupe de Bigisgﬂcryhe 8
E@ .& o -

'J 3
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9) a) Soit G un grouve fini d'ordre h , H un souSQgroupe de G
dt'indice 3- ;5 @ i et /l?k les classes de représentations absclument
irréductibles de G et H relatives & un corps () dont la caragtéris-

tigue ne divise pas l'ordre de G . Soient n, , nl'{ les degrés des
i
- ?
By = 2D : D) wy

3n§=2.e(§l>, . D )z;

{calculer respectivement de deux man&res le rang par r@p@ﬁ g X

représentations de D, et o x Fespectivement. Montrer qu'on &

il

d'un idéal minimal 7. correspondant & @i , et de 1'idsal A.7!

correspondant & 1z classe OU( o induite par /&k}

;:z
b) Avec les potatiocns de },?ewz‘:ﬂzﬁ)z démontrer gue

_ = ,}L'ﬁ* {u} ;‘ L( c@ : /&k) ’}iyésﬁé avee s € C
oraule i‘%) de ltsx f; . 2@3}, et la formule {11 du texts).
10} a) Soit s-—li{s) une représentation matricielle irréductible
d'un groupe G . 8i H est un sous-groupe distingué de G , montrer gue
la restriction de la reyrésentstion s— M{s) &4 B est somme directe

e

de représentations irréductibles de méme degré ; si t-» H(t) est une
de ces représentatlons, toules les aulres sont seublables & des

-’

-4 =
représentations de 1la forne t— ﬁ(stg "), of 8 est un élénent fize
de 6 ; si 1'indice {G:H) est fini, le nombre de ces rsprésentations
est au plus égsl 8 (G:H) (si E est le bimodule assccié & la représen- |

tation s—» M(s} , F un suus-bimcdule sinmple de E (relatif au groupe

H), mentrer gue, pour tout se& , sF est encore un s&:szzsmb&u@@u
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reprégentations irréductibles en lesquelles se dscoaposs 8 — d(s),
restreinte 8 H , est égal 4 p . Hontrer que, dans ces conditions, ces
D représentations Be peuvent &tre toutes semblables (soit u un élément
G'une classe engendrant G/H ; E (comze bimodule sur H) est soume
directe des p bimodules ukF (0 kgp-1) ; Be ramener au cas ok les
datrices correspondant & un éléuent t€H dans les p représentations
correspondanies sont toutes icenticues ; 4 l'aide de a) et du leame
de Schur, nontrer que, par une homothétie convenable sur les ¢lémentis
de base de chaque ukw » On peut supposer que la matrice M(u) est de
la forme d'un tableau carré de pg matrices carrées, de la forme
g 19 0

s
c ey o |

o 60 . U

X

Nu oo . o

En déduire gu'il existe un scus-espace & p dimensicns de E invgriant
par tout L€H el par u , et pur suite invariant par G , contrairement
& l'irréductibilité de 8-> ii(s) ).

¢) On suppose désorzais que {(G:H)=2 . Une représentation irrédactible
58— (s} de G est dite décomposable (pour H) 8i sa restriction & H

est somme directe de deux reyrésentations irréductibles, indécompossble
81 cetle restriction est elle-méme irréductible. Hontrer gue, si

g —li{s) est déconposable, elle est éguivaleaﬁé & 1la re@réseaﬁatign

58— W'(s) , od W' (s) =li(s) si seH , M'(s)=-U(s) si sdéH .

&

51 s> i, (s) et 8-—>8 (5) cont toutes deux décomposables et mon
senblables, aucune des deux renrésentations en lestuelles se déconpose

£ 2

1'une d'elles ne peut 8ire seuiblable & une des rep

+
{

sgentetions en

lesquellec se décompese lfautre (rerarcuer gue la donnée dlune des
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des représentalions de H en lesquelles se décompose & —» i(s)
déteraine #(s) & une sinilitude prés).

d) Avec les hypothdses de c), on sugpose en outre gue les revrésen-
tations sont relslives a un corps algibriquenent stable. MHontrer que
si deux réprésentations indécomposables s —M(s), s — N(s) sont
telles que leurs restrictions & H solent semblables, s —>N(8) est
semblable & s —>M(s) ou & la représentation s — M'(s) définie
dans ¢) (utiliser le lemme de Schur).

Si s—>M(s) est indéconposable, s —» N(s) décomposable, sucuns
des représentations de H ern lesquelles se décompose =— H{s) ne
peut &tre semblable & la restriction de s-—i{s) & H (remarguer
que t-@%{&tﬁuip esl une représentation de H semblable & t — (1),
tandis que cetie propridété n'a pas lieu pour une des représentations

de E en lesquelles se décompose s—>H(s)) .

DRI D D e o
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B

. 1. Les schémss d'Young.

Bous ellons étudier les représentations mairicielles du groupe symétri«
que C;n(n > 1) relatives & un corps commutabif K de csractéristique
ne divisant pes llordre nl de Q;n {(ce gui entraine en particulier gue,

g8i cetie caraciéristique n'est pas nullse, slle est

> n). On ssit slors

<
n

(96,th.1) que toute représentation matricielle ds est compléte-

ment réductibls ;

nous nous bormercons & chercher 1«
(53 ; 81 A et 17

gesocié & une telle

& K , le A-module

représentation est

zauche minimal de &

revient donc & déterminer ces
derniers (ou simplement
simples dont A est composs
Soit a=(a, )

issembe de T L B

SN

\‘]w

entiers 2 1 tels que 4, &i‘”““ s

Uz

& .1a suite o (ou schéma d'indice o), une suite & deux indices {(m. .)
" b2 g i }

des couples (i,g} tels

3 gc%éﬁ& d'Younez correspondant

dans laguelle : 41° l'cnsenmble dfindices est forms

que 1<igr, 1<j<a; ; 2° les n tormes m; ; de le suite sont distimcts
et leur eassmble est identigus 8 1l'intervalls %?;Ei% de B {(on peut

paturellement remplacer cet intervalle par pn ensemble guslcongue E ds n

éléments, et le groupe gg;ﬁ_ par {;E;-. On imagine les termes de
3F

cette suite rangéa en un "tgbleau”

mdd? m%g s 6 & & m‘ij z o & 2 m,@ g@?
@ v © & 3, e % © 19&

&‘%{2% Bo2 Egﬂg y&geﬂ‘:ﬁ

B e o 1D

“rt Sr oa

Gp
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e - i & 92 Z :
La suite (mi 3)1 <3<y est appelée la ligne dlindice i du schéma, la
suite (m j)’ 08 j reste fixe, et i parcourt les indices tels gue
J<a; est dite la colomne d'indice j Gu schéma (3 a.%) .
Etant dcnné un Bchéma ;g ’(mis) dtindice a , et une permutation
guelconque s e:G;a ; on Gésigne par s 22 le schéma de méme indice

Ziv =(m!

) , ok .m;jza{m .) pour tout couple d'indices. Hous @@nszaée-

rerons particaliérement d'une part les permuiations p & Cf laz&saﬁt
lignss du schéma 555 t-4-dirs telles gue, pour

tout indice 1 .,

é

et tout indice j tel gque 1S

j* tel gue 3’f£@i et gue ?(Eii}gﬁi +¢ 3 ©es peramutations forment
‘ - 5o -
évidemment on sgus-groupe L Ezﬁ} de Q;ﬂ : nous considérerone d'auvtre

part les permutations g € s solonnes de

Z.g » c'est-a-dirs telles que, pour tout

(o
dnd
o]
faly
o
0
O
Cols
J/\
]
oty

, @t tout indics

itel gue Jj < LT il existe un indice it gue J < e.» et gue
ds

; ellss forment emcore un sous-groupe Of

%sjij} 103

11l est clair qu'on 2 pour s € @n , s Z )=sE( 2 )&,

(s =,)=s0( = Je ! .

Dans ce qui suit, nous Qgésﬁﬁerons totalement 1'ensemble ddes suites

213a¢~§ , par la reiation suivente :
&=
sapposeng les suites prolongées pour l'ensemble d'indices {gamw

- =
ce i gqul soit

d*entiers agém ) telles que

e

, en
ga 58
0 sst >0 ;

N

posant o.=0 pour r+i<ign a={ ) , on poser

ma
fedo

Sl

-
o
2
A

gi ls différence o, =

p
w:

LE

[
fed
e
£
W

@

5 petit ind

on 8 par exemple, ponr

n=b

(H:;1) > (4.2) > (5 75) >(5,2.1)

 Ces conventions étant posées,

BOous pouvong 44

) > (5 1.2)

montrer le L@mm@ suivant :
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Lempe 1. Soient X §_§,Z,/;§§_g_x schémas d'Young tels cue a 3 B . Lu
bien il_ existe deux entiers distincis de ['2 ,n] gui appurtiennent &
upe z8me lisme de 2., et une u8me colonne de Z’g , ou bien on a
a=8 , et J =p X, ,08 pEUZ ) , q€ClZE )

Supposons gue la Ipremiére slternative scoit inexacte. On a par hypo-

':th.ésé a.,i‘,?ﬁ,‘ 5 l'fxyp@thése fzite entraine nécesssirsment 4 —-ﬁﬁ, sans

\,uoi les a, termes de la premilre ligne de Z pe pourraient apg‘f@rtenir

1 :
a des colonnes distinctes de 2= i - 1l existe zlors uvne pemmtation

= , ’ . :
gf €0¢ Z telle que la premidre ligne de q! 3., se compose des
p8mes éléments gue la premidre ligne de 2 .

S
11 sulfit maintenant de raisonner par récury

¢ > iy
,gig,ﬂes de 2‘@ ; Bupposous ¢ a?ow ait &tabli gque G, =P pour i sk ,
: . ’u’ e B j
e:vt m,.'i}. existe une permutation gl €C( ) teile que gq° ;;“ ait
k= o k = @
;as m8ues éléments que 2, deans chacune des lignes dfindice 1<k .

-si}n__a,:; T hyp gz,hese % %gkﬂ_ : 1l'hypothése entraine d'autre part
: s ome A . :
= ons guol les o termes de la (k+1 ligne de
By i g’ Bk+,§ ; Sens guol les wpq veTmes de la (] Ef gne ¢e Zgg‘ 3
7

gui ne peuvent se trouver dans des lignes d'indice < k de ';;g’i 42’;3 -

ne pourraient appartenir & des colonnes distinctes. 11 existe slors
une permutation gé*g &C( 2'3}- laissant inverients los élézents des

lignes d'indice <k de g! >’ , et tells gue 1ls (k1 )% 1ione de

. % J 3 & P B 4 2 = =t 2 TR
al q° zj se compose des nEmes élémenis cue gells désg 4;’;,; s il suf b

onne:n zent

fromd
)
‘}",3
]
Jute

= ! pour pouveir poursulvre
“‘ik .@ QF+% «,g £ & B3 L

Un en conclut par suile gue a=B , et gufil sxisl

ge poser

; i T 7] o »
of £ =3 Gl e 27 A e 5
‘é W 2 } telle gue Eg et gt 2 a,zi,z.;:«,_t mémes éléments dang

@i dcwe de leurs lirnes ; 1l exisie par suite une permutation

gLf 3 Eoiido cne ot ¢ =1 > dioh > =nf 1. <3 ,mgm“@ ?3’1 )
=g/ Sadt LS 4 Z =D 2 U Ou = PLs =piP 4 B




‘ | =

comze g'~! laisse invarisntes los colonnes de gf 2! — = » i1 |
appartient & C(p Z.a)=pC( S )b, autrement dit P'*‘*’ : = qeﬂ( Za/"
céﬂr.;'ui achéve la déunontration. |

Coroilasire. 8i s e n'est pas de la forze pg , o pe L{ )

qeC( 2, ), il oxiste deux transpositions ue L Z2i) ,vett 3

telles gue us=sv .
Br effet, dfaprés le leame, il existe deux entiers a,b quil figurent

dans une ligne de 2, et dans une colomne de s 5 3 4 - Soit u lg trans-

position de & ot de b ; on a évidezment une Li 22,} ; d'autre part,
e i . - - = ; Q‘E e
s tuaer est 1a transposition de s (a) et de s (b} qui Fizurent

=

S B <2 o -3
dans un e m8me colopne de s 's > = Z& :

Les idfaux minimaux de llalipdbre A . Soit 2., un schéms d'Young quelcongue =
: s =%
sons dans llannesu & g = <-4 \D; b= 21 € .q , B, étar
Posons uan 2 a P’é «2-9{22&3“’ 3 Y Q"i‘g(z&} g 4 5 Y étant la
I i t igmédiat que, pour

gignature de la permutation g (chap.I, $7). Il es
3

7 '5" G P 4 = 4 : b = — —~
tout Dég(Z&, : ba =a . p=a_ , et pour tout qeC(>, }, Qb =b, Q”’agba -

Gégzsiaiérons ie prodult o ~a&bm~ 52% Eg‘pq » P parcgurant L( 57, &)

q parcourant C{( 3= ) ; cet élément n'est pas nul, car la r@lw‘tii)n

&

pg=piq? , o8 p et p’ a;partxemaat & L(Z . 0 et gt & G(E ) nfest

posuibla gque pour p=pf, g=g' : elle entraine en effet p'- p:f% q s 8t

é‘?@

itintersectio. de L{ >} } et de C( 3, "} est formée des permutstions
lzissant invariantes &4 la fois les lignes et les colonnss de zﬁ .
,c'est%%im sissant invariants tous les éiétaéxx@s_ de Z; ; dome cetts
z,;g'z'_ erssction se réduit 4 lz permutation identique. Cela étant ; pous

allons montrer gue :

@ e 3 4 3 - 1o Eoalem i A | =3 G % i 3o e 7}
Proposition 1. E'idéal & cauche Az  est minimal




80it X= %: yss un ¢lément de A tel qus pxg = Qx pour u@ut pé&{é} }

\
BRI SRR |
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ﬂous ¢tablirons d'aboerd gus, Four tout ued , on a a, GUbg= re,
o pe K . Cela résulters du lenme suivant :
Lemme 2. Pour gu'un Slézent & x de A soit tel gue, rour tout pe L{ = )

et tog gec( >, o)r oD 2it Prg=e X , il feut et il suffit gu'il soit:
ds iz foxrme pec, , g& HEK .

a

Tout d'abord, on a bien pc@q,,:(paa){b&q)saqa&bg,zsqc - Inversement

onc aveir ; Y _psq=€ 2, ¥ 5 ; on en

4 g 5 B
tire d'abord ywsa;% {e élément neutrs de @n ; Gonc, pour tout
€S, ds la forme ’ {p décrivant L{ 3 ) et g déerivant C( S )i
=] on Y8 +8 107 RQ P Lecriveny &L o’ B¢ G Lstriveny \ i J ’

or a ‘iﬁ;{’;gye . Dfautre part, si s n'est pas de la forme pg, il existe
une trazusposition welL{ 2 ; et uns transpositiion ve ¢( 35 telles

que _ua*g” =X , ¢ce qui donne <y _=-y_ , ot conme K niest pes de caracté-

‘s 8

ristique 2 , *—«gszﬁ i ona done bien x = e % "’3%,?@.;"3'%9% -
é&

. Ue lemms éiant déuzeontré, pour tout ueA , OO & pssaﬁab,,fgas%@avb guels
gue soient pe L{ Z%};Qéﬁiﬁﬁi ; donc on a bien g ub.= P S, » BYEC
k€K ; sutrsment dit, on & a@ﬁb(‘-ﬂ{c% ; €% par suite c&zasq#z:; KQ& -
Goit alors 7 un idésl A& gauche comtenu dans A@Q” ; on deit avoir
%,1  cghc, C Ko, , ot comme Ke, est un sous-espace vectoriel &

1 dinension, ¢, 1 =(6) oun c :-:Kc& . #als la premiére hypothdse entrainsl
2 : - - e : e
’Z e, 1 =(0), ot comne A& est eemi-siuple, 1 (0] 51 o coniraire

af g 5 4 : =1 2 o S B
c&_Z =Ke_, omn a A&c_=A(Kc_)=hc {c L donc [ -he ce aus

a
cﬂ%ve de demontrer la proposition.

L
droite minimal.
‘ ‘ - > P ~ s s £ <7 / 3 BRI, 3 -
Yroposition 2. PSgient 51% et = . g S2uz schémas ”’3@ ang tels que a#B ;

leg idéaux & psuche minimaux correspondants Ac, €t hcy pe sonl pass iscmor-
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_ Suyposons par exeaple gue & > B . 11 suffire de prouver gue .
{Aca)(Acﬂ)=(Q) ( $1,prop.3) ; cela résultera du fait gue, pour tout
u€EhA , c ucp-() . Celte derniére relation sers éilablie si cm prouve gus
a, ubB-O pour tout uehd , et il suffit de dérmonirer que aasbﬁzv pour
tout s € G . Hontrons d'aburd que & b,=0 . En effet, d'aprés le
lemme 1 , conme a 7 B , il existe deux entiers h,k qui figureni dans
une u8me 115,!18 de 2., et dans une z8ze colonue de = g » 81 t est la
transpositicn de het k , on adonc teL(3,), et teC(F

. - - a1 = .
d'ol g,t=a, , ¢ @a ~=b§ ; mais a %gza tt b =-a b. diaprés ce gui

a, o # 7 B8
précdde, et comme X n'est pas de caracisristigus 2 | 4Py=Y - 51 main-
tepant, pour un g;@ﬁgﬁ guelconsue, on rexargue yue aagﬁ * est

e - B R s e . A S oada 212 el a
i'élérent formé de la w8me naniore cue bﬁ , @mals & partir du schéns

. . - -4 _ :
zs,Zlg , on voit gu'on a aussi &&Sbgﬁ =0, d'eh aaasgzﬁ , €L coxme

8 est yuelcongus, la proiositicn est démonirée.

Proposition 3. Toub idsal & spuche ninimal de l'suoesu A esh igonorphs

& up des idéaux Ac_ .
£
D'aprés la prop.2, il y autaut d'idésuz Ae  uon isomerphes deux

3

4 -deux yue d'incices o distincte, c'esi-a4-dire gubanl que de suites

2
2 e Y A 2 2 k. Qi s o8
{a,) 5 décroissantes et telles qus Z, @.=n . Lg propositicn sera
i‘1€igr : = .
démontrée si pous &tabllissons qu'il ne peut y avoir un plus grand

&

abre d'idéaux zininmsux de A , deux & ceux non isconorphes. U7, le nonbre
mgximua dtidéaux niniznaux e A& ayant cetie propriélté est &gzl an agméya
des annesux simples dont A est le composé ciresct, ou encore au r@g& dn,
e

go 2 BT AT % T ek S e L R -
benv re 2 de A par rayport 4 ¥ , puilscus K est algcbriguesent sizbl

TR S on s e i B e 3y g
- Qr { ééggrag %) cs rang est ¢épal au noubre Ges classes

A
c pgués dans le groupe (<. . Hous soomes raisndés & voir que ce
32 £ VE 64

nombre est égal ou nonbre des ipdices a distincis.
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Uherchons pour cela & guelle condition deux permutations de G;zz
conjuguées. Hous &étudierons & cet effet les parties de [1,32 gui sont

invariantes par 8 . Une tells partie est aussi invariante par le sous-

grbupa cycligue ['(s) engendré par s ; elle est donec ube réunion de

clas ses G'intransitivité de ce sous-groupe, et réciproquement, Toule

réanion de telles classes est invariante par s . Scient dome €4,05,..,C)
les classes d'intransitivité de ['(s) ; si a est un élément duns de

ces classes G , les autlres élérents de G, sont de la forme s%(a) ; 81

&

9i+1 est le pius etit nombre k tsl qus ﬁk(&}?ﬁ : ©; 8 sxactesne

P 6t
i = i
. vy
L S e sz e T e T v - vs 4 it o = s
¢lézents, gulo:n peut ranger en ume sulle a,=2,8,=8.8/,...,2 =8 {g; ,
5 Z : r:i
- s 3 2= » 3 Ewiy 3o
telle gue s{a, )=u;, , pour 18k VY.-1 , slay.j=58, -
£ ET 24 i é
5 7 3
T o - = 2 e LS SIS e £ & % e e % : 5 3
Inversezent, la donndée d'une partition (L. ) de lfenssuble 1.2

e R 3 o ~commi ) o Bt s o 5 3 B -
et dfun grdrs des élénents de chague ensenble C., déteraine coapletsment

une perputation & pour laguelle les U; sont les cissses dfintransitivité
de ['(s) :'si &q,85,.-.,8), sont les éléments de C; rangés dans Ibrdire
choisi, s est déterminé par les relaticns els )=a,,, pour 1skgV;-1,
aiai;i}:&@ , et les relastions snalogues dans les aulros ensembles Ci .
Benarguons slors gue, si t est une perzutation guelcongue ds Qég}s
les classes 4fiptransitivitsé ds Z‘{t3ﬁ°i) ne sopi sutrss que ;sagéﬁgem»
bles t{C.,) ; sutrement uit, il existe une corresy quanpe %lvnlgﬁqae
enire les classes d'intransitivité de I'(e) et celles de [’ (ist” },

£

PR 2 = o o 5 oS 73 g 7o o =+ 3 T T 3 Aty SRR B
telle gue deux classes gul se¢ correspondent alant méne nonbre dféléaments.

Zi@aﬁraas gu'inver mamewwg 8l 8 et s' sont deux permutations @ali;af
qu'il y sit correspondance biunivogue enire les classes Qﬁiﬁif&hﬁiﬁiﬁi Le
Gi de ['(s) et C; de | ') , de sorie gue C, et C! alent néms nombre
! _léments 7, , s et s' sont conjupudes. En effet, scient 24,...,8 )




=7 -

scient de xzéne b1""'b§7i les éléments de C; rangés dans ll'ordre tel que
s’(bk)-.:th pour 1<k ~§31~1 . 81 t eet la permutation définie par
t(ak)zbk’ pour 1<k gV g0 et les relations anslogues pour chacun des
Ci , il est clair que s'=tat”’ , 8 el s' sont bien conjuguées.

Un conclut de ce raisomnemenl gu'une classe d'éléments conjuguéds de
G p €8t carsciérisée par une suite ( 91} d'en;iers Z1 tels gue Z;Vizn >
deux suites correspondant & la uz8me classe si elles ne diffdrent gue par

l'ordre des termes ; si on impose & la suite ( V.) d'8tre décroissante,

genjugués dans c.. €l liensesble des suites déeroissanies ( ¥,) d'entieras
o it
7t tels que Zi’izﬁ ; c'est précissment ce qu'il fallsit démonirer.

. On obeservera que les ccefficients de ¢_ sont des satiers

)

Vs 2 5o b s o - e W o~ e f s & s s L S
de-lfidéal Ac_ par rapport au corps K est done formée de combinsisons
23 Ule

£ E3 3 . - A e = o B = 3 2 i = 2 ki '
lindaires des & € (o _ & coefficients entiers - inversemsnt, on peut dong
o < =l E

(38
S = ‘ L ey Raa s e * v e e
ge3 8 € iz th. d'échange ) =2 les g8 restants 3?&3}’;;)3&1:1&82}@ Ler 48s
e : 7 n : SNy & E

danz 1e corps premisz P cortenu dans ¥ . OUn en conclut gus la representa-
b

fened

(4]

L
&

orrespondant A4 1'idéal Ac  est formés de matrices &

u B
coefficienis dans P ; g f¢ rtiori, les caruciéres du zroupe @;ﬁ sont des

o % T e 3 = o a
sxercices. 1) umonirer gus, 8i ¢ >B8 , on 2 Daua =0 guel gue soit
E o W
< = s 1% on Py - o A s Y 3 Z. &
w€A . Ep déduire gue, si on pose cinw&:z‘__&(, . +28 idésux é.\é;‘; sont
L= O L W




e {56 =

et établir ce aernzer paint en ex aminaut le coefficient de e
(8lément neutra) dans a b a ¥ .

En deduire que c f 43 (remarquer qu'il existie xe 4 tel que
4, = ¢, x ) ; .
2) 8i on pose ¢, e, = JL , @ontrer que fta = n}/na , h B
est le noabre de dimensions de 1fidéal Acm par raiport & K
{évaluer de deux uanidres la trace de 1'6lément c, dans la
reprépentaticn réguliére de A , dlune part en preuant pour bess
de A les nt élénents de (ézl, d'autre part en prenant upe base

dont n_ des vecteurs forseut une base de 1fidéal & droite @gﬁ}.

>

teaseoro irréductiblies.

Heprésentistions maitricielles rgtiocunnslles de Q&ﬁiK} . Spit K un corps coamu-

tatif de caractéristique O (conc infini) ; nous nous proposcns dans ce

paragrapne d'étudier certaines represeniations miricielles (relztives

2,

L ou & un surcorps de K) du groupe linéaire & n variables &;aiﬁﬁ sur K

a
{gue nous identifierons su groupe Ln(K) des malrices inversibles d'ordre

4 toule matrice inversible dfordre n x;ex.(x) font correSanaré ane_;
autres matrice carrée inversible g(é) & éléments cans K (ou un sureorrps
Ql,da ¥), d'ordre déierniné (ié,éegré de la reyr@santati@n}g de sorte
‘gaeu§(£§}=§(§}§§§) guelles que soient X ot ¥ dans Lh(K) . Hous npous
_o@gaerups & étudier les re; résentaticns de cstle nature daﬁrissguellg

;aa hlbuauyy,de F(Z) sonit des fonctions rationnelles {4 coeff ficients

dans £l ) des éléments de X ; nous dirons gue ce soni les représentations)

B

ae t'bs raticnnel de LR(K -




HE S

W

g;ijf-y_J" ;1E #ij 3f0~; mais comme
K est fnﬁni i1l resulte dn princiye Gt mconsequence oo inégald tea

das § 13 et "i;} dans K tels que

,41 ebriques (chap IV) gue F(XY):F(X)F(Y) est une 1dent1te entre

Lracti ong ratiopnelles,- celles ~m'an obtient en remplagant les '}ij

ot n. . par des jndéterninées X300 5 -

Cette remarque va nous permettre de nous ramener au cas ob tous lss
ele%ents de F(X) sont des golznowes par rapport aux ii . En effet,
récuisons les fractions ralionnelles éléments de F(E) 4 un déncminateur
comun (L), et soit p(X) le p.g.c.d. des numérateurs des fractions

sinsi theguas ; on peut done écrire‘£{§${p X}/g( X))e(X) , on &(X)

i3
. a4
premierc entre sux ; on peul en @atrs évi&emmenﬁ sSupposer gus @{X} et

qé%} soni des zolynomes en Xij gul scnt aussi premiers euntre sux.
_ L)=F(XIP(Y) sa'écrit
-,,,i;‘i) plXL)g(Z)ja(Y)e(XY )= p(;?.)?@)@(ﬁ)&(},é)ﬁ(@

51 on comsidére aa;auoisnt les inuéterminges X335 5 om voil que 3@{5)

Cela étant, l'identité F(X

divise tous les ¢léments de la amatrice du second membre de cetie indéga-

1lité ; il divise donec leur p.g.c.d. , gui est Q(EZ)Pisi (a mn-facteur

DTés ne dépendsnt pas des xij) ; comme il est premier avsc p(Z), £

]
divise a(ZY) ; onm voit de =8me gue q(Y) divise qf{ZY) ; comme q(X)
et q(z) sont evidemment premiers snire eux (ceuﬁe ;clvgn‘ee yarég'pcrt
aux &ag indéterminées %53 et gi .), leur produit q(x,qig divise par
s&zte g{XY) . #ais ipversen v; le p.g.c.d. des ?Qlyﬂﬁﬁﬁé éléﬁ%ﬁtﬁ.dﬁ
&{}f} est 1 (sans guoi, en Qrenan» jour ¥ la mairice unité, on en sgacié%%

que le P-g-c.4. Cea éléments de G(X) est différent de 1) ;
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donc q(XY) divise p(KY)L,(X)q(Y), et coaze il est premier avec p(XY),
il divise q(X)q(¥) ; on a donc o(X¥=kq(X)q(¥), ot k est une constante
qu'on peut suppeoser égale & 1 (en rextplagant éveniuellexsent g(X) par
kg(X)). Portant dans (1), on voit de n8me gque p(X)plY) divise p(XY)

cleuire part, le p.g.c.d. des éléments de la satrice G{X)G(Y) est 1 ,

gs_.zgggnd, des €ldments cde G(X) ou de 6(Y¥) n'est pes constant ; on voit
done gue p{Xy) divise p{Zip(Y), dot finalement, en multipl
une constante convenable, p(XY¥)=p(X)p(Y), et par suite G(X¥)=G(X
on est"'bien ramené & dss représenistions dont les zatirices ont nour
velez;zentc ges Jalgnmes en X. j -

Conwu ez*cns donc une représeutaticn mailriclelle X —» F(X) de Z;E{K}

funde

3

& 1@5 €élénents de la matricse F(X) sont des polynomes uvar rapport aux

%

nous supposerons en outre que les coefficients de ces

e O dek.

o’

polynonmes sppartiennent & un surcorps al.gé’z:}riz:memeﬁz sta

zF

iﬁ;’,gp.s comiencerons ar déterulnmer la forme de la matrice F(X) lorsgue X

8l une nalrice du geuire du groupe L (X), clest-a-dirs de la forme
4o r n 9
= * - . -
)a,,ip : e& A parcourt l'ensemble K~ dec élénents 7:50 de K . 8i on pose
&( }\. J=F{A 1 ltapplication A —s GLA) est une représentation matri-
—=n 47 = -

l““ll‘“ du groupe multiplicatif X . Un doit donc aveir

]
anh

g{_@}ggwg}%@ +Ap) guels gue soient A #0 et 1 #
G(ﬂ}:_{f. _.{.A}); ls foruzule de Tuy

i 4
par:&at dfécrire g(k%%}:&ﬁ,}%?@{ﬁ )+ r—%‘?—rﬁw (A} ... , ol on pose
)

28 des f£.. . On a donec 1'identité

s = o
& ot T
4
ol S e D s 3 N f AN iz A
GAJIGI R BA IS 1)+, = (A ARG (A, ..




o

139
gui doit évoir lieu pour tout p £-1 ; comne K est infini, clest une
idgntité algebrique en | , qui donne donc; en posant P=G'(1)
(2) | A G'(A)=G6(A)R
Par une 28ze sizilitude sur G{A ) et sur P , on peuti supposer

(L étant algdbriguement stable) que P est mise sous la forme canonigue

de Jordan (chap.V) ; nous allons voir gue les matrices de Jordasn corres-

pondantes sonl toutes des matrices & un élément (o), ok a est un entier
29 . En efifet, supposons rar exesple que P soit de la forme

Aods o o0 = 0

[

5
% 00 ..
\

\

L)
@
&

-

LPidentité (2) donne alers, en particulier

) At (A) = af
{4} £ (A )+ar 1o

o :

Ces relations doivent &tre vérifides pour tout A #0 , et sont par

1

e

snite des identités algebriques ; comme £, , n'est pas identig @ﬂ@nt nul

it
e

1
{puisque fﬁéiﬁjs’} , 1 Trelation (3) ne peut 8tre une icdentité %
a=r est entier et £ gi
Bire vériTidée pur sucun polynome £40 , comme le méntre l'eoxzmen dés
t@zmea de plus haut degré suxz deux membres. '

e »YV?

La matrice P étant uinsi ramende & une matrice cisgonale & coeffici-

32 2 ~ - - S R A o f Youix i
ents entiers >0 |, l'identité (2) monire sussitét cue GIA )=Q.B(A ),
i G
~ & e i i 4 3 ¢ ~ A Bl AN e
ok Q est une matrice indépendants de A ; et E{A ) une natrice




P NG,
(s}

_ 740 ;
comme on a G(1)=E(1)=I (zatrice vnité), il vient G=I , G(Jt)-B(}L)
, Ecrlvons nazintenant gue les matrices E(A ) zont permutableq avee tou»
tes les natrices ¥(K) et qulon a F(L X)=B(A)F(X) ; on peut supposar’
(en permutanu convenablement ligunes et colonnes de E(A.)} qu'on a
jL“"f_I, 0 g ... 0

_ | 0 )\mz‘;,.k gt D

® © 0 ¢ @ 0 06 1 o ¥ 8 U Ot 6 6 o o O 6 o o 8D

a
0 g ) 1

0 ; écrivant la matrice F(X)

N

ot les m; sont des enliers distincls »
sous forme d'un tableau carrd (zgjéﬁ}} correspondant aux némes parti-
J .

tions des ensenbles d'indices que E(A ), 1a relation E( A)F(X)=F(Z)E()\)

donpe, pour i#j , A lg%jié); A %g;g {X) identiguement en Ji‘y ce guil
entraine §13{§}za pour i#] ; F(Z) est alors un itableau diagonsl de
mailrices carrées E.,(X), telles que kjkx,w,ﬁgig}iigﬁ : ce gul signi-
fié:que l@s spplications X ?Qﬁz§§} sont des représentations nmetri-

soient des polynoues homnogénes de méme degréd par rapr

de X . En résumé ;

Proposition 1. Toute représentation matricielle X — F(X) du groupe

LH(K) , telle gue les clémemts de F(Z) socient des polvnomes par rapport

aux elézeonts de X , & coefficients dans un surcorps alzébriguement

stable §3, de X , est seublsble & une somme direcle de représsntations

£ —>E (X), oh les éiénents ds F

et homogeénes {(a coslficients dan
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{epseurs irrécuciibples. Coni’oméiue,nt a la rrop. , considdérons une regrésen-

tation =atricielle X -72(3) de Lﬁ(K’), ot les élézents de F(X) sont
des polynones houzogénes de =8ae desrs £ par rapport aux 4léments de X

nous airons que f est la hauteur de la rerzrésentation considérds.
6:(5 ) sont deux suites
shgt '’ <hgf

4 elcon‘ ues de f entiers ?py.,rteuant a l'.:.PtQZ"&uiie E‘i ,n] s pous

t‘b
Qoo

(§l3)’ et si a—(a.h}

cserons = - : d'autre part, pour toute
¥ }&B G4 51 ﬁagﬁn E'O!,fgf 2 = 2
permutation seé p 3 pous désisnerons par s{a) la suite {@r}@ <h <f
£ A ~ ~
telle gue 'ﬁ-—a 4 ; 41 est elazir alors gu'on a = =
s\i’;,} . = “s(a),s{8) JaB
a;aeiie gque soit la permutation s e Q«;f . Celas étasnt, tout tolynome
= s . C : =
uoaogens de se.ve £ uar rappori sux ;i'iej peul se wettre u'une goule
"“;i“ra sous is forme 53 Ia&ﬁ ?@ﬁ , avec lz condition gus
G Is.le s;";.e sgit = 6@4, {parce que la division par
5{&} 8 g} 4 % i e~ p &
tout eatier est possible dans K) .
.. Berarguons encore que les %mﬁ ne Snents
% oy "v.'- T3 3 e s o e—ﬂe % / i
de-lz puicsance teusorielle X est une
autre matrice de L (X), et Z=XY=( §, . =
— ij A -ab 8w

guelles gue solieul les suites aety, g g,-arc:eumnt dans lg soame

96{: czi}io de toutes les suites distinctes de f entiers appartensnt

é»- Ei nj ; cela exprime en effet gue X —

est une représentation
ff:isﬂe

de Ln!‘K) sur sa puissance itensorielle

de F(X) sous la forme

w=

Hdettons ulors chanue élément o

)«—
W

: - ; : ¢ - \ e
By g;}; S kag Sap * 3VEC & guells gus s0ib
7

3
s )
8 & @f . Le fait cue X —> F(X) esi une représentation s'exprine

W




on désigns par F(U) la matrice dont les éléments sont 2, a

742 -

; Z ; - Z =
("",); ' LBY “ndas Sayys ko B,v,d tnkas®k £ 13 Fagy S
quiédoivent 8tre valables pour tputas les valeurs des §ij et nij
satisfaisant aux relaticns ‘&ijs fo et nij %O ; d'aprés le principe

a'inconsdguence des indgalités slgdbriques, ces relations sont dome des

identités algébrigues, clest-g-dire que les coefficienks des termes de

-

memesae; és par rapport aux gij et nij aux deux membres de (5) doivent
S8tre égaux. On peul encore sxpriser ceo résulital de la manidre suivants ;
= Qﬁ'rempl&ce sUX deux mesbrss de cnacune des relations (5) tous les

se décduisant dun ;ama % var ies pernutations 8 éfﬁgg
#

slai,slB) a8
par une méme indéterminde =x . , ot de ufme tous les 7 G) 5lo) o e
' L) BLD ) it

L8
mBne inddterninée Tap les polynomes par rapport aux x oble-
o}

ivent &ire identigues.

nus sux deux membres de (5) d
. : - - ?
Scit alors A lteusenble des matrices carrées (w_,) dfordre n~ sur

gusls gue scient

ie corps X souzises aux condiiions u ; -

rp .3 ot ﬁér}ig{}j} @

les suites «,B8 et 1z permulation s é(E;f ; nous dirons pour abrégsr
- ' - - - = o - , -1 '
gque A est l'encsemble des uatrices bisymétlricues d'ordre n~ . A est uns

alztbre sur X , car si (u ﬁ} et (v%g) sont deux matrices de 4 , on a

# %s(a), 8%, 001)7 2 "sla), 08 (8), 6(r)"

2; DlE g . e risultat
7 B By :
précédent joint au fazt gue lesg dlénentis de F

v%np@rt a2ux %@

g signifie gue, si pour toute matrice U= (mgﬁ} de & ,

b= X, ° zkaﬁ

l'application U —F(U) est une représentation matricie 1le de

l'algébre A . Inversement, il est clasir gue toute représentation

magtricielle U —> ¥(U) de & sfobiient d'une msnidre ot d'ume senle

N -

a,@artif g?ane représentation de hauteur £ de L (K), la matrice
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1l y = donc corresyonuauce biunivogue eutre représentations de hauteur

f de Ln(K) et re;résentalions de l'algébre 4 ; dans celts correspondancs,
& une représentation irréduciible (resp. complétement réductibie) corres-
pound évidemzent une rejrésentation irréductible (resp. conplélesent

réductible). Hous sommes sinsi ramenés & étudier les représentations

de l'algébre 4 .
- 11 est facile de voir, d¢'ailleurs que, dans lfanneau des matirices

=3
carrées d'ordre n* sur K , A est lo goug-annesu engendrs par les

msirices X(:) ; o X parcourt L {K} De fagon :lus gnglmﬁg 4 est

le scus-espace vectoriel V engeﬁdfe par ces zmatrices. Il suffit

pour le voir de montrer gue loute relation de la forme

(5 bis) >,.b u.=0
f _ o< a8 ab _
Verifice lorsqu'on remplace les u e par ies termes %@é dfune

2

matrice X 7 quelconque, est encore vérifide guand on re

des u  pur les termes dﬁuue mbﬁf&@@ bisyanétrigue gueicﬁﬂi“

lf'intersection des hyperplans qui coptiennent toules lss

-
19 | 2

P :
3 : y

4 bar leur axpreésion

Or, si, dans (5 bis), on reaplace les £

s a3
. 3 _f e ~ :
ey fonclion des B s on ¢btient un lynome par rap urt 8 ces
:L-I 2 o aé’

?ariables, gul doit 8ire nul lorsgue i‘§id f 0 , done qux 6&%

igentiguenent nul, ce sul donne les relations «;EL a3=0
. an (x),8(B)
pour tout couple (a,B), et dénontre ruar suite la propo lticn,

ul la définition de 1'al;;cbre & .

b S e Y e
'b%fy"wﬁuf avtrsae

lh'v
i
Fete
=

FEous allons dfabo:
vondent £°des endo: ar’hl 5

n .
ricl EX - 5 (o)

ugs aalrices bisynéiriques

pulssauce tensorielle de llespace vecto

¢zl la base cancnigue de B , la base csnonigue de BN/

e X
i lenceurs @ -6 € . .€ ; & parcoursnt l'ensernble de




= s
l'¢ndomorphisze g correspondsani &

e

de f entiers appartsnanti a [‘i ,n]
uﬁg matrice E;(uaﬁ) est donc défini par g(e&)z i?: u g8, - Cela étant,
pénrﬂtoute persutation B8 €Gf ; bosons s.eazes(a} , ¢e gui définit
uhigatomoryhisme X —8.%x de l'espace JE" ; on & g(a.em)zg(es(aj) =
=V%; B (a),8%8 = %;‘us(a),s(ﬁ)ga(ﬁ)=s°( %; us{aj,s(ﬁ)eﬁ) . Dire gue

la matrice U esl bisyuéilrigue équivaut & dire gue g{siea};s,g(e&) guel
Qu@;sgit % , et pur suite g{s.x)=s.gls) pour tout XGE@ et tout
ﬁ?é'(E;f . Autrement dit, les endomorphismes g gui eorraayonﬁegt_aux'

e

ﬁatrices bisymétrigues sont caractérisés par la concition d'éire

=

perioutables avec tous les zultonorphisses X —s» 8.% , dans llanneau

5 , = _ . - ‘
A (B~ ) des endonorphisnes de l'espace wacltoriel £<:). 1l revient
(B . ) 3 I

nebirellement au uéne ds dire gue A& esi le sous~-annesu de 9{ {;’»Z;}

=

.t anneasu perzutables avec tous csux du ggus-

&
anpegn B@ gngendré par les gutomorphismes x —» 8.X% ;

a.l;;é“mra EQ de @Q{) (5 ) .
Ur, ei & tout é&lémemt ;;xJQnaﬁ de l'algebre B du groupe (E;f rela-
2 £

£ S . 5 7 1A
tive au corps K , on fail corresvondrse l'endomorphisme x~ﬁ%;igglga,x
= )

S e e e gt e = PNy
gufon définit une roprdsentstion de 1'algdbbre B gur llalgébre 8 .

o 7 vren B S S 4+ 2 oy Ty 2 4 o E
Corre K eost de caractéristigue U, B est gemi-simple ; By » €tant isonor-

% X =z o L & i A S b | 3 s > o aee 2 e =) z 2 5
phe & une algebre guotlient de B |, est aussi semi-eimple. Hals alors,

Vi) ?} £ - = - sy - ~ ~ C
conme o QEQMJ} est une algzébre sgimple, on dédult du th.5 du ¢ 4 gue
£ o R == 4 -
215 = . - A 17 Ao 5 = ]
ia sous-algébre A des zalrices bipysdétrigues est, elle aussi, geni-sginmple.
= 3 - e B %tas 9 ¥ 3 3 et ¢ e 4 i
Bésumant les résuliats obtenus jusgu'iei, on volt done {en %tenant

*

2/ gue 3

LVATSY

e 4 3 i A
conple du cor. ds lu prop.2 du
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Théordme 1. Toute rc=rbsentzt10n étricielie_g‘ﬁagfé) du groupe L (K)

daps lscuelle les éléments de F(X) sont des fonctions rationzmelles

(& coefficients dans un surcorps algdbriguement stable de K) des éléments

de X , est complétement réductib; .

8 1

Hemargues. 1) L'hypothése que les élémenis de F(X) sont fonctions

P4

;E?;, rationnellies des éléments de X , est essentielle pour lz validité

-de ce théoreéme, comme le montre l'exemple suivant : si on prend

pour K le corps des nombres réels, la représentation

du groupe L (R)
n

- n'est pas _
} 2} aeug représantati@ne irrédu tibles de hauteurs différeuntes
éa groupe Zﬁé {) Qé peuvent Jamuis Eire senblablies, éﬁ? en fegtreiw
5ﬂd3$ ces re; résentatioés au ceutre de L (K) , on aurait éés
représentations iﬁﬁntiqggs.da ce cenire, ce gui est absurde d'aprés
4 la forze de ces reprsseniations déterminée plus haut, et ls défini-
Ltign ‘e 1ls hauteur d'une représeatation.
ﬁnrvaiﬁ en outre yue les ré;résentations irréductibles de hauteur f
de L (K) sont fournies par les re_ résentations irréductibles de 1lfalgébre

gemi-sinple A ; nous sllons étudier de plus prés ces derniéres.

L)

Comptle tenu du fult guec le corps K est commutatif, l'étude générale

de lfalgebre coniutante d'uns sous-algébre geni-simple d’u=¢ alzCbre

L\\

simple, faite au 24, conduil wux résultats suivants : l'espace ?@ctwr&@&

£ s - :
EC;}; consideré comme sodule & gauche par rapport & l'snnesu & |, est
cozplétenent réductible ; de facon plus rrécise, si B ~,?; L. est une

déconposition de l'arpeau seri-sizole BF en idézux a gau@me minimaux,
=7 v s 2

ot si . = Zz g est la déconposition correspondante de 1'¢lsivent unité
« 7
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ieﬁiib; en

outre, pour chuile iddul & ,suche uiniuval de l'al;cbre A , 31 exisle

de B ) E<:> est soime uirecte des sous-mouules simples e

& ioing yn invice i tel quo e .B‘ s0it isonorphe & cet iddal.

“0" veit doue gu'lon oblicudra Loute% ie2s re.réseniations irréduciibles

de l'ai vbre 4 en prepant une fanille {( ;A.) d'idéaux & gnuche minimaux

-da~ﬁo » non isomorphes deux 4 deux et telle gue tout idéal & gauche

isininsl ae B 80it iscrorphe & un 'ﬁA ; 8l dj_ est un éléuent &e ‘ZA

tel que 1 = BOCLA , les r = dj_ E‘ sont des A-zodules simples

4

corresponcant & toutes les re; xesentations irrécuctibles de A . En
. - s @ A
effet, on peul supposer gu'il existe umn indice i tel que Lé = B@@i s
done il existe u et v dans B tels que dﬁ':meo » €:=vd, ; ocn a
AR i diiea

o
v@ f = . : ' =
Eﬁa§:d, (e; .EN) ot e, B\ = v.F, ; mals, comme A est 1'algébre commu-

Lante de Bo ; 1'application x -—su.x (resp. x—>v.x) est une représen-

. e - e : S - -
tation du A-acdule ECZ) c¢gns lui-méme ; comme par cette représentation,

?.A est l'image ds ei.E, {resp. ai}:‘:@ ifimage de Fﬁ ), on en

=&

conclut gue ?A est un A-so0dule simple isomorphe & @1’” =<

rendre pour les Z. des idéaux de B, , on yeut sussi

3
&

:ﬁ@flieu de

blen rrendre des idéaux de B ; la ssule différence est gu'ici un certain

nonbre des EA seront puls (& savoir ceux gui correspondent asux idéaux

& gauche de B dont lﬁimage est nulle dans Bo)

- Ur, nous avons déterminé au %7 une telle fanille d'idésux & gauche

wininesux de B : ece sont les iddaux

. &% &
e giEr = o i — Yop =1
SChiciias 4'ioulng 3 s & varcgurant ensenblie de toutes les suites
- i:x‘: ,?;
A SAer il &~ £ ok ”‘; DA D e 53 e e % P 5 - B
Ceclolssanies %,wh CeLlg2s Qus @ =L on P a 28T UN guo.coigas
3 dedds e
h:4t S
&

L - £ 3 S s A Sy -
4 , et par suiie toules les représentaiions irrdductibles de hauteur 7
: - £ N
du groure uﬁiﬁy :
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Voyons ¢e fagon plus jrécise comnent sont formés les Lenseurs quil
conposent le sous-espace tensoriel Fa de u ce sont tous less teuseurs
CoX o% X parcourt E(:), on peut naturellezent se borner zu cas ol
=R Kye oo Xp est le produit s:mbolique de f£ vectcurs guelcongues
x

=1
de E ; les tenseurs obtsnus formerons un sgysiéxze de générateurs de F -

eE (1g1ig?), et méne au cas ok les x; sont des vecteurs d'une bass

Avec les notalions du 37, on a ¢ = a,b, ; 1l faut domc forumer succes-
8 i ik ° ° °
ivetrent b .x et a (v .x)

On peut toujours supposer gue le schéma :Z:& cnoisl st ls suivant

4 3 & Bkl +0 4 ‘
& 5‘5 4 §,§+p8‘l’i {31 fﬁg’{ 7§3@@‘§?1
+D . 2
2 g,/é—i‘(,. : 5
3 ) ¢ :
¢ §
; ! ; 5{-}*32 ..+
3 : =
- I_+
é
8. A 18
e By BytBy
@?_dé sigpnant yar ﬁﬁ,ﬁg,.,,ﬁt les longusurs des colonnes de -22&”{§zg1}.
Op peut donc éerire x=Y j Y., BYEC ¥oox %

— ' 3 = : -4 = % - : -:5:3“,‘_’,: €: 42_ o = »
¥§”1ﬁ§+ﬁ°°'xgﬁ+ﬁ2 seeesy T zgé T@t=1 1 xg%+pggfﬁt az aef;nltiens
op a b = <%3 saaq , oh q parcourt le grouwpe C( X ) des permutations

= ' : - G :
}a$ssant inveriantes les colonnes de 2, . Or, toute perﬂutat;@n

a :
aé;C&dzi&; peul s'écrire g=0,0,..q, , 0B qi{m}zgém) sim &z;;rti@nt

& la colonme d'indice i g.{m)=m dans le cas contraire ; dans ee rroduit
. 1 23 3

de itcutes les vermutsations des élémenus de 1z

€y
l}r«i
#:'4'
(‘”a
L
@)
U
o

b= R . i
ve; i; ;
de la i-éme colonpe. D'aprés la définition des g, , on a done
. & & e
? . Y § —
. - Fl > - (a0 v ) - 11 A (z)
i b=4 %e lil & = G=4 4
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en désinant en générul par A (y), pour un tepseur y dlordre k , le

tenseur y antisyséirisé,c'est-a-dire le tenseur antisymébrigue d'ordre k

qul correspond canoniguenent & y (chap.1I1). Pour obtenir ensuite
aa.(b .X), i1 faut d'aprés la définition de a, faire la somme de tous
les tenseurs p. (b .X), of p parcourt l'encemble des pernutations lasissant

inVariantes les lignes de :2“1 . Le résultat Tinal est donc le gulvant :

= . . (p)
osons cxoxtxl. - xt avee x'=x -1, puis désignons par v le
p ; p 4 2 f g i P (l) gk &5 Pc ;Yi

tenseur dlordre %

XQ e + >
- = o p
¥ 311"09 gi }é? §}1:+ggg—§-61
Avec ces Qtablgﬂﬁi on a
= . %
L i
(6) c.x= (1A (ggp*);
e é': o=t 2
On.sait (chap.I1Il) gu'un tenseur antisymétricgue dlordre k sur un

csrace vectoriel de dizension < k est pul ; la foraule précddante
prouve donc tout d'abord gu'or a F =0 pour tous les indices o tels cue

8471 , autrement dit, pour les indices a=(a,,..,a ) formés de guites
¥ : EH_ 8

/g'i
de plus de n termss.

1

L Au contraire, si r=8,<n , F_n'est pas récuit & 0 ; en effet, partons

du tenseur X pour leguel les x5 dont l'indice parcourt la i-éme ligne

dau scnéma 23% sont tous égaux & un mEme vecteur 85 les a; {1 <r)

' fq:ment un systéme libre. Alors on =z mip}wg quelle gue soit la permuta-
g%ég §65L€2§%33 el par suile ¢ .x esl un multiple entier de b%.x :
maic en effectusnt le produii Tgf Zﬁ{yi) et racportant E & une bsase

: - os1 4 » -

i 5 2~ o - A i~ 5 4 Ty oA emrg 3 Vo)
gont Las a; soni r vecleurs; ou voit alors qus deux termes guelcongques

Yt SRR Tt o = ey o e G CE S
(i&: 48 S0ime 0DUenue e peuventl Jaleig se Z“G{.x‘s}.g,.,’-::“a GON0C @8 uenseur




————

Henr

coentations de desré 1. Un dit gue les tecseurs gui forment le iA-module

a
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4 un ?@ @st L's.plication gui, & tout aulomorphisce u de E |,

e S = iy Sy
pond & la resiriction de” u

sinple Fa sont des teuseurs jrrécuctibles de signuture a:(a1,..;,ar)

G'uprés ce yui ;récéde, on peut toujours supposer gue r<n , et il est
conmode de prendre toujours r=n , étasnt entenuu qu'on cospléte au besoin

la suite d'indices a par des zéros. Un dit sussi gue a ect 1s girusturs

3
o

de la représentation irrdcductible de Lﬂ(K) correspondant a F .
Nous uzllons ciiercier pour guelle sipnature o ls représentsbion
irréductible de Ln{K) correspondant au sodule P est de degré 1 , ou,

ce uu revient au 287e, pour cuelles signatures F% el un sBous~esiace

R

vec‘,oru >4 & ung dineusicn de E.

Ba"aLHuona G'abord gue la représenistion irréductible correspondant

-

=

gil cor-
rsspondre l'aulomorphisse u, obtenu jpar restriction & F@ de l'sutomor-

phisae u' ce tensorislle f-iéme de u ; autrement dit, u

28

fa L fczre Qﬁﬁurﬁ au teuseur € X donné pur lz forrule (6), le tenscur

‘V}‘)} Cela étant, considérons le cas o& 1g

miére cclonne du SChe Zza a pour longueur p ; alors, si g est
le délersinant de l'autonorphisce u , on a, pour tout tenseur v dlordre n :
. _ % ) s kb &

n = : . '
A (_uQ(y)}:—:a. A (y) (chap.11I) ; on en comclut que, dans la matrice

Gui ccrrespond & u tous les ternes contiennent le déterzinant a

{1)

eu facteur ; quand on met g en facteur, il reste une matlrice gui corres-
&b e

zu sous-espace de E forné des

e

o5

tanbeavs ootenus en supprizant, Gans la somnze {6)9 tous les facteurs

ﬁ&é?‘?} des termes de cetle sonue. Or, il est clair cue ce soug-espace

e
(L£-n . -

esé invariant par les nuloznorphiszes u , donc est un module par

rappori & l'anneau des matrices bisynétrigues dlordre i ; il ect

en outre contenu dans le module simple ”@e; correspendant au schémg




. g..a,
"‘S
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d"Young L v » Obtenu & partir de §§a var suppriession de lu preamiére

colopne ; il est rar suite identigue & F,, . Nous arrivons donc au

reésultat suivant :

Proyosition 2. 8i le schéma dfYoung 23& & ses e prexiéres cglonnes de

lopsueur n , ls représentation X —>F(X) de L (K} correspondant & 2,

est sesblable & la représentstion

1 — [X)° &)

=

o X-—>G6(X) est la représentation gul correspond su schéma S, obtenn
= p==3 S . g}? e

par suppression des e preziéres colonnes de Zj& :

s
53

Un voil donc que toute représentation irréductible de L (K) est de

&

n8ze degré qu'une représentbation corresponcant & un schdina dont toul ss

ies colonpes ont uvne longueur < 1n , ou encore une re.résentation de

ke

e

5 gmaturs &:(mﬁj..«ﬁaf) ob. & =0 On peut donc se limiter & comsidérer
5 &
ies re *rﬁsuncatlons de cette nature pour chercher les représentations

édu tibles de degré 1 ; or, il n'y a aucune représentation gqui ait
@@t S pr@prlate, en dehors de la représentation qui fait corressondre
lgun;te & toute matrice. in effet, re;renons les tenseurs x pour lesguels
ies xs dont 1l'indice apparticnt 4 la i-&me ligne de ‘21 sont tous égaux
g_mn;meme vecleur a, , les a; étant linéairement indépendants ; les
t@ﬁgeurs C,-% correspondant & ces tenseurs x forment un espace vectoricl
ayant plus d'uns dimzension, comme on le voit en remplacant dans x un V

des ai"par un vecteur bi indépendant des a. (vecteur cui existe, puis-

i
¢ve le nombre des a; est < n). EBu résumé ;

OyGEltLOB 3. Toule représentation du "remier degré X — p(X) du

telle gue p(X) soit un polynome par ra.port sux élémanés 
o : : >

y:guae uﬁ(K);

» 88 e est un entier > O .

==

de la mutrice X , est de lu forme X—1X
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~Uette projosition, jointe au th.1, résout coznplétement le pn bléme

posé au aébut de ce paragraphe :

- Thooréme 2. Toute re risentation irrdduciible X —>F(X) du groupe LH(K),

dans lajuelle les éldments de F(X) sont des fonctions rationnelles des

élenents de X , est sexsblable & une représentation ds la forme

(7} = X — [X1° s(x)

ob g est un eatior positif ou négatif, et X—> G(X) une représentation

de signature (ay,..,a, ), avec a =0 .

Gn d;t gqus la représentation (7) est une regrésentation de signature

(az+e, 2«@,,.439) & toute suite décroissante @:(aﬁgaz,.c.gaﬁ} de n

entiers popitifle ou nésatifs correspond donc uns représentation irréduc-

tibvle de LQ(K}, st (& une sizilitude prés) une seule, deux représentations

48 signatures différentes n*ét&nt Jaaaies semblables.

ke yr*uu;t roneckérien de deux re;résenbations de Lﬁ(K) de type raticno-

nel est éviaemm@at ¢ricors une représentation de mérne type ; en particu-
1;%%; el on considere le prodult kromeckérien de ueux clusses irrdducti-
bles {de type rationnel), on obtisnt une combinaicon linésire & coeffi-
c;ents eatlpru ygcztlfs dtun certsin nombre de clusses irréductibles ;
ia coicul de ces cosfiliciculs peul se faire 4 l'aide des curactires

des deux clusses dont on fait le produit, et om montre gqu'ils sont

enfl re,w“u d3terzinés par les signatures de ces deux clusses ; nous

n'abordons pas ce calcul dans cet ouvrags.

Conirasrédiente d'unme représentation irréductible. La contrsgrédients ( 2 6)
dfune rejrésentation de type rationnel de L (K} est éviderzent encors

¢g Type rationnel ; si op considere une renrésentizition irréductible
= of ks 7

: a3 Aot s hl . 11 oz s e R e 2
talion irrzdéductible ; nous ullons déaocnlrer la propositicn suivante




|
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Prorosition 4. La contragréviente d'une representatlon de 815nature

(aq,...,a ) est upe representation de 8igzpature (-a ,...,=a1).

L8 démonstration reposera sur une propriété élizentaire des caractéres
des representations irréductibles de I, (K} (comme nous 1'savons dit plus
haut nous n'abordons pzs le calcul conplet de ces caractéres).

Consiuérons d'abord le cas of %, >0 . Soit (ai)i <icnp 1Be base de B ,
choisie une fois pour toutes. Oz sait Gue le sous-espace F, des tenseurs
irrécuctibles de signature a est enéendre par les tenseurs c,-x ohx

ar cgurt l'ensenble de tous les produits syvmbolicues de £ vecteurs pris
—m&

garml ies 2, . On peut donc trauver une base de F formé d'un certain
vQsza de teuseurs oy (1<hgr) du type précédent ; désignons par
,A ie QQ4§36 des vectﬂurs égaux é’&i dans le produit synboligu Xy ;
on a ﬁs ;'Q et 22 i T ; nous diroms que laz suite
)\,z)\ jL } ' - -

- ( 4h M op, ..., Apy) 88 le poids du temseur ¢ .x, .

re .y,

. wonsidérons zlors i'automorphisme v de E défini par les relations

ies ti étant n élénents arbitraires de X : u , rapporte

& la buse (s.), corresyond a 1a matrice diagonale T , dont la di agonale
. i - |
2ot formée de n élé~ents erbitraires t~ . On a tzig
. in Aoy |
e S = renan i1, 1a metrice T a4 !
(c&,xn) by i, tn (c Xy, ) ; sutrement dit, la matrics Z, gua

correspond & I cans la représentation de L (K) de signsture o , est

ncore uvne mutrice disgonule, dont 1a ﬂ;qbgr le est formée dss produits |
- - Jéa |
ih 4ﬁ Bh

4 L
@ 1%

1

~ e 5 o W e
2

n
Un en conclut que le caractére de T dane cetie représeniation est

le ?Glfzcﬂe en tq,tagw.,,t
§

z 2h A,
{u} xS 0
' ‘ﬁs.‘i 1 = 4

“’3




seconde ligpe de

s -

Ordonnons lexlcographlquement les poids des teucsurs C,-X en posant
({‘.1,..., J\n)<( ;J,i,...; F’n) s8i, pour le plus petit indice i tel que
.Ai# B;i »oma A;< Wy - Pour cette relation d'ordre, le plug grand
&es poids des tenseurs c «X non nuls lorsgue x parcourt l'ensemble des
prodults synboligues de [ vecteurs pris parmi les a ) est (aﬁ,.,.,an) .
&n effet si dans X=2,25. .20 il y 2 plus de e, lacteurs z; égaux a 8,
les 1nd1ces i aydnt cetle propriété, considérés conme des éléments du
schéma Zia., sont teis gue toute colonne du schéma contient au moins
dsux de cee indices, el il en est encore ainsi pour tout schéms ge‘EZa
Za'forﬁule (6} prouve alors gue C -x=0 . Si a; des Tacteurs z; sont
égaux'a a, , on peul toujours supposer, par une permutaition laissant

rvmrlant&s les colonnes de 22(& ; Gue les indices de ces facteurs sont

caux de la preziére ligne de 2i, 3 le 3€ie raisonnezent prouve slors

et

t a'i

L44]

O

gu'il ne peut y avoir plus de Gp aulres facleurs égaux & as J

en a exscltesment 8, , on reut supposer wue leurs indfces forzent la
g - Yb poursuit le raisomnezent par récurrence, st
Qn voit gue le plus grand poiés possibie sera obtenu en premsnt, cans x ,

tous leu Facteurs dont l'indice forze ls k-iéme ligne de 3. ,:’gaux

(a8

éfak ; hous avons 'éjé U ciadeﬁsus gue le teuseur C,-X currespondant

est bien #0 .

~ Ue la v8me maniére, on groave que le plus petit des poids des

tenseurs C,-X non npuls est (&nz.,cﬁma), vomne on yeut toujours prendre
&

03

une base de F_ contenant un tenscur e plus grand poids {ou un tenscur

('\\.
)
{0
e
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? q
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de plus petit poids), et ¢ue le carasctére X .(2) est indé

baﬁg choigie, ou voit gue, cans le v iynome (8), dont on ordonme lexico-

2
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Il;est immediat yue ce résultat est encore valable lorsgue on ne
Bu;pose plus nécessairemcnt @, {0sitif, en vertu de la formule (7).
Cels étant, comze I, est une ma?rice diagonale,vsa contragrédiente

est icenticue & son inverse zu ; donc le caractére de T dans la

g"«"‘

reﬂra entation contraggrédientie de celle ve signature a slobtient en
raﬂplagant dans le poiynome (8) chacun des exjosants ijh par son
[o¥eadlo)=1%) ; 1l est izmédiat alors cus le plus grand des degrés des monimes
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