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51 Formeq bilindaires et dualiiés.

1 ., Pormes b;@iﬁéaires ;

Soient A un anneau (commutatif ou non) ayaav un ﬁém nt pnite

soient E un A-module unitaire & gauche , F un

5 if@it . Nous avons défini (chap.Ill, App

me bilinégire sur EXP comme une application £ de E ¥ dans & ,

satisfaisant aux'ideﬂﬁités

i

T il{);}rafuy }"“‘f{}{ S?.“}".s.(?,ﬂ’?? "‘
f(x"’rgiﬁ 9}7}gf¢<}§5‘3’y}+f(x‘? gf}l

f{#(}igj/_.'g‘g‘“% :\)} ;

- { pour sc€h , Beh
fixay%} £(x,

Rappelons (chapoIIIQAppoligﬂ@EVPPOpc2} gqu'il exisie une correspon-

< £

?&
¢

dance bilunivoque canonique entre les formes bilindaires sur ExTF

e . = = s i
et les applications linédaires de E dans le dugl ¥ de B | ainsi

quentre les formes bilindsires sur EXF et les applicetions 1liné-

aires de F dans B . De

©
£

préeise , pour tout x<=FE , Lla

)

ac¢

Z g

cgtion partielle y5>f(x,y) est une forme linéaire sur ¥

9 O
=R
b
©
£

la désigne par g(x) , on g identiguement
(3) t(x,y)={elx).yy &
a

B ° - 2 o =
ou g est une application linéaire de E dans F (qui est ., comme E,

un A-module & gauche) ; de méme , pour tout y=F ., l'applicatior

s

ok

m
0N
i' Mo

S

partielle x5 f(x,y) est une forme linmdaire sur E ; si on ig

(] Rappelons que , comme F est un module 2 dro ;tg , On note
<yv9¥> la forme bilinéaire canonigue sur F¥xF (chap.IIl,§ 4,n°1}.




gne par hiy) , on a identiquement :
(4) , fixpy}:{%ghéy}}

- = I3 % f % a &%
et h est une application lindaire de F dans B { A=module & droite;.

- 2

= a > - o . ‘%
Inversement , & toute applicati on lindaire g de E dans P {resp. & toute
%) 1

application lindaire h de 7 dans a formule (3) (resp. (4)) fait corres-

pondre une forme bilindaire sur ExF .

PROPOZIITION 1 .- Larsgue % et © ont des ¥ases finies , les gpplications 1ind= |

aires g et h définies par (3) et (4} sont transosées 1fune de liautre -

=

13 est sous-entendu daans cet noncé que E &%

&

sont 1dent1f1és cagnoniguement
3 leurs biduals {chap.1I,§ 4,n%4) ; 1la proposition =8t alors conséquencs de
1

identité <g{x)9%} <%9 ggy},kgkgniy;} gui montre que h="g .

Fn particulier , lorsque A est un 'GfES , E et F des espaces vectoriels de

-

dimension finie sur A , il résulte de 1a prop.l que les rangg de g =t de h BE

2

sont dpanx . Ce rdésultat est encore valable lorsque E et F sont des espages

vectoriels quelcongues {de dimension finie ou non} ¢ en effet , 17identité
gg{x* }zi%;h{yz} montre que si y est orthogonal a g F} n{y)=0 et récipro-
quement : si g{%) est de dimension finie p dans i h{O} , orthogonal & g{®),

es5% de codimension finie p EEH dans E

méme rang (en entendant par 12 qus si 1'une de ces jeux applications a un
yang infini , il en est de méme de l'autre).

DFRINITICN 1 .- Rtant donnds un espace vacioriel & gauche E et un espace vec-

T

toriel & droite ¥ sur un corps K , on appelle rang &% d’une forae bilindaire

f sur BxF le ranc de chacune des deux applications linéaires g,h définies

b

par (3) et (4} -

o ., Tranéformée dfune forme bilindzire .

Spient A un anneau avant un é1ément unité ; soisnt E.E, deux A-modules uﬁi—

s - 3 3 5 b | > T
taires 5 gauche , ¥,P, deux A-modules unitaires a droite . Soient u une appli
cotion lindaire de B, dans T , v uae application linéaire de P, dans P . Si




ex
£ cct une forme bilindaire sur ExXF , 1l'application {xlgyl)w?f{u{xl};?{yl)}
est une forme bilindaire £, sur E 3iF, 5 on dit que Iy =s% transformée de la
forme bilindaire f par les applications lindaires u et v . Soit 25 1'applica-
tion lindaire de El dans ?1 qui correspond canoaiquemeaﬁ é fl s op a , par
= N/ % : e - ¢ 33)

] : = ¥ 2 J cre vig - ; 5
aéfinition éél(xi}gy%? %g(u(xl))gv(ylﬂig ou encore { (elu(xy))) 9y%
$<é1<xl>9yé> , autrement dit
£5) gla&%@g@u

On voit de méme gque si hl est 1l'spplication linéaire de P, dans E, gui cor-
respond canoOniquement & fl , on g
: : =
{(6) , hy="ushev -
Lorsgie E et F ont des bases fin‘es sur A et gue A est commutatif , on
sait (chap.III,§ 1,n%5) qu'on peut identifier le A-module des formes bi-
= ¥, »
lindaires sur ExXF avec le produiy tenscriel E& P des duals de E ef
de F ., le produit tensoriel x'gxy’ de deux formes lindaires x“ggE;&g
P &tant identifid & la forme bilindairve axgd}sﬁgngi}%yQyZ;c Soiaré
de méume Ei,Fy deux A-modules ayant des bases fiinies et soit u une sopli-
cation lindaire de E, dans E , v une appiication linéaire de P, dans P;
o £ e
ia transformée par u et ¥ de la Fforme biliméaire (x,y)—»dx. x5
4 L I L = LT s § J=2d X RN
est la forme pilindsire (x y=3uafu(xﬁ}cz{¥{?{vq‘,ﬁwx=
g \ZXq5¥q /P4 1/ 3% pAVAYS )Y
‘f) { ¢ {"' f:- : CESes g oy - yo2 Foho
= Xﬂg b'¢ } jl ). s autrement dit , c'est la forme bilinéaire
mx )& v" 1) . ou encore l'imagze de x'®@y’' par la transposée de 1l'ap-

plication lindaire u@vw {chaprII9§ 1,prop.12)

% . “gtrice d'une forme bilinéaire
Soient E un A-module unitaire 2 gauct , F un A-module unitaire & droite

et supposons que E et F aient chacun une base finie sur & . Soit {a,},

une base de E <‘j)1<f’ une base de P

des &léments de E et F respectivement ;

~

: f(chi}:Z




h

\
Saan?

re £ sur EXF

oo

S1i oz pose ggﬂzx‘ei bj , on voi% qu'd toute forme bilinéa

c@rraﬁnaﬁd ainsi une 3patrice Rmé%iﬁ) & m lignes et n colonnes , & éléments

‘dans A ; on dit gue R est la matrice de la forme bilindaire T , par rapport

sux bases (ai§ et (bj)o Inversement , pour toute matrice g:@%ij} 4 m lignes

: |
et une seule sur EXFE

2

ste une forme bilineaire

m
=

et n colonnes sur A , il
telle que -(a b. ;wf:{lj L£icm , 1=j<n).
D'aprds lag formule (4) , on a <ai,h(bj}>=a{ij , ou encore , en désignant par

R

1z base duale &e'(ai) dans EX (chap.II,§ 4,n°4) | h(bj)ziﬁsa%%§; :
: =g o 1)

5! ot
cela montre que lz matrice R n'est autre que la matrice de l'spplication 1i-

Y

néaire h de P dans F¥ . par ra ppﬂrt aux bases (b ) et (a ) . Si on identifie

S 5

comme d'ordinaire un élément y“;f b, % de F 2 lg matrice & une coclonne Qg%;g

a0 <
un é1lément w’w;ﬁ=a§%ﬁ de B3 la matrice & urn- cclonne § ) {chap.II,8§ 6.,n%)
s
on peut éerire hiy)=R.v (chap.II,§ 6,n°4 ,formule (10)) . D”aprés nos conven—

tions générales (chap.iIl,$ 6) E . qui est un A-module & gauche , peut 8ire
considéré comme un module 3 droite sur 1fanneau A° cpposé ZX 2 A 5 un élément
x:%% ?iai de E doit alors étre identifié 3 1z matrice & une colorne {gi) >
dont les Al1éments doivent &tre considérés comme appartenant & A° ; 1la trans—
posée £x de cette matrice est alors une matrice & une ligne , dont les &1é-
ments doiven? &tre considérés comme sppartenant 3 A , et la formule (4) égui-
vaui 2 f(xgy}:ékoh(y) (ef.chap:.11,§ 69fsrmﬁle (135))Y. B étant fdeﬁtifié 3 son
bidual) ; en d'autres termes , on 2

{7 f(xgy):bksguy =

b}

»

u

i or consid®re E et P comme des mcdules & droite sur A° , %a matrice de

5
Y

1ltapplication lindaire g , par rarport sux bases (a

2 0x 2 )
i

et’(b%) (duale de (b.))

est la transposée éR,; comme il résnlie de la prop.l

Lorsque A es* un cOrps , le rang de la forme bilindaire f est donec égal au

de =3 matrice R par rapport 5 des bases quelcongues de E et de P . —




Soient E, un Aamoédle unitaire & gauche ; F, un A-module unitaire & droite ,
ayant des bases finies . Soient (e }?<q£p une base de E; *T{&k}Lgk<q une base
de B Soient v une application linédaire de Ey dans E , ¥ une application 1i-
néaire de Fl dans P . Soit Q la matrice (2 éléments dans A) de v ; par rapport
aux bases (&k} et (bjﬁ . Diautre parﬁ g quand on comsidére E; et E comme des
A%_modules & droite , u est une application linéaire de BE, dans E 3 seit P sa
matrice (3 &léments dans—é°) par rapport aux bases (ch) et (ai)_o La formule

{6 formute (7)) montre gue 1la matrice de la forme bilindaire transfor

g
S
©
G
bt
m

=

s

®

My
hasd &

i

M

$9y1}sf{u{x1}9v(y?}} par rapport sux bases (¢, ) et (4, ) est
(8) n-%50
Considérons en pawxlcullev le cas ou ElmE ; P-=P , et ol u et v sont respec-

tivement les applications identiques de E et F sur eux-mémes ; P est alors

la matrice de passage xchag I1.8 6,n°9) de la base (a

la matrice de passage de 13 base (bﬁj 4 1o base %d?} : 1a matrice R, est alors

=

la matrice de £ par rapport aux nouvelles bases-{chﬁ‘et‘(dk} ; et 1a formule
(8) Aonne son expression sn fonction de la matrice R de f par rapport aux an-

ciennes -bases (ai} et (bj}

4 . Pormes sesqguilinéaires .

Si A est un amneau commutatif (avant un élément unité) , E un A-module unitai-

re , on peut considérer E & la fois comme A-module & gauche et A-module & 4roi.

te , et par suite définir une forme bilinéaire sur EXE (chap . 111.,§ 1 n91l):Ce-

n'est par contre plus possible IRFENEE en geénéral lorsque A est noﬁ commaita

.-lo

c
tif et que E est un A-module & droite , mais n'’est pas muni d'une structure de
A-module & gauche . Toutefols , on peut généraliser , comme nous alloans le
¥oir , la ndtion de forme bilinéaire , lorsque A est non commutatif , mais

isomorphe 2 l'anneaun opposé A° . Autrement dit , il existe alors gu moins une




=5
A &
applmai,lcn 'bwunlvoc;ue }w&;}s de A sur lm -méme telle que &"1"”" =} +§4, et -

G‘
: (‘}Q%a} :A%L )\ ¢ yune telle appj.lca’tlﬁﬁ ﬁ“anpelle un antiautomorphisme de. lgan«a

neau A 5 clest & la fois %? 1somorpnlsme de A sur A° eﬁ de A° sur A 3 1‘appli
cation ’r"ec:.pquue }g«g}g est aussi un antisut -omorphisme de A .
Exemples .- l) Pour un anneau cammutatzf i noticn d'antiautomorphis-

me se confond avec celle d'automorphisne

2) Pour toute algdbre de quaternions A , Op a vu (_chaf);II § 7,n°8) que

l1igpplication x~a{§f‘qui fait COZT@SPOE&Y‘E 4 chaque gquaternion son conju=
sué,est un antiautomorphisme .

3) Soit M un module unitaire sur un anpeau commutatif C , et soif A=

ZRYE =T(M) l?algé‘b:fe tensorielle (chapaillﬁ 4,n%) sur M . 51 , & cha-
que tenseur decompﬁsa‘ble xlx,eaxﬁ on fzit correspondre le tenseur décom

posable x Xp».=1°°x231 > °on &efmlt une application .?,:mealre ’olwz.voque

P
z-»7' de A sur lui-méme . dont on vérifie aussitdt gque c'est un antiau-
tomorphisme . On aéfinit de la méume manidre un antisutomorphisme de

1'alg2bre extérieurs B::ﬂ“!f sur ‘M {chnap.TI11,% 5,n°9).

4) Le ¢ posé de deux antiautomorphismes d“m anmeal,. A est un autoznor-==.
phisme de A ; le compasé d'un antisu rovmohlsme et d'un au‘comorphlsme
{ou 4'un au’comcvrphisme et dfun a;m;:.aummmphlsme, est un antlau.tomorphl
sme
o . e“ > a 3 - -
Soit donc )\»—)) un entiautomorphisme d2 A . Si E est un A-module & droite,

6n peut alors définir sur E une structure die A-module 2 gauchc zu noyen de

. Lo
1'antisutomorphisme &  en prsant >v= pour tout x€E et tout Aé!& (1les

sxiomes des modules & gauche se vé’rifiezzt sussitdt). Pour éviter toute comfu-
sion , nous désigrerons par E. le A-mcdule 4 gauche ainsi défini . Nous pou-

vons maintenant considérer une forme bilindaire sur E_XE ; nous dirons quiu-
B e s o TN




=

ne telle forme est une forme sesquilindaire (relative & 1'antisutomorphisme
&) sur EXE gou , par abus de langage , sur B} ; il revient au méme de poser
1z définition suivante :

DEFIVITICN 2 .- Sﬁit}kfy}f‘uﬁ.aﬂtiautomorphisme'd”un anneau A . Si E est un

A-module % droite , on anpelle forme sesquilindaire sur E XE (relative &¢)

une spplication £ de EXE aans“A , qui vérifie les identités (1) et

& <
Xty ¥ )=l £(x, )
fixsy*{%\*f(xsy}g

Lorsque A est commu atlﬁ s ume forme bilindaire sur E%E peut donc étre con-

(9)

]

sidérée comme une forme sesqulllnéalre ﬂarrespondant &4 1'zutomorphisme fden-

tigue Ae A sur lui-méme {qui est dvidemment dans Te cas un antiaatomorphlsme)=

Laraﬁue E est un A-module 3 gauche ; E peut &tre considéré comme AC-mO-
Aule &= Aroite : une forme sesquilinéaire sur E;&E relative & o, véri-
vfiera doﬁc les conditions ‘
‘ {f(otxsyhf(xgy)f
£(x,8y)=p1(=x,5)

gui correspondent 2 (9)

Remargues .- 1) Les relations (9) montrent que , si £ est une forme ses

"Q

quilindaire sur EXE , relative & l'antisutomorphisme & ; f4(x y)=
% L

‘,V = y 4 3 5 o
=(#{y,x)) est une forme sesquilinéaire sur E E , relative & 1'anti-
4 7
automorphisme =, car on 2

(£(y,xx))” —cf(vgxw o (elyen)

et (2ypaf =Frn) ~Em0)p -

2) Si f est une forme sesquilinéaire sur EXE , relative 3 l'antiauto-

morphisme 0° , et'f un scalgsire Z0 , 1la fonction fl(xgy)=€f(x,y) est une

% .-- o 3 e - o o @
Porme sesquilindaire sur EXE ; relative a 1Vantlautomorphlsmek-af)tE“i

e
=

car on a fl(xx;y}xff{zav, =(§. ¢

}{f{ vfm(gv g )lex V)i




{

5 , Propridtés des formes sesquilinéaires - :
Spit P une forme sesquilindaire sur EXE (relative 25 ) ; pour tout x£E ,
e 1= & droite B ; si nous la dé-

y=f(x,y) est une forme lindaire sur 1
signons par g(x) , on a encore la relation
oo g ey
<3> ; f{xay>ﬁ{g{X}9YQ -
En outre , la premidre relation {9) montre gue g(x@ﬁg%”g€x} : en d'autres

termes ;, £ eg@ﬁpne application linéaire du A-module & gauche E_dans le A-mo

=

dule & gcauche iy ; on peut aussi considérer que g est une application semi=11

néaire (chap.Il,Appendice} du A-module 3 droite E dans le A°-module & droite

_ ¥ . : A < = :
E, relatif 2 1iigomorphisme & de A sur A° . De menme , i'application x —

: & : Z s . - = : 5 5
—>{f(x,y)) est upe forme linéaire sur E.; si on 13 désigne var hiy) ; on a

£

{ .“»<,j‘,,"’..\ %
{ = DY) X}
&

&

jed
St

(a’w"“
: D5} s = - e o
et cn & h{yp}:ﬁ n{y) : % est domc unes application semi-lindaire d= ¥ dans

2% =
2 7 N oL o = . 52 g o = o
w” celotive & 1'isomcrphisme ¢ de A& sur A° . On deduit aussitét de ces for-

males que ,.iorsque E 3 une base finie ;. o2t b sont transposész liune de

1:autre (chap.II,Appendice , n°4j.

Torsgnz A est un corps , g et b oot méme Tang 3 Ce rang est encors appelé lie

rang de la forme szsguilindaire I

¥

Soit F e second A-moduie & droite , B le A-module 2 gauche déduit de F com
\v,?

me il a &té expliqué ci-dessus ; si v est une application lindaire de P dans

T . m est aussi uns application lindsire de F_édans E_, car On 4 ulix)=
4 it < <
v T LR e = 5 :
—ulxh J=ulx)A =pu(x) par définiticn des structures ce i-medule de E.et B .

N B 3 e Lo A A B A = 3 S s
Cela &tant , si u =28t une gpplicstion lincaire 3e P dans B ., 1'applicetion
TS ~ 9
B ® , ou’on ap=
w3 sipy et h
P .5

cont les applications semi-linéaires de F dars P gui sont assocides ® 3 9

>




0 , 5= Segen
(12 ' : hlz&uahwu -

Supposons maintenant que E admeite une base finie , et s0it (2;) 3¢5, URE

25
~ > ] —
base de B 5 s8i Xx=2 a;%;‘ s yzz 2.4

. , on 2
< 2
Lot l izr =
4 2 X %
fﬂxgy}ﬁzxiﬁii—{ais»aél’és °
4=
A Y “,J : < < V2 o
Si on poseod, jzf(aigaj) , 2 toute fsrme sesqguilinéaire £ sur EXE cofrespond

ainsi une matrice carrée ggﬁxéﬁ} dﬁorére n , 5 éléments dans A ; on dift que

R est la matrice de la forme sesqgu ilinéaire f par rapport & la base (ai}ciﬁa

versement , pour toute matrice carrée B={(e(, .} d'ordre n , il existe une forme

sesquilindaire f et une seule {relative & g } telle gue iaaaga J=8l 13 pour
1<i<n 1<3<n . :

14., =4
5

= o : -
)= of. .a! ; antrement di%t ; R est 1a metrice de l'application semi-
J7 gxs 13 l = v :

lindaire h , et KEF tﬁ 1la matrice dé z {transposée de h) par rapport aux ba-

it (a}) la base duale de (as) dans EX : on volt comme au n°3 qu'on 3

ses (ai) et (ai) (ces matrices étant considérées comme syant leurs é€léments
dans A°) 3 la formule (7) est remplacée par

(13) , T(EE £(x,5)=5" .R.y :

{ou les éldments des matrices &% , R et y doivent &tre considérés comme ap-
partenant 3 A). Si A est un coOrps , le rang de la forme sesquilinéaire f est
donc égal au rang de la matrice R - |
Enfin 501t F un A-wmodule a iroite ayant une base Ilnze , et soit (b

une base de B 3 soit u unme applicazi@n linéaire de ¥ dans E ; et soit P sa
matrice par rapport aux bases {b?> et (ai} . Iz formule {11) {(ou la formule
1%3)}) montre gque la matrice Rq de la forme {zl§ri}epf{3axj) ufyz,, transforf-

ooy

mée de f par u , est donnée par la formule
{14) R-gn‘P SRl
S = 7 S

Sommes directes de formes sesguilinéaires

(@)
o




Suppogons que le A-module & droite E soit somume directe de m sous-medules Ei

{l£i<m) . Pour chasue indice i , soif £, une forne sesquilindaire sur E;
toutes ces formes étant relatives & un méne antisutomorphisme - de A . Pour
tout csup e (x,7) d'81lénents de B , soit x:%%:zq S V=23 pix of y; appar-

iz = e 2
tiennent 2 B, {1<i<m}; si on pose f(xgy):E%Zfifxigviﬁ , i1 est clair que f est
: e B e ;

une forme sesguilindgire sur (felablwe & & ). On dit gue f est scmme directe
des m formes £, , et on éderit F=2s f, . Cette motation se justifie si on remar
.que gque chacune des formes £, peut se prolonger en une Torme sesguilinédaire

sur EXE tout entier , en posant fi{tgj?aﬁ BEOELLRYT I XXEXXXEE lorsque x EEXE

-2 e

o1 v appartient % ;; B,

- - . . . .

Le dual B de E peut alors &tre identifié canoniquement 2 la ‘somne direete des

i,

- ¥ . - = - -

duzls E; des sous-modules E de B {ehap . IL S 4 n% vrop 5) & 51 o l'appli-
e * = .

cation semi-linéaire 1e El dans Ei telle que lh\xﬁ;y?}aééi{xﬁﬁsyo> oL si o

une base finie de Er , R; la matrice de f, par rapport & cette base ;

ai B est la réunion des Bi ; qul est une base de E , 1la matrice de f par rap-

/% 0 0 0N
Ef‘“‘_&. %
B 5 0 0

QGG 0.0 ¢ 00 . 0.0 0 & 0 &6 OO ;

f.s”

\e 0 B, -

Lorsque E est un espace vectoriel sur un corps K ; le rang de f est la somme




a e o o

tive 3 a) équivaut 2 la donnée d'une application semi ~1inéaire g {“e1a¢ﬁ

4 g ) de E dans som dual ¥ (nos) . Cela permet de défini® diverses. applica—

tions semi-lindaires dans les espaces tepsoriels sur E (chap01719§ 4} . Consi-

dérons par exemnple 1'espace Tg(E} des tenseurs p fois contravariants et g

fois covariants sur E 5 si 3 tout tenseur déconpesable zaxiuayP;i?éJ,x on

: q
falt correspondre le tenseur xgnaxpg{xl}x{ogx& , p=1 fois contravariant et
g+l fois eovariant , on Géfinit de la sorte une application semi-linéaire

=

{pour o) de Tp(E; dans mp l(P) on di%t que cette application consiste &

o

faire descendre le premier indice csﬁt?avarlaﬁt d’uan tenseur de W*_ﬁ (au NG

e

en de la forme sesquilinéaire f} . Lorsque E admet une base finie , il est
facile dfexprimer les composantes Gu tenseur ainsi obtenu & l'side des compo-
santes du tenseur iaitial , par Tapport 8 une méme base (e

matrice de la forme se:auwil daire £ par rapport 2 cette base ; =i

3 3 ? D 7 u
5§ e o > - I & G T S o
: = ) sonf les composantes dfun tenseur z de Pe(W) pay ToppOTh o Cohe
(}'9)2.,;' {;(., Q i
= ES !« ¢z { o d
Ao o ? ‘(’ F l 5. T P e g PRy e T Y e e & e
tz base . \ } celles. du tenseur Obtenu en faisant descendre le pre-—

#@Q, giaz
dice n@n+ravar1daf de z

&
‘ =13
®
H
Q.J
.

contravariants

v dfune partie J de p €
£

Soit J_ une partieunon vide de J
= ~Ex | 3 Lt o 52 2 SNPTOoOSTOTna e ] b

:ylygcnyp+q un tenseur décomposable de G ;3 faisoms-lul correspondre le ten-

ou & R

Seur ¢ ompo 1 ot
ur décomposable t 5, b %{?} 7,

i
onfdéfinit de la sorte une application semi-lindaire de G dans un mcdule de




i
[0
N\

f
\

dtél ments de JO).; on 41t encore qu’elle consis®e 2 faire descendre les in-

dices contfavariants de l'ensemble J (a 1'gige de la permutation Yj et'&e
la forme sesquilindaire f). ‘/ ’ '
Bornons-nous dans la suite 8s ce n° au cas oil B aimeﬁ'ume base finie ; on
salt ailors (chap.I11,8 1,n%5) que ie»ﬁcdule D{L) des tenseurs p fois cova-—

riante est Aananlquenent 1somor§he au BEAHYIE dual du medule TP(E) -des ten-

I3
)
{n
t=hy
F.l
)
‘.Ja
o)
{sed
o]
)
v
O
o]
‘\«
fede
i

seurs p fois GOntravarlaJ%s ; d'aprés ce qui précdde , ©

catian semni-lindaire de TP(E) dans T (E)} (relative & ¢ ) en faisant corres-

o)

pondre 2 tout tenseur contravariant XXy oX, le ternseur covariant

Ly

g(xl}g{xz}gog(xp} ; 1L'application zinsi définie est 1z puissance tcnsarlekle

p-2me de g (chap.111,% 1,n°4) ; nous lan oterons encore g si aucune canfusion

s

cetie forme est 1'extension canonigue de £ su module TP(E) (ocu puissance fen-

soriel’e p->me de f£) , et ncus la noterons emcore f si aucune con fusion n'en

résulte ; cette extension est donc définie par la relation

i

(15} f{xixgoog 5Y1Y5¢ jp}:zéxlgyz}f{xggyg};cf{xﬁgyy}
péur tout coupie &;tﬁeﬁsehws décomposables LEXZQSXngwiyzacyp_c
Si R est la matrice de T par rSpport & une base (@ir de E , 1a matrice de
son extension canonique & TP(E) , par rapport & ls base de ce module , pro-

quit tensoriel de (ei) p fois par elle-néme , n’est autre gue la puissance

tensorislle p-Sme de 1a matrice R fchap.IIi,§ 1,n°6).

De méme , le prolongement ®=anonique de g & 1°algébre exiérisure {iJ sur E
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sulte pas de confusion)

est une application semi- 1in5aire-{§sur - ) définie pour tout p-vecteur dé-




cafnnﬁsable x- /‘ax ;‘hnﬁ.x , par la formile g(x Ax A ...AXx )=

=o(3 1}}%2(X2)iio=a/\g(x ) {chap.ITI1,§ 5,0°9) . Comme /AE” est identifid au

module dual de /3 (chab 117,88 8,n%2) , ce prolongement canonigus de g défind
une forme sesqaillnéalre sur fipg><ff%ﬁ} , gque nous noterons encore £ si au-

cune confusion n'en résulte , et gqui est appelée 1l'extension canonigue de £

§ v < Z = : > ; 2

JAE 5 si u est un p-vecteur , v un g- ve@me et 81 gfp , on a done flu,v)=0
{en 3’ autres termes , T est somme directe (n°6) de ses restrictions au us—

modules fﬁ“ de f%lﬁ) ; d'antre part , pour deux p-vecteurs ﬁéncmnaca ies 4

on a {cf.chap.I11,§ 8, formule (6))

o % o > ’ 5 5 2 N P F O ¢ 2

£ -3 ¥ 3 SR o ¢ A Xa Y- f%,- s ,t‘«}?f' “‘-,:(?. Jf‘{f o oW o } 5

{16} f(xlj%zgﬁ % 'lgﬁxg‘«sf‘if%}/zgq o ;vgf’pi [8‘4“@ al}’:}:»u:?}: =

. . = :

Iz restriction de £ 3 {{RE};@{?EE} est appelde extension ecanonigue de T 2
IANE ou encore pulssance extérieure p-Sme de £ . S5i iei}ﬂé%(j est une base de

‘ - : 11437
2 ] A 5 = = = —Ze = = =

B {eH) 1a base correspondante de VE , et si R est la matrice de £ par rap

port 4 {ei} s la matrice de 1z puissznce extériecure p-éme de f par rapport &

{eg§ n'est sutre que la puissance extérieure p-tme gde

n
gp partic ulier ; la puissance extdricure n-éme de £ , rapportée 2 la base de

f E formée 4e 1l'umique élément e=e; A e coo f4e. 5 est la forme sesquilinégi-
q A

ve (A,p)}—> A A “Fos oﬁAmaetg

0
o
Hade
(oxif

e
G
®
5
D =
o)
0

0y &V
=t
D

discriminant de la for

e

= - - ) A x
ne sesquilindaire f par rapport 2 1la hase {eé de /A\F {ou par rapport & la
2 3 5

base (ei) de B).

8 . Isomorphismes entre p-vecteurs et anmo;evmc"euﬂi-@

frdo

éricur

e

Le prolongement canonique de g permet aussi de définir le produit in

éments x et y de E

o

gauche {-esp. droit) relatif & la forme f , de deux €16

- 7

sont respectivement 1'é1ément x. io{y)} de /VE , ef 1141ément xy g(y) de

s

ce
j%E : si x est un p-vecteur , y un g-vecteur , x_§ g{y; est nul pour p>q, et

une (g-p)-forme pour pgaq 3 xiL g(y) est nul ponr p<q , et est un (g-p)-vec-

teur pour p q (chap.ITI,8 8 n°£;

T T T P
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% F 2 o i~
Enfin | sciﬁ4%'uﬂ isomorphisme canonigue de /AE sur JAE frelati? 3 une base
: : 1 : = : =
e de ;XEI’ chap. 117,85 8,n05) 3 IXEPBIIEREIER peg est une application semi-
‘ 7 np
B Fs A .
lindéaire de ka dans lui-méme , qui apptique /{E dans JLE , et quion #EPL

SEIYTEXTXEPFLIEEEIBRXEARERIREE note 23 % quand avcune confusion n'en résulte ;

- -il » a B
iailleurs , comnue gﬂzﬁ}ﬁei,xﬁ par définition , on 2 =ei olz) .

s

PROPOSITION 2 . Sczt;ﬁ le discriminant de la forme f par rapport & e ; si
. = :
relatif a e , et = le pro-

%9 est 1?Tsomarphlsme capou .que _de /%E Sur ﬁam

- 7
longement canonique de g & /%E s O 5

(17) | gyaagpagw _=(= )P0l ;;«,i -

En effet , pour tout p=vecte&r 5 et tout (n-p)-vecteur x , On a , par défini-

+ion de 1z transposde d'une application semiulinéaife {cﬁapoﬁlgﬁppeﬂdi@egﬁg4}
%
7 & [y 3‘5
Zg Oﬁ%zfp{gﬂ B\ i} 2 C{p\y_ﬁ LJ“Y.; » 9 & I& /'/;
d'ch , par définikion de %% fchap.I1I,5 ©.formiie (27))
{ 3 i < x
(18} £l -
LS J % -
-{zg 2, (e, ()] e’=g, (%
s , (7o
Mais , par définitionde® . On 3
> o “‘“g:z;? -

COROLLAIRE .- La composde des zpplications

lui-méme est 1'application linédsire qui , 5 tout p-vecteur z , falt correspon-
: B :

dre le p-vecteur {aL)p‘ 9’232 > =y

En effet , on vérifie aussitbt qu'on 2 hﬂ€e1 iﬁ e! , d'ol la corollaire ,

en appliquant (17) & h au lieu de :
g

3 S »F = A /'\ B-Ej
On peut dire encOre que (?tvgzo(% o= ; en désignant par ? L'ap
plicstion lindaire de fﬁE sur lui-méme gqui , & tout p-vecteur z ., fait
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et

scriminant (n°7) de lg forme sesquiliné-

[».\o

i1 faut et il suffit que le d

aire £ {par rapport % une base quelconque) s0it inversible dans A (chag

11,8 6;prop05},

Si g est une semi-dualité de E sur E%’? son application réeiprogue , que
~4 : —c 5% s :
nous noterons g , est une semi-dualitd de E° sur B (relative & 1llantisutomor-

4 ek = % % .1 - Y
phisme &  , E° étant considéré comme A-module 2 gauche ou A°-module

3
° = 2 ; 7 - 7 % =
te) : il en est Ae mdme de la contrazrédienie E=h de g (relativement & 1'anti
o = * P Sy =, : 3 < %’ T\gf Hal
automorphisme o~} . A ces seni-dua ites sorrespond done sur E xE une forme

sesguilindgire £ , définie par

=
- . ot 1 = WT
{20) £(x*,y " )=2(Elx') Bl x“),:{y Elx = "‘931%7}
: = -2
telle que Plotx’ v ! )zf(x i o f’°(X 9§y : ﬁka )

On 41it que 1la forme sesquilinésire f est 1l'inverse &e da forye f 7 on g

'f:f . Soit (ai)léiéh une base de E , (ai} 1la base duale de vl ;s si R est.i?

matrice Ae la forme f par rapport 2 (ai , la matrice de la semi-duslité h
.-.«..'2 X,é' = - o i
par rapport aux bases (ag) et.(ai} est R°~ (E é&tant considéré comme A%-modu-

le 2 Aroite) , d'oh résulte aussitbt la formule

4

7S < {?w'
\ ~ 2 ? =2 TN
(21) plxl,y (5 sy )
(x! et y' étant considérés comme des matrices % une colonne & éléﬂents dans
(o] L 2 g 2 ';0“ ‘“1 Caaiotos X 3 r
At et omar snilte s Xy et R comme des metrices & el %s dans A).

Supposons toujours gue f soit une forme sesguilinéaire telle que les appli

cations seni-linfaires correspondantes g et h= g soient des gemi-dualités .

Soit u un endomorphisme juelconque de E 3 on peut écrire : !
- £ o b o ¢ & P Y g
£(u(x),y)=(a(y).u(x)) =(n(y)):x) =&@™(y) .x)
en posant

4
g - -~ A’
(22) u*=h¢“uch= =fc uw°g

i

. : : 3 el 2 : - o
prlication linéaire u est un 2ndomorphisme de E , qu’on appelle l'ad-

joint de u frelativement & la forme f) ; on z donc , par définition




-

De (22) ou (23) on %tire gque , 5i u et v sont deux endomorphisnzes 3e * , on a

n outre , il résulte de (22) que , si U est 1a zatrice d'un endomorphiste

8 ) . <. 5 B 2 7 : =] >0 e 7$
u de B par rzpoort 4 une base (ai§~g et R la matrice de 1a forme T par rapy-
= ; 2 $& S B =l e
port & 1a méme base , la matrice de u par rapsport & cethe base est R E=
3i % ~st un espace vectoriel , les rsngs de u et de u sont épaux .

Supposons toujours que g s80i%t une seni-dualité , mais cue l'anzeau A s0it

comrutatif . Alors , on peut A&finir , & 1'aide de la seni-dualitéd g , de
nouvelles aonplications semi@11 daires dans les sspaces tensoriels sur % , en

-

2 < - ’0- - e ;e Z - - . A = o £
sermutant les rbBles de © =% de B7 dans leas appiications Aéfinies su n°7 . Par

: 5 . : A : 5 R
exemnple , ¢on Fefa monter le premier indice covariart d’'un tenseur de ToR)

e
en Paisant nsorresponire & tout tenseur décempoeable’x7xﬁ.03nxixéacxﬁ le ten-
E ) @
£
Tty = : R s c 58 Agvaviant %
seur Q(Xiﬁxlqoxnx;a;gé - Dil fois contravariant et gq-1 fois covariant.;

fede
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Tenant compte de la relatd

/ ~=3 - =17
L4 { ol NN
Sin-1 fai‘%‘l_ t ) g 7 SEn-
guelccongues 7€ ATet tle

n d'autres terass , si f est la puissance extérioure (n-1)-27e de f ,

dé*finie par £ 1(u v ~/}ﬂ=3(u,yv> (n°7) pour dsux (n-1)-vecteurs quelconaues,

cn voit aqu= liinverse f ie f sexprime 3 1l'aide de fn 1 par lz formule
S nd = —"i

=3 =k S _‘i >
plxtyy)=(a7r e, (@ 1 (y").f, 1 () .

S ¥ % = : =
Jeei conduit ® considérer sur Ry 3 la forre sesauilindaire f(x',y')=

..—.,

ai o - > 7
fn~1(?ﬂ 1(y’)9?n¢l(xf))) mBne lorsque g nfest pas une seni-dualité ; om




=)

cethe forme

S

e 3
on = done £lx',v!

est 1'2djoint

=

. Elénants conjusués par rapport

- X

(69)

3e 1g forme £ . Lorsgue g est une

A e(x',v")

uJD

= ure forne sesquilirdaire .

(D

I BRI A3

o sor e

un A-module & droite . f

une forme sesquilindaire sur

relative 2

=z dit gu’un élément y& 3T es

i

2=

coniugud (par rapport 2

un aatiautomorphisae

£) 3%un é1émant x &R

A o On

i #(x,v)=0 .
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quzs h(y}g;ﬁﬁ'est orthogonal & x .

1=s relations (3) =t (G) , il reviesn

Z

cn 4e z 2t h) que y est orthogonal & 1%41

Par exemple‘, nous avons nontré gu n°s gue ; si K& A est commutatif e%
ai 5 gdmnet une h&s‘ de '3 ¢léments , ie produit vectoriesl xfi}'ée G2UXK
vecteurs de T est conjupgué X et d= ¢
Une partie T de ¥ ect dite cenjugude d'une pariie B de T si tout élément de
N est conjng a5 3o tout élénment de 3 cela signifis gue ¥ est ort ﬂ&q@ﬂal =

28t 12 sous—=moiuls Ae

B2 o a'il n'en résulite pas

s z e
SReGniinEte S S e R e un
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de dimension K—ii .
est un coroe) | gi N=xA est de dinersion




ffj o g n'sst pas une semi-dualité . Considérons par exemple le cas o031 B

un , on a§£¢§1 ; qonc le sous-zspace H° conmjug mé de W est de dirension n=1 ou

i
VS

107 -
2

de dimension n : ze 3dernier cas ne se produit gque si ﬁg;g(@} , clest=2-dire

si f(x,y)=0 pour tout yEFE .

PICPOSITION 4 .= Soisnt M, .M, deux sous-modules de E .

ot

n des coniugués gde W, et de MZ -

1% Le conjugué de M1+M2 est 1'intersectio

2° 33 A est un corgs et g une semi-dusiité , le conjugué de ?5fxﬁ? est 1a

somns des coniuguds Ae ml et de Mz'a

8 A.m%2) . 5i A est un eorps , ot si f£g£§ sent les sous-—=espaces de B ortho-
Z0naux fespeet*°cﬂeﬂ, a ¥ et M, , le sous-espace orithogonal a MW, est

75, 5 (%
Hi+w: (ehap.11,8 4, pyonc8} en outre , comie h est alors ure applicatiorn biu=

nivogue de ¥ sur E% 5 on g WM.
corps (ef.chap.Il,§ 4,sexerc.8 et chap. X1, § 4,exerc.6 d)) , ni su ess
(F

est de dimension 2 sur un corpss cemnutatif K et o0 g est llavplica-
5 g ) £ i

tion linéaire de B dans BY définie de 12 facon suivante @ {e}gaﬂ) étant

12=5
una base de E , (eége§§ 12 base duale de E’ , on supspose gue ,er?:eéez)
- = % =
e - : = : 3 = -
=e? . 51 on prend Y =Xey sz&;9 : on 9 “.ﬂgﬁ?:§63 s donc lc sous-espa-
- & e & i~ ; i
ce conjueué de MM\, est % tout entier ; mais lee conjueués de M eof
_ T > : 1

de (23) , 1la relation




sy

nension n sur A , et Z une semi-dualité 3 si 7 est un p-vecteur décomposable

Pt

sur £ , ccrresponéant = un sous-espace M de E , 3de diznension p (chap.IIli,§

n°3) , g(2) est une p-forme décomposable correspondant au sous-espace o{¥) de

§§ , done 2&%&(g(z)) est un {(n-p)-vecteur 3décomposable sur E , correspondant

au sous-espace M° conjugué de ¥ (chap.III,§ 8,prop.7).

11 . Formes sesquilindaires réflexives .

Soit f une Porme sesquilindaire sur Ex 5 ; en zénéral , si y est conjugué de
%z par ravport & £ , x n'‘est pas conjusué de y par rapport & £ ; autrement dit, |

i1z relation f{x,y)=0 n'entraine pas nécessairement fly,x)=0 . On dit gue £ es-

réflexive si les relations Plx,y)=0 et f(y,.x)=0 sont 4guivalentes .

Par exemple , si A est commutatif =t f une forme bilindaire alternde sur B xF

”~

(chap.Iii,§ 5,n¢2) ; T est réfiexive , puisque f(y,xj=-f(x,y) . De mBme , sup

o

Ny

L
<

posons que ¢ soit un antiautomorphisme involutif de A sur lui-m&me (clest-3-
dire tel gue (3" )'=3) que nous noterons alors A >A ; i t est une forme sesy-

guilinfaire quelconque relative 2 cet antiautomorphisme , T(v,x) est aussi

une forme gesquilinédaire rzlative au m8me antiautomorphisme ; si on g identi-=

quemnant P(x,y)=f(y,%x) , on 4it gue f est une formes sesguilindaire hermitiennc:

il est elair gu'alors elle est réflexive . On notera que , si f est alternée,
les applications lindaires g et h correspondantes de E dans % sont telles gue
Ne—g 3 si f est hermitienne ; on a h=g .
Inversement , si g=h , on a 369,56 381 (p\Angyuég(y gg}?; d’oh , pour
tout scalaire ) , <g(x);y>}=<§'g(y}9x} =y é,‘ngx» ¥ . S'il existe x et

y dans E tels que <é(xégg>=l (ce qui sera le cas lorsque g est une sexi
=2 ey

‘A

S % & 3
dualité , ou lorsque f#£0O =+ gue A est un cOrps) on en tirve X =A pcur
: corps b

&/ i :
tout/X , puis fx,v)=(f{v,x)) ., ce gui montre que f est hermnitienne ,

Dans le cas particulier o A est commutatif et & 1'sutomorphisne identiocue
coTmasa LIt B Y




=y
je A , une forme bilinéairs hermnitienns n'est autre qu'une forme bilinézire

2
symétrique , c'est-2-dire telle que f(y,x)=f(x,y) identiquement (chap.III,

£ 5.n°1).

Remarquons snfin que , si f =2st une formne sesquiliﬁéaire éflexive , il en

‘ ) -~ < > o e .
T%?O-E.E 1 (Ka;lamskp} .= 50it E un sspace vectoriel & droi ﬁe sur un corps

K ; pour qu'une forme sesguilinégire f sur BxE %4I% , de rape >1 , s0it

réflexive , '1 Paut et il suffit qu9i1 existe g%&K non nul , tel que ?f s0it

ut s

)

produire gwe sif XK est commutatif) ou

e A At AT SRS

une forme alternée {ce qui ne

o)
®

une forme hermitienns .

Soient g et h les applications semi-linéaires de E dans % correspondant &
lg forme donnde £ ;: par hypothdse , 1a relati <g( 1 3}20 est éguivzlente

<h{x§92>=0 , autrement dit , les formes llnéalres o{x) et n(x) s'annulent

pour les mBmnes vecteurs de E , ce qui , oour tout x tel que g{x)#0 , entrai- |

ne liexistence d'un scalaire m{x)#0 tel que hi{x)=m(x)e(x) . Soient x et y

deux vecteurs de E tels que g(x) et =(y) HE soient linéairement indépesndants;

alors glx=y)=z{x}-2(y)#£0 , donc hiz-y)=mn(x-y)¢ €X=V) , ce gui donne 13 ra2la-

{25) ‘ o(x-y) (2(x)-e(y)=n(x)elx)=n(v)g gl{y)

et par suite n{x-y)=um(x)=m{y) . Si maintenanti on suppose seulement que x et

y soient deux vecteurs de % tels que g{x) et g(y) soient #£0 ;, ou bien g(x)

7




|
|

seglaire 5&;40 tel que h(x)=pg(x) pour tout x tel que g{x)#£0 ; d'ailleurs .

lorsque g{(x)=0 , on z aussi h(x)=0 , donc la re ation h{x)=ps(x) a lieu pour

tout x££ % . Elle s'éerit encore “(xgy}s{-L(y )X bé"f‘f} x'*; é’(y)gx} o=

(f{%ﬂ)ﬁ.&vg ou , en posant X:(?, )"’l
(26) (2(vs %)) umr )
On tire de 13 que (f{z,v))° -(‘f’(v }\‘\} =N (*’r‘(v K)) Y f‘(xgv) . Comne £z vy

O -

peut prendre toute valeur sealaire dans X , on a done 1*identité
. ' o7 Ty ’ .
(27} E =N EX pour tout €K
o
\t 1
o en particulier Al=l=AA .
b

dertique , te qui grouve gue K est commutef(if ; la relation XXX (26) devient
Y
i

zglors fly,x)==f(%,¥
f est alternde ; sinon , la rzlation précédente s'éerit fly.x)=f(x,y) , et £

est unes form: bilindaire symét?ique -

“rn second lieu . supposons gu'il existe e X tel que {5%«}%5{ #0 : on a alors.

en tenant compte de (27)

Y2 A = b
(28) ﬁ 9{+1¥ .\ =3 ‘ﬁ'fm&w‘, @;«g + }-:—: g’% o
- ¢ Y ¢ Y ) = y y
Posons flxxgy}-_»?f{x ¥) 5 pour tout YeK , on g fﬁfxé@y;:?ﬁ(xgﬁ,z
ﬂg S SR R \ = % o = i . ‘ -
=(2Y & )P, (x,y) ; autrement dit , f. est une forme sesquilinéaire pour 1‘an.
£ 3 - % = SN -
e g e 3 & 2 LE3 3 %‘3’3’ i”""’y = . = - Tre N L
tisutomorphisme &, defini par 3 :f?{iz - Or , on a ; d'apres (28) et {27)
o o o 1 ¥ e
s pr o =leT a0 =1 o T 1005 (2% 5
et enfin , en vertu de (26).(27) et (28)
7 o Tt Ty @
R 7 o 3 = 7 7 W =gy ; oy T NGy N Lo -
el x)) :i’:‘ntlngj) 5 =p(flv.x)) B B =Bl (y,x)) d Brix,yiah =3(x,y)=
o P 3 13 3 3 i
Efq.( "c?“"\§
ooy
ce agui achéve la déronstration .
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Le théoréme ne s'éiend pas aux formes de rang 1 , car pour tout antiau-
tomorphisme & e ¥ , la forme (&, 32)“%“§a¢zi‘ (ou %£0) sur EXxE est ré-—
flexive .
33 ® admet une base finie , une forme sesquilinédaire hermitienne f’sur E

admet par rapport 32 une base de © une matrice R satisfaisant 3 1z relation

(29) - .

=== ==

On 3it gu'une telle matrice est hermitienne . De mézej;la matrice d'une for-
me alternde (sur un annesu A commutatif) est caracitérisée par la relgtion

(30) 5 3

et le fait que les £€1éments de la disgonale principale de R sont tous nuls

-

(ce qui est une conséquence de (30) lorsgue 4 est de caractéristigue £2)

on it qu'une telle matrice est alternée ,

Toute transformée 4'une forme sesquilinédaire hermitienns {resp. alt rnée)

est encore hermnitiemne (resp. altsrnée;.

~h

sute sonme directe de

ormes sesguilinéairés.ier$ itiennes relatives & un
méme antiautomorphisme (resp. de’farmes alternées) est encore une forme ses-—
@miliué‘ ire hermitienne {resp. alternée).
Lorsgue A est comnmutatif ;, les exte*sinna d’une forme sesquilinéaire’hermie
tienne £ aux modules T (E) et i\E sont hermitiennes ; si f est alternée ,
lfextension 6e.€ 5 T(R) ou ;gE est alternde si r est impair , symétrigue
gi v est pair .

<
Soit £ une forme sesquilinéaire hermitienne {resgo alternde) telle gue g i

it une semi-dualité ; alors la relation g=h (resp. 9~=h) entraine g=h |
{resp. g=-h) , donc la forme f inverse de f est encore une forme hermitienne

{resp. alternée) . 5n outre , pour tout endomorphisme u de % , on a

A b =
% °

=

1'sijoint-de 1tadjoint "%';g u est identique 3 u ; 3émonstra-
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| anal@gue 1érsque % eSt alternée -
? Remargue .- Lorsque E est un espace vectoriel de &iﬂension finie g'l"étudc d'u

r ne forre sesgnilinéaire nermitienne {resp. alternée) qaelcanque sur V}{? geut

g &tre ramende : celle 47une Porme de rang éosl 2 la dimension de 1‘espace ol

“elle est définie'? En e°fet , soit alorsjvégfo)égzO) ; V est 1e sgus=e5pace

des x& % tels que £{x,y)=F(y,x)=0 pQurﬁgggz\ygaﬁ (autrement dit , clest ls
soﬁsméépacé conjugué Je E) ;: il en résulte qae>1es.relatiéns x1~A2%av -

V«ayz%iv entrainent f(xlgylﬁzf{x29y2§'o On peut done , par passgge aux gquobi-

ents (pour x et y) définir sur (?’?}}’(P/V} uns forme sesguilinédaire %{§9§)

comme écale 2 la vaieur commune des éléments fix,y) pour tous les X &x et

)

ef L

P
e

tous les ¥&y - 11 est immddiat que ne sesguilindgire est hermitienne

-0 pour tout ve B/Y signifie

™o
\<‘., o

Sz
i

: z 2 g z o i - 3
{resp. alterrée) : en outre ; la relation f
que f{x,y)=0 pour tout yE€F et pour tout x&x , c’est-ad-dire , par ééf:‘.ni‘{:ic)rzE

gque x=0 . L'application semi-linéaire g associde 3 f est donc biunivogue , et

a

par suite une semi-Aualité , ce qui prouve que XX T a un rans égal 2 la ﬁimeh=

sion de B/V .
On aura soin 4c noter que si M est um sous-espacz vectoriel de £ , ¥° le
sous—-espace conjugus de M , le sous-espace (totzalement) conjugué de ¥° n'est

pas M &XEX en zénéral , mais bien M4V -

ey =
§ 2 . Equivalence des formes sesquilindaires réflexives .

1 . ®quivalence des formes bilinédaires alternées .
Dans tout le reste de ce chapitre , nous ne considérerons olus que des fornes

sesguilindéaires réflexives sur um espace vactcrlel B de ﬁlﬂensi@ finie n sur

un corps K ; 4'apr®s le th.l dqu § 1 , une telle forme peut s’ ecrlre ff ;'ou

~ %’ : B}
@eX , et ou f est , soit une forme bilindaire alternée (ce quz suppose X

P

commutatif) , soit une formne sesquilin wéaire hermitienne , relative 2 un anti-

e s e e
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automorphisne invclutif’}yﬁ%} de X s un cas particulier important des formes

je ce seconirtype est celui ol X est commutatif , kﬁﬁ;>k 1’automorphisme i-

Jentisus , et f unzs forre bilindaire sy étrique .

Jous allons nous proposer de chercher & quelles conditions deux formes ses-

auilinéaires réflexives f19f? sur BEXE sont transformées 1l'une de l’autre

-

(§ 1,n°5) par un zutomorphisme u de 1l’espace vectoriel B , autrement 4it ,

sont telles que 1'on ait identiquement fz(xgy)zfl(u(x)gu(y))'(ee qui entral-

ne £, lx,y)=Ff,(vix),v{y)) si v est 1'automorphisme réciproque Jde u) . “ous
1 2 ,

4irons éan~ ce cas gue £, et £, sont éguivalentes relativenent gu groupe.

linéaire GL(%) (ou simplenent qu'elles sont dguivalentes si cela nfentraine

pas confusion (cf.8 4)). I1 est clair gue si f; et £, sont équivalentes .,
il en est de mine ﬁe~§f14et ffz pour tout §E§K $§ nous pourrons donc nous
borrier & considérer uniquenent le cas ol £y et‘f? sont toutes deux alterndes

{X étant alors supposé conmitatif) et le cas ol f; et £, sont toutes deux

hermitiennes relativensnt & un m8zme antigutomorphisme involutif -
Dire gue fl et f2 sont équivalentes signifie encore gqu'il existe deux bases
de E telles gue la matrice je fl par rapport & 1l'une soit la méne que 1z ma-

trice de f, par rapport 2 llautre ; ou enfin , si R, et R, sont les/ matri-
tre

ces de £, et f, par rapport 2 1ls méme base , qu'il existe une matrice carrés

inversible F telle que

(1) R='2"

=]

=t

P B
Remnarque .- Plus généralement , si ElgEz sont deux espaces vectoriels
sur K de p8me dinensicn f19f2 des formes sesquilinédaires sur El><€i

et E; X E, respectiveﬁent {relatives au m8ne antiautomorphimme ° de K)

on 4ira encors que fl et f2 sont équivalentes s?il existe un isomor-

[t

phisme u de E; sur E2 tel que f, soit la transforzde de f2 par-a . -Si

2]

Ry et R, sont les natrices de £- et

> respectivenent par rapoort 2




des bases quelcongues de E. et 82 FEEREAEEY , on a esncore la reiation

5
i

(1) entre R, 2% B, , pour un= -atrice carrée inversible P convensble,
- g wL = o=y
N = - : 2
THEORSY®E 1 .- Toute forne bilindaire aiternée sur un espace vectoriel E est

de rang pair ; pour ogue Aeux formes bilindaires alternées sur E soient égui-

valentes , il faut et il suffit gqulelles aient néme rane .

Conmencons par lz cas ou f est unz forre bilindaire alternée sur EXE |, de

rans éoal = la Aimension n de 1'espace 7 ; nouc allons montrer que n est un
_ _ = :
mcgbwe pair 2y , et qgu'il existe une base (ai} de B telle gue , S1i X=£4 %iaj
5 = P bR
e e on a
5 o 'ldl 9 =
&
(29 flx vwi=>. (2 = 3
2 ) TiXy i}-%x5l§él+y ai)}_ﬁpﬁl) ‘c ;
I1 en résultera bien que tOute autrs forme bilindgire aglternée £; de rang n
sur % est équivalente & € , puisqu’il existe une base 4z 7 par rapport & la-

Yous procéisrons par récurrence sur n o, 1a proposition étant évidente pour
n=0 . Soitd# %1%0 un vectaur quelzonque de E ; le sous-espace I conjugué de

1g 3roite Val par rapport & f est un hyperplan gui contient e 5 puisque

€592) }=0 (§ 1,n°10,prop.3) s il existe donc un vecteur e, n'appartenant

$ant

pas & 1 , 41onc tel que f(ezgeéﬁc ; en multipliant au besoin e, par un sea-
laire #0 , on peut supposer que f(elgez}gl . dfoh f{ezgel§z=l S Soit P A
plaﬁ.Kel+Keg s et s0it V le sous-sspace conjugué de P , de dimension n=?
(€ 1. prop.3) : nous allons fairs voir gue Pnv= 1Q§ autremant Ait s que V

est supplémentaire 4de P . Bn effet , =i un elpﬂen- ygﬁﬂel+%262 appartient &

V2

V , ona fley,v)=F(=,,y)=0 par hypoth®se , ce qui donne p =5,=0 ;, et par

suite y=0 . Il en résulte que si X=Xy+E,5 5 Y=Y1+Y0 s ol z; et y; sont dans ?
|
|
|

ge}

¥E Xo et Vo dans V. , on a Plx,y) xﬁgyi}+?(x?9y¢} ; 2n 4'autres terres,
r

§ 1,n°5) : son rang étun|
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ce qui montre que £7£0 , 4’0u 1la proposition .

Bornons-nous d€scrnais au cas ob E est un sspace

d
£t suoposorns 4fabord gque le corps K soit de caractéristigue O . Socit e’ une

a2 ;
CEE e G 5 x
case A2 l'espace {de dimension 1) /AE des n-formes sur E 5 On psut alors é-

crive £l-wey s Ou XK esﬁun scalaire 3 le scalaire 4. o est appelé le pfaffien

] an
= 2. = A ‘77‘ -4
ie la forme bilindaire alternde f | par rapport & la base e’ de ,f': £ o L
(alternée)
{ei)}@» , ©St une base de (a ) 13 bassBusale de E R=(. .) Y2 matriceide
f par rapport 2 {el} 9 1e pfaffie de f par rapport & 1a base e's=
ol g A oo Ao A Aot 4 6 onrel L o Lo oS 3s 1 =
ei e’ 14 ugﬁzmdg;‘%m jtep e, est encore appeld le pfaffien de 1o matrice
Lo a7V e i :
alternée R , et noté PF(R) ou Df‘f%“;,;“ - Or , on a2 évidemnent ‘
=t <) g A gy ,‘5«; e ; ; : A o
e P s f A ~Zosmesd G &% < o4 2 ~ \;-‘_7 5
(s dieifel) o £ = {1l ) e 4 (me2)° P fmyslom)’ =°
vLg 4 A s (& e ! J AN
35 ,
> z - 2 55 4 =
la somme étant étendue & 1lensemble ? des e"’”ﬁvmﬁcsofs Te€@ telles que !
o q
Hx)< glork) pour igkan 5 on a done
y A4 = :
fe} PPlr. Yo f éiaa/ s 5 -
‘ S i42 wh??%aﬁ (1} (msl) g{mnjs{2m)
= z 5 . S : ""y’ 2 =
201t o une permutation de llensemble I’ ; pour toute permutation 2y de &~
S0i%t T la permutation de (5 telle que {k)=c{={k)) pour lsksnm » et elmik)=
gt o et 3 : - 2 e = :
=G @M kj+m) : il est eclair que = appartient aussi 3 § ¢ L0rsque & est une
transzosition , on 3 é&: -5 3P0l on déduit gqued cette relation est vraie g
pour ‘tau'ﬁ'&i’egm {gqui est un produit de transpositions) ; en outre , on g

¢ ; SN e Ok \ s e e B =
©(1)e{m+l)°° ° ola)e{2n) e{1l)a{m+l)° °° mlm)e{2m) °
Bésiegnons alors par A 1'encemblie des permutations o"€ & telles que
A p >

g{k)<o{m+k) pour Igkem , et telles en outre que lz suite des g{k} pour I
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intérieur de K , donc X serait commutatif ; mais alors A-, A serait l'auto-

morphisme identique , et 11f viendrait 2f(x,v)=0 , ce qui n'est compatible

9
avec 1'hvpoth*se £{x,y)£0 que si K& X est 4= caractéristigue 2 .

COROLLAIRE .- L'apvlication qui , 3 toute forme sesguilindaire hermitienne

Z.

f sur E ;, fait correspondre la forme quadratigue hermitienne P(x)=f(x,x) as=

éocié@wg est biunivogue si on n‘est pas dans le cas d'ex xception de 1 la proo 5.

lorsque K est commutatif , la déternination de £ 3 paruir de F peut se faire

ot

ezpl*citeﬂént . osupposons d'abord gue f soi

une for-e bilinédaire (K étant.

de caractéristique #2) ; alors P(x+y)=F(x)
\
S 7 % 4 - 3 A A
(14 f{LJV):L(F(X+y)c?(X};F<7}y:;k{F
4
Si 1'automorphisme h_» % n'est pas 1'automorphisme

- -~

«corps des invariants de cet automorphisme

e
v

o)

4

degré 2 de K_ . 5i K n'est pas de ca

(%)
wo
o
()
o
wlz

ol 4" =&l n'est pas un carré dans K,

Px+y@)=7(x) +o(F(y)=a(£(

et par suite 2W{f(x,v)-P(x,v))=F({x+yw~Flx-yu) ; d'autre part , on a de Téme
9 4 Y Vs 1 9

2

2{f(x,y)+P(x,7) ) =F(x+y)-: #{x-y) , d'oh finalement
B e | 7 N A AN
'{ _l_, J d{iﬁj { } Jece

X ¥ )=F(x+y) ~FPlx-ya) + & Plxry)-Flx-
: J=E{x-y
+

Remarques .- 1} et de caractéristisue 2 , tou-
te forpe bhilindaire &1?9?45@ sur E est aussi une forne:-bilindairs sSymé-—

frigue 3 on voit donc que 13 restriction faite dans 1z prop.3 est essen-

4—ﬁ------------ii--!-.!!-!--!!!!-!---J
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tda
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st
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(cP.exerc.16 et 20) .

2) On notera que la dénonstraticn de 13 prop.3 est encore valable lors|

gue V est de dimension infinie .

Dans tout le reste de ce chapitre , lorsqu’il sers gquestion d'une forme ses-

ailindaire hermitienne £ sur un espace vectoriel E , il sera sous-entendu
g : :

2
on n'est pas dans le cas ol K est conmutatif et de caractéristinu

Nous dirons alors gue f est 1la forme polaire de 1la forne quadratique hermiti |
g 4 4 |

i
I

formes sesquilinéaires hermitiennes et formes guadratiques hermitiennes
on Aira gue 1z matrice d'une forme sesquilindaire f{x,y) par rapport & une

bace de % est la matrice de 1a forme guadratigue Flx)=f(x,x) associde (par

rapport & cette base) ; de méme ; le rang de Fsera par définition le rang

prhetae =]

ge £ . Si v est un automorphisme de X8 E , f- la transformée (xgy;saa

—=>flulx),uly)) de £ par u , £, est 1a forme polaire de 1a forme quadratigue

hermitienne P, (z)zF(u(x7} x dite transformée de F par u 3 pour gqus deux forag

]

sesquilinéaires hermitiennes soient équivalentes , il faut et 11 suffit que

les formes quadratiques hernitiennes correspondantes soient transformées 1'u-

ne de l'sutre par un automorphisme de E ; on dit encore que deux telles for= |

mes sont eou1“ai@f ces

L= probldme 4'éguivalence de deux formes sesguilinéaires (ou quadratiques)

ce des Pormes bilindaires alternées , ot n'est complitement résolu gue dans
un petii noabre de cas particuliers

ndgire T polaire de ?) est diagonale par rapport A une base (e.) si sa matri-
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DAY rapport 3 on a done

(¢

etﬁe base est diggonale ; si f% =2 e

si que par rapport

;‘a

sF{el) est tel que d"%‘i - On dit au

L
<
for

a

AV
{7 Vel )
(4]
q
&
6}
®
——y
®
e
Nowss?.
=
£y

nme ® ne contient gue des termes aarrés ; le nombre

)

des t/non nuls est évidemment le rang de 1a forme F , et est donc le méte

(V)

pour toute base par rapport 2 1aquélle'F gt diagonale .

11 revient au méme aussi de 4ire gque la forme £ est sonme directe de formes

sesquilindaires définies dans des sous-espaces de dimension 1 (et par suite

" de rang O on 1) .

e

C +
*..a
189
o
&
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b
b
®
ot
(4]
=t
(&}
3
=}
7]
by
D
)
o
o
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Q
O
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Jod
(6]
®
{07}
ot
0
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()
D
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Une base (e.} de E par rappor

w3
Lo
0
N
=y
Now”
m
‘ e
b
@®
®
]
ot
([0
o
!
LY
€
c+
H
(8
0]
D
@
L]
Y
L
st
0]
1))
Iey
o
O
i

1ée base orthogonale pgour F (o
pridtds f(eigej)ao pour ifj , autrement dit , par le fait que deux vecteurs
distincts quelcongues de 1z base sont conjugués par rapport & f .

<

THEOREME 2 .- Pour toute forme guadratique hermitienne F sur un espace vecto-
iel

riel B , il existe une base de # gul est une base orthogonales pour F .

T~ 3 s
S0it £ 13 forme polaire de F . SUQDOSOQD que P ne soit pas auLLe {sans quoi

=)

- 1 3 2 - = - 7
le théor*me est dvident) ; alors il existe ejé0 aap E tel gue F{el}zf(639e1)

1 par rapport a £ , clest-3-

A0 . Liensemble des é1éments xeE oomguggéS'de e
e gl e of $ 7 n
dire tels que 7\9192)30 {§ 1,n°10) est alors un hyperplan E; ne contenant

pas e, , donc supplémentaire ds e K - Gomme f est hermitienne , on g aussi

; dfou résulte aussitbt que f est somne directe de

TN N B e % = = 2
ses restrictions & B, et & eqK . Il suffit alors de raisonner par récurrence

COROLLAIRE .- Pour toute matrice carrde hermitienne R d'ordre n et de rang r,

i
sible P d'crdre n telle que

ol D esi une matrice
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avtomorphisme Engeie K). Supposons que f, (resp. fg} soit somme directe de
denx formes hermitiennes ZX fi,f% {resp. fégfg) ;: 11 est clair que si f% est
= - Gty
Aguivalente 3 fg et T2 éguivalente & P8 | f. est équivalente 3 f o Cette re.
| 1 72 2 2

marque admet une importante récipronue partielle :

el

m%?O FWE 3¢ itt)g~ Soispt G et 4 deux sous-—sgpaces supplémentaires dans E

f une forme hermitienne dans G , £ et £, deux forues hermitiennes dans H .

On suppose que tous les £l1énents f(x,x) de K {(x&G) sont de 1a forme gﬁgz

PRt

oh géii s €t gue 13 somme directe de f et £, ‘quivalente 3 la sommne di-
reete de f etf £, ; dans ces ~onditions s 12 et £, sont dguivalentes .

2 i - -

1)

n prenant dans G une base par rapport & laqueile la forie £ est disconale

(

e

h.2) et en raisonnant par récurrence sur le rang de £ , On Se rambne aussi-—

CD‘

5t 2 prouver le théor>he dans le cas o G est de dimension 1 et ol £40 .

Prenons dans E une base {ei>1¢;gg telle que e.& G , et que les e, a*indice

>2 forment un= base de H . Alors , par rapport 3 cette base , les matrices

= f e o {}i - éet gk S;E? espectivement , R, et
: Lo ﬁlf to ggg

& - i = 3
i, etant les matrices de f; e
ol 4
B> oy S = ~
A un eifdment £0 de ¥ tel que
= 2
=B, . Par hypothse ; il exis
D matrice carrde d'ordre n-1 ; B natrice & une 1i » C matrice & une

- 2
- P e
e gue 1'2n ait

ot e N e
,‘{ & g 1 { A 0 £ # 6 %
\F %~v} }z = ;
2 E D/ %._‘ 0O 2/ C
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11 stagit de prouver>quﬁil existe une matrice carrée X d’ordre n-1 telle que
(20) ‘T o |
Nous allons montrar qu'on peut trouver un élément§ﬁ@£(1xﬁ;que 1la maﬁriée
g% §s§+gy§ répobde 2 la question . En utilisant les relastions (10) il vient
par un caléul immédiat

{(21) XE ( B+ %%1 )R D+g§g§)=§ +

et par suite , 1la relation (20} sera VL21?ié@ si on peut choisir p satisfai-

&

o %

B (F—(eor+1 )8 (gpev1)) . B
sant & 1a condition

’?w aay.érl
ce qui eéﬁ toujours possible si w#£1 ., D'sutre part | sieggl ;s le second membrd
de (21) devient chbﬁa(K+Xg §§)n§ s comme par hypoth®se hs?%g ; 11 suffit
de preﬁﬁrag&_:} ?; pour vérifier encore la relation (202‘9 ce gqui achive 1la
demonscratlon ¢

COROLLAIXE .- Soient f1,f2 deux formes sesquilindaires hermitiennes sur FE 9

t2lles gue toutes les valeurs flfxgx} et f?(xyx} soient de 1la forme §+?’; On

suppose gue f5 {resp. fz) est somme directe de deux formes ffgﬁ{ (resp. £,

5) - Si £, et f, sont équivalentes ; et si f sont éguivalentes , alors

28 ot f2 sont éguivalentes

effet , supposons gque £ (resp. £1) soit définie dans le sous-espace V-
b

Ds
k ”1‘)
(—ur‘
1]
)

(resp-. ?2} s et que £% (resp- ?E; soit définiedans un supplémentaire Wy (resp.

{resp. Vz} « Il existe par hypothiss un automorphisme u de F tel

3 3 3 SETTEh 3 Ty X 5 <
(x,y7)=2F i( suly)) pour iout couple de points .,y de v2 s et tel en
2? X

est somme directe de fé et de
ailleurs f3 est équivalente & f
es

s et par suite £

het 33
()
oy
=

Remarque .- L'hypoth&se du th.3 relative 3 13 Forme £ est vérifide osar toute |

o
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- = ~ 5 — g
10 X est de caractér tiguse ;»52 s pour tout }‘a{é K tel que A=) , on peut en ef-
= :

-.Aa
®
[
s
@
5
=
]
m
ity
pod
Q
E,
Vl‘
i
a2
e
Xl
Negi?
o

2% X est de caractérisitigue 2 , mais il existe au moins un él.ﬁ’menﬁg du cen-|
tre '?e .6 tei que g’;ég“’ (c“as’a toujours le cas si K est er outre eonmutati

n' n%an% pas L“au'rom@rnmsme :uieathue, ; si on gpose 5?:3’»&5’, on g donecj
.i..

'g’. e Z = = o |
% 7 = 7 o RO % . SR 3 oms ==
YAY, on a ?;O ; cela &tant , si A=x , on peut dcrire h=R gA‘F}\ ¥B  en rai

?{ appartiennent aup cen tre de X .

(Y
3
®
b}
et

%
Remsrgues .- 1) Lorsque ¥ est gde caraeté’ristiqu@ 2 et gue tout 41
z

2} On noters que l'hvpothese que ¥{z,x) soit de ls for:e {+7 pour toutfl

X@E Ké‘ékhxﬁ signifie que f est alternde lorsque K est conmutatif et
de caractéristique 2 , et quz £ -»% est 1'automorphisme identigue .

5 « Transformation du Aiscriminant .

Supposons X egommutatif ; soit f une forme sesquilindaire hermitienne sur E,;

R sa matrice par rapport & une base ,(ei} de B ;3 on sait aue toute forme

1 :
équivalente 3 f a par rapport 3 la méme base une matrice de 13 forme ﬁi‘o R.P.

b

- e e
. -

S

ou P est inversible ; on en déduit pour le discriminant de f? par rapport a
is base {ei) . ‘
det( P.R.P)=yXdet R

ol on a posé x=det P . On peut donc dire que , dans le groupe multiplicatif '

1 % 3 3 . . .
K>, 1la classse Ju discriminant 4°'une forme f de rang n , par rapport au sous— |
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-0

groupe T des 4léuments de la forme gf ne dépend pas de la base choisie dans
E pour défin ir 1s discriminant ﬁa £ , et est 1a néne pour deux formes éguiva-

le

o

- lentes . On no%;era que si A 3»% est 1ltautomorphisme identijue , T eas

d‘

groupe des carrés éesélémen%s de ¥~ ; dans le cas contraire , I

P
P4

: = - - E '
pe des normes des éléments de ¥ par rapport au co rps des invariants

s

le groud
?

v

o . o
)= » ; dans ce cas d'ailleurs , la relation E=R monfre que le discriminant

de T appartient 5 k. -

& . Formes hermitiennes sur un cOrps ordonné .

3

: = ‘
Dans ce n? , nous ferons sur le corps ¥ ot 1l'antiautomorphisme % %‘ i'uan=
des trois hypoth®ses suivantes 2

1° X est un corps commutatif ordonné {chap.VIi,§ )} , et §-=& 1'automorphif

me identique ; dans les raisonnenents qul suivent , on désigneva alors par %

Q9

le corps X lui-réne

o

2° ¥ est une extension quadratique X (®) d'un corps o mmutatif

Q

2 P g= 7 3 = 30 7
5 étant éeal B un &ldment oL <0 de K, 3 ia norme % dfun élememﬁé"g%wﬁ de
X : ) 100 2 s '}‘2 2 ’g",’.?v X Al 4
K est alors deale 2 A" , done on 5 E£>0 pour tout £40 dans K .

3° ¥ est un corps de quaternions sur um corps gfﬁf‘naé {, s correspondant 2

un couple (& 9§‘u7 dtéléments KO de K - ng}g eat 1

fait corresponire 3 tout quaternion son conjugué (chap.iI,§ 7,n°8) ; on note-|§

: == _ =
ra que la relation §=§ entraline ém X et réciproguenent . La norme “T(%}s%'%’g;
§

>0
:%% d‘un élénent £-arbutcv+dw de V st é€gale a azit:bgs'g)ég%-&{%dz ; comme par l
hypoth>se <0 et {5(0 dans X, on 3 N(£}> O pour tout ig;éo dans ¥ . |
Toute forme quadratique hermitienne F sur un espace & de dimension n par r’a;n!:x
port & X prend ses valeuvs dass K, 3 le th.Z montre donc qu‘“‘il existe une ba-
se (ei)’li‘ign de E telle que F(x) 2 x;E pour tout x-2 elgi s avec & &K

¢xd 0
(ﬁ(i est donec permutable avec tout élément de K). On a2 en outre ici le théor2-

|
!
i
I

me snivanit ¢
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- népative) dans © . Si 4e plus o

>

41 -

nar=n , 1z relation f(x)=0 entrains x=0 ;

autrensnt dit , on a f{x)>0 (resp. £(x) <0} pour uo"t x£0 ; par abus de lan

{3 : = . 2 i L5
gag@"} on 4it alors que la forme f est strictement gositive (resp. stric-
P 9 B 3 =

tement négative) dans E .
Le th.4 permet de résoudre le
ennes dans de nouveaux cas . Le

en effet le résultat suivant :

89]

ROPOSITION 5 .- On suppose gque

=

corps K_ &tant défini comme ci-dessus ; on a

, dans le corps ovdonné X, tout élément

'230 soit un ecarré . Alors , pour que deux formes hernitiennes sur E soient

Squivalentes , il faut et il suffit gu'elles aient méne sigunature .

1o condition est néeessairs 4!

sante , considérons une forme hermitienne F de signature (s;t) 3 par hypoth3-

il existe une base (a )

se , 1gi<n de E telle gque , par rapport & cette base,
A f?;.—- .,L,%,,g ~
A e ny N = S, 2 et : 3 5
on ai w(xy?%%’ ¢>5§E“;j25 ﬁ%5i?i , 0L les &, e ?i sont >0 dans X_ . Or ,
il existe dans Ko s é1énents ¥; (1<ics) et t éléments gg (s+ic B <s+t) tels
e ¥ 2=w -3, se b.-a.y-) pour i<i€s , b.=a.5 " pour s+l=ix<
que‘giaxj et b : » Ol On pose b.o=ag .. pOour 1Siss j=8s>; pour S+i=li
s+t et b a; pour i>s+t , les b, forment une base de E par rapport 4 la~-
quelle 13 matrice ie F est
0 0%
/% \
:;g c -I, 0 ¢
§ /
0§ of
() IL est clair que lg somne de deux formes hermitie positives est po-
sitive : 13 relation %f -P est 2ositive” est donc une relation d’ordre dans
ie gzouoe adiitif des ~fofmes hermitiennes sur E . Conformément aux défini- |
tions v@ﬁéralas {chap.-VI,8 1) on devrait réserver le nom de formes sivicte-
ment positives aux rOrﬂps hﬂrnlt;ennes positives F telles que W(f}>»0£pouv
un x &k au noins \ce qui n°’ 1mp}.1~uQ nullement gue P(x)>0 Dour tout x£0) ;
mais ces formes n' intervenant jamais dans les applications , 1'abus de lan-
gage gue nous faisons ici n'a aucun inconvénient .

a rés le th-4 . Pour voir qu'elle est suffi-

problsne d'équivalence de deux formes hermitis




= s

Toute forme de signature (s,t) admet donc la matrice R par rapport & une ba-

se convenable , ce qui montre gue deux formes de méme signature sont dquivale:

tes .

On noters que les hypoth®ses de 1a prop.5 sont en particulisr renplies
( ~ lorsque le corps ordonné K est maximal (chap.VI,§ ).

§ 3 . Groupes associés aux formes sesquilinéaires réflexives .

] 1 . Groupe associé & une formne fondamentale .

Soit E un espace vectoriel & 3 droz e de dimension n sur un corps K , ?«@E
un antigutomorphisme involutif de X . Dans tout ce paragraphe et le suivant ,

nous appellerons forme fondamentale sur E une forne sesquilindaire f , hermi-

&
e

tienne ou alternée (ce Aernier cas ne pouvant se produlzre que si X =st commu-=

‘.n)

( fk

tatif et £-%1'a:tomorphisns identique) . et de rane S22, an {(n 4tant done
p igv :

Z

R e

du § 2 . nous execluons

U)

yair ai £ est alternde) . Conformément aux convention

&—-§ 1'automorphisme i~

(=2
{V
(2
o
Lo
P
(&
=y

D
o
f‘
3
]
]
B
{-

: r‘
o
ot
yds
{0
S
e
)
{ &
(s
Dy
8]
el
0]
&
}J

£
(3
)
N
MR

e ' - = e
dentique , et ¥ une forme symétrigue non alternde . Nous avons vu (9§ 1,2°° 1

et 4) que la donnée de f équivaut 2 1a donnée J'une semi-dusiité g de & sur
E%?relaﬁlve 2 1'antisutomorphisme g~9§ f et g étant 1ides par la relation
- i 7 3,
(1) - : £,y (x),y% -
{ s QV' i }»3}
o

En outre , on 3 ﬁgzg si 7 est hermiiienne ; @=-g si T est alternde . Dans

toute guestion o une fois pour toutes , on

éerit {(par abus de cette forme pour tout

couple de vecteurs x,yd de E { e donc identifié 3 1s forme linédaire g(x) . }
: -

= Z q I

et on appelle ceite valeur le produit scalaire de x et de y ; 93} est aussi i
appeld le carré swalaire de x . On a donc |
7~ —— 2 X 5
{2) Fo X ~<; > . (X, X = ¢X X ) !
(&< s Xp= sy 9 L&) f‘{?%“*!} 5

si 1la forme ¥ est hermitienne ; et




e v ~ ot o e

) &= - ,  leEh=0

si f est alternde . Si u est un endomorphisme de E , 1'endomorphisme adjoint
¥ (§ 1.n°9) est d44fini par la relation
3 : ~7 5 Y < "‘%i :‘«

(4) {alx),yy=Lra¥(3)))

et on a witeu (§ 1 .n°11) .

%o donnée s Sur un ensemble E o dZ d'une strm@ ture d’espace vectoriel de di=

mension n ; et d'une forme fondamentale f , définit sur E une nouvelle struc-

ture (Ens.R,§ 8). Nous iirons que le groupe des automorphismes de cette strue-

o

ture (chap.I,$ 7,8%Z prop.2) est le groupe associé 2 la forme fondamentale f.

I1 revient au méme de donner 1la définition suivante :

DEFINITION 1 .- On appells groupe associé & une forme bilindaire fondamentale

flx,y)= ¥§9y> sur E grcuge G(£) des aopllcatlons linéaires biunivogues u

de E
sur lui-n8me , satisfaisant 3 l’ldentlté

. | {alx) sty Pp=Lyy

Autrement 4it , G(f)’est constitué par les automorphismes de 1'espace vecto-

riel E qui transforment la forme fondamentale f en elle-méme (ou encore qu

la laissent invariante) .

Il résulte aussitbt de la 4éf.1 que toute transforiation ue G(f) transforme

deux vecteurs conjuggés en deux vecteurs conjugués .

Remarques .- 1) Tout endomorphisme u de E satisfaisant & (5) est nécessaire-

ment un agutomorphisme de % et appartient donc 2 G(f) , car la relation ulx)=0

entrafne alors <?9y>z0 pour tout y&E , et par suite x=0 , puisque la forme *
- fondamentale est de rang n .

2) Comme on a <ﬁ{x)9u(yf>:<%9wk(u(y))}y la relation (5) est équivalente 2

(6)

ou encore/# , puisque




= oAh

o)

(7) : : . = sg=gou =

{
EY,‘S
Y
b=y
)
)
=)
@
)
o)
i
(1
{44]
{

3) Si on rapporte E & une base , et sif R est 1la matrice 4
mentale par rapport 2 cette base , le groupe G(f) est isomorphe au groups des

Y

matrices carrées inversibles U telles gue

(8) ‘PR
La matrice de 1ﬂen@om0ﬂph15me i adjoint de u , par rapport & lg méme baae,,
T

est alors égale 2 U~ .,

PROPOSITION 1 .- Pour tout sealaire %#£0 appartenant au centre de K , les oTol—

pes G(f) =t G(of) sont TEEWBEEKEE identigues -

Ph0pOorTioN ) o fy et £, sont deux formes fondamentales €quivalentes sur

E , les groupes G(fl) et G{f2> sont transformés 1'unm de l'autre par un automor

phisme intérieur du groupe linésire GLH(23 -

En effet , si fz(xgy)zfl(w(x)gw(y)) , Ol w est un automorphisme de E, la re-

lagion £, ug{y}gu {y))= fZ(XQy) équ1vaut a £,(n, (x),uy(y))=F

‘-1 : ‘='
1, =W, W s d'0h G(fl,:wG{f2§w .

= )

:; 4. = % % =
antiantomorphisme £+£ de K se prolonge

?

Joit K' un surcorps de X , tel que 1

en un antiautomorphisme (noté_encorelg % J
sur X' obtenu par exiension & Kidu covps des sealaires de B (chap.TTT.
lioré)} 3 il est iﬁmé&iat gue la forme fondamentale ¥ se prolonge d'une seule
manisre en une forme seSQuilinéaife Elosnr-BIs B s o4 Boest g matéice ie T

par rapport 2 une base (ei} de E , on sait que (e.) est aussi une base de E!

sur K ;, et R ost évidemment 1z matriee de T' par rapport & cette base . ce

e

qui montre que f' est fondamentale . I1 est clair alors {par exemple , en rali-

son de 1la relation (8)) que le groupe G{f) est l'intersection du groupe G{(f')

et du groupe lindaire GL (X) (considéré comme sous-groupe de GI (X'} .

8i f est une forme fondamentale sur E , 14 forme inverse £ (§ 7.n%9) est une

e

{5

forme fOndamentsgle sur le dunal E§ de E

(5]
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de ¥ sur E . Ia rela son (7) , qui définit les transformations u de G(f)

s'éerit aussi , en prenant les transposées

du encore ueg =g © U
& -

% J,, Z S
ce gui montre que la con*ragwealeﬂse t="u " de u (et zussi la transposée fa}

i 4

appartient au groupe G(f} 2 1“app1icat10ﬁ u->0 est donc un iscmorphisme de

=
1{£) sur G(T) -

< o 2, - - - j b
S“EpOsCﬂS maintenant que X soit commutatif , =t désignons encore par ngq}

‘f,-:v

1'extension canoniqgue de lz forme fondamentale f(xgy):{?gxg & un quelconqgue
: : o Shae : o
es espaces vectoriels T(E} (resp. AE} (§ 1,n°7) 5 i1 e

Q0

s la puissance

tensorielle p-2me (resp. puissance extérieure p- omc; up de u est telle , par

=

extension est ausgi une forpe fondgmentale . Alors , si usG(f)

définition , que <ﬁ (z), U (£ 53 {égﬁ} identiouement . Autrement dit , 1'appli-

cation U, est un lsomorphlsme du groune G(f) dans le groupe associé & 1llex—

tension ﬂam@ﬁique de £ & TP(E) ( {resp- fEE},

4
A
Considérons en particulier 1l'extension canonique de £ & (\NE ; en désignant
3
2 : S A = 7 e - -
encore par g la semi-dualité de AE sur AE® géfinie par la forme fondamen—

[
Q2

tale /QDU! , On o gou =u og . Cette relation permet de déterniner , pour tout
= _

Z 2 = //M\
egsion de u o2l s

5 3 & iy 15 LA e na
qui cOrrespond 2 z par 1llapplicatiorn canonig

3 2 A B s AN AU AP S | oo P e
d'une base e de \NE (9§ 1.n°8) . On a en eff
N g
DEOD .2 avnc
e
7 & S
L 9E R O |
EPh 2
4
7% 3oy e i e A A S -
FXN Cenant Legeserninans ae G5 GE i a opase e

4 L b A TR A G 3l
2 . Representation paraméirique de Cayley -

Rapportons la forme fondamentale £ 3 une base de E , et soit R sa matrice

% cette base : nous supposons G(f) identifié zu groupe des matri-

e}
)
U]
]
£
(&

o3
(®;
o}
<t

1)
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S} , d’ob 1a relation (8) en multipliant & droite par

On notera gue 1z farmulm (103 ne peut jamais repWésen+ef toutes les ma-
%rie@s,éu.groupe 5(f) , ear ~1 appartient toagoufs 4 ce groupe .

3 . Sausaespaces 1s©tropes -

3&

DEFIN I“IGH 2 .-~ On 4it gqu'un scusaespace V de £ est ;satr@pe {pour 1la forme

fondamentale ) si 1l'intersection de V et du °0u3=espa@e V°_c@ﬁ3agué de V

(p@urﬁla forme f) n?ést pas réduite 2 0 .

Si un sous-espace V est isotrope , il en est de méme de son éonjugué Yo .Di-

re gue V eat non isotrope signifie gue V et son conjugué VO sont supplémentai- |
%

des formes @ondamen-

res , Ov eucore que les restrictions de £ & V et V° son

tales dans ces deux sous-espaces . On en déduit la proposition suivante :

PROPOSITION 4 .- Sgient V un sous-espace non 180 t rope , V° le sous-espace con- |

jugué de V (pour la forwe P} 3 scleht f1.f, les rest trictions de £ & 7V et VO o~?

Le sous-groupe de G(f) laissant invariant le sous-espace V EZEBY laisse aussi

invariant V° et est isomorphe & G{f,)x G(;Q : le sous-groupe de G{f) laissanf

o

invariant chague vecteur de V est isomorphe 2 G{fz}

s

En effet , si usG{f) laisse invariant un sous-espace quelconque RV ., il

b

laigse aussi invariant son conjugué V° ; si V est non isotrope , V et V° sont

suppiémeataires s =t povr tout couple d‘'éléments x= 1 +Es s Y=¥y4Y5 de E (ou

xq et y; sont dans V , x, et Yo dan - V?} ; on a
i SN o =, 2
(12) <x9y}z§31+K23y1+y2>:<%19yi}-fzggjz>@

puisque V et V° sont conjugués ; en d‘autres termes ; f est somme directe
des formes fy et £, . Tout automorphisme ug G(f) laissant invariant V est

éterminé par ses restrictions U 5ty 2 Vet V° , qui appartiennent res-
5

fode

) 3 réeiproquement , si u,

et u, sont des transfor

31

M

mations quelcongues de G(f,) et G{fz} respectivenent , i1 résulte de (12) que
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1 autonorphisme u de E gui se réduit 2 uz dans V =t & uz dans V© appartient

Gy a = : g
GLf} ; le groupe 1
£

o

&
7 = “.Y“? B °

Gl£y) EéGfrz) - Le sous-groupe T’ de 1 farmé des ZIAMBNTE sutomorphismes

d E laissant inyariant ch aque #lément de V est dvidemment isomorphe au sous-|

groupe de GI£5 )X G{f,) Pornéd des couples (u,,u

©

2t

1_-,

& gue ; L _ est donc isomorphe & G{fz} favec lequel on i'ddentifie souvenif

| 4 . Sous-espaces totalement isotropes .

e . -
DEFINTITION 35 .- On 4it qufiun sous-espace V de B est totalement isotrope (pour
5 =% ¢ = - ot o
taz forme t) s'il ect contenu dans le Sous-espace conjugué VO

Ait on a f(x,y)=0 guels que scient x et ¥ dans V . En particulier

@]
[
Y]

o 2 = : :
fix,x)=0 pour tout x&V ; en vertu de la prop.3 du § 2 , cette condition né-
cessaire est gussi suffisa “,e pour que V soit tetalement isotrope lorsque

f est hermitienne (mais non bien entendu lorsqus f est alternde),.

Vg e i S : % P2 s , f"’ - - - 2 2 it et
En particulier , un vecteur xest dit lsepﬁgpe iorsque {(z,x=0 $ 11 yevien

au meme de dire gue le sous-espace XK de dimension 1 est totalement isotrope. f§

nT q' - S 2wy Pt - = .
- PROFOSTTION § .- 53 V est un sﬁaswespace totalement isotrope de dimension r
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PROPOSTITION 6 .- Shie ot V un sous-espace

2R At ~ v = = T 3 E e : .. 2 y
gue § Jle sous=espace V¥ Vo egy g@ua;pﬂeff isotrepe . et tout socus-espace W
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de t &iément de ¥\ V° , il est conjugué de tout &1lément de V=W+{VV°) , ce

gui montre que x&V° , et par suite gue x=0 .

Dons tout ce qui suit , nous supposerons que les valeurs ée‘{?gx gont de lg

forme p +9 (cf.§ 2,n°5).

PROPOSITI ON 7 .- Seit V un sous—espace totalenent isotrope de dimension v .

1° 11 existe au moins un sous-espace totalement isotrope W de dimension v

. tel gue V{}Wx€O§ et gue V+¥ s0it non isogfrope -

‘ 2° Pour %out sous-esypace vechoriel W totalenent isotrope avant ces propridtés,
il existe une ba i e V une bz ey : ¥ telle g
| il existe une base (elzlgggy de V et une base (e.) | s igor de ¥ telle gue
i N, e A <
B GE AT o < Aronee s | o A Al
108, 9" by (indice de Xronecker) pour 1=i<r , 1=i=r »
Soit ey un vecteur de V , non nul , et soit a un vecteur tel quezxz<%19a>%0 Z
montrons gqu'on peut ﬂeterﬂiner X et - de sorte gue ew+j:@j}+a§gs@it un vecteur

isotrope satisfaisant 2 {glger+1>%1_o Cette derriltre condition sféerit wu=1 3
d'autre part , on a par hypothise {égg>z€+?'° la relation ge¢g+a¢%esk+aégpo
s‘éerit alors g;GQk+ggJ+(X§4§?%&zO et corme par hypoth%seeg#@ s en déterminant

b\ par la relation%?k+gg?1;0 s, On satisfera & 1°équation préeedente p

Cela étant , le plan P détermiré par e; et e, est non isotrope 3 donc sonlﬁﬁ
conjugud P° de dinension n-2 est non isotrope et supplénentaire de P . En outre
P°V est 1'intersection de V et des hyperplans conjugués de el'et er%l s mais
V est contenu dans 1'hype § an GOLgugue de ey 9>et non contenu dans 1'hyperplan
conjugné de .1 v ce qui prouve que P°nV est un sous-espace ﬁo%alemené isotro-
pe de P° de dimension »-1 . I1 suffit alors de raisonner par réecurrence sur r

Lo}

£
pour démontrer la premitre partie de lg proposition . Quant & la seconde , elle %

2

se démcntre de méme en choisigsant le vecteur & dans le sous-espace ¥ donné
3 LY AR - = - 3 s =

de facon gue {e }% ; cela est possible en raison de 1'hypothise que V+#¥ n'es-
L3

n

®

s isotrope , car ey , qui est conjugsué de tout vecteur de V , ne peut 1'étre

de tout vecteur de W .

“
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i CO?OLLAIhﬁ 1 .- Soient V ¢t ¥ deux sous-espaces totalement isotropes de dimen-

sion maxima ¢ et tels gue Vfﬁwzégj -~ Alors , i1 existe une base {ei}1y4<§;de

. s % tell e le..e. N5 . lzicy. 1gisy).
/ et une baé@ (el lprlgiely de % telles que {}l,e?%£> 5;3 (leig®, 1515

11 suffit de prouver que V+7 est non isotrope . Or . s'il existait dans ViV
& .

: , , = . -

un vecteur x£0 conjugué de V+7 , on aurait x&V ou x4W ; si .ar exemple x£V,
&

le sous-espace V+xK de dimension ¥3+1 serai

trairvement & la définition de P .

COROLLATIRE 2 .- Si Y>0 , les vecteurs isotropes de B forment un systime de
générateurs de l'espace E tout entisr .

¥n effet , si él%O est un vecteur isotrope , =t a un vecteur non conjugué 2

€5 o nous avons vi dans 1o &em@ﬁstra tion de la prop.7 gu'il existe ur vecteur

)

ZTEELHEE non conjuguéd & e. dans le pi

]

i défini par e, et a . 0O

fd

existe une hase de E formée de e, et de wvecteurs ay'(1£k§h=i} non conjuguds
£ e =

s

2, ., sayoir les vectamrs a,=e, +8 , Ou les e, (l<kgn-1) forment une base de

O

conjugueé ée e- , Celg établit le corollaire

)
<)

Le cor.1l de la prop.7 montre en particulier que s
i

1
formes hermitiennes de ranc n et d'indice m sont dquivalentes .

5 - Transformation des sous-sspaces vectoriels par G(f) .

THRORENE 1 .- Pour gue deux sous-—espaces vectorisis VEQVZ de méme gimension

PRttt Swattte

‘autre par une transformation ug G(f) , il faut

orne fondamentale £ 3 V. et V_ soient|

2

-

la condition est févidemment nécessaire . Suposons inversement qu'elle soit

-

vérifife ; les rangs des restric tlums f?:fz de T & V. ot VZ €tant égaux , les

sous-espaces totalement isotropes V351V£ s VQFEVS ont méme dimension r . Soit
¥ =

oy
<
4

W, {(resp. W,) un supslénentaire de V.A V2 (resp. sz‘&g} par rapport
e

2 =3 3 i V4 S 7 PO
{resp. V) 5 Wy et 7, sont nonpisctropss (prop.6) et les restrictions de £ 5
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Wé sont éqﬁiﬁaleﬁtes = Soieﬁﬁ-ﬁi'eﬁ /)
et,wz'wesp@ctiveméﬁ% ; P est somme directe de
suesi de ses res restrictions é.WE =% 75
L i1 r8sulte du th., Ae ¥itt (§ 2,th.3) que
dquivalentes ;3 il existe 4o Jevuae agéLhu,
7, et une application 1indaire biunivog
kagf}p@ur x et ¥ dags Wy et {w f/gvaﬁ}w‘
tion lindsire u dont les restrictions & W,
G(Fr) . 3i *° est alternée , on parvient encore
en raison du th.1l du § 2 .
On peut 40nc supgesef {en effectuant au besoin 13 transformation u) que leﬁz
?Szwg 5 Poéong W =V, Ve {z =1,2) ; dans 1'espace ¥ , so0it 0. {i=1,2) un sous-,
espace tOtalément»isetrepe de dimension r %tel Qué Vif%ﬁiséﬁ% et que +§i soit
non isotrope (prop.7) . I1 résulte de la prop.7 que les restrictions de f a2
é@usaespaces Mo+l et ”2+32 sont 4quivalentes , donc l= raisonnement précédent
montre qu'il existe une transformaﬁicn du groupe G(f) laissant ipvariants les
£1 iments de w1 et transformahi Wl 2n %21e% Ny en'NZ . ce qui ach2ve lz démons-
tration : | '
SORCLLAIRE 1 Pour tout sous-espace totalement isoirope V de dimension r ; i
existe un sous-espace totalement isotrope W de dimension maximale ) contenant
7 ,
En effet , soit W, un sous-espace totalement isctrope de dimension naximale ¥
et soit Vl un socus-espace GuelcoOugue de ¥, de dimension r ; 1: th.l montre
qu'il existe une application u €G(f) telle que u{Vl}xV ; Vzuiwz} est alors un
sous-espace totalement isotrope de dimension ¥ contentmat V -
: Vﬁ “9V29W, quatre sous-espaces totalement isciropes de




i | i e }
R [ o) 0 § @ > 0!
& & o o i = Se
® Q L 1.% Tex e D) Q 2
™ o] ~ @ G i [
2 A y B Qs & =2 32 ({}]
[Ofi oy i i a S o
U] [N i ) L)) < KR ° Q@ o]
£ (5 o3 ] [ N e ) o) ol
o3 A e Q S o 0 ORISR =3 B
, a\ s | a0 Q o b L4}
0 = ) () @ ¢ O (o] M

W e g (vl 8 L O ..

X e £ ] S e 42 O ]

= L) i T S B R @ ol
o o o O )
[ Yeq @ o ] =0 @ o kS
@ N B - Sl e e &= B oy

: AQb e + £ o ii- fl | +
0 i (o) MU Q AR (@ it Q G b ()
, sl ) e ARl -1 sl §
Lk B i) @ (@)
@ =m 0 0] S Bl £ (sl

St ED) o Q SN i

=3 Lo LA SR om0 Q QL MR
o (4¥) ) 0 N ) $d
0y (SR T R N L o Qi
(Lo @ 0) Q h e Lo (i}
\ @O & = et Lo " ko) L9
o (U S oAl oo ik R m B

(6®] o} L) tolt] &1 o [@) X (!

J g ) el ) ] o) & (U} &) e
e D U e o ;
QLW P Q o R o

: ke o & ()] (<al U M R el 0 ; 42
A et e S el
i ) (o SRR I e B sy @ () o
o (] ¢ & | o Q Oy (4} e
(Q\] o Q: W & R m,.nu = “ Q :Pw.\i.m jal
TR e e ST G To R o i e O Qe
L i o Griiee D @ (¢l ) 9
i e e Syt 4D = (@ o) L i N
ﬂ“ i R R el O el o s ST STl = o
4 (o] N 2 u e @) ey L | . e ..*Lm WM o a ¢)
L M (R (] O ey Rt B B ST ) &, o
b @ i oy O ,,,g o3 o SO feox! L] Q)
i L@ o UGS e R ORE Lt sl (o) F=
(o Cl S DR G Y Q@
ot D @ (B A G {4 o W et B oot .
s 3 qV] it e R R s 5] o
) St (o )] ol (L o) (@) Lo A el
R N S w e A i el e gy 0 (o T
= e e R NN SR [ I« B <) R e o} (S
AT AR S e i SRSy e i @
42 [ < o VRO R T R T 1) 0 POV RN oY
Bien] e \ & LN AR, & {n o @)
o U TR S T S R L Rt ESRRG BB
b e (TR @ R Q P ORI E Qs AL
s ; ORI o) , <R on it e T S R () OO
I BN R S C R o et &l @ (i} o
A Ve Lo DN R B R o) D) £ o
ho e e 4 @ @ @ 0] @ 3] (o)
WLGL e g e Y e e 20 H <
R o A= ﬁ ; £ om0 42 b
B ) e RN S S GR it ) o @@ () )
W et e e e e R e o e
wﬁ s G e T DR S S ot 9)
el [o < 0 @ (ajibd Q 0 SRy L
HE R ©f e o = bl Q) () o R SN ) o+ e
e BT O = i (o ! i 0] o3 < Q
Q £) @ PO R O @ @S e @ ) Q)
s &4 0y oAU b i A RS g 2 = A
o R :
48] Lip 43
Rl o R
Qi
ﬂfm o)




=

dice de £

=

On notera que ce raisonnement donne une neuﬁelle démonstration de la

2

1oi d'inertie /§ 2,th.4) et prouve en mBme femps que si f a 1z signatu-

re (s,t) , 1'indice de f' est ésal & 7in(s,%t) . On remarquera que 1'in-

dice de f peut etre strictement infériecur & ce nombre ; par exemple ,

sur le corps QJ , 1la forme $=2é2 a un indice égal a4 0O
320 -

e

. Invalutions dans G(f)

Or 3i% quiune transformation ue G(£) est une involution si u® est la trans-

o 2 = : : e ;
formation identique , autrement dit , si u“{x)=x pour tout x&E

PROFOSITION 8 .- it u une involution de G(£) . n'est pas de caracté-
ristique 2 ;, il existe un sous-espace V non i rope tel gue u laisse inva-
riants tous les élémenfgs de V , et que peur tout éidment du conjugud

ion avant ces propridiés est une

Ve de ¥ ?écipquueﬂeﬁt , toute trans

de ¥ sont

S 5 2 YooY e = e S 0 = -', e

conjugues de V , douc ¥ est le sous-espace conjugué de V : cwrnme Vav-{0b <
[ 5

V et ¥ sont non isotropes

T2 el 394 e b’ = 3 W 13 o5 7 AT A Vi o1 YIS 313 40\ =

Remarque .- Les homothétie XX ¥ qul epparviennens gu groupe G{Lf) sont ndé-

cessairenent centrales ; autrement

2 =

72 de X {ehap.T1,5 % 2) : en outrse
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8 . Groupe upitaire et groupe orthogonal .

o

Supposons maintenant ~ue ¥ so0it un corps commutatif ou non . et f une forme

]

e . : e . - =
sesguilinéaire hermitienne fon@amentale sur B . Le groupe G(f) est alors appe- |
\

I

!

|

14 croupe unitaire relatif 3 1a fo-me £ , ot noté U (X, f) . Pour que uel (K. *

> 7 , g n n’
o P BS L UEESE s e B ey 07 g : f-. «(/ 5 4 ¢ ; 3
il sufPit A’ailleurs qu'on ait identicuerent ful(x),ulxl =(x,x) (§ 2,prop.3).

Les elrmmn ;s de ce groupe sont appelés transfor ‘mations unitaires . Toute trans

=

|
?O?Eatiem unitair= transforme toute base orth0g@ﬁale (§ 2,n°3) en une base or— |
|
- |
thogonale ; réciproguement , si un endomorphisne u de & transforme une base |
E , : \

orthogonal o de B de soO - {e.)s=0 pour ifZj et

rthogonale (el}lékgﬁ 7 de sorte gue {ﬁ(elﬁsu(ejﬁ 0 pour i et
fule. ) ule. D= our 1€i¢n , u .
tule, j,uie; jr=(e; e, pour 1&isn , u est une transformation unitaire .

£

=

On dit gu'une base orthogonale (ei) est orthorormale si on a <§i9@£}si pour

igi€n , ou , en dfautres termes ., si 1ls matrice de 1ag farzeifangam@ ale pay
p fb&‘%L; Fe
: = : et &
rapport 2 cette base est la wagrice unitd I . La matrice U/d'Une transforma-
tion unitaire quelconque par rapport & une bass orthonormale satisfait aslors
2 1a r-lation :
k..
(14) “T.0=
G : gﬁ ) / -
équivalente 5 =N~ , ou encore aux n{n:1)/2 relaticas
Sty { glixli‘;‘%gi’:%‘?i-ﬂ-ﬁo«'?-Ge{:,i&’p;:ml %21%:-1%’@}
115) 5 s
&'-c ',Mu s oo &f'e =0 S <
€ ‘3{1'(“’13 3{2 3{n3+, 3 ]’Qlﬂdj 9] \~.<J}

11 faut remarquer qu’il n'existe pas touicurs de base orthoncrmale . Par

=

+
Unes matrice U qui satisfait & (14) est dite matrice unitaive . . T
{/f exemple ; si X est un corps commutatif ordonné maximal , il ne peut exis |

ter de base orthonormsle pour uvne forme guadratigue f que si 13 signatu-

re (£ 2,n%) 3e T est {(n,0} , autrement dit , si f est strictement posi-'

®»
»q
fdo
0]
ok
()
@)
W
0]
o
®
o'
Q
(&)
®

tive . Sur le corps Q des nombres rationnels , il n!

rthonormale pour la forme strictement positive

®
Wy

nirant de cette forme est 2 , et le discriminant de toute forme admei-




=

(¢EN

tant unes base orthonormale =st un carré dans Q
Torsqu’il n'y o pas de confusions & crainire , on dit gue deux vecteurs
{resp. sous-espaces) conjugués par rapport & une forae herniti&nﬁ fondamen—

tale sont des vecteurs (resp. sous-espaces) orthogonsux .

Dans toute la suite de ce paragraphe , nous suppcgefons que le corps X est

commitatif , =%t désignerons par KO ie sous-=corps des invarignis de ~$§"‘*utc"wr~

= - .
phisne §-¢§'de K . Lorsque K =K {c'=zst-8-dir= lorsque f est une forme bili-
néaire syndtrigue) , le groupe associé & f prend le nom de groune orthogonal
et se note Gn(Kgf) ; ses dlémants sont appelds ERANTERENATIGAENEFERCERREILEY

transformations or%hcgonales - Lorsque , ‘dans ce cas , il existe en cutre unzy

base orthonormale pour f 9.L& matrice U d'uns transformation corthogonale guel.
congue par rapport 2 cette base est telle gue
(15) U.U=I ;

onn dit qufune telle mafrice est une matrice orthogonale .

Toute forme hermitisnne de ranc 1 &tant de Ia forne Af  , Ol olER, et
_..g 7 % V A e : 77 S Lo 3
f0{§9Q)~;,§ s tous les groupes unitaires Ulaﬁgf} sont isomorphes ag groupe

e

m&ltiplicati? N des &1léments de X tels que £F= =1 5 lorsque KO%K 5 ce grduge

B

(e

est 1= groupe des élénents de K de norme 1 sur Ko ;s lorsque KOEK s N est 1=

groupe des deux Zléments -1,:+1 (rapp=lons que , dans ce cas , K n'est pas de
caractéristique 2 en vertu 4= nos hypothises).

9 . Groupe des rotations .

PROPO3TTIOT 11 .- Soit K un corps co'mutatif , £ une forme hsrmitienne fonis-|

mentale sur B . Liimage du groupe G{f) par lz reprisentation U-~det U dans

ie groupe multiplicatif Kﬁ‘g est le sous-groupe N des éléments de K tels que

J

1

o

w-a-\i
[t

En effet , en prenant les ddterminants dans les deux membres de (8) , il

vient , en posant A =det U




7%
(17)

Il'gutomorphi

E

me 11 de

=

e
R A3
5 feah =LA

2= 2
£lément v
H
U= 3
oy

B
K tel gue ££=1 , 11 existe une matrice
- G &) - = 5 2257 o
er , 81 ‘e.) =8t un= base orihogenals
P
ule, j=ce. , ule.)=e. pour 2<isn , ap-
A% i/ 3 3 3 7 l/avi 3 LA g p

est abdlien , ce gqui montrs que U;{xqf} contient le groupe des comnutateurs de
g e suguel id s ";v"vl IYa e Nfraeel aamar Ao s 3
U tBE, 1) , auquel ik n'est j'ailleurs pas nécessairemsnt éaal (exerc. ).
Dzns le cas du groupe orthogonal yﬂézcjé ; 1= groupe des rotations se note
nre £) : plaat pn oo e e e 2
Cailsf) 5 efest un sous—groupe distingud dlindice 2
Hous gllones Atndier comment se transforment les sous-espaces vectorisls de E
par le groupe des rotations .
mit ’-, “'»""‘I Lo : 23 = 2
THEQRE"E 2 .- 5i deux sous-espaces Vigiﬁ de meme dimension r sont tels gue les
restrictions de 1z forme fondanentale 2 V. ey V, soient équivalentes , il FEHE
existe une rotation transformant V., en VZ gauf si K =K - 2r-n , et si Vi et 12
sont totalement isotropes ; dans ce dernier cas , pour qu'il existe une rota-
tion transformant V V2 , il faut et il suffit gue 13 dimension de V. Vg
TS - 1 e __'_ ¥ s
Pt M g 3
817 Weme parite gque T .
D'apr?s 1= th.1 , il existe une transformation unitairs v telle gue v{V. )=V_:
2 - 2k D2
nous allons 4f'akord montrer gue pour tout sous-sspace V., de E auire autun sous
espace totalement isotrops 42 dimension rn/2 , il sxiste une ftran=fornation uni
t3ire ¥ laissgant invariant V. et dont le déterminant =2st un &lément arbitrai-
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L
A

me 1 =gt de la forme géfé' {chap,.V,§ 11,%

)
Considdrons maintenarnt le cas ob KxKO < Ew%f étant 1'automorphisme identique’

By
)
0]
?

Nons avons alors d“montré dans ce qui précdde gque toute transf ornation orth

nale u laissant invariant V est une rotation . Si maintenant Vq &% VZ sont

deux sous-—espaces totalenent isoiropes ds dimension r (avee 2r=n) , =t si une

transformation orthogonals u transformant V

toute autre transformation orthogonale transformant V; en V, aura 1e mEre dé-

fterminant AT

®»

Soit alors g 1a dimension de V,NV, 5 le sous—espace conjugué de V, NV, con-
q 5 1 . 2 - /c) 1 2

£

ient Vl.et V2 , done V1+V2 s et ;1 est de 4dimension n-g=2r-q ; ce qui est ;ré
cisément la dinension de V.4V, ;5 ce dernier est donc conjugué de V; nV, . 50it
¥ un sous-espace non isotrope supplémentaire de YL(EVZ par rapport a V.4V, ;de
ﬁimemsicﬂ,Z(r=q) . Dans ¥ les sous-espaces wlﬁvﬁfﬁw , et Wﬁnvgfsﬁ sont des
sous—espaces itotalement isotropes supplémentaires de simension r-g ; donc
Aprep.7) , 11 existe une base {gi}léiﬁzistu de ¥ telle que les rcrtﬁremless
vecteurs ey forment une base de Wl - tes :aé gutres une base de Wz , et gu'on
ait eige?$Q¢? _2i3 pour 1 -q , l=3gr-q . Cela étant , la transformnation u
ﬁelie.que u{ef};e_ et u%e?¢;+i}“@ pour d<isr-qg , et gqui laisse invariants

On voit donc nue si n=2y est pair , et si £ est une forme bilindairs symétriq

d%indice Yy , i1l y a deux classes @' Lﬁ:?&ﬂ“l@l“ té P P! pogr ie groups des

N

=2 = - B : : Sl ' i 33
rotations O (.;g ) dans l'ensenble des scus-espaces totalemént isotropes de di-

mension maxima Y ; si V5 et VZ appartisnnent 2 une n3me classe , 1a dimension

anm vifnv9 2 méme parité que ¥ ; si au contraire V, % v,

a
classeg A4ifférentes ;, la dimension de Vlfiv 3 une parité diffirente de celile
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Notone encore , pour les transformations orthogonales ;, 1s propr riété suivante

PROPOSITIZY 12 .- Pour toute transformation orthogonale u de déterminant -1

il axiste un vecteur x£0 dans E t21 que ulx)=—x . Si l'espace E =s% de dinen-

sion impaire , pour toute rotation u , il existe un vecteur %£0 invariant par

Supposons en =ffet que det U=-1 ; d’aprds (8] , on a
fo 2
“U.B(1+0)=( (0+1)R

d'oli , =n prenant les déterminanits ., et remarquant que éﬁrlé §I+?> , 11 vient

1

Q

~Aet(I+U)=d=t(I+U) , ou encore d4et(I+U}=0 ;5 cela prouve gue la matrice I+U
3

Q
(@)
3
Q
O
0
o
ct
bate
Q
=
i
£
&
ct
}-ﬂ
®

Ae rans <n , et établit la prewibdrs partie de 1a
part ;, si n est impair , et si u est un= rotation x—-ul(x) a un déterninantg
Adogl 2 -1 , A'cu la seconie partie de la proposition ,

1C . Relstions enire les groupes G(f) -

Seit K un éorys commutatif de caractéristigue #£2 , extension quadratigue sé-
parable d”unvcorps KO = 0h o doné K:Koﬁu) - oﬁeﬁzfﬂ,gsibétant un élérent de
K, non carré dans ce cOrps . Soit E un ‘espace de dimension n sur K (done de
dinension 2n éur ZO) » 8t soit f(x,y) un= forme sesguilindéaire hermitienne

sur E {pour le Kcéautamorphisme §~@5§ de X , distinct de 1'automorphnisme i-

dentique) . Posons f(xgy)zflfxgy)%ﬁfz(:gy} -~ on flixgy} et fz(xgy} appartien—

nent 2 K

- XIYﬁﬁﬁKéléigiaﬁﬁYiﬁﬁxE si nous désignons par E, l'espace E consi-

wo

déré comme espace yectoriel sur E& X, il est clair que £, et £, sont des.
formes bilindaires sur E_ . En ocutre lication x—»wx de E  sor lui-msne

: g b
o) y =0

‘O

b

est un amtomorphisme u, je cet espace vectorisl , tel gue ug(x}ﬁax ;s 1a rela- -

tion f(x0,v)=0f(x,v)=-02(x,v) entratne donec

(172) e la (%), y)=—otf,(x,y} -

2 5 - 3\ 2 % . % 3 =
Enfin , 13 relation fly,x)=F(x,v) équivaut aux deux relstions
S-S S A 8 2N
(19) £ylyex)=6(x,5)

<
o
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j’espace vactoriel par rapport 8 ¥ . en posant , pour xg«;EO 5 :%6_5{6 et f:&éKQQ

(%}&W§X5§X+§ud(x) s il suffit en =ffet de vérifier qu'on a bien , avec cebte

AéPinition geéﬁ&x}:xﬁ , ce qui résulte de 1l'hypothdse agix}g%x .
Or notera 2n passant que ce résultat montre que si E, est de.diﬁenslsn
finie sur Kc-g/ceﬁte dimension est nécessairenm eJt paire s'il existe un
automorphisme u, ayant les propriétés précédentes ,
Posons alors f£,{x,y)=- ~-f1(u (ﬁ,sfy ; on a fgﬂfzf'g:ff?z%;?fzmpé’y},gxua.
Z - s ce qui nontre qgue i

*=5£-?1 u (x) u (y);h_—fl\fa (z),y) en vertu de (21)
st alternée sur E_ . Si E aé “”ﬁe 1

Ade la structure 1'espace vectorisl sur ¥ définie ci-dessus , et si on pose

?(xgy)aflfxgy)+af2(xpy) , 11 est immédiat alors que f est une forme sesguili-

Asntitd).

On pourrait aussi , au lieu de considérer une forme bilinédaire symnétrique

sur EO o, partir d'uns formz alternde f_ sur E et d’unm autom ovunl e~u0'de B

fod
)

tel gue qf(x);&x ; ot satisfaisant 3 (22) . On définit alors fl{xgy} par

relation flfxgy)z=f2(u0(x}sy) , puis f commne ci-Gessus

nfin ; si on 6531gne par g; et g, les dualités définies par £, et f2‘9 la
lation (18) s'éerit gy2u,=—4g, , ou encore gzggggzngfuo . Inversemant , 1le
raisonnement précédent montre que si gllﬂgnﬁve est un'automorphisme de EQ tel
que viéx):i?x - oﬁgx_n?est pas un carré 4 sk f»fl*%fz est une forme ses-
guilinéaire hermitienne sur E . - -
Lorsque K est un cOorps de qua%e?nﬁons sur Ko s ¥ une forme sesquiliné-
aire hermitienns pour llantisutomorphis *c_ﬁwgi’ﬁe ¥ , on a des propriéd=

t4s analogues pour le groupe unitaire U (¥,f) (exerc.15).

§ 4 . Réduction d'une forme hermitienne 2 ses axes .

1. Formes fondam-ntales strictement positives .

- : : I— . 4




-

A Soit.Ko'un corps commutatif ordonné , ¥=¥ () une extension quadratique de K|
462 Stant feal » un é14ment y L0 de K 3 rappelons que la n@@me_&E dfun élémen

: e - ea T -
%éaK par rapport = Ko est alors >0 pour tout %ﬁo dans K . Soit E_ un espace

vectorizl Ae dimension n sur ZO , et soit E lfespace vectoriel de dimeasion n

194

sur X , obtenu par extension ® X Au corps des scalaires de ¥ (chap.II1I,§ 2).

On a vu {§ 3,n°1) que toute forme bilindaire synétrique f_ sur E_  se prolongs

d‘une seuie mani>re en uns “ormne SESQﬁiliﬁéaiTT hernitienne £ sur E ;3 il est

clair que par rapport & unz m8me base de & (gui est aussi une base de F) les

k<]

deux fOrm@é fo et F ont méme matrice 3 en particulier , elles ont mene sigsna-
ture (§ 2,n°f). 'lous allons dans ce qui suit considérer les propriétés des
formes sesqgnilindéaires haymitiennes sur E 3 1a relaéion précédenﬁe nous permet.
tra d'en déduire les propriftés correspondantes dws formes bllﬁnéﬁires symétri.

gues sur EO

GonsiﬁérOER sur B une forme hermitisnne fond@nentai {§ 3,n°1l) que nous note-

&

_hons ( 9v> nous supposerons dans tout ce paragraphe que cette forme forndanan

tale est strictement positive (§ 2. n°6) . Tout sous-espace V de E non réduit 5

O est alors non isotrope ; V et le sous-espace orthogonal V° sont supplérentai

res et 1a forve <%9y> o5t somze dirocte de: ses restr ~ictions & V et V° . Le com
posaht sur V 4'un vecteur x &R , dans ls décomposition de © en sonme directe

de V ot VO , s'appelle encore projection orthosonale (ou sinmplsment projection

ie ¥ sur V et se Afgirne par PVKY, ; L'applicstion P, est dit proiecteur de E

¥
sur V 3 P_{x) est 1l'unique &lénent de V tel gue %x-P.(x) soit orthogonal & V .
=V g i v : 2
t

Le fait que ? soit so-me directe ‘de ses restrictions & V et V°® se tradui

F N\ : - A 7N 3
(1) , <x x} (PV(A,QEV(X }ﬁ{ﬁvoaxgggvo(xj>
{thfor>me i= DPvthagore) ; on en dé-duit aussitBt que

75% ." f = A% ; b A =

{2) (Po(x),Bolx)p S xo%) 5




at';'f\'

et

autrement 4it , la carré scalaire 4e la projection de x sur un sous—espace V

’

gali*@:é de pouvan*; avoir lieu ,

D

eat au plus €ogl au carré scalaire de x , 1

dlapr>s (1} , que 83 x eV .

Cherchnons =n particulier 1a projection d'un vecteur x sur le sous-sspace Ky
de Aimension 1 engendré par un vecteur yZ0 ; si Ay es

. :

x-2y doit e‘sre orthogonal 2 y , ce gui donne {;zzgy}r-,fz {'r. 75 =0 ; % par suite
}\ },,‘ '“s (o 2ot ans 2= . =
=&, /ivgv . Si on éerit que ¥ v x5y {(inégalité (2)) , i1 vient
1'indgalité de Cauchy-Schwarz

(95 < SN 7N
(x;b’)a ,xgy}g’ ég}jw?

‘Plas k% océnéralement , si f est une forme hermitienne positive sur E ,
£ 9 : e

Qi’! a encore lflﬁecalz*ce de Cauchy-ichwarz
(4? = tlx,y ) T{x.y) = t{x,x)t(y,y)

quels que soient x et y dans E . En effet . si V est le sous-espace oOr-—

thogonal 2 E tout erﬁ;ier' {pour 1la forme £) , 1la forme hermitienne sur
E/V ,'i-éi-uite je f par passase aux gaotients , est strictement positive
et il suffit de lui appliquer 1'inésalité (3) pour obtenir (4) .

Si on considhre en particulier le cas ol E est de dinmension 2 ; on
voit que la relation adhsbriesb Aic *ﬂg/() pour tout couple d'éléments
de K (afve‘c aeK sc G,-K‘ et b eK) entraine bb=ac ; c'est ce qui résulte
d'ailleurs anssi d= 1'identité '

a(,a)\g+b’7\-§,a+%°)‘§§;c H‘;} ={a h+bs) f?f?—?;, +{ac-bb) t e

2 . Orthogonalisation A4'une bsse .

Soit (a.) une base gquelconque de E . On peut en déduire une base ortho-

i'l<€ice _
gonale \ei}1<i@ par le procédé 4e récurrence suivant : on prend e,=a, § sup-

pogons ensvite ddterminds elgezgwgerJ de sorte que le sous-espace vecioriel
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V_ engendré par ces vectours soit identique au sous-espace {de dimension pj

y dré ' i = 801t o iz projection de a sur V et pre-
engengre par 835855 9ap H ap+a i2 DProj on a il 62 c 2

nons . I1 est immédiat que la base fe

§do

]
e = -
p+l ap+l ap+m
de les deux propriétés suivantes s

1% pour tout p tel que lgpgn , le sous-espace yectoriel engendré par a,;a,;
.:0,8._ est identique au sous-espace engendré par 8108550058 3

$ s ° ° 3
2% on g {an;ep>;>0 pour tout indice p .

Inversemnent , on voit aussitlt ., par réecurvence sur p , que , pour toute ba=

x propriétds | . >0 , pour %Hout in-
<
que tout carré Coit une norme 4'un -

1ément de K ; cela éguivaut au fait gu'il existe ur

g R ]

‘
)

Forme fcﬂﬂpmﬁﬂtace ix,f} en outre gue

3 . On pent aiors achevex

si K est un cOros ordonnépythagoricie

2 condition ¢'étre orthonorbale;

de déterminer 1a base (b 7 en lui imposant

= z et E = :
les gﬁ sont alors soumis aux conditions gi@ige4ge;}zg ;> ce gul , joint aux

coniitions $i>:0 ;, les détermine entigrement ; on dit que ia base (b,) ainsi

obtenue est deduite de (al) par orthcuacrmalisgiion .

Ce résultat est équivalent 3w suivant :

7S

0POSITION 1 .- On suppose que , dans K, » toute somms de normes d: d1éments

de ¥ s0it une norme . S5i A o8t une magsrice carrée inversible gueicoznque 4'0r-

5

dre n sur K , il existe un couple de matrices {L,U) d'ordre n , et un seul

tel gue U =0i% une matrice unitaire , gue L={A..} n'ait que des zéros au-des

o

sous e sa diagonale principale et des termes diagonaux 41 appartenant a KO

et 0 of onfin que A=HJ .

} ainsi déterminéde possd




7 e 7 3 _'%» 4 %‘ﬂhy".
A5) ' .<uax;;,y}=4xf,ﬂ (¥
F 8 ¢

7

En effet , dans B=K" , soit (@i§ la base canocmique ; a; la colonne d’indice
ide A ; by la colonne d’indice i de U pour l<izn ; la relation A=LU équi-

= >
vaut 2 aizzﬂjkkiby . et les hypoth®ses sur L et U expriment simplement que
‘1 = = ; :

2

pour la forme hermitienne fondamentale €ont la base par rapport & {ei) est

) par orthonormali-

Be

iz matrice unité , 1la base (bi> est d4duite de 1a base (a

-

sgtion

Remarque .~ D'‘aprés la remargue du début du n°l , de chacune des pro-

priétés précédentes dzs formes hernitiennes strictement positives on
déduit aussitét une propriété correspondange des formes quadratiques

strictement positives : i1 suff ans %tous les énoncéds , de rempla-

d
cer partout l’automorphisme ¥.5% de K par l’automorphisme identigue
7

de K, ; la norme 4‘un &lément de K est donc remplacée par le carré d'un
éiédment de Ko . Pour que l’orthonormaiisatior d'une base guelcongue de

(7

Eogoit possible ; 1l faut et il suffit que tous carré scalaire {%QX}

soit carré 'un élément de X ;5 il revient au méme de dire qu'il exis-

te une base orthonormale pour ia forme fondamentale , et que KO est un

corps ordonné pythagoricien . Si K est pythagoricien ; foute matrice

carrée inversible A d'ordre n sur K se met dfune seule maniére sous

la forme LU ; ob U est une matrice orthoponale sur X, ;, et L une matri—{

ce <%i%> sur KO'Q dont les termes au-dessous de la diagonale sont nuls f
el 3 2 o

et X¥8 dont les termes diagonaux éii sont ;>O'o

3 . Endomorphismes normaux -

La forme fondamentale <?9?> étant toujours supposée strictement positive ,

=

rappelons que pour tout endomorphisme u de E , on appelle adjoint de u 1’en— |

domorphisme W aéfini par la relation
222

= o= =

§ 1,n°9) ; si (ai) est une base orthonormale de B , et si U est la matrice




- e -
par rapport 2 la méme base

=]
Qo
e
)
o
(e
®
o)
©
(\-::Z

de u par rTapport & cette base ia

£ :
est U , oue l'on notera emcore U

f : 2 z : = e J vq
DEFPINITION 1 .- Cn 4it qu'un ené@mafphisme % Ge E eat normal (relatLVement

‘ e

2% 15 Torme fomdamentale fﬁ a'il est permuiable avec son ad oind
o ¥ B

On dit que 1a matrice U d'un eﬁdOTOTDhlsme normal u par rapoort & une base

i

orthonormale est uns matrice normale 3 une telle matwl@e est done aracﬁ T

- : 3
sée par 1la relation gg_:gég -
Deux types particuliers d'endomorphismes nOTrmauX SO0OS spéecialement dmpor-

tants ¢

(N

10 Jes transformations unitaires {pour 1la forme rondamentale) ., caractéris

pas la relation e {(§ 3,n°1)

0o

20 jes epdomorphismes u tels gue U =u , gu'on appelle endomorvhismes hermi-

tievs ou autoadjalnts ; par rappart 3 vne base @TtﬁOﬁO?M"le ,-1a matrice U

g'un tel automorphisme est telle que g:xg 5

J‘i‘o

s

un endomorphisme hermi-

o
g
(‘)
a

tien /u(x) y} est une forme sesquilinéaire hermitienne , car /ﬁ J)gg}ﬁ

ulx)> ﬂf“ny“y) . Invsrsement , soit £y une forme sasqulllﬂéalre herniti-

o

2nne quelconque sur £ §j comme 1a formne fondamentale définit une dualité

=

14
b

E sur E , pour tout x& % ;, il existe un Tément u{x)& & et nun seul tel que

é
fi(X§Y}z<t{flgxf pour tout y= & ; on vérifie immédiatement que u est uvn en-

domorphisme de © , et la reiation 2. (y,x)=T;(x,y) entraine {u{x},y}”i\;u(y}ﬁ
e =5 3 £ &

.f/‘ PRl 4 %
clest-2-dire U =U o

On 4it gqu un endGmOrpalsﬂe hermitien u est positif {resp. strictement posi-

tif) si 1la forme hermitienne (Q(X} } qu'i

P

\5

o
P
N

i ctement positive) , c'est-Z-dire si on a ulx).x3>0 (res ,\x) %2 ~0)
gour tout x£0 .

Comue exemple d'endomorphismes hermitiens positifs , citonds les pro-

jecteurs Bn offet , comme y-L. Ay} est ortnckonal a V pour tent y&kb
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on a
5’%0{3 sYy={By{x) ;ﬁfﬂy?}z\;g By (yi)
et ; »{cgv{X}s}%@{zv(y}9£V{Y>§’Z{_’O o
Ni la somme ni le produit de deux endomorphismes nOrmaux ne sont en général

des endomorphismes normaux . Toutefois i1 est clair que lez produit de
deux transformaticns unitaires est une transformnation unitaire , et que 12
somme de deux endomorphismes hermitiens est un endomorphisme hermitien . En

outre , on a la proposition suivante :

PROPOSITION 2 .- Pour tout endomorphisme u de E ; uu¥”33 Wy  sont des endo-

morphismes hermitiens positifs -

On a en effet (ua¥§*=(w%y“u*euuﬁ”; d'autre part , pour tout x €E , on 3
- A%
{u{u*{x) 3 9x>:<u%(x) 911%(7{}[‘; 20 .

4 . Porme canoni-ue d'urn endomorphisme normal .

Dans toute 1la suite de ce paragraphe , nous supposarons que le corps KQ est

un corps ordonné maximal {chap.VI,§ )} ; le corps K est alors aleébriguement

clos {chap.VI,§ ,th. ) , et i1 existe des bases orthonormales pour 1s forme

~

f fondamentale . Btant donné un endomorphisme & de E ; nous allons nous propo-

ser de trouver une base orthonormale de E par rapport & laquelle la matrice

| de u soit zussi simple que possible . Si {e.) est une base orthonorzaale quel-

i
congue , A la matrice de u par rapport & cette base , (b.) une autre base or-

5,

thonormale de E , la matrice de passage (chap.II,§ 6;n°9} U de {ai} a3 (b.)
% S =3

est une matrice unitaire (8§ 3) ; la matrice de u par rapport & {bi} est
=1

=

* . ~ -
AU=U"AU . Le probl*me que nous considérons paut donc encore s’énoncer en
= : : : : T e e :
disant qu'on cherche une matrice unitaire U telle que U AU ait une forme

aussi simple que possible .

2
)
fot

exigte une matrice unitairc

ik

PROPOSITION 3 .- Pour toute matrice carrée




7y

U telle que U“ng soit une matrice triangulaire gk5j} , n'gyant gue des zéros
s

au-desgocus de la diaganale s les A.. sont alors les valeurs propres de 5 .

1L

La dernlzre partlc de 1z proposition est une conséquence immédiate de 1z

prenisre (chap VIIS,.gprOpa 5q‘Pour démonurer celle~-ci , procédons par récur-:

{tato

rence sur n § conme X est algdbriquement clos ;, il existe au moins une va-

leur propre k. de 1°‘endomarphisme u suguel eorrespcni 1z matrice A ; soit

a; un vecteur propregd correspondant 4 A , de sorie que Q(aq}-}a s on peut

3
5

supposer qgue {%1Qa7§r¢ en multipliant ay par un scalaire camvenable . Soit

ot

H 1’'nyperplan orthohonal 3 aq 3 il est stpplémentaire de Kay , et pour tout

x&E , on peut donc derire u(x‘:v(x}+§%x)aj , o v(x)= H etng(xjéiK ¢ v est

donc un endomorphisme de H . D'aprzs 1 ”hypozh@se de récurrence ; il existe

une base orthonormale (a; )2£i<h de H par rappoert & laquelle lg matrice de v

- n'a que ﬂe ZECE zE8vos au-dessous de l1a diagongle ;5 il est clsair zlors que

la base (aé)lgﬁﬁm est une base orthonormale de E par rapport 2 laguellels
TR e 5 : :

matrice de o 5'a gue des zéros au-dessous de 1l diagonale .

'3

Pour les endomorphismes normaux , on peut aller plvs loin , en rvaiscn de la

prOoposSi ﬁlom sulvaate s

PROPGITICH 4 = So1t 5 un ondomcrnhlame normal de E S;* anav ur propre de
s X un vecteaur propre COrrespondant aA 51 H est 1'hy perplan orthogonzl

v 0
5 x

. afHYC H

S

- 5
i ji’ ,"‘,‘; 1‘;, 3 {,ﬁé& ;
xemarguocns dfabord que 1 Oﬂ a <U.§XO, chfawa‘“xxugX@;»fi}uoghr‘/} Xog u.‘gX /

ou encore <xcgu (xoj‘kxaf;o s c& qui signifie que u¥%xo}r§m & 3 autrement
dit , on peut dcrire dﬁ?xo}=Axo+z s avec z @H ; nous allouns dfabord prouver

gue 2z=0 , En effet , on a d‘une part

(;3;0 9u*(u(xo)j}z<xog>lu*(xo}} ::)‘i{xeguﬁ{xo ;} =ﬁ<ﬁ{xe} ;Xo;) =}§: é‘b?xo}

et A'autre part

I¢




=g
{ Juf{u (X 3?} {u*%(z Y0 (% J}! 5 +29 +z/i )?%{x@,,,>+<zyz‘}
Comme par hypoth®se ;, on a ud*:&wﬁ s on o nécessairement &gé> =0 , c'est=A-

&iré.2=0 . Cela étant , pour tout y£ 1 , on a

» /’u(v} x> (:Vgu%(x );/~\<ng>..7

ce qui prouve que u{y)€ H et achbve la démonstration .

THE OR?JE 1 .-Pour tout endomorphisme normal u je £ , il existe une base ortho

nﬁfmale de E par rapport & laguelle la matrice de u est une matrice disggonsle

Gont les termes diasonaux sont les valsurs propres de u o -

En effet , soit 31 une valeur propre 3e u , a, un vecteur vropre cOTTeSpon=

L-g,.

dant 2 }1 , gu'on pent suppOser tel que <aqgaq;~ . Soit H 1'hyperplan ortho

ponal 3 a, 5 en vertu de la prop.4 ; 1a restriction de v & H est un endomor-

phigme de 1 , qui est évidemment normsl . Raisonpmons alors par récurrence sur

n ¢ a'il existe une base orthonormale (2. }2g<<4 de H telle que la matrice par|
-‘. v |

rapport & cette base de la restrlctlon de u &

(]

©

I soit diagonale , il est clair|

gue par rapport & la base ortnonormaiz {(a.), . o la matrice de u est diago- &
: - *=i1gdan _ 2o-

,,,_
: E
i

nale .

frde

+ normale , il faut et il sufg

CO?OLLAI&E 1 .- Pour qu'une matrice carrée A sO :
' —

AU soit une matrice dia-§

£it gu'il existe une matrice unitaire U telle gue U

gonale .

La condition est évidemment nécessaire en vertu du th.1 5 elle est suffisan- g
;

g’)o
)
o
l'D
]
Y
(2]
®
Q
&
o+
5
o
O
]
§

te , car un sniomorphisme dont la matrice A par rapport
male est une matrice diggonale ; est permutablz avec son adjoint , dont la maﬁ
trice est & par rapport & la méme base .

CORDLLATIRE 2 .- Les diviseurs éldmentaires 4'un endomorphisme normal sont

i

Soient }k {1¢ker) les valeurs propres distinctes d'un enjdomorphiisme normal

u , et soit a, 1a multiplicité de }% (avec é&inkzn} - Pour chaque indice ¥ ;
¢ < e
ez 4




1l résulte du th.1 que l’ensemble des x tels que ul(x)= %ix {vecteurs propres
correspondant 2 %kf esSt un sous-—espace Ek de B , de dimension B s que ® est

somme directe des E, et gue ces sous-espaces sont deux 2 deux orthogonaux ;

nous 4irons gue 1ES'Ek sont les sous-espaces propres de 1’endcmorphisme normal

&

u
5 . Valeurs propres des endomorphismes unitaires ou hermitiens .

Pour les endomorphismes unitaires ou hermitiens , 1la prop.4 se précise de 1la
facon suivante

PROPOSITION 5 .- Soit u un endamorghisme unitaire ou hermitiend de E s

<

iy
63

est un sous—espace vectoriel de E tel que u{V)c V ;, et V° le sous—espace d

¢

: 2! = i
orthogonal 3 V , on a aussi u(Vo) Ve . - v _ %

Ia pro pﬂsLﬁlam est évidente si u est unitaire , puisgue u est alors un auto- i
morphisme de B , et que 1la relation u(V) Jg=V sipnifie u(V)=V . 5i v est hermi-

e

tien , onjla par hypothise {ﬁ(x)gy>mg pour z &V et y& Ve , ce guli s'éerit
=,

<%?u{y}}30 et montre qgue uly) est orthogonal & ¥ , donc gque ulVejrmve .

PROPOSITION 6 .- Les valeurs propresd de toute transforn &ﬁ:-a unitaire sont

‘des alémeﬂtb de X je norme 1 .

En effet , Afaprss le th.l ; il existe une base orthonormale de E par rapport

3 laguelle une transformnation unitzire u a 1

. -, 1a diagonale jde A ; en écori

H
F i}
<
v
]
ct
Vel
(&

PROPOSIT iON 7 .- les valeurs propres de tout endonorphisne hermitien appartien

Bn effet , d’apr>s le th.l , il existe une base orthonormale de E par rapport

soit

o

% laguelle un cndomorphistie hermitien u a une matrice diagonale A

. B ; 3y
\ = . 3 £S % 2 SRS 2 i Sy aTiEe 3 A : Fa=
(Ei}laigq ig dlag@nale decA 3 en écrivant gque A=A , il vient i%g&i pour 1Xin

eSS : _
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—

a correspondance biunivoque entre

Comme on 1'a vu su n®3 , il y l2s endomor-
phismes hermitiens de E et les formes sesguilinéaires nerm?tlanncb sur E

sous-espaces Fa. sont les axes ZXu¥ de la forme hermitienne {%{X}gi} ¢ 1ls

On 4ira aue les valeurs propres diun eniamcrghisme hermitien u sont les Ve~

- 5 : : ° 2 f- A - 3 L = ¢ ‘:3
leurs propres de la forme hermifienne {u(x)g%; correspondante . Si ki (ISi
“<n) sont ces valeurs poopres , qui appartiennensg 2 KG d’aprés la prop.7 ;

le th.l nontre gqufil existe une bass {a.) . forthonorma Ic(ﬂcur 1a forme

v éil%ﬁ% % o =4 tg

fondamentale) ', par rapport & laguelle la fornme %gix),yf 5! ocwigﬁ? gigiﬁi -
les 2. forment Acne pour cette forme une base orthogonale . On dit que les

ne sont entidrement déterminés que si toutes les valeurs propres Ai sont
simples . Dans le cas contraire , pour chague valsur prbpre Q{k de mvl%ipli=
cité n g on peut prendre pour vecteurs a; corresp@n&aﬁt 2 ﬁisﬁk des vecteurs
formant une base orthonormale guel® nque du sous-espace propre K de u cor-
regpondant 4 la valeur propre

Ces résultats peuvemt eﬁéafe s'exprimer conmnz suit g étant donnéds la

|

: forme fondamentale (str ement positive) £ , et deux formes hermitien-
| v
nes fagfz , bour ague f2 oit transformée de f, oar une transformation
uﬁi%aire,g%§ﬁﬁ(x§?) ; i1 faut et 11 suffit gue les polynomes caracté-
ristiques de P, et f, soient identigues ; on dit encore dans ce cas que
i F e
{
§ f1 et L2 sont éguivalentes par rapport au groupe unitaire -
f s - : e
| Les valsurs propres d'une Porme hermitisnne peuvent se cgractériser comre
snit , en les supposant ransées en une suite (A.). . telle que Az
i/1gLi€n : i i)
Aizae 1€ 32, @ 20 2
pour .f.:%_z"ﬁﬁ'z‘ H
PROPOSITION 8 .- La plus grande (resp. plus petite) valeur propre A, (resp.
¢ 3 & : 2 R & 14
EE} est égale & 1lg plus Qvanﬁe {(resp. plus petite) valeur de la forme
[




*

{ﬁ(x§§§} dans 1'ensemble S des xg E tels gue jkgégsl - 51 F, est la restric-

7 4 : ; - ¢
tion de la forme {u(x)ggz 4 un sous-sspace vectoriel V de B , la valeur propre

j% est 1a plus petite des plus grandes valeurs prepres des P, ;, lorsgue V par-

court 1’ensemble des scus-espaces vectoriels de dimension n-k+1 de B .

En effet : goit (a. )lﬁxéﬂ une base or%honormaje de F par rapport 3 laguelle
A

{uﬁc) ’x’f~ w;% gkgk 3 si {x x}wg,,, ;,kgf , on a done <u{x>9}5};—:}a1=§§w (fej }‘k>§lc§:k

L
]

?

= ‘3. . puquue par 2ypothise }‘;{{}s‘ﬁ’: pour E>»1 , et :?kfk}.o s en outre , on

aH{u(al)gayus;{ et <;wgal}=l , ce qui démontre gue él est la plus grands va-
es

. - - -
leur de <h(x)9%> dans S5 ; on montre de méme gque ;5 est la plus petite valeur

<)

de cette formé Aans S .

Seit NQ ile s@usaespace_de dimension k engendré par les vecteurs 845855 98 3

pour tout souscespwca V de dimension n-k+l , VAW _ est un sous-espace de dimer

: - : = z
siom 21 ; si XJO appartisnt 8 VW, on a en ce point SE:Q pour hﬁg&+l 3
% — i
7 A et 3 e =
done (ufx),xp=23 hh§;§h§>xﬂm¢‘§%g k 5?;{} : il en résulte que la plus grando
}l
Rzi &4 - : e - 2
vsleur propre de 1la forme ncrm tleane FV est;§} € , en vertu de ce qui préce-
de . D'autre part si on prend pour V le sous-espace V_ engendré par
9 o ) b
3 ’?g:""‘ & ¥ ;L:* - =
8152y 15°°52, » OB 2 , pour Aéiva - \L (x); ;gf% Ehfhgh ; done 1la plus grande
R | 5 "“";{:;% 5 e S
valeur propre de ¥, est egale awﬁk s ce qui achdve lag démonstration
¥ 7 T
(e

£

COROLLAIRE .- Pour.qu'in endomorphisme hermitien u soit positif (resp. stric-

S

ct

tement positif) , il faut et il suffit que toutes ses valeurs propres soiesnt

positives {resp. strictement positives) .
o 5 T Dl = z & e e 4 &} j’ ! X 7] = <73
En effet , pour tout xZ0 dans B , il existe <K tel que %ﬁxgéé}gi = i1 re-
. ¥ 3 2

> - 2 - e = uf- A : %) . g % .
vient donc au méme de dire que la forme gu(xyg%},est positive (resp. stricte-
ment positive) ou autelle prend des valeurs positives (resp. strictement posi-
tives) dans S .

Remarques .- 1) Si U est une matrice unitaire sur X
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inversible , la représenﬁaﬁioa paramétrique de Cayley montre qu'on peut
1'4crire U=(I+i5 }=1€I iS§) , ol § est une matrice hermitienne et .

(§ 2¢n°2) . Inversement , pour toute matrice hermitienne 38 4 1+i5 est
fnversible 5 en effet , ses valeurs propres sont 14+ia, cﬁrleSEak

appartienneat a K .

@

1re

W

sont les valeurs propres de S ; comme CES Jerni

on a 1+i§k%0 . ce qui dénontre notre assertion j il en résulte gue
= L - - - =
gm(i+1o} (m=L§§ est unitaire , et gue les valeirs propres de U sonv

-3

2} Le résultat du th.1 peut encore s'exprimer de la facon suivante =

sigl, {1£wZr) sont les valeurs propres distinetes de 1'endomorphis
k o ,

normélﬁ u , et B, le sous-espace propre de u correspondant ééﬁ% , on
L & L
a uéﬁiﬁi,?k , ou P.=P_. est le projesteur sur le suus-espace E

e & K — 5

e~

& . Racine carrée d'un endomorphis~ie hermitien positif

)

e 9

s

PROPOSITION 9 .- Soit u um endomorphisme herpitien positif . Pour tout entie

git]

311 existe un endomorphisne hermitien positif v et un seyl tel que Vv =

20

e =

En effet , si ﬁ%, (}gkér) sont les valeurs propres distinctes d’'un tel endo-
norphisme v o (1€kgr) les sous-espaces propres correspondants , il est im-
nédiat que }L‘ﬁgyﬁk sont distincts \pulsgue é,;é,kzg ) , donc ce doivent ?é“cre‘ les
valeurs propres de u et les Ek les sous-espaces propres correspondants .In

wversement ”fequa*lcm«$'ﬂ4 a toujours une seule sol tio&Jé%O dans KO leps—

qv&éﬁ;;@ {chap.VI,§ ) s il existe donec un enjomorphisne v de E défini par

Ce = o 7 - "_’; z pRit} RIS RS - e L Sy o
les conditions mx):éka{x avae gﬁ»km{k ,-pour tout x:ﬁ"Ek et 1= k:g_f s et il est

immédiat que v est un endomorphisme hernitien srositif tel que Vv =u

On dit que l'enéemorphisme v est la racine m—eme de 1 -

el

le B peut se

DROPOSTTION 10 .- Tout automorphisme u
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gseule sous iz forze u=wy , ob v est un endomerphisne hermitien strictement

positif , et w une transformation unitaire -

- ; y = X : & a3 ‘v' 3 o 3 -
En effet (prop.2) , l'endomorphisne ™1 est hermitien et strictement posi-

+i?'(nuisqu?il est de rang n) , donc (prop.9) , il existe un endomorphisze

# :
hermitien strictement positif et un seul v tel que v =t u ; on peut zussi

5

dorire cettef relat;on v”vau.n ; ou,enccre»(uv , ce qui prouve

gue v:uv“l est unitaire . Inversement , S ol Vv, est hermitien po-

i
1 :i. G}‘- - 7 . «% '}?’»’
) o= ) ‘éerit viv,=w' u ; ou

=
)
©
e

sitif et w, unitaire , ona (uv1
encore E%&ﬁ%'Vi:ﬁﬁh'g puisque v, est hermitien s 1'unicité de v résulte done
de 1a prop.9 .

7 . Valeurs propres des endomorphismes symétrigues ocu orthogonaux .

Considérons maintenant les analagues des résultats gqui précédent pour iss

endomorphismes de 1?aspacﬁ EA-, Liad joint - 4” d'un tel endomo rphisme u a3 &té

défini au § 1,n%9 ¢ si (e ) est une base orthonormale de R, et U la matrice

de u par rapport £ cette base g'la matrice de u’ par rapport & la méne base

est cette foigs tz:U .On d4éfinit encore un endomorphisme normalf par 1la proprié-

e e

t4 d'&tre permutable 2 son adjoint . Une transformation orthogonals u est

: z e =1 - e - o
Acaractérlsée par la proppidté vi=u , donc est normale ; on appel

1
un endomorphisme u de E  tel que u=u ; les endomorphismes symétriques

{,Q

e EO sont en correspondance biunivoque avec les formes bilinéaires sy

ues ~ur B, & tout endomorphisme u de cette nature correspondant
o i o ¥
symétrique {ﬁ(x)g#>_= On 4it encore gu'un sndomorphiszie syaéirigue u est po-

sitif (resp. strictement positif) si la forme bilinéaire correspondante est

Eiqulxe (resno stricternentg poaltlve) sflont wnCOEGwp 1isme u de E, se proion—

ge d'une seule mani*re en un eniomorphisme u de E ; pour que u soit normal
(resp. unitaire , hermitien) , il faut et il suffit gue v sci’ normal (resp,

r+hogonal , symétrique).




e

= £ ==
e ¢

Selag étsnt , les prop-2,4 et 5 restent vaiables quand on y remo&aﬁev“untta

re? par Yorthogonal” ; et "hermitien® par "symétrique” . ¥ois 1e th.) ne sub-

siste plus pour un sndomorphisme normalf quelcongus dans EO , car un tel en-

domorphisme n'a pas nécessairsment de valeurs propres dans K_ {ce peut @%re'

ie cas , par exemple ;, pour une transfo srnation orthogonale) ;3 il

en est de
mnéme > plus forte raison de lag prop.’ . On a toutefois 1'analogus de 13

Prop.f 3

"PROPOSITION 11 .- Pour tout endomorphisme symétrique u de E 5 it existe une

7
&

base orihonormale de E@ par rapport & laquelle 1a matrice de u est une matri-

-

ce diagonale ; dont les termes diagonaux sont le=s valeurs propres de u

En effet 1es valeurs propres du prolongenment u de u & % sont alors dans
9 e

K s 1o raisonnement du th.l peut alors s'oppliquer dans E_ , d’ou la propo-

jes pron.8,9 et 10 sont encore valables en y remplagant “pnitaire® par Yor-

o0

thogonal?” ; et thermitien® par "symétrigue® .
b 2

8 . RéGuction simultande d'un ensemble d'endomorphismes normaux .
2\ et gigf foy
THEOREYME 2 .= S50i% (jZlﬂz ensenble d“endomorphismes normaux {, deux a deux per

< & ° S fﬂ 2 é’,?m{?f Tie 2
mutables , et tels gue , pour tout us ,ij on ait uw & (/. Dans ces condi-

tions , il existe pne 3décomposition de B en somme directe de sous-espaces

e .\ b - - - > ; ifv
Ek (1gkgr) deux 3 Adeux orthogonaux et tels gue la restriction ge teu%tzeawz
a E, so0if une homothétie f{pour 1<k <)

En d'autres term=s , tous les vecteurs de E, (Egkgr‘ scnt vecheurs proOpres
de chacun des ué&iJELg pour 1z méme valeur oropre {dépendant bien entenda
de v

Pour Aénontrer ce théor:me , considérons une décomposition de E en somme
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directe de sous-espaces Ek (1gk<r) deux & deux orthogongux et invariants

par ehacun des u & OZ ; et supposons en outre que parmi toutes les décompO=

sitions de E ayant ces propr tés , la décomposition formée des E altf le

plus grand nombre r e itermes pos$ibled ; nous agllons montrer que les E.K s&
tisfont aux conditions du théoréme . Remarguons d'abord guen vertu de 1l'hy
poth*se , pour tout u.gozg on a u”g {:}Z , donec u’é{Ek)«C’EK pour lek<r 5 il

en résulte gue la resiriction & Ek ufik <r} de chacun des eacsmcfph:qmﬂs

a&l& est encore un endomorphisme normal du sous-espace Ek Cela étant,

fisl)

raisonnons par 1’absurde , et supposons qu'il existe un indice k et un u,

= Oz.tels gque l1a restriction de u

- & B, ne soit pas une homot 1étie . Comme

cette restriction est un endomorphiste normal de E.K ;, 11 existerait en vertu

du th.l une décomposition de E_ en sous-espaces propres Bl {1<igs , avec
s>2) de u, , deux 3 deux orthogonaux . Or ; scit A; la valeur propre de u

: v 5 S ; <
correspondant 2 Bf, 3 pour tout x&*¥ Bl et tout ue @E,g on a u_{u{x))=ulu {x)
e

-a. £

X 0% 3 . * =
=u({A x)=p.u{x} , et par suite u(x)e Ef, . Les E{, seraient donc iovarisnts

Vonri
par tous les u& i,_,;s,, et nous aurions obtenu une ééc:onpo.u, tion de X en sommne

directe de r+1 sous-espaces au moins , deux 2 deux crthogonaux et invariants

par tout ué€ {:&v contrairement & 1l'hypothése .

In

ur ies engomorph ismes nor-=

"O

Remargue .- Dans Eo s, 12 th.2 n'sst plus exact
maux , mais il est encore valable quand on y remnplace le 1ot "nornal” par

en raison de 1la prop.ll .

*symétrique”




