COTE: BKI 06-2.11

LIVRE VIII
INTEGRATION
CHAPITRE I (ETAT 3)
FORMES LINEAIRES CROISSANTES

Rédaction n° 069

Nombre de pages: 44

Nombre de feuilles : 44

Université Henri Poincaré - Nancy I
INSTITUT ELIE CARTAN - UMR 7502
Bibliotheque de mathématiques
B.P. 239
54506 Vandoenvre-Les-Nancy




O e 2]

S
g
‘.i‘i;\
\<i
\ b
%5%2&

'

INTﬁGRA”IOI\I
CHAPITHE I (Ztat 3)
FORJES LINEAIRES CROISSANTES.

[ Rwcom LIVRE VIII )
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gu'un ensezble non vide @ de

R

fongctions nunéricues bornées defipies dans un ensemble E est un clen,

2%i1 satisfail & l'sxione suivant :

(CL) Pour tout entier n >0 , touie fauills Finie (F

i
fonetions du clan @ » €Lt toute spplication numérijue contibus g

d6finie dans RO , 8t telle gque g(0,..,0)=0 , la fonction compcsée

X —» g,if,i {x}gfaéx)z - ,fn(x)) appartient & @

- 1= y =
Bu particulier, ei £E€Q ot ged,ona fige O, Afe ® poun

Lout nombre réel A s 6L foe @ ; en d'autres termes, un clan de

fonclions est unme sgus-algbre puriiculiére de 1l'algébre & (B)
{par rapport au corps B) des fopnctions puzéricuss bornées, définisc

"“*

cens E . Notons aussi gue si fe v'et ge C‘I) ’ lﬁf(f’&g‘ﬁ et sup(f,
a;partiennent & @ ; en particulier, ;f‘i = sup(f,-f) T a-sud( o
f%;supﬁf,(}) , appartiennent a Cb {on sait d'ailleurs gulon a iden-
tijuement f-r £ - ‘ft = o £ |

Les applications constantes et 750 ce E dans B n'szpartiennent pas

a

nocessairenent & un clan @ ; bour gu'elles arpartiennent & fj@ i

fant et il suffit évidemment gue 1€ @ . Nous dirons gu'un clan @

tel gus 1 6(@ est vpnitaire. 5i <l> est un clsn unitaire, on peut,

dans l'axiome (CL), sujprimer la restriclion g(9,0,..,0)=0 ;: autrement

- S 2 3
dit, pour toute Ffomction nuiérique g dolinie et continue dans R

0

R

Lz fonclion composde x —g(f,(x),..,f (x)) apportient alors A ’L

PO,



5

42 Lrouver gue g prend, dans E |, des valeurs >0 arbitrairement

=0
Inversemnent, si @ est un ensezble non vide de fonctions numérigues

Dorn

es Géfinies dans E , et satisfaisant & cette condition, (@ est un

(18

clzn unitaire, car il satisfait a (CL), et si on ;rend pour g 1l'applica-
Lion constante, égale 4 1 , de R dans R , pour f une fonction guelcongue

z

de @ , x —>g(f(x)) est 1'a plication constante, égale & 1, de & dans

{;.3.1
v

R s - . - I ,‘ S 3 e
S1 @ est un clap non unitaire, l'ensemble @ des fonctions kif of

e

est une constante et oh £ parcourt C{) , st un clan uniteire (le plug

tetii contenant CE ) ; en effet, si g est une application continue guel-

congue de RE dans B , (£,) . n fonctions guelcongues ds q -
1°1gign =

n constantes guelcongues, la fonction

b k,d 12,.91\: i ) glk, ,k,,.., k) s'annule au p:
r suite h(f?(x),.,,fn\x)) appartient a @ et =

i\

A -~ Za) % 2 u. 28 &
aupartient & @ . On noterz gque, 8i Ef._z et k, sont deux constantes
COLGUES, f% et £ dJeux Tonctious de @ ; On npe peut

2.& ¥
: f’%;fa ; autrement dit, @ est somae
=% du sgus-corps ds d%(b} forué des constantes (ot

g{x)=a>0 ; soit h la fouction




z " 5 = 2
- definie par h(x)=u pour x5 0, h{x):;/é Pour U< x<a [ hix)-
Pour x zya ; h es£ cgnuinue dans B et h{(0)=0 , donc hog appartisnt
é ;@ ; Mais hog est la constante 1 , ce qui contredit 1%hypothess
faite sur @ »

Exe »nle €e clans. 1. Lfalgchre éﬁi(ﬁ} des fonctions bornéss sur E est

un clan (unitaire) ; en effet, si (fi} esl une fanille quelconque de
n fonclions bornées, g une syplication continue quelcongue de B dans

T

3 79
i ot

'...h

zuge A de E par l'application x —(f (x,a,e,it z))

2

254 tix . s
dans R~ , donc relztivement compucie ; ar suits g

corpact dans R , donc borné, ce gqui ;rouve yue x —c(F (5,

est bornée dans B .

v

Plus géneralesent, &olt'ﬁy'un enseible nen vide guelconque contenu

b

&aﬂs 6%( ) on veit lﬁmmnlatement gue lfensexnble d} des fonct iaag

itres > 1 ,

o

X ~9g1f1£x}g,.,f£(x)), oh n ;rend toutes les valeurs en
¢d g parcourt (pour chague n) l'ensenble des applications coniinues

¢ K dans B . et (P }1 parcourt (pour chague n) 1°? ensezble

i <i.gn
de toutes les suites finies ds n &lérents de '%7’3 est un clan
unitaire ; c'est éviderment le plus petit clan unitaire contenant ™/

Un dit que c'est le cisn unitaire engendré par p4

Ue mémne, si on suppose que, rpour toute suite finie (P

{ 5 2 i = < X 3 LR i Sl e e & 2
iz guelcongue) de fonctions de %? » +'origine de B esi sdhérent a
e 3 Ao 2 sy o2 ¢ Y 3 1~
1'inege de E par l'application x —s( 44%),..,2.(x)), l'ensenble des
~
Lor ﬁ'@‘i("’?q s/ B/ rreas 3 1 sux fornecis I8 Continiueese o to o0 e
< OLCVLIONng e corres LAQT 314 (#2958 mQ«lﬂaf/&Qwa CONCITIUGE P e It %
- i z &7 7 3
£L0,0,..,0)=0 est un clan non unitsire ® ,{prep.1) le rlus ustit
7, -
Ao perny onmtaront =Y/ et 111 ¢ o 1Cerse ohoondrs Taor ’:?jf Tz
Me CEUX Ccornienany 3 SV QUTOD di% encere shngen 'S Dax Yo o s

plus petit clan unitaire contenant ¢
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I1. 5i E est un espace topologigue, l'ensemble 2B (B) f}%f(E) ges

fonctions numérigues continues bornées définies dans E est un clan

unitaire. En purticulier, si E est compaclt, l'enseixbie ‘é?(E) de
toutes les fonctions nunéricues continues dans E est contenu dans

(J» \E), et forme un clun unitsire.

I1I. Supposons encore jue E soit un espace topologigue séparé non
gcoapact et soit .;6 (E) 1l'enseible des fonctions nunériques £ définies
et continues dans E , et telles gue 1'ensenble des poinis of f(x}f@

soit relativement cozpact (dépendanit de f). }{ (E) est un clan non

unitaire : en efPet, il est forné de fonclions bornées ; d'autre part
v 2 2

. ioe H oy °
si £, (1<ign) sont n fonctions de HA.(E), l'enseible des points

de E oh un au zoins des £ (x) est #0 est réunion de n enseubles rsla-
tivezment conpactis, dopne est relativement compact ; par suite, pour

57 o g
toute application continue g de H' dans H telle que g(0,0,...,0)=0 ,

géfﬂéx},,geﬁfnéx)) arpartiendra & g{(ﬁ). On dit pour abréger gue
ot

% (B) est 1'enseunble des fonctions continues sur E el pulles en dehors

d'un epnsenble coizpact.

= s = e e i - 5 . e
IV. 5i I est un intervalle de lu droite nusérigque R , l'ensembls (T

des fonctions numérigues bornéses et conbinues psr morceaux (Livre IV

dans I , est un clun unitaire ; en effet, dans tout intervalle compsact
2 g S o b 3 - - 5 4 = ,;/Z)’Z f f = B~ £ 3 - == B S e
J contenu dans 1 , une fonction ds U pts gutun nonbre Tini de points
¢e discontinuité ; si £. (1€ign) sont n forctions de WC , et si
on range eun une suite eroissazntle les points de discontinuite des fi
dans tout intervalle ayant pour extrémités deux points conséoutils de
cgtte suite, toute fonction de la forme v{fQ{x},.,gfn{x}) est continue
2 i &

81 g est une application continue guelcongue ae B” dans R .

7




5 =

Lfensenble 31@ des fonctions numérigues bornées et congtantes par

morceaux dans I forme de méme un clun unitaire, contenu dans T .
51 I est non compact, l'ensenble des fonctions de WG (ou BWC i
nulles eu dehors d'un iniervslle compact contenu dans I , est encorse

un clan pnon unitaire.

3
i

V. Si:d@ est un clan de fonctions définies dans un ensemble E , et

une rartie de E , l'ensenbls é@ﬁkdes restrictions & A des fonctions

de @ est évidem.ent encorse un clan ; ...LL peut &tre vnitszire méme si

)

é; ne l'est pas (il suffit pour celzy, d'aprés lz prop.t, qu'il existe
unes fonction f£¢ C@ telle que O ne soit pas achérent & f£{4) ).
S5i ¢ est une application d'un snsemble F
onctions fo9 , ol T parcourt (@ , forme un clan de fonctions définies

sur ? -

VI. Fonctions é%agées sur une phratrie. OUn dit gu'un ensemble non

&

vide & de parties d'un ensemble E est une phrairie dlensembles, si
elle sagtisfalt A l'axiome suivant <

(PH) Guels gue soient X € S ot Y % y 2UY of A fig ¥ appartien-

~

nent & 31 =

La pariis vide ¢ de b appartient donc &4 toute phrairie iﬁ de parties

de E , puisgue Xlﬁézx = §f . L'intersection de deux ensenbles X, 1
a0 o - - ) o
de & appartient asussi & ¥ , car on peut éerire Xﬂ‘i‘;}ﬁﬂﬂ(? N i}&f}
Par récurrence sur n , on en déduit aussitdt gue la réunion et 1%in-
y@rSGCthQ d'un pombre fini n d?apsezbles de Eﬁ appartient sncore
" - 5 = o
partient pas nécessairement & Pt ; lors:

nlsg D
, on dit gue g& est une phratrie unitaire ; 12 cosmplézen




= b =
L'ensem_lefQj’{E) de gggigg les rurties de E est évideuaent une
phrutrie unitaire. 11l en est de 18ne de l'ensenble E?{E) des}par=
ties finies de'E - cetie dernidre phrabtrie n'est unitaire gue si
E est lui-méme un ensemble fini.

LEtant donnée une uhratrie 5; de parties de E , on dit gu'une fonction
nuﬁériqué f définie dans E esi une fonction étagge, attachée & la phratrie
§§ ; 81 £ ne prend qu'un nonbre fipi de valeurs distinctes dans E , et si,
pour tout nombre réel non nul s , °}(a)é 57 ; 1e complénentaire de
=%{O}, réunion des ’%Qa) oh a parcourt l'ensemble des valeurs #0 de f |
est donc un ensemble de Qﬁ . L'ensenble <@ des fonctions étagées atta-
chées & une phratrie gj“{ est un glan. En effet, soient £, (1 Lig¢n)

1 fonctions de (@ ; & une application guelcongue de R® dans R telle
que g(0,0,..,0)=0 . 5i 84 5 (1< <p;) sont les valeurs #0 prises
par © ; il est ciair cue g(fqix),.a,fn(x)) ne peut preﬁdra gutun
fiui de valeurs distinctes, gui sont les valesurs distinctes
,-+;8. . ) pour toutes les suites finies

) &3
e 2on

gjisgpi} . En outre, l'ensemble des poinits ot

iy
L
oud
TN el
N SR
S
Q@
A%
’..b
N
M

}) prend une de _ces valeurs #0 est réunion d'un nombre

flﬂl a"onsembi es de la forme (ﬁx %: %
v=1 & ,,3'

i
'est pas nul ; 1lleunseuble correspoaaamt ?aiai 3 ) avvartient donc
; : - = 7 edd
(A

, et un des a. . au moins
.s.gdi :

ol
& 5; ; les sutres a partiennent & &' ou sonl des compléxzentaires

M
- =1 GG :
«'ensembles appartenant & g? , done ﬁi £ (a. ; ) € , cegui
etablit la proposition.
Pour que le clan d@ soit unitaire, il faut et il suffit évideamment
3

cue la phratrie soit ppitaire.
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Lorsgu'on prend é;i_:ﬁme ‘phr%tijie 1'ensexble & (1) ces parties finies
de E , le clan des fonctions étagées sur cettc phratrie est iden-
tigue au clan 3{ ,(E') des 'fbnctions c’o_ntinue‘s sur E et nulles en.
dehors d'dn ense! ble coanact 1z topologie sur E étant la topolo-
gie discrite. ,
Les clans de fonctions étagées attachées & une phratrie peuvent Btre

Caractérisés comms les clang formés de fonctions ne prenant gu'un

noubre fini de valeurs. En elfet, soit (P un tel clan, f une fonction

ar T ; &l on pose A= f‘{ai)

el

de @ ; 2; les valeurs #£0 prises
Chacune des fonciions caractéristicues @A de ces ensembles appartient

é Cji:) ; en effet, il existe une fonction Ilu;,.el"lqe,if: g , continue dans H ,

et

gla;

?ae.ilﬁ': Lue g({)):f} 8'{, g(a.>2{) p@u}r é%i - e Jb} =

- -4

prencre g nulle dans le conplészentaire d'un voisina age de a. ne conlenant

ifensewble des Tonetions caractéristicues d'ensenble appesrtenant a ¢ ,
itoute fonction de @ est conbinnison linéaire de fonctions de
B’.e-{;t;e, & noutrer yue les encembles dont les fonctions de ”g sont fonc-
o : = e
“ions caractéristigues forment une rhratrie & . Ur, si A€ S et
(=4
Be é‘ ; On g aussi AUBEe J‘ car @, UB"S"‘*‘MJ ,@B}C“%" de zéme
A 8 EB € J‘ , car l1s fonction caramwmshlgue de cel cnssmble est

_Clans coaplets. Comune nous liavons Te: arcue, un clan @ formé de fonctions

definies dans E , est un sous-espace vectoriel de i'espace % (E)

Si on munit %{E} de la topolosie de ls convergence unifornes




%
=
=
(;L‘_'og.,szg’gg.,chap.v_lil), on sail que % {B) est un espace vectoriel normé
par la norme H f[/ = sé‘.zg&f(x)} , et gu'il est completl. Nous diromns gue
XED :
est un cian conplet si @ est un sous-espace complet {(ou, ce qui
revient au 28ne, un sous-espace fermé) de l'espace normé 33(?3) ;

Proposition 2. L'adhércnce d'un clan Q) dans l'espace normé %(E}‘

est un clan coaplet.

-

Soient fi (1€ign)} n fonctions aypartenant & cettie adhérencé 1t
_‘existe n fonctions g; € @ telles que gfim 7. g!g’i pour 1<ign ; done
1§énsemble f (BE) est borné pour 1sign ; soit L 19‘3” }un intervaile
conteaant f {L.), et soit P le pavé produit des n intisrvalles compacis
E»aia‘l_,aiﬂl . S0it h une agplication continue de R" dans R , telle
gue h(0,0,..,0)=0 ; dans P , h est uniformément continue, donc pour
‘t_fc}ut €>0 , il existe o >0 tel que a <1 et quevﬁsgu§gn§xi=yi‘§§§m
entraine lh(x@,,ggxn)ah(yi,oc,yn}i§ & . 11 existe n fonctions u; € @
telles gue H fiwui !‘i( o pour 1gign ; comme (ui(x}}é}’ - et.
,%f.(x}«u.(x)! g a pour 18ign el pour tout X €E , on a
%Mf (x),.,gfaiz)) hf%(x),..,u (x))% rour tout xX€E ; comme
Ez(u,%{x;,,. .,un(x}) avpartisnt & @ par hypothése, on voit gue
h{'f,év(x),..,fﬂ{x)) est adhérent & (? , ce qui établit la propesition.

En vertu de la prop.1, l'adhérence d'un clan @ pe peut &tre un
clen unitsire gue si (@ est lui-mBme un clan unitaire.

' Le théoréze de Weierstirass (Top.gén., chap.ViII) permet ds carnc-

tériser d'une gutre nanidre les clauns comple t;: : ce gont les

sous-algcbres fermées de %(E}. En effet, soit @ une telle

us-alg®bre ; soient £, (1€ign)nn fonctions quelcongues do O

& une appiication continue de R” dans R , telle gue g(0,9,..,0)=0.




=g

So;t P un ensemble compact de R® contenant l’lma&e de E par l'appli-
‘cation x-—a(fi(x)) ; pour tout € >0 , il existe un polynome
Jp(u1,..gun) tel gue dans P , ‘g(uq,..,un)wh(ui,..,qn)}gf:; on a
‘donc dans E , \g(f,s(x),.,,fn(x)}=h(f1(x),.,,,fn(x))}ga , ot comme ()
est fermée dans B(E) par hypothése, g(f,(x),..,f (x)) appartient
bien a )

Le ¢lan des fonctions continues bornées sur un espace topologique B

£

est conplet (Top.gén.,chap.VIII). Il n'en est pas de méme du clan
Ji(

zl

) des fonctions contipues pullss en dehors d'un compact (=i B

fx

85

st pas compact) : par exemnple, si E est l'intervalle {f,+<zsi de H

f}}

3 2

la fonction 1/x est limite uniforne dans E de fonctions continues

X

s'annulant en dehors d’un compact {on veut prendre, pour fixer les

;deeu, la suite des fonetions u_  , oh un(XBzi/x Dour z <n ,

qﬁ{x)gg_pgur X o ntl uﬂ(x) lingaire dans En,n+1) ).
'~ On a vu de 18me au Livre IV {chap.I) gue le clan TG des

tions
continues par morgesux duns un intervalle compact I , et le clan ﬁmgb

ES

des fonctions constantes par morcesux dans I ; be sont pas complets,

nuités de premiére esipéce daas T

-

Soit @%’ une famille quelcongue de parties d'un ensem-

La plus petite phrairie contenant 6%? ("phratrie engendrée

") est l'ensemble des réunions dfun nombre fini d'ensembles




2z

= ﬁ‘) =3
' 2) soit @ une fdu.lle c'ueiccn ue ae parts.es dtun enseumble E ,

G§>ld fuullle des: 1“qerﬁect*onb dtun noqbre flnl d*ensembles de (é?
dontrer gue le clan des fOBCtlQnS étagées sur ls phratrie engendrée
_'par @ est identigue & l'ensenble des combinaisons linéaires
(& coefficients dans R) des fonclions caractéristigues des ensembles
G
- 3) Soient Ay (1<€i<n) n ensembles guelcongues d’une phratrie cﬁ

,iswm,rer gu'il exiete un nombre fini dfensembles E de Si , G8UX &

e,
deux sans élément comumun, et tels gque l'ensexble 4 = ,{J;Ai soit
g b= =
réunion des Bj {renarguer gu'on peut écrirs E = Q iﬁﬁiu CAi), et
&=

développer cette forzule en utilisant la distributivité de N
par rdupurt a g

$ 2. Formes lindaires crc*ssantes.

. _#¢finition des formes linéaires croissantes. Un clan de fonctions %?
(définies dens un ensemble E) est, comme nous l'avons Vu, un espace

-~

vectoriel par rarporl au corps des noabres réels {sous-espace de

XB{E)), et d'autre part un enssable Qrd@ﬁne jiar la relation £ g .

On dira qu'une forme lindaire L sur @ est ercissante si c'sst une

fonction croissante pour lg relation d'ordre préecédente, clest-a-dire

i P g g entrafne L(£)<L(g) ; comme L{g)-L{(f)=L{g-f) , il revient

\:
au néme de dire gue, pour tout £ >0 , oma L(f) 50 .
Désignons par @+ l'ensemble des fonections £ 3 0 de s g3 £e (f)
; : ~
ged ,ona frged ot L(fig)L(£)+L(g) . Inversement :
T

E %:__.
on &8 valeurs réellss definle

}4.

Prowsitj;;;@n 1. Scit £ — (L) uns fonct i
dans & -, selle gue #(£) 7 O pour tout e @_{_ , et d{ftg)=M(2)Hi{g)
Y, 0 2228 QU8 2our tou =27
- r - - =
ggu@ls gue sgient fe @ Z e . 11 existe vune forme linésirs

- ‘i“ =
croissante L et une seule gui prolonge ¥ & ¢




- (] =

dontrons ' sbord gue pour/t reel et ;;U ot T e cﬁ , on a M(AFL)= J\M(f)
En effet, 1'identits M(Pig)=i(f£)+i(z) entraine ai(nf}-rm‘l(f), dlot
M(g} = E M(f; , et par suite Jg(rf)=rm(f) pour tout nombre rationmnel r .
LDlautre part, si O0Kfgg , on a g=fr(g-f) st g-£,0 , donc
d(g)=M(F)+i(g-1) 2 d(f) ; si f et r' sont deux ncmbres rationnels tels
gue r<ALr' , on adone TH(P)LMU(A )L “‘n&ff} ; comme TH(Ff) et
_f’%(f} différent d'ausei peu qu'on veut de A H(Ff) , on a bien
~ Posons maintenant, pour toute fonction f=f -f ¢ éi - L(f)zﬁ{f%}=ﬂ(f$) -
pour A» 0, on & bien L(A£)=AL(f) , car (Ae)'= Ast (i A
pour A< 0, on a Chey--Az , (.,Af,,f)”’:»cf\.,;t”q'L , donc ,
%(2,f}=f)\M(f')+4kM(f+) = AL(f) . Reste donc & prouver gus, si f et g
sont deux fonctions guelcongues de <§ , et h=f+g , on a L{h):&(f)+L(g} .
ora on a_ldenthuement h+ah°=f+wf°+g+=g° , done h++f’+“ b 7 +g 5
ce qui entrafne (b’ )HM(E )Hil(g™ )=u(n )+u(£ ) +il(g") , ot par suite
lqépallta & démontrer. :

-

2 Exr, .:.3};@% de formes linéagires croissantes. I. Etant donnd un &lément Pfixe

A

a €E , l'application f£—>f{a) est une forme linéaire croissante définie

sur le clan %(E)dkd_a loutes les fonctions bornées dans E ; il en est ds

"
m,é?ma de l'application £ — > G&if(ai} ol les a; sont up nombre fini
P : '

rmelcon ue d'éléments de E |, les o des nombres > O .

it Soit 1,1, un vlirsfiltrs sur l'ensexble E ; pour toute fonction

. e ,ﬁ; (B) , 1lim 1A f existe, car f£{ 1l ) est une base d'ultrafiltre
sur l'ensemble relativement compact fF(E), et est par suite convergente.

En outre, si £ 0 , lim_ £ > 0 dl'aprés le principe de prolongenent

gy

des inogalités ; 1'application £ —>linm £ est donc une forme linéaire

croissante définie dane (R(E)




A7

- 42

Si on ;rend pour j’;}, l’u}.traﬁltre— foif:zé des ensenbles contenant

-un élénent fixe a€E , on retrouve ainsi la forme linéaire

croissante £ —f{a)
tI1. Soit WG 1e clan des fonctions continues par :‘:;orceaax sur un inter-
?élle oc::;zsact I=}a b] de B . L'applicsetion fa} f(t)dt est une
for e llm sire croissante sur IG.

o2
De n€ie, £ -—» +f(t)dt est une forae linéuire croissante sur le clan
- 0

des fonctions coutinues dans R , nulles en dehors d'uu intervulle compaect.
1Y. 8i L est uwue forze liudaire crolssante sur un clan @ , et £—u(f)

dans lui-mBue, telle que £ » O entrain

o

uné application linéaire de
w(f)7 0 , 1l'application £ — L{u(f)) est encors une forme linéaire
croissante ; en particulier, si h e C@*J f—L{hf) est une forms
linéaire croissante, gui est définie nom segulement sur le clan C}S

meis aussi sur le clan unit @ engendré par 52 (puisque, pour toutse

ﬂonstante k , n(k+f) sppartient & @ quel que soit T € @ :

- N ik e - - f/ - -
V. Ponctions additives d'ensembles. Scit “é‘ une phratrie de parties

d'un ensemble E ; on dit gu'une application X —>A(X) ds6 & dans R

egt une fonction additive d'ensemble si on a A {(XUY)=A(X}+ A(Y) pour

tout couple (X,Y) d'ensemblses de ‘é}J sans élément couna ; on en conclut
aussitbt par récurrence gue, si (X, ),F i est une famille finie
dfensenbles de %q sens ¢lément commun deux & deux, on a

AcUz)= Zdw) .

So0it N une fopction additive d'ensemble définie dans %“/ >

s})v

valeurs pogitives, et soi @ le clun des fonciions étagées sur la

1:3%11”:»;121"@@_ ‘éﬁ ; 8l ag,e.,..,8, sont les valeurs distinctes ¢t non nulles

rrises par f , posons L{f) = Z ai }L‘ mi)) ; nous allons voir
: ez




=
qu'on définit ainsi une forme linéaire croissante dans éﬁ :

En effet, £ > O entraine évidemment L(f}) 0 ; d'aprés la prop.i,
tout revient & montrer gue, si f € CP ;) (j__D+ , on a L(f+g')=i{(f)+
L(g) (1la relation L(f)_L(f }-L{£" ) résultant imzmédiatenent de la .

définition). Soient a; {resp. b.) les valeurs distinctes, y coapris O ,
prises par £ (resp. g) (1€ ign j<m) ; soient ¢y (1<kgp) 1les

valeurs distinctes non nulles prises par h=ft+g . Posons Aij=-f(ai)f7

°1" 2 2 = > 52 = -5 A
N g(oj) ; on peut écrire, pour tout indice k , h{c~); R £lj :

les A'i gui figurent dans cetlie réunion appartiennsnt § ig ;, car
£

un su mnoins des d@ux nonbres 85 b tels que a.+b. wuk est #0 , donc un

< Pl
des deux ensenbles fza ) g(b ) a§partieat & ¢, l'autre ensemble

fedo

J
et b, sont tous deux #0 , sinon son com-

appartient aussi a G si a; b

plémentaire appartient & E? , ce qui prouve de toute maniére gue

- o G - E o ‘

A L€ c&; conme, en outre, deux Aiﬁ d'indices distincts sont sans

= S o e~

= = =1 =

&lézent commun, on a A h(c%)) = a-+b-$@1J&{Aii) , dfot
P : : 13 K =
<7 = e

Lnj) = 2 c( = Ala, ) = >, {a.+b.)A(A, ) , la somme &tant
-1 £ a3tbs=cy i iy * id

i
les couples d'indices (i,j) tels que a; ot bj ne soient

pas tous deux nuls. Ur, pour chacue indice i tel que a.#0

15 : A Fo

“’1 : c_‘.fa : 'Y{u‘ /

_ZZJJK(A._}: Al Pla ) oor 20o )= L2 ; de méme, pour chague
G=1 ij + n =~ r 3‘:} »

s 3 . : < ¢ o1 5
indice J tel que b 0 , 2 ,,A,{A,7;$“A{ gib )) ; on a donc bien

o b=4 o

x - : 7 - . : :
En particulier, si on rend pour Eﬁ la phratrie % (E) des paztiss

finies de E , toute fouction pu-érigue x -—>al(x), a valeurs 0 , .
définie cans E , d’te?rire une foactioz 8dditive d'ensenble >0

par la conditicn A ( {J} zalg ) = 22 zz\a e ie clan <§ est ici




]

- 14 = }

un porbre fini de points de E ; et on a L(f) = i%;E alx)f(x)

somme ayant un sens pour tout fe¢ @

- Inversement, toute forme 1inéaire croissante L définie sur un clan
é? de fonctions étagéss altachdées & une phrairis EF , stobtient de

la mBidre précédente & partir dune fonction additive d'ensemble bien
déterminée A B effel, pour toute fonction caractéristigue ‘N d'un
ensemble de Eﬁ ;, on doit avoir A.(A);L(wﬁ} ; la fonction dfensemble
sinsi définie est bien additive, car si ANB=¢ , on a

@A‘UB =9, * 95 , done ACAUB) = A{a)+ A(B) ;
sont les valeurs distinctes et #0 prises par T € <§ cn a
“
-

(e) -

)

nfin gi BysBo;e -8,

£

et

é«wL

, o A= f(a ) ; on en déduit que

L(¢A )= EZ as A %{a 3y

@g.

t:w

bﬂs

£z4d

L¥*inéuzalité de 1z moyenne. SOlt L une forme linéaire croissants définie

toute fonetion £ e (5 s OB 3

tjled et -|r| < £ C|f], ator -L(|£]) < L(£) K L(|E]) ; clest-a-

sur un clan de fonctions <@ s Tou

e

dire
(1) \ute)| < s(je)

Dl'autre part, soit g une fonction guelcongue de ‘@%”; comme g est pU

i
on peul écrire pour toute fonction f du clan unitaire <@ engenare

var (@

XEH z ek

g) € Lifg) < « o £(x;.L(g)
xekE
ile npon dslﬂegdlibb de la movenne.

Lorsque @ est un clan unitaire, on peut faire g=1 dans les inégalités

jul doane
(5] inf £(#).L{1) < L(F) ¢ sup £(x).L(1)

b 2 ek

2
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= 1H -
et en particulier, si L{1)=1
(4) inf £(x) < L(£) € swp  £(x)
X ER xek

rsc.;ue C@ est un clsn unitaire, et L(1)=1 , on dit gue la foruae
iingsire cr01ssante L. est une Zgyenne sur q@ : elle fzit correspondars
é»toate fonction f‘€<@ une valeur "intermédiaire” entre la borne
inférieure et lz borne supérieure de f sur B , dlaprés (4) . La combi-

nsison des inégalités (1) et (3) donne pour tcute fonction g, 0 de (‘15%

(5) |Lt£2) | < 2(g). sup |2(x)]
ét en particuljer, si 1€ @? e
(5 bic) |508) | € 1(1)._sup |£(x)]
Or; ﬁf‘i Q‘f{x)! n'est :utréégzﬁ la porme de f dauns l'espace
normé I3 (E E‘Mwééégng hap.VIL). L'inégalité (5) peut donc s'inter-

préter de la facon suivante ;

<

‘r S

Yropositicn 2. Pour toutle foncticn g e¢@+ et touts forme lindsmire
croissante L définie sur @@, la forme linéaire f —> L{gf) est

T/

gontinue daps le clan unitzire @ engendré par @ ( (@ étant consi-

déré comme sous-espace DOYMG (6 P(E))

’?

Corollaire. Sur un clan unitaire, toute forme lindaire croissante

est continus.
Au chap.1i, nous verrons cu'inversesnsnt {comms conséquence
d'une propriété plus générals), toute forme lindaire continuse

sur vun clan unitaire est la différence de deux fﬂrmea llnealres

¢croissantes.

&w QO?Qlelre de la propositiom 2 entruine la possibilité ds prolonger

une forme ll-ealre croissante dGfinie sur un clan unit vaire non comnplet

(Y




_ : - 10 -
Pro:osition 3. Spit L bug forse lincaire croissante définie sur un

clan unituire c@ ; 1o prolongsenent jar continuité de L au clsn conplet

» adhcrence de c@ gans 9@)(}3) » €8t _une forme linéaire croissante.

&

V3

Un sait cue ce ;rolongencnt existe et est wne forme linéaire COntinue,
ruiscue L est uniformément continue duns @ ; notons-le encore L .
il n'y a gu's nontrer gue, si £ e @ eb. £ > 0., ona L(f) >
Or, pour tout e >0, i1 existe jar hy;aéthése, 2 c c@ tel gue

erg | < €, d'ot, en particulier g > £-€ 3 - ; rar suite
L{g) 7 -eL(1) , et comue lL(f)=L(g}’< €el(1) d'aprés (5), ona
L{£)y Llg)-L(1) 7 -2eL{1) : comme ¢ est arbitraire, L(F) > 0 .

Lorsgue (@ n'est yas un clan unitaire, on peut epcore prolonger
s - . - - - - : 7 . 5
~une forme linéaire croissante L définie sur @ & certaines fonc-

iians_de CE) » de la facon suivante : pour touts fonct_ian £y € @L .
désignons par ﬁg la topologie de groupe définie sur %(E]

.en prenaunt pour svste‘ue fondamental de voisinages de O dans @(E“
les ensexbles \f(a ;a; of V(ga,&:) est l'ensemble des fe I3 (&)
te.gle:s que Efs < ego » €t ol e parcourt l'ensemble des nombres

70 ; on notera que cette topologie n'est Jemais une topologie
¢'espace vectoriel sur CI) lorsque Cé 'est pas unitaire, car

_Oh a g, € @ » et eu vertu de la prop.1 du &1, on ne peut avoir

j\_\jz;’ggo pour aucune constante A > ¢ . 11 est immédiat gue,

pour toute topologie Cég , L est continue dans O}? i on l,gm‘,
: - sl
donc la prolonger par continuité & toute fonction ; acherente & @

pour la tojpclogie ‘é (fonction gui appartisnt é'vfide‘m@at & @)

€ 2
@Bals 1l faul s'asssurer yue ei T est adhirent & C@ pour cieu;g topo-
logies distinctes ‘ég : <§h » 1a valeur de L(f)} obienus
o} o

}ur rrolongenent est la 18se pour ces deux top m.ogiebc



G

/3
- !{ .

vr, pour tout e >0 , il existe par hypothése deux fonctions g,h

de @ telles gue if«g \g 5,
;gah\<€(go+ho), dtoh ‘L(g)-h(h)lg eLig th ) ; dfol aussitdt la

ot |e-n| gen, ; on en tire que

rroposition, € étant aussi petit gu'on veut.

- Cela étunt, si £ est adhérent a @ pour lz topologie ‘f -
=0

g adhérent g C@ pour la topologie Céh ;, £ et g sont tous deux

sdhérentis 4 (@ pour la topoiogie ﬁ il en est donc de méms

S,
de f+g , ce qul yrouve yu'on peut prolonger L 8 fi+g , et qu'on a
L{f+g)=L(£)+L{g) ; on montre de mBme qu'on peut prolonger L &

A £ pour tout A réel, et gue L{ A £) = A L{#) ; enfin, on démontre

con dans la prop.3 <ue, si on peut prolonger La f >0 , cn a

~§= sun lg_ix}té‘f , On a %L&(.L )gg L{%fg) . Or peut précissr

celte inecgalité de la zaniére suivante :

{

S ' ; e > 5 i
“roposition 4. Pour toute forme lingaire cruissante L sur un clan @ ,

2t toute founction f ¢ C@ ; OB &

- L je])

3

ag}

oo,

= SUL y
ged s felis '
11 Taut aontrer yue, pour toui € >0, il existe uns fouction ge Qé

telle gue {%g “ <l et LiLo) > L(if‘i)—:s .. Seit 8 um nombre >0

désignons par ¢ la fonetion nusérigue wéfinie dans R waT iss ceamt; 0518
gﬁiﬁ}:——g i x = o wolx)x gl «»3< xgﬁ . o(x)= & si x)S’
la fonction g= % (9of) sppurtient & @ , puiscue 9{0)=0 ; on a donc

)=—1 si f£(x) < - S - g,(x)_b Plx) &1 - ) < P(x)g o , et glx)=1
?*‘i_-,;fix)>3 , ¢e gul prouve d'abord gus “g l( 4 Considémné alors

la f;ﬁntztian neifgwfg ;oba h >0 et h(x)=0 si _ Ef(x_}g > 5




1

c'§cj =

‘d'autre part, si f(x) on a h(x) < |f(x)]|, done on jeul écrire
2 S

h(x) ! Slf(x ’ gucl yue soit x ; par suite L(h)K CS L(\} )

I
1

1 suffit alors de prendre J tel gue er L(\fjfl) < € pour obtenir
e résultat demandé.

On notera gque, d'aprés lu démonstrution, si £ » O on peul supposer

g 7 0 daus lu forrule (6)

4. Application : intégrale de Stieltjes. La prop.3 est en réalité la propriété

(

ue nous avons appliguée pour définir, au Livre IV,chap.l, 1'intégrale

u/ f(t)dt d'une fonction appartenant & 1l'adhérence du cla& unitasire

01165 dfles fonctions constantes jar morceaux dans [a, } Ce procede

peutl se généraliser de laz fagon suivante :

i

- 5 > = e = : 7
Ztant donng un intervalle cozpact L?‘b} de B , soit w{x) une

P = 3

‘onction numérique croissante et bornée définie dans faib} -

Considérons une fonclion constante jar morceaux gueicongue £ dans

P = s . o e 3 2 =3
aabB ; soient a. (1<1<n) les points de discontinuité de £ dans

i

U)

r ordre crcigsant ; posons a =a a,14=P , el soit

o]
)
&

=3

a;b{ , Taungés v
0 <n} la valeur constante prise par £ dans 1'intervalle

g . D&finissons slors le nombre L(f) psr 1la forzule

>, ¢;fvla; ,-0)-v(a;+0))+f{a)(v(at0)-v(a) (D)} {v(b)-v(b-0}) +

bz 0 T

k> tla ivis -¥0;=%(a
ozd =

On a évideument L{£)>0 pour £330 , et L{A ;r;gﬁ_}ha{f} guelle gue

g0it lu constante A ; pour voir gue L est une forme linéaire crois-

pante dan %@ZG ; 41 suffit donc d'établir gus L(fig)=L{£)}+L{g)

Or, cela résulte de la remargue suivante ; si (a'), . est uns
- 4 1% JsB

suite croissante de points de 1'intervalle '}aigai+1£ , OB a




Lo
=
w“, LS
ey (vla; ,-0)-v(a;+0)) = 3 ¢ (v(al, -0)-v(alt0))
1 _

$ = : i = 7 '+0);
te; (v(a}-0) V(afo))“‘ci("(aim O) )

e
+ > fla' ) {(v{a'+0)-v{a'-0))
=1 J J j :

cér. f(a;)zci pour tout indice j , et en metiant C; en facteur au

: J
Qecond menbre, il reste une identité évidente. OCn appliguera ceits
remar jue en subdivisant chaque intervalle ]'ai,ai+1{: par les polints
de discontinuité de g intérieurs &4 cet intervalle, et en opérant de

(en intervertissant les réles de f

&
D
3
Q
<
+
s

L(f)+L(g) , calculée de ceite facon, domne alors aussitbt IL{fig) ,
en remgrguant qu'un point de discontinuiité de f+g est nécessairement

;oint de discontinuité de £ ou de g .

£ 1 "‘TC ) et A f =
ke clan MC des fonctions constsntes par morcesux dans a,b |

5
¢tant unitaire, on peut prolonger par continuité la forne linéaire
i o T X i Sh e = = 3 3 ( ‘i 59 = “3
croissante L & l'adncrencs de ’N%Q duns ,m&agb’) , Glaprés la

D

prop.3 ; la forme lindaire croissants ainsi obtenues est appelé

inteépgrale de Stieltjes de £ , par ragport & lz fonction croissanie v
s =

et on ls note u[ £(t)dvit) . Lorsgue é%.b} est ur intervalls compue
: &

de B , et v(x)=x , on retrouve l'intégrale {f(t;a définis au

o -

Livre IV . Une intégrsle de Slieltjes est aunc definie pour toules
les fonctiions bornées daus La,b] el n'ayunt gue des aiscontinuités
de prezidre es %C@ {en particuli®%r pour toutes les fonctions continues

3 A Y
dans E%% )
‘ : : i - 5
Si c est un point guelcongue de l'intervalle (a,bj , on a
gf.{,« : !p& L
i z ; 7 2 g Bl -
j_f(t}dv(t) = | £lt)av(t) + | £(t)dv(t) : cela rTésulte aussitétde la
Yo “o (eA
definition lorsque T est constante par morceaux, et on en déduit la

ggr:ule pour f adheérent a 2%50 par pazssage & ls limite.




-
e 20 =

vorsgus v est continue daps Lu,bﬂ et zumet en tout point ue.}u{b[

ane dérivée borade v' gui n's que des discontinuités de prealiére

espéce, on a

2z 2
j £(t)dav(t) = /f(t)v'{t)dt

I _
Ici encore, celte foriule est iwnédiabe pour les fomciions constanties
puT dorcesux ; en passant & lu limite, on en déduit gu'elle est encors

F=]

valuble pour tcute forction £ n'ayunt gue des disconlinuités de

4

rreniére espéce.

[=1

~ercice. Soit L une forse linéamire croissante definie sur

ut. clan non unitasire @ . Pour qu'on puisse proiosger L en une

engendré par @ , il faut et il suffit que fe§
uit une valeur finie.:
23. L'inépalitd dé COﬁVeXité, et les in¢égaliiés de
HBldef et de dinkowski .

aiLte de convexité. Tréoréme 1. Boit L une forme lindaire creissante

pon icdenticuenment nulle, dbflnle sur un clan @é :

Soient f une fonction de @ , & vne fonction de @A_, telle gue

1

L(g};>@ . Pour toute foncticn convexe ¢ définie et continue dans

un_intervalle {a bE contenant F(B) , et telle gue 9(f) ap \qulﬁ

8 @ {ce gui sera toujours le cas si t@ est uﬁltalre ou si @{G}w@,x

§§W§~

(L f‘-’ }

A2

() L{go(£)) 3 Lig

Nt
3

Josons %-SL(fg}fL(f) ; atsrres les lnaga;ités de lz moyenpne, on a

n

5 ' = { -
§€.f(E§ , donec %élf“bi‘; susvosons dfsbord cue a <;% < b . ailore,

_il existe un nombre réel m tel gus, pour tout x € rvgb [ on ait

7(x)-9(§ ) » alx-%)




A

A

d'od, pour tout yéE sl :

- aE)- ot }) > ale(y)- §)
ét, en multiéli :nt par g{y) > 6] 4

5(3’)@(1‘(3))-«(3 Yol §) m(f(y)g(y)@g(y)E )
Par suite, on a
_ - Lige(£))-Llglel § ) » m(L(fg)- § L(g))=0
er vertu de la définition de § ; d'oh 1l'inégalité 4 démontrer.
A‘Le raisonnenent ne s'applique plus lorsgue § =a . Mais, d'apres
._la‘prop.ti du §2, il existe h e (P telle guse hg1 et L{gh)>0 .
Prenons €>0 assez petit pour gue f(y)tehi{y) € [é bﬁiug@l gue s0ib
yﬁéE ; on a alors L((f+ah)g)=L(fg)+sL(gh);vd(fg):aL(g; , donc on
peut appliquer 1'inégalité (1) en y renplacant £ par f£+eh , ce
gqui donne
(2) L{gs(£ren))  Lig) o ( MLz)ielleh),

gJ
leis, lorsque € tend vers Q, gf{f+ech) tend uniformément vers o{f)

puisque @ est uniformément continue dans tout intervalle coupect
cgntenu daus Ea,b['; dtaprés la prop.2 du § 2 , on peut donec passer
& la limite dans (2), ce gui donne de nouveau (1)

Corpllaire. BSoit ¢ umg fonction convexe définie et coniinue dans

x-) est une fanille finie de n nonbres

un intervalle {? 5]

appartenaont & i},b], { i} ure fanille de n nowbres 7Y Lels gue

M

Z: D >0 . ons S

= 3 ety

Pt 7. Dix. Z p;olx;)

(1') 9 { Py A S § 1 i

L P ) <

o ;a T. P;

: 3 2% L c=L "
.4l sulfit d'appliquer le th.1 & lu forve }Jinéaire croissante E::xi

L=1
¢6fln16 sur l'ensenble des suites finises de noanbres réels.




0
N

2. L'in LWL.LEL ue fLe.}.;u.aI'. cont aua, dan_s

[O +c>o( EEM rour tout r}G , cm«:ze f"-;-':'*“-i_-.ix'r}:r(r='i')xrc2 Lcur % 0
-p{x) est convexe dans [u + oo{ pour 0< <1 ; done, si f et g sont
geu ;onmions de C'P'_ te.tles cue L(u}',@ , on a

L(gf") < chwfg}/u;g);
ce gui, s'écrit encore

L((22)%""F) < (L(2e))F (L)) !~
- Changeons de notations en posant r=1/p ; 1-r=t/p! , £g=u’ y 8=V
il vient 1'inésalité
(3) L) <aPn PP ) /e

_:connue sous 1e nosn d inﬁcall‘ce de Holder ; elle est valable pour

Ar,p>1 > .1/p+1/p =1 , et . pour toat couple de fonctions u,v de CI) telles
gue L(vp ) >0 ; on peut d'allleurs aisément fairc dispar aitre cette

eetrlctlon, car S5i (vp )=0 , et si w.est une fonctmn de chz{_ te. le
que u(w;){, , on peut au.u.\iuer 1tiné-alité (5) en y reapls g.;n’c v
par view 1//pt,"ulsque (vi—ewi/p )F 732‘ w ;Pt pur suits L
L(fV*ewi/P )p ))O fuisunt ensurbe Lendre € vers O , on retxouve (j)
en &pyll»‘dqht .Li Lrop.z du’ éz . On voz.t—aonc-- ue, si u et v sont
ueux foactlons de . (P ta.:.le,.; x,ue L(ul’ =0 ou‘ Lw~- J= O ,  on a
L(uv )..O On yeut en. couclure qae, gl L‘(up ).,,O pour uue fonction
u}U on g nccessa.xren:ent L(u) 0 ; en vertu de l;a"urop 4 du §21;
""allleurs, si on a mverseu.ent 'L(’u):f) , on en tire L(u ) 0 pour
tout p71 ', car on peut écrire uz'<u aF 1~ s 'ou o= llu] = sup uix)
aonc Lz(up)“s‘,) d'aprés 1'iné. alité de la r'oyeﬁ'ne. On voit c;of‘:c

u en ré Qw“e, si L(u. )~’) _pour une fonctlo,x u € @ et un ex_z.-oéé.ﬁt

a.>0 , On a L(u, =0 pour tout exposant 6_>_4__0 -




it 1ne;alltb de Holder sﬂetaud aux fonctlons de. 51gne guelconque,
éar nbur ue dé 5 ve é 5 on a !L(uv)l L([uv[) s et- per suite
(a)= L(uv)} (L(}ul*’))“/P(I(} [PLyyI/p

Le cas'yartlcullcr ob p=2 - -est Cdructeflsi pur le fait qu'aslors

pt'=p=2 ; l?lnegallug s'éérit dan§ ce cas
) i jicUm))? (1(v°))2

ét'est'ccnnue sous le nox d'inépalité de Cauchy-Schwarz .

- L'inégalité de Holder pour les sommes finies (cor. du th.1)

" " = % 7 .
S, LG

=4 4 !;o"i

£ z 2

jn 61é démontrée en Algebre (chap.Vi) comze
conséyuence de llidentite de Lagrange.

Ltinézalité de Holder entraime la proposition suivante

5 - Bl
Proposit'on 1. Pour toute fonction u€ @>(L(§ul*}) /i est lz borne

ericure des uonbres lL(uv)! , o v parcourt l'ensemble des fonctions

@ telles que L(|v ‘*} <1 v
Er effet, on a d'aprés (4) !L(uv)! < {L(]u]P))*/P _pour toutes les

fonctious v comsidérées. Réciproquement,7considérons (pour r >0) la

fogcvtién VY{XJ"é;&lef é__'xr;.,our %0 - & A=Ixzr pour x < 0 ; clest

une fonction coﬁtinua‘dans'ﬂ , nulle pour x=0 ; donc la fonctibn'v

définie cans E par les conditious -

v(y)=! u‘y))*’/p /(”luipjﬁ/ﬁ pour u(y) » 2 , et

v(y):—‘u(y)fp/p/(L{iufpj)iép pour ul(y) L O , appartient & (@ et
!

3 ; 2
est telle que uv = lu 7 ; on a done L(Bv{; =1 " ol
fT(}ui?\) p!

@(u?)=(L ju lP}}1/P dlaprds la relation 1/p + 1/p' =1
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3. L'inbgdilte de *inkowski., 1 fonctlon ¢(x) (1+xr)1/ est définié ot
' continue daus [0 +00[ pour tout r > O ; comne
9" (x)=(r=1)xL" 2(q4xF)(1-2r)/x pour x>0 , -9(x) est convexe dans
[O +<>0f pour O0r g1 ; si £ et g sont deux fonctions de (@Jr telles
cue L(g)‘>-0 , OB a donc
Le(1+£0)/7) < ((1g))F + (L(re))D) VT
Chéngeons de notations en posant r=1/p , fg:uP , e=vP ; il vient
1'inégalité
(6) (Lt )P P (LP) /P a(uaP)) /P

connue sous le nom d'inéuelitlé de dinkowski ; eile est valable pour

qp; ) et pour tout couple de fonetions u,v de @ telles gue
L("p}>0 ; 11 est facile ici encore de faire d&SggaLcilbrﬁ cette restric-
El@l%-s en remplagant v par v+sw%/p , oh w est pris tel gue L{w) >0,
'éuis en faisant tendre € vers O . On voit donc que, si u et v sont

deux fonctions de Q?u telles que L(uf) et L(¥P) soient puls, on &

i;(.(uw)p)za -

L :a,neoa.ute de #inkowski s'étend aussi zux fonctions de sigznes quelcon-

que , eu raison de 1'inégalité du triangle |wiv| g ||+ |v] , on a
(1) (L utw PP < a(uf®))/P + u(|v|P)'/P

4. Les normes ggf }gp . Supposons donnée une forme lindésire croissante L sur un

=
clan @ ; pour toule fonction fe @ ; et toutl nombre réel p > 1 , on
e 'pcse ”f“ = (L(]|2] i‘})}‘/i’ . Avec cette notation, l'inésalite de

MlnkUWukl se formule

(8) | niv gip < uéiﬁ -"rﬂﬂvﬂp ‘
Conme G'autre part, on a évidemment | Aell = |A]l. e g{p our tout

PR ! 3 f u. o
ncmbrea réel A , on voit gue chacune des foncticns } uég .. definie




e =

Signslons toub de suile Lue ces diverses normes ne sont pas éguivalentes
et ne sont a5 davantage delvmlchtﬁs a lu norme de l'espace EJB(E)

(ézale & %?Etf{x)f) ; nhous reviendrons sur ce point un peu plus leoin.

X
froposition 2. Pour tout £ fixe dans <§, ioz ﬁf]lﬁ est une fonciion
convexe de ls varizbie 1/p dans l'inlervalle ]0,1 -

Soient T el s Geux nonbres réels )1 ; il faut prouver gque, si
é;% +~==§-§ s a¥ee i cd  on g
(9) log ﬁfﬂp <t-log | + (1-t)10 Izl .
ou; ce guli revient au ménme
el Llef ey
rg;ationiﬁui s'écrit, d'aprés la définition de ﬁf gp
(10) LC|2|?) < e T /7 2] 8))(1-t)n/s

Sl on pose u=tp/r , on a 1-u=(1-t)p/e d'aprés la relation gui

d f nit p en fonetion de %,r,s ; d'ch p=urt{i-ujs . Or, si on pose
'{Iz=u‘8. it T : e = 7
g‘;!;§u4 > n =§f§‘ 7, l'inégzalité de HOlder donne (en y remplagant

1/p par-u @/n@ par 1-n)
5 = 1 -1 sl -1
Legn) < (1(g!/™))Ha!/ 1))y
(40).

(v‘\

: > ..: i & ~ o 3 3 e 3 4+
ce gui n'est autre gue 1'indc nlite

Lz ;rop.2 montre en particulier yue la foﬁctioﬁilfﬁ est continue

L]

dens l'intervalle r?f*C”[ ; €t admet uvpe linite lorsgus p tend vers
~

+ ©9 , ncus noterons cetie linite par Mfﬁcﬂ ; c'est un nonbre fipi,
c.r on a !f] !fle lp ; done, diaprés l'inégalite de la ﬂoyenne'
“ !2 Hfﬁ Piﬁfﬁ)%aﬁzp ; en faisant croitre p indéfiniment, il
".Iivel'i'b -

10y I els Dzl ~ -

~ Nous allons ,réciser cetie iné;alité ; toul dfabord, nous établirons

L'analogue suivant de la prop.1 :
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Yropositiocn 3. Poﬁr toute fouction u € i} ; 90 a

(a1 ”u “vooz . @ !?37) <1{L(uv)l

Tout d'zbord, 1'inégalité de ﬁolder (¢) stécrit

(12) xb(hv)‘ I . Hviipa

d'ol, en faisant tendre p vers + ce (ce gui entraine gue p! tend

véfé 1)

(13) |2y | < [lull; Uvl,

‘ ii nous resle & xontrer gue, fuel cue soit €50, il existe une

fonction ve @ telle que I vg,g <1 et L{uv) 7;,%!@ uc;s

Soit w=spn u.(iuf/ﬁfuﬁﬂ)p/p?: sen u.(Jul/|ull - - ; on a vu (prop.1)

Que f“wHPQ:@ et L{uw):ﬁuﬁ“ ; si on pose v“w,}ﬁ ﬂ? , on aurs ﬁv” =1
Bt L{uv)= Hui p;’ﬁw%k ; 1arpropositi@n_sera daémontirée si on prouve

Gue HW}E? § e lorsgue p est assez grand (puisgue Jjul , bend alors
). Or, 1'iné alité (Y), applicuée en y remplagant p par p-1 ,

vers flufl

rpar 1 5.8 par p el f puar u , donne
s (1401 p(p-2)/(0-1)
i ‘1 l !‘ D £
I!uz :r=,% 4“1}.151 iu ko

ce gui s'céerit
v 1/ {p-1) =1/(p=-1)
Ik, < ol g a8

et le sccond zeabre teud vers 1 lorsgue

Ou peul donc rounir les résultals des propositions 1 et 3 , et celui

de la ;ro1.4 du 32 (en tenant coapte de (10)), dans la relstion géné-
Trale :

(14 _ |LCuv) |

(14) lal, ved [, ¢ 410

valable cusls gus scient p st p' dans l'lnte;valle [},+'06} s, 1iés
par 1lu relution !/;Té/"’: {avec la convention gue p'=1 81 p=too

p'=toe si p=t1 )




Pro-,gosition 4. Si on a uf“ <ﬂf“ pour une fonctlon £ C{J .
existe uwue fonction £ e@ Lelle_ggg = “ =]z, |l = lfH et
L(|e-z,|)=0 .

Posons a= Hf!{w ; pour toube fonction ge d, , om a L(|£[e) gallg)

e
oo

®

oy

t par saite L({(e-|?|)g) 30 . Soit £, la fonction telle gue

f1(x)==a si. flx)< -a £,(x)=f(x) si -agf(x)ga, £,({x)=2 si £(x)>s
P
cette fonction arpartient a @ , puisgu'on peut lféerirs f,ﬁﬁ,ﬂcf

avee o(t)=-z pour t<-a , 9(t)st pour —a<t <a 9{t)=a pour t>a.

On = en oulre f ) é-. (|2} a}% . Ecrivons alors cue L{{aagfl},gfaﬁi 5},} :

1 &
11
J=0 . On en conclut gue nf‘«f,z if D:O guel gue soit p , et par

1

cela é&_ulvaat a L{!;ff JS0 , dlot u()fa*ﬁs =0 o1 =7 cnite

B

o= 3

e ‘_L & = g A V = > S
sulte §§ 2‘1 n = }f” d'aprés 1'inégalité de dinkowski =5
i i < - =
= %if i ; d'aprés lg formation de f on -a suseai
oo b & ? b
3 2 =5 -
;’é =g= §§ff§ o ©® suil acheve la démonstration.

\

Coroilaire. 5i la relation ugD. -entraine L{|{u[) >0 , on s pour

toute fonotion fe @ , [[£ff =|z].

Eg, Dassant a la limite dans 1'inégalité de dinkowski et la relation
“At ﬂp = Ai. Iz , 1 OB voit suesitbt que nf “w est encore une
norae dans @

Lorscue Cﬁ esl un clan unitsire, et la for e lindaire L une mo jenne,

T S s i i

les normes f o possédent en outre la projriété suivante :
Prbiositiun 5. S1 b gst une noyeuwne sur up elon unitaire vour_ tout
f fixe dags o ”fé est fonction eroissante de p .

_Boit © queléonque dan ]U 1{ appliguons 1'inégalits de Holder rela-
Livé}auz nonbres '“%/t 2 p’:?/(1et), sux fopctiocns frt 2t gr{?”t} 5

f‘ e’a g étant ¢uelconiues daus @_}_ et r>1 =11 vient
- i =LY o T Y 1‘=t
Li(Ee ) < eE i)y




b

=
dtot, eﬂ'reﬁglagaét gopar-i ;“ét‘réaa qﬁaﬁt gue L{1)=1
‘ LY <lu(zh))®
et, en élevant 4 la puissance :?/rt
) el <l
ce gui demontre la pIOPOSl%lQBo'

Lorsgue I n'est pas une ﬂo;eﬁue sur le clun unitaire <@ , on peut
sppliguer 1la prop.Y & lz noyenne L’(x):L(x)/L(1) ; 1'inégalité (15)
est ici reuplacée jar
(16) il < et SVt ey

Cette inégalité montre donec gue, sur un clan upitaire, la topologi

Cl

7 e s } : = < B i .
16finie par la norme |f|| est moins fine que celle définie par le

- \
LoIne g‘f“q lorsque 1< D<g <t o° ; si p<Lg , la premiére de ces

pénéral girictement moins fine yue la seconde {oxerc.B8).

&
Si é@ nfest pas unitaire, les topologies définies par les normes
£

R

=
(i;; 12l et | | sont en sénérsl incomparables pour p#q (voir

Excreices. 1) Soit L une moyenne sur un clan unitaire § , et ¢

une LQﬂCthH de (@ telle que inf £{x)>0 ; on appelle noyenne
22 B
log )

&

uo*etrlfue de £ le noubre F(f)= et
a) Démontrer 1'ind.salité
(1) - G(P£) g L{fF)
(utiliser le th.1).
b) lontrer gue G{(f)= iz, {"L(:fr))lé/‘r {remarquer sue pour xga.

et r tendant vers U par valeurs >0 , on a !xr'»{’f"r*r Loy x), < br

oh b ne d¢pend gue de a

3

)
c) Soit g une deuxiéme fonction de §Ei_ telle que inf g{x) >0

xek
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ontrer l'lnw a}.J.L

(2) G(f)*’\r{a) s 6(f+g)

{(apilisuer (1) & la fonction f/(f+g))

2) Boit L une forie linéaire croissunte sur un clau unitaire (@
f et g deux foﬁc;ians de <§+.telles yue 1nf £(x) >0 et inf z(x))0.
a) four 0<p<1 ou p <G, démontrer l?lneyalltia .
(5) L£z) 5 (2(P))V/B(1(aP’ ) '/P'
ot 1/pti/p'=1 (utiliser le th.1).

"b) Four les nfscc valeurs de p , cérontrer 'inégcaiite
(4) L2 )T 5 (L2 /P +(u( ) VP

A <

N e S S o1 = g e
5} Yetulire lg.f.}.‘ir.;j::)i;zllttj {7 de 1'iner ol 48 HOoLUeT

27

51 O< o |

appligquer 1'indggzlitd de Holder sux fonctions u=(fe} , v=g * ,

bcv
|
i)

[}
b

svec des exposanls convenuzbles).
4} Décuire 1'inésalité de .dinkowski ce 1'inépulite ce Holder

£ 5 = > s =, e L = ’3"?
la pliguer 1'indgsalité de Hoider aux fonctiops P et hs{fﬁg}i ).

Uéduire de 18me 1l'iné;alité (4) de 1'indgalitd (3)
5) Scleut f et g deux fonctions >U d'un clan Cﬁ » L une fornme

o)

liné: ;11’9 croissunte sur @ dézontrer jue, pour P>l ., on a
LB )+LEeP) < L{(rig)P)

et gue, si @ est unitaire, et f et g tels gus ef Plx) >0

inf
=
inf g(x)>0, on &, pour O<p<1 ou [ <0

£8) + L(g") p Li(etg)P)

— 2 - : ; T, . Y
(Goémontrer jue, rour X299, 329 et p>1, 0na ":-’r:,fp < {(xty)

Xek
L{

razenant au cas o xty=1 ; démonsirabion analcgue dans les

en

1
i
o




e

g0 -

6) soit L une forue linéaire croissanle sur un clan <@ . wonirer ﬁ
gue l'ensemble é@o des fonctions fcacﬁ tellies que L(\f\):O for:zepnt
un clan (rezarquer qu'en vertu de la prop.4 du §2, il suffit de
jrouver que, pour toute fonction 9(x, , d,.h,xn) continue dans H et
telle yue 9(0,9,..,0)=0 , toute suite de n foncticns f} € i%
toute fonction ge O teile que lg| <1, 0na
L(b@(f1,fa,..,
puls passer au cas générsl en approchent uniforméuent ¢ pur un

fn))=0 . Le démontrer d'abord lorscue ¢ est unm polynoiie,

rolynome dans un ensenble compact convensble).

On désigne par~f =g 1la relation d'éguivalence f- gez(@ ; montrer
gue, si f.EEgi (1<i<n), et si Vxx1g zg.ngxn} est une fonction
i
n

continue dans B , telle que 9(0,0,..,0)=0, on s
@{fﬁgfz,..jfh)ia.@(g@sg2,.,5ga} (m8ze méthode, en approchant ¢

par un polynoae).

7) On suprvose gue, pour une forme linéasire croissante L sur un clan
<@ , la reiation h{}fﬁ}sﬁ entraine f£=0 {(autrement dit, qﬁé le clan

1, dans les hypothéses du th. de convexite

s
-

4]

@ est récuit & 0).

(th 1), on ajoute gue ¢ esi sirictement couvexe Gaus R? b{‘ montrer
gue lez deux =esbres de 1l'inégalité (1) ne peuvent Stre égaux que si
g@’f);kg , Ob k est une coustaute. BEu particulier, montrer gue }es
deux ﬂeﬂbres de 1'inésulité de Holder (3) ne ;suvent alors 8tre ézaux

que si uf et vp sont proportionnsls, et que les deux menbres de

1'inészalité de dlinkowski ne jeuvent &ire égaux que si u el v sont

proportionnels. Etude anulogue des cas ¢'é slité dans les inéralités

des exerc. 1 et 2 .




A8, 3]

2 7 = )‘i =
dontrer cu'll n'existe .as de constante a indépendante de f € d@

L

_et telle cue n fnq < a “f“p pour p<§ et pour tout f ¢ @
'(considérer les fonctions f(t):e”nt).

9) soit <@ ie clan des foncltions continues par morceaux dans un
intervalle compact (veriable) de R , et nulle hors de cet inter-
valle, et soit L la forme lindaire f-—e:[ f{t)dt définie daus <§
dontrer yue, pour DA , les topologies ueflnles par les normes
ﬁf“p et gfnq sont incoaparables (utiliser l'exesnple de l'exerc.8,
et considérer d'autre part les fonctions f égules & 1 pour Ot <n ,
& 0 aillours).

§ 4. Produits de for:ies lindéaires croissantes.

1. Continuito d'uneg forae linéaire croissante en fonection dfun paraméire.

Proposition 1. Soit L une forme linéaire croissante définie sur un clan

c@ , fi (13 <n) n fonctions cuelcongues de @ ;s & 1l'adhérence

(compacte) de 1'imase de B par 1l'arplication X -a»ifjix),..aafﬂ{x))

74

de E dans R” . il existe un nombre a >0 , we dépendant que de

f1,f2,..,fn et de L , tel que, pour toute fonction cortinue nuzérigue
g définie dans K° » €t nulle & l'origine, on ait
(0 Lg(f,,1,,...,f f)) s |le, |)

g, désignant ls restriction de g & 4 , }g “ la borne su;érieure de ‘83
Ly proposition est évicente si @> £sL un clun unitaire, en vertu de

1'inégalité de la -oyenne ; om peut jrendre zlors a=L(1), indépendant

des £. .

2t o

~Dans le cas géndral, nous rasisonnerons par lfabsurde. 8i la proposi-

tion était inexacte, il existerait unc suite (g ) de fonctions nunérigues
n

pesitives continues dang H nulles & llorigine, telles gue g (x)s1
- el

dans A sl yue L(quffgfhzb,;* )} Définissons dans & la fonction g




32'!°
par la relation (-}- (r) m ; comne Q‘(y)<:1 dans A& , cette série
g 8 J ’

'H‘\rd‘ 3:-1
est uniforménent conver;ente, et & egt or suite une fonction continue

dans 4 , nulle a l'orizine (raﬁyelons gue O€A dfaprés la prop.i du
§1) ; Prolongeons g d'une nanilre guelcongue en une forction continue
dans K . On a évidemment, dans A | gm(y):g ngg(y) , dome
L(gm(f1’“°”fh}).<'mz’L(g(fg""fn)) ; mais d'aprds le choix des £
cels entralne L(g(fi””9fn)):? m quel gue soit m , ce qui est absurde.

Propositicn 2. Scit L une forme linéaire croissante définie sur un

clzn & , f.‘i (1<ign) o fonciions guelcongues de @ z-boit-F= un

espace topologigue coampzct, g une fonction nunérigue continue dans

F)QBQ et_telle gue g(u,0,0,..,0)=0 guel gue soit ueF ; dans

cou conditions, la fonetion h(u)=L{g(u, £,5--5T, })) est continue

Qégg £

Afééit en offet A 1'achérence, dans R™ ; de llimage de E par lfapplica-
(x)) ; g est continue vans 1'enseuble cgﬁpact
f}(&_i done uniformément conlinue dazs cet ensexble. Par suii?,'si

pour tout e > U, il exisle un voisinape YV de u_ tel que,

2 o}

O

gour ueV , on ait _

{4 2 ; .l : - = =t

(2) | &lu,yy, .07, )-80 .3, ,..,07, 0] &8

guel cue soit (y.)€A . D'aprés 1'iné-alité (1), on en déduit que
e

- p

%ﬂ{g}eh(u )} < a& guel gue soit ueV , ce oui établit la proposition.
Plus généralement, si g est définie dans le procduit F~ Hﬁ

ob F est un espace topciogiyue guelcongue, lz fonction h

seru contipue en up point uoé-F , en vertu de la démoastratién
précédente, pourvu gue la relation (2) soit vérifiée Quﬁis gue

soient {yi}é£&2 et u dens un voisinage convenabls de uo s




o)

:5},

2. Produit de deux formes lincaires croissuntes. Solent Eq,Eg deux ensembles

q’u_elcom;ues, @ 1 (resp. @2} un clan de fonctions définies dans B,
{TesT. E2) . Soit ® itensemble des Ffonmctions définies dans E,'sz
(x,t‘,xg)—g<p(£1(x1),f2(x1),.,,fm(x1) : g1(x2),,,,gn(x2)) ,ohmetn
z;«euvent prendre toutes les valeurs entiéres >1 , @ parcourant (pour
cnzic,-ue couple (m,n)) 1'ensesble des forctions continues dans H xR <
telles gue ¢(90,0,..,0; 371,3722.,,3’3):0 guels gue socient les Tj et

; 0,0,..,0)=0 quels gue soieunt les X, ; les £, (resp. gj)

(X %5, %

&tant enfin m fonctions cguelcongues de @ 4 (resp. n fonctions cuelcon-

sues de ). 11 est imzédiat que est un clan de fonctions ; mous
2 4 S b

e.wz

. Girons (par sbus de langage) gue c'est le proguit des clans @,% et @2
S -‘-‘

de 8ne de @ ,

[0)]
¢h

1 €

1
£
ur notera gue, si CE et @é sont uaitszires, il e

¥

1
yalsgae @ contient la &anﬁiori 1.4=1 ( correspondant & olx. v)=%7) ;
El on identifie toute fonction f‘i c @'E (resp. f2 € @2} & 1l'application
_{zgqug)-—af%(xi) {resyp. {x‘i,zz)——% fg(xg)} définie dans E,xE, , de
sorte que @1 et @2 soient icentifiés & des clans de fonctions sur
lfjg_x 4’52 , @ est (toujours lorsgue @,5 et @2 sont unitaires) le clan
en __,L,en dré par ls réunion i) ‘EU C§2

‘ihéoreze 1., Soil L1 une forze linésire crolissantle sur le clan CE& s

'L‘» une forze lincaire croissante sur le clan CEZ

10 suell&; cue _soil la fonetion fe @ = Li(f(xi,xg}) appartient & @2 ;

'nt, L (f(x,{,xh)) appartient & @1 .
Un Op a kb {.L“f(x’i,xa;) = L (L (f( 2%, ))

. Un &, par bypothése, f(x ,xz.) @(f (x ),.u,fm(.x,i};gqixz),.,o,gn(;tg})

1”2

$Qit A 1'adnérence, dans R® , de 1'izage de h? par 1'aprlicstion

% —>{£,(x.),..,£(x,)) ; la fonction ¢ t] AxE® ot
Z, o NAX ), ., T X ; +a fonclion ¢ est continue dans x e
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arpartient donc
d,.

-

orexe.

J

e dans A el on a

inu
{

}Je A . Pour tou

du the

:{L’Ll
))=L,
ie

.

rt

biu
on.2, la fonction

S01

ES

g or
1},,o,fméx1

= a4

és
€x
1
e de EZ ok

{
8
&

guel jue

v

plication partielle x2—5>f(x3,x2
(%x,)) ; la fonction ¢ esi continue

i

done
de ltima
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b}
b

naintecant la seconde p

0,0,..,0)=0

-

m!

de Xy s ita
@<u1,.ugum;gg(xg),,u,gn€x2}} est cont

—
=L_{

@2 ; d'autre part, dlapr

&
L

(0,0,..,0)=0
stablissons

B

{u)

-

@(ua,..ga
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-
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On définit sinsi une forme lindaire croissante L{f{xﬁ,xz))
Q,(Lg(f(x1,xz)))zLQ(L1(f(x1,xg))) sur le clan <@ ; si £ est un produit

u.(:x1 )v{xe) d'une fonction ué€ @1 et d'une fonction ve dgg , OB a

Léav);L1(u)L?(v) : en raison de ce fait, on dit (par sbus de langage)

=~ T
i

gue L est la forme linésire produiti ges formes L% et L, , et on 1l'écrit
encore. L4k, , ou L2L1 -

On notera gue, si L, et L, sont des moyennes, il en est de méme
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fonctions ne ;renant fu'un nonbre fini de valesurs ; c'est donc un clan
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de fonctions élagées attachics & upe phretrie X sur E xE, : on it
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cus S est le ,roduit des phratries o¢, et & 51 B« S, ke h
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Q. -9 ; par suitle £%3<A2 a;partient a E? . Blautre part, si
= = ggﬁ} est une foncilion de (@ , 1l'ensemble of h prend

chacune ue ses vasleurs #£0 est évidennent rbunlon dtun nombre fini
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ok A4 3
{resp. b.) étant une des valeurs prises par fi {?GSQ. o ) nn

o . des
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5?““segules do la forme A, x4, , ol Ay€ Sy, 127 5 -
On peut mBie montrer cue tout ensemble de ¢ est réunion d'un

nozbre fini d'enseables de 1la forze A, XA, , deux 4 deux sans

point commun (exzerc.2) .
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Soit asintenant A, (resp. A,) vne fonction sdditive dfensemble &

1
valeurs positives, définie dans g*z (resp. 352), et soit kb, (resp,Lz)

(g}
o

la forze linéaire croissanie sur é'i (resp. @2) gui lui correspond).

Ls forme linéuire produit L,ng définie sur @ correspond donc & une
fonction additive c'ensemble A définie sur 6‘4 ; on s en particulier,

-, : < = 54 Y=ot ;i o V=1, 3. =

-532

- . ' i , - : s
ves dfensemble }L% et A, &L on la note A@ﬁog ou A, ﬁb,i -

- % &= = £ o 2 = = e o . : = e £
3. Associativité du produil. Considérons maintenant lrois claaos @?5@2; @

3

bin )

de fonctions dé
Op: désigners par C;b: i1'ensenmble des fonctious

de lz forme

o = ( Y. f Yy . ¢ Y
(x;,25,%,) = (£ (xy )5 (g (2,005 (0 (x,0))
o (£ ] {h, ) sont trois fanilles finies

= Y

Sﬁ b3 {O'j),% éjgﬂ s
i Ve s o = ¢ s : x

guelconques de fonctioas de @1} 25 @
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ey
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étant trois entiers guelcomgues 1 | et ¢ une fonction continue dans
BE xR xB¥ | telle que o{9;v;w)=9(u;0;w) = o{u;v;0)=C quels gue
m b4l - D e : P
soient uweR , veR , weh* . 11 est imuédiat gque est un clan,
.~ qu'on asypellera encore le clan produit ds G 43 éﬂ S @5 :

Proposition 3. Soit

i
s w e i L oy o s I = - o e o S
définie sur le clgn @ . . Quelle gue soit lg fonction P du clian @
- - z l
S n ey ¥ 4 = s e Bl
produit de (;f?,g, @2,@§ s L%xf(x?w—ﬁxj)} gruartient au clsn produit
de O, st @9 - E’JQL,,{f‘{;’c,g 32{2;,3}) azrartient au clap @,, et on a
i T o H
5 L Lz x x =2 L (LAfx = x })) .
(‘]> "%‘JQ 5‘& \‘39*25‘%/ N = 2{"'-:7}{. \./ﬁz 2;/;!)
lLa premidre pariie est une conséguerce Ge la prop.2, par le méms

de la définition des formes linésires L,u, ef LE,
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Suiposons =mainbtenant donnée sur chacun des clans <§ une moyeane Lﬁ :
pour toute partie finmie J de I , désignons par LJ le produilt des moyen-
nes L pour ¢€d . Par défipnition, on apypelle produit des méyennes
L, pour +€1 , 1z forne linéaire croissante LI définie de la maniére
suivanis : si I?6<é ; 8t si J est une partie finie de I telle gue T
soit compatible avec la relation prJ(x}:prJ(x?) , on pose
Ll(f)sLJ(fj}. Cette définiti@ﬁ esi bien indépendante de la partis

finie J ayant las propriété considérée ; en effet, pour une fonction

J: T4 dg dg (3]
du produit fini de enr LCE- )= LyiLT (£.}) ; comme f. ne dépend
L] £ IA% (5] ~ 23 i
pas des variubles x_, pour lesguelles +€ K , on 2 L. (f )=L_(f_) ,
< to P e Ay
ot comme Ly est une zoyenne, L (L. (fJ 1) = Ly fr. )L%{?;aLJ (e 3
P4 tv7 Q Q "} U O b o & 0
Heste a prouver gue L. est bien uns forme linéaire sur 4} s or, si

cs8t aussi compalible svec cette relation, et conme

L (F 1o =L (P L (o) on o {;f y=h (£ )4L .
3 =] 5“3 = d) _r\o&}l 2 gi= zk } 1(&)

rYour toule partie (finie cu non) J de I , designons par D, le

e
rroduit des clans unitaires <§ tels que <*€d , par L.  la moyeune
v, J

produit des moyennes h pour 1€ d ; si K est le conplénentaire de J
Gans 1 , et T une ?anczicn guelcongue de @ , toute zpplicstion

1 e - S e : 2 5

partielle déduite de £ en donnant aux X, teis que 1€ K une valeur
: r P

e e = T 7 5 R s Sy e = :
f,_g,, e, appartient 4 L—fs;} S la fenction 4L E\f; arpartient & :E? g ? ST
on &

A 1% o 7 £ o\ N
(4} L (f) = L (L (£))
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Cela reculte en effet inméclialement des définitions précédentes, et
des propriétés correspondantes pour les produits finis de fornes
lineaires croissantes.
Dlarrées la prop.3 du §2, on peut _.roionger L‘g_ a l'adhérence @
ds C@ dans %(E) . On notera gue, si 9 est une fonction nuaérigue

-

continue dans HI = 'et, rour chague 1€ 1 fy une fonction de @t .
la fonction composée '

£f(x,) = ol{f (x_}))
ajpartient & @ . Bn effet, i A désipne l'ensenbise compaci produit

3

des adhérences des ensembles £ (E )}, 9 est limite uniforme, dans
A |, de fouctions countinues une contenant gu'un nombre fini de varis-
bles réelles ; par suite, T est linite uniforuwe, dans £ , ds
fonections de @ .

On notera zussi gue la Toraule (4) se prolonge pur continuité
aux fonctions de é? .
fixercices. 1) I dési ignant un intervalle coupact L?g J ; 01T ?
une fonction continue dans I xXEP telle gue @guESgOyQO,G)zQ

usl gue soit ue€ [a,h} , admettant en tout point une dérivée

qu
partielle @é{u,v} continue dans IxRﬁ . 80it L une forae lindaire
crcissante définie dens un clan @ s £y {1¢ig<n) n fonctions de @

2

Hontrer yue la fonction fg(a);lgicpfuzf‘ = "fn}) admet  en tout
point de I une dérivée dgale & L('? ' (u, T, , ..,£ }) (utiliser prop ‘}ﬂ
: i
la shratri — duit d 13 nratrie a CE =
phratrie produit de deux phratries o ,, &, ; mon-

trer gue touti enseanble de % est réunion dlensen Aes de la forze

Xy x }:2 o X, € ‘gi - Xaé E}% , deux & deux sane point commun
{tout enseznble de G étant réunion d'un nosbre fiz:e,'! d'ensesbles
de cette Torme, utiliser l'exerc.3? du "‘?g‘é} .
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3) Socient L ,L? deux formes linéasires croiscantes définies

1i
g —

respectivesent sur les clans <§1 et ¢> . Pour toute fonction

£20 du clan produit @ de et @ : *nontrer gue si px 1

(1, (1, (£0)P) /P <<L ()" /o)

(poser g=L,{f)} , et remarguer ¢u'on peut écrire

e

£ £

J = LGB o)) - 1 (P g

7

‘wia
ﬂ J
0}

¢ 5. Généralisation aux clans vector

Fass

ASoiﬁ V un espace vectoriel & un nombrs iini n de dimensions sur le

corpe des nonbres réels ; soit d'autre part é@ un clan de fonctionms

Efiznt donnée une bass {a;)é(,a ge ¥V , comsiderons lfemsembles @,

: 1114 ¥
= =y s Rasiey e iees R e ) 2 < en o1y o F %
ie tout les fonctions f définies dans E , & valeurs dans V , et dont

de V , mais non de la base choisie dans V ; nous diroms que v es

ieg ciaﬁ vecloriel, sxtension de @? &N Pour

¥
e 3
21 f 8 € & et gedq On jose gf = > of = - (L neutl doncg
~y oe £ ’ s 105 e = s D=2 Ta s <y pJeul aon

=1 2 o=t 2
8ire considérs comme un module par rapport 4 lfanneau ¢ , dont les
n f41¢t1 ns constantes pi foruent une base réguliédre.
& toule Torme linénire u définie dans <§ » on peut faire correspondre
ae . - ~ T: ;‘{;
dtune seule maniére une application linéuire de s dens G . opfon
y 1
note encore u (par abus de langage), tells gue, pour toute constants
ir A 4 2 = 5 : sip ¢ % i T o2
ae ¢ et loute fonciion ge @ , on ait u&ga);iig/a : il sufail. —our
“ A : &5 -
beute Tonction £ = > f.a de @, , de prepmdre ul(f) = 2, ul{f Ja. .
L 173 ¥ ’ £73 i 7
b=4g = o
Un conclul aussitdl de la propristsd caractéristicgue de cetie spplica-
tion lincaire gue la défipition ainsl donnée est indépendante de la base
{a.) choisie.
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- Lousidérons en particulier le cas d'une forme linéaire croissante L

définie dans le clan (f ; l'aypiication linéaire correspondante L ds

"r

(}-?V' dans V tosséde alors la propriété suivante, gui généralise le
théoréme de la moyenns :

Proposition 7. Soit D un enseible convexe fermé dans V ; pour toute

fonction fe @V telle cue f(B)cC b , et toute fonction gé@& telle
GUe Lig) >0, on a L(gf)/L{g)éD :

En effei, d'aprés le th. de Hahn-Banach {uivrs VI)

D est 1% nter-

s
&

f%LLlGn d'une fumille de demi-espaces fermés ; autrement uit, b est
*

N = i ~ = = - - S =

icenticue a4 l'eusenble ces points x = 2, X.8, de ¥ gul satisfiont a

(43
e ) e Y : 5o e S
un systene d'inégalilés linéaires Z c. ;X ¥4 > U , & parcourane un

i 2 581 23 T 0

. ] : 3 -
certain eunsenble d'indices 1 . 81 £= 2, f.a. , on a donc pur hypothése
SRS 2 =t A3
“ W
S £ 0 ir t 2o ‘ & - on sn conclt
:5_;, e, f37d, 2 0 pour fout a , ¢° ; E cnlf}b g 70 ; on en conclul
b= = =
43y Tt i % AT St 23 {
gue > 1 2 fig)'%"é%h{g;)?/g) , et en divisant ces indgelités par Lig) ,

[0)

_En particulier, si L esl une moyenme dans le clan (unitazire) CE ;. on

peut prendre g=1 , et la relation f(E)c D eutr:fne siors L{(£)eD .

Soit |x| une norue daus ¥V , et T une fonction de QP .




0

g

J=0 ; en effet la

TUS

'

la norme 3

lorsas

Cetie relation est encore valazble

onc une

ire donc

O on %

-
=

!
z
)

-1— sy

X
l£

|
i

lente &

Uivale

";r
(528}

ﬁéfme lx[ est

e=zi

£ af

ar conségue

3

=0 ot

\f,

entrafne L

, €6 gui

ige

o
X

1

pour

41U cas

@

200

-

CoONsidérs

2

c

nounbres conplexes

{2
=

S Ues

ra
£
-

¥V est le cor

ot

P, sont done

L2858

=

ies Tonections de

s Ho;

i
4

ions -sur le cor

Snsi

denx oimns

&

fonct:

pour

*
b

i2

2

55

‘

gueicongu

sont

10088

ante 1, @

-

néaire croiss

sute forme 1i

Lo

% -
it
AR Y

=
£

iné;s

»

B

o

=1

)

{

L

ur absclius

b

Lta yale

=

|
i

5%

nreald

-

&
b

BLent

sVicen

-

L3

5

xictions

.7/
AL S

a.
L&

Ll m PR

Suzr?

el
Ly
=
oA
Mpn?

o

Vg

)

S

A1
R

e scin

s ‘lectsur 1

<,
e

2158008

1

o
4
&

N

Qg

on

i

fonet

£
$ =3
= LA

A

g

Y i
b]
S
G




=45
iz fin de la dézonsirsition reste inchangée. Ralisonnenent
analogue pour démonirer la prop.4 du @} .
Exercice. Soit V un espace vecioriel & n dimensions, gxg une
norme dens V , V' le dual de V ,Ex*‘ la norme dusle de | x |
dans V' (Livre VI) ; on rappelle gue, si <Xx,x'>= x'(x) est

la forme bilinéaire fondaventsle dans VxV' , on a g

i 3 - 2
} :9§ gsu};ﬁkxg.ﬁ;»% ; en outre, pour tout x€V |, il sxists
e
x'e V' tel que §X =1 et (X, x' > =|x l1'clémert x' ayant cette

propriété est unigue, et est founctlion continue de x

norme ixf est strictement convexe.
]

a) 51 ue @;'ﬁi » V€ Qy, , démontrer 1'inégalité
= ¢ = ~ ¥ j*; 4 4
L<a, ) | € GuPNE @W(e}P NP o+, = 1)
{4 &= b

b} 31 1= norze é.«‘{g est strictement convexs, i'Aqag

la borne supérieure des nombres F(@iﬁ}}é o v par

l'ensenble des fonciions de : telles gue L vﬁg e
vg 3 g PN

Géncraliser de 28ne les prop.3 et 4 du &35 , et la prop.4 dug?

e R




