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Corollaire 1. Soient X et Y dos enscmbles. L'un au moins de ces

ensembles est éouipotent & ume partic de l'autre.

Cela résulte immédiatemsnt des Prop. 2 et 55

Corgllaire 2.- b@lﬁﬁu X et ¥ de& enss mbi@ﬁ

Souipotent & upe partic de l'aulre ; cos op

&guipotents

Pot, los relations Cerd X < Card ¥ et Card ¥ L Card X

Card X = Card ¥ .
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B £
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L f 7 % =
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des cnsembles gui appartisnnent & F'w Il est claiz gue A eF . Puisquse
P £l = Z Y , ¥ eppartient 8 F , d'o0 Ac. ¥ . Soit B le com-

piément de A p&r wpgart 8 Y . lioptrone gue % = £(A) U B , Observons
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,gg?a

ggéfiﬁitieﬂ B ‘sz. aész.rf'esa,r 2 (gi‘% ei@zm; ig eamxnai :‘3 1 .
Tl z'ésn.ﬁ'@ tout de suite d@ }.a E’m& 8 qwﬂ 19933 a 2 g- a : pow %G%
@%r“iné“ s tel que =& >%

Propogition “5 9. Soﬁ.*é’.; a un card;zml@’t E” M@é@mblg el gue @am =18,
Or 2 alore Card é(@ txy = 22 ' :
S6it I wn nnsemb..,.@ a de;m elém&nﬁs o6 9 - on voit tout de suite
gue QCard i=2 — '»fov‘; £ un élément de ZK - ;désig;z;@m per ‘E’f l'en-
semble des XEA tels gue Plx) — ‘ 81t e*f; e @@m des Gléments
Gistincts de EK -l em,si:@ un xc X 1ol gus f{x}?@f@‘{z‘ : puisgue

I .-%:'s_,gj% 5 Em des éléments :f‘{g} £9(x) est i et 1t autre # :é.h; ‘
done x appartient 4 un et & un ssul des snseambles G.Mi’fg ; Glod i
i?f ff: ?@ . ;“éi‘ ¥ est m’zg pgrtie ggeﬁasﬁqw de %, :“é,i 'ie;,g.:iS@@ *sma@@pli»
cation £ de X dans I tells que £(x) = 1 pour ‘ise}azﬁ' zeY ot £(z) = ]
pour t@@t xek el que x % Y ; on a slors “E.?’f =% . 0n voit dome |
uwc £ —>7Y_ eet unc nplmam on bivnivogue c,; i:iji sur ;ﬁ?@{,n}

q
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‘qua lew svﬁbslgs gul y gﬁter? egﬁan“' a¢t c,&>
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_II. INTIERS NATURELS. Bis nghﬂ - FINIS.

"@;'Je Q;;ﬁﬂi__Q;mmgég&rrénﬁegvi

‘:Bé inition 1. On dit gu'vn cardinal a‘ggiﬂfﬁni i a+4at

un eardlna fin ;;a¢‘um gﬁ*%e% ﬂ@tarﬁi,  Gnﬂﬁit gu‘un
eﬁsgmble egp f;nl gtil est ég ;pﬁteno & un @@fd ﬂai fi@i, ,@n Git

‘auﬂane.famiiiéidiglémeﬂts;d?an @ES@&EI@ est, finie =i sop epsembie

=

_ Thbroéme .- T@ut @@ %&al@ nop vid@

'7;£e“zt ﬂzem%nt

11 en










i
iy

‘ , ",-%ﬁja_ , -
== Sm‘t Ez' B er *amr‘na:%sumﬁ ; et B80it P(n) une relatzcsn qui conment

un az“g;u:new ibzre é,%,, ?ypa des axztwrs mtamls 7 -k ."‘ Supposons qu,e
'les‘$elatigng4.“P{k}”‘et Tgi n 7k, ?(n} entraine B(n + 4)° seient
?:éieS‘; lé,rglétiaﬁ "sinzp k ; e {q&z st d*a&lle&?s équava emﬁe
'évﬁ?{njﬁ puisque ﬁ;esﬁ dn tg@a des en%icrg %% k;-estfalere vra;ei,g@it '
en effel n' un argument 1ibre ﬁa7ﬁ?§é des entiers nat &76155 et soit ‘
npi(pi e 1g relation ﬁgi 3*;% k, k(n?)”, qui est équivalents &
"gi n 2k P(n)? . La rel ’iga P'(0) est wraie ; car, 8i k = 0 elle
est Gouiva emt@ a "p(k)?, et, si k#0, la relation no g%kﬁ est
f&@a@@; is “@éaaiaa "Pi(n?) entrafne Pf(a°+ﬂ)@ est vraie. Gaﬁz‘ai
nttl 2k 35 relau;aa Wk*{n?v?)? est vraie ; il en est de méme si
k=nl+] , mnisrag "P(k)" est vraie ; si k >n' , 1a relation
“P’(n?} entrafne Pﬁ(ﬁ?+€}ﬁ est égaivalente»éﬁ W?(n’j entraine

-

B(n'+1)" , qui est vraie. La relation "P'(n')" est dome vraie.

£

2. Soient a ot b des entiers ns turels tels gue a £ b, ot sg?t
"P(n)? pno r@laﬁzaﬁ gag contient un argument libre n du type

 %61ément de [a,b] " . 5i les relations "P(a)" e "si n ¢ éggbé -

vin} an%faln@ Plot1)v a@ﬁt’?raﬁgaé la relation "si n € gwaéb%fﬁ

_Pln)" et vroic. On le Toit @n &@W&LQ&&Q@ ia varis ant i

'?gz f?<< b P(n@}“ , oh n' ost um argument li%FQjﬁﬁrﬁy§§ dos entisrs

¥~ Seﬂ@nﬁ 2 at b dvs entzezs Ba%urels te?a qa@v a %?‘b . S@it
5J ﬁE(n}W uns relaflca qal G@Qti%ﬁt nn a%gﬁm@nb llbr@ n du type

'ﬁélem@nt é@ gaﬁ % P 1 1@8 relaazgﬂs “P(b}ﬁ ot "Sl n c’g a,b g,'A'
P{n&ﬁ) entrazn@ P(n)" sont vwaies§ la rﬁlatlcn a3 n g iaﬁ ,;
;?(n)“ est vra;@, _Soit en effet c le plus § etit élement Ge l’ensembl@

"-fﬁ@aventi@rg o de l’ens%mhla 5 a,bi t@ls au@ fsime éﬁgb? ot m(>) .
. ; B(m)r !




Si on aveit ¢ £ a , on sureit ¢ =d + 1 , @ étant un entier naturel
= - = : = 5 : ~
de l'ensenble %aihg . relation %zi m & ia b j et mpd F1,

P(n)® serait vrais ; il cn serait domc de méme de "P(4 + 1)}* , done

= : ) » = = — ( r&% : o T )
aussi de "P(d)", et enfin de "si m € j8,b ] et mza , Pim)"
: 5 : s

=85 of 1= poln-

(4]

ce qui conduireit & une contradiction. On a donc
ti@ﬁ 51 n %'%’,bg S E(n?ﬁ est vraiec. La variante ques nous venons
de décrizre s'appolle wmécurrence descenéante, ’ '

4. Soit "P(x)" unc relation gui comtient un argammnt le?e agug

type T quolconque ; et soit S(z) un symbole fonctiennel typigue édu

A

type des entiers natursis gul gncieau &farﬁ&msnt iibre x . Eatr@ﬁui~

%

song un arpument libre n du type des entiers ﬁétﬂi@ 8. Si les wa£atsang
S

e

"pour tout x tel que 8(x) = 0, P(z)® et "si pour tgmt x tel gue

8(x) =n , P(x) , alors, pour tout x tel que S(x) = nH , P(x)F sont
vraies, alors "P(x)7 @sé@r&ia;' En effet, la rolation "pour tout entisr
naturel n ot pour tout x tol que S(x) = n , P(x)" est vraie. Quand
aﬁ expleoie lsg variante qaé,naag veﬁéng de déecrire, on dit quion démon-

tre P(x)® Tréourrence sur ’S(x)" . Linypothése de récurrence

est alore que P(z} soit Vfaievmeuw tont x tel gque S{X}'m,ﬁ:, On peut
évidemment cambinet la vaf?arﬁ@ 4. avec les V&Wllﬁ? 36 5.32~$ et =

<&

 On peu ut non seulenent aémaa*wgﬁ ée@ ,Slat;omﬂ PAT fé@afféﬁeeg nais

aﬁgsi,ﬁéfiﬁLr des symboles ﬁ@ﬁ%tliﬁﬁ@¢8 par yéeurrsnce. Con sidérons

un type T ; guﬁp@@ggg,@dngéa ﬁﬂ'&?Q?ﬁ@n@ 2 de ce type (@a un elémant

=

cxplicite de ce typo) &t~uﬁ @vmbﬁlﬁ f&ﬁ@‘l@lx@l g{z) de ce tvpe,

ﬂgnzenaﬂt un amfumgnt libre x du 1 zg L 11 est alors léritime dggﬁtrgg

dm;r@ an svm?aie fbﬂ@blﬁnnﬁl f{m} ﬁu tvpa T . cgnt@nanﬁ'an‘arﬁam@aﬁ

lxaﬁg n ﬁm tupe aeﬁ enule?a az@lg
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-5 -
(0 =31 f(ﬁ - ‘?} = @(ﬁ”{n}}

soient yraies. D’vacza Lrons on @f‘f@t par récurz*ence ia m’opm é‘ suivente

311 exis te zm ezzsemale E @s un s%u; dont les & leﬁzem:s sant da type 7

et une a,py..:@,eatlcm fﬂ -t une ge&&e c};e &1,@ n% dans %én tels que

£.{0j =12 '““b f (m T 1) ""ﬂ?(f,.{m-ﬁﬁ pour tout me gﬁﬁng . G%toé&@ﬁéfm

fy
tmn est vraioc pour n =0 {on prend B = é&% ot pour £ 1° applica-
=y %
_‘63,621 @éflm,e par T \(@} =a8j}. “ap‘;rz@sons m'ze notre a@“ertigzivseiﬁ yraie
pcm:f n . aipque i.{’ m?—ﬂ g;O:,.,Ljaj.f r’? . . ot n¥i é &

de {a o+ } sur l?'e.nseéi’ale

@,M“,M

e
@O
b
fust
@

te une spplication f o

E 1 =5 éjé wz(f (:ﬂ}}i qui pm&@me £ et gui soit telle gue
£ .o+ 1) = o(F (zz}} 11 est clair que © ~§~‘“’(03 =a et qu@
£ . (m + 'E} = g{f 1 {m)) pour fas.z“i: m e EG ot f ‘Soient inversement
B'  wun engembls d*e"fmﬁ nLs é fg;}@: T et ' uine application de
=ndq - ‘ ot
o nti |l enr EY tels ogue P (0) = et £Y (pti1) = off! (m))
_E;\Q&aﬂﬁ; sur B, 6? 5 que ,J""%-‘%(@” a et }.m_,%*,wﬁw"%} @(i‘ﬂﬁﬂa}j
pour m%;:.‘s m & {ﬁﬁzz-%‘i i 84 *ﬁ‘; %t ia restriection de ;-f’?ué & 10,0,
i : S 4. : % 2 a+i =
; =
} L ik é"g@ . s dlon

e
8 257

On dérinit slors 3;55 ﬁ:yz”i o fonctionnel 2(n) par 15 Fformuie
2ln) = :ff‘ (n). Co syz"ab@m s los pmmﬁiéﬁég voulucs, ot de 7:31% i3

,, _fésa,’ifaé de notre dém@nsum%i@n gzxeé s,s, f?(n; ast :4‘3 @»?m‘ml@

f'-rfa::;n%wnn@l gui a l.eg m@m«aﬁ ;:z:mz:ﬁﬁ é‘?ség tme f{m} ; 00 8 f“f(ﬁ;j. = fln)

r:fﬁ’"‘*@“"f tout asd;mf z&aww&: -




S50it par e%emple 1 une anpileutlan étun eﬁsemble dans lui-méne.

Désignons bar e 1l'application identique d@ F dans 1u1=meme. On p@&%

: n o
alors trodulre vn symbolo fonctionmel u dy typs ?glemant de P 0
tel que les rolations : ' - ,

o : - n+ 1 n ;

n - c ‘0= n oy .
solent vraies (9 est ici l'application v —» Vou de F dan@

: AL n - :
lui-méme). On dit que u est }a'gaié@@%@ﬁégegwdemluaywlleaflw B .

= 2 :
Cna u=1, n=noun .

La néthodc de définition par ra@awm@ac@ a des variantes snalogues

aﬁx variantes 1@,20,63 3. de lsg méth@d@ de démonstration par récur-
r&nee(; nous laissons su lecteur le sain dfexaminer en quoi ceﬁszst@nt
ces variantes. Une agutre variante est la suivante. Soit donnée une
anpllcatlea d'une partie %' d'un amzemble E dans liensembl@ E et un

_élément a d@ E . Désipgnons par R le complément de E! par rapport &4 B .

Y

ln%ré%&sang un ensemble H gui est la réunion de E ot d'un snsenble u

i)

8 un élément u tel que ugﬁ E . Définigsons une application *g; é@_ﬁ
dans lui »meme par les fermuleg ,

‘-J%f(x) ~ @gx} ai € B! - }?{ﬁ} — gi‘;ﬁéi@*‘ %f{@} =u .
On Eeai'iﬁﬁrc&vi?ﬂ’ symbele f@ﬁ@@i@ﬁﬁ@l' f{n} (@& n est un 2?@&3@?%
 119?@ da tyﬂc dos cntiers naﬁmr@lé? tel o g?Q b ﬁ}é H Vet 'f{n%@ =
= ﬁ/€g{ﬁ}; p@ur tcat n- Eeuz-eiys@mfswn@ &8 ﬁeuvent alers se @féﬁ@ﬁ%af,
On blen on 8 f(n) € Bt pour tﬁuu o, a @Laf @as éé;ﬂ poserons 4g = f
Aéﬁ bien 1i n'en est Das a&ﬁ$1$ et 1@ ax;aas glors ug plms p@** f@ﬁti@f,
naturel p tel gque f{p) g E' . 0na a@.@m f{p} € E . Clest vral gi
,7 § = G; palsqa@ f(@} .83 p‘% 0, on peut écrire p = g+% , 0f g
fraat un 8&%&8? naturel - @t on & f{g} @' - dgaﬁ f{p} = 9(2(q))eB.




=97 =
Y 2 & 3 2 o - s
Bous dé mg erons dms ce sguoné cas par g lﬁapylmaﬁwn de g @ﬁvpj
' o -
dans B déPinic par g(n) = #(n) pour tout =n ‘ﬁa@;pj - Dobe : étant domnée

un encemble E , une a&lzcaﬁian ¢ é'une ga,rtie E' de B daas E gt vn

élénent a @.e E mz, izﬁ,en on peut introduire un symbole :i’omatmm&%

eln) (of n @sz un arsunent 1ibre dn ‘i'm:s@ dgcs ezzmszuna.turel ) tel gue
ginje B! , g(0) =2 ot glotl) = ¢le(n)) pour tout m . ou ‘bmg
i%,@”istewunment egwgaﬁuggki p §§”§§§w@&ﬁ%i§§§i9§ g ds gﬁng

dans B tels gue g(0) = a , g{n}) € B' et glot1) = o{e(n)) pour

tout m e E@,pi st ‘g(p'} % B Zi}eglus ces deux cas s'excluent
yobols

mutuellement. Daus le premier ess. si g'(n) sst un s

fonctionnel oul o les mémes propribtés que g(n) , ona g'(n) = g(n)

pour tout n ; dans le second cas, l'entier p et 1l'application g

ggﬂt ‘uniguenent déterminés.

Ggez*au ons sur les enviers natursls ot ies en b}‘ finis.

Proposition )Q Sgit {a } ey ume fomille fim.e dientiers naturels.
= - ,

les car@;naaz ‘z”i@:{ 8; 8%t é,é 11 %1

ot

|

sont w@f&@:{*ﬁ des sptiers
naturels.

-lontrons 4’ abord gue, si s ot b sont d% entiers naturels, a8t b
- @s’s :E, r':fs_iw;é,jpfgaéc%.emw par récuy rmm;z@ sur g . Notre se«t‘ew
esﬁ vraio pour b =0 , car a2 + 0 x & . 81 elie ‘%%vr&ia g@& b, ’A
il-régﬂt@ de 1a forz u@é a:’*('if}*%'-‘%} = (a ‘bﬁ‘% ;{?m@fﬁjlgm@z} ot de
o, '

1z Prop.1, n qu@ a;%"(?b«%@’} est fini, done gue nctre asser tion est

o

vraie pour bri . ;ulle est donc ?fm:;a pour tout ezztwr ﬁ-mr@& b .

ilontrong main%ena:at que Z - 8: est fini par récurrence sur

1 em;wz* r»aturcl Card 1 . Notre sssertion est vraic 5:; ke = 0,
. = . -

per alors I = ? et &, .1 % =0 . Supposons la vraje pa’w les

f:"“f_ illes dientiers naoturels telles gue lo cardinsl de leur enwamb}.és




, » 55
d'indices soit n . 8i Card I = ntl , on peul éerire

& 1
ol J est une partic de I tellogue Card J = n et k un 6lément de I

-'gp = = -~ 7 2 =' ‘Q:‘,'% -’.7, = s
n apﬂ&&ﬁ@@%fﬁ pas a8 g . Una éiée c 1 & A;%iégg.al +iak (Prop.5,
ipn2) - Qgiggg a; est fini en vertu de 1l'hypothése de réccurrence ;
il en régulte bisn que 2 a; est fini.

i
iel g
Coci dit, il résulte de le Prop.14, I, n°2 que le produit de deux

naturels égaux & a . Co produit est done fini. Hontrons que

o 8; est fini par réeurrence sur Card 1 n. Clest vral si

n = 0, car le produii de la famille viﬁa dlentiers natursels est 1 .
i c'est vral pour n , ob 31 Card I = nt1 , on a (utilisant les

i = s
mémes notations que plus haat} I se1 21 =€ e . a»}ak , 08

qui moptre gue i gjg'z a; est Tini.

~X

Corollsire 1. Toute réunion dfuns famille finie (%,), ,; Q'onzen-
bles finis est fimie.

S0it en effot X! un engenble somms de la fomille {Xiéicfg = 11
eiiste uns gazéiti@a {Eééiéll de Z?,@; ensenples Z;V fels gu'il
existe pour tout 1€l uno application 7. de X sur L

cion dec X' cul prolo zfe toutes les appiications f. est une application
- de ' sur lg réunion % gee egﬁsﬁkies Z

“Prop.5 : il en est doune @e m Sue avK

?&5

F@?JEiaifﬁ 2. Lo produit d'une famil

ire 5. Si a @% b sont dos entiers naturels, a @at on entie z
i e > A 2 e
Qg@nSQ&%ie ges sppliecati ions ﬁghf aﬁadphla fini dons vn

e e s
o fini @@t fza&k



gy

*«‘J

=
On sait que ab est lé» n%czmit dtune 'f’amille finie dientiers naturels |
tone aﬂaux ae (Cgroilalrs 5 1. Emp ‘3@ I.n 2} 1la zﬁz‘emiéré asser-
tlen 6533 comilaz,m résulte donc de 1s Prop.3 . lLa deuxiéme esgti uns
éonséqaeme immédiate de la premidre. '

_partics d'un ensemble fini X est fini.
Card X

Corollaire 4. L'ensemble des

On sajt en offet que le cardinel de cet ensemble est 2

 {Prop.1 9;15&92)&

Proposition 4. Soi ). )
broposition Soient (a Jie 1 ot (”Dl} ‘1
d'entiors naturels telles gue b, < a; pour tout i€l et que ai% 5
. . <=
Dou 3 moine iel o 4 £ 3 Z - 81 on
pour eu moins up i€l . On s alors ‘{“’iﬁza‘1> Zs 507 b; - Bior
suppose de plus que 8, #0 pour tout iecI , ona
e > b '
= el b .
tlier B 7 17 U2
it J unizadiee tel qus & }?"Dj ; on peut écrire a. = nj + @3 -
ohh c. 3 est un cardinal jé 0 (Prop.8,1,n°2). Soit J le complément de
‘ : ot 3 - N~ :
j? par rapport 4 I . On a ‘é‘iigzg“i z(&iggai}%(’?jw»@g}@%
, g .
s - - e ) = : b.+c. {(cf.Prop. 101,50 2) |
é’/‘(ﬁélgg’ l}+'(b303> Zlgl ites (e E’Qp?et i10,1,072)
.:,;{. - ,g ; .g g “.pi . b.' * b ¥ on - 3?
Or on 2 c¢.#0, d'ob = 7 P isgue Z:; .7 b; o8t un entie
naturel, il est # (2 se1 Pi) + 1 , done strictement inférieur a
e 2 = i“l“"—e
3 : o~ o, 2 .
{ 2 5 £ ¥ Gk o s o /z@ =% 8 s I’c,v "g"i&;‘»
‘Hiézbi}+ggidm flfé}l,%l je1 s - On voit de méme
o = 1 S T .
%3 o= - £ % % = = £ @
ol ﬁé’él 8y = { 162 % (gj +@§;}/g Mia:l by (1 Lieg Biics
Bione a, 4O pour tout iel , il réoulte de czj?;": 0 aque :
(1 a.)e. # 0 (Prop.13.1 n%), aton || . b
K g.i'fJ i;j! B 0,4 o, ' mz@ifﬂi%
o 3 2.

neturels tels gue b aji B! On s giors aib = aib? | etﬁ si
a# 0, ab#abl .
Cels résultc immédiatement de la Prop.4 si on Qbserve que 1%un des

- entiers naturels b ,b! est strictenent supéricur & 1'avtre.




§g§g§§g§g§,2= Soient a2’ et h des entvﬁrs naturelswﬁels;;w

et b#£0. 0ngaslors a,z},:» ’%},

gvt I un ensemble tel gue Card T =b . Si i1 , posons
- ,

Z 5 = 5 W .‘ «

8; = a a§ = gt ;. u?@& 8 = giﬁig T &i ; at- = ;ii, 1 2 {Cor. a 1a
Prop.16, ¢gﬁ 053 ?ELS@H@ b# 0, il existe un i tel gue &, ;yz%';

de plus on 2 ai:? a; ;s 'oh a. >0 , pour tout i€ 1 , d'od le

résultat.

Proposgition 5.- ¢ Soient a et b des entiers naturels tels gue a >b .

11 existe alors un entior natursl ¢ of un seul tel que = AAE a=bte.

o

11 existo vn cardinal ¢ tel que 2 = b+e ,etona ¢ £ &

Ry
(Prop.8,i,n%2) ; il en résulte gue c est un onticr naturel (Prop.2,

n%1). L'unieité de c¢ résulte immédiatement du corollaire 1 & la Pro.4.

Corollaire. Soient &,b.,b' des entiers naturels t@ls<g§g a >1
. 7 :
b>Db' . On g alors ab‘}>aﬁ .
s0it en sffst ¢ lgeﬁtﬁgr naturel b@l gue b=Dblte . On a
bt e bi :
al = an,a‘u {Prop.16,1,n 2}3 a® o8 >1 et a #£0 .

Lientier ¢ de ls Prop.5 s'appells ls différence des entiers

naturels a ot b , ot se désirne par a-b . On voit tout de suits que
5 : . : : 3

N

si a,b,a’,b' senl dcs ontiers naturels tels gue a2 b, 3t > b _ op

4

81 =z ot b sont ﬁea'@ntierﬁ naturels, ls notation i'b

a
et n e a .

o,

l'engenmble des entiers naturels n tels gue b<n

b. Soient & et b des entiers natursls tels que 85 b .
7 =
iP

f est aT@Es fiw$ﬁ et 00 noIbre d%’lémeﬁ%% '&wt a-b .
L.us pfﬁccderans Dbar récurrence sur o . liotre agscmzi@ﬁ St 1?&1@'

si o =0, car ou & alors b -0 gh$a§ =0 ot 5b =0 . supposons

&

i

1o vraic pour 3 . 1} zésulio izmméGistencnt de 1 Prop.2, 1 guc




7

ibga&ﬁ f = ({é.a.g} ij.i;g? - iﬁgngemb;@ Ebga+@£‘ est donc Tini et
son cardinal est Caxd ( ;b a,f} +1 = (a-b)}+1 = (at1)-b , ce qui
cémontre n@ re asseriion p@ux at+i : ' .

Erggesitien 7, 50it B un _ensenble flnlhi’en+ierswﬁaﬁaregﬂ'@? sp0it »

le nombre d'6lcments de E . Il existe slors une app iaati@ﬁ'ﬁi?iﬁt mont

= 0 : 5 % = - e S i %
croissante ot une seule de l'ensernble éﬁgnéj depg ontiers % tols gue

1< x{nh surkE . ,
L'ensemble E &tant bien ordonné (par la relation # £ "), il exisis
un ordinal uniq&e o] qai o8t igcmarphe & 5 ., 53 o est un secner nt ds ©

<

différent de o lui-méme, on a Card o< n {Carolfdlr~ 2 a la kr@p.ug}

n° J, ce qui prouve guﬁ o ntost pas équipotent & o . 11 en zéﬁu”t@

gue © est un ecardinal, diou! o = n . Le néme raisonnement nontre gufil
eéxiste une appli t;en strictezent crezsgagus de { Fé} BT o

(car 11 résulte tout de suite de la Pf@? 6 gue Card 3? ﬁ =n), I1
‘i:.’

exigte donc une anpileac$az strictemont croissante de {ifmj sur E .

%ecta app$i@atL@n est uulqa% en «@rta de la Prop. Chap.lii, .

. ”

Definition >, onsa appelle gu;t@ finie diéldments d7un ensemble T uge

fanille d'61¢ments do F dont l'snsemblo d'indices est un snsemble Tini

-

dlentiers naturels. Le nombre d'éléments de l'ensemble d'indicss de 1a

5 s

sullts a'appells 1o lonounenr ag iz suite. Les membras do la suite

S§Q?SQA16HC gos termes.

S@i?*{gﬁ}%gfz unec suite finie de lonrusur o |, ot soil £ lilapplica-

2 . - e » = 5
tion strictemont ercissante de gégﬁj sur 1 . 51 K€ i nl _ ondit
2 2 N = & 2 . Ay 7
que .. . o5t le k-idme teyme de 1a suite. Sin > 4 s Xoy s'appelle
1o dernier terms de la suite.
Soisnt a et b dos entiers naturels. Une suite Tinie dont 1'ensenble
-~ . . . . .
¢!'indices est llensenmble 1 D8 des entiers naturels i tels que
o 2 A r o »’ % 5 = e % 2 = s
bg i<a pe nots souvent (x. )y .. . . Plus gbnéralerent, si P(i)
: NS




:VE‘ -ig

o

2

ﬂ* u@o reiatlan cent@namt o a&gumeﬁﬁ lihre i é@ Lype d@s entlﬁrsg'

- o% stil existe un ensenmble I d?enulars tol que i' I s0it g@alV@iGnt

a P(ljg uﬁe 5u¢te flﬂie é@nf E?QESQm@le dglﬂdiﬁﬁﬁ est 1 se ﬁ&t%

'saaveﬁ% {? }p{i}

51 1o Qfmeﬁ X de 1a sm$+e f3E1® (& ) saﬁt~ées{ansemblegg

&

1s réa%:an et le pr@duit d@ ces ensembl@s se noi@nt'rQSPQQtiVQm@mt;‘

118 5 ¢ e : = . 5 2 .-c.
P ot ‘?} sty 3 8ibpa ﬁ,lﬂ;mterSJQtzon des ensembles %i
, a :
- 86 noﬁe *b Xi 3
51 les termec de la suite finie (a 3
A some ok B fasduik de Coo carYinougy £1 ‘L
P a7, f
se notent respectivemeut éi - ai ot B =8 2 -

so&* drs cafdgnauxs

On définit de mbme les notations

QQQXif gg\i~{}%d%;_2%%)a 5‘§?@ i
o P(i) est une rs?a@lan satlsfa;ga@t & 1a condition éﬁ@ﬁ@b@ plus

haut (de plus il faaa 8ncore sapgessvg uaﬁg le cas ds 13 n@ta@;eﬁ
,ﬁx :
i1 - - -
Py b o, autdl GX&S@Q un i tel qus P(1) )
% i s . 5 ;

nie d*@nuéarg ﬁ&t@?@l%

mm, g

, = T
bour 1€ ¢ 1.n @ Jﬁ

= gt = '
isign . Clest ;gfaﬁ an‘%:“ =1

@r% Qﬁ? notre a5 9@““iﬁﬁ @wh

.2,

% k1 $1eﬁ:qa* iém@ g
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'5éazmﬁ£@Pg &% la faﬁi?xﬁ en mL“ii zﬁﬁf23'u ﬂ@ f@g@?i&

" 1 QOﬂuﬁ tf&bl@ﬁ a 1"'?r,p,557412; gﬂ régﬁgtg gi
. e - ==
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 Bomarcue. W&ms lee résaltats que neus avons cbtenus sur le@ ,fg;7¥

‘fﬁentlers naturnls @t 188 ansemhles finls reqhent vaiables sagﬂ

,l?ax1cme d@ c&o;x.- &n effet un ensgﬂble &1n; es% ﬁar def&nf' an -

{Ees =

1€qni ote nt & un,cazalna+; done §eut'e~- munlr@?une-str Cturﬁ- '*"'

’fafen eﬁble’bien.srdoﬁﬁé Les propos ions.surries earé1ﬁauy qu@

ne&s avans emplcyées éans ia déman uratlen do la Prop.2, agﬂ a@nt

valables sans l’ax&em& de chozx (af, les remarqueg flnales de I

n%) Les corolla;ras 12 et 3 & la Prop.2 restsnt vrais sans

,l?azlame d@ choix en veftu aes r@:araueg sul uaivent 1@8 @BL@?S%?P=

tions des ProD; 5 et 4 de I, 21, Le lecteur vérifiera immé ' @nﬁ
que les metbsdrs d@ xalsennemant et de déilnltla gar z&3= rrence
ge ?éﬁltlment sans fa1?e appel a lgax1am9 de ebo = ?:

VYD* abr@ paxﬁ toute iamlize ilﬂl@ de cardinaux e@t addible

paisqu@ lgens%mole ﬂ’;ﬁa*@@g dfuae u@?le ramvlée 5 vne structure

- o
es finales de I, n 2 .

jT@tﬁu f&ﬁil?% ?iaﬁ é%‘ﬁara nens eg%?aLﬁsEcLaiii@iiablﬁf:[;éia se

-

~”{§émértr*‘p”*'fésu%reﬂvv,gar 1o a@mame ﬁ?élaagﬁﬁé de 1lense

= 63% deﬂ em%lgv ﬁature”ug:“&ffést]ééﬁzn ﬁt G‘@ fes ?Eep;ﬁ‘ﬁgﬁgé("'

& 5
T

"'7almal que lcurs a@vGILaﬁrag g@nb Wruzﬁ ﬁuansﬁ;?gzggge—d@;éh@iif;;}_




5. Division euclidicnne.
>0

11 existe alors des entiers natursls q et r tels qus a=1Dbg +r et

Théortms 2. Soiont a un entier naturel et b un entier naturel

0<r<hb ; ot cagﬁggﬁiergwﬁqgﬁm@gigQ@@@@t déterminés guand a et b
sont donnds. ‘ - |

Les conditions imposées entrafnent bg cadbg+b= %(g%?}'g
d'ot bnga si ngq . On vaitldcaé qus Aq+1 est le plaé petit
entier naturel m tel que bm > a ,fet péi suite gue q et r = a-bg .
sont uniquenment déterminés. Pour démontror qu'il existe des entiers
naturels satisfaisant aux écnditicns reguigses, observons d'abord qﬁ?il"
existe des entiers naturels m tels guse hm‘>,a (car, puisque rb%O,
on a b(at1) > a) ; il existe donc un plus petit entier naturel D
tel que bp > a . On a P ? O ; on peut done écrire p_:»q+1 , 0 g
‘est.un entier naturel < p , d'oi bg < a .ona a-bg < b(gti)-bg = b,

ce gui achdve la démomstration du Théordme 2 .

Définiticn 3. Les entiers maturels g st r du Théoréme 2 s'appelient

rospectivement le guotient cuclidien de & par b ot le reste de la

division de a par b . 5i r = 0, on dit gue 5 est un multinle de b ,

b divisible par b , ou gue b est un diviseur de 2 , ou que

08U gue & 886

e

£
Bt
B

b divise & . Lo guotient cuclidien do 3 par b s'avpelle sievs 1o
quotient de a par b et se mote 2 .

i1 est elair que tout multipls a' dlur multiple a de b ost un
multiple de b , et que

4

a2t ko2
S = e
i g 0
g - e e = 3 T = 5 2 . 2 S
D'avtre part. Bi ¢ 6L € sont deg multipnles de b et 81 ¢ >4d .
o l‘ v 2 £ 9 2 @
Sl T ey S o s Ar ot e
crd ©b e-d sont des nultiples de b , ot on a
crd e d4 . c¢cd ¢ o
SRESE o £ a0
b B 5 B 5 b
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NS

Ny

;' - - - 4@5
“ - Les entie?s naturels gui sont divzazbles paxr 2 sont appelés pairs,

et les autres 1mgalr$ 5i a est divisible par 2 Q‘-%V‘s?agyﬁlla la

Boitié de a - | | : | -

Soient maintenant b un entier naturel > 1 et a un entier naturel
quelconqaet Défiﬁisaens per récurrence un symbole faaati@anél tyyiqaé "
g, @u typo des enticrs naturels (n étant un &T”QuEﬂﬁ libze du type

des enticrs naturels)'par les conditions suivantes : Gy, = 28 » %n+? a8t

le quotient euclidien de g, par b . Si n >0 , désignons par r. lo

'*eata de 1ls dzvi5¢an d@ qﬁ ? par b . Montrons que 1'cn a, pour tout

o

entier natursl n ,

= 3.4 n
T &
a= > = + ab
<, F;b q_ , ”
ﬁ’esﬁ vrai si n=0, car notre foraule se réduit alore 8 a =g , qui

st vrais,. SupposOns gus me%va formule scit vraie bour n . Un g
; remplacant a par cette e?@v% sion, il vient

i- i1 - 3 34 i
- rib =14+ 4 @1+?§ 5§ ce gul monire gue la formule ost vrais
£3




- ﬁé

',Letﬁe dewn;ere formu;e dcnne al@rs la re%veﬁeﬁtanlon dﬁ e dane 15 base b

Beaon on effab a, :péij’

T bl =1-a (O<’ﬂ h} On & 9 =8, qh = 0

L
qa -0 i . . b,
9, 7 =i a«ﬁ = qn+’ Tart faxsa&@ ra+§ < ? gf‘ﬁﬁ%@
est le qu @tz@nt suclidicn de gq_par @ﬁ+€ et r ., le reste de 1s

divigi@mﬂdﬁr qﬁ par'qﬁ%§ ; Ce oni démontre la Prop.9 .

entier nmaturel < b soit Seal & un chiffre et & un seul f(ee oui
v .& i

gisnific gus la relation fx < b" est éguivalent & lg disjonction

relations %x = c® , o ¢ parcgurt les divefﬁ chiff

licus supposerons de plus gque le chiffre qui est

O o5t noté O . Appelcn alors 8 syzbole numérigue un &s ssmbjag@ ds

P

zal & l'entisr n=

obtenu en écrivant wn ceriain nombre de ¢hiffres & aat@ ch uns &@@

-_aﬁtres le ca;ffre Gerit lc plus 4 *aﬁehe ﬂ§9uaﬂt ?&gf@}n’@ﬁ,p ub

uxvlise$ leﬁ syabol nmmérzoasm _pour ropr f@fiez,deg entiers nat

&e.ia manier@ suivaﬂtecu Uf Qjmb61@ numérigl @‘§33 5@50@£§gs@'@?@ﬁ/5

urels

chif?r re ”epr csente dé;a un en?gef ﬁabaf@& 51 8 estl vn synbole puméri-

"ﬂue qul comporte piu&ﬁenws ehgffwess 50it ¢ le chiffre le plus & droite

de S et salﬁ S? le 5y be?e ﬁaﬁérzzue ”t@'ﬁ en supprimant le onif
o

_ls plus @-é @&ﬁ@ é@ S - fun»c@nvienz'a&@fm gus 1 l'evntier naturel

'represanue puf 5 est @+a@b si @ﬁ‘@s% 1?@mti@f maﬁar@f e eprisentt
ar‘sfr; uamme ”Omﬁﬁfﬁ@ un eai”ffe ds. m@i@g que § , Lepplication

'zrepetae de ceite rerle perne tra de @gﬁ%gm;rersiggﬂﬁiarL:gja;,

“1:v£???bgmﬁ é par S . ESK ,weggi ;'ai~.v‘w




pevt et?a mey é

e, 9@, uda, ou cée“»;:En;a%fe

- gqu'il eﬁ,ste mc ';sui‘;hé;fi"igie; { ri’};gf =

=

Gon bl Y et on . -

4 .51 B -4, 7 ost e, éﬁmt’ga?’ ic

f;§5f§§*$ ,@t:f;<S@ﬂ lﬁs eh&$f?@ Sfepz 8 ..

-

- g:;m bole

g

cdef , o

' ?rg'ré'et T ?aap@gtlvemeaﬁ 5 on wezt de mdns _fg@ si B2

feup.,_€ %} on Qeyt raprngen r g pgr ax,sgmbal§jé_ﬁf@gg'a3§$?¢g§e@ggwl;

¥

\

Dfaazre paf de&x oyﬂucles nmmerzqueu;ags zn,us”fegééssaﬁga&:_;Qﬂri;ff

'i'%@ug@urg é@s enbaers na?uﬂels ﬁl?fer@ﬁss.f Sufﬁaggé¥3;°

"7f,écs syrbgweg ﬁumérxqueg S et S? %epr enteny i@ meﬂa @ﬁti@ &.e:ff"

Vﬂfb@iamt ¢ et Q* les enszres de é?”lﬁ@ d@ eﬁ d@ SQ - SiA%Te@AS?'?érg[_’

ifcema@ztsﬂt chafgn qugua a@ul ch;f&rgj en a amewag

S cg@por @ plus a?uﬁe ch;f?re;'saét;fvl;ﬂ ;hg?475

_obtens e ;é@@pymmaau 1@ sa ffr9 @@ d?@l@@ ﬂ@
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Le systéme de représentation d’entiers naturels par des symboles

nunériques que nous venons d'exposer s'appelie le systéme de pumération

de bagse b . En pratigue, on utilise l'un ou llautre des sysiimes sui-

it

i
89

o

vants : a} lec systime de base 2 , dans leguel les chiffres sont :

dansg legucd les chiffres sont 0,1,2.5 = 2+1 |

=

,b=5M 7-6H 8B -7911 9 _ 811 et o8 b

est l'ontier 91 gui s'appelle dix. Il est eclair gue, dans le sys-
téme décimal, dix se note 10. C'est le systéme décimal gue nous
utiliserons dans cet ouvrage, sauf mention explicite du conirsirze.
Hous verrons dans le faiscicule consacré su calcul zmumérigus
gue l'on peut donner des régles simples pour éerire dans le systéne
décinal (ou d*aillours dans tout auitre systime de numébrstior) les
gymboles numérigues qul représentent ls somme ou le produil de

deux entiers naturels donnés par leurs symboles nunérigues.
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Coroliaire. Soient E et F des ensembles ; pesons a = Card E gt
b=Card F . Soit £ unemalglleatxonwd@ B dans F telle que, p@&f tout
ye ® iiensemblo f(y) 2it le méne gardinal p . On a alors g = bp .

Cela résulte imnédiatenent de la Prop.i0.

5i B est un ensemble Tini & n éléments, l'ensembls B des applica-
tians-bianivaques de B duans lui-méme est s structuralement défing em
termes dec E . Cet encemble est dounc fini, et son nonbre 46 lézents
ne dépend que de n .

'Jéélnzzlan 4. Boit n un entier naturel. appelle fa@t@‘?ﬁilg n,

et on désirne par n! , le nombre des ap liea‘twﬁ% biun mﬁi;?mma

lui-nénme d'un ensemble fini & n Elémenis.

4]

On notera que, si 7 est une application biunivegus d'un ensemble

&

03
fini T dang lui-mfre, on a f(ﬁ}g:; B ot Card £(B) = Cavd |

dlott #(B) =E& (ng, 2 84 la Prop.2, n% ). Le nombre n est donc

X

aussi le nombre des

permutations 4°un ensemble & n Gléments.

Proposition 11. S0it E un emsemble fini i n ciéomente, st soit
~ Z
s i e g g Ciea g sk i
{gg}g(,%,,? une suite finis dfentiers paturels telle gue S D, = n,
- : - ; L
S e e T g SO
Lientier n tur@l nt est slors divisible por : p.! . et le cuoctient

de n! par

L3z
\;:L: £ »(.é,) e
de B dont . cue

ensemble des partiticns (X

4]
2 SR
gcg?iﬁzﬁn@ éﬂ@aﬂe&g Puisqgue >
22 5
d-wwi-aif.,
vids : s0it (8 ) un Elénment
G atatiia & A e W2 2o o 3 > o AL EL vy
£ 14 ¢ich
3 - AT s o= e & - 5 i 2 e i3 7 z
ble des permuistions de E . Si cl: . ‘28 onssnbles ﬁéfi; i< i4sh)
oy 4 Zu7 nr : T 4 e ey o = g~ - 73 J"F” e o
Torment éviderment une partition de B ; 2t on a Cord 4, ) =D,
(2 e = AF e SR f.@f_‘“ B3 S o pa : 37
Ve oS d S .az.jg CI0Y 0ty ) = x&z‘ﬁig/fé {"2\{ - e 9 e85 0 Unc
w%wv ‘1535
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i S0it n lo nombre d*élémenis de I . On a &videmment i 1 i
&il’tmdesa est = a , et lesautrge 2‘1 éona iézai 28

diof 231,1 a; =a .

Sorollaire 5. Solent o up cardimal infini et (e,); ; upe fenilic de

< & dont l'ensemble dez&ndices ait un cardinal

1er ™ $ 8-

S0it b le cardinal de I . Posons ag = 8

Z*gla <2 e‘zaizab§a2=a.,

Gorollaize 4. Soit (X ); .y ume fanmillo d'ensembles et soit = ua

. 50it X un ensemble somme dcs ensembles Xi . On adonc Card ¥ <

_en vertu du corollaire 3 . Diantre part, il eoxiste une applical cn de
X sur U T X, , dfob le résultat.
Corollairc 5. uOlt £ une application d'un cnsemble infini B

-

_gcrsemble F . _Sa.ggosons guec, pour tout y€F , l'ensemble £t

juipotent & E

fini. L'ensenmble F .
La Pemille ( f{y)) éEf
Card E = Z; ¢ F a(y) , c’é n(y) est ie nombre d'éléments

2

est zme pa"’ti“tion de E , d'ou

sm.
“’\‘

Puisque E est infini, F me pemt 8tre fini, d'od n(y) L Carc

tout ye P , et par suite Card E € Cord F en vertu Gu coro. -
Cn sait d6ja que Card F

B

ey

< Card E ; on a done Card = fcoe o
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5. Enpemblos dénombrables.

Définition 2. On dit gqu'up euyserble est ¢Spombrable sfil est équi ggc@nt

4 vne partie de l'encenble f :

Proposition 2. Toute partis d'un ensemble dénombrable esﬁ dénombrabls.

Le produit d'une famille finie gjéﬁsezbles dénombrables est dénombrable,

Lo réunion d'une suite d'ensembles dénombrables est dénombrable.

La premidre assertion est évidente. Les autres résultent des
corollaires &4 la Prop.1, n%2 .

Propocition 3. Tout ensemble infini contient un ensemble infini dénom-

brable. But engemble infini dénombrable est Squipotent & N .

501t a le cardinsl d'un enssumble infini B . 81 n ost un entisr
naturel, on a8 n < a . Puisque n ot & sont des ordinanx, cela signifi
que n €a , d'ob N C_a . Liensemble E , qui est 6quipotent & a ,
contient donc un ensemble éguipotent 4 N . 8i E est aémem brable, son

cardinal est en méme temps au plus égal et an moins égal & celui de B -

5i n est un nﬂt;@r nuzurw&3 QGDS’@éSigﬂQBS par.Fn l'ensemble des
nies 4 n éléments de E . si Xé?Fa , 11 existe ure application

ds Zﬁengembie éﬁgm>% sur X ; ?5 est done éqaip@taﬁt 5 upe partie de
% S EE

, % 5

1'ensenble des applications de fégﬁé

L dansg E , ensemble gui est lui-

'%

- méme équipa%aﬁﬁ a Eﬁ - Or E est e@ugn@t@&@ 2B {Cor.1 a 1a Prop.1,

2%) . F_ o5t done équipotent & ume partie de B . Il résulte de 1a
Prop.5 quse Card B £ Caxd B . L?ﬁg enble F des pa$t168 finjes de B

étent la réunion des F_pour nme N , il résulte du corollaire 4 & Ia

(s

Prop.i, n 91 que ocst eﬁgerilé est eauipotent & une partie de B .
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451 I oot une partie finie do i, 1l'ensemble 5. des applications de I
ot

est donc ’éq91poua tafei n

i n est lo nombye d'éléments de I ; Sy

20 . %*@nsem ie S dos suites finies

df&lémonts de E est 12 réunion de la famille des ensembies Sy pour

toutes les parties finies I de

voriu de 12 Prop.4 ; il en rés
o .

Prop.1,n°2). Comme il es

Défipition 3. On di

°
AL
Z=2"

7 QLL Un ensen

N . Cette fomille est dénombrable en
ulte gue Card & < Card E {Corollaire 4

t évident que Card B < GCard S , on 2

ple a la puigsance du continu s'il

gst éouipotbent & 1'ensenble des parties de N .

Un ensemble gui 5 la puissance du continu n'est donc pas

bles n'est pas contrsdiclboire

X
n'est pas un théoréme de 1o th

oo a 2
i‘est pae fausse sl la théoris des ensenm-

{i.e. la népation de cetie hypothése

orie des oncenbles).
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Il résuite immédistement de 1s Fr@p,%'gu@ la condition est néces-
saire. Supposons la maintenant satisfaita; 8 Xe E , nous désignone
par 5_ l’sﬂsembiefdeé &léments T &é 2 tele gue 'yfg;x . Soit F l?éae
semble des xek tols que 5, soit fini. =@z Si B n'est pas vide
(e que nous pouvons supposer ), i1 a vn plus petit élémsnﬁ, et col
&lément appartien% g F , qui n*est rar suite pas vide. Soit alors a

io plus grand ¢lémont de F . 81 a n'était pas le plus grand é1ément

de & , l'onsetble des zel tels gue 2z > s aursit un plus petit
éitment b . Puisque 3 est totalement ordomné, on surait §, = 8, ué‘b} :

Or 8 est fipni; S b serait done asussi fini, ce qui ept impossibie.

Done g est le plus grand éiénent de E , et B = Sa gst fini
Proposition 4. Up encenmble totazlement ordonmé fini E & n &léments

: i & oy = 3 :
ecst _isonorphe 4 l'eonsembie a%? j qréﬁﬁne_pggw;§mg§lgﬁgqgr ngL w3,
(Pr

E ost bien ordonné 3} ; 1'un des ensembles E
est donc lsomorphe 4 un segment de lisutre. Or ces deux ensem-
*€lénents ; douc aucun dleux n’est éguipctent

utre tout entier, d'of

e e e -
onpe B est fiivrant & droite

. % est zaxvééu éiafﬁ‘:miﬂ@féﬁ}

ation ¢ 7rf32ﬁ ontre &léments

ordonné ﬁﬁ&é o en muﬁisganﬁ % de iz r@i&tzen
5 droite @a ea@j. bens les anﬁm@ég]

embles @fd@ﬁﬁég'@t ang l@z 5 démonstrations,




: wtwaw %* Pewf aulun ensemble ordonnl aen ids

o &:gi;x =

.t & gouche), il fautb et suffit gue toube partie & deux

clémeuts de F soit majorés (resp.: miﬂoré@;._

n est évidemment nécessaire. ukl@@ﬁ@ﬁ“ 1la sa%¢sra1%cg et

démontrons per récurrence sur n gue toute partie ;iﬁie 2 » éléments

est majorée [resp.: minorée). Clest vrai si n=0, parce qua E # ﬁ,

£

Supposons gue ce soit vrai pour n . 8i X eat une partie é nti élemaﬁts

de E , on peut ecrlre X=Y U ; xj,y ot ¥ est umne partze gn elemants

€lément de E . Soit ¥ un najorant (reap,: un minorant) de Y .

7

% , ¢'est un majorant (resp.: un minorant) de X . Sinon, llen-

. & deux éléments, et possdde donc un majorant {resp.:

- 11 est clair que z est un majorant (resp.: un minorant)
i. Tout ensemble totalement ordonné non ?iie est filtrant
eable ordonné gui admet un plus grand (resp: v » plus y@@i 3

= B 5 s e =
ltrant & droite {(resp.: & gauche).

= oy w = ! = - - SR BT i Riqea el oy ek =
ls @ (B,F) des applica tzan de partics d'un cnsemble B
!

@3@@%%@ par 3?&1@&&@ nent) eat Filtrant & Zauche,
o &
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Proposition 6. Soicnt E un ensemble 1l+rant 8 drglte ou & gzuche et

¥ un ensenmble grdonné. Unawaﬂn¢1@a tion T de E dans FV;

fn

f@lswerslssanﬁemet deefoﬂssant@ est g@ﬁSuante,

umvmaj@raﬁt de §‘xﬁy§‘g On a flx) ¢ £(z) ot 2(x) 7 £z } oh

£(z). On voit de mdme que f(y) = f(z) dlott flx) = £(y).

=5
e
Gl
Seoeas?
]

On a une dé& cmst?ation analag&@ Qbaﬁd B est fﬂl+r t & gauchs.

=
i

Béfinition 20 On dlr guiun ensembls ordonnd E est réticulé {ou encors

gug E ost un résesu ordonné, ou um lattis) si toute partie finic non

Jide do E admeol une borne supérieure et une borne infériecurs dans E .

Proposition 6. Pour gu'un ensembls ordonné E goil réticulé, il faub

ot i1 suffit gue tout couple (=x,y) d'éléments de E admette unme borne

suplrieurc et une borne inférieure.

Cela résulte imnédiastement de la Frop. ; Chap.IIT, .

51 z et y sont des ¢léments d'un ensemble réticulé E , on désigne
par sup ﬂvy} et inf (x,y) 1la borne supérieure et ls borne
7

inférieure du couple 'kéﬁg}

Izemples. 1. Un ensenble totalement ordonné est réticuls.

&
2. 8i E est un ensemble, 1?@ngenb1@ 42 (B) (Q?d@uﬁé par i
est réticulé ; il en esl de mime de llensemble d&s parties Tinies
de E {nous savons en effet gue 1f'intersection ot 1a rbunion de
deux partics fipies de E sont finies). -

3. Soit B % 1'ensembls ‘iﬁ 21 2% . L2 partie <i§@ a?? » (2 ’

%ﬁgﬁﬁzg,% de éf“(&) est réticulée, mais 1la borae superiauf@ ds
L : e

{
&
%
&
A

guperlemre dans éﬁ?{@).

1'ensembie §@§ 5 géér dans T n'est pes la mbue qus sa borme
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