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LIVRE I
,TgEOBIE =S EHSEIBLES

_CHAPITRE I (Etat 3)
 LOGIGU® UATHEGATIQUE
‘ § 1. La formaition des relatioms. | . . -
Comie nous l'avone @it dane 1'Introduction, le but des dhapiﬁrés 1
et II est, en premier lieu, de défirir ce ju'esi la aathesatique forma-
lisée el d'en cxposer les réglea s en seeaud lieu; on'y montrera
conment le reste Ge ce Tfaité pourralt, si on le désirait (et afin de
- wérifier la correction de tel on Lel raisonnement) ét:e tout entier
”traduitﬁ.dans le langage formalisé.. | '

1. les sigres mathéualbigues. Un itexte méthématigu@ fbrmalisé se ce&pase
essentiellemeﬂtld’une succession'de_cbmbinaisansfde certains aignes,
les sighas7ma£hématiquas ; GetB coébinaisoﬁs sont apPeléaé‘telatioha
#raies et sont des cas particuliers de cosbinsisons dites relations.
bes4£elatiqnané\ssgt pas des combinaisons gusloonques des sigdes

; mgthématiqueé ; lour coustitﬁtion ssl régie par>cer€ainas réglésvdites
régles de formation ; d'éutrs purt la succession des relations vraies
cbéit & d'autres’régles, les réglea da_déduétion»; le plus'sauwén@
un texte nathératigue forzaliasé compggndra sussi un co:mentaire

(en langeze ordinaire) expliquent evivant quelles rigles se £oit le

ipassgge do ohague relation vraie & lé suivante ; on peut en surprimer

..tout}ou partie gi on Jjure le leclieur saffisamment exereé pour retrouvér
lul-zBre seas erreu:.yossible‘la justification de chzcun de ces

' paaaages. _L'engsmble des r3cles de forma{ién et de déduction est ce
que nous appelons la logigue mathénatigue ; le éhap.I est essentielle-

ment consaeré & leur erposé ; ce n'est gufau chap.ll que'cqmmenceront

les maihématicues Tormulisées proprement dites.




>3 .
Les signes‘mathénatique‘ uispaneau*ua pour in ﬂathe”rti;us forma-
lisée sont de deux sories ; , ,

19 ies arsuments, qui soni des signes dont la forme peut €ire choisie
arbitrairement par le mazhé&a@icien ; 1o plus seuvent, on prend des
lettres de ¢ivors alphsbets, affectés dvenbuellement d'indicos ou
d'sccents ; v v |
' 29 les sicpes ds ségarauiog et les giznes de liaisop, qai ont une forae
fizée vae Tois pour toutes. Comme siznes de séparation, nous niemploie-
rons gue les purentiuises (). Les siznes de liaison sont d'une pori, ceoux
qui interviemment daps ls fommation des rﬁlduiﬁﬂg prisitives (voir
c&ap iI), et les 5 ezgnes guivanis, qui servent & ia fQTX&tlﬁﬁ des

relaulcns vQﬁFl@K@S : .

- le sizpg de pécation, comsiitué psr une barre norizontale surlignant
une relution ; ' ’

- les nmots

at . ou
- les gismes traasf is ou guaniiligabeurs

(VY x) se 11t "quel que soit x* , (3 x) se 1it Fil existe x
tel gue® .
4 c8té de ces slgnes f@mﬁa@@n@auxé nous rencontrerons par la suite um

trds grand nombre d'sutres signes, les sisnes sbréviateurs., Leur usags

ntest pas sirictsment indispensable dans ls Mathéwatique formalisée, et

&
son lieu et explic urrcaDaﬁcum a1 Pur ot & musure corment chscun d'sux




&

;ZlmLeamrénlea,de_fornht;ou; Les régles cue nous allomns formuler ne nous

permetirons pus encore a'écrzra dane ce cnapilre une gaale relation ;
ellee sont en quelque sorte relatives, clest-d-dire auielles affirment
gue, gi cerisins assemblages de gignes mathératiques sont des r@iaﬁ;snm,
-Q’autreﬁ asgenblages forués & 1'gide des premiers sulvani des kracé&@a
déterninés sont encore des relations. Dens le chap.II, nous pos @rons
co&ma‘?égle qus certsins assemblages de sigmes seaﬁ des relations

(les relations . riszitives) ; les xeglea de fomation nous dennercnt

alors le droit d'affiruer gu'une fomle d’aucraa spsenblapges sont sussl

dee relations.

.(

Pour éroncer de manidre ccozmode les régles de formatlon, nous iniro-

duirons les nolious de pigne de venplacezent ot de sehéena de relation.
rour Ta ira comprendre 1'iutérdt de ces asalﬁna, donnons comie SXeups le
17énoncé d'une des rigies de formatlon ! larsqaa deux zagenblagses de
signes sont dee relations, 1l'sssembloge oblenu en @&rivaﬁt suceessive-
ment une de ces relations, mise enire paramaﬁéﬁeus tuis le sigzpe fel®,
puis 1z seconde relation, mise eualre parenthéses, osi encore une rela-
tion. 11 est baaucéup plus rapida'ﬁ?énaacar cotie rézle aingl : chague
foia que, daus l’aaﬂeﬁblaga L o ét 4% on reompluce les lelires H,8 pur

denx relations (aises entre norenthéses ), 1'sssenblage obtenn est  uune

£

oF

relotion. On éira cus "R et 8" cst un seuéma de relalion. Plug pénéra-

e

lenent, nous aii@ﬁm sous servirT, dsus ce chapitre ot le suivant, et
3 ? :

BB e i F Fawd e b4 o ol LS g
afin dféviter d'e fguk%?@ﬁt ecirconlocuticns, ue elgnes dislineils oo

3 4 I oy Ees & g e B iy iy .' PO
sirnes mathématigues, ies signes de remplocernent, vont lfussge gels
préeisé chaque C0i8 gue nous introduirons un pouveau Lype de ces

3 5 ST A S G <3 i i e “opy . ',.-‘ Sy 3 st s AR R v
sicnes ; ¢os sigunos entreroni, de coOneeri aveC Ues BLnes Ko

PR P o g ~ B o 3 o PR o b € ‘.. o v B g e Sy e A
dans des asosrblages cui pe sercnt ras des rolalions, Mals ol

g

RS e L e Ly L & S TG o o B L W8 ety e
doviendreont des relations chague feis na'on e plocers chacun Uss sigmers
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d'un tel zssemblage par un asserblage de siznes malhémalicues dfun type

précisé par lcs conventions atischées an sigpe de remplacement considéréd

.Dane ce gc nous utiliserons ¢eux sortes e sispnee de renplacenent :

: les capitalss italigues grasses el les minuscules £Tecques grasees.

Nous dirons gu'un assenblage c& finurent de iels signes el des gliines

‘mathématigues esi un pghoms do relation e'il'devieut'una relation

L]

chague fois au'on substitue 4 chacure des cayitales iu&i;qu@s prasse
une relation rise enire parenthésas’(laa»relationa-substituaes aUX
diverses letires étant distincles ou noﬁ) el & chacune des uinuscules
grecques gfaas@a wn arguzent (les srpunents substitués aux divorses
lettres élant distineis ou non}. il est évident que l’agsembia;@ formo
luns seuls Qﬁpitdlﬁ italigue grasse est un schéma de relalion.
Bier enbendu, nous nous sbstlendrons solneusement, dans ce
chapztre et le suivant, de prepdre des argumentis qul seralent
des capitules italigues grasses, ou des minusculss grecgues
grasses, afin d'éviter toute confusion.
k Il importe en effet dfavolr bien présenle ‘7l’esprit 13/
distinction br&s natta entre slgnas da remplacement el signes
zathématiques ; les preuiers, comme lour noum 1t'indigue, respla-
cent les objuls sensibles gue sont les ssseubleges de gignes
wathératigues, el servent uniﬁmamégt & expliguer de facon plus

ie et plus e“alré des mocdes opératoliree applicables & ces

fl"

rapi
objets. Au contrairs, dans la dathénatinue formalisée, nous
avens vu gue les arﬂuxauLw ne remplacent sucun objel, et gus les

o Rl ST o s 2 z oL 3 T2 2 RS Y e Ao P e S ST e #
relations ne son; pse daventage des indications abrézées dlopira- §

v 2 e i A AR S - SR e L s B g s . X
Tous los relisontements oul voni 8irs faits cl-dessons sUT des

Sy 5 o b 8 5 ;o 3 2 % g 3 e i =4 s i s by e £
schimap de relation pe sopt donc pas des déconsiraiions methéng-
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ils c vispnent des dénopstrations lorsguon substilbue de@,ralatianﬁ;
et Ges argﬁmenbs & Loutes les lettres de remplacémeni gui y firu-
rout ; on pcurrait.&ﬁtiéreﬂcnt ston ;*saar et refeire lu déﬁons»
iration ehague fois que ge zrbsen{arnl =nt des reliations fornde
3ui#ant les schdass conslidords.

Cola Gtani, les régles ve formation consisient & uire que les b assed-

blaeses sulvanis sont des sghonus de reiaticn {citse f@nqamanhaax}::

T R et § . Ben 5. . (MO (35
‘D?anr&s la GGlinition nésne des schdnus de relation, on oblientl encors
' des schinus ée relation en rexplagant dang les précédents les leitres
VB oL 8 por dlauires C&glu&lﬁa &LaleU$s grasses guelcongues, la lstire
_% nar une ninusculs grecgue grasse guelcounjue.

e ces sehémus, on peul -ussitot en déduire une foule d'autres en

ies "corbinanl® srice & la re;arqﬁe suivantie, gul découle sissl il8y de la
Gofipition dlur sondua de relation : sl, dans un tel sciiéma, op ra%placa.
une gapitale italiyue grasse par un schéua de relation, nis entre
parenthéses, o & encore un schona de raléﬁicg. Par exsrnple

(I§IACTFNE @ 5) ev ((Fp)m)

est un schéma de relation.

Qnawue fois que le rathéialicien écrira vne relallon, il devra ire
capablie de prouver, le cas dchéani, u'il e blen le droil de llécrire,

en en sujrrinant les signes abréviateurs {suivant des Tdgles gul

e

seronti mVTE'uaésﬁ zlus loir), puis,

A S e T R B e Ll e e
conment lz reialion sst QJ&.« LOnue & perLly de TeLlaiilng LITihi

application dos régles de formation.

Py R e e e S e B T R e S P R S s s s i
Introculieors feiplenant L ingeltanie ULSTIACGION SHLTe mu;az;w:

E3 : Rt Lo e SR S R S A N
}.y;g;@q:i 8% a,z‘&;}”xgﬁ ) “;lé,e';ii- dups we relation fm) SR ACLUb ISR ER Y abant nooozsal=

rement 1'un ou l'aulre.)- Hous nous bornerons pour Je moment aux Telakions
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ng éouLénant pas de sisnc sbrévisicur. Il sulvit alors, af'uprés ce ocul
rTécéds, de savoir d'une zqrt, suels sont lss argw anents libres dans

une relation Jrinitiva, et dlauire part quels LOBL les argumenis Libras
duns une relulion obienue on renplacuni, duns unm des 5 schimus ci-dessus,
les capltales italigues gr&sses par des relulions doni on sail Gaje
reconnaiire les argpuments libres. on dispose #aur celig des réles
sazvantes : . ’

1o o o ar*umenta dtunc relatlion primitive sonl libres.

29 Dans une relation fornée suivent le schéms B , les srguments
iibres sonl les mémes qua duns la I%iaLlOﬂ gu'on substitu@ a R .

3%.Dars une relation formée suivant l'un des schémas "R eb 857 ,

"R ou 8" , les arguments libres sort ceux gui soni libres dans 1%une
10 moips des relations gu'on substitiue 4 Bet & 8 .

40 Daps unpe relation formée suivant l'un des schémas ( / % )a
(4 € )R , les arguments libres sont coux qui sont libres &aﬁs iz
relation gu'on substitue R, et gui sont distineis de 1'argument
qu'on substitue & § ‘ 7 ,

lous pouvons meinienant définir une gragosition comme une rslation

dont tous les argusents sont liés. Torsgu'une relation ne ccﬁtient»
gqu'un seul argsument libre, on dil souvent que c'est une propriétc

de cet argument. .

% Relalionse synonymes. Certsines relatlons sont dites synouyles d'autres

relations en raison de leur formallon ; nous allons énumérer des
régles gui permettent de dire qutune relation est synonyme d'une

aubtre. La plupart de ces régzles exy prizent gu'vpe relation formée

suivant un certain schéma contanant-éaa lettres de remplacement est
synonyme dlune relation formde suivent un autre schéma contensnt ces

mémes lettres, loraque la substitution de relations et d'arguments 4
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ces lettros de remplacerent salisfait & certaines conditions ; lorsgu'il 'j
n'y a sucune concition nous ¢gxprinerons éimplement ie réglé_azi disgnt,:qw
les deux schémas gont synonyues. ' |

On s en nrenier lieun les rigles suivani;es :
(a'l) 84 cans une relation, on resplace un ary suzent 1ié par un ary ument
uistmct des autres argunents de la relation, la relstvicn obtenue o8t
syz;onyme de la premém. _
(s2) Le schéma E ect synonyme de R {réple de la double z:er;am@ﬁ}
(83) Le schéma R et 5 est synonyme d@ "R ou S . :
(s4) Le schéma (Y % )R est synonyue dge (3 % B -
(%) Le schéma "R et ®" esi synonyme de B ..

{gb) Le schéma "R et 3" esi synonyme de °8 et H" .
(s7) Le schéma "R et {3 et Tv)‘* sst synopyme de B{R at-ﬁ) et T,
(s8) Le schéma (Y % 1€ V? JR) est synonyze de {(Vp }(( A4 % IR)
 (89) Le schéma ¥R ou (8 e’b;‘f)ﬁ sst synonyme de "(R ou ) et (B ou iéf}’
{s10) La relation formée suivant le schéma {177%} (R ou 8) |
{resp. (V% Y3 et 5)), est synonyme de iz rela‘i,mn fornée suivant

‘le pohéna "R ou (V% jg" (resp. "R et (‘ff%}sﬁ lorsque ? est
ronplacé par un &r@mﬁnb gui est 1ié dans la relalion q,zﬁ on substitue
4 R ouguin'y figf.ra pas. v '

Un second gmmﬁa de rézles affirme gu'une relation @st synonymne dfmé'*
autre i on sait dejs gu'une tmiai%me mlai;&.gﬁ esi synonyme a4° une

gustriéme, ces deuj dernidres intervensnl dare ls formalion des deunx

premieres :
{814) i une relation est mfno.n;me; dﬁme autre, celte derniére est

synonyme de la pr@mi% s (un peut donc dire cue deux zelations sont

Dot

 syponymes sans Dréciser ltordre dans leguel sn les considdre).
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(912) si acux relations soni synonymes d'une m8me troisidme, elles

. sont synonymes.

(813) res relations formees suivent les schémas B , 8 sont synonymes,
si R el 8 ont 646 remplacdes par deux relations synonyzes.
(s14) Les relations formées suivant les schamas *R et TV , "S.et T 3'
sont synonymes, si R et 8 ont &Lé remplacaes par deux reiatlons |
synonymes. ' , : : '
(s15) Les relations formées suivent les sch<=-mas (V % )H Y (\g’ g )S sont .
synonynes, si B et 8 on»{éte remplagées par deux relalions synonymes.

Par application réiétée des régles précédeutés, oﬁ obtisnt ds
nauvelles re&les do synonymie : .
(816) Le schéma "R ou R ot 8 ynonyme de R .
En effet (rigle sﬁ) ®R ou R" est synonyme de R et B ;
"R ¢t R" est synonyme de E (regla s5) ; donc (rdgle =13)

Het R esl synonyme ﬂe'ﬁ enf;n‘ﬁ esi synonyme ds R (rigle s2) ;
par double &@Qlle&blOn de la rézle 812, on voit que "R ou R" esi
synonyae de R . | | | |
bious laieéons au.lecteur le soin d'établir de néme lss réglés.
suivantés . | ” ’ " .
(817) Le schéma ®R aﬁ‘S”_ast synbnyme de %3 ou R" .
(s18) Le schéma "R ou (S ou T)" esl synonyme de °(R ou 8) on T" .
(s19) le schéma (3 & (3 Y JB) est synonyme da {(J v 3 ( j § JR)
(220) Le echéma "R et (3 ou T)" est synonyme de "(B et 5) ou {H et T)®
(821) La relation formée suivanti le sahema, ( 3 )(ﬁ et 8)
(resp. ( de XMn oa,ﬁ)} est Syngnyme de la ¢w3dLLQE formée suiveni lo
schéma "R ot {‘3;% J5"®  (resp. "B ou (3 % Yg") lorsgus E "egt remplacé
par un argument gui est 1ié dars la relalion gufon substitue & 8

@

ou gui n'y figure pas.
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(s22) Les relations formées suivant les schémas "R ou ™, "3 ou T"
sont synonymes, i R et 8 éni été femplacées par dsux relations
synonymes. ‘ ‘ »
{823) Les relalioms :f'omees suivant les schémss (3 % ®’, (3 %)a sont

synonymos, si R et 8 ont &té reomplucdes psr deux relations synonynes.

%ﬁwﬁgggxigggmnqgma;es; Pour l'application de certaines régles gui seront

énoneées au ¢ 2, 11 est essentiel de restreindra le notion de relgbﬂ@%{

3

telle quielle a 6té définie ci-dessus. Jusgu'ici, rien n'empéchbe de

former une 3&1&@103 suivant un des schémas "B et 8" , "R ou 5% en

remplacent R par une relation dans lagualls un cervaln argument es
libre , et 8 par une relation dans laguelle ls méus arguuaﬂu est 1ié

{en vertn ds pos régles, 1l'argument en guestion esl alors libre dans
ls relestion obtenue). Kous dirons gn'aﬁe relation est pormszle =i csile

irconsiazncs ne se¢ produil & aucan momsat dens sa formation & partir
des relat ;ons grlmzu;veg par application des 5 schémas de relation
fondanmentaux uu e 2

La notion de synonyuie permet alors, DOUr uvue relatiaﬁ cae gongee,
éa former une relation porzmale qui lui soit synonyme . 11 suffire en
@ffet, 23 @haqae &ppll@atlon de 1'un des schémas ”ﬁ et 87 , "B ou &7
oh Qﬁ dalt zeavlaee& 3 per une relation contepant (au molins) un J
arsusent 1ié cui est 11hr& dans la relatbon gu'on doit substituer & H ;é
de remplacer, &éﬂg ia relation gu'on substitue 2 8 . @ﬁa@uﬁ,ﬁaé arsn- ]
ments cul sont libres iaﬂﬁ l&'rela%ion substitude &4 B , par un argu-
m@au nE fig uraﬁt dsne aucune des deux relations (tous ces arzuments
eLarb ngbura?iaﬁant Ggistincts entre eunx). La relation finale est vien

synonyme de la relation non normele donmée, en vertu des régles

{s1), (5@5),(s?4),{552) et (823).
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untroductmn g sig;ges abrevzeteurs. ia notion de synonyumis permet aussi
de {forauler lsa r«.rg*leas ,gfouvcrncmt l'emgloi des sirnes abréviateurs. |
f*hmaue fais qu'on introduit un zel si@e, on doit d’uma pa'%"t ez plique
- comment on peul former des relaiions avec ce signe, et d'autire part
poser une régle permetitant, pour loute relationm conisnant ¢e signe,

dfécrire une relation synonyme ne ie contenant piua {régle de défini-
;'gggg du sigae ébréviateur). Les arpumentis libres d'une relation

contenant un sisne abréviateur somt par défimition ceux qui somt
4ibres dans la relation synonyme ve contemont pas ce sizne. , |

Dane cc § , nous introduirons tout d'abord les sisnes abré v;ateurs |
P —s¥ ot @ e " ; ils sout régis par les rdgles suivantes : \
les aﬂﬁemblagasv R —>a? | #R —Zg aeaﬁ,éés schémas d$ re1ati¢na,
et on a2 les synonymies suivantes :

(1) Le schéma %R —>8" est synonyme de ¥R ou 57

(az) ﬁe schéma PR 2 8% est syn@n,;me de "(R @S) et (8 —R)"
L"apr?a lee régles (32) ot (817), le schéma "R —p 8" eas’&'s;ynma
me de "5 ——R" ; ci’aprés (s14) , le schéma “Bgﬁ?ﬁ“ est donc
synonyre de TR P §r ; 4 @rés (6) il est auesi synonyme do
Flmin . '

Dlautres abréviations consistent en suppressions de parenthéges dans
les schémas de mlatisna. »".?85‘3 ainsi que ( V% ?}R (Y 5;"; D %}7%
sont des sch@mas de relaticns, sounie aux réples de définition ’:

(d3) schéma (\@’% s Y JR sst sa;rv;@zzy&@ de {‘?‘E} ;({ ‘*‘f

( (d4) Le schéma ( “gf% ' s § JR es. synonyme de (‘f

{}

ﬂ""'\ %%»

JR)
e}
4{ 3

, \3
“ws

T
Nt
)
S

(Y &.M} se lit ”«;aals} que solent =x,y* , (:’% x,7) se 1it

-.11 existe x,y tsly gue P ; de méme pour un norbre gqueleongus

d'arguments suivant les sifmes ¥ et 4 .



. : 1
Do néue "B et S ei‘T”f; *R et 8 ot T ot U" gont des schémas de relation,
avee les régles de définition : . ‘

.(d5) Le schiéma "R el 8 et ™ est aymyme de *R el (8 et T)"

'(d6) Le schema “R et S et 7 ot U® ast syﬂansme de ¥R et (S et T et U)“

On aura-ngturellement des abréviations aaalogusa pour un nombre_quel-
conque d'opérations '\/ s ou,d'cpéraﬁio&s ®ol® comsécoutlves. Gn‘intfoduit
de la méme zaniére des sbréviations pour des opérations 3 , on des
ogératlons "ou" couséoutives ; nous lsissons au lecteur le soin de lea
formule? par analogie. unfln, pous introduirons les smgnes,( @! .,.) et

! 3 ...), étant entendu que (VY ...)R (resp. (3 ... JB) est un schémsa
de relation, gui par définition, lorsqulon y substitue & R une Telation,
devient une relation synonyme de la relation oblenus en derivant devent

- 1la reié’cicn substlfuée is 'aig.nav Y '(reaii. 3 ) suivi de tous les |
arcuments 1libres de cette relation. |

§ 2. Les relations vraies.

1. Les résles de déduction. Comme nous 1'avons dit, un texte mathpmatique

est gomposé en«substanée dfupe successios de relations d'un type parti-
euiier, les relatidns vraies. On ne‘diapose bien entendu a!auéun'critéré
'méééniqué perméttént de reconnalitre si nné relation‘dcnnée‘est vraie ;

s€ poser uné telle question, c'est priécisément poser un problése
rathémat ioue, pour vy repondre, le mathémauicien doit faire un emplol
judicieux des uoyens dont il dispose, et e'@st dang la_eheix de ces
derniers qu'il devra déployer plus ou roins d'ingéniosité pour parvenir
4 ses fins, suivant ls difficults du ;roblime. " '

Quels sont conc ces moyens T lls consistent esgenilicllenent en

"@<Eigl@5‘@@ déduetion, gui permettent de former ces relstions vraies
o I B s gt ot : ;

lorsqulon connait déjé d'autres relaiions Vraies, et en gehémas de

relations vyraies, yue nous Géfinirons un peu plus loin.
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Les résles Ge dééuction sont les suivantes :
{r1) Une relation synonyae dfune relalion vraie est vraie.
(r2) Quend, dans le scacua "R et 8" on rempléce chacune des lettres R,S
parﬁune relation vraic, on obtient une relation vraie.
(r3) uvanz, dans le schéma "R ou S"‘, on resplace R par ume relation
vraie, § par une rulation guelconque, on obtient une relation vraie.
{r4) (zégle du 8yllogisme) Quend la velution oblenuc en fémplag&n%s
dars le schéme "R —»S" , B par une relation vraic, 8 par une sulre
relation, est une relstion vraic, alors la éelatién par laguelle on a
remplacé S est vraie. ' |
Pour énoncer la ré&gle sulvante, nous ;ntzeaui oBs vn nouveau ai,né
abréviateur': nous conviendrons que (-j % JR esi un schéms de Tela-
tion, gui deviendra une relalion chague fols qu'lon r@mplacarg'ﬁ'mar gmé
relatlcn noruale, ‘? et n par des drguwentg &lSﬁ&ﬁCﬁ” non_ lies dans lo
relation substituée & R (c'esuna dire libres uaﬁa celte roidbiou, ou

oly figurent pes) . En outrs, la régle de définltion au smbne ab;eviateur

eingi intréduit est la suivante : toute relation formée suivant ce
scnéma esl synonyame de la relation obtenue en renplagant, dans la rels-
tion substitude & R , l*a‘rtfament‘szibsﬂitué & 3 par 1t ara;z;i:nent sabs’ci’mé
& n (=i le premier figure dans la®relation, siuon 1z relation est

 uimple’sn? synonyne aa 1s rel“tzan subw tudée 2 R). On neLar& que

=

l?argameut substitué @a 7 peJt déjs figurwr dangs la relation substituée

Cela éteni, o a la régle suivante :

(r%) wuerc une relaéi@ﬁ @btana% 4 partir du schéms ( ?5
1z -%?ﬁﬁi@a obisnue & pertir au s@nam@ (’3 % JB par is
cements (de % ot de R} esl vraia“

#nfin, lo dernidére régle bSL ls suivante :
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(r6) Quand, dans le schéma (&y %)R , on remplace R par une relastion

vraie, % par un argsumnent quelccnques on oblient une relaulen vraie.

2. les schémas de relatious vruies. Un schéms de relation vraie est un schéma

_de relation gui devient une relstion yraie cnaque fois qufon substitue

aux sl .noes de remplacemant gui 3 fizurenl, scit des relations el argu-
ments guselconques, so0it des relatiocns el argunents sounis & des Tes-
tricticns cu'on énonce en méne temps que le schénma. :
Avec ceite aef;nltlan, on peut dire par exempl@ que "R et 3t est
un schéma de relation vraie ¢ guand op sourel les rela tlons subsli-
tuées & R et & 8 & 1a condition d'8tre vrales ; on pourrait
interpréter de méme les résles (r3) a (r6).

Diaprés la régle (r1), tout schéma de relation syponyme dtun schéma
de relation vrale est un sehema de relation vrale. E’ﬂnres (r2), en &
subsiitusnt aux latoras B et S dans le schéma "R et S" deux schémas de
relations vraies, on obtient encors un schéma de relation vra : de
néme, d'aprés (r3) on obtient un schéma de relation vreie quand, dans
"R ou S* , on remplace R par un schéma de relation vraie, 5 par un
schéma de relation quelconque. Enfin, plus géﬁéralement, gi, dans un
'schém4 de relation vraxe on renplace une ou plusieurs cupitales itali-
gues rrasses par des schémas de relation (saulsfalsant le cas échéant
& certaines ¢ ditlons}, on obtlent sncore un schéma de relation vraiea

kguw PO Oﬁﬂ COnne ?&gl que l@ schéma suivant est un ﬁ@hhﬁ" %a ‘
relaiion vrale ;

{vi) BRouR.

Comme "R —»R" est un schéma sgmonyme de ﬁﬁ on R” cleslt un schéna
de relation vraie. '

De ce schémna fondamental et des résles de déduction, mous allons

tirer un ;rand nombre G'aulres scnéuies de relations vraies,
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fort inporiants en vratique, car ils czispez‘isent' uno fois poar toétés
de refaire indéfinizent les m&ﬁes éé(zuctioné. vans ces raisonnemts,
et dans toute la suiie ce ce Lj.vra, nous fbrons ie &.,lus souvem itszbus
v_@_g__;__a_gg_a_gg suivant, aﬁu d'allégar 1'exposé : mous parlerons partout de
"la relation B" ou de "l'argumagt ? au 1ievv,‘ de éire "la relation guion §
substitue & B" ou "1'argunent quion substitue & ?" ; le lecteur n'aura ,.
aucune c¢ifficulté & ritablir un ,langagevabsc'lumeht correci s'il le
déaire - et lfeﬁploi des eara@téi‘es spécisux i,:cur' les le’a‘hres“de renpla-
cement jermet dféviter toute confusiom. -
{vz) 9i les re‘lations qu'on substitue & R el 8 sont symonymes, BH —> S
est un schéna de relation vraie. ‘ .
En ocffet, 81 B et 8 soni des re’lax‘;ions 'synonymeé, les relations
': R-—-R et B-8 sont, syRoOnymes ; la premiére 'étant 1:2*&1@ d'aprés
(v1), i1 en est de mbme de 1a seoonde; d'aprés (z"i}
{(v3) RouBous. - ,
B effet, ce schéma est synonjme de *(R ou K) ou 87 ; la r3gle
‘(rj) montra que c'est un schéne de relaticn vras,e, puisgutil en
st ainsi de °R ou B" . _
Le scnéma (v3) est s;vnonyme des deux smv.a.nta :
(v4) R—>(Rou 8) .
(v5) (Ret 8)—B ,
En outre : ., | 7
(v@) (R é’n 5)—>R est un schéma dé relation vraie, quand. oh- z‘em?la&a
S par une relation vrais. . -
(v7) H—(R el 8) est un schéin‘a de relstion vraie qz;iamci on remplace §
par une relation vraie. | - ,
. ®n effet, (B ou §)—>R est synonyme de (R ot 8) ou R" , donc

zussi de (B ou B) et (8 ou R)® ; or, quand R est une relation .
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_quelcongue, § une relation vreie, (8 ou BR) est vraie {rég;ia (r3})

(BouBousSout)et{(RonBouPTouTlet (S ouSon és; )

i

a4

et il en est de méme de (¥ ou B} (schéma v‘l)), donc (régle (r2)),
la relation "(® on R) et (8 ou R)*® est vraie Baisexmafaezzt azxaﬁem:ae:
pour (v7). ‘ | . '
((R=>8) ot (8 —T)) »(R—>T) (rigle de trensitivité).

ie schéma est synonyme de “((ﬂ et 5‘ ou (8 st %3) ou fﬁ ou Tyn

aonc aussz ée

et (T ﬁa’i‘f-om Hou ®)
Cf chacun deﬁ aﬂawmas entre pumnah&m«: est un pchéma de “ﬁag,awwzz
vraie Mapz‘ea {vﬁ) done régle (ra}} i1 en est de neme du

schéms total.

(v9) (B—>8) —>((B ot T)—(5 et 7))
(v10) (B —>8) —>((B ou T) —»(S on 7))
¥énme raisonmenments que pour (v8).

{vj‘i‘i) _(v(ygg B =T % JB) est un schéma de ralguezz vraie ( E

et n

devent naturellsment 8ire remplacés par des arguments non 1iés dans 1=

relation (normele) qu'on substitue 2 R ).

s

Dleprés (v1) la}m}.amaﬁ (n a§ (x| )

B ov R) est vraie, car

elle est synonyme de #(n i% E oon (n g% }ﬁ*’ , clest-a-dirs de

e ! % ® ou (g ; € Y)Fﬁ’ : 1a rdgle (75) monmtre donc gue la

e

relation { 4 % M (q g $ JB ou B) est vraie. Or, dans 1z relation
Z ) : ‘

=7 % C ETH % e e { e e Ve i S § = ‘{;—'W
(2% )in % € JR ou EB) est dome (821) synopyms de Tin | <R
7 7
( 3 £ )B" , donc celte dernildre est vraie (régle (7v1)).
n.'.z’ . &
7 :
Yof i i =
{vi2} ¢( »J% JB —>{{n | F JR).
&

]

e i E "/,. » i "-'? \.“::r‘ s
}fﬂ_@ﬁ" e d@ %?&'fi‘ { '12, ",:{’;} -f-f;/é;f‘ :% }},f_ 2 aAQLe
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(‘%’13) H ;((3%)3)
Supposons 4'abord que R soit normale ot ? non 1ié dans R .

Solt 7 un arf@ument ne fx urant Pdﬁ dzms B ; alors 1a relath:

(ﬂn)((n E% )R) est synonyme de R . D! sprés (vi1), 1a relation
R —=2>((3 n)((n}%)ﬁ))) ast donc vraie ; mais d'aprds (s1), la
relation (I n)((n} | % JR) esn synonyme de ( 3 % R _
51 R est normale ei % 1ié dans B , R est synonyme d'une reliation
dans laguelle on a remplacé % par un argunent diaﬁinm des sutres
_argt;ﬁents de R {81), donc, en vertu de (s15) et {a‘?««ﬁ%}eﬁ est rauend
su cas précédent. De méme, si R n'est pas ﬁarmal@# Eéat Synonyme
d%une relation n@male - @t le méme rmssnnemam st a?p.%,},gum
(v14) ((Y§)R)—R . . ... ~
' Lo schéma est syuonyme de «F ;((3 % 'ﬁ ® _ done ggt un schéna
} éa relabion vraie d'aprés (v13) . - . _
(v15) ((3 %)B) —R si } est remplacé par un aggameﬂt qv.« est 1i6 dans
lg relstion substituée & HE , ou n'y figurs pas .

En effet, le schéma est synonyme ds (VY ?* )R on RW‘ , donc aussi

‘:‘A
o
el

a?agrés (810), de (\7"% WE oun E"'; comme (H ou B) est
en est de méme de (‘q’% B ou B} dfaprés (r6).

(vib) B_""“‘f{{_ s;’zg JR) =8i % est rampla% par un argumert gui est 1ié
Gsns la relation subsiituée & B , ou nty figure pas.
gfn effel, le schéma est synonyme do (( 3 €)H - R), done est un
¢ ; b

T ot : % T B g, P % }“ i S 5
gchéma de relation vraie diaprés (¥ih) .




L
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© (v19) (V§)(R ot 8) »>((V$)n euV§>s) | |
' D'aprés (ﬂ?) et les régles (ra) et (r4), il suffit de prouver que
(V%)(B et S) —>( V?)B est un schéma de relation vrais. ; |
~ Or, ce schéma est synonyme de "( J %)(E on§) ou (\?’% JR® . Comms
*B ou (B ou 5)* est vraie et que (H ou 3 — (3 ¢ B ou ) est
vraie d’aprés (v13), il résultie de (?10} et de la régl_e (z4) que
"R ou (4 % WE ém §)" est vraie. D'aprés la rdgle (r6),
(*f% MR ou (3 %)(’ﬁ ou B)) est vraie ; msis comme & est 1i& danes
o %) YR owEB) , la mlatzon précédente est synonyus de 7( 7’ €)m
ou { 3¢ t ME ou S}” , ce gui Stablit (v19).
(v20) ((F%)B et w’%m > (VEXNRet 8)
Le sohéma est synonyme de 7y % (B et 8) ou (3 %}ﬁ ou (2 %1 Y87
Comme le schéma 7(B et B) ou R ou B" , synonyme de "{R on § ou §)
| ot {S ou 3 ou B)® eat vrai d'aprés (v3), il résulte ds (¥13) ot
-a‘xme double application de {v10) que (R et s) ou (3% B ou
(3 §)8" est vrai. Onm conclut comme powr (vi9).
(v21) (350 ou (F§)8)—>(3§)Bous)
(v22) (3§ Bou8) —>((I§)R ou (35 )8)
Se déduisent aussitot de (v19) et (w20) reapaetivemen’c en remplagant
‘dsns ces derniers R ot 8 par et § .
(v23) (TR et (VEI)—>(I§ )R et B) .
. 5 schéma est synonyme de “(V‘S‘)B ou {3 § 3B on (3 %)(ﬁ et ﬁ}""
Conme "B ou B ou (R et g)v est vraie, on voit successivement, '
comme pour (v19) et (w20} que "E ou (3 ?5 3B on (3 2 IR et 3}’*
est vrai, puis le schéma (va}) iui weﬁm. '
(v24) (V§)@ous) —>((V§IR ou (T5)8)
Se déduit de (v23) en remplagant B ot 8 par F et § .




(v25) (Eé)m ot 8)=>((I §)B et (3‘«;%)

(v26) ((V$)R on (V£)8) - (VE)(Rou8)

(v27) (3$NVpm > (YIS

' d@ncg par double appl z:ati@n de la ré;zle {r&), {‘“f%}{ Y ({3 %’3

(28) (¥ (| | §0B) — (¥a)(3%)m

Le mode de raisonnement employé dans les schémas (v19) 3 (wz@} peut se
résuzer en les deux récles suivantes : -

(z7) B8i BR—>8 sest vraie, (\;’ ? )2 — (Y %)3 es8t vfaiai..’

(r8) 51 B—>8 est vraie, (d £)B — (] £)8 est vraie.

¢
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D‘aprés (v172) 11 suffit de prouver que (3 ? pi¢: eb 8) — (3 %
est un schéna de "elation vraie. Or, i1 est synonyme de (E ou § ou B

on en déduit comme ci-dessus gue “(R ou §) ou {3 % JB" est vrai,
puis le schéma (v25) iui-méme,

se déduit de (v2%) en remplacart Rel § par Het § .

‘L.L-J

Le schéma est synonyme de (Y i;}{ 4 2J ou (¥ ni(d | 2 )R" ,
: 7 :
Dtaprés (vi3), 1s @*‘ﬁﬂéma "R ou ( 3 n)B® est vral. Utilisant (vi3)

T

et w?{},g on en con 'qms *?(f:g %}ﬁ o (3 7)F est vral ;

ou ( I 7)E) est yrat. saa;a par double a@ylmmi&n de la rigle ua;ﬁ)

or voit que ce mbéma sel synonyme de (v27).

Le schéma est synomyms de "( 4 3){(n j ‘f JB) ou ( "v' ) 4 § }3”
Or, d'aprés (vi1), "(a ‘% JE ou (3%)3" est vrai, done le mbme

raisonnement que dans (v19) prouve qus (?28) est vrai.

En offet, si "F ou 8% est wrale, comme "H —{ J % JR" est vreie,
"goou (6 t JR" esl vraie dlaprés (vi0) et la rgle du syliogisme.

s

' = = . : -
La wg},.e (r6) mentrs alors gue (Y @}{ S ou (4% )B) est vraie, mais
JB diaprds (s10),

cotte relstion est synonyme de #( é?’% )8 ou (3 %

et cef ¢ dernidre est synonyme de (Y % IR — ( ‘gf%}ﬁ . M&me raison-

nement pour {r8), gqufon peut d?ailleum augsl déduire de {(#7) en
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- en re:narquantqﬁe ¥R -»> 8% est synonyme dé ’?‘§ —F et
"(2§)R —>(J §)s" symonyme ce "(VE§)E - (VY ¢)E" .
De ces schémas de relations vraies, on en déduit d'autres ol figure
le signe =2 : | -
(v29) i les relatioms qu'on substitue & R et 3 8 sont synonymes, RZZ 3

68t un schéma de relation vraie.,

Résulte de (v2) et de la régle (z2).
(v30) (RouB)ZF R est un schéma do relation vrais, gquand on y
remplace 8 par une relation vraie.

{v31) (B et B) <2 B @st un schéma de relation vraie quand on y remplace

8 per upe relation vraie.

(v30) résulte de (v4),(v6) et de la régle (r2) ; de méme
(v}?} résulie de (v5}, (v‘?} et de la ré-le (r2) . ‘
(v32) (RZZ8) 22 ((R et 8) ou (B et B)) , ,
En effet, B =85 est synomyme de ((ﬁ ou 8) ot (B ou B}), dczze '
~ (s20), de ((Ret B) ou (B et 8) ou (B et R) ou (8 et 8)) ; d'aprds
~ (v1) (BetR) et (Fets) B'O‘nt vraies ; on a done ((B }ou 8) et
(§ ou B)) &= ((B et 8) ou (B et s)) d'aprés (?30)
(v33) (Ret (Rous))R.
(vje!i) (Rou (Ret 8)) & -
En effet, (R et (;E ou 8}) — R est vraie d'aprés (v5) ; d'autre

pert, R —>(R et (B ou 8)) est eynsnyms ds ((Z ou BR) et (R ou B
ou 8)), donc est vraie d'eprds (v1), (v3) ¢ la rizle (22) .

Raisonnement analogue pour (v34).

(v35) 51 les relations qufon substitus & E st & 8§ sont vraies, le schéma
R =23 o8t un schéma de relation vraie.

ffet, il er esi ainsi du schéms ’f"-’z‘{ gt S5y ou (B ot B)} dlaprés

n

am,

e
2) ot (r3), done le schéma (v32) et la régle (r4) monirent gus
&< 8 est vrzie. =

R
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.
.(v}é) ((r=8) ot (5 ""E’)) —> (B *T) (régle de transitivité)
G’es’c une conséquence immédiate de la régle ds ﬁéﬁmtwn du signe
Z2 , et Ges schémas (vB) et (v9) .
(v37) (B <8) —> ((Bet T) 22 (8 ot T))
("«33&) Z28) —=>((RouT) 2 (8 on 7))
‘ @Qﬁeéqm@&ceﬁ' de (v8) et (v9)
@*3’;&} { ‘V;/% JRZ2R , si ? est r@mpwaﬁé p&z‘ un argument gui est 1lié dans

.ﬁ

la relestion auh'atmaee & & , ou qui n'y £i gure pas.
(va0) (3 % IR g‘fﬁ si % est remplacéd par un argusent qui est 1ié dcre
la reletion siz?os’e;ituéea & %? , ou gui nty fﬁ.gm@ pas
e sont des caﬁééguencea de'.(v”‘,(m@)ﬁ {v15) et (vi6} st de ’a
l‘ :z*égi@ {r2) _ |
(va1) (VY g£)(a et 8) 22 (C ‘v’ R et (‘?’
Conségucnce de {vi9) et mr {vzﬁj et d

(v42) (F$)Bous) 2 ()R ou (I§8)

Pe m‘éme & partir de (v24) et {v22).

)8)

ig régle (x2).

@ Nerty

On 2 avesi les rézl @s carraspcn&mnt {r7) et {“i:s} :
(r9) 81 B85 est vraie, ( v’%)z = § )8 est vraje.
(z10) 81 B2 S est vraie, {3 w)ﬁ = ( 3 £ )8 est vrale,

Ce sont des conséguences 1méd;»akaq de (r7) et (r8), dos végles
(r2), (r4) et du schéma (v5).
¥

q

ation B esi vrale, la relation (n|% )R est

.;30 wong enfm gue, s8i une re
vraie ; en effet, dlaprds (r6), (“f %}}E est vrais, et il résulte alors

. o Syl gt z ot A o
de (712) ot de la rdgle du syllogieme (v4) gus
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. 3. Conventions de langage. Nous adopterouns désormais les conventions de

r
|
\
»
i
E
1

langage sulvantes :

19 On dit gu'une relafiaa est la négation dume autre si on 1'obtient

.en substituant la seconde relation & R dens lo schéma R ; on dit
quiune relation est fausse si sa négation est vrale.
29 Etaot données deux relations, on dit que la premidre entrsine la
seconde si en substituant la premidre & B et la seconde & S dens le

. schéms R—>8§ , on obtient une reiation vraie.

gm;
ﬁ".}
(S K
0
ek)
£
Bels

32 Etant aoﬁaé@a deux relatieﬁs, on dit gulells sont équivale

chacung é’el¢as entraine 1'autre ; ﬁ?aprss iz régia {r2), 1a ﬁégl%
? ‘ 14) et le schéms (v5), il revienﬁ au mbme de dire que si on subetitue

'une de ces relations & R et llautre & § dans le sohéma R 23 , on

_obtlent une relation vraie.

Ces dénoninations parm@utent a’&agacef sans szbnea ﬁg r@mplaﬂ@nani
certaines des reglea précédentes. var exempl@, la régle (r4) (rég;
au syllsgis@e) 8'énonce en éisant que si une relatisn"vrai@ entrains

ups asuitre relation, cotte dermidre est vrale. La'schémé €v29} signifie
qﬁe dsux relations synonymes sont:éqaivalemtes_; le schéma (vD ) que
deux reletions dguivalcntes & une troisisme sont équigaiaat@s ; le

. } sehéna {vﬁé}‘que deux relations vrsics 59&t’éq&i¥alenﬁaa, .
Enfin, on décuit des schémas (v37) et (¥38), des égl s (r9) et

{ri0) et du fait qu@ ﬁﬁé%ﬂ 8% est 53&@&3&@4@8 “Rz?S" gue =i, dans

une relation formée suivant un certain sehéma 3 paxiif é?gﬁ@r%$,E@i@m

e

o6 &p@ de ces &@:ﬂler@s paz mm@ f@la ion éguival

€
Bt
£
£
i
i)
3
3
e
o
&3
i
E““’!
fﬁ
[y
oo
o
£
5
al

ls relstion oblenus sst équiﬁai%nt@ & la relavion initiale.
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'on'peat ezprimer'les'réylas gui lour ccrrespend@n? en disant que

‘schéme de relation vraie gqui la renlorce en guelque sorts, en affir-

mant chaque fois gue non seulement, comme 1'énonce ls régle envisa-

=01 -

/

a8 82 relations vraies énuméris

R R RS e

Remargus.- La plupert des schém

ci-dessus relienl deux sgchémes de relationms par le signe —

toute relation formée suivant le premzer schéma eptraine la raiation
formée suivant le second (avec les nmémes substztutxona dang les

deux schémas, naturellament) : de facon abrégée, on peaﬁ convenir de

dire que le premier sahéma eﬁtraine le second. U'aprés la rigle dn

syll@glsie, 81l une relatxo& fcrmﬁe sulvant le premier g@héma»e%t

vraie, la relation Parmee suivant le aec@nﬁ est vrai@ igal@aa&tﬂ

¥zie cette régle {(qui découle de la pr@miérﬁ eard@ iz regle dm
syllogisme) n'a pas du tout la méme signification que le premisr
énoncé, et il imporie de ne pes les eéﬁf@aﬁrs, Par szemple, ia régld

S

(ré6) pe signifie pas du tout que le schéma R —>(Y %}R soit un

b=t

schéma de relaltionm vraie ; ée-méﬁs; le schéme
(B—=>8)—> ((V§)B —>( Y $)S) plest pas un schéma do relation
vreie, malgré la régle (7). 11 est remarquab ¢ que, pour les régles

(r1) & (rﬁ) 1nclasivament & ehacune da ces rég‘es carreapgade un

géé, si une relation formée suivant un certain schéma est vraie,
une relastion formée suivant un second schéme est aussi vraie, mais
bien que ls premier schéma ent raine le second ’l@s schémes de rela-
tions vraies @Qrgasuguﬁdau & ces Kégl@m ﬁ@ﬁb {”9} {v&,ﬁivg} (va1)
et le schéma (B st (B—»8))—>8 , qui cerrespond & (z4) et que Acua
18

pas en pratig

).

n'avons pas donné ci-dessus, car il p'intervient -

L8

-

mmﬁlﬁﬁmmsaamzn%&i

\»4
)

soin de le dédui Te des autres




8
Ly,

o~

o
% - §.3. Theoriss et axiomes.

. Axiomes et relstions ?favraies. On dit qu'cn e dé6fini une theorle mathémati

ﬁ gue lorsquion a Gorit :

12 an certain nombre de relstions ;

2° u@ eertain nombre de schémas de relaiions, oﬁ,le remplacemenﬁcés
' signes da remplaeement qui y figurent peut &ire assujetti é certaines
'aanﬁitiemé_explieitées.. |

. Les relations;(resp. schémas de relations) ainsi écrites sont agpaiées
les sxicmes (reeﬁ.vschémas”d'aXiamea} de la théorie. On donne en général
un a@ﬁné“nné théorie déterminée ; dens 1'énoncé des r@giea qui vent.
suivre, et qai's’apéliquant'é une'fhésrie guelcongue, ndus vtilisercas
le lettre %? pour aésignér uns théorie non spécifide. '

Lés axiomes el aehémas dfaxiomes c¢'une théorie ‘é fpeuvent camﬁaaiz

Bn ¢ertain nombre d'argumente libres explicitement désignés ; on dit que

ce sont les grpgumenis de bass de lsa théorie %f Lorsqu’zl en est aiﬁgi,

les minuacules grscquee grasses qui riﬁurent dans les schémas d'axiome
de é doivent cionc étre telles que, pour toute su'bstitution dtarguments

& ces letires, les arguments subsiitués sOiént'toﬁa'liés dens les rela-

I tions obtenues.

Nous dirons qu’&me rel&ticn est une cgnjgncﬁ;pn;d{gzicmgg ds ?f - B8i

elle siobtient par spplication de lf@ncraafen fet® & un certsin nombre

g relations Qui gont, solt des sxiocmes de fg - sait des relations pro-

£

-:"4 |

rensnt de sehémas d’axioues ﬁs %g par remplacement des signes ﬁ@
rempl scement qul figursni dans ces sché émag. 11 est clair gue, si 4 et B

gont des a&ﬁg@ﬁ@ui@nm dtaxiomes, 74 et B" est aae con ction é'axicmes.

i

; 7 = _Z :
Bous i?&ﬁb gu'une re la@zgn B st vraie da&a iz théorie % , owen

"k

abrégzé -yreis, si on pauz farmer une conjonction dlaxiomes A tells

gue A >R poit ggﬁgﬁ ; le plus souvent, par zhus de langage,
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on dira sirﬁplemezzt gue A sst vrais, sans 'mezzti_o'nner dans guelle théorie,

‘lors‘qu'aucune confusion ne sera possible.

On dz.t gutube relation R est fausse dans iz thécrie ﬁ ’ _oiz encors
56 -fausgse, si la relatlon R est ‘é wvraie.

Pour éviter toute confusion, on dit parfois Qa*une relation vraie
(au sens absolu) est un iaentité logigue. Une identité logl.que s8t
_‘é -yraie pour une the@rie ‘@ quewmque, d'&prés la régle (r3).
L'sbus de langage précédant scoule de ce gue le raigonuement sur les
relatione g-vraiés se fait suivant des ?églés Presque identiqaé’s 3
eelies cul gouvernent le 'r’éiaenfzemnt sur les relations vruiss (qué- nous

avong exposécs au E} 2). Op a en effel les réples sﬁiva&tesg gui sont

'r-esgeei;ivem&nt les analogues de (r1),(x2),(2r4) ot (26)

Y

{r'1) 8i R sst @ =vraie, ot =i B est éguivalen‘s;e & R, S égt ﬁg'»?raia;
En eifet, i1 y a pé,z' hypothése m:t,é ccnja.mtiqn dfaxiomes A& téi‘le gue
(A ou RB) soit vraie ; or (v38) (2 ou 8) _ea’c‘é-quimlam@ a _('E_ cu B),
_done est vraie. ‘ |

{r'z) 831 B , 8 sont deux relations % -vraies , (B et 8) est une ml-ati»sn

% -vraie.
En effet, il y a pa}f hypethége deux conjonctions waxmmes .&,B -
telles que A —>H et B —>8 soient vrales ; d'aprds (v 53, (¥8) st

.{@s régles (r2) ei {ré;}i (R et E‘wﬁﬁ {a ot B) -5 8 sont vraies ;
{

done (d”aﬂ,,z'és (‘?z“i‘ / ; ‘{1“2-“'. gt "‘3)) {'ﬁ et B)m; ’
; & Z
8

3 He 27 R S - S am g T . AT mma e B
Epn effelt, i1 7 e par hypolhése deux conjonctions d'axiomes 2.8 ,

o 5 & S X hi e Sotaec S - g
2lles que A —RB el B —> {8 ou 8} soient vyraies ; on en goncliat

’f.«
SR

comne cl-dessus

}‘ 4
L)
o
(#4]
N
Bnanc
0
ct
9
S"‘
i

*
L0
&

8
{E et (B ou 8)) esiL synonyume de {((B




dans la théorie @ ) lorsque la relation R —S (resp. RZZS) est %=?I‘&l@ﬁ

. : - 04 .
et comme (R et E) est fe.usae, (R et (ﬁ ou S)) est équiva.lente 2

(R et 8) a’aprés (v30) ; dome ((v}S) et régle (1-4)) |

(A et B)—>(R et 8) est vraie ; dtaprés (v5), (v&), les régles

(r2) ev (14), (A ot B)~>8 est vrais, donc 8 est ﬁ»vraia
(r'4) Si B est ‘g-vraie, (V?)R est g-vraze, pourvu gu'cn remplace
% Baz' un_argument distlncb des argu::ents de base de de ?; -

En ‘,ffet il y a une eanjonctmn d’axwmea A telle que (& ou B) |

soit vraie ; donc {rég,le (x6)), (V}t}(ﬁ ou B) est vrale ; msis il

‘com'e ‘ff nfeat }as un srgument libre dans 2 par hypothéss,

{ \7’3}(& ou a} est syzzonyma de (Z ou (VY % JR) par ia régle
{s10), dzme {‘{z’ € )B est € -vraie. A

Remargue. Les sxiomes diune tf‘%‘;}"’im ‘é 88 préa%t; ent sonvent

sous la foz‘ma { ‘v’% 30 g JR . Au lieu de dire que celie relation

sst un axioma, il revient au ui$ e de dire que R est ume zela‘i;é,@m
‘é -yraie, d'eprés la'z-égla (z'4), ls schéma (v14) et 1= régle
{r!3) . '

On dit que R entraine 8 dana 1z théorie ﬁf {(re=p. est éguivalents 4 8

Ici encore, on supprime la mentz.en dans la théome ﬁ" 1orsqa' ancuns
confusion n'est & ersindre. Avee cetie convention, on & 3.88 mglas
suiventes : ' :
(r'5) 8i R entraine § et si S entrafne T , R entrafne T .

- égiﬂ},@aum} des regl@a {3'9?) r??} et du schéma {v8; .

(r'6) 51 B entraine § , (B et T) entraine (8 et T) .

{r:7) 8i B entraine § , (R ou T) entraine (S ou F)

ime raisopnement & partir de {v9) et {(vi0) mgu@c& venent .

%‘*’

(r?8) 81 R entraine 5 ot B entraine T , R entraine (8 et T .
(r'9) Si B entraine T el S entraine T , {E@u g) entraips T

Héme raisonnement & pertir de w‘% ) et (vi8).
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(rf10) Si R entraine g, ‘?‘@ )R ent ?aiﬂe (\;’ié )8 , pourvu que % "goit

re'ﬂplaeé Day un arcusent dz.amnct des arcuments de base. ‘
(r*’i%‘) 81 R entraine S , (3 $ )R eniraine (3 )8 , pourvu gue % goit
re plagé var un armmezﬁ distinct da& e;,zfg vnents de base

Méme raisonnement gue pour les régles (r7) et (r8). , en remplacant
partoul "yraie® par * @ -vraie? et utilisant ls regle (ri4) an
lieu de {r6)}.

S est vraie, (B on §) est éguivalents 2 R

{(rt12) 51
(rfﬁi} 8 est ?fa&a, (R ot 8) est éguivalente & R .
#6me raisonnement que pour (v6 st (v7), en remaraa&aﬁ gue =1 8
st %§~vraieg~.{$ ou B) st ?§=vrai@; dlaprés (v4) et la rigle
(z13). . .
(r*14) 51 B ot S sont vraies, elles sont équivalentes.

(r115) 831 B est éguivalente & 8§ , el si 5 est éguivalents &4 T , R est
} 3 &

éguivalente 8 T . : : , o v : : -

(r'16) Si R et équivalente & 8 , (R et T) ost équivalente & (S et T).
(r*17) Si B est équivalente 2S, (RouaT) est équiva’renw 2 (S out).
(r*18) 5i R est équivalente & 8 , (Y ?)E est equa.valente a (Vv %}S

pourvu gue soit distinct des srguments de base.
{(r'49) Si R est équivalente & 8 , (3 % I eat équivalenta é { ‘g"% )s

y’*ow"vu gue % scit diﬁtiﬂ{:‘c des aégamem%s as bau@.

Enfin, i R est vraie, (n i% )E% st vraie, pourvu gue 7 st %%‘ goient
giﬁﬁineﬁg des armﬂeﬁ%s de ﬁa&e.

Caa ; f}i i - s : ; .,,',- o z = ;
On dit gu'une tﬂéam,@ %' est plus riche cu'une théorie © si tous

les exiomss (resp. schémes dlaxiomes) de % sont aussi des axiones
g &/ Be £/
{resp. schémas d'axiomes) de B  ; om dit encore dans c¢e cas qus ©
* 2 =3 A ‘f;? “3’/; e e e 0 2 L o s
cst upe théorie subordoppée & G . ou gue H  est une théorie sntécedsnoe
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theoriemdes_enssmblas (cf; éhap,lz)‘gn &,ane;théorie,éatécédaﬁte s1=
théorie des ensembles. - | ‘ |
 On peut presenﬁer @artazmes démonstr@tiaag en fa;gant iﬁtervanﬁr des
théorigs spéc;ales'é ces démonstrations, Suypagans par sxempla-qua.ﬁ_ ‘.”5
;entraiﬁa.ﬁ,dans une théorie % ; cels signifie qulil existe une conjonc- |

T;imz d'axiomes A de la théorie 4 'i;_e}.lg gue A —>(F ou 8) soit une |

idsatité-legiqus ; comme cette relation est eynonyume de (2 ou B ou 8)

donc auas¢ de (2 et §§~f>$ . il revient 2 géﬁg de‘éiWé que S est ?fai@
 dons 1s théorie %f’ obtenpus en ag@ataat zux sxiomes de %f la relation B . |

Une sutre interp prétation s'oblient en fa%&rﬁ”aﬂt que 1z r@la ion \' - | ?

(R ou B ou §) est sussi synonyme de (A @+'§}«¢§i done, dire gue B -l

entrainme S dans la théoris ?gv'“avzeﬂy & dire gue B est fousse daps la

ihéoris fgﬂ,ebt%nuejgnyajcatant aux axiomes de %f is relation §
Qﬁfaiseﬁnement.pér ligbsurde? ). -

Ges interprétéﬁioas sont surtoul fréguentes 1arsqae les relaticns 355-
qu'on considéxe;contiennant des argEESQKS‘libfes distinets des érgumagﬁg
de base de la'théoéie € et qui devia@nent ﬁeé arguments de bava dane
la tﬁéaria'plusjrieh3 gann intreduit ; si par exemple 8,b,6 s@at ces
arguments, on présentera le raisonmement en disant "Soient a,b,c tels
. gue BRU : @ﬁ sous-entsend Qarilé.qugea 2 introduit vne aaaaéize %haagé% .
dans laguelle B est un axiome éapgzémén%aifeg @uvagbgc.aa nouveans

argunents de base,

: 135 ¢ QL@@Qt&@Q 53 tolozigue®

Ge langere provient natursllemsnt de

des Yobiets® no gux dont on W%&E@ Jutils sont ¥liés par la

. T 7 5 :1; =] S
vrelation B* (ef, ehep.11, gﬁﬁj
Eeraroue. Lar&aaug dans une théorie 7, on weul s%@;i?@% gus

7 Cor & g o e Se O S S 2 5 s piiy i e
(2 % )B entraine ¢ t étent vn arpupent ¢vi est 1ié dsps 5 cu
e S A N ; 5 f
7 & 3




./\\\

. T ~ ouznly figur pas, st qui eat distinet des az'gmsnts de base ﬂ@ f,

on peut 86 barn@r é démcnt-rer guse B en‘i;raine S en ef’fet 8%

(B ou 8) est Fraie dams la 'i:héorie % ; i1l en est de méme de

(V% }E ou 3) d'aprés la régls {274) ; mais dfapréa '*fhymmése
sur T, (V?}(R ou 8} est sxnonyme de ({V%}E ou 9) (rigle

{810)), dlod la s@nclusion, Qn cansméfera donc 13, mmral};@ uhf‘w*%%

ebtam;.e an age&t&a? B 20% axigm@s de %f’ ; et on gﬁmwara gue 8 %gt

o

vraie dans cetie théerie.

2. mﬁé@”i@& non contradictoires. Baas une théez‘:s,g { - s'% une relation B est
telle qu@ B =0it vraw et féasse 8 la fsm ) toute am; re yel &tzéﬁﬁi 8 sz
vraie dans ¢ 5 car (R ot R} —s @at Bne :menmté logique, éi:a.,w
synonyne de (B ou B ou 8) ; il régle (r‘}:) montre alors gue 8 est '

% -vraie. On dit daas ce cas Qua ig theez*iﬂs ‘g es‘e:c@ﬁtz’adieteira -

Bne talle ’maez‘ie est vmib}.@meat demzée de tout in'ﬁémt en &&*’h@ﬁzaﬁ qzz.e
Le aait qm‘zma thécrie ?g goit santratimtsire peul encors a"‘mm
préter de la fagon suivente : comme (R et %) est gamaz@, i1y %‘@%
cmgme‘cim-a?mg@aﬁ A e};le aue A — (z:a et B) soit une 1den ui gé ‘
&Qé&@h@ , o0 cawzz@ e@L’ca r@latmﬁ est s,;mmgme de ¢ {8 on 'ﬁ‘% w‘%é ceits
dernidre est sussi ume identité lo gég@@ ; mais conme {'E%; ou ?‘f} est uns

f‘iﬁed‘m iegi&uaf l@;, Aemia (s } gzmzw@ gzm Z o8 t'mg identits logioue :

S25Y P

"2 sl C et D" , of B.C.D sont trois axicmes de ‘“Z/j ; 1z relatior A est
ayuonyme de (B et C) -5 ; ©on peut done dire gue gi “?':Q ost 1o théoris
vam,., richs gue ‘g 3 é’b*’;@zme en gupprimant dans z 1) xiome B iz

relation D sst fmusse dane la théorie _g@ . Inversement, chague foiz
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A un,mement donné da son deve;oppewant histgriqaﬁ, on psub ioﬁjeurg
reccnnaitrs si uxe théorza dopnée est ou non eontradlctclre, pﬂiscu'zl
suff;s peur cela a, &regser ls 11506 dea relauzeﬁs vrazes daas la uhéaraa,*.
Taute dlf@ersﬁta e5L 1@ ga@ﬂtlsa de savoir g'il ast g@ssibia qme, da@g une
uﬁé@f a donnée, on forme un ieur ane relation qmi acét & la fﬁis vrais @t,
s 1lexcept ion de guelques cas yartxcalzeremanz simples ,f?es Zér@?~>.
8se gulon a tgﬁté ée'ﬁakngf gasgaﬁg»prégenﬁ : seat@ euestvgg para$5asyu;,
exiger ﬁnvfy@e d?afgamﬁaéaﬁigﬁ tout & fazit észefena du razs@nm@v@at
mauhémat¢qn@ tel gue nous l?anﬁ%néonaé et ﬁar+eﬁt par suite de notre
eaﬁ?e : aagml ﬁ?abc?iefﬁasﬁmaaa pag ce eajes -

ﬁarn@naaneus a ﬁndique? Qﬁﬁ@ﬂ%; ea% & qaaut;on§ paaﬁaﬁt £ rauf ar

“’autrsg problémen. On roncontre scaveau; daag e@rza&aas théorice, des

4faiaiians aant on n?arri?e pas & prouver, ni gu?al?sa seﬁt ?$ai@5; ni

2,

gat slles sont faaﬁses &a@g ias thearie* Gn pent se demander si cei Schec

e wr@vient qne d'un défaut d?ingeniosité de 1a part des @mathématiciens

*,qa¢ 8c sent accaves de 1=z questiga, et si &m g@ur le doute p@urra étre

lev5s par un savant plua pergpieace (ea qnl, en fait, s'est déja maiﬁ&aa
fois Qf@dult), ou si, g contregire, il neut se Paire gus, éans une thé@ria,,

ff ; on sclt dans l‘lag@sgxblllté de prouver au?ane relaticﬁ E 20it

- ?raigz el dang le méns ;a@e551“3?ite de prouver qu?elle S@lﬁ Fausse.

- - e - - - - ,
 Janais p“&@ygr gus B soit %;»vraza§;ﬁ’®st‘&zra gue ls tma@r'@ o

Cette qgegtisa yeat 88 poser d'une suire menidre : dér@,ga?ﬁa ne pourrs
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g @‘s w? m‘i a 83?4 une cgngena*ion at axiomes de g et dirégz;félless‘t,
,fausse azgnlfmrazt gue (é. vﬁ} est une ;dent;z.té lsgiqae, &est»&»éﬁr&
gue E est g =vraie, Ixmemement m & ve ei»&egm&a qa@ si B aat

f mﬁraie, la ‘tneorm “'gi «;a‘b cgntraézcta‘we* _On *srait 40mnC gue p@m’-

af‘firmer qa? 3,1 est i'ngasgi?zle de dem@ﬁtr@r aa‘@e %ela%;iczzz B miﬁ
cf -graie st qu’il ea‘é; egaiament img@sgz,ble d,a aémx;tmr mﬁe},&e Bmﬁ*

7 #
4 -fausse, il faut pmzw@r que les théories %f a"fa; g oblepuse

85D f“’"i?@ﬁl&ﬁt en sjoatant aux axiomes de & 1a relation ® et la

slation # , sont tontes dsux ﬁ@&ﬁg&;?r@@ﬁ%@i?aﬁ.

Z&
Sigpalons enfin g,ma nOoRs zmr:@remzzg' wlté zi&w%m@&t @@mﬁz _Dour
aszﬁf‘z‘;aia es s?ies s is probléme de é,g:z non-gontradiction peut se TEMEner

a;az mene ymm@ﬁe pszo ur &° &ﬁa?@g ‘tll@@f;i@ﬁ ; boue ?@?mm gue, dans ceriains
: - :

cag, on peut -affrmﬁr-“zzs 8i on admet qu’ 12}3*3 théoris ‘{3 nfegf{- pes

20 az},m toirs, 5 on ;:aat gire aﬁga'e’é gu? wne aai:z’a mem*m ‘5’ ne llest

pas non zzsms

=

2. z‘%z‘vaﬁam’s ‘tmu@a st qummfzaatea?s aygig%ws, Seit ?f une théor z,@; e

m& relation contenant e@mm@ am&m&vtﬁ libres e@z’iaima argoments 48 bass

ﬁe f (@a &aeam é’@enm&}, eme:zzu;g et un argumsnd % distinci des arguments

; 'a@ base de z Sami.gj.é: ons alors la théorie ©, , ﬁ&&’z@?ﬁﬁ?ﬁéw i y
w}:ﬁ;a,mz en ajontant abx &Xi@mé% de ‘?g ia 7elation C‘;} . Dons setis
“é‘wé@:fm; Zi@a augmﬁxh%é% base santé%z;:x de © , ot en ‘;r@ f i:;;f
dans liapplication des régies du fff&ﬁ@ﬁ”@i@ﬁ% zux relations %% ~vraies -
il zésulle de co qul s €LE ¥ @iu;‘%m@ au'il n'y a do difidrence avec

A - — - S e s e e
ies regles de fmssem;@mat pour les identités iogigues Gue iorsCue .53

§ = :
= 5 o sy ‘vf’ 2 § e oo S ke = o &
susntifiecateurs V et - sfappliguent & un argument de base, en parti-

S - 7 Zoan i - - ¥ 24 o e S = Fn g Bl
culier 2 & . Bovs allors wolr gue Lion peut réteblir 1s vaildite 08
% ] 2 tive &




A

4 f - 50 - .
& l'emplol de 1'argument § , en remplagani partout les qmﬁtifiéat;azzm -
: Y et 1 par deux nouveaux signe.a.ciue-ziotxs allons définir.
Ces signes aoreviatears aont V et ] ; ilse ne .'s?'aﬁpﬁliqmeﬁt gu’s
| "L’*‘argzameﬁt § , ot les régles qui les ﬁefinissent gont les suivant o5 -
1@ (\;f@ %}R est une relation synonyme de (\Tf%— W © ou m} '
22 (3 dg )R est uns relation synonyme de (190 . et R}.
ﬁepreﬁans alors 'i;om,es ies z'é"rlss du rsiscnnement sé f;gzzra ot les
@%ﬁ% V , g ; nous allons énumérer les rdgles corres e .z‘l ates -
_contenant les sicnes 5?’ 5’5 , 3 ;a1 doit &tre entendu que, éxamg
1t é%:amme de ces z‘égig:za, les mois *ﬁﬁtz'aimﬁ 5 m&y @éguivalﬁm’sﬁ

- mgﬁlﬁ&w "entrafne dans xa tz‘éeme fg ® resp. wgmva}.@m dang la

\Qa

{ “r

done e,asa‘f’i 5%)@ - _ ,

on & é*a‘ber@. les régles gui cerres}orxdeat aux regles de %yﬁeﬁgmia
(s4), (810), (s21) :
{s"1) La négation de ( ‘?‘9 %}3 est synonyme de 4 % .
{s?2} Bi ; n*‘@st pas libre dans R , la relation { V % ‘ ' 7
"‘sqz}waieaw & "R ou { vy % )s" . 1s relation ( \f %)(B £ 8) am@gaﬁ:m
"ﬁegaa@ﬁ@t aA\f@ %)8*? . - -
{(e"3) 83 % niest pas libre dans B , la relation ( 3@%}'{3«. et §) %u

uivslente & "R et { §® % }SW, ; 1la relation {3%}(2 on G} @g‘é; égul-

bbégfi@ ¢, ® . On notera que ® est vraie (é;ans 1la tbésme ‘Eﬁ

valents & "R ou £ 3 }"’5’*‘4 -
1a g l {8??'2‘) est imm@ﬁia‘h@g ot y@zzﬂat de dédvire (i%”} de (g”

Pour démontrer (s"2) remarquoms que g‘gj ‘% } ® oun ou 8) est

éguivelente & R ou {‘\j%}{ @ ou S}ﬁ, ce qui 6taplit ls pre
partis de 1 rdgle : dlaubre part, (Y % W@ ou {é’é et 9)) e3t
Zquivelente & {‘e%%}{{ @ ou R} ot { f-’:-'??g&%:;}}; done &

iy e }:5&‘; ou B) ;, ﬂg’ %}i@ ou S ; {‘\Yf%}( @ ca B ;
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aai; é.*aprea 1‘*‘}3;@%};4%33, @quzva?aﬂm 2 ﬁ{\i % 3 C) efm B ; mais
comme (3% ) O est vraieg ﬁ’( Vf% " mz. B‘ﬁ est pqaivawant@ &

; E ‘ 5 ce qm complsba la zlémoaﬁtrati@n
?a@mas 4 ls z‘égls esrmsy@némte {:vé)

(r%4) 81 B s,:st_ vraie, ( ‘E'f % JB sst ??raw
7 S » » o = V 5 b =
En offet, par hypothise, & azzmﬂa.gzm B dons 1a tn wworie G,

donec i}., @aﬁ,gte une conjonction dfaziomes A da é telle qa& ~

. s s ' s - : =
A ou @ o8 3&} soit une iﬁgﬁ’;i‘w icgigue ; oD en gconciui gus

Ceh L

. .
(V%) Zou ® ou B) est une i
tion est équivslente & K on 5%’}%3 &

4:;(#@ =

= cl ?%; @3'&: “gxfif‘:«?mag-et &

&

A

ok

ety

9

i

G F
1 g,& S

6

H

&

Lt

‘ .um«.,é,zzg apx régles (vi3), (v14), {%‘fﬁ@?
{(928),(z7) st w&%) sorrespondent .ms amv&n -
| (‘-’@’?*%} B entrafne { 3@3;}?% ’ ' | "
 (w72) %f g}?f% entreine R i
",V,t(?%} 81 % nlest gsas iibre daaa. B, { tf@
7{(?%-} 8i % n'est pas libre @ana g, {3 % }E est éqmva“@zzt@ ga
, %}{E et 8) est éc;_uivalexzm 8 {(\?’ %}ﬁ st (\"f ‘;’}b}
(v76) (J_%)(R on 3) st quivalente & (( J@fg)a ou (3 g}a;
' _ (g‘\;f@% )R et (3 )5) entraine (E@E;){E et ‘5? '
(v8) (YgeXNR o s}_ emmzm ((\%; B ou (3 %,:m
' { %}(3 et 8) @ﬁtrgza@ {(3 %}E et {5 % }3} .

€IR o8t éaaivaleﬁf;é B E.

C i N
@t
o |
K41
Nawerf
-
@&

(7710) (¥, %R om (Y, %08) amsraﬁm (Y, 2)(8 ou s}
{(z"2} ©i B entm;%ﬁa g ( Ef, %’f Y2 emtratns ( ‘*zgf@ % }ﬁ% .
(r%3) =i B %«;;mm 8 z 5@ % )2 entraine (3 : e
Sie {(vf1), laissent los sutres

3 g o e n o B ¢ & o -
la relation { & et B} entrafns (- x L ©& st B) ;
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meis mmme @ est Yraie {dam la z;ﬁ:aéama é ), ( f)? @% R } o5t
‘ aqmvalam.e &R ; - qr cﬁz‘. ila réga.e (vﬂ"i} ’ - -
ﬁets&s encore que ls re;iatiezzz (¥ & = }R entraine "3’;@ % }E , car B en-

ram,e {® .‘ ou R) ; de meme (j % B azatrmsw (4 53 R, esé,z" (@ st R)

_%ﬁt”"’aﬁﬁﬁ B .

I_amqagsx& énoncs d@s z'@la.‘tw 8 vraies dans la théorie ?ﬁ,{ s sz Tait
ies conventions de lamgare 5&5&@3&@@3 : an lieu de dize gulune ralsiion B

est vraie deng 13 théorie ‘éﬂ , on convient de dzm gutelle est 7rais

AR LT

daps ls théorie % , lorsgue % est vp srrument de type & : les
R A T b B S N ORI SR - T R Ry : } - D A

7

4'.5“‘3-

@% # ﬁt';.ﬁ%é ¢ sme isent respecti renent
g ; ‘.‘ 2

= o : ‘ ¥ 2
el gue soit T de tyve @*, et F’?z.}. ;zzg%g % de t‘gg & tel guet.
:n»’%

i
rw
Eia

~ Un dit gue \'“sf et 1 sont ﬁ@ﬁ uentificateurs i3 guss
- 5 o A & : {@ Q FE g «:‘; g g ‘ '\Ed:z i e

is plus souvent, on ﬂi?a au début des ra :;.3 mﬁ@&sﬁw gans ls
'thés'ria‘ % . = “*‘"ei’t % un argament de type & R. et lss @";”535
"relation vraie® vsemn’c_ pris dens la suite sm sens de "f'méamsm’
g,, -vraie® ; de néme pour les locutions "R éntz;aiae 5% _ "R eat
éqmva},eﬁte & sﬁ - ’ | '

.é,zz li@u d’aj&u‘ber sux axz.cm% ds la ‘shaar"ae ﬁ vne seule r@.&a &m

_©con u@zzaat un geul argument distinct é@s argamaﬁzm de bese ﬁ,, ‘5 s o0

=

peut copsidérer une ?hem‘z@ % @b‘s@zma en &;;@%2‘2%5 ~3.ni&zwzz@ ‘r@l.&t ns

= i
@ , & ® stc. , checzma dfelics contenant un gavl sﬁg;mm t 1ibre

R S 5 e 2 - ‘5 >
~ %Qn € f(ast ?%@?%@%1@@&%}2? de type C} ", %de type ©

®

-
g é’)
33 i@ &g Ty 25
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e e . , T iR lin st = E e Z - 2 L ,I“z
‘BUX TEUies Que nona venons d'énoncer. On peut en culrs énoncer les

régles corz aspw.,&i%a, aux régles (88), (819) et (v27) :
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: 'm.r.ai;aw In f % 1 ® ; 7 6% ent an g*’am@m di; i:‘z.neé des a?&wﬁzﬁ de &

‘*53

(s“é} ’V ,?* )(z ? JR) est syn@ngme @e {V %“(( 7 % )E} . -

3"5) = %)((3 ;5“53) 93“& syﬁcz;yma s:ie ":ﬁ ,? )((3 % }ﬁ} ’
&n effetg (V %)(EV@» §‘ }E) eat syaeﬁy’“e ::z.e (\f% ;( & ou (V ‘7“’}' :'

_( @’ ou R)) ; comme § ne figure pas ﬁans ; 8lls est ausal .
syncmyme de (v%}(V§ )K 3, ou .i ou f’%} - z:aam ‘ie nbme ra‘waz&f""
zement mcmtre qus {‘v’ %}({ \f o 8 est syﬁeﬁvme de x.\*i'gs } %’ )

(& ou © ou B) ; la& deuz alau@ng sont donc bien synonymes.

(s") (3 }{ \g’;'i%ﬂ»»‘ entraine (%f s‘? M j@%ﬁi‘é

@ 7
En effet, {E ‘(’)( ‘g‘m estl synonyme de

( ® -@% (VN © ou B)), done de (FENUYEN( @ et
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CHAPITRE II (itat 3)
TEEORIE DES HHSEBLES AB8STRAITS

ekl

%1. La relaiion a1 alité et les symboles fonctionmels.

Lg théoric des encenbles ¢ mprénd lrois sortes de rclaiions primiti-
ves ; ellc repose sur trois groupes d‘axiomes ot schémés ¢laxiomes,
_chacun de ces groupes se rapportant ¢ une des trois espoces de relations
primitives de lua thécrie. Hous étudierons dfzbord la théorie partielle
ob on n'introduit cue le premier de ces graapes’d?axioﬁes et schémés

d'sxiomes, celui cul sc rapporte aux relatlions aféralité.

s
€

. Les rolaticns d'éegslité, iHous posonc comne promitre rizle que itassen-

Tele S0 o

bloge Ge sigres cbteru en éorivant deux arpuments guelconguss, llun &

"égale’ ) est une relation

-

gavche lfautre 4 droite du sigme = (vul se 1it
to relantion de cetie natnre est dite relation diépalité.

Un introduit le signe abréviateur # gui sc 1ii

¥

agsorbloge obteoru on éerivant deux aunents, 1furn & gauchs, lfautre &

&

droite de ce signme est une rolation ; en ouitre xXEy ect synonyne de la

t‘ﬂ
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- du chap.I, 83, le mot "vrai" est toujours cmployé cams lc secus de
"yrai dans la théorie de 1'é alitd® v
Proposition 1. Le relaﬁ& x=y ezt égaival@ g2 & y=x .

Substituons succecsivement x ob y & 2 Caue lu relation z=x ; df apréc
le schéma (c1), (z=y) czizafne (z#x ou y=z) ; QOWL X =x est vraiel,
{(x£x ou y=x) est équivalente & y=x (rile (r'12)), conc (rizls

(z'5)), x=y ontraine y=x . Comae ocla gignific que la rclation
(z=y) —» (y=x) ost vraie, en remplagmt euceessivement dans cotie rela-

tion yper z , xpar t , puls z par x et enfic t par v on voit que I=X

Iropgsition 2.- La relation (x=y et y=2) cntramc X=z .

Substituons successivement x et ¥ & v daws lu rclation ufz ; diaprés
lc sehéua (e1), la rclation (z=y) —»(x=2 ou yfz) est vraie ; nais elle
cst synonyre de (xfy ou y#z ou x==z), ot aussi do (x-** t y=z)—> (x=z

En outre, or a le schéma de rolation vraic
(671 ((F|3)r ot §=n)—>((n]§)n)
effet, on vérifie aussitdt que ce schéma est s: yaonyme de
{’jm?‘e ~ (($]§)R = (|5 k)
est fonctionnelle par rapport g}w__ 8i olle est normale, si
1lorcument considéré est libro dans ln velation, et 8l los schémas

s fonctionnelles et s; . Un dit on'une relation

-

JR ., "(H ot (7 % i R’ —=( f-'-'n)" devicnnent des rolations vraiss
on 7 remplace R par la rela.tion corsidérée, f  par l'ercumont
considéré, et 7 par un argument distinet des arroments figurant dens R .

{n convient souvent de dire "il existe un § gt ur seul tel
noncer le schéma "(3 %)B et ((R et

(11S$B) —(S=n))" .
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Jlopris cetie

e o~ c £ - e' - L3 "1" v
Cr Tonpilace 57 T arcanent r o crcetinet aes gutres
. = b

rapport & i ”
arcunencs de B , 1o reistion obucnus cst fbnctlonnclle par repport &

§1'. 51 n est un argupont libre dems R , distinet de ¥ , of i on

rernplace 1 par un srzument 5 Glpt net de 5 et ée § {pois pouvant
déjs figurer dans R comme argunent . Zibre}, 1= relation obtenuc cst

encorc fonctiormelle par rapport & } .

A o : = 7 - = . A‘
53 5 oot une relation noroalo

Gouivalente & une relation B fon

Si %' et libre dans S , lo relation
& ¢  car (n E% )8 est tquivalente

,§ JR , lorsque n est différent des arguments fisurant dans R cu
c : 7

Ln a le schéms de relation vraie _
(R et (7 § € JR) (B et §F =n)

{ par une rolation fonctlonnelle DT Teppor

#

ch
B E08
[

n par un srcument ne figurapt pas dans R .
ik £ < :

Im ePfet, comme R ost fonctionmelle par rapport & £ ,ona
2 7 ¢

(1 ot (n] § JB) —>(§=n) ; done (R ot (n| € )n) —> (Ret § =n).
" D'autre part, d'aprds (e'1), on a (B ot § ~q) —> (n ‘ ? B ;

(R - §-n)->(iet 5?33 £ )R)

relations fo n6b¢cnpvl? es reposc sur le schéms

&

dcms on
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SR S B £ £
Lintilité de
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S % 1 S g 7 e 5
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el = A 3 . S = o
do relation yraie cuand on remplace B par uge

C 2 % - 3 o
il B e - 5
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— a8
Cozme (B ou E) est vraic, (H cu 8) est squivalonte & ((E ou 8)
, .

et (B ou R)) (rdgle r'13)), couc zucsei irdgle {89)) 4 (?{'_ ou

(I ot 8)). IL on zésults gue (¥ : J (H ou 8 oot couivalente
(‘V’ j )(B ov. (R ot 8)) (rc de {(r'18)) ; mais é'apzms le
Z:ema (v24), (V§ )Bou (R et S)) entratne ((V € )R ou
(3 % Y(R et S‘ ), et cetle derridre rolation est équivalente &
(4 ¢ YR ot £), puisque {‘V% R est fausse (ré-le (7112).
Ecmsa £/ %) (R ou 8) entraire (73 % ) (R et 85).

Irversencnt, si 1 cot distirct des argumernts Pigurant dans R
ou dans B {E}‘;"ét 8) est Gguivalente & (R et 5) ot (B on
("; g‘& R on %rff;}), suisque (B ou (g W)’i’%’ ou } = 1) est
T,cm!.’ hypotiiss vrai: (réslo r13)). .eis ((Rot 8) et (Rou

Sk

(n l % JE ou % =n) ost stncnyne de (R et R et §) ou

(& ct (7 !%)}? et 8) ou (R o1 3 et § =n). .zis conme
(R ot B et S) eét fausso (rr ~le (v3)), cette relution cst
équivalcnte & : |

(Rot (n|§)Hets) ou (Rets et ?:ﬁ)

Gr, (L et (7 g%}ﬁ et 8) entraine (7 }% R ; (Ret ool ?zn}
Qn’sroﬁna/ (5 et % =n), donc, @tapris lc schéma (e'1), clle
cotrzine anosl o g § JS . botc iouzn o one guc (R ct 8) cutroine
((n %% B ou (3 ‘% J8) (rézs:;lo {r'7) et transitivité) ; il en
réoulte (riles !rﬁ%) et (r’:'i)) quc (Y n)(3 ? ) (B et 8)

entratne (Y n) (3 % ou ( } ‘f }8). .lais comme 1 ne
firure pos dare (B et v)g (Y ) 3 g R ot S) est éguiv_ai te
= (3 'Z? R et 8) {rizle ¥ 39) , ct de néns, conme % ne figure
pas dans ({n |8 )R ou(n|§)s), (V)25 )(nl§)R ou
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s - = ¥ )(B ot 5) , pourva gue § 2¢ ficurc pas dans S .
efiot, (4 ? )(R et 8) est alors équive lonte 2
((3 % JR ot 8), ot coame (J f IR cot vraic, ((3? )B et 8) es

C¢ouivalsnte &8 § (régle (r113)).

Les schémas (e'3) 4 (e'8) rnous montrent que, lorsque R est fonction-
nelle oo % , llopération ¢ui consiste 4 pusser dlune relation S
{ncfmalag'ei'aﬁ.‘§ a'est pas 1ié), & la relation (E}? ¥R et 8) est

4 if'd¢guiveliscnce prés) permutable avac les 5 opérations fondazentales

L frony T .t = g
R Rsliin b u«br = Uﬁ

culelic reonplace S por une rclatlon oqulvalen+e lors qae,%

£ . Autroment ¢it, ells joulit de pronrletéu tout

o

i?gpération»(n \i )S qni consista a rﬂnPEQCﬁr ]g"

rounent dans S . Clest es gui pcruot G'lﬂtrOuulf - paur

la notation Ges 5xmbolqgffoﬁctionzelsg‘ignt'nousr

allone —zointenant exposer lo zode d'saploi.

A

Iorsguiune relation R est fonetioanelle par rapgort & § , on forae

une ou plusieurs coubinaisons de Sl”xeu, gulon appelle gxnboles

Zoactionocle sttachdés & cotlo relation ; un tol s abole pout étre dars

%
£

chisgue cap loiscé & l'arbitraizc cu mathémetieien, & condition de reo-

noeter la véele suivante ; lc symbols choisi ne doit pas contenir }
st doit contenir tous les arcuments libres et distincts de § ge o

0

7§

B ; il peut érentuellement contenir sussi de

mais daus ce cas, il fsut préc '*ﬁr que

les
dans B ot distinets de % zont ce 4U§CT eppeilers

3 dv symbole fonciionnel, lcs autres étant les
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Gguivalente 4 (R ct

{(n i % JR) est vraie, on voit finalement que S-

(3 7)((a] §I1)) ; cufin, comuo [ 2)

=--fB oot

On a‘ aussi le schéma de relation viaic :
(%9 bis) {;E}gm . A
Bn effet, (£, |§)R ost équivalonte & (4 §)(R et B), done 3
(4 % JR , gui cst vraie par hypothisc.
Sirmalons oncore .2,’3 schémas de relations vraies suivants
(c110) (Y §)s —> (#5158
(ct11) (£ |%)5 —(T§)8 | —

. En ef’fe” commie S entraine 51‘3" 6u 5 (i;ff YS eontratne (Y % ]
(B ou S}, reletion qui est synonyme de (£, % f» )8 ; ée néne
pour (efi1). '

ic schéma suivant, qui est & lz source de 1a mé?h&de de
véeolution dos Gquations conmnue sous lo nomde "méthode de substitution®
] B8 = (B (£5}5)8)
. {;-’;‘E %f:;: )8 est synonyme do (3 §» ) (Ret 5), ot
{R et 5) entrainé (3 % J(R et u) = comms (.R et 8) o R
(R ot §) ontralne (R et (£5]5 )S). Iuve rooment, (r. g% )s
esﬁ. synonyme de (% % ,(E' on &») donc entrain (H ou .;‘} , par
suite (B et {‘fa %% J8) entraine (R ot (Rous)j, qui est
sTnonyne de {(R et B) éu (R ot 8)) ; comme (B ot R) est fausse
{R ot (R ou 5)) eat éguivalento & (B et S}s ce qui acl éﬁ;‘é
Hi i ot B sont toubes &W z ’gz ctionnellcs cn f .

eqm.valer;-»




; - 4-‘4- =
, c77ot, corve ( § -ES oot Gguivalento &3 (..'d.yI' s (0'9),

e v A ¢ efie
'(;B-’-LS} ost ‘quivalente 2 (fa’g)u , ctegt-d-dirc &

{V% MR > $5) ; comue (f =Lo ) est c.quwa].eute & (f&-fR), sllc

est aussi .équiva}_.ente & {Vz )8 —>R) , donc elle est équiva-

lente & (Y ¢ J(R Z2s). Dtautre part, si 1 est un argument

distinct deé srgunents de 8/,5,T - ( 5’ -'q) entraine £B

-

(‘.i"é:f {n ;?)’E) dlapros (e1) ; il en resxlte gue (‘? éfs) entrai-

o (T2 (2. | 5)7), pui (- tne ((£. |5)T
ne (T2 (fg§ : }T} puis que (£, fg} entraine ((£, 1% )T

1

GPU

b
c*¥~

en ¢ éguivalentes, ls relation fo=i. est vraie, et par sul
2 : o -
diaprés (el14), {fﬁ § ¢)T ost équivalente & (fg i% JT pour une rels-

tion quelcongue T ; en raison de ce. fait, on prend souvent le mémﬁ

5 Ex P Sal = 3 o e B q o
symbole foretionnel pour deux relaticns fon ictionnelles Gguivalentes.
-t %iﬁzeﬁg

=3
B

S AR R T
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. Le privecipe des rolations fonctionnell Soit B

i)
)

oy

vne relation

forctionnelle par rapport 4 un argrmernt § ; S une relatior fonction-

nolle par rapport & un argument

, S une relation fonctionnelle

par rapport & un arpumcnt n . Dens ces concitions, on a la récle

suivante, dite principe des relations fonctiomnelles couposées :

le cn 0 .
: ‘ - . ‘
Ex cffet, comme ( 4 1)8 est vrazai-{fﬁ¥ € )3 n)8 est vraie,
‘ = ¢ s 3 > 2 2 > =7
et cetie velations, dtaprds (¢'7) cst éguivalente 2 ( o )
{{fﬁ_;g}ﬁé. De pbue, si T oot un ergusent distinct des arcu-
ments de Ret de 8 , 1a relation (S et ( },g n)8) —=>(n=%)
cst wraic ; il on cst donc de méme de la relation obtenue on
y substituwant £ & ¢ , closi-a-dire, puisgue R ne contient
3 v =
» §oos Y e - -
508 1 3 1: (ip el ot ( Tlnpde 1€ 38)) —>(n=F
pas Y . 48 relation \&fﬁgg}ﬂ eT s }2_1355 ,:3}} >N 5‘
La régle est z2insi démontrée.
Or 2 en outre le schéma suivant
: o § : o = i X
(et15) (e . e 2 (2 | B e |n)T)
ViRig)s ! i : .
wourvu que dancs T , 7 soit libre et gue T no contisnne pas '% {au-
; : . &

cun argunent 1ié dans une des

dans une autre).

trois rclations R,S,T n'étant librs

Si n ne fizurs pos dans R, 1a relation (f@t}ids est fonctionnel-




.

Autrenent ¢it, on obtient deux relations éguivalentes, d'une part on

substitusnt & 1 dans T un symbole fonoctionncl attaché & (e 3‘;)5 .

et d'autre part, en substituant d'abord & n un symbole fonctionnsl

%=

atteché & 5 , puis, dang la relatiorn obtenus, en substituant & § un

symbole fomctionnel attaché & R ; 2ais comme T ne contient pas %
on obtlﬂnt cette dernilre rglatlon en substltuant &an, Gaus T , une
combinaison de szgﬁc@ formée d'un symbole fonctiommel attaché & 3

dans loguel on a vemplacé ¥ par un synbole fonctionrel attaché & H .
>

> s £ A ot AT 3 - 5
on peuvt considirer cette cobinaison de simnes comme

nnel sttaché & ls ”relaﬁi&¢ fonctionnsllc

g,.,;
Q
0]
o=
e
Q
{9
ol
{0y

S
3 e e = o o e
écisnera par le
e e s ey
Lr.' EH e e .;Aufuxv C-q.i.s._h . '.'.'.‘

R o 4 : 3 ; e
fonctionncl depni,

P
i ot B sont toutcs depr cos rela ,1333 fonctionnelles cn 3

1
=1 { z = - )e
=l £ ‘-i} > }fs {fﬁ?.é % )fs/ .
kn effet;'fng - entraine ((f 3)5'@2’(fﬁ,§‘§)s) , done

(Vy }if§=fﬁg}, gui est 6quivalent & f =fB, , puisgue R et B!

no contiennont pas 7 , entrafae (V/ ﬁ)(ff } )8 :f’(fﬁg%%ééﬁ
. = s

gi1% ) cette aeza*ire relation 85¢Aéquival@nt@ 3}

o)

e
Susu?
fady




i

e

o <

Br cifet, il sulflit éc momtrer cue lcs mlat1 ors roncticn-

o5 (fp|§ Xeg {§'s st < a'i%)(fﬂ?)

=

sont 6quive elentes ; or, la prezicre est s jHONGIC ce ( 3 § )

(n

nellcs 20mpost

(R et (3%')(3' et 8)), la seconde synonyme de ( 3"’?')
(R' ot (3 %)(B at 8)), et en vertu de 1l'hypothése, cnacune
dtelles cst synonyme de (4 % ) 3 ?')(B et R' et 5) '

5 relations fonctioggxelles bivnivogues. Un dit qa'u‘ne relation B est

v

bne relation fone ;a,ozme_t.lc biunivoous par rapport & deux arsuments

£, n, ci elle est 4 1a fois fonct s,oancllo paxr rapport & § et

fonctionnelle par ropport &4 n . Dési-noms par fﬁ un syabole fonction-

s

nel sttaché & B , lorsqu'on considtre B conme relation feﬁetiomelle

( » Ve : 4
on % ;OB o alors ie schéne SL‘.lea*’lt 1of cue R cr?, remplacée par une

ke
T e
ne fi-ure pas :

relation dane lajuelle ? n'est pas li
Bgf’éj?z)(( ;%)B)

R 2 (Vn)((fg [£)R)

+

e dénmontrer (el ?}, car (o'18) s'en Lcduz,t en

ap?li uent e"i?) & B . Par dofinition (3 n)((fB ]%)B} est
synonyme de (3 n3( 3 }’-)(B et R), done de (3§)(3n}(B et R),
et comme n ns i‘if;ure pas daas R , elle est aussi synonyme de '

(3 $)Ret (1)B). uais conme (31)B est vraie, (R &

3

(3 n)B) est éguivalente 2 R , d'od la régie.

dans ce raisonnement y on n's pas vtilisé

e
= ¥

On observers gue

. entibdrement ls fait que B soit fonectiomnelle en 3 , nais

i

_seulonont le Tait gue (4 7)3 est vraie..

x4

Bn oubic, aveec les mbmes hypothéses sur B , g1 R ost f nctionnelle

- i 2 = : : . . :
en % : i:’eB ‘3)4 oot fonctionncllie en n , dG'apres le principe des
relations Tonctiomnelles composées ‘puisque cetie relation est symo-

nyne de (3 % )(B ot R), done de (f | | €)B , et gve B ost for tjenﬁel%e-
. : by en 7
. SRS >
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Exenple : La relation d'é-alité. Toute relation d'épalité x=y est

‘foz'zctioz'melle par ra,pport 4 chacun decs deux argunentis i,y, . En effet .
comme y=y ost vreie, il régulic dn sehéma (v11) quo (3 x)(z=y) est
vrzic ; dlautre part, dlaprds les prop.t ot 2, (x-; et x'=y) entmme
x=x! . Nous allons montrer que 1fon peut vrendre comme svmbcle fonctwn-—
nel attaché & cette relation {considérée comme fonctzonnelle en %)
ggmggiigg y . En offet, si x n'est pas 1ié dans R , 1=a rclation

\x)R 37aprés (e'1) ; done ( 3 x)(R st x=¥)

t cotte derni &érc relation est O&.}l“w:?t’é’ i
pris (a1 ), (B et x=y) entraine (y{x)H ,

 ou xfy) ; par smite (V x)(y|x)R emtraine

z e 2 2 2
st équivalcorte & [ 4 z)(B ot z=y) d’aprés

fpi12), On a done prouvé gue {y}x)}‘a est Gouivalente & ( 3 x)

‘R et %=y}, Gonc quion peut prondre y comme symbole fonctionnel

attaché 4 1a relation d'ésalité x=y .

_Lecs reliations fonctionnellcs typigues. LonsiGérons unc tm,or.m, “(3
subordonnée & ls théorie de 1'4-78lité, et dsns laguelles mte:fvmmaeni

un certain nombre d'arguments typiques (ohap.l, §3 ,_noj).‘Si & régt
un argument dc type ® , R unc relatiow nommale dans laguelle §
est 1libre, nmous diron 3?, par cxteunsion, gue R cot une relaticn

£ cm‘ztiomﬁelleﬁ par rzpport & ? dans la théorie (g
$ions Eu\ f& Jh, r(R et (8 %)B) -==->(§-n)” sont G -vrsics

s e A Sl e S £ o
{n d6sicnont vn srcument de mSme type que ¥ ).

[

ag rela-

s o -

Cols posé, on conctate aussitbt que toutes los ragl & relatives
lations fonctionnelles (absolucs) é‘cablies ci-dessus sont

sncorve valsbles pour lzs relations ,"oactlcnn 11’“‘ typlquck, , pourvu

gue : 4° on rem mplace partout les qus mt;f.wateurs 3 \V/ par les
aus irs bypicpes A, v respectivencnt ; 2° dans toutes
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ANa!
L]

les rigles ol intervidrftent lu subotilutios dfun ar-unment & un culrs,
on nc cubstitue jamuis & on arguscnt typiouc gu’un arpuzent de

&

aénc typs.

Un notera que si R est uro rolation forctionrelle par rupport

§ au sens zbsolu, R n'est pas nécessaireaent fonctionnelle par
-~ = £ s -a 7 v o
rapport & % Guns la théorie T , car la rslalicn ( 73 § JR
= ; -
reut 8tre varie sauns gue ( 3&9:§ JR lc soit.

Toutefois, la rolation d%éra’ité § =n cst fonctionnelle par

Q
L)
oy
£os
ey N
(5

srs uns thiorie quslcongus ?f pourva que nfgﬁi

on a vu ci-dessus {‘3

syvzonyme do ( = J{ @ ot % =n), est équivalenic & {n 1 ;
reiation qui est vraie dans la théorie 'ﬁ , 81 n est de méms

&n peut Aussi i définir une relatior fonctionnslle R dzus 1s théorie

G""”\\«:\

, bar rapport & un argument non Lypigue % , en remplacant darns
: : 3

==

ls délfinition ci-Gessus :ij par 1 . Iei encors, toutes lss régles
rclatives aux relations fonctionneliocs absolues s’ét rﬂent sans modi-
fication {=zous la souls réserve celie fois-ée nc substituer & un
argunent typiqae ﬁufuﬁ argument de néme type).

Parmi les relatiansbfcﬁetionnellem typiques, il faut sisnalor par-
2iculiﬁfement les relations R qui sont fonctionnelles pur rapport &

¢ = S e o - T :
an errunent % de tvpe © et dans lsscuclilics, en dehors de %
it S5 ) J 2= - 2 e 2 ¥

o sculs arruments livres (éventuc . s) sont los argumernts de




[

§00

-5 -
£y "'9((3?- ? R —=(y '? JR)) soit un schema de relation
vraic lorsqu' on reaplacc R par une relation nornele dans laqu.elle
% ot y ne sont pas 1ids, ct § par un arruzont guelcongue non
’ l.:ié dans R . uontrer gue, duns lao thiorie de l'é;_;alité, U est

¢ 2. La relation d'appurteaanca

_nanceet rclation dtinelusion. Lo seconde sorte de

]

relation pri.sz;itivsz gue nous introduirons est constituéc par 10@- rala~

tions d'apy sartenance. Un pose comse To-le que l'assemblare Ge sisnes
cbtenu on éerivant deux u:mwmnts quelcongues, 1'un & gache, 1° wtz*e;«a

& droite du sirne € (qm, sc 1it "appartient a") est une "'Cldtl@fl

; toute :«:s:.at:,on de cette zaturc cst dite relation 4°appur-

4esapce. On introduit le signe soréviateur ¢ (gui se 1it "afappertiont

Raid
p
Sep”
»
1)
Y
)
J
>
ot

bout assenblase obtend en ecrivant deux arguncnts, 1lium o

gouche, 'autrs @ droite de co sisnc, ost unc relation ; en outre,
L

1 353

- = |
le schbme §En oo

Synony wc; GO §€‘q._

Lo théoric de l'appartonance est uRs théorzc sans argm;zen ¢e base,

subordonnéc & la théorie ce 1! égalit{z, et d5finie par decux nouveaux
axiomos ct un nouveau schéméd’axiox&e‘. :

Pour énoncer 1es deux axxiomes, cous introduirens un nouvesu signe
cbréviateur, lc sine ¢ tinclusion ¢ (qui se 1it “contenu donsf) :

-

n écmvant éeux arg;zmeuts 1'un & gauche, lfauire

4o ce sifno, est une rolat tion, et lo schéma ‘§ . n  est par

W

Seut gssenbiagrs obtezm
(el

ition synonyme de

; \.\_;f , ; =

(Y5 Ufes > c8p)

23 ar:mo.m . libres de % — 1 sont donc % ot 1 . On introduit
susni le sisne abréviateur ?ﬁ {gui so lit "n'est pas contenu dans’

ile schina % N f“ nt synonyme de %( 7.
: gl 0
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est vraie d'aprds (BE;pp) ; d'autre part, la relation
(Va)zex2 zey) ot (Vallzcx 2 zey')

entraine y=y! d'aprds (e'19)

Dans 1= relation - (Y z)(é c x> zey), los arguments libres sont

"

et y ; nous prondrons comie syabole fonctionnel attuché & celte

=

relat ion ltasgenblase de ci”’nos ?3 (x) - don’c xz est le scul arcunent

3

iibye ; ce swmbolﬂ est fvmm appelé 1 orse*;ble des parbics e X .

Seciet =

En relaiion 'yg X =8t cf; ulvulcz*te 7 v e ;p’ (x) , car lé, relation
(Y sl lyecx 27 ( )) est vraic { § 1), '
Lo rolation X ~— y entraine 2’5 (x) < ¥ (y) , oar clle entraine
b X v—% (‘ac x et %~ 7), clest-a-dire, d'aprés la prop.2, ‘
(v %) >(ucy), ouencore {ue :;ff {x)) =»lue ',}’f (y)) _elle entral
por suite (VY uwlilue P (x) > uce :f(;y},, clest-i-dire Yixic )

ne

et

3

2. Ls vislc Ge Fonctionnaiisation. Le schéma d'axiome de la théorie de

1ioppartonance cst le sulvant :
(62) (y 14 *x)(\v'%)((%eg et H)22 ( ?e"fi))v
ot B doit 8tre remplacé psr une relabion normale, £, g- , par des

4

arcunents &Ls’tlncts non liés da.np R et n par un arspment ne fi surant

pag dans R et distinet de % ot &
De ce schéma, et Ce llaxionme (EII), on déduit que, dans la théorie
ds 1'appartensnce, le schéma (VY § )((? g' et R) =2 ( ? € 1))

o5t un sehéoa do relation fonctiommelle en n , B étant unc rclation

. En c'ffc’u, on veit étabord gue ( 3J n){ \! Y ( C’.,W%

e
}) est vraic dlayrée (c2) ; d'autre part la z'@}.at.._@n

= 1

(V§N(Fen st B2 (Eendet (VEINE };e R)Z2(Fen?
cat équivalente & 7n=n! dfapres {e'19). C'est en raison de ce fait
que 1ic échémw é'ax1cuc (92) cat cnccre apyclb rérle cr fonctlonnaﬂ LS8~

ticn
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H il permet en effet de former une reletion fonctionnelle & partir d'une

»

relation guolconé,ue, Ozz prend comne cyabole fonctionnol attaché & la
relation (V § I ¢ E'c ¢ et R)z ( § € 1)) 1llassenblage de ss.g,nes
[B < ] s log arg uments libzes de cc sy mbolo soat d.onc iles argﬁu

5 J

vnen g libros de R autres gue % et I'arf?ument f . Dans la théorie de

1'appartenance, ls rclation (Y . J(( %6 § et R) 2 (§ € fl))

ast yraie, a:;.*cz'em@nt dit, la relation ( % et R) est &9 i eﬂ ent

-
On en d4duit aussitht que, si B et S sont deoux relations guelcongucs

ensenble E " est une tizéoria subordonnée & 1z théorie de 1! aﬂpu.rueﬂ ance,

ot comportant un arguscnt de basec E . Avec les conventions du chap.Il,
& At = 2

< 5 : o - e
9 3, e¢lle ne compcrte, en dehors dei axiomes ot schdmas dfaxicnmes

do 1 théorie de l'appartensnce, que la donnée d'arguments typigues.
prenicr licu, un cortain nombrc do ces argunents satisfont aux
Mla,tw g obtonuocs pur re;zplz:zcw,eft ic 5- par ces a;gmﬁovz s dans

fg ¢ E ; on les appelle par abréviation argumonts de t?ﬂ'}e E, ou

&lénents générd guns de B (ou cncores e,lu.m:ts arb;x.tr sde E) ;

nous Trendrons pour ces argumeris des zinus culcs latme  FTsBseey

% SRl AT DS e s it oy : - : < o i Y 2 5 S
e plus couvent de zenticnner gque ce sont des arguasnis du i7

S A 95
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Hous sollons en déduire que, dans la théorie des partics de B y 1a

relation Q\f xéL)(P (xéx)} est une relation fonctionnello par

ravport & X (argurent du type 43’ (E)), ¢éguivalente & lu relation
(Vx){(xeE et R) Z(x€X)).

in offet, comne X E cgt vruic, la rolation (Vxe¢EXRZ(xeX))

et éguivalente &

XCE et (¥YxeB)BZZ(xeX))

Cﬂ.

a

Or, nous allons voir gue cetie derniér sst égui alente

((B et Hot a) ou.-f("ﬁ ou H) et )

sont Squivalentes au sens absolu. Or, la seconge est édguivalente &
(B et Ret A) ou (R et B) ou (B et R)
et on veit aisément gue la preniére est équivalente a

(E 6t B) ou (A et R) ou (B et Ret A) ou (B et Ret &)

=i
LD
fr

Enfin, comme (B et H) est équivaiente & ({A et R) ou (B et
A et H)), la proposition est déuntrée.

f‘;«a a ¢tant, pour voir que (Y z¢ E)(R;” (x€X)) est Pounctionncile

par rapport & X darc la théorie ces parties de E , il faut ci_?&bcrd
montrer que ( A X cEXUVzeE(L 2 (XCX}'} est vraie ce qui résul-
te anssitot éc ce gui précide ot du schéna dlaxiore (e2). En
sccond liev, 1= iJLTTLOEV -
(y B> xeX ot (B> xecxt))
(Y =cF)fzec X — 72c%') <covre % - %'




-

ﬁouﬁ 4ir

(}D

lence gui vient d4'ét

tionrel attaché & cette

,‘ 0

Tons gue lu rolation f»oncticsnnelle (V xeE)(R2xeX) est
snue en fonctionnalisant R pur rapport & x . Eo raison de 1'¢ éguiva-

re demontree - on peut prenére comme syiibole fonc-

relation lr'assemblagg ¢e signes gx Y_B;E] .

gu'on remplace (par cbus de larssgse) par _r'}{B] si sucune confusion

=

iest 4 cr aiﬂdre >

rclation R a lieu" . La

%

a~ ° : r 0 7id - > B A
relats o giﬁl c b (éguivalente & gg[R

ce symbole ost appeld '“l'ensemble des X€E of la

relation R est équivalente é, xe _E_}_[B] st 1

tre,
comnc ne i ®est vraie, la relation R —28 est équivalents &
= = -
™ E?’.f 15 rolat Vs B =5 et Oouiwoleont £ ﬁYBT = W o
C dsjmg ., La TEIECIOn L ZZ o BT LGQUITELICHLC & _&L L] = & 10 e
e 3 S = S

Er porbiculier, si R ot B sont toules Ceux vraies

- =
28 de B) ou toutes deux fousses, on 3 | i -
i
i < T o on Lam e S ey m S I £
Cormic xe b est vrsic , pcur toute relation vrale R , on &

foriesh £ : £
Fasloppeinee s e Ty
iR = E it Bl -
e Pty | §

cotte relation
(Y ) (g b

6qul valente

LO0

CL‘!

£

=
U2ie

fis S G ot T A s :
(normale, et Garns laguelle X cst libre), la 1o

e Tt > ’
BT .;.iju;i.f.‘n.:.iic’ &L L

eal

étant, 11 faut ©

rendre E comme s*mbole fonctiozzne}.

_.?

E 2 xcX), ?*r\'m,rcuoncz c;,’shcwd que

synonyme Go -
ou ((xﬁ‘*’ ou x€eX) st (xﬁ‘( ou xX€E)))

& (“?'x)(xﬁh ou x€ L}, c'est-4-dirs & B 7

al

TOUVET Qgue, pour une rcla«tion guelconque S

7 - - o SR
1 X )5 <t Bec %) or ecthc demnicre

Ec X et ), et dlopr s {f:‘iﬁ)
(| XI{X=E et 3) ;

relation cst écuivalente a




o

- 57 <
N C.‘"

= & est done un élézent explicite dp type des parties de E (ou, cozme

on dit encore, unc partis explicite de E), qufon appelle la partie

plcine de & ou lfcnsemble fondsmental du type B

Conio la relation x¢E est fausso, pour toute rclation fausse R

:E}ZR:Z est 6gal & la partie de E od a licu la relation X¢E ; on la

désicne par B , ou simplement § si aucunc confusion n'est possible‘ :

0. est donc un $lément explicite du ‘tme des_parti es de B , gu! on a'f‘*:;,’ ls
1

la portie vide de E ; la relation x€@ sest &guivalente 3 eé"‘ ., donc

£

LS e Sl o ode .~ S iz | L2 5 -4
est fausse - (autremont dit, la relation x¢§ est vraie

2is, donc EcC X ost équivalente & (Ec X et

ot, ells est syncnyme de (V}{}(X%E ou xe X}, c‘*"esto&,adire
d2 Ec X ; la proposition est donc razenée 3 la prop.3

Proposition {5. La relation $< X est vrais.

#n offet, conme x;ég’% est vraie, il en est de méme de la relation

‘f
VX
\

- ¢é¢ ou xe€Xx), domede (VY x)x £ ¢ ou xzeX), qui est synonyme
£t cx ' - ,
Iroposition 6. La relation X o ¢ eat Sguivalente & Xz¢ -

L]
4h]

¥n offet, ;ff C X est vraie, donc X C ¢ est Gguivalontie 4 (g)‘ = K

et T < @), clest-2-dire & Kz¢ dlaprds (En)
o reletion { \?/X'e B) (x!éX) cst éguivslente & X=0 .

e g

c €0 est Tausse, x¢X est équivalente & (x

7
)

i

0y i & - 5 % n A
t par suite (7YxeB)! X X) est équivalents & ( ‘f X éE}
2 g e RE S wp A3 T e & S e & B & .- é 1 o=k
\Ze % 2 zel)  clost-i-cire & X c ¥ - or, cette dernidre re ation est
fan »11"5“ & =0

Corollsize. La *elutz_ cn E#f oot _vrai

e
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in effet, 1le ost'équiv yiente & ( 3 xcE)(xaB) ; or x€E est vraio,
ot elle entraine (3 x€E)(x€E) (dans la théorie des parties de E)
On dédui¥ de ce corollaire gu'on 16 pend “appl.;qv er® ia théoric des

partiss dlun enssmble, en rempla.gazzt ltarcunent de bage £ par un gymbole

fonctiomncl 8 ( "g 1,0° 2) si la relation S:i)q ést vraie dans la théoris

gue lion feletste

Quh
5
(0

; on effet, la théoric que l'on obticmérait ainsi

sersit coptradictoire.
réduite & un élén *fﬁﬂ conpléncntaire d'uns @artie, réunion ot

de deux partiecs. BEn fonctionnalisant par rapport & ¥ la

relation y=x , on obtient une rcl wtion fonctionnelle on un argument X
du typs des parties de E ; nous prendr ons pour sycbole fonctionnel
J% 8 cette :~l@uo:s 1 Wasssmolaf*e de 8i: :,ncs txj , dans legu l :;:-
symbole est a@pelc "ls p arti <3

on y=x oot Gguivalonte 4 ye g‘.g:;, :

Gouivalor t«.,a {x}c:&

(VyeBiy ¢ {x} ou yex)
et come :;gﬁ § x} est Gquivalente yfx , x} c X est évuivalé' %

& {(VyeBigix on yeX) ; come y=x est ~f’c}m:e*(:lc:anelIl_e:z en v , cvi

cus x est un symbole fonctionnel attsché & cette relation, la relation

£ y.eE}(y?‘x ou e X) ect équivalonté a4 xex

Bn affet, la rclati on X e {x% est équivalente & (Y yeE)y gX ou
| 2tost-a-dire & ( V yEE)F£X ou y=x) ; ellc est aussi
Gouivalente & (VY ye E)ngi ou (y;gx et y=x)) , donc elle
entraine la relation ' - :

_‘(\?;:;feﬁf?i:fﬁ}i} ou (H yeBilyex et yx)
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Uais (Y yeu)(yﬁx) ot eauivalente & X=¢ (prop.7), ot comme

y=x est fonctionnelle en y , (3 YEENy€X et w=x) est Squivalonte
£ xeX . c*cst-é-éim a {x}c.{{ {(rrop.9). La reclation X {x}
entraince done (X=;b ou {x}c X) ; mais clle entraine aussi

(¥=¢ ou X §=x}), domc elle entrafne (X=f ou ({x}lcXet X {X?()),
clest-a-dire (3=§ ou X=fx] ) d'aprés (E;;) . »

Réciproguement, comme ¢ < i x} est vraie, (X=¢ ou X= §x} ) est
étﬁuivalenée a {(Xzéj) et éc {x} ) ou Xz{x} ) ; mais - ::z:aé et
g $x} ) entraine X x§§ et X={xl entraine Xc {x}( prop.1),
dons [(¥=f ou X=%}:§ ) ontraine X — {x}.

Er fonctionnalisant par reppors & x la rolati n x¢X , on obtisnt

uns reiation ;.Jnc'taozz,;e?le en un arguanent ¥ du type des partics de E

R

nous prendrons pour symbole fonctionnzl attaché & cette relation

1iassenblage EX dans lequel X est lc seul argument libre, et gui
est appelé le complémentaire do X . La relation xﬁx' est done

éguivalente & z € C o

| Comme les rclations xe€ff ot X¢E sont Squivalentes, on a = Q E
do méme x€E et = £ ¢ sont Squivalentes, donc B= (; ¢

Propo osition 10. Quel quo oot X Lo v
In eifet, lo veletion xé g {[; X) est éguivalente &2 x ¢ E X donc.

tocd

£
frod

a négation de x€X , clest-é-dire & x6X .
En fonctionnaslisant par rapport & x le relation (x€X ou xe¥)
{(rosp. {(xeX et =xec¥)) on obtient une relation fonctionnells en un

argonent Z du type des parties de E ; nous prendrons pour symbole fonec-

tionnel atbaché & cette relation llassemblage X UY (resp. T NY) ;

5t ¥ sont les arguments libres, et gqui est appelé

=
io véunion doc X et Y {r@sm l?im;ersection de X et ¥). La relation

- =

donc éguiv }.m e 8 Te XY

TN
4
LES)
o
@)
o
LS
¥
()

-l
SNt
*'?&
()
{n

k)
@

k’
Q)
&4
(6]
et
w
Q)
Ve
\_.e
W
]
d.
i
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Proposition 11. los relations suivantes sont vraies :

(1) 3 Uz

— XNX=X
(2) Uy - XN Cx)zgy'
(3) Tud-xE XNE =X
(4) ¥UE-E > @ x0d
ous laisgons au lectour les démonstrations, qui sont inmédicten.

Provoscition 12. Les wvelations guiventes sont vrales @
(s) XUY =Y UX INY =¥IN%K
(/ 2 : £5 . - 2 XﬂYCL__, ﬂ
(5 . X xlly [ (xN1)=(] DUl )
- tecuvn=qgongn ;5 —"
~ 2 3 e j - 26 - o Y
Démontrons par exemple lsa premicre elatloz- (7). La z*elatz. n

5 xe i U¥Y ; dﬂﬁv elle est synoryme de

b

d
la néeation de (x€X ou an’-.‘Y}, clest-a-dire de ('s?e;ré}i et A,g‘f)
coms x¢ X est synonyme de x CL X Aé‘? synonyze de X & f 5

ig relation est dénonitrée. lious 1ai lesons iscs sutres déuons trations

Proposition 13. Les relations -
Xy bre s woy-t |, E0 0X

sont éguivalentes.

‘La, relation XC ¥ est Cquivalentc & (“?iXé'E){X"éX ou x€eEY),
done & (VY xéE}‘{xﬁ g ¥ _oﬁ X € ﬁ X), &est‘-é,;—dire 4 C Y - C X .
Pour montrer gue Xc Y oot éguivalente & X U Y=Y , remarguous gue
ot Y 1Y)
dlapres (EII} , donc & X UYgY , puisque Y X QY est vraie

"D

celbte dernidre relation Coi; mum%l@rta 2} &XUYCY

(prop 12). Or 1z relation XU Ve ¥ est synonyme de
.,,fv ; 2 - ’ g - = 1 :
{\, x e B)({ :fGLA et xgé’il’) ou xe¥Y), donc éguivalenie & (VYxek)
§

x¢dX ou =xé€ Y) Orn. démontre de méne que X Y est éguivalente &

ENY =X

©




12, Lecs rolalbiols

pogitior

4
Xa¥ -3 = , Ac [ X

gsont écguivalentes.

Fn effet, XNY=f est équivalonte & ( YV xeE}x¢X on x¢Y) donc
{ Y xeB)(x¢X ou x€ l: Yj, Clec - aite A Ec 6 Y : on montre

o mémo que X N Y=¢ est équivalent;a 8 Yo {; X .

Par d4Ffinition, la relation "X et T se rencontrent” est synonyme

o —~ S % y A= - % $o 3 =
Proposition 15, Les relations

sont éguivalentes.
? " Démonstration analogue a celle ‘de la prop.i4.
Proposition 15. Les relstions suivaates sont vraies :
(c7 tulioa b Ive XA NZ=ENT) Az
(9) x.u@Enz=GEUINEUZ), INE 2=EAV)UENZ) .

e méne XU Y

Hous laissons au lscteur 1g démcnstru,tlon‘ Les rela:tlo g (8) pormet-
ent éiderire X UY U Z (roop. Y7 ag_ lieu de (XU Y) U Z
caite = ¥ 0 ’x’u 7 f(resp. XA Y N7)

(s

i
st appeié la réunion (resp. 1l'inte rsection) de X,Yet Z . On écri
- (resp. Xf"\ ﬂZﬂT) pour (‘{UY 2 U T
. ,

ginsi de sulte .

!
LR
)
3
M
iy
el
®) (:
L\

Proposition 16. La‘ rolation Xc Y entraine leg relations

(xeX)—>(xec?) sntraine (xeX ou xe€Z)— (xe¥ ou XEZ)
dope (¢ zeB)((xeX) »>(xeY)) entraine (VY e B)({xecXon X€Z)—=
s {xeY ou xe%)). Dénmonstration smalosue pour la velation
X807 c X0
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Proposition 17. La relation (Zc X et Zc< Y) est Gouivalente &

Zc XNy

Le dénonstration est immédiats. ,

Lo symbole fonctionnel composéd {x ju {v} - (aui a un senp cans
culon soit obligé de préciser dans guel ordre on substitue {x_}
et {y} @Y dans XUY , dlaprds le schéma (o!16 bie)) se note aussi
gxgy} pour abrérer ; de mbame {x} U‘{y} U {z} se note {;*z,-y;,zz
et ainsi de suite. D'aprds (1), on a {x,x% == d’aprﬂs (5), on a
gz.y} th} On dit gue S ,y} est la partie formée de x ot de ¥
et de méme pour {x,ygz}. et les symboles fonctiomnels analogues conte-
nant plus de troie arguments.. | } ,.

Bemargue. Considérons un synmbole fonm“{:mnnol que nous désignerons

par e;b , cbtenu en “coz:zposa:gt“ { g '2,\.,1& 3) vn certain nombre de fois
les symboles 53 y U, N dans un ordre déterminé, & partir
d'arpumonts X,Y,Z,..., du typ (}f () (par exemple,
X1 gJ (Y U(z N f X)) est un tel .sy:n'bc)le), Si on considdre le syubole
( <p obtenu en composant E avec CP ; il résulte des mluﬁioﬁq ("7}‘
ot ds 1a Drop. 10 ( appllquees de procbe, en proche)} que C CP est égal
aaf. s‘vr:a.bole fonctionnel <,P obtenu en remplagant dans la suite des
symboles mnctzor:nol; dont 16 “co’:xpo ition" donns ¢ 2 chg.que Slg}’l%
U par N ot v::.ce»verpa, puis en remplacant X, Y Z,... par
2 g {‘ Z,... rospectivenent dans le s*m’oole ainsi obtoanu, Le
ymbole (; est dit dual de <§> {clest ainsi que ie dusal de liexemple
choisi est }!: Ug (f"! .f}‘(g Z UF (f; X)) ). Om pea d?az.llew's
grice aux z‘e?atwna (7), remplacer tomours un symbole @ par un.

syubole égal dans .Lccsuﬂl les sis nes [, ne Dortem: gue sur les arzumen

.__-J

alors dans le symbole dual, onm remplacera. rpartout E ( E x), b(g ¥,

par X,¥,..., reppectivement (ece qui ionne um smbole egal}
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dans notre exesple, on reaplace ¢ par Xﬂ((CY}ﬂ((ﬂZ)U ), ¢! par

([muueEaln).

Soient maintenant deux symboles fonctionnels ¢ , V¥ (o4 les signes

e

C"’)

ne pmt@nt gue sur les arrmmn‘tg) tels que la relation (fi) =

o
{rosp. M/:/% soit vraie ; alors la relation C@: C"*}) (resp.

= C 5? ) est vraic (12 seconde en vertu de la prop.15) ; il en

2 , 2 } = - = - » S
résulte que Cf? = % / {resp-. Nl qb ) es“t vraie ; si, dans cette
- relation, on rerplace Aﬁ Z,... par 32 X, ‘f (;.Z,: ... &L vVice-versa,

on obtient encore une relation vz'aie, Q.lta duale de la relation ’J?:v -
(resp. @ = Y ). Le lecteur vérifiecra sans peinc gue toutes les rela-
tions affectdées ci-dessus d'un méme ruméro sont duales l'une de l'autre.

5. Théorie des parties d'un Joaﬂ-snsemale On a souvent & considerer une

the&me subordonnée & la theorm d@-s partics d'un ensemble E , la
?-“h\,orie des parties d'un souweuse:;hlﬂ A ce E" | E.Ll" comporie dem _'

argunents de base, E ot A , et (crn dchors des axiomes st schléass

dlaxionmes de la théorie de 1lape: r‘ter«mce) un nouvel axione > AC,_ 5 .
C:‘étte théorie dst subordonnée & lz feis & la théorie des parties'. ae }s
ct & la théoric ces parties de A ; elle comporte donc comic arngzea%s
typiques les éléments génériques de E et ceux de A, les s parties généri-
gues de E ot celles de & . Un notera gue si xest un élénent géaemqué_'

de A , la relation x€A entraine z€F puisgue AcC E est vrais,

donc x€E est vraie ; de mbme, si ) est une partie générigue de 4 ,
is
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Il on résulte que si, par excmple, B ¢st une relatiom yraie dans

ia théorie des parties du sous-enscnmble A , et ne conticnt qu'un ssul

O
!,.ma

ément pénéricuc x do A , la relation x'€ A —> (x'|x)R est vraie

pj

lane la théoric Ges parties de.E s X! étant un ¢lComont giénlrique de E
en effet, (\/ x€A)R est alors vraiéa done aussi (Y xteE)x ¢ A ocu
(x’lx)ﬁ) , et par suite amssi (x'fi‘_A ou (x'l x)R)
En d'autres termes, on peut s'abstenir de comsidCrer la "théorie
des parties dtun saus»ensem"ble de E ", e’c traduire toutes les
propositions de cette théorie en propositions de la théorie des
partics de E , o A est simplement considéré comme une partie
générigue de E . Toutefois, il sst souvent commods d'utiliser

1 £

ic }.am-a{; de cette théorie, notamment quand on li%applique? en

0g

v remplacant A par un anncl fonctionnel dans une théorie subor-
# - s “ 3 <l 3 - * -n B o

Gonnée & 1la théorie des parties de E , et ol 1la relation guion

cbtient en remplacant A par ce mﬁeol@ dens ACE est vrale.

On notera que dans la théoris des partlas du sous-ensemble A
de E , on a ¢A:¢E ; en gaff'et, s0it x un é1ément générique de E ;
pour un argument générique y de A , la relation ye;ﬁA éguivaut
dans 1o théoric des partiss du sous-ocnsezble A , & 3¢A ; par

‘suite xEA entraine ({x ¢ A) 2 (x 6¢A)). On déduit aisémeht

de cette proposition ue X €A entra_ﬁe ¢ ou cnﬂore que
4 A 2
(g 2 5

%‘f}, c | A conme afawf’fﬂ part Q}Af; A est vra ie, on a
IL > 4 Fa
£ 4 > - & ~ o= v
0. c (AN A)=90., : comme 1lg relation XC 9. é&guivaut a 4{=§z;; 5
~E ‘b i : E < _ FE e
cn & bien ¢ — 4
= £ B

On en concint gu'on ne peut "appliquer” la théorie des parties

B : =) DT C SRR ] 4 s
dtun sous-cnsemble A de B (clest-a-dire remplacer A par un
X 3 o = < e o o e - 2 - -~ o i SR
symbole fonctionnel j}_{ tel gue T, E soit vraie) =i 1la rels-
' &
£ 72
A i 4 = e e T 13 25
tiem £, = 0., est vraie (dans la théorie ol on Tappligue®
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la thdoric des portice du sous-cugcable 4) ; car on obliencrzit

1o

=

'

s une thgorﬁe contr&dlct01re puisqgue Af¢A est vraie, et par

Z

suite A#f, dans la théoris des partics du sous-cnsemble A
(c: 1 3 cor. de la prop.?)

Sxercices.- 1) liontrer que la relation ( Y X< E)(xeX »>yeX)

est équivalente & =x=y .

o TanEiime Ty 2 : o ;- = ;» S Sy = T = < = 25
of R doit etre remplacé par une relation normale, § Dbar un argu
ment non 1ié dans B , 1 par un argument ne figurant pas dans R et
st S e T Dans ceti thé s 1 i ( e vy = r e %y
Gisvincy ce | . Dans cette thecrie, lec schéma y SAB 22 ( cen;)
&

est un schéma de relation foncticnnelle en . En particulier, soit

54 un symbole fenctionnel atiz cré & la relation fonctionnelle
(cr 7 (Y z)(:%:;if:x = x-7) ; mentrer que la relation Q, Q,

o £

: 6guivalente & SLeSL dans la- théoric conpidérée, et gus par

l‘v‘
cZ'

e

_suitc cotte théoric ost contradictoire.

o

4 ) Dans la théorie de 1l'epparterance, on désigne par ¢u e
symbole fonctionnel attaché & la relation fonctiomnelle (en ¥)

}{(xe‘u & *xgu) = (xey),. iontrer que ¢u=¢v' Ve_st

of ‘_-‘(-
N

5. Prodult de deux ensenmbles,.

Lan

Y. Lo relation de couplage. Introduisons maintenant la troisiéme sorte de

vzlation primitive de la théorie des ensembles, les relations de

ol

- : e S = %
couplare. Par définition, en remplacent % , 7 , 3 par trois argu-

est unc relstion prizitive,

- ¢’ toute relation obitsnue de cette menidre est dite relstion de cocupliage.
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La théorie du coupla“e est une théorie sans argumeat de base, subor-

donnée a la_thaorie de 1'appartenance, et définis par gualre nouveaux
axiomes. Les deux premiers sont :
- b <
(Bry) (V¥ x,y)( 3 2)(|e)
X i :
{Ev) (\7 A;y;zya )k { ! ) }Z!}} ““?{zzz!}}
Ces docux premiers axioacs_s'intcrp Stont auesit8t dé 1la asnidre

suivante : ils cxprizeat gue dans la théorie du couplace, la relatioa

b4

]

b 4 . -
,(y,gz) est fQECthﬁﬁ@llé en z . On prend pour symbole. foncti cnnel de

cette relation 1'a emglt ¢e siznes (x,y), qu'on ap;ello,couplé

»
4

formé de x et de v ; 1la relatiorn do couplage {;}z) est donc Saquiva-
s

lente &4 z=(x,y), ce qui nous dispensera désormais g'éerire la
relation (ilz) ‘

le troisiéme axiome de la théorie est :
(1) (¥ x,7,5,7 0((5,7)=(z1, 7)) >(z=x' ot 3=3'))

Comme la relation (x=x' et y=y') cntrainc (x,7)=(x',7') ( §1),

on voitVQue, dans la théorie du couplage, la relation (z,y)=(x!',y')

est éguivalente & (x=x' ot 7=y') .
'ilEnfin, on a pour dernier_éxioﬁe .
(Byrr ) (V u,v) 3 w)( ¥V 2)(( 3 x,y){zeusct yev st
z=(x,7))) = (z €w)) v
De cet axiome, on déduit gue, dans la théoric du coupiag&, 1z

relation (VY z)((( 3 x,y)zeuv et yev ct z=(x,7))) 2 (z ew)) est

Ea)

“onctionnelle cn w , en vertu du schéma {c'ty) - les srgumcnts libr es
: s 5

5

e est

c*f*
L]

(U

relation etant w ¢t v , nous prendrons comnc symbole fonction-

;.i.')
S

nel gui 1lvi est stlachs 1'aSSeﬁblage'd6 sicnes uxv qgu'on appelle

1o produit de u et de v . La relation zeu %xv est donc équivalente 3

{ 2 x,y)lxeu et yev ot 7=(%,7)).
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Propogition 1. La relation (x,y)eaxv est éguivalente & (xeu et

yEV)
En offet, elle est équivalente & (d x',y')(x'su et y'e v ot
(x,y)=(x',5")) ; dtaprds (E,;), elle est donc équivalente &
(A x,7')(x'eun et y'e v et x=x' et y=y') ou encore &
((3 x)(x'eu et x=x') ot (3 7')3y'ev et y=y')) ; mais (‘5?‘1,,3304;

-,

{ 3 x')(x'eu et x=x') est équivaleate & x€u , et do méme

aiy

Ay )y'e v et y=y') est éguivalents & y<v .

Proposition 2. La relation (uc ' et v —v!) entratne u xv - _aﬁ xvl.

Sguivalcnte

e

1z relation vxveu'x7r! est

(’)

-
67
(54

@)

lre

p;

(V z)(z ¢ uxv ou zeu'xv!), clost-a-
(Y z}((‘vfxgy)(xﬁ a ou yf v ou Z#(x,y)) ou (Jxyizxen' ot
375 v? et z=(x,y))). Ur, cette relation est entrainée par

v z)(“g’x,y)(x# u ou 'yjé*{r ou. ﬁé( 2, %) ot (xecu' ot yev! ot z-!'x, 73)
qui est éguivalente & } '
: "\"z)(\/x,,f)((xﬁa ou y¢v ou z#(x,y) ou Ae‘u’) et (x%u on y¢v ou
zF(x,7) ou yev') et (xfgu ou y¢v ou zE(x,y) ou z=(x,y)))

Cozme {(x¢u ou y;év ou z#(x,y) ou z=(x,y)) est vraie, 1a rela.é
tion précédente est donc entrainée par '

() z){\ylx,y}((xéu ou xeu') et H*%v ou yev'))

gui est équivalente & ((Yx)(xdu ou xau‘) et (\f/y(y?v ou yev')}
clest-b-dire & (uc u' et vcv')

Ls théorie du produitb de Zeux ensembles. La "théorie du produit de deux

3

nsembles E.F" est uns théoris subordonnés & la théoric du couplage,
b7 S tg

el e e : - i T ; : s -
et comportant desux srgumenis (e base E.F . Avec les conventions du

ny

i Ly e =t 2 et :
Gue 4 00fneg OF SrSUNets Uy %J,L './..\J::: 3
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des arpumonts x,x',.. de type E , 'des'arguménts Y,¥',:- do iype P
des arguments z,z!',.., :de type EXF (c'est-a-dire satisfeisant aux
relations obtenues en remplagant § par ces arpuments dans § € ExF)
et onfin des arguments X,X',.. (resp. Y,¥,..; 2,2'...) du type
P(B) (resp. X(F), K (ExF)). La théorie Gu produit de E et F est
donec gubordonnées aux “ha,om_es des partics de B P ot ExP . _

Avec ces conventions, notons tout d'abord gue la. relation (x, v)g BAF

est vraie, car elle est éguivale ente & (3 = xeE)( J yeP){x,7v)= !3,) 2730

En second lieu, la relation ( 3 Je '-?)(‘_zr-*(:.c,y)) est fonctiomnelle en X.

. 1s relation ( 3 *{em)( d yer F){z=(x,7)) est _s';monyzﬂe_dé

[ A x 3zl ot e P of z:(x,‘y)); dénc équivalente & lze joi e F. -

ie. D?au%:"m part la raiasicn . | ‘

}(Zm'{x,y)} ot (j ve F){z (x* 33))) est equlvalentc i

}‘(zz{:»;g;;}}- ‘et (3 7 e—;F)(zr-(xf,y‘ ), done 3 5, -

= j,el“‘)(}}; v1e F)lz=(x,y) et z=(x!,y')) ; come (z-(x, ) et z~x§",,:s: )
(=, v=(x! 31) : clls entx' ine (x=x' et vz;;-") d'aprés {E‘;ﬁ}g

et par suite c‘xe» entraine x=x! }v oo ((3 ye F)(z (x ,,r_)) et

( 3 yeF)z=(x',7))) entraine ( JyeF)( T y'eF)x=x') , clest-a-

dire x=xf . : - v .

Ur démontre de la méme aamere que ( 3 xéE)(z—(x,y)) est

‘f’_s
MU

@;1&%1031131@ en. y Cn prend comme ,,s;C;rx;'x‘boleu ;onctwnnols resnoet

de ces doux rolatio ons. pr,(z) et pr, (:'z.) : 1a relatlon x—nrﬁiz) ost

donc éguivalente & "'% eF)(z (z,y)) la relation ,;r;=pr2(z) c-z@;?.i’vw

lente & (3 xeEB)z=(x,7)) ; Pa,ssem:slagge T, {z) (resp. prs(z))

s'grpelle premidre @?z;:}ec@ian de z (resp. Seconde projection de z) ou

(resp. seconde cmrdo:mea de z . 11 est immédist

gue les relations x=pr;((x,y)) et y=pr, ((X;y)) sont vraies. Dlavtre

part, la relation z=(x,y) est équivalente & (z=pr, (z; et . v=pr (=




e

- by -

En effet, (z=pr,(z) ot y:prz(z)) cst équivanlente &

((Ryre F}\z—g,y' }) et (‘ 3 xt € B)(z=(x! s¥))), donec &

(3 xe B} 3 y'e F)(e=(x,y') et z=(x',7)). Or (z=(x,y') et

z=(x',y)) entraine (x,y')=(x',y), donc {==x! et y=y') dlapzds

(Byp) ; par suite (z=(x,7') et z=(x',y)) entraime z=(x,y) ,

done (x=pix3(z) et yzp_rg(z)) sntraine (3 xte B)(3 y?aF)

(2=(x,y)) qui est synonyme de z=(x,y). Béciproguement, z=(x,y) v

entreine ([ 4 xcE)lz—(x,7)) ot (] ye’ﬁ‘)(zz(x,y)}’ done

{:f:=z>:fz;,(_ z) ot ypr(z)) '
On en conclut que la rslation z=( (pry(2),1 P, {z)) ost vraic.

Dans 1la théoric Gu produit ExXF , 3 unc relation (normale) guclcon-

guc R dans laguelle X et y ne sont pas liés, on peut faire correspc J.fi S
5 o t - 2
ia relastion {p.,ai(z}%x}{prz( ); Y)R ; on a les schénmas de relation vraie

(et26) (3 xeB)(J yeF)R 22 ( 3 z <k xF)(pr, (Z)i pr,(z)7IR
(e121) (V zeB) (VY veFBRZ (Y z¢ ExF)(pt" (2)} (prg(z)}y)ﬂ

pourvy gue 2z ne soit pas libre dans R .

En effet, (prﬁz)]x)(prg(z)'\yxi est équ.ivalente a
(3 zeE) 3 ye F)(X=Pr1 (z) ot yzpra(z) et R) , done &
( 3 xeB)( J yeFP)(z=(x,y) et R) . Comme z n'est pas libre dans

e

, on voit gue | E z‘eEXF)(;)I',‘(z)‘_z‘)(pfe(z)‘y)ﬁ est éguiva-
lente & ( J xeB)( 3 yeF)(Ret ( 3 ‘z'e Bx Pilz=(x.v))) ; mais
dans la théorie du produit ExF , ( 3 zeExF)(z=(x,7)) est
vraie ; d'od le schéma (e'20). Le schéma (e'21 ) slen déduit

2 Lo Y £ ) 2 -
en applicuant (e'20; & B .

R e T e A & o S =
On =n coneivt gue si B entraine S et si z n'est pas 1ibrx B
= = - Sl / % Sereto 5 ,_‘,,‘Q 2 - 7 v R py
T o= 5 (o i ﬁ};ﬁzz‘z;ga B ecutraine (ifﬁg.is)%:»;}{&m@ -
€ o~
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La thiorie du produit EXF permet ainsi de traduire en guclque sorte

toute relation vraic contenant x et ¥y, nzis ne eontenant pes z , en

une relation vraie ne contenant plus x et y , mais conterant z
Inversement, & une rolation'ﬁ dans laguelle z n'est_?as 1ié, on psut

faire correspondre le relation ((x,3 )lz)R : on a cette fois les

elation vraic

(c22) (J3zeixPR 2 (J xe8)( 3 yeF)(x,7)|2)R

(e'23) (VY z6€BAFIR 2 (Y xeB)( Y ye F)(x,y)|2)R

pourvu que X ni y noc soiernt libres dans R .

9]
(@)
iy
19}
il
‘l.
e}
[
(4]
=

4

Nous laissons su locteur le soin de démontrer ces schemas,
. ~ par un raisonuement analcguc & celui fait pour (e'20).
Remarquons enfin'gue la relation ((x’,y’)}z)prq(z)fx)(prz(z}iy)R
est gquivalente & (x'Xx)(ﬁ"y)((X’,y’ &Z)B , o1 que 1a relation
{931(z}}x)(pré(z)\y((x,y)gz)B est équivalente &
(pr, (2') |x)(pr, (2! ) \7)(z"|2)R . |
En effet, (pr, (z)‘x)(?r (z)}y)R cst éguivaleznte &
(d xeE) T yeF)z=(x,3) et R)
done ((x!,y! lg)(Pr1(z)‘x)(pr2(z),y)B est 6gnivalente &
(3xeE)( T ye F)(x',3")=(x,y) et ((x',5')|2)R)
_lals cozme (x! y')=(x,y) cst ¢ 4u1valontu g8 (== et v'—7) .
la relation ((x'v‘)!z)(nrﬁtz)\x)(pr2(z)}V)R est 8quivalcnte
((AxeB)x'=x et (IyeF)(y'=y et ((x',7')|2)R)) ,
ce qui démontro la preniére régle ; 1o lecteur établira de
néne la seconds. ‘
Considérons la relation ( 3 7eF)((x,7)e Z), et fonctionnalisons-15
par rapport & X ; nous prendrons conme symbole fonctionnel atiaché

a cettc relation l’assembiage or, %), appelé premidre projection de

% ; 1a relation xepry(Z) est donc équivalente & (Aye M) {{x,y)eZ)




~ g

On prendra de méze .prz(Z) (secondo projection de Z) comme symbols
fonctionnel a‘ttaché' & la relation obicnue en fonctionnaligent par

rapport & § la relation ( 3 = GE)({ny)éz)

Hotons enfin que, d'aprds la proposition 2, la relation
XxYc— ExF est vraie dans ls théorie du produit EXF ..

Proposition 3. La reiation X X Y= est équivalente & (= ou Y=0) .

onte & (Y z2eExFP)zgXAY), donc

f ‘o
a]
o
e
et
D
Pt
(o]
P
%
e
Il
b
0]
m
ol
A
W2
<
l—.Jo
«f
£
=
O

Glaprds le schéma (ef23), & (V zxea)(V yeFP)((x,y) X »Y) ; dlapris

e 4 — : o N £ 5 o = = e by
is prop.i, la relation (x,y)¢€X %Y ost éguivalenie 4 {= x¢X ou y£Y)
= = ; = TH S 7N Ay - =/ < SNF o aous
done X AY=0D est éguivalente & ({ ! bie :423}(2{;3 £} on (N yeriiivedl),
f ¢ :
5 o s s “ A = =
cfest-i-dire & (X=f ou ¥=¢) .

«:-waamx,:{*r_ 4. Lz relation ZxY c L1A Y'! esi éguivalente 2}

(£x7=p ou (XX ot YCYV)).

En offet, X »Y c X' x¥' est équivalento & (V zeE xF)(zdXxY ou
s’:;f:?X"}«iY’), (101'@(:-, dap“qs{(ﬁb; & .-

(Y zeE)( \“7/ "yéF)((jcséX ou ?;éY} ou {X exl et ye ¥t))

Par 'suité«zsl elle est équivalente & ; v '

(VxecENVyeP)(x¢Xouy¢Y ou xeX') et (\‘/xe )(Vyc F)(Xgﬁk
‘ou y¢Y ou yell) ‘ '
or, 1a rolation (‘gz’ xuz.)(\z/vc B)¢ }:?X ov,_ y¢Y ou xe}i?) est

éguivalente & {(‘“"y E)(xg}f ou xeX!) ou (Vye Py éY};g c’es*«a,u

d100 2 (XX onY=f) ; dembme (7xeu)VyeF)(xgX ou ,é
o yeY'!) oot éguivalonte &8 (Y V' ou ¥=p). Dorc. XAY o K AT
oun ¥=f) et (I ¥' ov :{:gé}} -
YY) ou {(Xc X' et X=f) ou

{“’fc:"f' et i’-¢) on (}L.-g) ot Y=§)). Liais (§ 1,prop.5) X=0

ek
m
"&
o
t«u
&
W
£
£
el
!"ﬁ
Y3
ol
)
ch

entraine Xc X' , donc (X=f et XcZX') est équivalente & Z=p
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de mbie (Y=j!) et Y Y') est Sguivalente 4 Y=¢ ; enfin (X=p ou

7= ou (X=f et 'sté}) est écuivalente 4 (X=f ou Y=p), clest-a-

d.irev g XA f—-gﬁ a'aprcs la prop.3 ; ce gui aschive ls démonstration.

Proposition 5. La relation (X=p ou ¥ iD) est équivalente & pr,(XxY)=X.

-

_uoi’;ons dlabord gue la relation xé€ Ty (X XY) oot Gauivalente

o

{d7eFi)l(x,y)e XxY , donc, daprds la prop.2, & (A yef)xeX ot
,;;-aY}, et par suite 4 {xe Xt of [ } ve¢FP)(y€Y)). Or, la relation

{ 5 yeF 3( €Y) est 4quivalente & Y#P ; cone la relation

£ ¥ i‘));g ou encore & (VX@E‘)((X

b
[
bt
Nt
N
#
TR
O
S
N
e
";'\
#4
G)
“R
v
'Ll’
[

reX) et ‘{xéX ou Y##)) ; comue (XEX ou x€X) est vraic, elle
S 13

eussi éguivalente & (Y zeB)(xz¢X ou Y#§), clest-d-dire &

JxéX) ou Y#)) ; comme (\9’ eE;(xéX) est équivaiont 2

)
%=$, la proposition sst démontrée.

Proposition 6. La relation Zc pri(z)xprz(z) est vraie .
11 faut monirer gue z€2Z entraine 2 e@q(Z) # prziz') ; la proposi-
ticn sera donc 6tablie si on ddnontrs que (x,y)é€ Z entraine

%,7)epr, (Z)x pryl(2) . Oz, (x,7)€ % entraine (3F yeP){x,y) e"‘_Z'}

2
N

ctest-s-dire xepr,(Z) ; de méme (x,y)€Z entraine yeyrﬁ(z} :
bone (x,y)€Z entraibe {(xepr (Z)) et fvem' LZ)},, qui est

&quivalente & (x,7)e pr, {Z};ﬁpr?(z} d'aprds la prop.1 .

Proposition 7. Les fucwtion.. saxv antes sonbt yvraics

) (XAY)U(X x Yk-(wxv)x'x' .
(2} . GxDnxiay )= (}mm X(¥ay'; .
o dimonstrations an lecteur.




quolcongus, ne éontenant pas llarguront z . La rela 2tion
(VxeR)(Vyer)RZ ((x,7)€2)

est fonctionnelle par répport & 1'srzument Z du type QJ’(E;<F) s

car elle est &quivalente & (Y zeR xF)((pr1z§x)(przzl:}?)B = (ze2)).

Bi Ep est un syrbole fonctionnel attache & cotte relation (symbole

dans lequel x ni ¥y ne sont plus arguments libres), 1z releation R est

. OCn dit que E_ est la partic de EXF

Sguivalente & (x,y)e &

=R -
-
d¢linic par R ; si R entraine 8 (resp. est Saonivalente & S8) la rvela-
tion E% ES {resp. LR = E _) est vraie. Lorsquc R ne contient pas

disrguments libres autres Qun z et y (gui d'zillcurs peuvent ou ncn
firuret dans R) , ga ne contient aucun argument libre, autrement dit,

clost nne partie explicite de EXIP .

Exercices. ?}‘Qontrer que la relation (X;ﬂY;X':«Y'} est
éguivalente & (X:xYﬁ¢_ ou (C=X! et Y=Y!)).
2) dontrer que la relation
[ xxD)=(([ )= F)U xx ([ 1))
est vraie. . ,
3) Lontrer que la relétion pr1(Z{}(X>cF))z(pr1(z))f\X
est vrais '

5 4. Fonctions.

1. uOﬁVéﬁtlonS de langare. A l'exception d'un dernicr axioze {EVIEI) qul
sera énoncé dans le paragraphe 5 , nous 2rons maintenant énunméré tous
s axiomes ot schémas d'axiomes qui définissont la théorie des
cngembles, et nous en avons tiré les premiéres conséguences. Pcur}
noursuivre liexposé de la thdéorie, nous nous pernetirouns uasoz¢@ B

diatténuer la rigidité du langage que nous utiliserons, le Lecncvr

P
202

£

nt en mesure de rétablir sans d.fTiculté le langage correct s'i

i
>8]

tw‘*iw-'.

= le
dégive.
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De Tagon générale, nous nous efforcerons de noﬁs rapprocher peu & peu
du langage %ontologigue® (ef. Introduction) qui sera employé dans tous
le reste du Traité. Plus préclsemeni -
19 Au llou de dire C&pllClﬁOmeﬂt qu'uns rplatlcn R est vrals, nous
nous bornerons souvent 4 dlre : on a H“, ou gimplement & énonecer ia

relation B {notamment dans les “pr09051tlons?)

© Ay lien des signes (?J:eﬁd, (3 yr’E)g nouns écrirons désormais

le pius souvent : "quel que soit X €ET . “il exiote xe B tel auel -
au lieu de ﬁgael que soit x€k" |, nous dirons souvent "pour tout xe& E?,
ou “guand x parcourt B" ; nous nous rermetirons méme parfois, lorsqgu!
sucune ambizuité u'en résultera, d'écrire "R pour tout xe B , ou

on a B pour tout x&€B" | ap lieu de %quel que soil x€E R” ,' Au

ien de "R entraine &" , nous dirons auesi de nouveau "si B, Sﬁ  on
ipour gue i ,-ii faut qﬁe ?”;'Q& ere que O 0 suffit gue R"
73 est une condition nécessaire pour gue R" , ou enfin "R est une
condition suffisante pour que 5" ; de méme;vau lieu de "R est équivaf
lente 4 S" , nous dirons aussi "pour que R, il faut et il suffit que 8",
ou "5 ast:uﬂe andi@icn nécessaire et sulfisante pour gue RY
{ef. itTOQUCtJOﬁ) .
)

Hous me ﬁ1ﬂ”u”rOﬁS plus avec tutant de nettets gue Ci—deSSus

et
s

-h

les diverses ”)1eor1*~" partlelleu que les besoins ds la démonstr 'Mﬁn'
neront érimﬁro&alfe, et nous nc préciserons plu dams_laqueLlc
de cocs thécrics une ralétion sst vraie, le contexte devan 'suffire g
_lsctour pour lc reconnaitre. Lglﬁﬁiiﬁucﬁi d5uﬁa.“th@éfie

ne se mareuera plus cue par celle des "arsuments de base” ocu des

Yo

soient x,y,z tels cue AgE,C“ S “8j’x,quj sont tels que A B,C,...%,

- 3 Sy e T 3 e o {4 ] 2% x . T s = S
soient E,F deux ensembles ...%", "so:t x un élément de E...%, etc. ..
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En cutre la QiSL;ﬁCthu cntre arzuments de base et argumentu E“ﬁlq&C»
no sera pas toujours explicitée ;1on ne s‘apercevra souvent qu'un argu-
ment est trplﬂuo cue parce gue ¢es guantificateurs thlnues opereront

sur cet argument.

°

T

jignalons en particuliev un procédé fréguent, qufon peut appeler

1¢in tr duction dlarsuments sbréviateurs. Il comsiste 8 introduire

¥

dc ﬁauveaux,arguments par des phrases telles que : “soit x tel gue
x=fp 7 oun "posous fﬁsx i fﬁ &tant un symbole fonctionnel (on x

ne fis uru pas, didéeriture assez compliguée. Cela signifie tout

simplement qu'con ajoute & 1la théorie guse ?’oﬂ considére 1lisgrgument

Iz dehors de ces abus de langacge, pous ferons de plus en plus usage

3 . R A
ae ini® cons

-

tions de E dans F. Soient E,F deux ensenbles, x un élézent arbitrai-|

ve de B , y,7' des 6léments arbitrairss de F , u une partic arbitraize
'n foncticnnalisant par rapport & u la relation Ygusls qus

veP, yeP,((x,y)en et (x,7')60) > ¥ = v'), on obtient

=

-me relotion Ponctionnelle déterminant une partie explicite de

5E;¢F3 ‘gue nous désiz nerons Qif ¢ (E,F) et appellerons l*easembl@

de 4p E dans F ; nous dirons gufun élike&a

application arbitraire d‘uﬁev”&?t$c de
E dons F . 5i u est un 6lément arbitraire de @ (E,F), la relaticﬁ
((x,ylen et (x,y')e u) entraine y=y' ; pryu est appelé 1° cnsezbie de

dgéfinition de u , pryu l'cnsenble des valeurs de u .

- e = B
fxsmple. La partie vide de ExF appartient & $(8,F) ; en
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51 4 cot unc partie di.e. E , B une p&rtlc do F , oma AXBcC ExF
(§3,prop.2) ; psr suite, si u cst une partic arbitraire de A xB .
ila \re'lation’ ve JP(A B) entrairle u ecf)(E‘ F) parce que (x g‘a ou
F¢B ou y'¢ B) entraine ((x,;)fu ou (y,y )¢u)) Autrement dit,
on a ¢(AB)C¢(EF) -
~ 5i u est un élément arbitraire de 4)(3 F), v une partie arbitraire
de BXF , larelation vcu entraine ve @ (E,F) ; la rolation

v u s'énonce encore "a est un prolonsement de v' , ou "v est une
regtriction de u% . »
¥n particulier, si X est une partis arbitraire de E , u un élément

arbitraire Ge ¢P(E,F), nous poserons uy=u () (XXF) ; on a évidexnment

Uy C U, et on dit que vy est la restriction de v & X s onn
e, bornjax .
’ En offet , de facon gencrale 8i Z est ume part,.e arbitraire d.e -
ExF , ona pr (2N(Xx?))=(pr.2)NX .  Pour le voir, notons
que X € pr, (Zﬂ(X xF)) est équlv slents 3 V ‘ v
(J yer)(z,7)e2 ot (:x,:;r!é:XxF), donc aussi &
(3 yeF)(x,5)e2 et» xe¢X et yeF) ; conme ye F ot
vraie, cette relation est finslement éguivalente & .
(xeX & (3 yeP)x,yleZ)), clest-g-dire &
(zeX et xepry2) - | |
Soit X une partie_ar‘nitraire de E , Y unec partie arbitraire de F ;
consid.érons la relation "pryu=X et pr,u cY " et {fonctionnalisons-1a

par rapgort 4 u ; nous prendrons comue symbole forctionnel attaché 8

' cette,zolatzon lfassemaluge Y » 2ppelsd 1l'ensgemble dee applications "

’\gl_e;_ X dans Y .
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Chacune des félatiomé ’X:ﬁ, Y=¢ entraine Y‘={¢} (§ 3,prop.5 et
6). 8i X#f ot Y#P, pour tout ze€Y , X% 1z} est un élément de
YK', car on a pr,(Xx §zl)=X , pré(Xz({z})=i;}, et comme la
relation (x,y)€X X {z} est éguivalente a4 (x€X et y=z), la'
relation ((x,y)eX xjz] ot (x,y')eXx §z} ) est éguivalente
8 e€X et y=z et y'=z), donc entraine y=y'. On dit que

u=X % {z} est l'applicstion constante écale 8 z de X dens ¥

Hous Girons gulun élément artitraire de Y est une application arbi

Y6 ., et si u est vne

.

traire dans X , & valours dans ¥ . 8i X£f

Ter e e oo amE i ~1ats on s <
a@p;zc&tsﬁﬁ arbitrairz de X dans Y la relation (x,y)env (er ntre un

comme u € @ (B,F) est vrais, ((x )(;u et (X i} u} entraine
% : 3 79 2

= s,

r=y' . lious prendrons coane symbole lanctzonneT attac & & cette rela-

tion u(x) ; la relation (x,y)eu est ﬁenc equlvalente & yzu(X)

On dit encore que u(?) est la valeur de u pour x , ot que u_ transforme

X en a(x)

Tout élément u de @ (E,F) est une ap p11catloﬂ de pru dans F ;

3
(i

L)

es

s

{

si utp , on s pr.ush ; si

M

lors un élément arblt“al edeprn
‘12 relaticn (z,7)e u est fonctionnells en y , et éguiva 133&, 8

=ul=z) , comne nous vorons de lo volir,

foud
£29
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51 X ost unc partic gue anﬁﬁu~ de E

e AeER e e = s = TR e o sl e : s e
cation arbitraire u d2 E dans F ost uae application de X dans F

< s T S T ot £ — SATed aveiis
puisque la relation pr.u=B euiraine (pr u) () ¥=% .
i H
= 2 4 o it = 2 e S+ e P 2 - e B 3 & v} 3 e
Proposition 1. 81 u et v sont deux arplications arbitraires de E deng F

b
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_x*?zgé;gawarg'?E!h;f?gysviz}}; egt fcnctionnelle en u , et B gs . un
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En effet, 1a relation ul(x)=v{x) ect éguiv ralente &

(V¥ yeF)X(x,y)e u = (x,y)ev), done (Vx €E)(u(x)#v(x)) et
lente & (szE)(Vyc"‘?‘)((x,y)cu (x,y):v}, et pgr oulte &

Dy
)
&0
b
=
&
[}

(VzeExF)(zeu 2 zev), ce qui est enfin équivalent & wu=v .
Soit R unc relation fonctionnelle en ¥ si.gﬁ'est le symbole fonction-?
nel attaché & la relation Pfonctionnelle en Z (partie arbitraire de 4

ExF) :}{Ver)(‘Viyg;F}(Rg:}({x v)eZ)) (’ 2.n° 3), on a vu que R

«

est éguivalente 8 (x,v)e B, ; il en résulie guse E € F est vraie :
& B¢ = b

.done, sl u est une application arbitiaire de B dans P , la relation

=5

4 cettc rolation ; la reiation fonctiornelle

: 5 2 - 4 : : S L
R est encore éguivslonte & 3=E (x) . Autrement dit, B est équ lf&l“L

& la relation fanctionnelle composée de y=ulx) et ds u=E,. ; EB(X}

est donc un symbolc fonctiomnel attaché 4 R . Lorsque B re contient

©

gucun argument libre autre que x et 3 , gﬂ est unc gopplication explicite

de E dans F , cu'on dit définie par ls relation fomctionnelle R ., Si R

et 5 sont deux reletions fonctionnelles en y ¢t &éguivalentes, H”ES
cst vrais.
Excople. La portic de B xE ééfinie par 1o vclation X7 . io clior-

nelle en y , est une application cxpli cite de E dans E gu'on appelle
. , ,

A s 2 A Lo i 5 4 { : = - I8~ o rra
sgppiication identique ¢t gu'on note /v (ou éig sfil risqus d'y avoir
~
. I3
S - At el iy s STl o Si hd 7
confusion) ; pour toule partie X de E |, la restriction £ de A
& :
& X appartient &4 F el est appelée liapplicsation canonigue de X dans E .
T
BRI
ne
&
1ié,
la
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¢ yeE)(y A (x) et R), et & ( 3 re BE)(y=x st R) qui est elle-mé

éguivalente a (3 ye E)(y-x ot (x}y)i , et par suite a ((Eyeﬁ)(gﬁx)
et (x!v)R) ; comue (d yeE)(y=x) est vraie, notre assertion est
8tablie. On dit que la relation (XI"}R s’obtlen en restreisnant
l‘éléﬁ@ﬁt ¥ & sppartenir a X ' :
dotations. Lorsque v est une apricaiion srbitraire de B dens F
aﬁ lieu de noter u(x) le symbole fonctionnel attaché & lg relstion

fonctionnelle en y : (x,y)éu , on le note souvent u, (potation

J
1nalclelle)

Lorsqu¢ R est une re Latlan f eiionnelle en v , et que fﬁ est un
symbole'icnctsOh el atitaché 4 cet e reiation (contenant en général
X comme varisble libre), on note ﬁ@&?aﬁt ligpplication explicite de
i dang F R , par 1s combinaison de signes X-ﬂ*fg_,
dans lacuelile x naturclloment doi, Strc conpidéré comme un argument

1ié . Por exemple, l'application :.dentigue de E s'éerira x —» x ,

-

une applicetion censtante égale

Qe

zy%mm,x%z»

Si v est une application arbitrsire de E dans E , la relation u{x)=x

sfexprine encore sn disant que x est iny reriant par u . Par exenple,

tout xX€EBE esl invariant par 1’2yp cz ion identique.

+tions de E sur F . Applicastions hiunivogues de B dans F .

ca
Soit X unc partie arbitraire de E , ¥ une partie arbitraire de F

&

concsidérons la relation fipr,u=X et »r u=Y" et fonctionnaliscins-13a

(.;
par “a“ﬁert & u ; nous prendrons comne @gﬁbu ¢ fonctionncl de cetie
relation llazsseiblace B iensemble des applications de

pr.u sur

E e

£
(¢4

st uvne spplication




-
L'application vide est une application de ¢E sur §_ , |
P - _ * ;,
|
i

'au*?remaa., dit on & S(é83¢§‘) =fin .

L?appllcaulon explicite or, do EﬂF dans ¥ (dcduite de la rela-
tion x=pr,z fonctionnelle en x} est une app lication de EXF sur
E , car la roletion ( 3 z€ BEx1)=pr,(z)) cst vraic en vertu
de la relation pr,(x,y)=x .

51 » est un &ldément arbitraire de q) (E,F), X une partiec arbi-

traire de B , 1l'ap glz.catLGn u->u, qui fait correspondre ‘& u =8
; 54 :
o = . ! LAy T
restriction & X est uvne application de @ {E,F sur @©X,7),

..

Gonsidbérons do méme la relation "a Yr et (V xeEBE) VYV xte B) (x£X
ou xi¢ X ou {u{x)=ulz') - x=x'))" et fonctionnalisons-la par rapport &
u ; nous prendrons comme symbole fonciiomnel de cette relation B(X,&,

appeld ﬁ@ser&o‘,e les a,jop.klcaucnu bnﬁ?voaues de X dans ¥ ; on a

- Liapplication vide est une application blunivoque

Exenples.
de 9*35 dons P , puisque la relution xé?E est vraje. L'applica-
tion explicite x —> {;:} de & dans ,E’ (B) est une applic tion ‘
| tion §x§ =’X*} entrafne x=x! . .
Ltepplication explicite X—>XxF de IF (E) dane {F (ExF)
est biunivoque, car la ralai';z.mn Xx¥ = X'x F est éguivalente
5 (%=X' ou (X=f et X'=§)), donc entraine X=X' .
Si ¥ est une partis guelcongue de B ., lar restriction & X dfune app

eation biunivoque u ¢e B dans F es"& wne application biunivogus de X

dans F : cfest évident si X=¢ , puisqu'alors u.g_-:-gé ; si X200 , 1a
§8)
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0n pose L Y= f\iB X,Y), ot co Cnseﬂble est appelé l'ensemble
dos_applications biunivouyues de X sur ¥

5i on prend X=f, , Y=f, , on a donc 1(x,0)={p} = 7"

Unc spplication biunivoguec u de X dans ¥ est une application biuni-

vogue de X sur Dr,u .

<

g: u est un 6lément arbitraire de I(B,F) , la relation (y=ulx) et

v=nlx!)) entraine x=x' , ¢t la relationm ¢ 3 xér)(y—u(x)) est vrais ;

- -

sutrement dit, 1s relation §za{x) ss? famctLGnnelle en X aussi Die

v (cfest donc oz gue nous avons appeié une relation fonctionnelle

R

v}

vogus) ; si v est un 6lément arbitraire de B , la -mﬁlGﬂ
AT i \.-q,!.__’ N %N ,;.‘ = : E 2
(¥ e} (Vyer)((y=ulzx)) =2 (z=v(y))) est donc fonctiounolile en v :

s provisciremeni par u}un bcmonla f@ictionnel at%aché

& cstie relation, et nous aircns‘qae 3 est 1'application réciprogue

de u . Comme xéﬁiy} zst équ 1valeatevé y=u(x) , clest une relation
fonctionnslls biunivoguse, donc T est ume apglicatien biunivogues de F

sar & ; en outre, coams g=u a(x) egt tquivelente & y=u(x) , il résulie

de la prop.l gue u=u , autremﬁnt-d;g n est liapplication rscﬁproque
ds T . On ait gue les applicatioc s biunivogues u et u réslisent uns

correspondesnce piunivogue de E et de F et gue E et F scnt nis en

une apnlicati niuvnivogue de E sur E est aussi appelée

noymutstion de B ; 1a relation  w=u s exprime alors en Giseni QUG U

une permutation

de
_ = - - - .
involutive de B . Liapplication X —> U‘i sst une vorm“uut*Oﬂ
e x Had 2 . n - ~
involutive do 2 (B} ; en effet, la relation Y= L X entraine
v {7l 3)=x . ot X={Y ontrefns ¥ =|X , donc cos deux
c‘; o - g% é‘; Lo gt s K 22 ”J «.-..‘6; .G‘T.,.?..t & = g] 2 11 = S
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Rcmargue. Llensemble ™ niest jamsis vide, puisguc les applica-

—-——ﬂ) : .
-

ions constantes dc E dens F appar tlemzent re ; mais llensemble
S(E,T) ou l'emsembls B(E,P) pout 8tre wide (ef. chap.III).

Bxtension dlune applicati ion aux cnsembles de pari;g_g . Sc;it' u une applicaa

tion arbitraire de E dans F , X une partie arbitraire de E . La relation
(3 zeB)(xeX ot y=u(x))

fonctionnalisée par rapport 4 y, donre une relation entre X,a et une

partie arbitraire Y de F , fonctionnelle en Y ; si nous la désignons

pour abréger par R et si v est une application arbitraire de H(E)

Bog 2 oom s - - X j 7 ‘ Aof =7 - : ~
dens ,{‘ (F), ia relation ( V¥ }w:: Ejty Y c F) (R = Y:v(}i)} sst fonc-
tionnelle en v ; nous désigne ons Pre visoirement par 4 vn symbole Fonc-

tionnel sttaché & cette relatiocn ; ls r@latlon y ©(X) est donc éguiva-

leonte & (3 xeEXxeX et y=ulx)) ; @ est appelée liextension de u

sux ensembles de partics de E ot de F ; par abus de langage, on écrit

lc plus souvent uvf{ZX) au licu de (X} (et méme parfois u au lieu de 1),

et on dit que - plX) est 1ltimace do X par u , ou l'ensemble des valcurs

rrises par u sur X ; on dit aussi que u transforme X en u(X) ; la rela-

tion "ye u(X)", s'énonce souvent "y cst de ls forme u(x) o xeX *

Cn a a(E)zprou , car 1la rolation ¥y = prou est éguivalentc &

& (dzeB)xeBE ot y=ulx)). Ona
'u(z% , car ye%u,(_gx_) gauiveut & ( 3 zéE)(ze{x} et y=ulz)) ;

comme z € $xt éguiveut & z=x , et ( 3 zeE)(z=x ot y=ulz)) &

y=u({xz), yeulfzl) équiveut & y=u(x; , ouenfina yE€ iu(x)%
On rotera que la relation (xeX ot v=ulx)), équivalente &
(xex ot (x.y)eu) est donc i’UlVé’“ nte & (x,y)e(XxF)Nu

2 s b e i e ‘e 5 naies =
ou & [x,yjeuy, : on a done L{X}:spfgu,};

1

Exenples.- Liapplicetion 7% —>xr, (Z) de L}:‘f&b %“‘) dens (B

niect sutre gus liextension & 2z = ‘ozn,(z) aux cnsembles e parties.
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Ltimare de F par pplication z -—9}3 % 2 } de F dans FE sst

dite (dia,svc}:zale ds I?‘L - : c'est donc llensemble des applications

co,.zbtﬁnwgz de E ia.ns F . l'application z —»Ex g_z} est biunivéque

P:foz)om tion > lo- rela.tmas I=¢ et u(X)=f sont Sguivalentes.
in offet, la relation u(X)= g est éqmva.lente (V’ye E)y ¢ u(X))
done & (Y gréﬁ){‘jgzc )(v%}& ou y#ulx)), done sussi &

(Y zeB)(xg 2 on (V yeF)(yfalx))) ; come (V yef)(y,éa(zn ost

it que u(X)=¢ =t Sguivalente 3 (Y xze E)(x£X), donc

e relation Xc X' entraine ul(IX)c ulx!).

®

= o = = r - e = =
Lz relation X X! ontraine (x€X — xeX') ; donec ell

satroine sussi lg pelation _
{3 zeBizeX ot y=ulx)) — ( 3 XGE)(YGX’ et v=ulx))

nloct-p-dire (yeu(X) — y«su’f‘ ). on en d6duit quo (N vyem)xc }t"?}g
ul ost équivalente & X X' en’tralne (Y veE)ye w(X) - yeu(xt)),
ciest-a-dire u\X)’ alXt) .

Proposition 4. Opna w(X VU X!)=u(x)yu(x') .

En effet, la relation ye u(XUZX!') sst équivalents &

(4 xeE)zeXUX' et y=u(x)) , donc a (I xeB)((xeX ou
- xeX') ot y=u(x)), par suite aussi & (3 xeB){xeX et y—-u(x)) ou
{xeX! ot g-m(x))), et finalement & ‘
= XéE)(XéX et v=ul{x)) ou (3 xcB)(xeXt ot y:a(x))
gui est éguivslente & 't”e‘u(X)-Uu(X’) |

On netera par contre que 1la 7“’131}10” u(XNXx! )—ﬁ(X)f‘m(X') nlest

=

. _va.s vraie, car 1a fﬁ\i@f:l:m XQX?-@ ntentraine pas u(X)ﬂuf' Xt )= é

&
s
(7}
fete
Q

twtuo & u 1*appllcatlon constante egale

s

0
O
4

~

® i
b
b YO
)

&
LAl
P
()

W
wary o

N
S
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QTQ a seuloment ls relation w(XNX' ) ulX) NulX') ; en effet, la

on X f‘u ‘C X est vraie, donc aussi (XN X)) c w(X) dlaprés

)
(I)

ila prop.% ; de néne u(X N Xt )c:i}.(}{' ) est vraic, donec 13. en est ds
nfne ds  uf Lﬂ}”)c a(X)Aux) .

Eﬁ-o**osi%io:aja Si u est une application biunivogque de E dans F ,
on a ulXNX!)=u(X)Nnulx').

11 suffit de montrer gue ls relaticn ﬁ.(X)F\u(X' Je ulXn Xt) est
: .

vraie. 0Oz, la relation yeu(X) N u(}if} est éguivalente a
{ 4 xcBlixel et y=u %‘i}) et (3 xtecE)(xPeX! et y=u(z'))

0\

(4 zeB8){ 3 xteB)xeX ot xte X! ot y=ulx) et y=ulzx'))
lisiz comme ueB(E,F), (y=ulx) et y=ulx')) entraine =x=x! .

ape

Done yeulX)r ‘z:;.(.{ 3 entraine

7 o~ ;« =g o § ’\‘_,ﬂv,' i ‘* - S
{3 xeB) dneB))MxeXx et x€X ct y=ulzx) et =x=x')

(3 xeE)(d x*eE)(zeX et x€X! ot y=ulx))

({3 xeE){xeXNX! et y=ulx)), c,_ui est équivalente & ye w(XnNxt).
gsmclleim 1. S31 v est une application olu_alvogue de E dans P , on a

o] et L e L 3 5 = » S ;

AGduirc cetite proposition de Ja précédente, remarquens cue la

- = i e . - : . =
relgtion ¥P=X /)| X'. ost Gquivalente & (X'NX'=f ot X"UX'=XUX

- - 0 - .
e . X=X N\ X entralne X"n X'=X\( g XN }“si{ ’}— - et

8~

. Dlautre }Qaft , e Xi=p




=
Cola étant, on & u(X"() X! )-—u(ﬁ))-gu:u(}i“)nu(k’) d'aprds les p"op 2
et 5 ; dlautre part u(X"U X! )=u(X"’ Uu(X’ J=u(XU X )=ulX)UalX) -
on on tire u(X" }—.us\is,)ﬂ[:u(}{‘

Corollaire 2. Si u ost unc opplication biunivogue do E sur T on o

a( [ X)=[ ulx) | f
En offet, dfaprés le cor.1, u( C.};)zu(;&}ﬂ EK)z‘a(E}n gu(}{} ; coume

thésc, le corollaire est (léi;@ﬁtré.

e ey e i 3 D X7 : o ey 2 A e
arbitraire de E dens F | ¥ unc partiec arbitraire de F |

o S e =4 g"v 4 N L md S 3‘ S A o VT & V A onnsS Lnnoe
2t 0On K€ Y » 20RCUI0ONNAL]HCe ol Tappori & X ; OIS YNG9

# e "% - P ; °
désignerons par u un symbole fonct.onnel attaché 4 cette relation ;

3 3 B ? > % - 3 .: = ; -1 %
1z relation xe ul(Y) est donc éguivalente &4 ul(x)ey ; uest appelve

ill'extension réeiprogue de u sux ensembles de pariies de E et de F ;

S = S - ' = =1
or dit que u(Y) est 1lV'imacc réeiprocue de Ypar u . On a ul(F)=E ,

car la relstion u(x)e ¥ est vrais. Par abus de langage, on éerit

=4 - = e = ’1 7 < 3 - i »
u{y) au lien éde 1 a% y¢) ; la yoleiion x¢€ v_.(:-;}. est donec éguiva-

lente & y=ulx) .

On notera que la relation u(z)eY ost éguivalente & ( 3 yeF)

i
®
&
$te
“.{.
-
y

;

(9)=p . La relation {quel

guivsicnte 4 “"u est uns application de E s;:;:f il
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- . = - - | o
Zn effet, la relation xe¢ u(f) équivaut & ulx)e® ; comme cotte

5,
!

dernidre entrafne (3 yeF)(yed), cllo cst fensse, et par suite

Gquivalents & x eé » Ce qul démontre le premitre partic de la proposi- |
. . ‘ tion.

Pour démontrer la seconde partic, supposons que = soit une applica-

tion do Bour F . SiY ost une partic de F tellc gue “(Y)=§, la rela-

Lion xgg ul¥) sst vraie, donc sussi ~a(x)¢"f ; =8is pour tout yeF -
u(z)=y ; dene y£Y eost vraie, ce qui signi-

npposons que "31{*‘{}=g§ entraine Y=¢ ; |

E sur F , car dens 1o cas contraire, il

(Z)¥y pour tout =xeE ; sutrement dit,

=0 , bien que $7} 0

el acz;‘:irc "f{ea.{Y} = ”32.(‘2”}

fet, si TC Y' . 1o rclation yeY cantratne ye¥!, done

-1 - :
-4-Girc gue x € u{Y) entralne

e
it
£
(%)
O
()
be
ob
E'.J 13
)
&
(2]
T
{-! *
<
(W)
Pocs
-
163
@)
g
pa

ies parties arbitraires de F , on a

Wy heer)

c

T
v
C
s

St
{

“u( [; = 4 .

rm a7 5 : : -1 . 3
Démontrons par excmple (2) ; la velation xe ul¥NYyY!) est dguiva-

e
o

lente (z}J2INY' , clost-i-dire 3 (u(x)eY ot ulx)e¥!), donc
- '"4 : = : - 5
x € &(¥1)) ot finalement & xe H(Y)NR(¥) .

catlion arbitrairc de Edens F , on g




[
N
i

|

_ . — v e
Zroposition iB. La relstion (quel gu> soit Y F , ul u(¥))=Y)

Souivolonte & "u est une applicatioa de E sur e
&n effet, 81 v est une applieationrde Bsur F , 1a relation yeY
eptraine (3 z€E)(ye¥ ot y=ulx)), domc (J xeE)Nu(x)eY ot
r=p{x}) ou emé@m {3 zeB)x 6'-'?3.("&') ot y=u(x)), clest-a-dire
1

G
reul ul(y)) . Zm’a?*g‘,,acm., si la relation (guel que soit YC F ,

3 S 2e
u( u{?})=Y)} est vraie, u est une application de E sur F , car dans
iz cos il existersit ye? tel que u(x)ty pour tout xe B,

clogt-fedire i;, ;;rz:.gj ; o coreilb dons  ul u{y))n-afiﬁ}-%é {yr, s@n‘t:ﬂ -

Corcllaoire. S3 wu cob vne application de B sur F, u est une appli-

roposition 11, 1o ;n'*augf (quel gue soit Xc B, uw_(K)) X) est

"u eol une application biunivoguc ée B dans F* ..

=

Br cffet, si v est vne ax lication biurivogue de E dans F , 1a

z

relation xe ululX}) qui ost éanivaientc 2 u(x)eulX), ou a

{1 xteBllxle X ot ulx)=ulxt)) oz aine (d x'e B)(x'e X et x=x'),
ione { 3 x! &-dire xe€X . Inversoment, si la rela-

‘u(u(X}',%zx) est vraie, u est unc appli-

cation biunivogue dc E dans F ; car, dens le cas contraire, il exis-

. . ’ : : - "‘! 1 -
terelt x'#x tels que ul(x)=ulx') , donc x'c ulul ix})) et x'¢ fxl
S 5 - : -

uivalente & "o est une appliication
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n effot, la relation u(X)=u{X') sntraine ul{u(X))= gt(u(X' )), Gone

2304

¥=X! 4laprds le cor.? ; d'antre part, qucl gue soit Y—F , on a

u(é{'&f)):‘&’ ; Gone f est une application de ".Ff(E) sur :pa (F)
selation ﬁ’na{ %) Gtant éguivalente & ,z'&(”) ;31 est l'./applicat'i-on'.
réeiprogue de 4 ; enfin, la rela*t:.or xe u(Y) équivaut & ( dye F)
{gc? ot va\y‘}) , donc & (3 3’6“)fy€Y et y=ulx)), et entratne
ja,r suite ul(x)e¥ , c*eSt-a-_&;rc Fe ;;,Y) ; inversement, u(}:)e Y

entraine ([ 3 yeP)y=ulx) et 'tz,(x}-é{ Y), done {(d yeF)iye ?Z’

< 3 A s it A\ 5 i 2 =
=ulx)) ., cui éouivaut & ( 3 yeF)lye¥ et x=uly)), done a ye ( } :
. ’O >
g e Tl o = S 2 7 AL T -
o a conc ulY)=ul¥ ] pour tonte partic ¥ de ¥ , donc u= u ; ce
o ~ ama o s e e ~
io meme ponicore €@ voit gue U o= 4 .

Soicnt B,F,G troisc ensemb

P , v une application arbitraire dc T dans G .

‘«Jt 5
b,“l‘

e =

s % % % . = O
Le relaticn z=v{ul(z)) est uns relat

on fonctionnelle en z , composée

de z=vly) ot de y=u(x) ; si w est une application arbitraire de &
~ ; = - \F - = ; ' - '
Sons G , la relatior ( V xeB) Y z z6)(z=v(u(x)) =2 z = w(x)) est
fonctionnelle en w ; nous désignerors par vVou , et appellerons

soplication conmnosée do v et de u le symbole fonctionnel attaché &

‘cotte relation. La s o - Vot'}(x) est donc équivalente &

3 : 7"' ° : S 7.3 -2 Jg 1 s
Proposition 12. La relation w=veu pgnbtraine U=f.ict W =1uo7 .

Bn effel, ls relation ze'@'(X} et 6quivalente & ( 3 xeB) (xeX
Y)) : mais _-r-"i:‘(u{ x)) égu:‘.v&ut e [ yce?)(ym(i) et

z=v{v)) : done zewl(X) est équiveiente 3 (J yeF)( d x€E) (xeX

%) ot z=v(y)), on encore & [ ”;i””?}(Z“V( ) et




Proposition 15. 5Si v est une spplicetion és F sur G , et u une

application de B sur F , vou est uno zpplication de E sur G

En effet, on a u(E)=F , donc v(z:a(E))=v(F)=G par hypothdse.

) = e
dome w=xt

- 3

Corollairc. 51 v est uwmo applicatior biunivogue de F gur G , v une

<)

appiication biurpivooue de ur F 3 "%"cu cst unc a,pkllcat's on bivnivogou

= i S
de B gur G , et DoV est &ralc & sor applicatior réciprogue.

Il no rostc & démortrer gue ls derrier point ; or z=v{u(x)) est
» v({} vz ), c’:‘.cii‘c ¢ z=u(¥(z)) v
5ia »S‘“;u une applicatio: biunivoque de E sur F , u son application
réciproqus, on a Teu = O g » cer la relation x'=u(u(xz)) éguivaut a
j=u(x} , donc & x'=x ; de mfme, on a uou = AF . Ces propositions

-~

adnetoont une importante riéciprogue :

Proposition 15. Si v est unc applicction arbitrsire de E dans F ,

v unec gpplicetion arbitraire de F dars B , 1la relation (Vou f_\E_' et

o ¥ = A F} cntreine "u est une application biunivogue de Esur F ,
et v
Tout dlabord v est une application biu seivogue de E dans F , car la
relation ulx)=u(x') entratne vl(u (J.‘- )-v(a(y )}, done x=x! dlap T8

Bn seocnd liew, u est vnc application de E sur F , cor

on a ulv(F))=F , et come E :::v(F)' ; & Tortiori u(E)=F . De la

méoe nenidre, on voit gue v e:::t une ¢pplication biunivogue de F cur B

e

sela 6tant, on a ulvly))=y=u{Tl{y)) ., done v{y)=u(y) pour tout yeF ,

¥
e
ST e e
SL UL TOOUVe gue  ¥=Eg
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?rgposiiioﬁ 16, Soient v une applicotion arbitraire de I dans F

v une spplicstion sriitreire de F dars G , w une application arbitraire
de Cdons H . Ona wolveu)=(wevjou .

Pn eff@ﬁ, on 2 (Wa(?ﬂﬁ)}(X)%W((V°u>(x))zﬂ(V(u(X))), et
((wev)eu )(X)«»C%ﬂ\% (:{))——W!’IV(H(X)})-

On 6éorirs encoye WeVol au lieu de wof{veuw) , la prop.16 nmontre

Sk e 42 < ot T8 e 32
cue ceite notatior ne psul eréer dfanbiguits.

)
o
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S
b
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tin)
0
Lo}
&3
C
fred
o
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o
o
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o
<t
e
ol
i
[ h
01}
(op)
o
1]
L
2
i
{"\
' 1
el
o
e
e
)
fnd
i
O

= a0 e el S i SEN a2 S £ ZER a5 Sy
LTOLC QLQ’.T:‘. ae geux af(:,b.iii%.‘:lbf} : B8 Yaiciy pour itclement (Xﬁg} e b AR 5o

v) . ot l'application u elle-nméme se note
u{x,7) . Lo rolation ﬁxé{zgy} est fonctiomnelle on & : par
1z reintion (Y xe i)( Y % &i%}(tx@(mﬁ} = t=v(x)) ost Idﬁ‘.&,{i_%ic}n‘-
melle on v (avplication erbitraire do B dans G) ; les arg unents libres
ctte relation Gtant v et u , nous désiznoroms par uv un sycbole

: : b
fonctionnel qui lui est attaché ; la reclation t=u(x,y) est dome

ifa L@lic tion particlle

{3
o
ped
fto
)
4
o
)...J
D
i
ot
[
£
ck
il
[ ¥
[ 4
Vv
Nt
a8
L8]
)
E—la
o
e
]
ey
o
(\”)
c*t’
()

AL
encencrée par u pour la vslsur y du seccnd argument deu ;onla
désirne encore Dar x-wﬁu(xgy, . On définit de méme 1l'application

i
sarticlle U (ou v-»ulx,v)) engenirée par u pour la valeur x du

ey
Y‘E

renier arcoment 4o u .
fn partieulier, 1'application particlle y —> (x,7) déduite de 1'ap-

Slieation iderticue (z,y) —»(x,7) do EXF sur lui-r épe, cot uns

ey

x.v)={z v") ontraine y=y! ; son apclicatlon réclp?o;ue n! ept autre

- .
2 = e o L A = R s S e
cue la vostriction a 'x%t x P de 1. projection pr, ; ces deux appli-

7 ot 5 - Foso .

i G S i L N LB e e e oy
coiions =mont dites canonigues. Un d37init de mme l'appiication cono-
nicee ée B suy E X ¢ i ot sa roéciorogue.

3 ,

i
i
1
|
|

application biunivoone de Fgur  $x} X F , car la rclation (
S e s e ;
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: ]

R ~ = % ved A : A
L'application y-—>u do ¥ dans 6 est llappliica ation partielle
pour 1la valeur u de son premicr argument ;
u —> % est une Epuisssr application - (dite

F ; - -
(G )" ; montrons gue clesl une application
4

(G )F - En effet; la relation u=v -signifis
uET_ dong | a:?_(*{)..'n’1 (x) , ou sncore v(x,y)=ulx,y) guels gque soicnt

xelE ot yeF , donc FTinalenent u=v . Diogutre part, gi v est une

e e i s e g 35 redis (AR S O e Alael e
2pplicavionl arpivraize de F dans © o NiLT 8% Dne Snnlies ion de E

Iication de EXTF dans G ;

o

a1
on & w = zzr(v} pour tout veEF . donc wi=w .
= =~ :

& :”7' &7
AL s 3 .!‘,:' = Sme ° M J oo = .L‘:;(‘-E‘ e {f??'@E

4 gerindT de meme uns application biunivogue de G sur (G ) -
’;i+ 3 Ga ENET ;s‘:}.lz_i..)u B3 :

o 7 S . 3 oy 3 - 3 - S

n particulier, si u cst une application constantec de F gans &
v oriad 29 9% e 3 4 o =7 s ‘/\ : Armsed Ty S A e : *( T J=af » 3
on 41t gue v ne comtvient pas y ;- celas Gguivaut & dire Que ulXx,y)=uix,y!

o 2 v o e 7 e 2 Y P i -3 £ A .
gueis guc soient Xx,y,y' . Un 46Tinit de néne lor foretions de deux

Soient maintenant E,F,E7,F! quatre casembles » Lune application

e

aisz‘.'i;raz,z’e de E dans B! ; V une application arbitrairec de F é_ems Pl -
opplication 2z —> éfu(pz'i(z)}, v(pr,,(z))) ést une ea:;clicatiozi de

ExF dans EB'XPF' , gu'on peut aussi noter, conformément asux conven=

tions de ce n® -~ (2:,;«')“?(!}.(:3{),'9'(}])) . Cotte application est dite

cxton csi oin de u et de v aux udS@Lﬂi)iCS Produits ; var abus de langage,

on 1a note O Ry v) lorsqutavcune coz&fvmor& niest pogsible avec le couple
fornd de v et de
22 W 9 S u‘&’ {.}. 25 Xie -V >

Yroposition 17. Si v est unc appliccetion de E sur BY , el v une appli-

i

cation de F sur ¥' , (u,v) est unc arplication de 1

13}
el

!‘7.:

1%

sur B! x ¥!




-
En effet, de facon généréle, on a (u,v)}(X xY)=u(X) % v(Y), car 1a
relation (3 zeE){E‘fyéF)’((;f:,y) eX»Y et z=(u(x),v(y)) est éguiva-
lonte & ({3 xeB)zeX of pryz=u(x)) et ( yeF)(yeY ot
pr.z = viy)}}, doume 2 (prgiz)E'u(X} % grz{z)e'v{Y)),.ou Finalement

u(E)=E' , v(F)=F', on a

v
Yt St
5
St
o
o)
’1‘(
""5
e
‘.«h
Q
e
fosst
e
)
Lo
(%3
UJ
feto

‘¥ une spplication biunivogue ée F daps F! , (u,v) est une applieation

il =

i AEA e & s gy Ry o o § 9 a
bivnivoguec de B AP dans EB' AP
BLUBL YOOV OO ey

Corellzire. 5i u cst vnc application biu.niVocue de E sur E’ , Lne .

apnlication biupivocus de F suy B {u v) eui' une application
5 s 2

biunivoouc 48 ExF sur E'x F! |,

i
Avnplicaticons 4éfin ic,s “36."‘ des partics d'up produit. Soiert B et F deux

cnsembles, U une partiec arbitraire ds ExF . La relation {5 xeB)
(s X) ot ug r)e U) thO’blO"mallsee par rapport & y, donne une rela-

tion dont X , U et voe parbtic arbitraire Y de F pont les ar*unen*s

libres, et gui est fa anellc par rapport &4 Y ; sl on désizuc cotte
rolation par R , et si u est une a;g*plicaw.ca a,ru‘tr ir‘ ée ; (B)
dans ';f{\i*'} , 12 relation V' i "")(P = ("}{)}} » eat
‘xecme"‘ cn u ; hous %mﬁargm par ’: un gy :bal uc,zz,i_f:,,usii
stiachl 2 te relaticn. La relation ( ge

' 7 'r‘ 3 o
TE it (%) e dit

{¥)} o=t la zorrespondance dc

= e o
s Yo s
LLTA P e sx ol
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on notera quton a U(Z{)=pr2(”dﬂ (Lx7)), car x€X est oq;:ural::z:t )
(x,7)€ XAF . /

: Lomgueﬁ apporticnt & o , autrenent éit est unc é.ppliéa‘tion de B
dens F , on a, G'apres la délinition, ?II-—.I? ; la correspondance définie
par U n'ect aulrs que llextension de U aux cnseubles des parties. '

Plus généralemcnt, si u est une application d'une partis de E dans F,

on &, pour toute partie Z de B , ulX =u(Xﬁpr,,u) cer la relation

£ 5 s - 5 =
{x,y) v entraine xe pryu , domc ((z,7 )e v et xeX) est dquivalente
8 ((x,y)en et xepru ot xeX), ou cncorc & ( zzsy}a u et
xekilpr.un) ; u{X) nlest ;.seneﬁ autre cmrs 1limare de X/lpr.u per v .

icrsgu'on considere v comne unc app.ication de pr,u dans F .

= e :
Ilappiication :{w?ﬂ(iz L} eat composée de U et ée llapplication

%x —>$x} ; on Gorit Ulx) au lieu ¢e U({xz}) par abus de lansag

n dit que U(x) est la coupe de U

ke
o)
£y
Fy
}.- !
()
.v-4
(64}
)
o
O
N
M
o
N
L]
“w
b
S
S
e-?-

':‘-',;.pplica’tion‘ x —=> U(x) dGe B

]

sriant x . lous édsi~nerons par U

&l

dong  JXf (F) ; rous allons voir que U —> U est une application
b

% 'm
biunivogue do % (B »7) sur ( ﬁ (r))" (ditc can azquc) En effot,

1o rolstion yé U(x) cst éguivalento & ( J x'€E)(x*€ 3 x}

i
U), donc & {3 x'€E)(xt=x ot (x',y)€V) ; ellc entraine
{ U), ctest-a-dire (x,y)eU , et re,w")r@quemeqt

_
(x,7)e U entraine ( J xteB)(z'=x et(x',y)el), donc yeb(x} st

: - - : o = ;
(x,y)6U sont éguivalentes. Ls relation U=V entraine U(x)=V(x)

donne une relation ontrc u et une pertie arbitraire U dc E AF , fonc-

o
)’




o9s -
yeu'(x) , co qui prouve gue ul-n . , ,
On déduit de ce résultat que U — U est une appllcai icn biunivogue
’Le ﬁ(lﬁ % F) dans (,p)(n );pO( ), car la relatlon UzV entraine UzV

Cone U=V dfapris ce gui précide.

Tropogition 19. Pour toutc partic U de ExF ;008 U(ﬁ)—@

fropositicn 2G. La velation X X! entraine U(X)c U(XY).

in effet, si X X' , xeX entraine XeX', donec (1 xcE)xeX et

4 s e 5 ~ = i s
(x,7)€U) entrafne (3 xeBilzxex! f,t (z,7)e u), autrement dit

Corollaire, On a i{;zn}c?)cs(x)mffx% ) |

in ¢ffet, on a Xmé.?c::x et AN X! , done U(XNX') B(X)
et U(XNX!') = U(X') : par suite on s BXNX')c B(x )ﬂU()” .
Propogition 21, On a UXUX! =) oulx) o

Bn efrfet (1 XGE){XEXUX‘) ot (x,v)eU) 'esfz'équivalemte =

(3 z6B)((xeX et (x,7)€U) ou (xe X' ot (x,7)eU)), ot par suite
s ((d xel)(xcX ot (x,7)eU ou (7 xe E)?(Xfriﬁ ot CXst} €0l ;

e B e e Tl A e
cette dernilyc opt Couivolente & (vz U(X) ou vyeU(X')) done 2

T A N Pyl i g ik : £ s e e J'l/-f"' 7x
cE00osicion 21.- 31 U U', on a pou” tout X o by Utliic Ul -
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llextension de 1'spplication cancnigue aux enseumbles de parties ;
clest une epplication viunivogue de 33’(E>aﬁ) sur 33’(F;;B}
La rolation (7,2)eU ost Gquivalonte & (x,y)e U ; pur suite,
ltgpplicetion U—>T est le prolornzencnt & %? (ExT) de l'applica%ion_i
uw—>u qui fait correspondre & unc application biunivoguc de E sur E
gon application réciprogue (n%3), ce qui justifié la notation adoptie.

Pour une application quelcongue u de E dans F , on . , car
la relation xzeu(Y) est par définition éouivalente & -

(d yerf)yeY ot fv; c)en), donca (dyePiyc¥ ot y=ulx)) ;

elle est par suite é&guivalente 2 (K}c:? . cone xc u(y) .
. A < =
in raison de cetbe relation, on éerit U au lieu de U , sauf lorsque

U est une application biumivogue de B sur F . Ly o

7

U(Y)~pr1(U(\( A¥))c pryii . En ﬂarticulicr._si 1 est wae applica-
tion dfunc partie do E dans F , Ay ) nfest autre que 1'imace réei-
»roqus de Y par u ., lorsgue u est congidérée comiie applicaltion de
pryu dang & . '

éfinie par la

f A5
£ s - e v : S | : e st 2 ~ - wonorg sy o e A
partic %.a: P X  Dpc posscde pas cn gencral los propriétdés

d
nes des oppiications de B devs F

(4) ot (5) remplacer unc application v par uno partis quelcon-

A .
FETIE e e R e i O WA U Bt it B S Ceh S
On en part Bl L3, est 1l'application
A

< A o AR o ey i S T e s AR SRR S
canonigue d'une partie Ac F dens B | on-a, pour toute partie

wEs A s N twyar g . o = A\ & 5
A e b L (Z)=X0A ; en effet, on a > = O(RyE) -




2

L (o
CAgE .

= -
o~ ’tJ

' o
gone A (y)..g;%\ AN xB)ﬂ(Ex};)) 14 rel 2 e AA(}:)
écuivant donc & (3 ye E)(x=y 6t x€4 et ye x), done &
{xe b ot xeXL'

Fropositior 26. 81 X gst upe rartis arbi _g'irs de E , Y ung partie

arbitraire de F , on o =
e » N 2
lious g laissons la démonstration au lecteur.

x 2o g R e
- a’“"seible . U une partic

S ST e =<
P AG . 1&‘}’

»
/\.%u&hdJi.’-v’ i

el

el SN = 5 e = TN o
A yePlix,yjeU et (y,z)eV), dcnec sussi &
= : 1 4
= £ S = T <22 ceiiiias = e - 7 = ~ -
et {y,z) e U), clesi-a-dirc & (2,x) € UoV ,

Lorsgue F=E , l'application cancunigue (x,3 )-=>(J,x; est une

tion ; velat”'r de BxE , qu'-on gppelle symétrie cononiguc . Pou.r que

(x,c/) soit invariant par cette sppl icaoxon, il Paut ot il suffit que
Z=y, autrczcnt ¢it l'emsecnblo ces Cléuonte invorionts dc ExE os
on dit qu'tune pai-tie U de EALR est gymétricue 51 %—U . 'Oﬂsem"ie%e A
ost synétricue ; pour toute partie Ude ExXE , UU § et UN T
_sont ﬂymstriqueu. 11 ¢n est de mbme de Uo é dlapris la pmp¢_27,
~ Soient saintenant EB,F,G trom ensenbles, et soit t un 8léznent
arbltr-nre ée (1:. XEIRG . L"arplicction‘ '

t — (or, (pr,t),(pr (pr, t),00, c))

do (BAF)AG duns B x(FP%G) sot une application biunivogue do

(BExP)IXE cur B x(Exe) ; 10us Zi.ai,f.:som aun loectour 1o déronstration.

Cotte aplication est encore dite caron 1igue : on peut lisderirs

). On éerit encovre ExFxG au lieu de

fede

S .
. Pt Ea AT S e .
£ S8 eTp)lL o Falraeg

e e {2 ST ooRgL vy A Z 1,.. V e X
BAF)AG , XxY¥rx7% 2u lieu de (X« ‘}i’)x 7 pour dcs part




LG

1)

- YY) w ,
£,Y,2 de E,F,G respectivement, (x,y,z) au lien ds ((x,y),2). On écrira
de méme ExFxGxH au lieu de (BEXFXG)XH ot uinsi de suite. En
cozpogant les applications ca.noniqua,s'définibs ci-dessus, on définit
aussi das applications biunivoques' (dites‘eanozziguas) de E xXF <G sur
BAGRAP , GXEXF | et en général‘ sur tous les ensembles gu'on obtieﬁt
en pormutont de toutes les manidros posgiblos los trois lettros E',F,G ;'
f_‘%,e ménc pour un nombre quelconque G'enseibles ; on aurn aussi une
application canonique de EXFPxG xH sur (ExF) x(6 <E) par exemple.etc.
Exercices. - 1) Soieunt u une appli‘cation arbitraire de E dans F ,
v une 'aﬁplicatiézz az*’bi}‘:rai?e de F dens G . Zontrer gque si vou
cat uns a;;pllm-fwn biuvnivogue de E dans G , u eét unc application
ivoque de B dans F ; si voun est une applicstion de E sur G ,
v est unc applicatio d.e/F sur & . '
2} Soit U ume _r ar L:.trwlre cls ExFE . Sontror guc las‘
zmk quatre roloticas suivantes sont ¢couivalentes :
a) quel que soit yeF , ((x,7)eU et (z',7)el) ->x=x' .
b) quels que soiont X B , X' & , U(XNX? )=U(X) NU(X')
¢) Quels que soient XcE, X'cE , (IOX'=,6) —(U(X)N V(X )=F
d) quels que soient XcB,X'CE, U(xnﬁm )%(X)ﬂrc u(xe)
3} Soit U une 1:arfio _a.rbitraim de . Ex‘F . ;oiztrér gue la rela-
tion (i1 existe XCE tel gue U([X)=[U(X)) entraine U(E)<F .
4} 50it U uno “gp,rum‘arbltraire de ExF . Zontrer que les
rolations guiventes sont Squivalontes z |
8; guol gue goit X E ,Ué_C:Z}:EH{X) ,
3 eziste une spplication n de F dans E tolle gue U - .
) Scient wJ* doux parties araxtrmres de EAF ., lontrer mﬁcn
s [ OUUs }_;C}é".}‘ziff{}{} Ul (X}, (UF}U'){:«:)-E{J:)QU?{X) , mais qus la
= "X)Q%S*(K) est Tausse.
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a0 -
.6} Soit U une partie arbitraire de ExF . Jontrer gue les rocla-
tions puivantes sont éovivalontes :
5) aucl guo geit xel |, il a:;z.ste ve P 1ol cue (x,,;)c U .
b) quel que coit X C.E - X U(i}(X)) )
7 ) Soit U upnc partie ar bitraire de B xPF . moatror que les rcla-
tions suivantos sont eom.valt‘ntes .
a) Qz.é.e}. que soit xe B , ((x,7)eU ot (x,5)el) —»y=y' .

s
git Yo ¥  U(B¥Y))— ¥

©
W

8) Soit U unc partic arbitraire de ExF , V uns partie arbitraire
de PBXG . Démontrer les relations

ubinting { a?}«-}; ; Vo¢=¢ , (FxrG)oU ={_r1U)xG ;
Vo(Ex F)=E x(pr,V) . |
o) Soient U,U' dss partios arbitralres de ExXF , V,V' des
parties erbitraires de FXG . liontrer que Vo(U yut J=(V-U) U(VaT
ot (VUV!)eU = (VoU) U (V1o U) . | |

o partic arbitraire ée B , Y,Y' des parties arbi-

o
()
gt
L
€
fte
o
b
5
4
g

=

traires de P , Z vne partic arbitrairs de G . dontrer que, si
YNY'=f ,ona (Y'xZ)o(ExY)=f et i YNY#P, ona
une partic arbitraire de £ , U une pertic arbi-
traire de EXE . lontror qus Uo(X xX)eU = U(X)x U(X)

12) Soient U unec partic arbitrairec de E xP® , V une partie

arbitraire do ¥ ¥x 5 . .ontrer que lcs relations suivantes sont

a) quel gue,scit xel , V(U(z))= i}d

b) c}v&i gue soif =cB , 11 existe yeF tel que yellx ;'ﬂ;

Viyld , ct.quel quo soit yeP %I(V,—»jﬁ ou V(v} gé ou
e -

5}{;&"1“}%—4} ot (xeUly) et xfe Uly)) —>x = i)

7),_.




Eeaait

oGt

- 1&1 -
Un 46duire que lus relutions suivantes sont Gonivalentes

c) quels quo coient xe B , yeF , V(U(x))= {::} st DiV(x) )= v} ;

d) U est uno application biunivoous de B sur F et V = U ,

§ 5. Réunion, iﬁtersection, produit

de familles d'snsembles.

sous-fanille de lg famille (u b

ailles d'é18ments. Dans de ne@breu““s questions of iantervicnnent les

e

applications d'un enscuble dans un autf&. il eat cormode d'introduire.

’

un langsge différent de celuli que nous avons ntilisd 3usqu’iai.

Etant donnégp doux cnsemb;eg i of ?,i vne applicstion u dﬂ I dens F
SCe e N e R . = 2 - - > e e =
sera encore goppelée unc Tfanillc df6iémeunts de F ; on uiiiiﬁﬁialﬁlﬂiﬁ

dtipdices de ls fanille. Conforméoment aux conveat$oau antéricurecs,

ls fanille uw pourrs sussi stéerire < —> u, ; on introduit encore

pour 1la d051“ner la nouvelle -notation (u, ) la plus souvent

2€I ?

employée (par abus de lavﬂﬁme, on ocrat parfois (u, ) lorsqu'zl n'y &

pas de confusion possible sur l’ensenole dtindices).
Une rostriction de 1l'epplication u & une partic J de I est dite

, ob notéo (u, )

zeI 1ed
rostriction de u & la partio vid ¢ de I est
quo

et
o

#n particuliecr,

dite la soug-fanille vide Ge (u 11} ellc est i@Cﬁti

partic vide de IxE (%4,n%) .

L'imare de I par llappli ication 1 - u, est appelée llensenble.

) 7

5o i e
. Doux Paaillos distinetes

z ¢ z - ey o s 6
des Cléments de la fazille ku%}

el
X 5 s e : 4 o e 2 R o o
ou non @fne casorble dlindices) peuvent avoir némc cnsemble d'é16-

T e e o Demgnwe 4 2 N L] ‘ - b 1 T 2 e A
nerte, Pobr touts burtie A de P . 1 ‘application cinonigue de A
-
oy e = Ben S %2 A e Aot b -3 Ve e T 2an RS s
cone F definit vee sonille diélinonts dont A eolb llcongserble d'indices
E e 3 3 Lo LA e
Sh L'engSipnle Gen clonennis,




2. BRéunion d'ume fauillo d'onseublog. Scit B et I doux cmsembles -

e

i

Fopai

mm foaille de Laz'tics do £ (cle t«sl»i%:z,rﬁ; vne famille

( 1’ facl
d'éléaonts de ,')Cf (E) ayant I pour 6}.1{35:3318 dfindices) ; mpous ddsi-

-~

gnerons par 5’: ltengemble des rarties appartenant ¢

&

e tte fanille.

S

Soit J une partie arbitrairec de I ; 1u relation _
(1 e I tcd ot XGX&-) (6cuivalente 3 (dce I)ze x)
' lovsque J £ f)

fonectio ’mzl.f,f;éﬂ- par rapport & x ., denne uns relatiow i"czic‘ci cmell@

par rapport & uvne portic arbitraire de E : nous pr uu{i’f’cms mzz? s*f’“fzala

o
;‘;L

X, gue nous appellerons

. Un obhserveras gue,

Dlaprés le §4, n8, il existe unc ps rtic et une seule K de I XE
tello que X = ¥{(+1) pour tout Z ; 1o définition précédente reviont
& dire que ;’\ZJ X, = K(J). Zn particulicr on a \.) X = ¢ ( %4,
prop.1Y) : la réunion de la Panillo vide st la _;_artle vide de B

o
51 J,J' sont deux partics de I , la relation Jc.J' entraine

By
x L) X (§4,p;.op.20) En partieulisr, pour toute

partie J de I, on a - X - Lvel . ; Dour ume partic J= {)e.}
. : i ‘ A
réduite 4 un seul e,lenﬁfa‘t on a {_j} X, =X, , donec pour tout
i 1€ .\
i .
2ed , X C - X, . loversemont :
fropocition 1. La relation Mguel gus solt 1el1 X o ¥




. - 103 -
X - v
el ¢

Corollaire. ‘Lﬂ Tolation "guel cus seit ¢el , X c Y ¢

L—} }{ G L
tel tel ¢

n effet, on a, pour tout el , L o ¥ l?ZjI !

e

corallaire,,d¥a§rés ia prop.1 .

L

ey
y 4@

cntraine

tof lie

Proposition 2. Soit (uj)dké‘ une famille do parties de I ; on a
I : 3 £ -
.
welldy @ Ael e,
/ L . el ! A
{asgociativité de 1a réunion).
‘roposibion 3. Soient B,1.K trois engembles, (X ) . , (v )}
S 2 % Seie B & _a'i'»'.‘iK
doeux familles do parties de E ; on o
~ % 4 XNt o U 57 3 = iy 5 3
>y { = ;. Ot 5 - X
2) e o L ook e L) ea K %’

e A 7 » - > 3 e e L
cistributivite de llintersect pei rapport & las véunioni.

344 = 2 o T 3 - v = i~ £ 53
croposition 4. Solent &,F,1,K guatre &ﬁgﬁfblas, (X@}ﬁ{gz une famiile
de porties d¢ B , (¥ ),Q;,K une fanille ds rtles de P . (na

7 T z

lHous lzissons au lecteur les dénonstrations (immédiates) de ces

nropositions.

Proposition 6. 8oit ‘X 3 une fomille de p&rties

de E , et soit

téZI
gg embie des Glémente de la Tanille (X )

T el
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in effet, la rclation x@ Y{;é; Y ost équivalente & (JYC E)Y € &
et x€Y) ; or YES est équivalente & (J ce 1){(x, =Y), donc
xe ,};{5 Y squivant 4 (3 YcEN I ceINX, <Y ot xe¥) ; maie
(3 YCB)X,=Y ot xecY) cct Gquivalento & xeX_ ; d'oh la

proposition.

Recouvrenents ; partitions ; somwe d'urc famille d'epsembles. On dit

&) +? e 1 ¢ parties de E est un recouvrement d'unc par-
; ..
tic ¥ de BEei Yo ‘=5 X, . In porticalier, si (X, ) est un rocouvrement
de B ,ona BEc X . of comme l_) X c E (prop.1) ona
P = = el * _
B = Quf'jw e .
LEf T _
On dit gu'une famille (X ) rel de P:..I‘tleq de E est une partition
go % gi (X ) est un roeco uvrement de B , et si en outre, les deux

TGIET100S8 sulvantes sons v:i'az-es <

..":A 11 : € I s AX{; %é
(+¢x)—=2(X, N X _=§)

La condition b) s*exprme, encore d'une fagon gquelque pea

=
e,
o}
&4
6}
¢
pid
£
(6]
L)}
(&)
fde
()8

L
Sigud
vy

iﬁscrmcté, egrdisaﬁ: gquc los X, sont doux & 5 deux sans Glément
conmun, -
0p en déduit que (¢t #=2) > X, # X, ,car X = X, entraine
5, NX =X ¢ g d?a,prés a}), donec 2z =z ; autrement ¢it, =z —=> X
ication binivogue do I dans & (E)
) %’3{'3) ast telio que la famille de

/-v;ul

. — X de %

7

e
b= £

de langarce, gue

unc partition dc E . e gui précide prouve gue,

ition (X ) de E , licrigpemble des X, est une
AN! ,ka ww ’u’
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On-: di‘L Qu'un ensemble E! est gomms d'une famille (X 3 de partles

'z,el

- non vides de E si, guel guo soit ¢¢ I , il existe une appl'icamon

] LU
(L@%%X%}QE, i@e%’}{ﬁ;

biunivogue u,_de X dens E tells que la famille (v (X)) soit une

partition 'cié Bt : La, partie {b};ﬂ ){ ds IJCE sot somme c‘ie (X ) ;

cn cifset, quc.n gue soit = , l?appl cation x -9( < .x) de B dans

IXE est bivnivogueo ; sa o5 i, iction & X cf:*b donc vne gpplication

biunivogue u, de X sur {+} X< X ; or s Gvidemmont . «z,} I8
. : ;

pour tout €I (3 %, prep.4) ¢
=y

5 ~ 2 ',./ _"§ .w 2
dtott (3 i X X YO ( {Ef A X =4

tergection dfung fanille é’ensembles; Avec les notations du n®2 s 18
relotion (— 3 ‘{&Wm W@%a%é@- o
-
(d T) (¢ jé J ca X"X }é"zmva ente & (Wi “i’,éuj(ﬁé

lorsque J v'est pas vide, wncmanﬁzzli éc par rapport 4 x , donne

une r»e;i::x.u.z.c..l .;onci:;cm"sllc par rapport & wne partie arbltz' 2ive de B ;

- nous prendrons pour ﬁymbcle-.wncmozmel-attaché & cette relation

; e X, , que nous appellercns 1°f iz:;%ez‘seetiaﬁ’de la famillec dlen-
senmbles (K,L ) cc 7 s est bisn an“"“”zéa un arcument 1 1is &;z:zs

ce symbole foz.éctiomﬁ,@l -

Proposition 7.- Pour toute famille ¥ . ona

Lo S
r<1
N

(o

N

Pl
foda
@
e
o
;4..?
%é?
&=

e aeeray b

1E L %
: ‘
e s P 5 ’ = - i) Py 2 * 3
Un offet, 1o velation xe | I X &tant équivalsunte 4
ey x
e d {""\‘
r = 5 v X 5 s 2 s
or - - : ! X7 : e = 5
§ ».g’ 7€ J )=z €X ) , 1o velation X§é’ . & oot éguivalente &
: & ek &
7 ‘ 7 : - :
Zo i A AR > = A Nt i o = 3 = Z
(- teJd)xeq ) ob cncoren (7= d){ze; X ), clest-4-dire
; e 4

Un peut gémnéraliser la définition du dusl d'un symbole foneticmnel
A s - 2 o) = = - -
43 , suivant 1o procédé expesd av $ 2.1 4, su cas oh dans la formetion
& = P

5 G + Sames loo anmbelos | } G e e P e
de ) Antg ge‘i?,;.é%?’iuw;’)t auesi leg symbeles 1, [ | et des families
2 2 L £
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, - 1ub -
arbitroircs depariies de E : il fautl weulm,eat ageuter

& 1a rérile

£ ‘}lé £ ¥ » 0 "% - 4—7 4 o | o ] § -~". f“\
Tormulée au ¢ 2,n 4 gufon dolt remplacer chague s1ghné - pay | )
st ‘Q’ii,“‘"‘f"‘l"bd, chague fanille arbitraire (X ) , er % parties de E
par la faaille (gip) e ;3 GQans cet énones, il est sous-entendu gue

les signes Lj lf\ so:a%. supposés porter sur des fanmililos de pﬂ:"mes

ol
(4]
e

L, : on ne Goit ricn modifier aux cpera,z,:wns dtintersection ou de

-

union portant sur des partics des ongembles d'indices, quil peuvent

{"‘\

e

s

se trouver souscrites aux signes t} gt :’/ 1 . 1Ia rela,ticn (0,

=N
permet encore de rerplacer ¢> par un symbolo ézal ol les sigres |
ne portent gue sur lss 2 «,@&nfs {éu type W (E)) qui Ffigurent
dans & , ou sur les X pour chague famille arbitraire (X ) de
o d o o 135 S b e Seont Aoy I £ ] < . o = £ o
pertics de B gui intervient dans ls formation de @ ; alcrs io sym-
- ‘ . S - . p.a
belo du 1 sura ls méme propriété, une fois remplacee | { L I
3 ; Y 0 : . ’ > i g 8y
A i {L o i: ({x)), . ;¢ L7, .+,{X_),.. respectivenent.
Op définit alors comme au 52,093 1a duale d'une relation 4o 1ls
forne (,? ¥ (resp. bc ¥ )
Par ce p}:’acéé-‘% de duslité, on dédnit de checune des p.f‘oprié"aés
ds 1z réurnican '*?"Q.s‘j an 172 qui p&ru"; s‘exprizor comme une relstion de

e"*"‘f’ "4.3 i

YA i s S s B opmanes aee
rciloire Lo velatior Youcl gue 893t £ o, A

: i
f‘:ﬂ_ 1 g'?& 7. 1
e P RO B iy "u g Same T e Y s
= i % .gj #




Les duales dos prop. 2,3 et 6 sfénoncent respectivezent :

Proposition 9. Soit (J ) une fasille Ge perties de I ; on @
_ _ Aey, =
T /:\ = JLFE ( 'fq b4 ) -
r C e & J .43.' = :‘ : o
‘ (7) . , J\u{: 7 92 €L *1€d)
(agsocistivité de 1'intersection).

Proposition 10. Selemt E,I,K trois ensombles, (X)) . » (T, ) pex

deux fanilles de parﬁios ge E ; on a -
8 : f\‘ m L i ¢
;&8)5 _ - ‘:§~X)U( Y%)a { :.JY;,;)'

e

»c kK (—a,:a)eIxK 1
dunion par rapport & l'intersect tion).

Proposition 11. Scip (X )4 ung @amllle de parties de B , et soit

72 e I A28
7 % = <
T O i ; s < % a Peomid v
4 llongcnble dos Clilments de la fgnills (x }1€ T ; oL &
. s g — 4 e
y = ) -
. { % : iRy
2 = 2
Nt t i -}i-{, -2, = (5'1" s .

Y >3 g i ek = i = s e e
TCiotion (“’9} i f;f:;?} a5 &1 *_'Q"" (lu,l f}(’_}f ﬁ’t la I10YRacion {.2.¥€/§Lv1:"‘3

3
@
-
o
;
o
&
£
el
)
o
("'\
i
ted
$
ot
U‘l
g
o
Peet
()
@
(9
8
ct
e
D
o]
s
bt
®
103
ﬂ-’
el
3
(§)
b
e
e
{3
o
fode
&
O
IS
5
‘§
(l)

inmédiatenent la proposition @na?o FOEE

Proposition 11. Soient I,K,E,F qua“!':re onsenbles, (X)) o7 e

famillo de parties de B , (¥, ), . y uno famillo de parties de F

Sna - . - f‘\ ‘

. L 0
. el ek’ 1,2 )EIXK

Zn outrc, on & 1:;;3 'r'op'% &64 sp ia,lc 4 1'intorsection ¢

Proposition 12. Soicnt I,B,F 1rois emsemblos, {X ) e ume famille

de parties & , T },,_ o7 bse famille de partiss de F ayant néme
engenble diind ices Alors f\
% /f,‘\: i t =
- %argzy‘t)’“({cz f DCIMAY) |
En effet, ‘Ié.a, relation (x,7) ¢ . (\I X Y ( . Y ) est équiva-
T {{‘*’@:-1)(;;{;:{@) & {VzCI)’Vs:Y )} donc & (Q’tef} {xe z

et ye¥,  } clest-d-dire & (V1el)({x,3 7)CX. xY } d'od la proposition,
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Le formulce (4) n'a pas non plus do duale. Pour unc partic arbi-

traire K de EXF et une fanille (X ) ey 0o partics de E , on &
seulement 1la relation » ‘
f"} , K'X y
. , ,
{4 7 ; H
qui rssulte do la prop.€ ci-dessuvs at de 13 pror.3 du 84 .

Propogition 1%. Soient I,E,F irois ensenmbles, f ume spplication

arbitraire d'unc partie de E daos P , (2;345.1.339 fanille de partics

de F ., On o X

Procuit ¥ 1
(£ ) wns ianillc ¢ partics dc B gyent I tour casenbles dlindiccs |
Lt 1¢ T ~ : . : :
Soit » une arplication orbitrairc dldnc partic J do I dons E , clest-
d-dire une arbitrzire famille (u ) d'éléments de E ; la rolatiom

L€ :
(¥¥ € }f7:¢ J ouu, € Xi}’ (équivalente a ( Vﬁaa Ju = X )
fon

lorsquoc J#§ }, £

fonctionnelle_§ar rapport & une partic arbitraire de EJ ; nous

nn ll,ee par rapport & u , donnc une relation

prendrons pour syrbole fonctionnel stiaché & eet tc relation } f 'Xb
: : ' 1€ d
que nous spouellerons 1o produit de 13 famille d'cunsembles {Z,}tbe 3 5
2 e 5 B
7 est un arounont 1i¢ dons ce synbele fonctionnel., On dit que
: ""'-’2""

les X, sont los cusedsbles factours ¢u progult ¢ g,& X . La rolation
{ = ~+ A e e ~ 7 ooy ] -
{n ) e 3 reg X, ©ost dome Gauivalente & ( et (red oy

U cX j

{




10 . -
. - . . . .
=i et s 'CJ s

relation v, € X est yraoio pour tour e J .

puisqulalors la

Comme la rclation af» § ost vraie ( ¢ élérent arbitraire de I),

ic produit »z,] c];a X est identique £ E¢=: {Q} (ensenmble réduit &
1161léont P de ﬁ(li‘iﬁ)) .

D'zutroc part, pour tout % €1 , lfonsenmble ]' X oot 1limago
: ; : s ,
do {9&} X B‘x par 1! ayplicezti_cﬂ biunivogue ( ,x} ,> 5{ 4 ,};}} s’ie

IXE dans (IXE} ; comme x — (# ,x) est une application biuni-
. 7 T 7

: S — -
vogue ée Xx. sur {k;2< X}ﬁ , I'application x — (;a,x) ost une

application biunivooue de X, sur P } X, . que nous appellcrons
z C"- % 2

v‘g ;

ganonigue ainsi quc lfapplication réciprog -

jue. Dsons le resto de ce n-,
7

= - :
Dous suppogerons gue . | . X # g (ef. §2,cor. de 1a prop.7, et
ci~-dessous, n%6) . -
, T
5 §

Soit rz{u*}’"ei wn 6lément arbitreirc de zﬂﬁ? X, ; 1'appliecation
u—u, {u_restriction dc u & J) ost unc application da-},ﬁz X sur
T J . oe -

R‘? £ qui se noto pr. et ost appelés ﬁzojeetien 68 éT X  sur
‘:;l‘:T; e _ = : el

i;‘ :.7 s ¥ 7i g~ Y % i % b = P ‘i‘ 'i’ f;'g:b
Jes X, 3 omadone pr iu@);té I} (AL),Lég our toute p -%1@ J
= s - ?'i? Q > oy <
de I , on a done icfg X #¢ (34, prop.2). In particuliecr, pour

e

=

I = }:ﬂ} ( ﬁrélement arbitrair

g N7 < . . z - 3 -
W@reﬂ;:.f ge | __ sur ¥ . of ¢ pr, , ¢a3t 1'application
i <€ . z : x} -]—T
de ' lx myr ; & toute app ilCa ion z € ' L X Talt
161 ¢ £ 7 ;
COTTCoDOnATC 58 pober % - on 1o note P, et on i'asppelic
DICieehion ou CooT e d¥indico » : o3 g donc pr {(xﬁ} . =%
, e 7 2.

3 aﬁ@ partition de I : lispplicaticon
JE;’:.L 2

2z > (pr. (2}) ., . est une avpniication bhiunivogue de %
'»(i;i = - 2 : = e = a1
,E v ‘ : = e - = ~ow - - S
ser 0L g f“wu ciativite® du produit).
: 7 : i




- M- _
lation (prJ}(z))LA _--(prd {2zt ))J&Q

o
‘:J
e
gns
(o]
&
c
—h
&,
o
O
¢
(s
)
&
il
ot
m
s
&

cntraine z=z'. Bn offet, slle est Son ivalente & (V.A, € L){pr (z)=
(;’)) ; mais pr. (z)=(pz, 2) 5 4one pTJA(z_)=pr | (2 )

cst Givalernte 3 (W eIl © ¢ a_)‘_ ou. rrtzzpr"z') = 1 Z‘ol.&’tl@.,&

considérée initinlement sst done éguivslente & (Vf— eI(VA el)

(1€ ou pr,z = pr,z'), el par suite & (Y eer)l( \'/ACLEV' Iy

z r
ou pr z-—pr g1y, = | \;/A c L)'(L§§ J,A, ) eat éguivalentc &
: - |
¢ v ¢ J ., el comms par hypothése = 4 . on voil finale-
PR e o S
oy 2 o oot Sy e A ATAa T - srdiral oTmTo 6 {: T)('/ - £ e
pent ague la reialich consideree @8y egulvaiente & - |\ CeE L ‘.‘_5_3&@ Z =
R / 7z o < i =
=pr 2!}, ciest-6-dire & z=2! .
° oy
£ A cn. Sl TS {ss = i iz b X S
wontrons maintenant gue, quel gque soit (v, )}, _€ . . - . X ],
B Tt = »/L 4 é L .KXM'C» E 2] O o B o
! : A
] oxicte = e ' X ted 1 0= {2} 13 1 / 1,
S i e T A - T fs_o >4 ‘.’»‘1 S _d.dk’ 3”1‘73 V& f p(}uf t{/‘ib = é' .L,.t ¢
- )
Considérons en effet, dans llensenbls 1x 5 la partic z = - U,
i ,! =
3 - on 4
nous clions voirgue ze ~ . X | Toutl d?aboré, aontrons gue z&€ E- ;

en premier licu, dans 1 xE om a Dpr,2=pry ( e L2 )= _A(I_Mriaié
j 2L

= ;}g’: J; =1 por hypothése ; d'auire part, 1a relation

{({(+,x)ez et (2 ,7)ez) équivaut 4 (td el ¢ ,:lc)euu_)t ) et

{3; p el 1,3 )cu )), donc & (VJ;.&L)(V(L c L)((L,x}?u

e‘!;‘{@__;g)eu#)‘. dois (\a,-k)€u4{ st (¢ 7)e u{L) entraine
{ LEpryu, et ze pr 1% ) .crest-sf-,»sulre - 1€Jd) et ¢ J?‘ 3
done L = (o en vertu de l&-ﬁ;othése gue (JA )J\ - L‘ est ane
:u.rtltz_c de I . On en conclut que {(‘zgx)ez et {2,y)ez) est
Sovivalonte & ( d Aei)l( x)ean, e (1 ,'g)c u ) ; meis par

} s
nypothése ((+¢,x)cn ., oL {1 ,7)e J em,ralne %=y , douec on a

ik

& .A

T . -
v 2 o Y 4. o o 3 i ] % EHE X2 avivies ) b
bien zZe B ., Blavire part, lo relation <€ d; est fonciionnelle

t &

o | - soit +—> o2 ) 1lapplication correspondante de I dans
Bk g N ABA @ i C?x_ 25 p& 5 VB 0541 £ i < 8% AL
- z - 2 = =z Z Lo = 3 7 5 Y - %
llensenble des Bléments de la fanills (4, j ;3 13 relaticn
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(z 4%)e 2 o8t éguivalento & (dA el ;me: uy ), done 2
(I Ael)( 2, x).eu\ ct e d, ), done & (~E4§_€ u)((»c ;Xx)eu,

ot A =p{ 1+ }} ou encore a, (2 ,}:.,u_uq,f,a )é €6 qu:s. entrains xe X "9

I

3“‘1
{31?0& Z € ' X
bt

Un voit en ocutre gus, pob.r tout A , on & px'J (z)zuj\; ;, ce gul
. 3, :

achove la démomstration. ,
fapplication biunivogue 2 —> APy z)d <1 ©t son applicatic

o R s 2 = z e s
Diune maniére plus inacee, on ;:eae interpreter ls pron.id en
rleal s e o e A s e T . el = ST
disant gue, pour déiiplir une ag gzl:icg tion de I dans E , on peut
3 e A - oo b = = =
in 45finir arbitraironment sur chacun des cnsexbles J, d4fune

et . o) € A
® el \, » - :; < > = 5 - = S
{ F2eI} ¥ xcB}{x Y, —» x€X ) ; elle entraine donc la relation
= : i)
(F 2B X Veel)z e —>2 €X,) ; main (V 1e1){z € ¥ ) —
Z Z % %

- T . "‘*'“"“ .
dire (z e 14 Y )—> {ze ! c X} dioh ls proposition
, -~

Proposition 10. Boit {Y@) o1 une famxlle de parties de B tells gus

v : : e
- : ; - - R
- 5 a7y AT oy 13 54 Ny 2 = ‘: P 7
Y o X pour bout » . Pour tout necl ,ona prk_ (Y}z_} 5
3 ¢ : = ; ; e
of 1= famille (2 ) est définic par les couditions : 2, =7Y ,
Zz =X noar i = r
% ’t/ bﬂ-ﬁ’w & -
_En offet, lo rolstion z 93:‘ (Y,) équivout & pr ze¥, ; comue
2 s S
'- x‘r:.#‘-““{ b '2 - : e mf: 2 % By
{ J2eZ}pxr z=X ) cat vreie, on mat gre z e pr (Y} est &aul-
: 2 : ‘J y 4% 2
gloate & fpr zc¥ et celI{t+>» —» przcX, )), ou
cneore, on vertu ¢c la (87inid lon de la famille (Z ), &
rv\f:i *. - KA = ot S LA = 7 Sins s = e e
Uk i Pt 2o 4 =i L= o2 O A . 2 G T ’i‘”’gﬂzﬂ £ L }, -

{z,_ e X)) cntraine (‘;’ c 1)z 6’5‘.’ ] {Vzel}(zte Xz,) , clost-8-




, - 112 -
cotte clorai ro oot Gauivelente & (VY 1,51)(pr¥‘_z ezx: et pr zeZ, )
enfin, comme ( V@-e :{){pr¢z eZ;L) entraine pr _z€Z, on voit fins-
' 4 ‘
lemout que zepr, (“Z } est bien équzva..ente (\1161)(131‘ ze Z. )

k3 ‘ g
clest- md.:;.rc—;»é 7 € RCE Z Z

EE '3 i i ’; ¢ 'r : 3 % ) ’ i =) 3 llg Ed.z‘t: e ﬁ.% E
- e &L ® e 3 E { e A 0t Y S R

teilc que, D oz;,rf tout Ael et ot o1 i, = o=

lg rolation z e ) ( £ Y , ) ent Gavivalente &

TOLE Uy‘:

L
§TN
o e
o
B

‘gd ey
2 ey -4 {:”i“x’ - P ;‘\‘ —“/ I z I Y }
¥V 1ellpr 2z = T, Joué ( \{ 1eIM YA \“‘:){?I"%Z €Y 1),
dtod is proposition.
Corolinive. 81 (¥ )] est unc fanille dc partices de B telle gue
e Lt 1€ 1 2=
Y ¢ X pour tout 1% ona
> z : «1—-—-*7“ 7 =
i

Ctoot unc consbégucnce de la Pormuls (14) applicuée & 1o femille

. 1
ch 7 =3 Gr 7 = nour 4 #
J’é‘ Lz Ji, f ‘i“ G j‘“ P A B . 7 ./L 5

o h e, ) )T AT !

cn roisop ds lo prop.i6..

vopesitior 15, Four toute partie Z de 5 iz X ,ome

A4
pessses &
(46} - e
, - | 1€
= = S S : 7 g L
Bn effct, ze% eniraine :»::th, pr, 2 , done aussi ( Y e I)pr z ¢
c pr {2)), qui Squivaut & § _3, or { Z) .
(4 2 2 » .

el wnmm‘h}.c quelco ugg,c, U ung appiics 3 con

- cn—n

% -
& e F - ] e =
i X : llagsplication u —>(pr o U} _gs
L& 1 £ s e
- 2 e
"Y*’&: £ =% wman Tt S s dn § mem T R wmon s % % ST} 5 A
A @;3 G uns SppLiosvlion Ol L‘mi VOOue QU TIeomicy
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En effpt, la relstion (pr ou)=(pr, o v) sipnific que, pour tout xe ¥ -
et tout el s.gm;(ufx})zprt(v(x)) s il ep reSulte que al{x)=v(x)

pour tout x<F , donc u=v . D'autre part, povr toute Iamule (f‘ %zél’

ob T est vne application de F dans X z —> {2 (x)) est uno spplication

| - ,
de P dens éé{in , et on a, pour tout v €1 , pr ((£ {x)))=¢ (x) ,
dtoh la propesition. ‘

Par sbus de langapge, on désignora parfois par (f;} ltapplication

7 -o{f (x)) lorsqufil ne peut y aveir sonfusion avec la famille des

Ry S SN o R o L e e S D S e Wy <
AppilCacions I . Lfzpplication biuniy ogue el finie dans 1a prop.i9 oo .
o % s > 3 = &
S e R A I R T
ligpplication rseivnrogue soat dites ¢ hCLlﬁ ie8.

z

Lremeraus. Le leceleur n'aura pas 616 sans romarquer lianalogis

entro iag-nGﬁianﬂ de rdunion, intersection et produit dlune

famille de pariies dlun enée@bla E , et celles dc réunion, inter-

gection ef produit de deux ensembles, définies aux §§2 6% 3 ;

&=

noue preclserond cette analomle au chap.1ll.

6. Liaxiono de cho;g,

Au 0% , nous avons df supposer que ZTT X, #6 pour 1a famille
( -aci de partics dé E . Hous avons vu gus cette r@lation entrazﬁe
: xé%@ pour tout 21 . iu chap,III nous verrons gue, sous cort aine.
hypothese relatbi & (ﬂﬁv01r gue I est un cnsemble fini), 1la zéc ig ~f

-

gup de th@ propositicn ect vraic (aatrement dit, est uvnc comséguonce

éde cotte Jypcth@sv ot des axiomes de la théoriec Gos ensembles Gnumérds

juscuticil). Le QéV@LGﬂEQEOﬂt de la mathématigue moderne a conduit &

gans aucune hypothdss gur I . Ds facon précise, novs introdu LiTonE

comic derniey axiome de la T1ugvae des ensemblss, ltaxiome suivent,




ey
g

. .t .
G iy XY x te (FENDHU Ttz #9) — | | x #0)

&

of I et E sont deux ensembles arhltraires; et I=(X }ié . ume famille

arbitraire do partios de B s ayant I conne ensemble dfindices.
Dans la théorie dea ens cmbleu, on %eut donc remplsecers la condition

: X.'%é intxo‘uite au 15 par (ﬁfﬁfl){“.~i}, gui lui o5t

11 eot souvent commode do dommer & llaxicme de choix une autre

forme @ nous allone montrer cm oiffet gu'il revient su méme d'intro-
duire liaxiore (B ... ou 1c schéma dlaxiome guivant
. Vil 7! : v
T ] s 3 = : s ool .~. / A7 g oS
o3 (y BRIy :m?mj yeF)R > (d ue FUY zecEXulz} y)R)
S i

iibres.
Ep cffet, sl dans le schéma é’aximn@ (e3), on ye emplacc ls lotire R

por la relation yeZ , oh % eat-uno famillc arb&t aire de partics

oy

de ¥ , la relation (V zeEX _3 yE ?)(VCZ ) est Gcuivalente &
(¥ z€B)(z_4§), ot la relation (3 ue )Y ze8) (v €2_ ) est

équivalonte 2 £<Jg “z%¢ ; on obtiont donc ainsi (bv

TIanversement, partons de (EVIII) et considdrons une relatiom guel-

songue (oxplicitée) B sait(ga‘la partic de ExF d&finic par B

;
3 égz’ez’iix} : la.;:e}.ation (‘vl xeckE (3 e TR est ¢onc

&guiveiente & ( V xz B)(B (x)#0), ot la ralation
- : -

v

Foond
& S S AL oy 2 ¢
clost-i~dirs § Ll % ; de WT.} on
ZE m‘ aiwl
z iy s :
done lo scilmn . (85 .

e
NS
- z ey > e an § o f w3 T
siFpne > - op @Lwﬁt la velation (u(x)lyin
- 2

; S —l =1 et s C O % ’ =1 : =.--;lz?\§ ] = AP ¢ KS i
eane 0 ye BIR (ol on 2], done { JuecrF Y xcB)lulx) o0

"M ¢ xcB)ulx) y)R est éqv%va ente & ( JueF )V zcE

: 1n velation B est dome éguivalente 38 (x, )6 ; ou encor

evei,
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¢ 6. Ihiclations é'S uivalonce.

Ensexbles quotients.

i. Fortitions ot rolations d'éguivolencs. 3Soit (Z.%},{ - T uBZ partition
(25,0%) d'un onnenble E .
Proposition 1. S5i on désirme par R In relation (3 <€ I){ueX_ et

veX ) eutro deux {1émorts arbitroimes u,v do B, on o 1eg propositions |

e o o
saivaptes @

) la m}fti@a {x!u)(rx]v)ﬁ est vraie ;

b} los relstions (x|u)(y|v)R et (yjulx|v)R sont vivalentes ;

~
s

¢; ls relation (z|u)(y|v)R et (yiu)(z{v)ﬁ ® entratnc (:«;lu}(z‘g*éz}R.

En effct, a) est éguivalonte & dire que (F- eX)xe X ) ost vraie

cc gui résulte de la rolation >3 X =E ; ‘b) e=st triviale ;

-

enfin 1o relation ( 4 )¢ _3_,\ cI)(xeX, ot TeX et ye X, et

gex, @z-x‘;?aim . I)(}:g-:xt ot z cX, .), sy (veY vet  ye :{_‘-& )
entraine X 0 "’J\_:,é¢ done 2=/4 ; poruite (3 teIXJAre1)
(zeX ot ’yg}% ot ::*JF-X_;_ et zeX, ) entraine A
(deeI)(d A eI)zeX, ot zeX; ot r=X), dome (3 e 1)

¢5
Do facon pénérale, étant donné vno rolation normale H , contonant

{entre autres) deux 6lémonts arbitraires u,v de E , aui scut dos

arzuments 1libres dans R , nous dironc guo R est v rolation gt é,guiva-’
loneco entre n et v éi cllo sa{: ofoit aux trois conditions z),b),e)
5;0 la prop.i . On e};priﬁe souvent iz eonezi’sion‘zz} cn Gisant quc R
cst rofloxive, le condition b) en discat que R est syuGirique,

ot 1o condition 7 ¢) on disant que R cst transcitive.

Zxemples.- Lo rolation 4°épalité u=v est unmc reletion d'écuiva-

G

lence ; om dit gue c'est la relation d'éguivalonce la plus fine
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Gang B (cf.chop.IV). La relation (uek ot v€E) ost aussi une
relation dféguivelonce ; on dit quo cfest la relation d’wawuleﬁlce
1o moing fine dans B (ef.chap.IV).
Ls prop.1 peut donc é'oxprimer en disant que fa rolation (3 ze I)
(ueX et ve X ) cst une relation d'écuivalenco ; nous dirons qufelle

€

est asgocidc 3 la partition (Xz, ):ceI

Inversement, nous allons voir gue toute relstion d'éguivalence peut

8tre conpidbrée cozme associte 4 unc partition. De fagon préecise :

Froposiztion 2. Boit B une velation d'éguivalence, §B 1ls partie de

B4 d6finic per B (§3,0°3), & 1timace de E per 1'applicstion
: — B.(x) & E dans ?zf(rs) (§4, £°8). La fomille (X) cG sest

ds E , et _la relation d'éguivalence agsgocibée & cette

al
partition est écuivalente & R .
ontrons en premior licu que pour tout x€E , B (x)F , ot que

!‘*"j E_(x)=E ; la promidrc reolation résulte do ce quc X€E (x)

e

. wq_zzznfalente & (x,x)e EB) est vraie C,‘aprc‘;s 8) ;: 1a secoﬁde signifie

guc { 3 XeE)(yé """B( x)) est V’Z‘&lu, ce gui est cncore une conséquence

oo 3,) _ :

Ba geccmi lieu, Moatro;.;s gue lg relation (:»;,:;)6 EB cm:r Ine
uﬁ{x)w}“ (y) : en effst, ellic entraine la relation (;(x,z)e‘j;}_B)—~—~>
m;(u.&g"f;€_”ﬂ;a ot (=, )CE ) ; mais ¢laprds les propriétés b) et ¢),

v R = ! =p
entrafne (z¢ Elx) =2 €B (7)), et en vertu de b), elle entraine

({x,y)cE_ ot (x,z):_a, encrmine (y,z)e B, ; done (x,y)e R

aness iz«az‘f;}ﬂ{zf} -z ;_'};R (x)) ; eile entraine donc bien @B(x}a-:gﬁ(y} :

Prouvecns maintonant gue la relation X:’)Y#iﬁ‘ {X et Y é1lénments arbi-

»Jm,z:f:z" o % ) entraine X=Y , ou, ce qui rovient au m@me, gue

&M }!"‘ (y,%@ cuntraine ;1?;}:?(21, =E (y) La reiation E (x)ﬂ zy)g‘:g)
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1aﬁ%mMe%Ex5;aﬂZ&CC;be&G;d)@CCG;
11 nly = & démen{;rez‘- que 1l'équivalence de c) et ol ). O'r,, c!
oot bauiy lent 5 (3 yeB)(=, "f)é ot (y,2)eC) >(x,2)eC
comze {(xg;;&")ékﬁ ot {V,z}eﬁ) outraine (3 g’g-E)((vxgy}e of
et (y,2)el), on voit gue c') smra:ma e) ; iﬁaatres port’

2) entratne ( 4 3’6E){{§§ﬁ}é c et (7,2)el)—> (d ye E}

({x,z)eC) ; comme (H 37'6 HM{x,z)eC) est éguivalents &

(x,z)e € , on voit ¢) entraine o!).
Si ¢ est 1l'application cam}nmm de B sur E/R , on notera que ligppli-

B e R 2 Aoy = )T o -
guc ltapulicntion idcmtigue de E/R sgur lui-mome.
338 )
5 J e e « PR B el 3 ) e - -y e S i
On dit aulune partic A de 8 oot galurde pour la relavion R sl 14
BEyUIO0 |

: e = a £ .( — TSR G o, ] . > ; st =

rolation (zehA et x'= x (mod.R)’ entraire x'c A ; autrement dif,
~ 2 S e ; e oy . = = e

zaturé gi pour tout Xeld , on & of{z)c— & ; lcs ensembles satu-

t
rés nc sont autres guo les réunions ¢e Qiassas @‘équw‘ wlence sg}van‘c B,

puisque pour un tel enserble A , on & A = o A o(x) , 1 réeip mqm
&tant immédiste. On a done 3{A)= \-«—i§@{x)3 , dfok

] ¢ .
“ole(a)) = L:& o{o(x))

partic guolcongue de EfR , 9{Y) oot un ensemble saturdé pour R ,

it
S
o~
e
N

A inversemen"a , 5i ¥ cst uno
car la relation =z = o{Y) est équivaicnto & cp(x)é Y ,et x=x

- - - -
Spit mointenant X une partic guelcongue de B ; llensenmble ole(X))

est un cus semblo saturé contenant X , ot c’est l'interscction dc tous

5 i o - e = e e
ios saturée oni conticnnen: X , car sl A est un tel ensexbleo,
4 5 :
: S ) 1Y Ak LoiwNy s AN n 43 2 17
on s 9lZicolA) . d'o: oglXk)) . 2(9i8)) = 5 . On dit que l'en-
4

e
LRy
S
AN
s
G
o
TN
<
i
B
QP
N
o
i
ot
ot

0 e SR D i 5 2 oy % o 2
ignsemblie obtenu cn sgturant X pour is relation

: % XEX - xeX
= A = < Y
by o 4 3 ol - 4 Aream® imen = A kS 2 2 %z 3
wtrement dit, ole(X)) cst 1o réunlion docs closses élaguivelence deg
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des 6léncnts ¢o X . En particulicr si X est contenu dans unc classe

dléquivalonce o(x) , on a o(x) =ale(X)).

2. Applications et relations dféguivalence. Soit f une application dtun
engemble E dans un ensemble F , Il est immédiat que la relation

£(z)=f(y) est une rela@;onvd’éﬁg;yalenee B entre x ot y.dans E ;

nous dirons que c'est la relation d'éguivalence zsg ociée & 1'appli-
cation £ . La classs u’ocalvamomfw suivant B d'un élément xc E est

l'onsemble des ye B teols gue fly)=f(x) , clest-i-dire igegsembl@

}(F(b, . L99a39$b1@ guotient E'R est donc l'ensemble des f{z)
ok z parcourt F(Ei~ F ; en ocutrs, l*apylzca?;ea Z —> §{ },
£{E} sur ;R est biuvmivogue, car ai Hu) N n%{v}éﬁi i1 sxiste x €F
- S :
tel que x & %(m} et Xc£~§{V) ; Clest-t-dire u=f(x) ot =& v=P(x),

on peut écrire fhﬁ%@ . 11 est parfois utile d'écrire ceite relation:
sous la forme £ = “?o fog , oh Y est liapplication canonigue de
£(E) dens P ; le second mombre est dit décomposition caronigue

e 1lapplicatior £ .

Sxcoplog. 1) Dans un ensembls produit ExF , la relation
ltéquivalsice B associde & 1la fonciior pr, gst la relation
DT dmp“@ , 0T 19¢§p;iga*iéz piunivooue agscciée & pr, zet
une gpplicsiion Bivnivogue d2 'Ewef‘;% sur B , C’est de c5t
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6 d=2g ¥ - 276 org 2 oot compatible svec lce rexﬁtlnns B st

siznific alors cue x =x {moﬁ R) entraine f&x):f(x*), ou. encors

guc ¥ est comnstante sur toube classe é’équivalence modulo H .

11 revient au ulue de dire gque le relation y=f(x) ost compa ,ibié

avee 1z relation R pour l?a?ﬂuﬂen X ; la relation gulon en 484 d;u_paf
z &(y) (z 6lément arbi-

ocunclle en y , car oilo oot

£1 de EEE dans F gulelle

ssage su quoticnt fre&at;?amzﬁ:

UJ!
et
iy
5
0

€e cas i?ayglicgtioﬂ bianivo&uc V’--$V} et on g 1l ?e ation
£ =9 cntre llgpplication 2 do 3/3 dans g/S ot 1'applica-~

vi6n # do BB dars ¥
2} Lorsgue P est une app licatz;n de E dang ¥ et B la relstion
i§égaluuijfce agsocide & T (n 2], f,est compatihlo avec R per

icfinition de B , ov llapplication dbduite de f par possaze au

-
€3 05%
LSS ke ke

st aulre gue llapplication hl&ﬁ¢VSQ ue

relotions 6‘uqu1 alencec. Soit B une relation dféguiva~

anaémbia B, @Alfaﬁpli L ion canonique de E sur Lf? .
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Scit T vne relation d'équivalence dars E jR , ot 8 1'image Téciproque

(naﬁ) de T par l'application canonique 9 , clost-a-dire ls roletion

o(x)=oly) (mod.T). Il est clair que la relation x =y (mod.R),

Squivalente & o9(x)=9(y), entralne ¢(x)=9(y) (mod.T), clest-a-dire
x=73 (mod.S) ; on peut encore dire gue toute classe dféguivalence

modulo S est gaturde pour R (ou est réunion de classes dl'dguivalence

modunlo Ry. Si Y ost 1'application canonique de E/R sur (E/R)/E ,
le relation =x=3 (mod.S) est éguivalente & Y(alx))= V(ol(y)) ; les
25 = A = = = : - = s '_‘i:
classes d'éguivalence suivant 5 sont done les emsembles ol P(z)),

F

£ . f f o -1 o~ £ T - =
of 7 parcourt (E/R)/T ( o{ ¥ (2)) n'cst autre que ia réunion des

cliasses suivant R qui sont les élémonis de la classe z} ; on ouirs,

- = < - - % L 2 77 =

viication z — 9( ¥ (z)) de (B/R)/T sur E/S est évidenmuent
bimnivogue ( ;7 4, cor. de la prop.i0). Hous dirone quec cette applica-
tion ot 1l'application réeiprogue sont canonigues.

w

Inversencnt, soicnt R ot 8§ deux rolgtions d'éguivalence dans B

dens E xE),

telles gue R entraine 8 (ou cncore, teolles que ;z.jﬂc: §s
cu, ce qui revient ou méme, tellss qus toute classe modulo S soit '
réurion dc classes modulo R . On en déduit aussit8t gue la relation

x=y (mod.8) est compatible pour x et pour y avec la relation dféguiva-

o
]
=
{2
&
Vaiinat
=
()
NN
S

. Par passage zu quotient pour ¥ et y , on en déduit
: :

une reiation sntre deux éléments u,v de E/R , qui éguivaut & ls suivan-

%3 : il existc une clases d'éguivalence modnlo S gui contient u et utf.

Un véritTic auscitlt ouc cotic relation 7 est une relation dV¥éguivalernce
Gans B/R ; oo dit aue cetlc relation est la relation quotient de &
er B, o on ls note {S;E% ; los classos dléguivalence modulo &/R

¢, per liapplicasion canonigue ¢ de B sur B/R , des
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W), P(), PL6), ExE,ExF ,Ex6 , FxE, FxF, Fxt,
' ’ 6<F cxF G .

lious diroms que céé symboles sont les ensémblesvdu premnier écholon

construits & partif ¢e B,F,G . 51 ou pubstitus &e toutos les manibres

possibles & u ot v dams gj’(ﬁ) et va;«v les'argumenté_zE,E,G, et

les douze ensembles du premier écholon, on obtient les ensembles du

prenicr échelom, et de nouveaux symbolecs fonctionnels composés, par

: - ~2 - : - -
ezenple E x ?4 (F), qui seront dits enserbles du second échelon

cousbraits & portir de E.F,6 . En substituvant & v et v les argumenis

= o o e oa L e Sl - s
2., F,G ot log engenplos dog deux premicrs cchelons

vroiziine cchelon. Un peut répéter ls comstruction un nombre guelicon-

gue de fois ; un sydbtcle fonctionnel obtenu par ce procbédé serz appel

<&

an spgenble d2 1?échelle des types f{(ou échelle d!egsamélee} ﬂonstruite

sur les eusenblcs de base E,F,C ; par sxemple, 330(13 x},ﬁf %(f E‘;@{Z ]

ast un cnsembls du cia uicéme &chelon de cette échelle.

s

il est clal - d'anréﬁ cetto définition, que si S et T sont deux

&

enscmbles 4

Mo a.bh cyu

b

Itéebeilo des types sur E,E,G, %f (§) et ST sont
cnecore des oaéambics d@ cette échelles. Cos considérations s*ﬂnpllqucni
bicn éntend 8 desg ”awu@mblcs de base? en nonbrs Quelconque.

Lsr abus de langege, quand on uu%st4tue e E,F,G , dans un syabole
fQ@ﬁblOﬁﬁ@l'Q&@lG@ﬂ%U@ de 1léchelle Ges types sur E,F,G, troic sym-

bolcs i onstionnele dlune théorie gueicongue 2?9 , on dit encore

guve le synbole aat@nb est vn engenble de 1%'Geohelle des types sur les

engoiizles substitués & E F,G .
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_1a noticn de structure. Comze nous llgvons déja &it touteu les théories

nathémetigues actuellss sont subozmonnees & la theorle des emsembles

(ctest-i-dize la théorie sans argument de base définie par la domnée
oo mwit axiomes (“I) 3 (“VIII) et des deux schémau d'axzomcs {s1) et

{c2)). Cec théorics se priscntont toutos sous la formo suivanto :

un certai

E

nombre des argumenis de base dec 1 théorie sont qualifids

dignsembles de base ; par abus de langase, on convient ea’an ne sort

pog de la théoric considérde quana pour un emsemble guolcongue 8

- - -

3 T EAAIaT A A e g S ey 2 . = Z wry e o,
dc 1ltéchelle des types comstruite sur los ensenbles de bage, op intro-

Szl P e A 2 e g i e 3 Sy 3
Guit vn noubre guelcongue disrcuments typlques de type 5 . Il =mo
P Feym b oo Teati e ‘p“ ~ Bgﬁ,“'&‘v& d. b . Q"% 3 e o «s,‘p}«{ g D g o
i LA GRe RARSEERSJL GCes ensennies = a8c 8T GeS argmle\.i L¥ 5%} UJ}_J” “i{“x’"—"’ 5
T Alamseand s oy A e Syt syl £ e e - T
15 thtoric ne fosge intervenir aucun autre ar gm.tfs) 48 Dage o Lle8

oxicmes (outyes que coux, de 1o forue ze8 , qui introduisent ics
arpumcnts typigues ), nc conticmnernt done aucun argument libre autzo
gue les enéeaglés Ge base ; nous verrons un cxemple dc ce cas au
¢hap.III, evec la théoric des onsembles infinis.

 Usis lo plus souvent, en dehors ées e“oembles de base ¢t des argu-

nents typigues, iz ¥ & oncors un certa;ﬁ noxbre dtautres arguments

de base 4o la théorie ; chaocun dleux esﬁ un 81é&oent dtun des ensembles

de 1'échelle des types sur les cnseubles de base (avtrﬂment &t

zeS , ob S ost un ensemblc de

cntrs dong un axiono de la forme

ot on cutro, Pigure comme argument libro derc un autre
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de T’ﬂ“helxe des typeu.'fblt if’ la ﬁlborle obtenuc en unlovmn@ de

1a liste des ax;amgu de ?f} tous ceux qui contiennent x et y comme |
argizments libres, sauf xe€S ot yeT . Dire gu'une relation Q est
vrgiec dans ff équivaut & dire que C —»Q est vrais dons %fv , C étant

uns conjonciion des axiomes do %f gui conticnrent x et y . Or, en

intrcéuisant un srgument z du {ype s;<T , distinct des arguments de
base do ?f et désignant par C! (resp. Q?}'la rclation obtenue en
substitusnt pr.z & x ot pr,z & y dans C (resp. a); 1s felaui on
gt > Qf ect vyroic éaﬂs - lexv rCCiiQVchm,“u (§ 35392} s on v@ii
donc cus, si 1:% ﬁéﬁigﬁella théoric cht@;u: en remplagant X pex

-

¢
z dans leog axicmes de ?f , supprinant les axiomss

pr,2 et y par pr,
Xes , yeF® , ot ajoutsn ﬁ%zxme ze¢SxT , toute propositicn vraie
de la thoorie & oo traduira en unc propesition vraic de %Z gt

vice-vorss., Comme Sx'T appartient & 1'échelle des types, on peut

uire & un seul le nombre des arguﬁan ts de baas
sptres gue lcs ensenbles de base, ainsi quo nous l'avions annoncé.

11 v a glors un coeriain norbre dlaxiomes de la théorie (sutre gue
ltaxione gui px¢ ,ulﬂﬂ ée quel onsenblc de 1lléchclic dos tgnes 1tgrou- :
ment congidérdé est - 616z zent) oh figure cct argument comme argument

libro ; si'par exemgle a1 v a trois do ces ax;omes‘ A,B,C, lcs pro-
pesitions vraics de la théorio sont &viderment les mémes gque dans la

théoric of on remplace A4,B,C par llaxione unigue (Aot Bot C) .

On voit donc gue, si 4n met & part le cas od les cnsenblee de base
sont lcs seuls arguments de base on peut considérer gue, toulte
théoric pothématicus 6 comports 40 15 donnée dtun cerbtein nombre

Z% S

et S o - -, __“,\;}' Al s - oS AL P
dtensorbles de base ; 2° la domnée dfun argunont de base 8 , sicmont

Q

dfun cnsemble S do liéchelle des types comstrulitc sur les eunsenmbl

de base ;?3 Sventusllenecnt un ou rlusicurs ax¢one ne contenant @
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les snsemblcs de base comme arsunments libres ; 4% un axiome A ob s

et un ergusent 1ibre. La relation A est éguivalente & sci [A] -

o LfA] ost l'ensemble des seS qui satisfont a A (2 27,1105.)

E[{L] est une partie explicite de S , clest-ii-dire un symbole fometion-
nol no contenent comme arguments libres que lcs ensembles de bass.

Lious dirons que u&*-} est 1l'goplce ffie s‘cmctms gui inte:z *v.mm dans

la théorie ot l'argunont de base 8 sora dit uno structure de lf@gpéce

B Li’ij s 1a théoric définie par la doande den emmﬁles de basec de Cf: -

S (e S as o = S ooz gyt i
de lLiargument de base s et de l'axiome s8¢ _@_fﬁ] est dite thoorie des
3 173
mia
structuzos d'espico ElIA | .
= o | S
S} 2 S5 Z =t s st 3 T LA e
Excaples. - Tout cc traité n'est gu'unc suite de theories de SLIGC-

-

dernnerons icl doux Mui:zur* e&c":mlo de & z*ue‘.%:e.ms particuliércnceat
sinvlos ot qui intorviennont dang presque toubes les parties
>s pathénatigues actuclles.

&
1. Structures de ;rroune. Btant donné un ensemble fondamental G ,

uns L“uctuz'e ds Sroupe su.r G est une applicatlon f ds GXG
c‘iaizf" g, au-z:remr*nt dit,. un élément de 1'enserble G"%“’ , partis

ui-méme de l'casemblo ({6 €) G) de 1'6chelle des t;y}gc;g
:u;é: G, qui satis fait sux deux axiomes suivents :

(6.) (VY zetlV yeo) Y zece)elelz,y),2)=2 A;J.‘;w};}
X

o
(6:7) (Y xe6)(V y€6)(3 uet }f?,s veo)(2(ux) = 7 ot

- P < = 3 3 P ‘}"‘:3 et 5
Cos deux axiomes dérfinissent uns a,ri:.m @mh citée | (G) de
s , 1'espées des structures de groups, et la relaticn

¢ est une strusture de groupe sur G est par définition &gui-
c

v = s m— : . - e ,
valente & "£¢€ | (6)" (cf.Alg.,chap.I, 3 6) .
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11, Structures Lopolopicues. ““aﬂt dﬁﬂn@ un GﬁS%ﬁﬁlL fen&amgmﬁai
to

o)
O
Mf'gjj

Signalons encore ¢ue de noubreises structurcs sont ?@nﬁéﬁgjﬁaﬁae
@ﬁc*%lnaiQOﬁsﬁ de atfaatéfés plus simples : de facon précise,
'étan% données un certain nombre ;*oupicea de st”aet*“e

- ‘é 3*:. suT éas ansu@hleﬁ ¢ base donnés, on cousidére

une thtoriec oh oo ufgﬁLwLES de basc gontb, dtune 3éft los engenbles
de basc, d'autre pert uuo sw:xetuye do c ague cmpuce cozs;ub%oe
gcient s,8',8%,..., avec los ayaames 8¢ é ﬂ’e“é' , 8% f%”‘,q,~
cnfin, les théorie comporte dfordinaire en outro un ou plaszcurs

 axionce dont chacup contient su noiuns @eax argumsnts 1zbreﬁ
,éistiﬁe+s, prls p¢rmi les structares Psimples® s, 9’ cu

Hous avons vu ci-desous comment on falt ventr@% ce cas dans

scture topolosinue, ou topologie sur est un eng

arties i}r de 1 . aitrcmant dit un éldment de 1¥ensamblé

%f’(ﬁ)};de 1'4chelle des types, gui satisfait suz trois

le

‘schema, gézéval , on définiesant uno ammvCILG @ﬁr& cture o ., don
1z théoric ost éqgivalanﬁe.a cllc é 1 thmerze caﬁsiﬁéré@.
Clect ainsi coue 1o “CQﬁhwﬁ an” ‘une shructure de greupe ot

diune structure topologigue é&ﬁne les structures dc groups

topologicue (of.Top, anﬁpchap.EEZ}, = smhzaa‘aaﬁ diune

2
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structure de croupe et dfune structure d'ensenble ordonné les

<

e

structures de groupe ordonnd _(ﬁi.ﬁlfa,Chap Vi), ete.

31 E{AJ ot EEE] sont deux espéces (e strvc%v;es, toutes deux coxn 1te-

nues dans 16'&@@3 @a:emble S de 1liserelile & ﬁjyeu, on &lt guu les
: - e / : -
mtgﬂ szres @* 8pOCE. Etﬁj sont plws riches quo les ﬂ*?ue%are dfespece
5 ; T} - ;
E[ on a [A. - §,LB, s ou cnce%e el la relation A guir aine

us souvent, l*amlume A se prés ﬁter&‘saus 1=z
Torze _ﬂB - Sﬁ.,%é& C est un nouvel axione.
Les stru cture ?athaﬁaticuo se_classeﬁt ainsi par "fanilleg®,

$ sz o =y o o Z - i 2 . S % R ki
léS,S§T&$%3ads d'upe méme fami lc ac~ivaat par "cnrichissement”

d'une méme structure ”foxd&m@nﬁale“ 5 c?ast-aiﬁsi gu's partir

groupe, Qi_ btient celles des structurcs de groupe fini, de
s groups cyclique, de rréupe résolubl@,'ete,
cf. Als. chep.I, 6). Do 1'eandce dbg structures topologigues
fdécoulaht de' méme los stru&tures-&'espaee separé,{d?esyace,-'

2

» 0 a 7 5 - £ Sy e L 3 & Z e .
vérulicr. dlespace normal, dleapac s mGtrisable . dfespace compact
d ) st 3 7 e 2

&

cte. (cf. Top.gén., cba@.l}.

. Par obus de langage. lorsguc Quau uno

@

&
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5 ltaxiome de choiz}q ou Gang certains cas 1a théorie d@s encembles
infinis (chauqill) n‘est pas contrcdlctOLTQ. -
Par exenple, pour tout ensemble de base B , si on subst;tuv
Eﬁaxgumeﬁt £ 16 symbols fonctiommel %3(3) dans les axiomes
des struetures topologiques, cos axiones deviennent des relations

vreles dans la théorie de l'appartenance ( § 2) ; la Topologis

{théorie des structures topologiques) n?est donc pas contradic-

&
toire si on admet gus la Théorie des 1 3r&rteh@zac ne ?fc"“ Das.
£, Trensporte de phructurcs ol isomorbhicmes. Soien* (par exemplc) trois
s E,F,6 f{ensembles de basc é'une théorie, ou obtsnus par
2 G et e = e Pl gl 'g'“ 2 semble 1o ) s
gubstitution de symbolss fonctionnels & trois ensembles de base; ;
- “ N S 2
2Cit é{:@“gaj ung espéce de structures sur E.F,G, contenue dansg
yn cusemple S de l'Cckslle des ﬁv@uh gor E,P,G . Soient f.,oh *Tr0ig
gppiications guelcopguse biuniveoguer de E,F,G respcetivcenent sur

troic onsembles EB!,F! @' {distincts ou noa 4o E,F;G). Hous avouns
gofipd i*ggx‘ngxen dtune spplicatior aux eﬂs.mbles de parties

{ % 4,n), et l?eziansioa ée d@ﬁx epplications aux ensembles prcdai Ls
(% 4, n%) ; d'échelon en échelon, cn peut donc définir, pour un
ensenble gapl onque k4 de 1l'échelle ces types sur E,F,G, 1'eztension

9, deS'applications f,0,8b , et on gail que @" est uvne applicati@n

it . :
biunivoguo de i sur 1'ens cmble Ut de 1'éehelle des types sur E! F? Gt

obtenu en remplacany I£,F,G par E?,F?,G? respectivenent dans ls sym-

tois fonctiomnsl il (9 4, cor.2 de la prop.11 et prop.18),

‘ous suDPOscrOns dams ce gui suit gu'on a ¢ (' é('Eg.&‘,’?,f}}) :
o - L - o
= C{£(B) ~lP) WiG)) = ,éi(E?,Fvggfg ;‘CGL+C relatlonws@ vérifie
trivisiencnt pour foubes les esplees de structures guli interviennsnt

oy
&
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Le lecteur lc constatera sans peino pour les deux exemples
éannéaﬁpias heut, eémpte tena des schémas fondémentaux_(eeﬁ?}
ot (8'18) rolatifs sux relations fonctionnelles biﬁnivé@ues.
(21,0°a) ot du. fait que lorsque £ est une appllcat&on biunivo-
que de E sur E' , x un Giément réltralre de E , X une »azﬁle,__

ai‘%iﬁféim. do B , la reiatihé;d f(X)e f(X) est éguivalente

8 xed | - -
Cela étont, pour toute structure s i’asp&ce«'é? sur E,?;G > @S{§§
oot uno structure de mlmo ospl dce sur B! ,7! G"; on dit gu?efle es%

raunsporvant la structure s par les appllcatloﬁs b$uw1ggque@_

-

f,2.b . Inversenent, mi s%g‘é (E? Fﬁ G?) est une strveture telle gu'il

sxigte des apyiieaticﬁs bianlvoqucs £,e,h transportunt 5 gur s! (
on Git qu&'s et sfkaont 1samorpnes (o2 qu! 1¢ 7 a isomorphie ﬁi*“c s a%
s'j ; tout tripist {f;g,h)_a,appllcatlons bzun1v0ques,transp rtant s
cur s! est alors a§pele 1sonor“h gme de s sur s!. (ou isomorphisnes deg
gﬁéﬁﬂ?&gﬁh)T,f,vaﬁﬁﬂié de 1g structure 5 , Sur les onsembles ﬁ?gfﬁgf ;
aunis do 1: L 81T zzezufe g') ; il est clair que, 8i fq,gq,h? sont l@é';L
agﬁiiu tions ?LCl@iGQ@@u de f,a,h re:pﬁctivament (f1,g1,h4; st un
imemorphisme de s! aﬁ s , dit r6éeiprogue de (£,s,h). Do méme, sl
(rf of ptj. o5t uﬁ.iaemar@hlsme de s! ﬁur.uné structure sl d i nie
” za?“E“;Fﬁiﬁﬂ'g,{f? £ ! o B! h) est un- 1samorpulsﬂe de s sur g -
gz'on appelle composé des isomorphismss (f’ ﬂ? h’) et (f,g*h)
. un iggﬁarphiSmc £ d?uﬁﬁ struchure tgpﬂl@gi@ae.
sur tme strictiTe topolog 1que' S o) m) ‘
. sers une applica twsw ozunlfoqve de B sur B' tollc que “
f{j}"?%:;fﬁf (&&%f@ﬂ@ﬁt dzt, que ij sozt 1@6&*11*@ 5 ;

ifepsemble des T(X) - o& X yarcourt Qj }.
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£ - Belméma, uzn iﬁOmorphismé'f diune structarende £Youpse

o ¢ T' (B) sur une structure de groupe o¢'e I' (B!} sera uns

application biunivcoue Helle gue @! goit identigue & l?éngeﬁe

ble d@s‘(f(x},f(y},f(z)), lorsque (x,7,2) pareoﬁrt ¢ ; autre-
ment dit, £ doit Stre telle que la relation z=0(x,7) soit

_éqﬁivalemte a flz)=9!(f(x),£(y)).

Uz iscmorphisme dture structure s gur elie-méme prend le non dlauto-

ﬁczwhiﬁme de la structure s (ou des ensembles E,F,G, munis de la

strusturs g).

Les axemglas de structures donnés st 02 sont des structures définies

h‘}

gur gn goul eonsemble fe2 base. La plupart des stract reg importantes en

% -

28 o s e s e gt 5 - SN L ABE o B =
a..i;u’lvl'?‘a%u.i.fit}_eq o biecn sont de cette noht r'e, 00 bien sont définies sur

i
e B E,G&..,, mais parnl ces cnsemblesg il ¥

S oy o % P e
prépondérent. par cxemple E , lecs autres étant

gnalifiée d'engenbles auxiliaires. Dang ce cas, on dit, par abus de

s =

laﬁgage, que la structure est deflﬂl@ sur E ; en outre, on modifise

L3

légcrenment la tes ﬁlﬁ@i@gia 'dente en appelant poly-isomorphismes

{vesp. poly-avtomor phingS) €S Que nous avons ualifié ci-dessus

¢lisonorphisnes (resp,v&uﬁomcrphismeﬁ) ; on réserve le nom

“ iz : Al Ry s o R 5 aania e, T
2 Aizmnliestjon identigue de chacun des enscnoles auriliaires

‘f o el 8 = o SER T air = o L. 3 o =3 5 S5 E e
lorsgu’il n'y a gulun ssul engemble suxiliaire, on dit

ﬁiaigqm&:;%i$@ef{rcg§, di-automerphisne) au lisu de

voly-iscucrphiens (resp. poly-sutomorphisme).




g 7 meut arrivér. quo dou;}: stmc":;uro_s' a izeicon’nues do méme espice g
uolemt noccssdlremeni 1“amor hos ; nows ~verrous par axemyleiaa-ﬁbaﬁbliz_-
\qu’;l en est alﬁ&l po l@espece “s%%ictur@ a’ansem?ie dlen iér9. '
'f_ngturels“;' tine esp de gﬁru@ture gial pasgﬂﬁe cetﬁe prspriéﬁé»esﬁ-

'di‘ uanalonte ; dans le cas 60£trai re, elle sst dite mezivalanta‘

3

o

L?eﬁpéce~des'struetareﬂ‘tgpalsgiﬁueg est multivalente ; car

o o o - = {\. % Se g
s e L el g EEs i
- UE 3o gwqa}»,’@‘ 1534@.1.&‘ LEeL G ;»ﬁ;ﬁ@ Lj} ’-{" i bt s
£ i e b 4 5 ) S M la s ,“.F"
4 i ot sk & £y % oo e e T e e ot s
et multivalents : 24 £10 680 ge L8 DIUDarT 4eh astruccures
;
e Nug ertndisrTone
qi.._-v RALO L) RIS SRR VB2
= < o, SR
2]

1P cati g N ‘ o e : i o s e e ey .
%. ldoptiTications ekt ée@@uh;aﬁ@m@aﬁ §e&t9 dane vne cerbaine théorie, Z et E

dounx cnee*b;ﬂs, et’@ une application piumivogue exgiie;ﬁée de E dans F
{e*&atwéuﬁire-ﬁm symbwle~@anctionnel %@1 gus ,@sgBiﬁgy}é ne contenant
1?9uurcﬂ arguwantw libres guc ic a:gaaﬁ?ta ds haﬁé'é& 1z théorie). Il

93%,30$van0 QOQEQ*& 1z LEETC 1?abﬁs go langag@ spivent, cu'lon appelle

ication @ : dans toute auwc¢ ?fatiaﬁ;gﬁ,figur@;t des

@
L)
Tt S
W

z) m(y}g.ﬁigwxéﬁ,@fY},;,,', ob x,y,... sont

2 wp = e 2 st et = e S e e ‘.“;,,,,.,m; 2
B oy ,3zg,.(@ea parties “f E _on conviert de remp.ocer
: . b i : ?
13;},{:*? ivement g ;f %
o S : it .‘,,:;&, 5, ¥ 3 & kui
s Jogs s e 2 oy
é. : & un snoem

‘,r» o e oy T e o] e e R e ‘ = SR y
aur B . op renploccre vartout e (z) per z

?fo?ﬁ anﬂL£ inconvenisnt
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tént qu'il ne s'ai;.wt qu e de z'e*amovs ch }.ns ulment.@ des ensemblﬂs

! emlla de base E n eﬁtmm; gue sous fome de lev_rs images paz' .

De

=

de
les e%onsmns de @ (aatr@mwt ait, your ou' on puisse ap?)llqaer s&%
risgusc d'arrewr ie zroceusuu dtide ;2’.;ifi ation & wne relation R , of
p&i‘ exem'ple les arguments ¢ E X«;:E’ sont 1ibres, ilf&ut gus ‘eétt’é ,
| rela‘éio rovierne diunc sutre relation R' , wm:@nart des a?gmwm .

xte T, XC F , por substitution do c{;(x) 3 x! et ﬂf# o(X) & X1) ; on

ation, ée

ot i S

&

=

Exenples.- 1, Soiont E et F cevux ensembles, ot supposons guc
dane la théorie ot ils interviennent, il y ait otz cutre denx
{ ou p}.v...;. séndraionent deux cai émonts expli-
s . ‘A £ A =7 fnd ( C1 e } 3 ' ﬂﬂ‘{:
cités) aeh , beF , llovs avous T 4.n% goe 1}1‘1 est

uno a@wlicatioﬁ ‘bitmivoque de BI=E % {b} gur B , rrz une

(“ﬂzﬂ% ,*’4?" ’}_ ane appl ic tion blhﬁﬁl‘iﬁ'e@h@ ge E.?pa}i" sur ExF ,

On identifis saavcm; BIxF A& EXF par eetlte application,
ce gui permet de comidérﬁr 5 ot BV eammﬁ.d;es partics d@

,,

enr produit,. Dene 1o cas m':"'"wl or: rﬁm@zﬂ tre pré cisément

R R AR YR
o

% b 2 5o s . Y i
TR 2Ty 3 AL Py Piad S e ; = 3 ?
Con Folauloniy U005 DG L i Qu ‘ }_39,&” AR

P
z

o

o
a..\.c g2
3

%

ci-desmus, par Cﬁﬁz‘pu 3% 9" ()

o 58 fonne

P
28
s

R .
i

de BT, 131,. é.f}me aprés iden T".LC;&'?;E.JZ:’E =% X

N;:mm,w'% L:a m;i a! f;ezriz‘a une tells relatioc | eriaa* o1 @W@;




1

d t@n@% rolation contenant comme argumonts libres des 61Grents de I

roiatior obtepus en rann?aganf ees’&lnnanvs par lcurs lmagas @ar P

= 140 -

_ahwez ¢¢m111arlsc avec 1a théoric da prodult de deux eug mbles

yoar ne pasvr 3guer d erreurs on l’utlllsant.,

rs

 2) Tous avons u Qu@ ??ﬂyp iga ion g §;x}- d'un ensenble E

gur ilonsenile quo l@ﬂ% E?zE/Rw:Z:ﬁf(E) de E par la %ela%ian
e ﬁgégalité, est une gpplication biunivaque, gui permet d'identi-
Pior T & EY, Dans ce cas, gn‘excmblé de relat{cpféﬁ il faut se
garder Ce fairc 1'identification est la relation x € ‘zix},g
gui connerait xex , % pﬁ&ff@i@_@@ﬁd@i?@lé de séri uses errours.
Lo ping souvent, lorsgulon identifiers B é.E? par uns vppiicatiéﬁ ii&ni»

v}
)
)
=y
o
ew
5..4
{«J
)
%
o
R

4]
ot
3}
o)
[mx
o

. = Bl Z % M s P Lo
G AT g 77 ot LS Sty Ty e r«X o z e AT e
804t Jemals indisd ULyLJla s 1o Gathinat

%
i

i
tuzg, 5 faite en V&é-éﬁprL;G$VGr Te soint de vue "paif? traditionnel
{souveri commodz, d'ai _leurs), on psut la To

W

rmgliser de ia L&COﬁiﬁuiv&lﬁe;

-5

elle revient 4 inty coduire un nouvell ensemb ble de base E?, ¢t un argument

ie bose 9 , aveo 1?@£i&me 2 c I(a m’) ‘on ra%nelle que I(E,E' ]} est

"

1icngomble des ampii&a*ioﬂg uni JO?ﬁOb de E sur B! ; eof. 5433 37

b

"‘?“
o éas'snsamblcu as l‘hchellc des thas sur B) ecrresnond alcrs 1&'
{on ls8 o= wgfgu?c'ﬁe &) 2 @i i reiau;on' nitizle es t vrale, il en est

Y A o P - R s Vi 5 z B 25 X
de pbmo de Lo relation gblenue aprés Shmﬁilﬁitlﬁm @ﬁ &Aﬁ que ¢ et

<

son application réeiprogrs sont ies appli ea%zcus ingae% é _Evs e

%

B

oo T $ 2 2 etk Zn : A 5% -
lfsuzenble "6cdoublé” B! et de B sur B .,




o3y

1)

o7l 1o considere le plu.s souvent comme un eusemble Eb dédoubls de ¢

.

Indigulus de cux cxemplcs 46 dédoublenent. dn proaicr 1i<:—m , aous avons

ol

astinl su §4 ’e;zsembm P des mml:z.camcﬁs &a E dang T ﬁc"zz:w unc
partic 'sxplieitée :pa (n <F}. Tradition: nellepment,. ce qu' on désisne

par T n'est pas cette part:.e de :po (E xF) mais un snsenmble dédoublé

,l’;magn canon;qu@ dans ?f(E;eF) dtume application de T dans F cst

alors appelée lo g raphe' {ou 1'cnsembic repréaontatif) de l’app}.icatim
Un antrc cxenplc concerng llonsemble deo survctuma a’uno mo:;zﬂ GSDECE
sur des cnsembles de basc donnés. Au licu do conpidlrer cot cnscm,iet

comne une iaram explicitée é dtun cnsemble ds 1'échelle des types,

itimage cenonigue d'un ¢lénment s de é est la gtructuvre

i
S
s
e}
€
)
X E"“,

- (< @ Z & : ~
i$finic per s ; llimage canonigue dans 8 dlune structure ¢ € é@

' recoit un nom gui dépend de 1'cspdee de s‘tmct ure considérée.

Par oxemple, pour lds structures de croupe (n%2), 1'6lément de

T (¢) qui correspond & une structure de groupe est appels la

%

loi do co*:mowztw do cette structure. Do néne, pour les topolo-
gies, l'élémont do 9] (E) qui commcm & une topologis. est

appelé l'enscobic dea zsr:rblag aaw'ﬁm de-cette topologie.

On est on particulier amené ¢ faire ce dernier aé&oablcneat lorsguc
ge ;az?.bdziit' la ciz*cazzéstanée suivante, gui ect assez fréquente. 11 peut
e faire qu.!etant dornéen plusisurs espuca ;1@ siruéture '&‘ é’ f - .7
sur fiw ensembles de base donnés é ‘e’ E*, ntétant pus nécesgai-

rement contenus dons lo mdmo enseibls de 1t¢chelle des typc 7,

- &

cs’”‘r dos -applicationo dz_um,vo oS mlicitem de clizcun (e

B

=co encenbles sur ehacun, docs autres : ou moyen de ces applications,

& toulkc proposi tion vraie 4o la théorie do llune dc ces espéces de
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