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C'est ici un livré de bonne foi, lecteur. Qui que tu g0l
rathématicien de métier, honnéte homme curieux de mathématiqus
physicien ou ingénieur en quéte des outils que la mathématigus
peut fournir. ce livre veut s'adresser & toi ; si turn
pas, aussi simplement et clairement expliqué gu'il a été possil
ce gue tu y cherches, ce serait de sa faute, et il avralt msr -
£0:: propos. Hais tu sens bien gu'un pareil dessein réclane
toi-méme, comme aussi bien de i’auteur et de l'imprimeur, besit UL

GRS

fla)

de patience et un travail soutenu. Ce qui est publié n'est
commencement : ne te rebute pas s'il te semble incomplet ; 8i c@
sont les applications gqui t'intéressent, accepte gqu'elles aien!

¢fi attendre leur tour & la suite des théories générales dont =. 183
se déduisent ; tout viendrs en son temps et lisu. 8i ces thésiies
générales te paraissent trop asbstraites,; si tu n'as pas le loifiz
cu le désir d'en connaltre toutes les démonstrations, des fascli-
-gules spéeiaux en metiront les résuliate principaux & ta porii:
prate & servir guand tu en auras besoin. Enfin, le plap ds c3
curage embrasse tout ce qui est dans les Traités d'Analyse
classiques, et tout ce gquion voudrait qui y soi%. A tol  de dive

gi l'on a réussi.
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CHAPITRE 1I.

Du raisonnement mathématique.

N-B. Il n'y a pas d'inconvénient & ce gqu'en premiére lecturs
le lecteur parcoure ce chapitre trés rapidement ; &
condition qu'il er reprenne 1l!'étude détaillés aprés
avoir lu le chap. II .

§'1° Analyse d'une démonstration. Les propositionms.

Les mathématiques soni la sclsrce

(Citation & vérifier !) od l'on ne sait pas de guoi onm parlc
ni si ce qu'on dit est vral.
B. Russell

D3s 1l'abord, ami lecteur, il imporie de nous entendre urs
fois pour toutes, afin que tu saches de quoi 1l'on parle daus cail
ouvrage, et que tu aies le moyen de Juger de la vérité de ce quion
v dira. Si cela est nécessaire, c'est que le langage, en mathdéra-
~-tigues, sert & un usage pour laqguelle, & proprement parler, il
n'a pas été fait. Il ne suffit pas au mathématicien d'évoduer
certaines images ; ni méme, par une chaine d'arguments bien disposés,
d'entrainer la conviction du lecteur ; cette conviction, il faut
qu'il la contraigne. La démonstration faite, et faite dans les
régles, il faut que la question soit entidrement tranchée. Il ost
de bons esprits que cette violence choque, et qui ont peine &
sdmettre qu'une question puisse jameis &tre tranchée entiérement .
in effet, cela n'est possible que si 1l'om est slir d'avoir exeriné
1la guestion sous tous ses aspects ; ce qui n'arrive gudre hore (ag

mathématiques. Dans celles-ci, au contraire, les éléments dont
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on s'occupe sont en petit nombre, se combinent d'aprés des régles
Tizxes, et le doute ne trouve pas oh s'exercer, puisqu'il ne s'agit

que de savoir si les régles ont &té observées. A la vérité, llempioi
dv langage ordinaire masque parfois cet état de choses : emploi haursux
lcrsque le mathématicien, par le choix de mots évocateurs, par 1l'usage
intelligent des infinies ressources du vocabulaire et de la syntazs,
seit, sans rien perdre de ls rigueur du raisonnement, appeler 1l'ina-
-gination & son gide ; abus regrettable au contraire lorsque,'sup;lé@
-¢nt aux lacunes de la démonstration ou au vague des définitfions 53™
les procédés ordinaires de la rhétorique, il tend & effacer, chez .-

lecteur peu gverti, la notion du raisonnement mathématique corrsc:.

e

Qu'un tel raisonnement ne soit jamais autre chose que lfapplicaiinm,

N

4 des éléments primitifs en fort petit nombre, d'un petlt nombre ¢
régles simples et invariables, cfest un résultst d'expérience, Qui
résulte de ltanalyse, faite par les logiciens, d'un grand nombre ds
ces raisonnements ; travail tout & fait analogue & celui que fait

ur philologue, lorsque, d'éprés des textes donnés, il écrit la
gxammaife de la langue dans laguelle ces textes sont écrits. Lfoutil
dcnt se servent priﬁcipalement les logiciens, dans ce travail, est

le langage symbolique de la logique ; le lecteur curisux de le
ccnnaftre en trouvera 1l'exposé détaillé dans les traités spéeiaux,

et pourre en tout cas lire gvec fruit les réflexions générales
contenues dans 1'introduction de la Thise de J. Herbrand (v. biblio-
-graphie). Hais, laissant sux spécialistes 1l'étude systématique dos
signes et des régles logiques, nous allons du moins, par l'examen

df.ne démcnstration célébre tirée de l'ancétre de tous les traité:

mebhématiques, faire apparaitre ce qui est nécessaire & notre obj .
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Euclide, Eléments. Livre IX, Proposition XX.

Les nombres premiers sont en plus grand nombre gue toute

guantité donnée de nombres premiers.
Soient a, b, ¢ les nombres premiers donnés : je dis qufil v

¢ des nombres premiers en plus grand nombre que a, b, c.

Qu'on prenne en effet le plus petit commun multiple de a,b.c,
et soit d ce nombre ; qu'on ajoute & & uvne unité. Ou d+1 est pr nier,
cu il ne l'est pas. 8i d'abord il est premier, on a donc trouvé sz
rombres premiers a, b, ¢, d+1, en plus grand nombre que a, b, c.

Soit au contraire d+1 non premier : il est donc diwisible —ar
vn nombre premier. Qu'il soit divisible par e premier : je dis  us
¢ n'est pas le méme qu'aucun des nombres a, b, ¢. Car, s'il se aut,
cu'il le soit. Or a, b, ¢ divisent 4@ : e aussi divisera donc 4.
dais 11 divise aussi d4+1 : leur différence 1 sera donc aussi divizi-
-ble par e, qui est un entier différent ds 1 : ce qui est absu 1.
Lonc e n'est pas le méme qu'sucun des nombres a, b, ¢ ; et il & %5
rris premier. On a donc trouvé des nombres premiers a, b, c; 8 en

rlus grand nombre que z,b,c : ce qu'il fallgzit démontrer.

Tout texte mathématique comprend des propositions, gui s'enchal-

nent les unes aux autres, par les procédés de la syntaxze quant o la

forme, par les régles du rzisonnement mathématique quant au ford

v

ar exemple, la phrase "les nombres premiers sont en plus grand nombrs

que toute quantité donnée de nombres premiers" constitue une priposi-

vion ; la phrase "ou d+1 est premier, ou il ne l'est pas " en oih

u'e auilre, proposition complexe qui en comprend deux, "d+1 est 1 iient
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"d+1 n'est pas premier", que relient les mots "ou...ouw..." . (On
observera que nous ne considérons pas qu'une proposition est modifiée
si 1l'on y substitue & un pronom le mot dont il tient la place, & un
mot sa définition, etc. : l'aspect de la phrase est changé, mais
c'est, mathématiquement, la méme proposition ; par exemple la phra-
-ge "e n'est pas le mbme qu'aucun des nombres a,b,c" représente pour

nous la méme proposition que la suivante : "e est autre gue @xZZéxwrk

a, est autre que b, et est aulre que c" ; les deux phrases different

grammaticalement, mais sont mathématiquement identiques.

Les exemples ci-dessus montrent que dans vn texte mathématique,
les propositions peuvent jouer des rdles tout & faii cifféremts :
il importe de s'en rendre compte nettement, sous peine des pires
confusions. Bn certasins cas, l1'énoncé d'une proposition éguivaut
& une affirmation ; en 1'énongant, on entend dire gu'ells est yraie ;
il en est toujours ainsi de l'émnoneé d'un théorsdme ou d'un axiome.
Dfgutres fois, l'on énonce des propositions & titre de simple inter-

-médisire dans une démonstraiion : ca gui peut &tre signald & 1l'at-

-tention du lecteur par des moyens grammsticaux, par eéxemple par
les mots "si...", "supposons que ...", par l'emploi du subjonctif,
etc.; en tout cas, c'est le contexte qui décide.

Par exemple, dans la démonstration d'Buclide; la proposition
"...0 aussi divisera donc 4", non éeulement n'‘est pas vrale, mais on
va méme démontrer gu'elle est fausse ; de la proposition "d+1 est
premiexr”, il n'est pas guestion de savoir si elle est vraie ou

fausse (les hypothéses faites n'entrainant ni sa vérité ni sa Tausseté

s B
2
@
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ce qui importe, c'est gque gi elle est vraie le théoréme l1l'est aussi,
et qu'il l'est également si elle est Tausgss.

Qu'est-ce donc que la vérité oun la fausseté dfune proposition

Et avant tout, & quoi reconnait-on (abstraction faite da la vérité

et de la fausseté) une proposition, c'est-a-dire une vhrase mathins-

-tiguement pourvue de sens 7 Car les phrases "le nombre g est prenic
"le nombre a est vertical! sont toutes desux grammaticalemant tien

formées, mais la seconde n'a sucun sens et nous 1lui refuscns le nom
de proposition, gue nous agccordons 8 la premiére. &1
gue soient ces guestions, 81 simple que soit la réponse, nous ns
pourrons donner celle-ci qu'aprds avoir examiné les principes sul-
-vant lesquels les propositions se combinent entrse slles. Examinons
donc, de ce point dc wvue, le tsxte cité plus hsut.

Dans ce texte, nous trouvons des propositiocns iazlles cue

&

celles-ci : "a,b,c sont premiers%, "d+1 est premier ou ik ns llasi

pas", "e n'est pas le méme qu'aucun des nombres z,b,¢?. On cbservera

gue ce sont 14 des propositions complexes : la premiére, par exemple,

peut s'énoncer "a est premier, b est premier et ¢ est premier? s da
derniére est encore plus compliquée, car elle se présente comme ls
négation de la proposition suivante : "e est le méme nombre gue a,
ou c'est le méme nombre que b, ou c'est le méme nombre gue ¢! .
Nous avons fait epparaitre ainsi trois procédés pour former des

propositions & partir de propositions gu'on sait déja énoncer.

(.i~

Désignons par exemple par p,q,r respectivement les trois proposi-

-tions "a est premier", "b est premier”, ¢ est premier”. MNo

\f‘ﬁ

noug donnons le droit d'effectuer les opérations suivantes :

o
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1. La négation d'une proposition. Par exemple la négation de
p est "a n'est pas premier" ; elle s'écrit .

2. La conjonction des propositions p, q, T, qui est iecl
"e est premier, b est premier, et ¢ est premier" ; comme elle
s'exprime couramment par le mot "et", on la note "p et q et %, cu

encore "p et q et rt.

Cette opération, logiquement, s'applique aux propogitlions
P,q,r sans qu'on ait rangées celles-ci dans un ordre déter-
-mins. La notation ci-dessus a l'inconvénient d'obliger &
écrire p,q,r dans un certain ordre, et psr sulte & formulsr,
comme une régle logigue, le fait que les propositions
"p et q et 7, "r et p et q", etc., ne doivent pas &tre
consicdérées comme distinctes. Dl'autre part, de adne gu'en
algdbre on définirs une somme de plusieurs nombres, aibre ,
par récurrence, en supposant a priori senlezent qu’on sait
former laz somme de deux nombres, on pourrait ici partir de
1'opération "et" pour deux propositions seulenent. Cetils
réduction & de 1'intér8t pour le logicien, mals non pas pour
nous gui ne nous préoccupons pas de falre une discuscion
conpléie des opérations et des regles logigues que ilon
appligue en mathésatiqgues. '

%z, La cozbinaison "ou", ou disjonction. Ells prdtc mallbourcu-
-sement & une confusion, qui existe déja dans le langaze erdingire.
Lorsgu'on dit "il faut qu'une porte soit ouvertie ou formée" 1fon
entend insister sur le fait que ces deux possibilités slexcluent
nutuellement. Au contraire, le rhéteur de La Fontaine qui dit
"le roi, l'Zme, ou moi nous mourrons” 1! annonce pas lia mort de llun
des trois, & l'exclusion des deux autres, mais de l'un au moins des
trois. De méme guand on dit "si un nombre premier divise le prodult
de deux nombres, il divise l'un ou l'autre des facteurs" : il divise

peut étre tous les deux. Dans le texte d'Euclide, la phrase

-

"ou d+1 est premier, ou,il ne l'est pas" peut donner & croire gu

@D
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le mot "ou" y regoit le premier des sens que nous venons de distinguer;
mais un examen attentif de la démonstration fera apercevoir que 1l'im-
-portant, c'est que l'une (au moins) des propositions "d+1 est
premier", "d+1 n'est pas premier" est vraie ; il est exact, mais sans
intérét pour la démonstration, qu'elles ne puissent &étre vraies &
la fois. Nous conviendrons donc, une fois pour toutes, que la proposi-
~-tion "g est premier ou b est premier" sigfignifiera toujours "l'un
au moins des nombres a, b est premier" ; tel est le sens que nous
donnons & la proposition "p ou q" ; de méme s'il s'agit de plus
de deux propositions, par exemple "pougour?".

iiais un peu d'attention montre que l'on n'a pas 1l'habitude
de considérer comme distinctes, dans un texte mathématique, toutss
les propositions gue 1l'on peut former par les opérations ci-dessus.
Déja nous avons dit que "p et g%, "g et p" sont & considérer comme
une seule et méme proposition. De méme, "p et D" ne différe de p
qu'en apparence. De mére encore, si chacune des propositions u, ¥
représente la conjonction de plusieurs autres, "u et v" ne sers
autre que la conjonciion de toutes celles-ci ; et le méme principe
vaul pour. Tou"

On introduirs en Algébre (référemnce), pour qualifier les

opérations gui obéissent & un principe de ce genre, le

terme d'opération associative ; et le terme d'opération

commutative pour qualifier celles qui sont indépendantes

de l'ordre des éléments auxquels on peut les appliquer ;

et l'on fera la théorie générale des opérations associatives

et commutatives, gqui par conséquent s'appliguers & ot”

et "ou". Au sens qu'on définira en Algébre, ces opérations

sont meme distributives 1l'une par rapport & 1l'autre.
Quant & la négation, elle est régie par la régle suivante, dite

de la double négation : D étant la négation de p, p est la néeration

eman

de ¥.

o ¢ » 0
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Enfin, par la négation, les opérations "et"™, "ou" se ramément
l'une 4 1'autre ; et par exemple, la négation de "e est le méme
nombre que a, ou gue b, ou que c¢” est "e n'lest pas le méme nombrs
que a, ot ce n'est pas le méme que b, et ce n'est pas le méme que c";
ce qui se formule en général comme suit :

La négetion de "p et g et r" est "D ou g ou " ; celle de
"Dougour" est "petqgetT . Btde méme, bien entendu, pour
des propositions en nombre guelcongue.

Pour le logicien, il peut &tre avantageux de considérer
cette régle comme la définition de "ou", la négation st la
conjonction étant prises pour seules opérations primitives;
ou comme la définition de "et"™, si 1l'on part de la négation
et de "ou". C'est ce qu'on fait lorsgu'on désire réduire
le plus possible le nombre des opérations primitives et des

régles logiques ; en revanche, cela a 1'inconvénient de

détruire la symétrie entre "et" et "ou".

B354 poini de vue "naif", ces régles sont "évidentes", cl'est-a-
-~dire gu'on les appliguera toujours sans hésitation dans le cours
d'un reisonnement. Du point de vue de la logigue pure, elles font
simplement partie de la rézle du jeu ; la derniére, par exempls,
siznifie que toutes les fois gu'on rencontre, dans une démonstration
mathématique, la négation de la proposition “ﬁ et g%, on se donne
le droit de la rexrlacer par "D ou q". Quant au cas gque les logi-

==y

1 nous suffirs de dire gue

et

-ciens font de "1'évidcence™ des régles,

certains d'entre eux s'interdisent de faire usage de la rdgle de la
double négation . (Du point de vue du logicien pur c'est aussi

légitime qu'il le sersit & des joueurs d'échecs de convenir de me

pas faire usage de leurs reines).
Reprenons maintenant l'examen du texte dfEuclide. Pouvons-

nous 4 présent rendre compte de la formation de toutes les propositions




gt iy i

qui s'y trouvent ? Et d'abord, que faut-il penser de l'emploi de %gi®

<

et des propositions conditionnelles ? Devons-nous voir la un nouveaun
moyen de formation de propositions complexes, distincts des précé-
-dents 7

Un moment de réflexion montre gque ce n'est pas nécessalis.

Soit la proposition (auguel notre texte se référe implicitement) :

]

"si le nombre e divise les nombres m, n, il divise leur différence”.
Le sens qu'on lui donne ne différe pas de celui gulon atiribus &
3

celles-ci : "un nombre e ne peut diviser m et n sgans diviser 1

différence™ ou encore : "ou bien e ne divise pas 4 la fois les d&

(

nombres m et n, ou il divise leur différence". Soient p la proposi-

.)

-tlon "e divise m et n", g la proposition "e diviese la différence

2z

de m et n". On voit gu'av sens ot on l'emploie en mathématicgues,

la proposition "si p, q" ne différe pas de "p ou q". Il =st done
inutile de considérer "si" comme désignant une opération logioua

distincte des précédentes ; par définition, %si p, g7 sera simpleuncii
une autre maniére d'écrire la proposition “§'g5 qfieodlaitieurs 1o
méme proposition se formdle encore par les termes "pour gue g, il
suffit que p", "pour gue p, il faut que g® (par exemple, pour gque

e divise m et n, il est nécessaire qu'il divise leur différence)g

ou encore "p entraine g% ; & cause de cette derniére formulation

on la note souvent "p —»q®. Bt ce n'est pas seulement pour le logl-
-cien gqu'il est intéressant de savoir gue toutes ces propogitions
doivent &tre regardées comme identiques (aux notations prés) ; cela
permet par exemple de voir aussitdt qu'elle en est la négation :

c'est "p et Q" (par application des rdgles données plus hant)
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cela permet aussi de voir gue les propositions "p —»q% et "EUméﬁh
ne sont pas distinctes. Unme mouvelle régle, également tirée de la

pratique coursnte des mathémsticiens, est la suivante : la proposi-

-tion "p entraine q et r" ne sera pas considérée comme distincte as
la proposition "p entraine q et p entraime r".

Du type de proposition ci-dessus, on en déduit un auvire, Lres
important aussi : celui qui sans doute est surtout familisr au lec-
-teur sous la forme "pour que p, il faut et il suffit ques Q" ; par
exenple, "pour gu'un eﬁtier autre que 1 ne scit pss premier, il faut
ot il suffit qu'il admetie un diviseur premier plus T8

C’est la conjonction des propositions "pour que p, il

et "pour que p, il suffit qgue q", c'est-a-dire "D ou ¢

ted

"p —>qg" et "g —> p" : aussi la note-t-on souveﬁ@
1'énoncerons le plus souvent %p, g sont éguivalentecs?®., I1 résulie
d'ailleurs des régles ci-dessus, et de celles gu'on ¢énoncers plus
loin,lqué,cette proposition ne différe pas non pdus de lg suivante :
"p et g, ou D et g ; ce qu'on a souvent & utiliser.

Hous en savons asséz‘mainténant pour pouvoir donner une
premiére réponse & lg question : gu'est-ce gu'une proposition vraie 7
La vérité d'une propoéition n'esl pgs une gualité métaphysique gu
v attache ; si le mathématicien dit que telle proposition ecl wraie.
clest qﬁe la régle du jeu lui en donne le droit ; nous n'entendons
nullement par la, d'ailleurs, que cette régle soit arbitraire comme
la régle du jeu d'échecs, et qu'il puisse la modifier & son gré ;
mais; quels gque soient leé motifs Qui Justifient 1l'adoption de la

régle, une fois qu'il a accepté la régle, il doit s'y conformer.
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Or, d'une part, certaines propositions sont tenues pour vraies de par
5 leur seule structure ; par exemple, quelle que soit la proposition p,
il est convenu de considérer comme vraie la proposition "p ou.i? 3
dans notre texte d'Euclide, nous avons un exemple de cetie régle, connue
sous le nom de "principe du tiers exclu®.

Ici encore, du point de vue "naif", ce principe est"évident”
ce qui n'a pas empéché certains logiciens et méme guelques
mathématiciens de s'en interdire l'usage ; quels gque soient les
arguments gqu'ils ont avancés en faveur de ce tabou, il est de
fait qu'ils aboutissent & substituer & la mathématique ordinsgire
une autre qui est effroyablement compliquée ; cepeadant, leurs
tentatives ont servi en tout cas & distinguer entre les théories
mathématiques ol ce princips est véritablement indépendant
des autres régles ordinairement admises, et celles o# il ne
l'est pas ; elles ont provogué aussi des discussions intéres-
-gsantes, qui ont jeté sur certains problémes un jour nouvesu.

{(Références!) Cf....

Remarquons d'autre part qufil est indispensabls, pour pou-
-Voir poser ce principe, de réserver le nom de proposition sux
phreses qui ont un sens mathématique. Il serait saugrenu de
gualifier de proposition vraie la phrase %ou le nombrs a est
vertical, ou il ne l'est pas®.

Voici uvn exemple un peu moins simple : p et g étan: deux proposi-
-tions, les picpositions "si pet g, p* et "si p, p ou q" sont vraies.
Ici encore, nous ne discutons pas de 1'"évidence™ mk de ces régles
ayant constaté qu'ellses sont gppliquées & chague pas dans tout raisonne-
-ment mathématigue (par»exemple dans notre texite : si a, b, ¢ divisent
d, a divise d), nous les formulons comume régles une fols pour toutes.

En vertu du sens que nous avons donné & "gi" , la premiére preoposition

peut s'énoncer : "p ou g ou p? ; la deuxiéme, de méme, s'écrira

np oup ou q", et ne s'en distingue done (puisque l'ordre des termes
g est sans importance) que par la substitution de gaq ; puisque l'on a
désigné par g une proposition arbitraire, les deux régles n'en font

donc gu'une seule, gui peut aussi s'écrire comme suit : 1sz proposition

"si p et p, 9" est wraie.
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Et enfin, voici le troisiéme type de proposition qui sera tenu
pour vrai une fois pour toutes : "si p entralne g, et si q entraine
r, p entraine r". Mais bien entendu l'on n'irait pas loin si l'on
ne pouvait, & partir de certaines propositions vraies, conclure la
vérité de nouvelles propositions ; c'est en cela méme que consiste
l'essence de la déduction. Voieci pour cels dsux régles dlapplica-
-tion constante : si les deux propositions p et g sont vraies,

p et g" 1l'est aussi ; si les deux propositions p et ip —2g"
sont vraies, g l'est aussi ; celle-ci peut 8tre considérdée comme
une forme du syllogisme classique. Le lecteur trouvera sans peine,
dans le texte cité d'Buclide, un grand nombre d'applications ds
ces régles. En voici une qui peut sembler paradoxale : l'on a posé
plus haut que la proposition "si p et E, g est toujours vraie.
Si donc, dans une théorie guelcongue, l'on a reconnu pour vraies
2 . s ’ i Ce= 4 . . &
une proposition p et sa négation p, toute proposition g devrs éetre
tenue pour vraie dans cette théorie. Convenons de dire que g est
fausse lorsque g est vraie ; on voit que si, dans une théorie, 1l'on
a trouvé une proposition & la fois vraie et fausse, il en est de
méme de toutes les bropositions de cette théorie, quon gualifie
alors de contradictoire : ume telle théorie est visiblement sans
intérét.
- 1L”on a.@émontré de ggelqges théories mathématiques
qu f;igsrsgnp noncoontraalctOLrgs ; encore faut-il soigneu-
wgfufn§‘gr?31ser ce que l’gnﬁdplt’egtendre par une telle
de?Ousplatlonz car cel%ewcl aolt évidemment se faire en
suivant d@g regles logiques determinée§ dont & leur tour
11.fauaralt_de@optrer.qu?eiles n'entrainent pas contradic-
-tion, et ainsi de suits ; 8ur ces guestions, cf. (référen-

-ces). En général, tout ce gu'on peut faire, c'est de
démontrer que telie théorie n'est pas contradictoire si

telle autre ne 1'est pes ; dans ce traité méme ,




“iug s

admettant que la théorie des ensembles est non-contradictoire,
on démontrers qu'il en est de méme de toutes les théories
gue nous développerons.

En revanche, si, méme sans en donner de véritable
démonstration, tout mathématicien est convaincu que, dans
les théories dont il s'occupe, il n'y a pas de proposition
vraie et fausse & la fois, 1l'on ne connalit pas de théorie
dont on ait des raisons de penser gque toute proposition y
s0it ou vraie ou fausse ; que, dans une théorie, une pro-
-position ne soit ni vraie ni fausse, cela signifie simple-
-ment que la théorie ne contient pas les moyens de démontrer
cette proposition ni sa négation ; nous en verrcns de nom-
-breux exemples.

Notons enfin une conséquence, quelque peu chogusznte
du point de vue du langage ordinalre, des définitions logi-
-~ques que nous avons suivies. "si p, pou g” et %®gi g, p
ou g" sont vrais ; donc "p —q" est vrai chaque fois
que p est faux, et chaque fois que q est vrai, méme si les
propositions p et g sont entiérement sans rapport 1ltuns
avec l'autre. Pour choquant gue cela soit, cela n'as aucun
inconvénient pour le mathématicien, car l'occasion ne se
présentera jamais d'écrire fp —>q" & moins gue, précisé-
-ment, p et g n'aient entre elles quelque lien ; comme
d'ailleurs ces maniéres de parler ne peuvent jamais conduire
& des résultats incorrects, il n'y a pas lieu d'essayer
de les modifier.

Nous n'avons pas encore épuisé 1l'énumération des moyens gue 1le
mgthématicien g & sa dispoéition pour démontrer des propesitions,
c'est-a-dire pour en reconnaitre lg vérité, & partir naturellement
de propositions déja posées.comme vraies. HMais, d&s maintenant, nous
sommes en mesure d'énumérer quelques schémas importants de démenstra-
-tion. Voici d'abord le iype de démonstration "par 1l'absurde®, dont
notre texte d'Buclide fournit un bel exenmple ; supposons gu'on sache
que p est vrai ; et qu'on démontre que "q —> B" : comme nous
savons que cette dernidre proposition ne différe que par la forme

de "p —s q", g se trouve alors démontré.

Lorsque, p étant vrai, l'on a démontré "g —»3", on
exprime scuventi ce résultat en disant gque "q entralne
contradiction”. En dépit de cette manidres de parler, il
est clair que la démonstration par 1'absurde n'est gue
1l'application des régles logiques ordinsires, et il ne faut
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donc pas y voir une "horreur de la contradiction®, aussi peu
¥ioh o motivée que 1l'horreur du vide dans l'ancienne physigue, gul
v obligerait, plutdt que de s'exposer au monstre Contrediction,
& admettire n'importe quoi : apparence choquante, malheursuse-
-ment suggérée par les expressions dont on se sert tradition-
-nellement, et qui fait que de bons esprits répugnent & se
laisser convaincre par ce genre de prouve et méme peut &tre
prennent 1a le dégotit de la méthode mathématique. HNcus svons
expliqué plus haut pourquoi il est & souhziter gue l'on ne
renconire pas de contradiction en mathémetique ; Mais en
tout cas, qu'il y en ait ou non, cela n'a rien a voir avac
la validité de notre procédé de démonstration.

Hais l'analyse que nous venons de Taire nont
Ltemps que trés souvent, ay lieu de procéder P
en démontrant que "g —» D", il sers tout aussi i)
renversant la marche du raisonnement, de constater qus
"p —» qg". Aussi doit-on considérer gue le procédé par lls
-de est important surtout pour ls découverie. Tres souv
lorsqu'on a été amené a conjecturer la vérits d'une prop
-tion et qu'on désire la démontrer, il est avantageux,
plutdt que d'essayer de la rejoindre en partant de ¢e gu'lon
salt, & partir de la négation de ce gu'on veut démontrer ot
chercher & en tirer un résultat qui contredisse ceux guil
sont déja connus. Autrement dit, au lieu de se demander
"est-il certain que p soit vrai ", le mathématicien se
demande "est-il possibls que p soit faux 7" ; ce gui, entre
autres avantages, lui permet souvent, sfil s'est trompé dans
Sa conjecture, de s'apercevoir plus vite de son errsur. 11
56 peut naturellement gue, si par cette vois il atiteint son
but et obtient une démonstration par l'ebsurde, il juge
préférable, aprés coup, de la renverser et de ia
forme directe : mais tela n'enldve rien & la v
procédé.

Clest justement & cause de 1'extréme
Yy a & savoir parfaitement manier cstte m e,
indispensable de savoir former Sansg se tromper 1la né
de toute proposition, si complexe soi%-elle 5 co.n!
14 la moindre raison qui justifie la présence de ce chepitre
de logique au début de notre ouvrage. Et nous ne saurions
trop recommander au lecteur d'accorder toute son attention
aux exercices gui terminent ce chapitre, et qui portent
principalement sur ce point.
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Voici encore d'autres schémas de démonstration, que ls lecteur

4 pourra facilement, s'il 1le désire, justifier a partir de ce qui
' 7

q
préceéde. D'abord, gi 1l'on s démontré que "p —>gl etigue M Lon

qus "q ~—> r" et que "r —» pP", les propositions P, 9, T sont éguivaslen-
11 s'ensuit que "p —»r". 51 donc on a démontré que np-sqn,  -tes:
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ctest le principe de la démonstration "en chaeine fermée®". L'impor-
-tance de la notion de propositions équivalentes (ou, en dlautres
termes, de condition nécessaire et guffisante) se manifeste par

la régle que voici : si l'on a démontré que "p et ¢ gont

-lentes" (c'est-a-dire, rappelons-le, que "p —=qg" et gue "g —=pY ),
on =2 le droit, chague fois que dans un rsisonnement mathématique
l1'on rencontre la proposition p, de la remplacer par g, et

inversement.

~ oo e o

A la fin du § 1 : des exercices (principslenent "former la
négation des propositions suivantes?).

Et un appendice, avec un tableau des régles logigues, ot
la démonstration de guelgues-uns des vésultats qui ont été dncncis

dans le paragraphe.
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§ 2. Structure de la proposition.

Propriétés, relations, variables.

Maintenant que nous savons décomposer une proposition complexe
en propositions simples, combinées enire elles par les procédés gue
nous avons étudié, nous pouvons exsminer la formation de celles-ci.
Pour le mathématicien, énoncer une proposition simple, clest dire
que tel objet posside telle propriété, ou bien encore que iels objets

e
¥

ont entre eux telle relation : "= est premier", ®1 est divisible par ef.

Mais nous avons déj& dit qu'on ne se donne le droi

-position que si l'on z une phrase ayant un sens mathématique (sa

vérité ou sa fausseté étant ici sans importance) ; or, ¢n =

aussitdét que la plupart des propriétés ne convismpnent qu'zux obizis

d'un certain type, et qu'on obtient des phrases sensées en les attri-
-buant gux objeis de ce type, et de ce type seulement ; "premiex”

est une prorriété qui s'applique aux entiers ordinaires : "5 est
- 1000
premier", "6 est premier", "22 + 1 est premier" sont des proposi-

-tions (1l'une vraie, l'autre fausse ; quant & la troisiéme, on ignore
si elle est vraie), "mn est premier", "ls plan P est premier® n'en

sont pas. De méme pour les relstions.

Bien entendu, il arrive gu'on se serve
dans des théories différentes, pour désigner ds
qui se rapportent & des objets de types différ
peut 8tre di &4 la pauvreté du langage ma
la pauvreté dlimagination du mathdmatici
terme), ou bien au fait qu'on veut insis telle ¢
~gle entre ces propriétés. Par exemple, opligue sussi
le mot "premier” & des idéaux, dans la théoris des nombres
algébriques, c'est-a-dire & des objets qui ne sont pas dag
nombres : c'est qu'en effet il y a une étroits parenté entre
les notions de nombre premier en arithmétigue ordinaire et
d'idéal premier dans cette théoris. En revanche, l'on parle,
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dans la théorie des fonctiong analytiques, de familles nor-
-males de fonctions, et en algébre d'extensions normales
é'un corps, sans qu‘il y ait le moindre rapport entre ces
notions. Il va sans dire qu'il importe besucoup au mathéma-
-ticien d'avoir une terminologie biesn faite, c'est-d-dire.
qui mette en évidence les analogies, n'en suggére pas de
fausses, et n'évoque pas non plus d!'images trop grossiére-
-ment en désaccord avec les notions mathématiques ; aussi
le choix d'un terme nouveau est-il chose tres délicate,et
qui ne saurait étre fait avec trop de scrupule ; dans ce
traité méme, et en dépit de graves inconvénients, que nous
ne nous dissimulons pas, nous n'avons pas hésité, en nous
inspirant de ces considérations, & modifier sur plusieurs
points la terminologie regue ; bien entendu, tous les
éclagircissenents nécessaires seront chague fois donnés, et
des lexiques trds complets (et plurilingnes) permettront
chague fois de repasser & volonté au langage mathématiqus
courant. Nous ne sommes pas sans espérer que les motifs
trés sérieux aux quels nous avons chaque fois obéi seront
pris en considération, et que noire termimologie se
substituera de plus en plus & l'ancienne. _
Quoi qu'il en soit, pour le logicien, il n'est d'sucune
importance que le méme mot serve & désigner des propriétés
qul se rapportent & des objets de types différents, cep,
alors, du point de vue logique, ce n'est plus Is méme mot,
ce sont des mots distincts ?de méme que la langue courante,
déja, connalt des mots, indiscernables dans la prononcia-
~-tion et parfois aussi dans l'écriture, et qui pourtant
sont sans rapport 1l'un avec 1'autre). Z#n revanche, il
serait catastrophique, aussi bien pour le logicien gue pour
le mathématicien, que 1l'on attribuat le méme nom & des
propriétés distinctes qui s'appliqueraient & des objets
de meme type : remargue qui n'est pas si triviale gu'elle
peut le paraitre, car il arrive trés souvent qu'aprés avoir
défini telle propriété (ou telle relation) pour cerbainsg
objets particuliers d'un type déterming, on la définit &
nouveau pour tous les objets de ce type : il est indispen-
-sable alors de vérifier trés soigneusement que, pour les
objets particuliers dont il était question d'abord, les
deux propriéiés ne sont pas distinctes.

Il y a donc en général un certain rapport de convenance entre
une propriété et certains types d'objets, ou, comme disent en
abrégé les logiéiens, entre tne propriété et un type (au lieun de
"propriété", les logiciens disent le plus souvent "un prédicat”).
Aussl faut-il toujours, dans lé désignation symbolique d'une

»

propriété, indiquer & quel type ou & quels types elle peut convenir ;
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nous avions le droit, au § précédent, de dire "désignons par p une
proposition®™ ; mais s'il s'agit de propriété, il nous faudra dire
le cas échéant "désignons par P une propriété de nombre entier?,
ou plus généralement "désignons par P une propriété d'objet du
type T". On peut dire aussi gu'une propriéité n'est pas auire chose
qu'une matrice de propositions ; lz propriété de nombre entier gui
s'exprime par le mot prenmier n'est pas autre chose gue le moyen de
fabriquer des propositions, en nombre indéfini, de lg forme "g est »
premier®. De méme qu'on peut signer un chéque en blanc, une proprié-
-té est, si l'on peut dire, une proposition en blanc |

n est premier®
ol le blanc est destiné & &tre rempli, non par n'importe quoi, mais
par n'importe guel objet du type d'un entier. ‘

Pour ce blanc, les mathématiques modermes ont créé un-nom et
une notation dont l'utiiité est extréme ; il est méme trois noms'en
usage, qu'il importe de connaitre tous trois. Un tel blanc s'appelle
un argument, ou bien une variable, susceptible de déterminations du
type des entiers (ou, en abrégé, un argument ou une varisble du
type des entiers, ou encore & valeurs entidres ; oﬁ méme un argument
entier ou un entier varisble) ; ou bien encore, um entier générigue ;
et l'on se donne le droit de le désigner par une lettre, qui souvent
sera l'une des dernidres de 1'alphabet, %, ¥, z.

dst hathonehiates Shtenos Sl o) Point snsethnintione
lettre x pusse pour le symbol? mgt@ématique par excelience
ohfsiciao B L D Tnieier fello e el
grande place). Quant aux mathématiciens grecg, si proches

qu'on les sente parfois de faire usage des variables, il
semble que, pour des raisons logiques, ils se le soient
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interdit systématiguement, fixant ainsi & leur science
des limites qui ne furent franchies que bien plus tard s
en tout cas, c'est, entre autres, pour cette raison gue
tant de théorémes sont formulés par les géomdtres anciens
tout autrement gu'on ne ferait aujourd'hui.
Quant & la terminologie en usage, le mot de variable,
qui est de beaucoup le plus répandu, présente 1'inconvé-
-nientld'évoquer 1'idée de variation ou de changement,
tout & fail étrangdre & la notion dont il sfagit, et
l'inconvénient, encore plus sérieux, de se préter a
certains emplcis peu corrects (ainsi les expressions
de variable dépendante et variable indépendante. Le mot
A reporter éventuelgénérique® dont se sert surtout 1l'école italienne de
-lement au diction-géométrie algdbrique, a l'inconvénient d'8tre un adjectif:
. -naire (avec or, en 4dépit de la grammaire, un "entier générigue® n'est
renvoi marginal bas un entier ; la méme objection s'szpplique dfailleurs
au dictionnaire). |au mot "variable" lorsqu'on @it "un entier varisble®.
Le mot "argument" est donc en général & préférer 2
cependant nous pe nous interdirons pas les deux sutres.

Désormais, donc, au lieu de dire "considérons la propriété
d'entier qui s'exprime par le mot premier”, on dira : x &tant un
argument du type des entiers, considérons la propriété "z est pre-
-mier® ; ou, plus généralement, au lieu de dire "considérons la
propriété P d’objets du type I7, on dirs : x étant un argument du
type T, considérons lg propriété P(x). Avec cette dernidre nota-
-tion, P(x) n'est pas une proposition, puisgue x désigne en
réalité une place en blanc ; l'on obtient une proposition si i'on

remplit le blanc, clest-éa-dire si l'on substitue & x n'importe guel

objet du type T ; par exemple, si T est le type des entiers, P(6)

o

est une proposition ; rien n'oblige d’éilleurs 4 ce que 1l'ocbjet
gu'on substitue & x soit déterminé explicitement ; on a le droit

de dire "eoit a un nombre entierﬁ, aprés qu@i P(a) devient une
proposition. Bien gue cette dietinctiqng entre une letire g gui
désigne un objet, déterminé mais non explicitement fixé, du type T,

o o

et un argument susceptible de'valeurs'de,ce type, puisse paraitre
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subtile, il importe de bien ls saisir,~sous peine de méconnaitre
tout & fait le principe de certaines démonstrations.

Quant aux relastions, les mémes principes s'y appliguent ; une
relation doit 8tre considérée comme une matrice de propositions qui
renferme plusieurs places en blancs ; par exemple :

n est divisible par n
avec deux blancs qui doivent 8tre considérés comme des arguments
du type des entiers. Si on note ces arguments par x st y, notre
relation s'éerit "x est divisible par y" et est de la forme R(x,y).
De méme, le csas échéant, pour les relations a plus de deux éléments.

Il y a tout avantage, d'ailleurs, asu lieu d'établir uns sépara-
-tion rigide entre propositions, propriétés, relations, & les consi-
-dérer comme cas partlcullers d'une méme notion, & savoir un schéms
de proposition renfermant éventuellement un ou plusieurs signes
représentant des arguments ; s'il n'y a aucun de ces signes on a
une proposition, s'il y en a un seul oy a une propriété ; si nous
continuons & donner, & un tel schéma, le nom de relation, une propo-
-sition devra étre considérée comme une relation o# ne figure aucﬁn
'argumeht, et une propriété comme une relation oW figure un seul
argument. ‘

Enfin, 1'cn aura le droit, lorsque l'on a écrit une relation
gui renferme plu81eurs blancs c est»awdlre plusieurs arguments de
méme type, d'y ad301ndre une convention en vertu de laguelle on ne
remplira jamais ces blancs que par un méme objet ; c'est précisément
12 1'une des commodités de la notation par variables, car au lieu

de formuler une telle convention l'on se contenters ordinasirement




Doad o

d'écrire, & la place de tous ces blancs, une méme letire, par exemple Xx;
et c'est l'ensemble de tous ces blancs, plutdt que chacun d'eux sépa-
-rément, qui sers l'argument x. Par exemple, si l'on adjoint une
convention de cette nature & la relation " est divisible par i
on obtiendra une relation & un seul argument, ou si 1l'on préfére une
propriété, qui se note %x est divisible par x".

Cela fait, tout le calcul des propositions, étudié au ‘§ 1.
s!étend sans changement. Toutefois, lorsqu'il s'agit de propriétés

cu de relations contenant des argumentis, nous n'emploiercns pas les

mots "entraine", "equivalent®, ni les signes correspondants " =7,
n ngi“ au sens ol on les a défini au._é 1 : car suivant toujours
lfusage ordinaire des mathématiciens, nous leur donnerons tout &
l'heure un sens un peu Gifférent.

De par ls nature méﬁe des propriétés et des relatiomns, on peut
en faire des propositions en substituant aux arguments qui y figurent
n'importe quels objets du type voulu. ifais il est deux opérations bien
plus importantes qui'perﬁettent de déduire, d'une propriété ou relation,
une proposition ; opérations gui fbnt la véritable originalité de la
méthode mathématique par rapport & celles de la logique formelle.
Ce sont celles qui s'expriment par les mgts "qgel que soit", "il
existe". '

Considérons d‘abord-une propriété, &4 un seul argument x, par
exemple (x désignant un argument du type des entiers) "x est premier®;
les opérations dont il s'agit en font respectivement les propositions

"quel que soit x, x est premier" et "il existe x tel qus x soit

premier” (bien entendu, la premidre est fausse ot la seconde est vraie)
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Plus complexe est le cas ol l'on a une relation, par exemple
"x est divisible par y" : l'application de nos opérations par rapport

& x domnera "quel que soit X, x est divisible par y" et "il existe

A

un x tel que x soit divisible par y" : ces phrases seront considérées

comme des propriéiés de y ; de méme l'on peut former les phrascs

"quel gue soit y, x est divisible par y" st "il existe 7y tel gue x

P

soit divisible par y® . qui sont des propriétés de x.

D'une maniére générale, l'application de nos
rapport & un argument X, & une relation o# figure, enire autres, x,
sera considérée comme domnant une relation (gui peut se Téduire, le
cas échéant, & une propriété ou & une proposition; contenant les
mémes arguments que celle dont on est parti, ssuf x. Aprés quoi on
peut répéter le procédé sur une autre varizble ; par exemple Pguel
gque soit y, il existe x tel que x soit divisible par y” est une
proposition,

Poﬁr simplifier 1'énoncé des régl; logiques portant sur ces
opérations, il est commode de faire une convention ds langege qui
permetite d'asppliguer nos orérations, par reppori 2 un srgunent x
& des relations qui ne contiennent pPas X : nous conviendrons gus
dans ce cas, nos opératicss n'altérent pas la significetion de lg

relation & laguelle on les applique. Par sxemple, si Blo,v) es

1)
0O et
)

)

une relation contenent deux argumcnta u et v, les phrases "quel

soit x, R(u,v)" et "il existe x tel que d(u V)" seront des relations

& arguments u, v et 31ﬁn1fleront exactement la méme chose que A(u,v).
Quant aux régles auxzquelles ces opérations ol béissent, elles

concernent dfsbord la "distributivité", comme on dit, de 1'une par
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par rapport & "et", de l'autre par rapport & "ou" : si R et S sont

deux relations, la relation "quel que soit x, R et S" n'est pas

considérée comme distincte de "gquel gque soit x, R, et quel gque soit
x, 5" (on observera que, si R et S sont des propositions, cettis
regle ne contredit pas & celles du calcul des propositions ; ear ¢iic

se réduit dans ce cas & une trivialité). De méme, "il existe x tel

que R ou S" ne diffdre pas de "il existe x tel que R, ou il existe

< o WS

x tel gue S" .

Ep revanche, un instant de réflexion monitre gue
"il existe x tel gue R et S” nfest pas du tout ls
méme proposition {ou relation) que "il existe x i
que B, et il existe x tel gus S : il est visible
la premiére en dit bien plus que la seconde ; &
*guel gue soit z, R ou 8% en dit bien mcins gue
gue soit x, R, ou quel que soit x, S% ; il T
grande attention, ici, & -ne jamais appliguer
régles correctes que NOUS avons enoncees, et n
régles fausses qu'une anszlogie trop hative po
suggérer.

ot
0
S
L:‘
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Suivant toujours la pratigue des mathématicien:
-verons encors gque "guel gue soitf, "il existe® pe dédulsent.i'uns
de l'autre par la négation. Par exemple, la négation ce fgual nus

soit x, x est premier” est "il exisie X tel que x ne s0it pas

3

premier® (1l'une de ces propositions est vrale et 1'autzre

¢

1z négation de fguel que soit %, X est divisible par y" est "il ©X1S
% itel gue x ne soit pas divisible par y" ; en général, si B est une

relation gquelcongue, la négation de nquel que soit x, BY est
7il existe X telique'ﬁn . Comme pour %et®, "ou", cstte Toglyg pour-
~rait, si l'on voulait, 3tre considérée comme Aéfinition de 1'une
des opérations "il existe”, "guel que soit®, l'auire geule étant

slors considérée comme opération primitive : ici encore, cette

_mw T ’ - 2 =
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réduction est pour nous sans intérét. Ce qui importe plus, c'eat
qu'elle permet de formef la négation de propositions ou plusieurs
ni]l existe" et "quel que soit" se superpcosent ; par exemple, ls
négation de "quel que soit x, il existe y tel que x soit divisiblc
par y" est "il existe x tel gue, quel que soit y, X ne s0il pas
divisible par y" .

Enfin, et clest 1& l'essentiel, il y a des régles permettent
de conclure de la vérité de propositions forméss aun moyepr 4e
fquel que soit", "il existe" & des propositions qui ne contienpsnty
pas cos mots, et inversement. Soit P(x) 1 une propriété contenant
un seul argument x, de type T ; tout d'abord, si, a étant un
certain objet du type T, on a démontré F(a), la proposition
”il existe x tel que P(x)" sera considérés comms vraie ; &% inver-

LY
7

-sement, si l'on sait gue "quel que soit x, Pz

si 2 est un objet déterminé du type T, P(a) mera ten

Mals ce sont les régles gne voici gui font

des opérations "il existe® "guel que soit”
a un objet déterminé du type T (qui n'est dene sssuistti & aucune
condition gque celle d'étre de type T), 1l'on a démontré Pla), om
considérera qu'on a démontré la proposition "guel gue soit z, P{(x)";
et inversement, si l'cn a démontré "il existe x tel que P(x}7 ,

l'orn se donnera le droit d'introduire et dfemploy dans les démong-
-trations un objet a de type T pour lequel P(a) sera vrai.

Leg mgthématiciens "intuiticnuistes® auxguels nou
avong‘déja‘falt allugion s'interdisent l'ussge de cetle
derniere régle, dont il importe en tout cas de bien com-
-prendre la nature. Diaprés ce gui précéde, on a deux

moyens de démontrer laz DPOEOSlriOH nil eyiatu b 4 ue% %ua
P(x)n.

4
3
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L'un, c'est de déterminer directement un objet
P(a) sera vrai, et alors naturellement il est m
si 1l'on veut, de formuler ls proposition il existe ...
puisque l'objet a se trouve construit et est prét ¢
chaque fois gqu'on en aura besoin. L'autre moyen, ¢
démontrer que la proposition "quel que soit X, b
fausse (et par exemple, au sens qu'on a expliqué au 21,
qu'elle entraine contradiction") : il peut arriver alors gus,
tout en ayant démoniré, suivant les régles ci-dessus, ia
proposition "il existe ...", l'on an'aif aucun me%en neme
théorique, de construire un objet a pour lequel ”(aﬁ soit

vrai ; ce qui n'empSche pas qu'on se donne le droit dfutilissr
un tei objet dans ls courant de n'imporie guells démonstration
ol ce pourra &tre utile. Pour prendre un exempls un peun
grossier, le lecteur sait sans doute (et nous verrons dans
ce traité méme, ef. référence) qu'on éémontre gue toute

est

équation algébrique F(x) = 0, dont le premisr membrs
un polynome & coefficients réels ou complexes,
moins une solution réelle ou complexze ; or les
gu'on donne habituellement de ce théordéms ne ren
moyen explicite de construire clest-a-dire ds csl
telle approximation qufon voudra une soluticn de
ce qui n'empéche qu'on nfhésitera pas & s'en servir
dans la théorie des équations algébrigues. Il cat
cel exemple n'est pas tout & fa2if topique, car on
ailleurs les moyens de calculer les soluticns dtu
donnée ; il est quelques exemples d'objets qu'cn
droit d‘utiliser parce qu'au sens des régles ci-de
e démontré l'existence, bien que dans 1'dtat actu
science l'on ne connaisse aucun moyen de les const
9e§ exemples sont un peu trop difficiles pour ét:
ieq:

Quent & la régle précédente, elle signifie gu'il revient

~ s I - 2
au meme de démontrer "quel que soit x, P(x)" ou bien de démon-
-trer P(a) pour un objet a du typs T sur leguel on n's Fait
aucune hypothése particuliére ; cu, si 1l'on veut, gue dans
une certaine mesure il est indifférent de considérer uns varisble
de type T ou bien un objet a déterminé mais arbitraire du mime
type. Par exemple, c'est toujours & cotte dernidre manidre
de parler que s'arrétaient les mathématiciens grecs. Osla
ne veut pas dire cependant que l'introduction des variagblies
soit superflue : ce qui la rend indispensable, ce n'est pas
1z régle que nous discutons en ce moment, mais l'ensemble des
régles gue nous avons données; et en particulier celle gus
nous venons de discuter aupsravant.

Quant & l'attitude des mathématiciens grecs sur ces
questions, elle est suffisamment caractérisde par le texte
cité au ©1. La ol nous dirioms "guels que soient les
nombres premiers en nombre fini, o, p'y. D%, ..., il . en existe
un gutre" il apparait nettement, du texte et de 1la démonstration
d'Euclide, qu'il veut dire "si 1'on s'est donné deg nombres

o
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premiers en nombre fini quelcongue, l'on peut donner ume regle
gui permette d'en construire un sutre". On remarquera a ce
propos gue le systéme de notations d'Euclide ne lvi permet
pas méme de poser comme donnés des nombres premiers éen nombr? \
fini quelcongue ; 1a ok nous dirions "soient D, plamt o e
les nombres premiers dennés, il ewmt obligé (pour fixer les
idées, comme on dit dans certains textes modernes) de s'en
donner trois ; il arrive méme trés souvent, dans des texles
anciens, que, pour démontrer ume proposition vrazie pour tous
les entisrs (ou comme nous dirions, une proposition "quel que
soit x entier, é(x)“, 1'on prenne un entier explicitement
déterminé, par exemple 15, et que l'on fasse sur lul lg démons-
-tration ; il appartieni alors & 1l'auteur de construire sa
démonstration de manidre qu'il apparaisse que les propriéiés
particulidres du nombre 15 n'apparaisseni nulls pari, et au
lecteur de vérifier gu'il en est bien ainsi. On ne peut dire
gue que cette manidre de faire soil incorrecte, mais elie
s'expose & bien des erreurs ; de méme gulen géometrie éliuman-
-taire la méthode qui consiste & raisonner "sur une I
et qui, elle aussi, exige une attention constante puisg
= :
3

&
méme temps qu'on fait la démonstration il faut ve
chague pas qu'on n'utilise pas les propriétiés per
de la figure. Aussi est-il bien préférabls & 8 J
se servir de figures (soit dessins, soit illustrati
tout autre genre qu'on peut donner zux raisonnement
conme dfaides & lfimagination, qui doivent rester
influence sur ls démonstration elle-méms.

Hous sommes en mesure'maintenant de définir, pour les relations,
les mots "entraine", "équivaleni®, dont nous avions sjourné 1l'intro-
-duction ; ici encore, la définitior que nous en dounnons &st cioisi@
maniére & suivre du plus prés gu'il sst possible la pratigue des
mathématiciens. Par définition donc, ces mobs seront considérés
comme renfermant implicitemeﬁt un "quel que soit”? portant sur
tous les arguments qﬁi figurent dans les relations sur lesguels ilg
portent. Par exemple, si R(x, y) et S(x,y,z) sont deux relations,
"R entrafne S" signifiera "quels que soient x, ¥, z, si R(z, y),
S(x, y,z)" ou si l'on préfére, "quels que soient x, y, z, K ou 87 ;

l'on éerira alors "R —> 8" : clest done toujours une proposition.
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Il - est clair gus s8i R et S se réduisent & des propositions, cette
définition ne différe pas de celle du § 1.7 de plus, "R —»=R"
est toujours vrai, car, si a, b sont n'importe quels objets des
types qui figurent dans R, "R{a,b) ou R(a,b)" est une proposition
vraie, donc aussi "gquels que soient x, y, R(x, y) ou R(x, y)*
clest-a-dire justement "R —>R" ; et lfon voit de méme gus, si
"R—>3" et "S —T" sont vrais, "R —>T" 1'est aussi. Enfin,
l'on vérifie, encore de la méme manidre, que PR{(X,y)—=>3{x,y,z"
est vrai si "quels que soient x, y,‘ﬁ(x,y)“ est vrai, ou bizn
encore si "quels que soient x, y, z, S(x,y,2z)" est vrai : ce qui
nous servira au chap. 1I.

Enfin, la conjoncion de "R —»=S" et de "S - R" sze noie
“fi;:fS" et se 1it "R, 5 sont éguivalentes” ; a’aprés les régles
du calcul des propositions, cette proposition peut s’lnuerprct DT
augsi "quels que soient X, ¥,%z, Ret 8, ou R et B". Comme pour
les propositions, nous avons ici le schéma de démonstration en
chaine fermée : si "R —2=8% 75 =T "7 & R" gont vraia, 
R, 8, T sont équivaleﬁtes. Comme pour les propositions, 1'impor-
~-tance de l’éqﬁiﬁalenoé tient & ce que, lorsgu'on a démentré qus

-5

des relations sont équivalentes, l'on s'est scguis le droit

o

les remplacer l'ure par l'autre dans le cours de tout raisonnement

mathématique ol elles apparaissent
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§.3, Conseils sur la rédaction des travaux

mathématiques (et de quelques autres).

L'inobservation des principes posés aux paragraphes précédentis
rend parfois inintelligibles, non seulement des textes mgthématigues,

mais beaucoup d'autres. En voici un exemple tiré de l1tindicateur

des chemins de fer pour l'hiver 1937-38
s Frain 193 (1° et 2% classes) : les voyageurs de 1é classe
seulement porteurs de billets directs aller retour de fin de semaine

sont admis dans ce train.

Il est impossible d'exiraire de la un sens raisonnable. Lensei-

&S
~&

-gnements pris, l'on a voulu dire que l}es voyageurs de & classe,

porteurs de billets dits de fin de semaine, n'étaienl pas admis dans

{7

le train 193, tous les autres voyageurs de 2 classe el tous ies
o s Lo . :
voyageurs de 1~ y étant admis : l'auteur de ce lexie n's pas s

Pe

forzuler en termes sensés la négation de la propriéié "le voyageur X
est de 2° classe et porteur d'un billet de fin de semaine®™ ; il
voulait dire que cettie négation entraine la propriété d'étre admis

dans le train 193.

Le premier point, donc, dans un raisonnement mathématique, cient
gu'on puisse, sans ambiguité, y reconnaitre des propriétés et proposi-
-tions se combinant et s'enchainant par les régles gque nous avous
posées ; quelle gue soit la variéié de termes que le langage ordi-
-naire offre parfois pour exprimer une méme chaine de propositions,

il faut que celle-ci apparaisse avec clarté. 11 est vrai qu'len uns
telle mstidre ce qui est clair pour l'un peut étre obscur pour l'antre,

et 1l'on ne doit pas, comme dit un écrivain contemporain, perdre de vuse
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le lecteur probable ; par exemple écrivant pour les spécialistes
dfune théorie, il sera légitime de s'abstenir de domner tout au longs
certains raisonnements qui ne feraient que reproduire desg schémas
familiers. Il est, d'autre part, des sujets si nouveanxz st si
difficiles que l'on peut pardomner, & ceux qui les abordent, de ns
pas se soucier toujours d'une parfaite précision, ot de laisser
Parfois &4 leurs successeurs le soin de transcrire leurs ions
Gans un langage mathématique correct : c'est au succds 4 Justifisx

ies libertés qu'ils premnent avec la rigusur mathématique ; muig,
étant entendu que le génie est en dehors de toute régla, il est

hors de doute gu'éa certaines épogues des mathématiciens for: connus,
en se plagant ainsi gu-dessus de la stricte logigue, nfont pas peu
contribué & répéndre la mods du travail mal fait et n'ont pas ¢réé
peu d'embarras & leurs &ldves plus conséiencieax. Dans un traité
comme celui-ci, ‘en tout cas, oh tout raisonnement doit &tre immécin-

-tement vérifiable méme pour l'etudiant peu expérimenté, nous nous

offorcerons, malgré les Longueurs ol quelguefois ce principe pourz:
nous entralner, de toujours indiquer clairement toutes les Stapes

de nos démonstrations.

S1i1 importe d'étre "rigoureux", ou pour misux dire ds
correctement, il ne faut pas en porter le souci Jusgu's le laissexr
nuire & la clarté ; que chague proposition s'articule irréprochable-
-ment & la suivante, ce n'est pas assez pour 8tre clair, clen est
méme la moindre partie ; 11 est encore plus nécessaire gue la marche
générale des idées apparaisse bien, et soit, le moins gu'il est

possible, obscurcie par des points de détail, Parfois la suppression
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pure et simple de ceux-ci, pouwvu gu'ils puissent aisément &tre
reconstitués, sera recommandable ; encore bien plus souvent, on
verra qu'un langage bien choisi, des définitions heursuses, per-
-mettent de présenter le raisonnement sous une forme gui soil &
la fois simple et compléte. Tel détail technique, dont la zépéti-
-tion fastidieuse peut rendre déplaisant ltaspect dfun livre
entier, pourra souvent avec avantage Stre relégué dans
démonstration d'un lemme unigue, dont ensuite on disposers uvus

fois pour toutes.

Mais il ne faut pas non plus, par une longus séris de
3 >

lemmes astucieusement préparés mzis dont la significaticn n

2

ensuite la démonstration d'un théoréme difficile paraitrs ss
réduire & une banalité. Autant l'on doit s'efforcer d'éliminer
les difficultés factices ou accidentellss, ot surtout celles gui
tiennent & de mauvasises notations ou & ll'insuffisante géndralitié
des définitions, autant l'on doii se garder de dissimuler les
difficultés véritables. Enfin, que l'on se rappelie qu'il est
peu de sujets'en mathématique dont on ne puisse faire tenir

tout l'essentiel en un petit nombre de théorémes simples, intel-
-ligemment formulés. Et sur ce, ami lecteur, fais de“ton mieux;

et que Dieu t'ait en sa sainte garde !

- v o onoon o @ >
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Chapitre 11

Théorie des ensembles

1. Ensembles ; calcul sur les ensembles ; 1'égalité.
Nous sommes maintenant en possession des moyens voulus pour
pouvoir aborder la premiére théorie dont nous ayons a8 traiter,
celle des ensembles.
Pour expliguer l'origine des termes de cetts théorie, nous nous

servirons d'abord d'une imsge sensible, ou si l'on veut d'une

'._‘b

jgure. Supposons que tous les objets d'un certain type soient des
objels donnés dans l'expérience sensible ; par exemple, qu'il s'agis-
-se de tous les habiiaﬁts de la France au 31 décembre 1937. Ltensen-
-ble de ces habitants, c'est la population de ls France au 31 décem-
-bre 1937. Lfensemble de ces habitants, clest la population de 1la

France & cette date ; parmi eux, asu moyen des diverses propriétés

gu'on peut leur attribuer, on distinguera certaines parties de cet

@

nsenble : par exemple, l'ensemble de tous les habitants mgjeurs,

~

ou celui de tous les habitants masculins. Toute propriété détermine

b

ainsi une certaine partie de la population, & savoir l'ensemble

[ h

e

n

habitants pour lesquels celte propriété est vrais ; dire gue desux
propriétés sont éguivalentes, c'est dire gue tout habitant de la
Crdes . 5 A, Ay 2 = ok - e P -
France, ou bien posséde & la foies ces deux propriétés (par exemple
celle d'8tre majeur et celle d'8tre né avant le 1%% janvier 1917),
ou er. i Sde o . - k) 3 2 g
ou bien n'en posgede aucune : donc gussi, qu'elles déterminent la
meme partie de ls population. Qu'une prupriété entraime l'autre,

1]

i A2k - 2. 2 - z ¢ - °
c'est dire que tout objet du type considéré, s'il posséde la premiére,
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posséde la seconde ; par exemple, tout habitant majeur est né svani
le %1 décembre 1925, donc l'ensemble des habitants mgjeurs de la
France fait partie de l'ensemble de ceux qui sont nés avant le 31
deécembre 1925, ou en d'autres termes y est contenu. On & défini
ainsi une correspondance bien déterminde entre les propriétés des
objets dont il s'agit, et les parties de l'ensemble de ces objets ;
réciproquement, & toute partie de la population (définie, si l'on

eu moyen d'une liste nominative) correspond une propriété : cells

qui consiste précisément & 8'y trouver compris (& figurer sur 1z liste).

Il est facile d'interpréter, dans ce langage, les opérations du calcoul
étudié au chap. I : & 1a conjonction de deux propridiés P of 8,

(par exemple, d'Stre majeur et de sexe masculin}, correspond liensen-
-ble des éléments communs aux deux ensembles définis Trespectivement
var les propriétés P et Q@ ; la disjonection et 1g négation s'inter-
=préten£ aussi facilement. Et, de méme que le statisticien ou le
militaire ne s'interdit pas de falre flgurer sur ses "états® das
propriétés qui n'appartiennent & aucun des objets dont il s'oececuzs,
mais se réserve simplement d'écrire.en face le mot "nésni”, gde mime
1e mathématicien n'exclut pas cette éventualité, mais dira slors que
ltensemble des objets pour lesquels la propriété sst ¥Yraie est yide ;
il en sera ainsi, par exemple, de l'ensembls dés hebitents de 1g
France qul sont nés avant le 14 Juillet 1789, mais cet cngemble nfen
sera pas moinsg considéré comme une partie, bien déterminde, de 1lg
population de la France 5 l’ensemble des habitants nés avent 1'an
2000 forme aussi, au 31 décembre 1937, une partie de la ropulation,

qui se confond avec 1la population tout entiére (par une eztension
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du sens du mot "partie", analogue & celle qu'a subie depuis bien
plus longtemrs le mot "fraction®, ét qui, bien gue contraire aux
usages du langage courant, est indispensable au msthématicien) .
Abandonnant notre "figure", nous allons d'asbord nous occuper
d'un type T, et de propriétés P(x) portant sur une varigble x de
ce type. ~Chacune de ces propriétés sera considérée comme définis-

-sant un objet d'un type nouveau, qui sera appelé l'ensemble dss

objets de type T gui possddent la propridté P(x), et gue nous

noterons par exemple Ep ; et nous conviendrons gue deux wropfiété;

ot
D‘I
A
&
W
Q
)

définissent le méme ensemble si elles sont éguivalentes, e
cas seulement ; nous considérerons aussi la phrase "x est élément
de Ep" comme étanf, par définition, une propriété ds z Squivslsenie
a4 P(x) ; nous lz noterons "X €Ep", et sa négation "z ;éEP” ;

Observons en partiéuliérnque, si deux propriétés P(x), Pi(x)
sont telles que "quei que SOit x, P(x)" et "quel que soit x, P*(x)"
solent vraies-toﬁtes deux,'elles sont équivalentes. (L'on psut
énoncer de telles propriétés ; par exemple, comme nous le¢ verrons

A dans un instant, "quel gue soit x, x = x" est vrai ; si Q(x) est

Er exercice |

une propriété quelconque d'un argument de type T, "qusl gue soit x,
Q(x) ou Q(x)" est vrai ; ou plus simplement encore, en vertu des
conventions posées au 6hap. I, "quel que soit x, p" est vrai si p
est n'importe quelle proposition vraie). Il y a donc un ensemble E,
déterminé d'une maniére unique lorsqufon s'est donné le type T,

et tel que ”qpel que s0it x, x € E® goit vrai, clest-a-dire tel

que tout objet du type T doive, 4'aprds nos conventicns, &tre

considéré comme un élément de E ; E s'appelle 1'ensemble fondamental
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du type T (ou 1l'ensemble des objets de type T). Au lieu des objets
de type T, il revient donc au méme de parler des &léments de 1l'ensenm-
-ble fondamental B ; c'est-a-dire qu'il est indifférent de se donner
un type ou bien un ensemble fondamental.
On voit de méme qu'une propriété Q(x), telle que "quel gue soit x,
Q(x)" soit vrai, définit un ensemble, déterminé d'ume manidre unigue

lorsqu'on s'est donné le type, qu'on désignera toujours (quel que

soit le type) par % » et qu'on appellera l'ensemble vidse du type T
il est donc défini par la condition que "guel gue soit x, x é’&f
soit vrai, ou, ce qui revient au méme, que "il exists x tel gue
X € ¢ 7 goit faui.

Quelle que soit la propriété P(x) de 1'argument x, l'ensemble
Ep des objets de type T qui possédent cette propridté sera dit une
partie ou bien un sous-ensemble de l'ensemble fondamenial B. Flus
généralement, soient P(x), Q(x) deux‘propriétés telles que
"P(x) — Q(x)"® soit vrai : si elles définissent respectivement las
ensembles EP, qs mous dlrons que E est une partie de E. ou un
sous- ensemble de Eq, ou encore que EP est contenu dans EQ on que EQ
contient EP ; ce qul se notera, indifférenmment, zL,C;EQ o1l EQ‘j>E‘ 4
la négation de cette proposition se notant Ep g% N oo En 2
En particulier, on g tougours Pc; p ot m? ZD&P ; réciproquement,
si EPC'EQ et E >E X clest que "P(x) ZEQ(X)” est vrai, donc
que EE ne différe pas de EQ. 8i P(x) est telle que "quel qus soi%x,
??x)" soit vrai, "P—=>Q" seras vrai, donc '¢<C;EQ ei Q(xz) est n'impor-
~-te quelle propriété de l'argument'x. Pour alléger le langsge, un
sous-ensemble de l'ensemble des parties de E sera le plus souvent

appelé une famille de parties de E ; le mot "Pfamille" avant donc
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exactement le méme sens que le mot "ensemble", mais &tant réservé
par l'usage & des cas spéciaux ("famille d'ensembles®, "famille de
fonctions", etc..).

Un type T, ou, si 1l'on préfére, un ensemble fondamental E &tant
donné, nous nous sommes donné le droit de considérer, comme des

objets d'ur. type nouveau, les parties de E ; l'ensemble des objets

=R

r)
o

de ce type s'appellera l'ensemble des parties de E, et sc not
P(E) : premier exemple de la trds importante opération qui consiste,
un ou plusieurs types étant domnés, & en dériver de nouveaux itypes.
Comme nous l'expliquerons plus tard, l'ensemble des parties de E

doit &tre considéré, d'un certain point de vue que nous préciserons

(cf. chap. III, § ;, th. ) comme plus riche que B, aussi dit-oz

3

quelquefois qu'en faisant cette opération on est monté dans 1'échslln

des types. Inversement, soit A une partie de B : chagus {oiz gue oo
sera utile, on considérera les éléments de A comme des cbjslis dluxn
type nouvezu ?A’ disiinct de T ; bien entendu toute propriété gui
a8 un sens pour les objets de type T en conserve un pour les objets
de ce nouveau type, mais il arrive assez souvent gu'on ait & définir
des propriétés de ceoux-ci qui n'ont aucun seuns pour un objst guel-
-conque de type T, et c'est ce qui Justifie 1l'introduction d'un
type nou#eau.

Four pouvoif poursuivre, il nous faut maintenant introduire la

plus 51mple de toutes les relatlons, l’egdil?é gui sfécrit ©

fa

il

les blancs ne devant etre remplis que par des objets de m8me type, ou

avec la notation par argumenus, "x = y", ol x, y sont deux argument:

de méme type.
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C'est donc l'une de ces relations ot (contrairement & co
quienseignent certains logiciens) il n'est pas nécessairs
d'assigner & chacun des blancs un type déterminé auguel
devront appartenir les objets capables de le remplir, mais
ol les types des objets capables de remplir les divers
blancs sont seulement assujettls & avoir un certzin rapport
les uns avec les autres. De méme, dans la relation " 2 ¥
définie plue haut, les blancs doivent etre remplis pa:
deux objets du type des parties d'un méme ensemble fon
-tal, celui-ci étant d'ailleurs gquelcongue.

neaman=
Une fois de plus, clest de lg pratique courante gue ncus exiray-

-ons les régles qui concerment la relation Xx = ¥ et gque voici.

"quel que soit x, x = x" est vrai ; "x = e x" est vrai ;

"x =y ety =z entraine que x = z" est vrai. Enfin, si P(x)

désigne n'importe que#lle propriété de l'largument x, "s8i x = 7,

P{x) =— P{y)" est vrai. S5i donc g, D scat deux objets
de l'argoment %, et 381 a = D, P{a) est éguivalent &
dlavtirs part 7a = bF est fzux, et gu'eon désigne par P(x) 12 pro-
-priété "x = a", P(a) sera vrai st P(b) sera faux : dire que
c'est donc, si l'on veut, dire gu'il.n'y a pas de prorriéits que
posséds sans gue b la posséde aussi. Ou bien, si au lisu des
propriétés 1l'on préfére parler des parties de 1'ensemble fondamental

gu'elles définissent, on voitl que 1z relation "x = y" est équivalents

fondsmental,

()

a4 1la relation "quel que soit la partis A ds 1'ensembl
8l T A, vy € A".

On notera x # y la négation de x = y. Quant & le partie de
l'engsemble fondamental qui est définié par la propriéte "x = a',
on lz note §a.% : autrement dit, x € %a% est par définition
équivalent & x = a ; bien entendu, a et %a,é ne sont pas des
objets de méme type, et toute confusion entrs eux expnseralt 8 de

graves erreurs.
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Un ensemble tel que {aj. est dit un ensemble & un seul élément ; et
si P(x) est équivalente & x = a, on dira que a est le seul élément
de l'ensemble fondamental qui posséde la propriété P ; il faut et il
suffit, pour qu'il en soit ainsi, que P(a) soit vrai et que "P(x) et
P(y)" entraine "x = y" (puisqu'alors P(x) entraine "P(x) et B(a)"
donc "x = a"). Bn général, quand "P(x) et P(y)" entraine "x = y"

on dit qu'il y a au plus un x tel que P(x) ; si de plus oun salt
qu'il existe un x tel que P(x), on dira qu'il existe un x ot un secul
tel que P(x) : schéma de proposition trés important et gu'on rencons
-trera trés souvent.

Lorsque la proposition "il existe un x et un seul tel gus F(xz}*
est vraie, on a le droit (chap. I, § 2) de dire : soit a un obist
du type T tel gue P(a) soit vrei ; et slors P(x) est équivs
"X = a%. Aussi dira-t-on, dans ce cas soit a l'objet de typs
tel que P(a) soit vrai. |

Enfin, en vertu de éonveﬁtionsAdéjé posées, P et Q &tant deux
propriétés d'objets d’un type T, EP et EQ étant les ensenbles gufelles
définissent, Ep = EQ sers, par définition une proposition éguiva

& celle-ci : "p P,Q sont équivalentes™ ; d'aprés le chap. I, §

cette relation entre ensembles satisfait bien aux conditions gér
-les gue nous avons énoncées pour la relation d'égalité (clest-a-dire
qu'on ’a‘blen, quelles que soient les parties A, B, C d'un méme
ensemble fondamental, A = A ; A =B est équivalent 4 B=A ; A =3B
et B = C entrainent que A=C : tout cela en vertu des résultatis

qui nous sont connus sur l'éguivalence des relations).

Nous pouvons msintenant donner 1'interprétation, en termes

d'ensembles, des opérations logiques sur les relstions.

M
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Désignons par E 1l'ensemble fondamental du type Pisipoit AGE 3 1a
négation de x € A s'écrit x ¢A : 1'ensemble des x tels que X € A
s'appelle le complémentaire de A et se note CA ou C(A) :

Soit B € E ; considérons la propriété "x £A ou x& BY :
1'ensemble des objets qui la possédent, c'est-a-dire qui sont
é6léments de 1l'un au moins des deux ensermbles A, B, s'appelle la
réunion de A et de B, ot se note A WUB (ce qui se 1it "A u B").
L'ensemble des objets qui possédent la propriéié "x € A et x &Bh,
ctest-a-dire qui sont & la fois éléments de A et de B, s'appelle
1'intersection de A et de B, et se note ANB (ce gui se 1it
®p jnter B"). De méme pour 1'intersection et la réunion de plus de

deux ensembles.

On a parfois quelque difficulté, au début, & se
rappeler leguel des deux signes designe la ‘f‘eu*uon et
leguel l'intersection ; on pourra, si 1'on veut, s'aider
du fait que & ressemble & 1z letire u, initiale du
mot  "union" .

Des régles du calcul des propositions se déduisent im édiatement

cellas qui gouvernent le ceslcul des signes 6 O ., sinsl
gue leurs relations avec les signes ity L (; ; voici ces régles,
E désignant toujours le fondamental :

1. On a C;( {;A)A;A; C(E)= i(é)ﬁ

2. ma (@nB)=(a v (s, Q(AME) (an f

s s mpAA-EULEE: U0l e (a ,,

4. On ne change pas 1tintersection ni la réunion de plusieurs
ensembles en changeant 1'ordre de ceux-ci, ou en groupant

ceuz-ci par des Darenthéaes.
5. On a (AﬁB)UCz(A JC) N(B UC;set (A UB)NC = (A AC)V
(B nAC).
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On a l'habitude d'exprimer 4. en disant que les opéra-
-tions N, & sont commutatives et associatives, et 5.
en disant qu'elles sont distributives l'une par rapport &
1'autre. Ici encore, nous renvoyons & l'algébre pour une
étude plus détaillée de ces propriétés.
6. On a les équivalences suivantes :
2cB 2(0as o038 =z auB=B Zaas=a.
Chacune de ces régles, en effet, est la traduction exacte d'uns
régle correspondante du calcul des propositions : nous laisscns au
lecteur le soin de le vérifier.
Dans le cas particulier of A 5B, il est d'usege de noter
A - B 1'ensemble des éléments de A qui n'appartiennent pas & B,
c'est-a-dire l'ensemble A4 A C B. Avec cetite notation, on & les
formules suivantes (conséyuences imnédiates des régles éio“essus} %
o Ca-rin Bite '
2. (Aa-B)AacC=(AnC)-(BnC).
3. (AUB)-4=B-(ANB).

oh il s'agit d'ensembles dont l'intersection est vide ; pour ls
moment nous ne ferons pas usage de celte notation, dont llemploi

d'zilleurs ne préte & aucune remarque.

§ 2. Helations, produits,de types.

Nous avons défini les ensembles au moyen de propriéiés dlun
seul argument ; pour pouvoir faire rentrer sussi les relations dans
le cadre de cette théorie, il est nécessaire de définir une notion

trés importante, celle du produit de types.
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Désignons par a, b, c des objets quelcongues de type respectif T, T!,

T" ; la notation (a, b, c¢) désignera pour nous désormais un objet

de type nouveau, ce type gu'on notera (T, T!, T"), étant appelé le
produit des types T, T', T" ; un argument de ce type pourra 8&tre noté
(x, y, 2), si %, ¥, z sont des arguments de type respectif T, T!, T9 ;
on appellera a, b, ¢ respectivement la premidre, la seconde, la troi-
-siéme coordonnée de l'objet (a, b, c) de type (T, T', T"), ot, de
méme, X, ¥, z la premidre, la seconde, la troisidme coordonnée de
1'argument (x, y, z) du méme type. Par définition, on considérera

la relation "(x, y, z) = (x', y', 2')" comme éguivalente & la
conjonction des trois relations "x = x', 7 = Yy, z=2' "1,

Comme le lecteur 1lfaura sans doute aper u, ces défi-
-nitions et notations ont leur origine dens la géomdtrie
analytique ; en effet (cf., dans ce traité, référence),
Par un point de l'espace, en géomdtrie analytique, on
entend un systéme de trois nombres réels (a, b, ¢) qui
sont les coordonnées du point ; de sorte que, s8i T dési-
-gne le type des nombres réels, 1'espace de ia géométrie
analytique apparait comme l'engemble des objets de type
(T, P, T} et'le'plan de 12 geométrie analytique est
l'ensemble des objets de type (T, T) ; on aura avantage,
dans ce qui suit, & se reporter, en esprit, au ecas du
Plan ou de l'espace pour illustrer tout ce gue nous
dirons des produits de type, clest-a-dire de s'en servir
comme de figures ou d'sides & 1'imagination.

{1 importe d’observer que, si nous pzrlons de
Premiére, seconde, troisiéme coordonnées, c'egt gue
l'usage de 1l'écriture améne tout naturelliement & les
renger dans un certain ordre et & les numéroter en consé-
-quence ; mais on pourrait asussi bien les écrire 1%une
au dessous de l'autre et les appeler les coordonnées
supérieure, moyenne, inférieure ; ou bien encore, conve-
-ngnt de les écrirs toujours, l'une en rouge, l'autre en
noir, l'autre en bleu, les appeler la coordonnée rouge,
la coordennée noire, la coordonnée bleue, sans sttacher
aucune signification & l'ordre dans lequel elles se
trouveraient écrites ; un peu plus loin, nous introduirons
leg notations qui nous metiront en état d'exprimer ces
faits d'une manidre adéquate 3 bour l'instant, nous nous

en tenons au Procédé qui consiste & Tanger les coordonnées
dans un ordre déterminég et 84 des numéroter.
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Soit maintenant uhe relation R(x, y, 2) contenant les argumentis
X, ¥, z de type T, T', T" respectivement. S5i A = (a,b,c) est un
objet de type (T, T!', T"), la phrase "les trois coordonnées de A
sont entre elles dans la relation R" sera considérée comme uvne
autre manidre d'énoncer la proposition R(a,b,c), et par conséguent
la phrase "les trois coordonnées de X = (x,y,z) sont enire elles
dans la relation R" sera une propriété de ltargument X, &cuivelentis
& la relation R(x, y, z). Ces conventions de langage (gus nous
ne faisons que dégager, suivant notre méthode, du langage malicua-

-tigue usuel) s'étendert d'elles-mémes zu cas d'une rel

gui ne ceontienne gue quelgues-uns des argumenis %, ¥y,
exemple d'une relation R(x, y), & laquells correspondra sipsi la
propriété equlvalente de l'argument X "les deux premiéres coCIrici-
-nées de X sont entre elles dans la relation R" . Réciprogusment,

toute propriété de X pourraz Stre consicérée comme une relaiion
contenant les arguments X, v, 2 (qui pourra d'ailleurs, éventuelle-
-ment, étre éguivalente 2 une relation od ne figurent pas tous cesg

arguments). Si alors nous appliquons les définitions du

voyons que toute relation ol me figurent pas d'autres argumenis gue

X, ¥, 2z définit un sous»ensemble de 1'ensemble fon*amenual du ©
(2. TV, T"), et ré01proquement, et que deux relations définissent

le méme ensemble si elles sont éguivalentes st dans ce cas ‘seulenent.
En particulier, soient E, E', E° les ensenbles fondamentaux des
types T, T', T" ; soient ACE, B CE', C C.- E" ; la conjonction
des trois relations "x €A, y €B, z £C" définit dans 1'ensemble

fondamental du type (T,T',T") un sous-ensembls gui sera noté AxB xC
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c'est l'ensemble des éléments X = (x,y,z) dont les trois coordonnées
soient éléments respectivement de A, de B, de C ; et par suite
E X E' x E" désignera l'ensemble fondamental lui-méme.
De ces définitions résulte aussitdt la formule importante :
(AxBXC)N(A'xB'xC') = (ANnA') X(BAB' ) x(CAG)

Tout ceci n'est que 1l'extension, & des ensembles fonda-
-mentaux quelconques, de ce qufon fait couramment enﬂascnéw
4’ <-trie analytique. Soit R 1'ensemble des nombres réels
(notation que nous suivrons dans tout ce traitg), 4 >
v que l'espace de la géométrie analytique sera R x R »<BR ;
5’ les relations auAmogen desquelleg on définit des pgrgle
de l'espace sont tres souvent des relations d'égalité ou
bien d'inégalité contenant les trois arguments X, ¥,z ;
par exemple elles sont de la forme £(x,y.z) =0 ob
£(x,y,2z) > 0, £(x,y,2) pouvant par exemple désigner un
polynome en X, y, 2z, ou bien un polynome contengnt seule-
-ment une partie des argumentis x, y, 2. Si A, B, € sont,
par exemple, les parties de R (dites "intervalles®") définies
respectivement par les inégalités a < x ga', b £y b,
c <z <c', A XB xC sera un parallélépipsde rectangle,
& cGtés paralléles aux axes de coordonnées. La conjonction

des deux relations "xz 5 y‘ £1, 0 <<z €1" 4éfinit uvn

cylindre droit de rayon 1, de hanteur 4, & génératrices

verticales. Ete.

Nous sommes maintenant en pPossession de deux opérations qui,

& partir d'un ou plusieurs.ensembles fondamentaux donnés, permetient
d'en construire de nouveaux : l'une consiste & pPrendre l'ensemble
des parties d'un ensemble fondamental déja construit, 1'autre consis-
-te & prendre le produit de deux ou plusieurs facteurs dont chscun
80it un ensemble fondamental. déjé construit. Nt'importe quel ensem-
-ble fondamental qu'on aura ainsi, par spplication répétée (dans
n'importe guel ordre) de ces opérations, construit & partie d'en- |
-sembles fondamentaux donnés, sera dit dérivé de ceux=-ci ; le type

correspondant sera dit dérivé des types des ensembles Pondamentsux

dont on est parti, ou bien 1'on dira qu'il appartient & 1'échelle
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des types construits sur ceux-ci. L'on verra plus loin (chap. 1I1)
comment toute théorie mathématique fait intervenir certains types
dits "primitifs", et un certain nombre de types dérivés de ceux-ci.

On notera que suivant nos conventions de langage, les
types (T, T') et (T', T) doivent &tre considérés comme dis-
-tincts si T, T' sont des types distincts ; de méme (T,7!,T"},
((r,71),™), (T,(T',T")), etc.; cela est indispenssble si
1'on veut que les expressions "premidre coordonnée, sscondie
.coordonnée, etc." aient toujours un sens déterminé pour un
objet d'un certain produit de type ; par exemple la premi
coordonnée de {a,b,c) est a, et celle de ({a,b),c) est (a,
Mais 1'on apercoit aussitdt gu'il y a, entre ces différents
types, un rapport étroit gue nous apprendrons & sxprimer,
au suivent, en définissant entre sux une certsine corres-
-pondance biunivoque bien déterminée (dite canonigue).

Bien entendu, l'on pourrsit imaginer qu'au moyen de conven-
-tione de langage convenzbles on puisse se donner le droit
de considérer comme identiques ces typses gque nous considérons
comme distincts : ce seraii peut-&tre avantageux pour une
théorie de 1l'échelle des types, mais pour nous ¢
-rait moins d'avantages que d'inconvénients.
enmpruntée & la chimise, on peut dire, en un seng
types (T, T') et (T!', T) sont des "isotopes® d:
des types ; de méme {T,T!,Tn) ot ((T,T'),T0)

(SR
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Plagons-nous dans l'ensemble fondamental d'un typs produit

par exemple E x E' x B" ; x, y, z étant des argumenis susce;
respectivement de valeurs dans E, B', BE". (A titre de "figurs”, nous

recommandons au lecteur de se servir par exemple ds l'espace de la

(9]
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géomdtrie analytique). Soit A une partie de E A E' x E"
-rons la relation "il existe y et z tels que (x,7,z) € A" : clest

une propriété de x, et l'ensemblé des éléments de B qui ls possédent
s'appellera la proiection de A sur E ; de méme, la relation "il existe
z tel que (x,y,z) € A" définit dans E X B' un sous-ensemble qui
s'appellera la projection de A sur E xE', En particulier, si A

est un ensemble & un seul élément, A = ?(azb,c)j,z 13 projection

de A sur E est %a.% ; par un "abus de langasge" (cf. Mode dfemploi
de Bourbski),
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on dira quelquefois que a est la projection sur E de 1l'élément
(a,b,c) de E xE!xE", '
A étant toujours une partie de E X E' xE", so0it ¢ un élément

de E" ; considérons l'intersection de A et de l'ensemble des

- points qui satisfont & z = ¢, c'est-a-dire (avec nos notations) de

l'ensemble E x B! X s‘c } : cette intersection s'appelle souvent,
d'une manidére abrégée, la section de A par l'ensemble z = ¢ .
Considérons maintenant la projection de cette section sur E x B!

c'est l'ensemble des éléments (x,y) de E X B! qui possédent la

propriété "il existe z tel que (x,7,z2)é4 et que z = c", ou en

d'autres termes c'est l'ensemble des éléments {x,y)} ds E x B! tels

que (x,y,z) € A : cet ensemble s'appellera la itrace de &

z = c et se note Az = ¢ ou Ac. De méme, par exempls,

des x tels que (x,b,c) € A s'appellera la
y=5b, 2= cfet_se note Ay =b, z=c %% ﬁbgc ; clest 1la projec-
-tion sur E de 1'intersection de A avec l'ensemble E x}
c'est-&-dire de ls section dé A par l'ensemble 3 = b, é =0,
Enfin, observons gue la notion de types produiis pesut
seulement servir & comsidérer toute relation comme une propriété
d'un seul argument, mais encore permettre, dans toute relation,
de remplacer pluéieurs arguments par un seul ; par exemple, si

R(x,y,2z,u,v) est une relation contenant cing arguments, et si

% >
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l'on pose X = {x,y,z), R apparaitrs comme une reistion entre

les trois arguments X, u, v ; si de plus on pose U = (u,v), R

pourrs étre considérée comme relation entre X et U : etc.

oo
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§ 3. Fonctions, correspondances.

Soient x, y deux arguments prenant leurs valeurs dans des ensemn-
-bles fondamentaux E, E', et X = (x,y) un argument prenant ses valeurs
dans E X E' ; considérons la relation entre x et X : "x est la pre-
-miére coordonnée de X", Chaque fois qu'on se donnerg un élément
A = (a,b) de E X E', on peut le substituer & X dans cette relation,
qui devient alors "x est la premiére coordonnés de A", ce gui é&gui-
-vaut & "x = a". On dit, dans ces conditions, que notre rslgiion
définit x comme fonction de X, et que, lorsqu'on donne & X la valev:

i
b Lo

o

A = (2,b), la valeur de la fonction ainsi définie ss

Soit maintenant, en général R(u,x,y,z) une relation gueslcongue,
qui ne contienne pas d'autres arguments gue u,x,y,z, de types res-
-pectifs U,T,T',T" ; supposons qu'on git démontiré la proposi

"quelé que soient x,y,z, il existe un u et un seul tel gue
R(u,x,y,z)".

Alors, nous'conviendroﬁs gue la relstior R définit un objei
nouvesu, qui sera appelé lag fonction de x,y,z définie par la rels-
-tion R, et qu'on notera par exemple fB(x,y,z) ; on dira sussi que
R définit u comme fonction de x,y,z.

‘ Nous monviendrons que deux relations R,S de cette nsture défi-
-nissent la méme fonction de x,y,z, et nous écrircns
£ (x,v.z) = fs(x,y,z) sl R,S sont équivalentes, et dans ce ceas
seulement ; et nous conviendrons de considérer la combinaison de
signes "u = fﬁ(x,y,z)" comme une relation équivalente a B(u,x,y,z).

11 s'ensuit que, 8i a,b,c sont des objets de types respectifs T,T!,T",
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"a = fR(a,b,c)" est équivalent & R(u,a,b,c) ; mais, d'aprés 1'hypo-
-thése faite sur R, il existe un u et un seul tel que R(u,a,b,c) :
soit donc d l'objet de type U tel que R(d,a,b,c) soit vrai (nous
avons le droit de parler ainsi, dfaprés ce chap., § 1), on aura

donc 4 = fh(a,b,c) : autrement dit, la fonction fp(x,y,z) joue

le r8le d'un schéma, contenant des arguments X, ¥,z (c'est-da-dire
des "blancs"), gqui, chaque fois qu'on y a rempli les blancs X,7,2

par des objets a,b,c des types voulus, dénote un objet dfum type
déterminé, qu'on appelle la valeur de ls fonction pour X = a, 7 = b,
z = ¢. B8i cette valeur est indépendante de celles gu'on donne &
X,¥,2, c'est-a-dire si 1l'on g, quels gue scient x, y,z, x',7',2',
tlxyz) = f(x'y'z;), on dira que la fonction £ est comstente.

Si E, B',B" sont les ensembles fondamentaux correspondant aux

types des arguments x, y,z (c'est-a-dire si x, y, z sont des "élé-
-ments génériques" de E,B!,B" respectivement), et si H est 1l'enseubls
fondamental du type des valeurs de f(x,y,z), on dira aussi gue
£(x,y,2) est une fonction, & valeurs dans H, définie pour x €
yEER, z £E". Par GXemble, goit X ='(X,y,z) un élément générigue
dé E x E' xE" : la premidre, la seconde, la troisidme coordonnée de
X sont trois fonctions de X, & valeurs respsctivement dans E, B!, et
E", ot définies toutes trois pour X €E x B! xE". Solent X,7,Z
trois arguments du type des parties d'un ensemble fondamental & :

la relation "U =XNTYAZ" définit U comme fonction de X,Y,Z, &
valeurs du méme type ; il apparait, sur cet eﬁemple, que ﬁoutéslles
fois‘quion définit une fonction au moyen d'une relation de la forme

"y = F(x,y,z)", ob F(x,y,z) est une combinaison de signes qui ne
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contienne pas d'autre argument gue X,y,2, il sera inutile de fabri-
-guer un signe nouveau pour désigner la fonction ainsi définie :
celle-ci sera désignée par la combinaison de signes F(x,y,z) elle-
méme. Cette remarque s'applique encore, par exemple, & X X ¥,
fonction des arguments X CE, Y CE', a valeurs dans P(E XE!' ).
La projection sur E d'une partie X de B x B! est une foncticn ds 3
& valeurs dans P(E) ; la trace X _de X C Z xE' pour la valeur x
donnée & la premiére coordonnée est ukte fonction de X E X E' et
de x € B, qui prend ses valeurs dans P(E')
Comme on sgit, la variéié de notaticns eﬂployee 8n
mathématique pour déULvner des fonctions est sxtréme, et ne

se laisse pas résumer en régles ; en voici guelgues échan-
-tillons (x étant un argument du type des nombres réels) :

-

: Satietay ik £ 2 I S EPRE
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Nous attirons spécialement l‘attant on sur la notation T
dite notation indicielle, 1 argumﬂn % s'eppelant zlors %
l'indice. Tres souvent, lorsque 1'indice sers susceptible

de prendre ses valeurs aans l'ensembis des entiers plus petbtu
gu'un entier aetermige on le notera par :a lettrs i ;
la lettre n, s'il Drend ses valeurs dans l'ensemble dse
les entiers ; par la lettre grecqus % {iots) °?il prend
valeurs dans un ensemble fondamental guelconque : bien em‘
ces conventions n'ont rien d'obligaioire

g notation fonctionnelle permet d‘appcrter un complément trés
importanl aux principes que nous gvons formulés pour 1'usage des
argunents., 'Suppasons gue dens telle démonstiration figurent des
arguments u,X,¥,Zz ; que R(u,x,y,z) soit une relation définissant
une fonction u = f£(x,y,z) ; et gue toutes les proposiﬁions, dans
la démonstration dont il sfsgit, contiennent lesvmatsﬁﬁuel gue soit
u, 8i R{u,x,y,z)..." : ou, ce qui revient au méme par définition,
les mots "quel gque socit u, si u = £(x,y,z)..." ; alors on co onviendra,

au lieu de répéter ces mots chaoue fois, de remplacer 1'argument n,
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partout ot il figure, par les signes £(x,y,z). Par exemple, soit
S(u,v) une relation ot figure u et un autre argument v ; par la
relation
S Lf(x,y,z),v]
on entendra la relation "quel que soit u, si u = £(x,y,z), 8(u,v)".
De méme encore, soit F(u,v) une fonction de u et v ; la relation
w=F [f(x,y,z),v]
équivaut & "quel gue soit u, si u = £(x,y,z), ¥ = F(u,v)" : mais
cette relation définit w comme fonction db x,y,z ot v (fonction
gu'on notera donc, d'aprés nos conventions, ¥ {f(x,y,z),?j) : pour
le voir, il suffit de montrer que, si a,b,c,e sont des cbjets
ayant les types voulus pour pouvoir 8tre substitués & X,y,2,v, i1
v a un w et un seul tel gue "quel que soit u, si u = £{a,b,c),
W = F(u,e)ﬁ soit vrai ; or f(a,b,c) désigne un objet du type
correspondant & l'asrgument u, objet que nmous pouvons gésigner par
d ; alors “quei que soit u, siu=4, w= F(u,e)" est éguivalent
& "w = F(d,e)", ce qui démontre le point snnoncé. On peut done,
dans tout symbole de'fonction,\substituer & certains arguments des
fonctions d'autres arguments, pourvu que les resirictions relatives
aux types soient satisfaites.

Soit £(x,¥,z) une fonction de plusieurs arguments, définie par
ure relation R(u,x,5,2), suppoéons gue les argumentis u,X,¥,2
prennent respectivement leurs valeurs dans H, B, E', E" ; alors
X = (x,y,2) est un argument prenant ses valeurs dans ExXE' xE"
B(u,x,y,2) péut étre congidéré comme une relation comprenant les

deux argumehts u et X, et défipira une fonction f£(X) ;
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les relations "u = £(x,y,z)" et "X = (x,y,2), et u = £(X)" sont

équivalentes ; les produits de types permettent donc toujours de

ramener l'étude d'une fonction de plusieurs arguments & celle d'une
fonction d'un seul argument ; c'est méme ce gque nous trouverons

presque toujours commode de fairs.

Par exemple, 11 y a presque toujours intérét & consi-
-dérer une fonction de trois variables réelles coume une
fonction d'un seul argument prenant ses valeurs daums
l'espace R X R xR de la géométrie analytigue ; clest
méme pour cette raison que l'on = été conduit A introduire
les espaces & un nombre gquelcongque de dimensions, cfest-a-
dire des produits RXRx...xEB & un nombre quelconque de
facteurs, plutdt que de parler de fonctions de u varisbles
réelles.

Hous placant & partir de maintenant & ce point de vue, ncus
ne parlerons plus, dans ce § » que de fonctions d'un seul argument.
Soit f(x) une telle fonction, définie pour x £ E (ou, comme nous
dirons aussi, définie dans E ou gur E), et & valeurs dans B'. Ig
relation "y = £(x)", que nous lui avons associés, définit dans
"EXE' un ensemble A ; réciproquement, une partiec A de B x Bt définpit
une fonction f£{x), définie danms B, prenant ses valeurs dans B, si
la proposition "quel que soit x, il ¥y aun y et un seul tel gue
(x,y)EA" est vraie.
L'ensemble A est bien connu dans l'enseignement élémen-
-taire, lorsque x, y gont des arguments réels, sous le non
de courbe representative de la fonction f£{x) ; de méme ,
81 l'on considerait une fonction £(x,y), & valeurs dans R,
les arguments x, y prenant sussi leurs valeurs dans ;i
on lui ferait correspondre, dans liespace R X R xR,

l'ensemble z = £(x,y), surface représentative de la
fonetion flx, v).

Soit, plus généralement, A une partie guelcongue du produit

E xE' ; on dit que A définit une corregpondance de E & B! (donc

aussi, bien entendu, une correspondsnce de B' & E, les deux
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correspondances ainsi définies étant certainement disiinctes si E,
E' ne sont pas identiques, et 1l'étant en générsl méme si E = E') ;
et la phrase ™y correspond & X par la correspondaence définie par A"
(ou en abrégé "... par la correspondance A") sera considérée comme
une autre manidre d'exprimer la relstion "(x,y) € A". Si & tout xz
correspond ainsi un y et un seul, c'est que la relgtion (x,y) € A
définit y comme fonctiom de x : souvent, par "abus de langsge®
(cf. Hode d'emploi de Bourbaki) on ne distinguera pas entre cette
fonction et la correspondsnce définie par 4, de sorte qufume fonc-
-tion d'un seul arguient apparait alors comme une correspondance
d'une espéce particulidre. Par exemple, la relation "y = z"
defipit une correspondance d'un ensemble fondamental guelconguse B

& lui-méme, gui s'appelle la correspondsnce identigue, et une

fonction de x, la fonction x.
Une correspondance 4, guelle gqu'lelle soit, permet de définir
certsines fonctions. Considérons d'abord 1'ensemble des y gqui cor-

-respondent & X par la correspondance A : ce n'est évidemment Dpas

I

autre chose gue la trace A, de A lorsqgu'’on donns 3 la premiers

N
fed
O

0
<

coordonnée la valeur x ; c'est une fonction de x € E, al
P(E'). Soit maintenant X ﬁn argument prenant ses valeurs dans
P(E) ; soit Y l'ensemble des y qui correspondent & un élément au
moins de X par la correspondance A, ou en d'aulres termes 1'ensenm-
-bie des y tels qu'il existe un x tel que x €X ot (x,5) €4 ;

Y est ainsi défini comme fonction de X, définie pour %X € E,
prensnt ses valeurs dans P(E') ; Y s'appelle 1'image Ge X dang B!

par la correspondance A, et pourra se noter A(X).

N\ e

urs dan
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On peut, de toute sorte de maniéres, illustrer l'emploi
de ce mot par des "figures". Par exemple, imsginons gue
des rayons lumineux, issus de sources guelconques, viennent
se réfléchir sur un miroir E et que certains dfenire euz,
aprés réflexion, viennent frapper un objet E! ; nous
dirons qu'un point y de E! correspond & un point xz de E
C s'il y a unrayon, se réfléchissant sur B en x, qui eprds
réflexion passe en y. Soit X une partis de I : supposons
qu'on cache tous les points de E sauf ceux do X ; llensen-
% -ble T des points de E' qui sont éclairés dans ces condi-
-gions sera Justement 1l'image de X par notre correspon-
™ anCe g

Exercices. 1) Montrer que l'image de X dars B!,
n'est pas autre chose que la projection sur &' de
-section, dans E x E', de A et de X x E!.

2) Hontrer que l'on a, si A est une corrsspondancs de
E & E' et 51 X;,X, sont des parties de E :

A(X, V%) = A(X,) U A(Z,).

3) Donner nn exemple de la relation
A(Xy NZX,) #.4(X4) A A(X).
4) Uontrer que si X, 322, on a A(X.?} :;3;3;{};2

5) Hontrer que l'cn = A(@) = ? -

En particulier, si X = {x& , ltimage de X n'est pas auire choso
gue la trace A, ; par "asbus de langage" cetie trace sora souvent
appelée l'imgge de l'élément.x de E. Par un "sbus de langage®
corrélatif, lorsque la correspondance étudibe est une fonetion F{x).
l'image de X (C E dans E' se notera le plus souvent £{X} : ligbus
de langage consistant ici, comme on voit, & employer 1o ménme sizus F
pour la fonction f(x), définie dans E et premant ses valeurs dzus B,
et pour la fonction £(X), définie dane P(E) et prenant ses valeurs

)

dans P(BE') ; en particulier, si #£(x) =y, on aura #£( § x !

: & P ey
Exercice. Hontrer que, si x sst un argunent prenant
ses valeurs dans un produit d'ensembles fondamenianx
ExE!'xE", et 8i 1'0on désigne par £(x) la premiére coor-
-donnée de x (fonction prenant ses valeurs dans 2).
l'imege £(X) d'unse partie X de B % B' x E" n'est pas suitro

chose que la projection de X sur E .
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On voit sussi que la condition nécessaire et suffisante pour
qu'une correspondsasnce A soit une fonction est que l'image par A
de tout ensemble & un seul élément soit un ensemble & un ssul
élément. L'ensemble des x dont l'image est un ensemble non vide
est la projection de A sur E ; la projection de A sur E' est
1'image A(E) de E dans E' par la correspondance A.

Soit A une partie de E x Ef, qui définit donc une correspondan-
-ce de E & B' ; soit B une partie de E' ® E", définissant de méme
une correspondance de Ef § EP ; soient x, y, 2z des éléments généri-
-ques de E, B!, E" respectiveument (c'est-a-dire des arguments
prenant leurs valeurs dans E, B', E") ; considérons la relation
nil existe y tel que (x, y) €A et (y,z) EB" : clest une relation
entre x et z, qui définit une partie € de E x E" et une correspon-
~dance de E § BN 27 cofrespond & x, par C, si z correspond, par B,
& un ¥y au moins gui corresponde 8§ xkpar A . ©On dira que la corres-
-pondance C est le produit des deux correspondasnces A, B, et on

écrira C = BA, dans cet ordre ; cet ordre éiant précisémeni tel

qu‘on puisse énoncer le théoréms suivant :
Théor:me, Soient X une partie générique de E, Y = A(X) son image
par la correspondance 4, Z = B(Y) 1l'image de Y par la correspon-
-dance B ; alors Z eét l'image de X par C = BA, c'est-a-dire que
idon: a’ ; | v
BA(X) = B EA(X)J
Clest immédiat si 1'on Iemnlaca AlX), B(Y), c(x) pa” leur

deflnxtlonn
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Pour revenir & lsa "flgure" donnés plus haut, on pourra
imaginer que E' est lui-méme un miroir, qui r6fléchit les
rayons venus de E sur une troisiéme surface E".

La notion du produit de correspondances est extremement
importasnte. Elle l'est tout particuliérement sfil s aglt
de "transformastions® d'un ensemble fondamental en lui-méme,
car alors elle sert & définir les "groupes de transformation®,
dont l'importance en mathématiques est sans doute déjs

connue du lecteur.
Exercice. Deéemontrer que, si A, A' sont deux parties de
E x E', B, B' deux partles de E7?<E“, on a (AUA!')B = ABUA'B,
et donner des exenples des relations (A 7YA!')B £ AB A A'B
et A(B NB') # ABNAB!. 4
Lorsque les correspondances gqu'on étudie sont des fonctions,
la notion du produit de correspondance se réduit 4 celle de fonction
de fonction ; "y = £{x)" et "z = g(y)® &tant deux relations défi-
-nissant les fonctions f£(x), g{y), la correspondance définie par
| (x)? est le produit des corrsspondances
définies par "z = gly)? et "y = £(x)".
Soit maintenant A une partie de E X E' telle qu'as tout x € E
ne corfesponde au plus, par la correspondance A, gu'un élément de

Ef ; c'est-é4-dire telle gue l'imagse ﬁ(%:xf ) = Ay soit, quel que

e
XD
£0

soit x € B, ou bien la partie vide de E' ou bien un ensembl
un seul élément,. Soient P, Q, respectivement, les projections de
A sur le premier facteur E et sur le second facteur E! du produit

E »x &' ; on dirs, soit gue la correspondance A est une application

(ou une représentation) de P dans B', so0it que c'est une application
(ou une ggggggggéggigg) de P sur Q ; par 1la on entend donc, comme

on voit, gu'a tout élément de P correﬁpond, par A, un 6lément et

un seul de E' ; que tout éléuent de @ correspond, par A, & un élé-

~ment au woins de P ; et gu'aux éléments de @ P = BE-P ne corres-

-pond, par A, aucun élément de E'. On voit donc, en particulier,
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que, si l'on considére les éléments de P comme des objets d'un
type nouveau, c'est-a-dire P comme un nouvel ensemble fondamental,
A détermine une fonction, définie sur P, et & valeurs dans E!

(ou, si l'on préfére, & valeurs dans Q).

Supposons maintenant gue, non seulement & tout X £ E ne corres-
-ponde par A qu'un élément au plus de E', mais aussi que tout y g E!
ne corresponde au plus qu'a un élément de E. Dans ce cas, P et Q
désignant encore les projections de A sur E et E', on dira que A
est une correspondance biunivogque de P &4 Q (ou, comme on dit aussi

avec moins de précision, entre P et Q), ou une application biunivogue

de P sur Q. Alors, si (a,b)€A, les deux relations %(x,y) € 4,
x=a" et "(x,y)EA, y = b® sont éguivalentes.

Considérons d'abord le cas particuliérement intéressant d'une
correspondance biunivogue entre deux ensembles fondamentaux E, E'
elle détermine donc deux fonctions, l'une, y = f(x), définie dans
E et & valeurs dans B!, 1l'autre, x = g(y), définie dans E' et &
valeurs dans E ; les deux relations "y = f(xj", "x = g(y)" étant
alors équivalentes. Réciproquenment, si les fonctions f£(x), défi-
-nies dans E et & valeurs dans E', et g(y), définie dans EB' et
& valeurs dans E, sont telles que les relations "y = £(x)",

"x = g(y)" scient équivalentes, la correspondance de E 3 E! gue
ces relations délerminent est biunivoque. Lorsqu'il en est ainsi,

on dira que les fonctions f, g sont inverses l'une de l'autre ;

g [f(X)E

et 1l'on convient d'écrire :

-1 -1
ely)= £ly), Px) = elx).

1l'on g alors

il
™

v F [g(y) j =30
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Considérons, dans ces conditions, uﬂargument X du type des parties
de E ; soit Y = f£(X) son image par f£ dans E' ; par le théoréme
sur les produits de correspondances, on aura g(Y) = g Ef(X)].—. X ;
donc,des deux relatioms "Y = £(X)", "X = g(Y)", 1la premiére
entraine la seconde ; on voit de méme que la seconde entraine la
premiére, elles sont donc équivalentes ; elles définissent donc
une correspondance biunivoque de P(E) & P(E'), qu'on dit
engendrée par celle gqu'on s'est donnée de E & E'?

Soit encore un produit d'ensembles fondamentaux, ExE'! x E" ;
supposons qu'on se donne une correspondance biunivoque, définie
par les relations équivalentes y = f(x), =z = g(y), entre E et
un ensemble fondamentel F, et, de méme, des correspondances biuni-
-voques y' = £'{x'), =x! = g'(y') entre E!' et F!', et y'= £7(x"),
x" = g"(y") entre E" et F" cesAcorrespondances permetient de
définir une correspondance biunivogue Y = F(X), X = G(Y) entre
EXE' x E? et; FXF!' XF", celle-ci étant dite engendrée par
celles-la, par les formules :

X = (i,x',x")éExE'xE", Y = (y,y',7" )€ F xF!' < F"
Y= Fx) = [2x), £1(x1), (=) ],
X = &) [g(y), glily'), g"(y")] :

Dans ces conditions, puisque l'échelle des types sur des

ensembles fondamentaux donnés se construit par les deux opérations
ci-dessus (formation du produit dt formation de 1'ensemble des
parties), l'on voit que si l1l'on se donne des correspondances
biunivoques entre des ensembles fondamentaux E et F, E! et F',

E" et F", elles engendrent des correspondances biunivoques déter-

-minées entre tout ensemble fondamental de l'échelle des types
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construite sur E, E', E", et l'ensemble correspondant (c'est-a-dire
construit de la méme manilre) de 1l'échelle construite sur F, F!, Fn,

Certaines correspondances biunivogues sont particuliérement
importantes pour nous. Soient d'abord E, E!' deux ensembles fondamen-
-taux quelconques, distincts ou non ; soient x, y des éléments
génériques de E, E' respectivement, de sorte que X = (x,y) sera un
élément générique de E X E', et X' = (y,z) un élément générique de
E' X E ; ces deux derniers arguments ont entre eux une relation
qu'on peut éxprimer en disant que "la premiere coordonnée de X est
égale & la deuxiéme de X', et la deuxiéme de X & la premiére de X'" :
on a la une correspondance, visiblement Riunivogue, entre E x E!

et E' X B, qui sera appelée la correspondance canonigue entre ces

deux produiis. Elle engendre donc aussi, entre les partiss Z de

E x E' et les parties Z' de E x E, une correspondance biunivoque :
celle-ci est telle que s8i A C ExE' et A'C E'XE se correspondent
ainsi, les relations "(x,y) €& A" et "(y,x) € A'" sont équivalentes ;
ou en d'autres termes, les relations "y correspond & x par la corres-
-pondance A" et "x correspond &4 y par la correspondance A'" sont
équivelentes : aussi dit-on que les correspondances A, A' sont

inverses l'une de l'autre ; et 1l'on écrit
A' = A o
: -1
Exercice. Donner un exemple ol la correspondance AA,
de B a_Eﬁ n'est pas la correspondance identique. Lontrer
que, 8i P et Q sont les projections de A sur E et sur B
tout élément de P se correspond & lui-méme par la corres-

[ Sl

=)

-pondance A%, et tout élément de Q se correspond & lui-
méme par. A.A. iontrer que, pour que A soit une correspon-
-deance biunivoque entre E et E', il Pfsut et il suffit gue

-1 o
les deux correspondances A A et AA soient les correspon-
-dances identiques de E & E et de B! & BE' respectivement.
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Cl'est & cause de l'existence d'une correspondance biunivogque
"canonique™ entre EXE! et E' X E que 1l'on peut, comme nous 1'!avons
déja dit, atiribuer a4 ces deux ensembles la méme place dans 1'échel-
-le des types construite sur E et E! ; on pourrait dire, si l'on
veut, que l'opération du produit des types est commutative & une
correspondance biunivoque prés ; du méme point de vue, on peut dire
qu'elle est associative, car on peut, de méme, établir une corres-
-pondance biunivogue (qui sera dite aussi "la correspondsnce canoni-
-gue™) entre E x B! » EF ot, par exemple, (E X Ef) x B" : clest

7

celle qui, & 1'8lément générique (X, y, z) du premier ensemble,

fait correspondre 1'élément ({(x,y),z) du second.

Revenons maintenant au cas plus général oh une partie A de

Ex k' déternine une application biunivogue de la projection 7 de A
sur E, sur laz projection Q de £ sur E' ; considérons la correspon-
4
=1
-dance A& : c'est une correspondsnce de E a4 E, et par définition
w 4

du produii des correspondances, la relation "(x,z) £€ AA" est

uivalente & "il existe y tel gue (x,y) € 4 et que (y,z) & A" ,

[N
e}
ot

ou encore & "il existe y tel que (x, y) € & et que (z,y) € 4" :

maig 4 est biunivogue, cfest-n-dire que, guel que soit y, il existe

au plus un x tel que (x,y) &€ & : donc, si (x,y) €L et (z,7) € 4,

=1

on & x = z. Par conséguent, "(x,2) € AA" est équivalent &
"il existe y tel que (x,¥) € 4 et gue x = 2", donec (puisque "il
existe y tel que (x,y) & A" est équivalent & “xqé PV & "xe B

x = z". Autrement dit, les hypothéses faites, AA est la corres-

-pondance identigque de P & P, et de méme AA la correspondance
identique de Q & Q. Par conséguent, si X désigne une partie généri-

-que de P, et que Y = A(X) soit son image dens E' (donc une partie de
3
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-1
on aura A(Y) =X : si X et Y désignent respectivement des parties

génériques de P et Q, la premidre des deux relations *Y = A(X)",
nx = _A(Y)" entraine la seconde ; la seconde, de méua, entraine l1sa
premidre, elles sont donc équivalentes et déterminent une correspon-
-dance biunivoque entre les parties de P et celles ds 0.

Tout cela s'applique en particulier au cas d'une application
biunivoque d'un ensemble fondamental E dane un sutre emnsemnbie fonda-
-mental E' ; si l'on désigne par F 1l'image do E dans E' par ums tells
application A, l'on détermine une correspondance biunivogque entys
les parties de E et celles de F en falsant correspondre & toute periics
de E son image dans E'. Il importe de remarguer qus cusla s'appligus
au cas dont nous avons parlé plus haut, od l'on comsidsys 1oz oUlizic
d'une partie A d'ulh ensemble fondamentel E correspondsul & vn corucin
type T comme des objets d'un nouvesaun type TA : en efiet, llcn 3 aloys
une correspondance biunivogque, gui sera dite la corrsspoadance
canonique, entre objets de type QA et objete de type T, & savoir
celle gqui fait correspondre, & tout objet de type TA le néme objet
considéré comme de type T. Il s'ensuit que, si l'on désigne par E

20

l'ensemble fondamental du type TA, il y a correspondance biunivogue

entre les parties de EA et les parties de A, corrsspondance dans

laguelle A correspond & EA 2

comme cobjets de type T et les mémes éléments
objets de type TA pourra paraitre subtile ; S50,
pourrait éviter "de la faire, et se borner & considérer 0z
objets de type T. §Si néanmoins noue l'avons iantrodvite,
c'est que, sans en prendre peut-86tre conscience, les mathéna-
-ticiens font trés souvent des distinctions de cette nature.
Par exemple, gu'on se rappelle lz définition des points ¢u
plan projectif : un tel point, c’est un systeme de troie
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pombres non tous les trois nuls (x,y,z), définis & un fac-
-teur prés ; autrement dit, c'est l'ensemble de tous les
systémes (x,y,z), autres gue (0,0,0) qu'on peut définir

& partir d'un méme systéme par muitiplication par un
facteur arbitraire ; c'est donc, & proprement parler, un
sous-ensemble de l'espace ordinaire R XR XR ; done, un
objet du type des parties de R X R xR. Cependant, pres-
-que rien de ce qu'on a 4 dire des points du plan projectif
ne s'appliquerait & des sous-ensembles quelconques de

R xR xR, de sorte qu'il est bien préférable (et conforme
au langage mathématique usuel) de considérer ces points
comne des objets d'un type nouveau, et ll'ensemble fonda-
-mental de ce type, clest-&-dire le plan projectif, comme
étant seulement en correspondance biunivoque zvec un
ensemble de parties de R < R XR et non pas identigue

& celui-ci.

On a un autre exemple d'application biunivegque d'un ensemble
dans un autre si 1l'on considére l'ensemble des fonetions définies
dans un ensemble fondamental donné E et prenant leurs valeurs dans
un cnsemble fondamental donné E' : nous savons, en effet, qu'il y
& correspondance biunivogue entre un telle fonctiion f(x) et le
sous-ensenble de E x E' gui est déterminé par la relation "y = £(x)",
donc application biunivoque de 1l'ensenmble de ces fonciions dans
l'ensemble des parties de E x E'.

Dés maintenant, & titre de "Tigure", donnons encorse
un exezmple que nous retrouverons en topologie, et & partir
duquel on fabriguera autant d'exemples analogues qu'on
voudra. (Considérons, dans le plan R x K, le cercle unité,

c'est-4-dire la partie de B X R qui est déterminée par la

relation x2+y = 1 ; considérons les éléments (ou "points®)
de ce cercle comme des objets d'un type nouveau. Une
courbe fermée dans le plan apparait alors comme 1'image du.
cercle dans le plan par une certaine application (applica-
-tion assujettie & &étre "continue", terme qui sera défini
en Topologie, référence) ; elle sera dite sans point

double si l'application est biunivoque.

Nous venéns de démontrer que toute application biunivogue d'un
ensemble fondamental E dans un ensemble fondamentzl E' détermine

ane epplication biunivogue de P(E) dans P(E') ; et plus précigément,
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gue si la premidre est de E sur A C E', la seconde est de P(E) sur
l'ensemble des parties de E' gui sornt contenues dans A ; celle-ci
serg dite engendrée par celle-la. Supposons maintenant gqu'on ait
des ensembles fondamentaux E, E', E* et ¥, F', F" ; et des applica-
-tions biunivoques de E dans F, de E' dans F', de E" dans F", défi-
-nies respectivement par les fonctions y = £(x), y' = £'(x'),
y" = £(x") ; alors les relations

X=(x,x',x") €EBE xB' x B, Y=(y, 37, 3")EF xFt x<Fv

T =X = [£x), £2(x), £n(x) |

définissent une application biunivogue de E X E' x E" dans F x F' xF7,
qui est dite engendrée par les applications £, £', f". On voit donc
qué celles-ci engendrent une gpplication biunivogue de tout ensemble
de 1l'échelle des types construite sur E, E', E" dans l'ensemble
correspordant (c'est-a-dire construit de méme) de 1'échells cons-
-truite sur ¥, F', P,

Scient en particulier E un ensemble fondamentzl, A une de ses
parties, EA 1'ensemble fondamental des objets du type "#lément de A" ;
étant aussi un emseuble fondamental, soit C une partie de E X E?,
qui détermine une correspondance de E 4 E'. La correspondance
canonique entre EA et A engendre une application ds EA'%»EV dans
E x B', et plus précisément de EA *»E' sur A XE'¢C E xE' ,

donc une correspondance biunivogue entre les parties de EAameF

et celles de A xE' : on désignera par C. la partie de EA X EB' qui

A
correspond ainsi & C A (A xB') ; on voit que la relation

"(x,y) € C," équivaut & la relation "z ¢4,(x,y) £C" : on dit que
la corrsspondance QA, de 3A 4 E', est déduite de la correspondance C

par restriction de celle-ci &4 A. En particulier, lorsque C est une
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fonction f(x), définie dans E, & valeurs dans E', on obtient, en
la restreignant & A, une fonction fA(x), définie sur E,, & valeurs

dans BE', qu'on dit déduite de f(x) par restriction & A. Inversement,

on dit, lorsqu'il en est ainsi, que la fonction f(=z) est un prolon-
-gement de fﬂ(x) a4 l'ensemble fondamental E.
§4w Réunions et intersections générales.

Nous avons montré comment, chaque fois qu'on se donne une re-
-lation (qu'on peut toujours supposer de la forme "(x,y) € A") entre
deux arguments x € E, y ¢ E', 1'on peui définir une fonction Ax,
définie pour x€E, a valeurs dans P(E'), & savoir 1'image par A
de l'ensemble ix:i , ou encore la trace de A pour la valeur x de
la premiére cocordonnés. Réciproguement, partons d'une fonction Ax’
définie pour x€E, & valeurs dans P(E') ; considérons la relation
"y é.Ax" entre x et y, et l'ensembie C que cetts relation définit
dans E X E* ; la trace C,. de C, lorsqu'on donne & ls premiére
coordonnée la valsur X, est l'ensemble des y tels que l'on ait
v é'Ax’ clest-a-dire nfest Pas autre chose gue Ax.: l'orn voit done
gue les deux ?oints de vue sont entiérement équivalents, et qu'il
est indifférent de se donner une partie A de E % E', cu une fonction

A_, définie dans E, & valeurs dans P(E'). Nous placant maintensnt
. 7

& ce dernier point de vue, nous allons traduire une partie des

Lo

résultats du paragraphe précédent ; nous allong simplement changer

de notation ; l’ehaembls que nous notions K va se noter I et s'appel-
-lera l'ensemble des indices, et nous noterons % ur élément généri-
-que de I ; l'ensemble gue nous notionz B! va se noter E, ot % seras

un élément générigue de cet ensemble.
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Soilent donc Al’ ure fonction définie pour 7 € I, & valeurs
dans P(E) ; A la correspondance de I & E qui est définie par la
relation "x € A_ " ; J une pertie de I. L'image A(J) de J dane E
par la correspondance A est, d'aprés nos définitions, 1l'ensemble
des X tels qu'il existe un 2 € J pour leguel x € A, ; cette image
s'appelle la réupion des A, pour i €J, et se notera

A(3). = lz%
En particulier, si J est 1! ensemble vide, on & A(¢) = d , done :
Al = 0
Si l'on prend pour J l'ensemble fondamental I lui-méme, on remplacersas
souvent, au dessous du signe le , o 1'indication ® 2. € I® par la
simple indication de l'indice 2 , ou méme on la supprimera purement
et simplement ; ce qui permet d'alléger bLesucoup certzines formules ;

on écrira donc :

A1) = ké); e A= U
L'emploi du mot "reunlon" et du signe kﬁ} se 3L~ulf’9 par

1l'analogie entre cette notion et celle gue nous avons définis plus
haut sous ce nom ; plus précisément, ia premidre se réduit & ls
seconde lorsqu'on prend pour I un ensemble fondamental dont les
éléments soient des signes individuellement st explicitement donnés.
Supposons par exemple que I soit l'ensemble ayant pour éléments les
symboles 1,2,5 (considérés pour le moment comme dépouvrvus de signi-
-fication) ; autrement dit, on considére ces signes, et ces signes

seulement, comme des objets de méme tyvme, et I comme 1'ensemble

(H.B. X1 y aura( fondamental de ce type ; de sorte que la proposition Yquel
aventage &

reporver ceci ( que so0it x €I, xX=10uzx=2o080x%x= 3" est wraie (puisque

au chap.l, )

par. 2 ,) ( chacun des objets du type posséde la propriété "x = 4 ou




x=2o0ux-=3"); que, si P(x) est une propriété des objets du type,
la proposition "quel que soit x, P{x)" équivaut & "P(1) et P(2) et
P(3)", et par conséquent la propésition "il existe x tel que P(x)®
équivaut a "P(1) ou P(2) ou P(3)". En particulier, si A; est une
fonction, définie sur I, & valeurs dans P(E), la réunion des 4;
pour i & 1 sers l'ensemble des x tels qu'il existe un igl pour
lequel x élAi, donc l'ensemble des x tels que x & Ay ou X € A2 ou
X 6.A3 ; on a donc (en convenant d'écrire, comme nous ferons souvent,
"{ = 14,2,3" au lieude 1 € 1) :
8 ,z,sAi = A UK UL, . |

Un cas particulier important de la notion générale de réunion
est celui de la réunion d'une famille d'ensembles, c'est-g-dire des
ensembles d'une partie donnée des P(E). Clest le cas o@ I n'est
autre que P(E) et o#, & 1'é6lément générigue X de P(E), nous faiscns
correspondre ce méme élément, considéré comme partie de B ; alors,
si F est une partie de P(E), l'ensemble des x tels qu'il existe un
X €F pour leguel x & X sera la réunion des ensembles X de F, et
s'écrira :

Xl

C'est, d'aprés ce qui précéde, l'image de F par la correspondance iﬁL}
de P(E) &4 E, qui est définie par la relation "x € X", mlegt-a-dire
qui & tout X € P(E) fait correspondre tous les &léments % de X.

En particulier, si F est la famille vide, on auras :

}g¢ X = ? A
L'importance des réunions de familles de parties de E tient a

ce que toute réunion peut se ramener & une réunicn de ce typs.,
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Soit en effet P(2) = Az. une fonction, définie pour 2 €I, & valeurs

dens P(E) ; soient J une partie de I, F(J) son image dans P(E) ;

thys 1

ey ¢ Xera)
C'est ce qu'il est facile de vérifier directement, en se reportant

on sura

aux définitions ; mais on peut aussi considérer cette formule comme
une application du théoréme du § 3 sur les produits de correspon-
-dances ; en effset, la correspondance A de I & E gqui est définie par
la relation "x ¢ A,L" peut étre considérée comme le produit de la
correspondance F de I & P(E) définie par la fonction P( 2 ) = A 2
et de la correspondance L) de p(E) & E définie par la relation

"x 6 X" : on a A =()F, donc A(J) = ) F(J)j ; ce qui est, avec
d'autres notations, la forrule méme qu'il fallait vérifier.

Voici maintenant deux nouvelles versions du théoréme sur les
produits de correspondances, toutes deux trés importantes. Soient
d'abord A, une fonction définie pour z € I, & valeurs dsns P(E) ;
et B une correspondance de E & un ensemble fondamenital E! ; 81 A
désigne la correspondance, de I & E, définie par la relation "x é,AL n
considérons le produit BA : par définition, un ¥ € E' correspondra,
par BA, a un ¢ €1, ﬂ)orsqufil exigtera un x & E tel que 1'onh ait
(x, y) € B, x € A, : l'ensemble des y € E' qui correspondent, par
BA, & 2, n'est donc autre que 1'image B(A, ) de A, par B dans E'.
L'image BA(J) de J par BA est donc la réunion des }3(1%,;L ) pour 2 £J ;
or c'est 1'image, par B, de A(J), qui est la réunicn des A , pour
Z €J . On a donc la formule :

Mea-sc U

Soit maintenant A, une fonction définie ‘pour 2€Il, 8 valeur c(iar)w
TIR) =
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et soit JJL une fonction définie pour ./le I, a4 valeurs dans »(I) ;
soient A la correspondance, de I & E, définie par "x ¢ A, ", et J
la correspondance, de L & I, définie par "2 ¢ J) " : 1'image J(L)
de L par J, dans I, est la réunion des J_)L pour .:{.éL : son image

par A, dans E, est la réunion des A pour 2 & J(L) ; c'est aussi

2
l'image par AJ de L dans E : mais l'ensemble des x ¢ E qui corres-
-pondent, par AJ, & J\,éL est l'ensenble des x € E tels qu'il existe
un 1z € I pour legquel x € Az et 2& {A 2 c'est-a-dire l'ensemble
des %X €E tels qu'il sexiste un 2 & JJ, pour lequel x € A& y

c'est donc ia ;eunlon des A pour 2 £ JJL . On a done :

S;)(LJA .

(23 UJ)L 263}

formule connue sous le nom de formule d'essociativité du signe kj s
parce qu'elle se réduit & la formule d'associativité du signe y
lorsqu'on prend pour I ot L des ensembles dont les éléments soient
des signes explicitement donnés. Plus généralement, si I est quel-
-conque et que L se compose, par exemple, des signes 1,2, 0on aura;:
i ;
! £
g”’ Ly jj A Ju ( tﬁi Aj) ,
'éjj 9@35

ce qui permet d'ecrlre gne rrunxon de deux Ieunxons comme uvune réunion.

Considérons maintenant une intersection de deux rdunions :

?

soient A, , B, deux fonctions, & valours dans P(E}, définies res-

-pectivement pour 2 €1 et pour x €K ; si x € E sppartient & 1a
fols & la réunion des A, et & celle des B_ , cela veut dire qu'il
existe 2z € I tel quexéAz)et X €K tel que x €B_ , ou en

d'autres termes qu'il existe ( 2z , x) € I xK tel que :xéﬁ&m B% :

UA)«"\(Q U(A,,ﬂn

% &k A (x,,x,)gzyg w b1

Donc :

) ,
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formule dite de distributivité, parce qu'elle se réduit a& la formule
de distributivité entre U et A~ quand I et K dont des ensembles
dont les éléments soient explicitement donnés.

On démontre tout & fait de la méme manidre que, si A, est une
fonction définie sur I, & valeurs dans P(E), et B une fonction
définie sur K, & valeurs dans P(E'), on a :

(UA)x(UB LJ(A % =0
Un cas partlculler 1nteressant de la formule de distributivité est
celui ol l'ensemble K se réduit a4 un seul &lément ; si B est 1la valeur
de la fonction Bx; quand on prend pour % cet élément, on aura donc
(%}AL)nB=Li)(ALﬂB).

Nous allons maintenant introduire une opération qui généralise
liopération A comme Qe) généralise U . Soit toujours A, une
fonction 2 € I, & valeurs dans P(E) ; 80it J une partie de I . On

eappellera intersection des Az. pour 2 € J l'ensemble des x € E

tels que l'on ait x é.Az’ quel que soit 2 g J ; ot cet ensemble
36 notera |
_ zes 1o

Comme pour la réunion, si les éléments de I sont les gignes 1,2,3,
l'intergection des A; pour 1 € I n'est autre que.Aifﬁ A2 fbA3 ; et
de méme chegue fois que les éléments de I scnt explicitement ot
individuellemsnt donnés.

Comme A ot U 9 fax et Qj 8¢ déduisent 1l'un das l'autre par
formation du complémentaire ; en effet, la négation de 1a pProposition
"quel gue soit 2 € J, on alx éA "est 11 bxiste T €T o que

x €0 A", drob 1a fomule

Wea 20= UCayy,
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et de méme N
C(zL‘)i A‘)zaCJ(CAt)'
d'ot 1'on déduit en particulier, si J = 2

2€ Al,:E‘

Cette formule signifie que l'intersection d'une famille vide

de parties de E est E tout entier. Cet énoncé a un aspect
- paradoxal, qui disparait aussitdot si 1l'on réfléchit que

l'intersection des A, est 1l'ensemble des x qui satisfont &
toutes les conditions "x €A " : 8l la famille des A, est
vide, cela veut dire qu'on n'assujettit x & aucune condition,
donc tout naturellement l'on obtient l'ensemble fondamental
tout entier.

Nous sommes mainterant en &tat d'indiquer un principe général,

connu sous le nom de principe de duzlité. Supposous gu'une partie

A de B se déduise de parties B, C, D de E, ot de fonctions ¥, ,

Gx prenant leurs valeurs dans P(B), par application (dans n'importe

quel ordre) des seules opérations U , N , U 3 ﬂ ; on obtiendra
le complémentaire C A doe A en remplagant B, C, D, F_, G% par
ieurs complémentaires CB, CC, C}}, CFL ‘ CG&’ , ot chague
opération v , N, U . ﬂ s Bar=N .y M, 3 u regpecti-
_vement. Si donc on a démontré une formule ok ne figurert, de
chaque cdté du signe = , que des expressions de ce genre, on . a le
moyen, par formatiorn du complémentaire des deux membres, de déduire
une asutre formule éguivalente. Appliquant ce princips aux formules
que nous avons démontrées pbus haut pour ie signe u , nous

en déduisons les suivantes :

A, = X onr A =FL L) ;
Qﬁ L T XeFmy LN

L2, = F\ ( f\ 2 9
teVJdy; ) v€f) °©
{formule d'asssociativité du signe 1

2 4 e 1 A,,;)r\(tm L)

% 3 2
€ JuT, r6d, ' €J,
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(cas particulier de la précédente) ;
= A UB

(QA,_)U(Q B ) cQé("’ 7
(formule de distributivité) ;

( N a2, us=Nw, us
(cas particulier de la précédente).

En revanche, notre principe de dualité n'est pas applicable
& une formule od figure 1l'image d'un ensemble par une correspondance;
la formule
QB(AL)=B(L2A&)

n'a pas de duale. Il n'est pas applicable non plus & une formule
oh figure un signe de produit. Il se trouve cependant que la

formule
SARSSRITAE B ENA NS 1

ést bien exacte ; car le premier membre est l'ensemble des (x,7)
tels que 1l'on ait, quel que soit 2 €1, x é.A& » et, quel gue soit

% €K, yeB, : donc tels que 1l'on ait, quel que soit (T , % )l %K,
xéA, ot y€B,, clest-a-dire (x,y) €A = B, . Mais pour 1'inter-
-section, on g aussi ls formule suivante, encore plus kntéressante,

et qui, elle, ne correspond & sucune formule relative & la réunion :

(Lda) <N )=, x3),

qu'on démontre par un raisonnement anslogue.,
5. Produits généraux ; axiome de choix.

Par les notions générales de réunion ot d'intersection, nous
avons, au sens qui a 6té expliqué, généralisé les notions définiea
& . -
BOUS Ce meme nom au §;1. On peut aussi étendre, d'une manidre analo-

-gue,la notion de produit d'ensembles fondamentaux telle qu'elle a été
définie au $2.
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Considérons en effet l'ensemble fondamental I dont les éléments
sont les signes 1,2,3 ; soit %; une fonction, définie pour i € I, et
prenant ses valeurs dans un ensemble fondamental E. A cette fonction,
faisons correspondre 1l'élément (x1, X5, x3) de EXEXE : on a ainsi
défini, entre l'ensemble des fonctions définies sur I et prenant leurs
valeurs dans E et l'ensemble E x E X E une correspondance biunivoque,
car réciproguement, si (u,v,w) est un élément de E xE xE, la relation
fi=1etx=v,o0ui=2etx=v,o0oui=3etzx=mw" définit x
cozme fonction de i, 4 valeurs dapms E, fonction &4 laquelle corrsspond
bisn, par notre défipition, 1'élément (u,v,w) de E x E xE.

3cit encore A; une fonction définie dans I, prenmant ses valeurs
dzne P(E) ; considérons l'ensemble des fonctions X définies dans I,
prenant leurs valeurs dans E; et telles que, guel que soit i € I,
on sait X5 6‘31 : par la correspondaznce ci-c¢essus, l'snsemble de ces
fonctions est mis en correspondance biunivoque avec l'ensemble des
éléments (X1,J£2,X3) de B xE xE +tels que %, EAy,%p €Lp,%5 € A5 :
c'est-a-dire avec A1 XAEXA} :

Soient donc, en général, I un ensemble fondamental quelcongus
(1'ensemble des icdices), et & , une fonction définie ; considérons
l’ensemble des fonctions x ; Géfinies pour 16 I, & valeurs dans E

7
et telles que l'on ait, quel que soit zé€1, Fy éplibz cet ensemble

?

s'appellera le produit des A, pour 2é&1, et se notera
A o
i L& % L :
De méme que pour les xéunions st intersections, il est utile ausei
d'étencre la définition au cas oh ll'on substitue & I une partie J

de 1. A, étant toujours une fonction définie sur I, & valeurs

dans P(E), on entendra par g E
A
- e °
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1'ensemble des applications de J dans E gui, & tout = € J, font
correspondre un élément X de A, : c'est donc un ensemble de
parties de J X E ; on 1l'appellera le produit des A, pour z € J.
En particulier, si J = ¢, ¢ X E est la partie vide de I X E, et
n's d'autre partie qu'elle-méme, de sorte que
Ty =

est un ensemble & un seul élément, & savoir la partie vide de I X E.

Comme pour les réunions et intersections, lorsqgue J est l'en-
-semble fondamental I lui-méme, on pourrs alléger la formuler en
remplagant 1'indication " gz € I" par " ¢ " ou en la supprimant.

I1 convient d'observer que, tandis que les notions de
réunion et d'intersection définies au % 1 se réduisent &
des cas particuliers des notions corrsspondantes du § 4,

il n'est pas possible de considérer un produit d'ensembles
fondamentaux E X E' x E" comme un cas particulier de lg
notion de produit que nous venons de définir ; ce quton peut
dire, c'est que, si par exemple I sst l'ensemble qui a

pour élémenits les signes 1,2,3, il y a corrsspondance
biunivogue entre

et l'existence de cette correspondance biunivoque {qufon
pourra qualifier, elle aussi, de "canonique") suffit, du
point de vue mathématique, & &établir la parenté sinon
1'identité des deux notions. En revanche, si E, Ei,6 Bn
sont les ensembles fondamentaux de itrois types indépendants,
nos définitions ne permettent en aucune manidre de considd-
~-rer E A E' xE" comme un produit au sens de ce paragraphse.

P = 1(]; A :

16l *
c'est une partie de l'ensemble des fonctions définies sur 1,8

Corsidérons le produit

valeurs dans E. 8'il existe 2 & I tel que Ag,” % , alors d'aprés
nog définitions P = ? ; car mxm sinom, soit X, un &lément de P :

guel que soit 1€ 1, on auras xL €, Ab ; donc, guel que soit 2z ’




>
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il existe x tel que x € A, donc, quel que soit 2z , A £ ‘d

ce qui est en contradiction avec 1l'hypothése faite (premier exempls,
dans ce traité, d'une démonstration par 1l'gbsurde ; cf.chap.Il,parag. ).

Donc, des deux propositions "il existe 2 tel que Azz ‘Q{‘f et

"p = é", la premidre entraine la seconde. Dire gue nous considére-
-rons désormais ces deux propositions comme équivalentss, c'est
énoncer une nouvelle "régle logique" portant sur l'emplol des opére-
-3ions"il existe®™ et "guel que soit". Il est clair gu'il rsvient au
méme de l'énoncer sous la forme suivante : A étant vne corrsspondance

quelconque entre X €E et z &£1, les propositions "cuel que soit zZ €1,
il existe un x qui corresponde & 1 par AT ot "il exislte uns fonction

x, , définie dans 1, & valeurs dans E, telle gus, guel que soit Z ,

X corresponde & 7 par 1a correspondaunce A" sont éguivalentes,

L
ou bien encore, sn revenent aux notations du % i
R(x,y) étant une relatiocn entre les arguments z, y prenant

respectivement leurs valeurs dans les eunsembles fondazentaux E, B,

on considérera comme écguivalenies les propositions

0

rquel gue soit x, il existe y tel que R(x, y)®

I

et ril existe une foretion y{x), définie dans E, & valeurs dans
E!, telle cue l'co ait, guel gue soit x, R ?xgy{x
Cn voit que ce principe permeti, lcrsgue dans une proposition
se trouve up "guel que scit” précédent.un ®il existe”, d'échanger
1'ordre de ces deux opérations, mais en initroduisant un argument du

type d'une fonection. On le nomme, "principe de choix".

En voiei un cas particulier impeortaunt ; E étant un ensenble

o

forndanental, prsooans pcur E! 1'ensenble des pariies non vides de B
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(c'esq&-dire la partie de P(E) définie par la relation "X 4 ¢" 3
cette partie étant prise pour nouvel ensemble fondamental) ; et
considérons la relation "x ¢X", x étant un élément générique de E
et X un élément générique de E' : par définition de E', quel que

soit X€E' il existe bien un x tel que x€ X, donc, par le principe

de choix, la proposition suivante (dite "aziome de choix" ou
"axiome de Zermelo") sera vraie : "il existe une fonction £(X),
définie sur l'ensemble des parties non vides de E et prenant ses
valeurs dans B, telle que 1l'on ait, guel qué soit X, £(X) € X" .

Réciproguement, si cette proposition est considérée comme vrale,
on peut en déduire 1l'énoncé général du principe de choix ; en effet,
soit £(X) une fonction satisfaisant 4 la condition ci-dessus ; soit
A une fonction définie pour 1. £ I, & valeurs dans l'ensemble

L

des parties non vides de B : alors x = f(A&} est une fonction

définie dans I, & valeurs dans E, et telle gue lfon ait, guel gue

socit 2 x, € A, . Donc, au lieu du principe de éhoix, il revient

b

au méme de convenir de considérer comme vrsi 1'9%axiome ds Zermeloh .

O

o

e
n'a été introduit qu'assez récemment (en 1909, par Zer
et & fait 1'objet de trés vives controverses. D'une
en effet, il renferme un "il existe...” qui ne reposs
aucune regle de construction, et préte par suite aux mém
objections dont nous avons feit mention zu Chap. :
& propos de l'introduction de 1'opération "il existe’,
D'autre part, il présente une cerisine ressemblance avec

des raisonnements que l'on avait parfois esgayé de faire

en théorie des ensembles, mais qui ont 6té reconnus
illégitimes (c'est-a-dire inutilisables pour le mathématicien)
parce qu'ils conduisaient & des contradictions - mais cette |
ressemblance psralt purement fortuite. ot pas élbq que : ur
le reste des régles de raiscnnement qﬁe néus avonékaégvtggu

et qui sont universellement =zdmises. l'on n's de roiﬂog des
penser que le principe de choix entfaina cénzradiczian” ]
iiais, chose plus intéressante, ce principe était‘inutiie

da?s les ?athématiqgea classiques parce que, 5outés les fois
qu’en analyse classique on aurait eu l'ocecasion de l'employer
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on pouvait le "démontrer® c'est-d-dire le déduire des sutres
régles, principes et axiomes (cf. Chap. III) d'oh l'on était
parti. ieme sous sa forme la plus générale, l'on ne peut
actuellement, faute d'une démonstration, affirmer qu'il soit
bien indépendant des autres régles, c'sest-a-dire qu'il soit
impossible de le déduire de celles-ci, telles qu'lelles ont
été posées au Chap. I ; du moins cela parait-il trés vraisem-
-blgble. Si donc on admet gqu'il est bien indépendant des
autres régles, il y a lieu de se demander gquels sont les
théorémes gu'on peut démontrer sans lul et quels sont les
théorémes ol il est nécessaire d'en faire usage : c'est 13
une question gui n'est pas sans intérét, pour le logicien
d'abord, et meme pour le mathématicien : car s'il apparsis-
-sait que le principe de choix ne servit & démonirer qus des
résultats de peu de portée et dont le champ dlapplicetion
fut assez restreint, on pourrait convenir, une fois pour
toutes, d'essayer de s'en passer. Or, bien au contraire,

il se révéle indispensable pour donner & la mathématigue
moderne gquelques-uns de ses outils les plue puissants ; ce
qui en justifie pleinement l'introduction dans ce traité.

Exercices. 1. Scoient I, K deux ensembles fondaments
une fonction définie pour < UL € I, & valeurs dans P
soient E un ensemble fondamental, A, , wune
dens P(E), de l'ensemble des &léments ( =
tels que X € K, . Démontrer la formule (
-butivité généralisée).

} % B N\
E) fﬁt%>:§§ b\g‘gﬁb }
= TRl 2 X /
XEK, ' £ EMk > & 5% /7
Formuler et démonirer ls duale de cettie formuls. Montrer guse
si I se compose des signes 1,2, cette formule ss réduit a
un cas particulier de la formule de distributivité du 9 4.
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=, \‘
2% 7

e
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2. Les notations étant les mémes gue ci-deszsus, démontrer
les deux formules

§ b -
Z é Y‘ J A } = Lo A /
. Qx%&’ v % )= k% Ll

ek > e B
2 i : ;
, ol e
LECE] Ap)e LY TR, )
L 2«2, é K@ 4 5’7)"53 & L&L Ny (7.: 4 (oﬁ /,5«:\2? 4

En supposant que l'on ait, quel que soit 7€ I. K. =
donner de lz deuxiéme formule une démonstration Shiznaﬁﬁaass
pas usage Gu principe de choix. (On peut mentrer que, méme
dang ce cas, cela n'est pas possible pour la oremiéré formule
du moins si l'on admet 1'indépendante de 1'axione de choix ;
ce qui montre que, melgré 1'apparence, les deux formules ne’
sont pas du tout de méwe naturs).

2
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5. A, o, étant une fonction de 2€ I et de ¢ & K, & valeurs
dans é(E), montrer que l'on a

];T( Q S Q (UAu,x)‘

(En remplacant dans cette formule le signe fﬁ¥ par le signe Lg
on aurait une formule fausse ; cf., pour le cas of I se compo-
-s58 des signes 1,2, la formule correspondante du % 4).

On peut, en les formulant convenablement, étendre sux produits
gue nous venons de définir la plupart des notions et propriétés
que nous avons données au .§ 2. Pour 1l'instant, nous définirons
seulement la notion de projection. Az, étant toujours une fonc-

-tion définie pour z & I, & valeurs dans P(E), posors

}iga E E;'A"’
16 B
et en particulier § 51 = E % . Alors, g8i x 2. ©st un élément de

*
g g » 1'application de J dans E qui, sur J, coincide avec x

el

est, d'aprés nos définitions, un élément de E ﬁ , qui s'gppellera
+ o I J x > :
la projection de X, sur | Eg’ : clest une fonction, définis

dans E g ot prenant ses valeurs dans | ES= ; et l'image, par
cette fonction, dfune partie X de E%E.s‘appelleré aussi (par

"abus de langage”) ls projection ds X sur §$?<, :
!

Enfin, notons que, lorsque lior g £7,= E quel que soit
TEI, le produit ?zzfm
i A
: I
qui n'est asutre alors gue l'ensemble des fonctions définies dans I

»

et a valeurs dans E se note souvent AI ; et 1'opération qui consiste

4 former ce produit & partir de A et I recoit parfois le nom
d'exponentiation.

gll conylengra_d'lngérer au ¥3 cette notion de correspondances
de E a B' qui colncident sur une partiec A de E ; p.ex. aprés la

notion de restriction de correspondance & un sous-ensemble .

%‘% a3 s & '3 7z
! (On qulfle?a, en conformité avec cetie définition, celle
gui avait été donnée au % 2.)
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§ 6. Partage en classes ; relations d'équivalence.

Nous avons trouvé que, si A est une correspondsnce d'un ensemble

fondamental E & un ensemble fondamental E', et si X_ est une fonc-

-tion définie pour z €1 el & valeurs dans P(E), on 3z ;
(1) MUz )= Uax)).

Si dans cette formﬁle on remplace le signe i@j par f¥ ; nous
savons qu'on obtient une formule qui n'est plus exacte an général.
Mais pous allons maintenant examiner de plus prés ce qui se passe.
Tout d'abord, on a en tout cas

7 3 - s Cr
(2) A( Cc X C Q A(XL/ :

en effet, le premier membre est l'ensemble des ¥ guvl possédsunt la

propriété suivante : "il existe x tel que (x,y}€ A et gue, guel gus

goit 2 , x € X," ; le second membre est l'ensemble des y qui possé-
-dent la propriéié suivarnte : "qusl gue soit 2 , 11 existe x tsl
gue (x, y) €A et que = & X" ; 11 est manifeste que la premiére
propriété entraine ls seconde.

Mais de plus, les deux propriétés sont équivalentes lorsque

@st une application d'une partie de E' sur une partie de E, clest-a-

Cire lorsque, guel que soit ¥, il existe au plus un x tel gue
3 S &4 £ = 7.4 2 ~1 ot
(x,v) €A'si En effet, soit b un élément de F ; Supposons gue, qusl

K€K - idlps
&

que soit 2., il existe x tel que (x,b) € & ot au

L]

donc qu'il existe x tel que (x,b) € & : comms par hypothése il en
existe un au plus, il en existe un ot un seul : soill donc a 1'éléme
de E tel que "(x,b) € A" soit équivalent & "% = 4" ; i1 s'ensuit
que, quel que soit z , il existe x tel gue X = g et que x & X%

5 % o ‘Zn

7 - 5
en d'autres termes, gquel que soit 5 onatg 61&19; de sorte gue b

0t

2
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& ins€rer
au 2 1,ainsi
gue ls cas

‘:c,rtlc.zller
o Do B,

"(x,b)€& A et (x',b) € A" entraine "x = x' ¥, clest-a-dire

Ve

posséde bien la propriété "il existe z tel que (x,b)£A et
que, quel que soit z , X & Xz,"' Donc, si A satisfait & la
condition indiguée, les deux membres de (2) sont égaux. En
particulier, en prenant pour 1 l'ensemble formé des signes
1, 2, on voit qu'on aura alors, quels que soient L. By
X'C E, A(XNX') = A(X)N A(X') ; et par suite (puisque
A(¢) ¢), Xy Bl ¢ entraine A{X) N A(X!') = ¢
¢

]

Inversement, supposons & itel que X A X! ptraine

AX) na(®E ) = ¢ ; on premant x €B, x' € B, X = {

= ix'% , on voit que x # x' entrafne A_NA ' = @ ; ou en
d'autres termes la reiastionm Fil oxiste y tel gque 74, N A

4 N

c'est-a-dire "il sxiste y tel que (x,y}é 4 et (x',y} €& A"

entraine "x = x'." : donec, si b est un élémenti de E?,

gu'il y a au plus un x€B tel que {x, b) € A . Kous avous
donc démontré l'équivalence des deux propositions Pguel gue
goit y, il ste au plus un x tel que (x,y) € A" et

Inx = ¢ entraine A(X) A A{X') = fi,lﬁ %. Une autre propo-
-gition, équivalente & celle-ci, est "V U £ E entraipe
A(U - V) = A(U) - A(V)" : en effet, nous Gavorle que l1a
relation "W =1U - Vs (U, V, W étant du type des partiss de
B) est éguivalente & "W AW = yﬁ etV UW = U = pap
conséquent la proposition gqu'on vient d'écrire est Sguiva-
-lente & "VAW=¢ ot VUW=U entrainent A(V)nA(W)=
et A(V) L A(W) = A(T)" ; mais V4 W = U entralne en tout ecas

A(VYUA(W) = A(U), donc on 2 bisn 1'éguivalence snnopcés.
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Nous avons donc démontré le théoréme suivant :
Soit A une correspondance de E & E' ; il y a équivalence
entre les propositions suivantes :
2) "quel que soit y, il existe au plus un x tel que (x,y)E A".
b)) A est une application d'une partie de E' sur une partie
de E".
¢c) "XAX' =¢ entrafnre A(X)NA(X') = ¢ n.
d) "quels que soient X C E, X' & E, on a A(XnX! )=A(X)n A(X? )",
e) "VCUCE entratne A(U - V) = A(U) - AlV)e.
EX n'importe laguelle de ces propositiocns entraine, si I est
un ensemble fondamental, que, quelle que soit la fonction X,@, dé-
-finie pour z&€1 et a valeurs dans P(E), on a :
M x) =) ax, ).
51 de plus on a A(E) = E', on aura A(E - X) = B! - A(X) ,
c’est-a-dire A( g X) = C A(X) ; et inversement, s'il existe X
tel que A(C X) = @ A(X), on aura A(X ng) = A(X) U CA(X} -
c'est-a-dire A(E) = B'. Dire que A(E) = E!', cl'est dire q;a, quel
que soit y € B!, il existe un x tel que (x,y) € A ; 8'il en existe
un au plus, é'est gue Qﬁ définit x comme fonction gly) de y.
Noue écrirons dens ce cas A = 621, ; 8’0ol le théordme suivant
Soit gly) une fonction définie pour y € B', & valeurs dans E.
i étant un ensemble fondamentsl 7 XL une fonction definie pour
© € 1, & valeurs dans P(E), on sura :
W) aan
; (2) &( N x)
et, quel que goit X B :
(3) e () = Cd.
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sy ne fasse ainsi gne retrouver
P L 1Y
3V.ons £ anues s giderer séparé
B e~ Z
respondan zanoaique (v. & 3)
tie B de E -t cstie partie méme consiudrae conme

§ 2 - - w e v s Y e ~ n - - % 2 -
nouvel ensexbie fondamental, correspondsnce gui ezt zalors biuni-

- - - 3 el =] ~ P, -
S0rie gque les conditions du théordme ci-dessus sont
Faites LR 2 8103, pour xgB, glx) =x 3 Dar la

Correspondance yé, £ tout x £ B correspond x lui-méme, & tout
% giB ne corrsspoad aucun élémert ds B, done “é(X) =X MB, et
notre théoreme devisat :

(Uzxyns-la np

(UZX )nB=(YE, N3

( ( X)NnB= B-(xnB).

Revenant maintenant au cas général, nous allons faire une

i

étude plus approfondie des correspondances g et A = QA . Pour
cela, observons que, si l'on pose B = g(B') et qu’on considare
l'ensemble des éléments de B comme un nouvel ensemble fondsmental
E", la correspondance g de E! a B peut &cre considérée comme le
produit d'une gpplication de Ef sur E" et de lg correspondance
canonique (biunivogue) entrs E? et E ; celle-ci pouvent 8tre
considérée, d'aprés ce gui précéde, comme suffisamment connue,
il suffira d'examiner la premiére.

Pour cela, changesnt les notations, nous désignerons mainte-

-nant par ¢(xz) une application de 1'ensemble fondamental B sur
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l'ensemble fondamental L, c'est-a-dire une fonction, définie pour
x € E, & valeurs dans L, et telle que o(E) = L. Posons A =-$ 1
et, pour A &I, Ay = A({_A}) LTl {A}) Par hypothése, gquel
que soit A ETL, il existe x tel que o(x) = A, done A_,{, %,é :
En vertu des relations démontrées plus haut, J{ % }L entraine
Ay N A# = 9‘ , donc en particulier & ) # A? (cer sinon on
aurait A)=Ay =A) N A= ¢ ) : la fonction A, , définie
pour )_6 L, 4 valeurs dans P(E), détermine donc une epplication
(biunivoque) de L sur une partie de P(E) ; et si l'on désigne
celle-ci par (J, , on voit que (/. est une famille de parties
de E qui posséde les propriétés suivantes :

a) i s eill 5% # § : los ensembles de la famille (/L
sont non vides.

b) et X EOL., YeuUl., onaX:YouXﬁ"i’:ﬁ

qu'on exprime {d'une manidre un peu imprécise) en disant gqus les

ce

a8 e

ensembles de lg famillse UL sont deuz & deux sznsgs &lément commun

xgmsz ’

car nous sgvons gue l'on s

X m A = A(L) =%
X%%LE@ AEL A‘Jz, )

3 AR 12
Inversement, chaque fois gu'on gura une famille {/l» de parties

c) lton & :

de l'ensemble fondamental E qui posséde ces trois propriéiés, on

dira que cette famille constitue un partsgze de B en class

o
(63]

2

1Y)

chague ensemble de ls famille Cil/ étant sppelé une classe apparte-

-nant & ce partage. Supposons qu'on se donne up partzgs en clgsses:

quel que soit x € E, il y a, d'aprés c), au moins un X € (L tel que
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x € X, et dtautre part, d'apréds b), il y en a un au plus, donc
il y en a un et un seul ; autrement dit, si x désigne un élément
générique de E, X un élément générique de (J. , la relation

ix € X" définit X comme fonction de x, définie pour x ¢ E, &
valeurs dans (/[» ; ei alors on appelle é (x) la fonction ainsi
définie, a) signifie que, quel que soit X & (L , il existe

X £ E tel que x € X c'est-a~dire tel que X = @ (x), et par
conségquent on a @ (B) = (J| . Donc, si une famille (J, de
parties de E constitue un partage de E en classes, la relstion
x € X" définit une application de B sur (- . oOn voit donc
qu'il revient exactement au méme de se¢ donner une azpplication

de E sur un ensemble fondamental L ou bien de se donmer un partage

de E en classes : les deux points de vue sont équivalents.

Exercice. L désignant l'ensembls fondamental compo-
~-8é des signes 1, 2 et E un ensemble fondamental gquel-
-conque, définir une correspondance biunivogue entre
l'ensenble des applications de B sur L et ll'ensemble des
parties de E autres que £ et ¥ . Définir une corres- -
~pondance biunivogue entre l'ensemble dgs applicatione
de E dans L (c'est-a-dire 1l'ensemble L® des fonctions
définies dans B et & veleurs dans L) et 1'ensemble
des perties de E.

On peut sussi, et cela est extrémement important, examiner
ces faits d'un troisiéme point de vue. ¢(x) étant toujours une
application de E sur L, considérons la relation "g¢(x) = ¢(y)" :
c'est une relation entre deux éléments générigues de E, que nous
dézignerons per @ (x,3). Cette relation partage, avees ia rela-
~tion d'égalité (qui en apparaft comme un cas particulier, celui
ot ¢(x) est 1l'application identique de E sur E) les propribétés

"suivantes :




- 81 =

a) guel que soit x, on a & (x,x) : ce qu'on exprime en disant
gue la relation Ei est réflexive.

b) ¢ (x,7) et ¢ (y,x) sont éguivalentes : ce qu'on exprime
en disant que § est symétricue.

c) & (x,y) ot é_(y,z) entrainent & (x,2z) : ce qu'on exprime
en disant que & est transitive.

Une relstion sera sppelée une relation d'éouivalence si c'est

une relation 2 (x,y) entre deux éléments générigues x, y d'un
ensemble fondamental E et si elle satisfait aux conditions a),b),c).
Nous conviendrons, chague fois que nous aurons défini une relation
dtéquivalence & (x,y), de considérer la phrase "x est éguivalent
&4 y par la relation & " et l'assemblage de signes

}r (%’}\ﬂ

comme des relstions équivalentes & & (x,y). Chsque foieg qu'il n'y

ﬂx

il

aura pas de confusion possible, on pourra y sous-entendre 1'indica-
-tion de & .

Donnons-nous donc une relation d'équivslence % (x,y) : elle
définit, comme toute relation entre x et y, une certaine partie R
du produit B XE ; la trace R, est l'ensemble des y qui soni
égquivalents & x par la relation & ; c'est une fonction de x € E,

& valeurs dans P(E) ; soit ¥ 1a famille des ensembles R

g

£

&

b4

(clest-a-dire 1'image, par cette fonction, de E dans P(E) ~ %115
alors, quel que soit %, on & & {x,x), donc x €R_, et en
R 1

particulier R et 2 B =l
<7 f \J &

e o 5
On introduirs, au cette manisére de i )
parler ("ltensemble
des valeurs de la fonctlon ffz our x & E¢

Sl ) p £ E") comme synonyme de




EEgo

De plus, ou Rx = Ry .ot} inﬁ Ry = ¢ : en effet, s'il existe 2
tel que z € R . N Ry c'est-a-dire tel que lfon ait £ (x,z) et

& (y,2), 1l'on aura aussi (d'aprés la symétrie et la transitivité
de & ) & (x,y), ce qui entraine {(en vertu des mémes propriétés
de & ) que, quel que soit u €E, si £ (x,u), & (y,u), et ei

e (y,u), & (x, u), ou en d'autres termes que & (x,u)_>¢& (y,u)
c'est-a-dire que R_ = Ry' Par conséquent, la famille (/| consti-
-tue bien ce gue nous avons sppelé un partage de E en classes,
Rx étant justement la classe dont x est un élément (clest-a-dire,
dans les notations adoptées plus haut, la méme chose gue & {x)} ).
Par conséquent, il revient au méme de considérer, soit une appli-
-cation de E sur un ensemble fondamental L, soit un partage de E
en classes, soit une relagtion dféquiValenee dans

peinits de vue scnt éguivalents.

o}

o

ot

c
-

Soit donc § (x,y) une relaticn d'éqguivalence dans B ;
comme plus hsut, (/L l'ensemble des classes dans le partage en
classes qu'elle définit : (JI, est une pértie de P(E). D'aprés
les’régles que nous avons adoptées sur ls notio%de type, on pourra
considérer les classes définies dans B par la relation ¢ (x,7),
ou en d'autres termes les &léments de (/L , comme des objets
d'un type nouveau, donit l'ensemble fondamental est er correspondance
biunivoque avec (;Z, . Cotte opdration sur les types est =i impor-
-tante et d'un emrloi si général qu'elle a regu un nom spéeial
1l’ensemble fondamental sinsi défini, en correspondance blunivogue

avec (b , s'appelle le guotient de ® par la relatiom £ , et

se note E/iﬂ :
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Exercices. 1. E, B! étant des ensembles fondamentaux,
u un élément générique de E xE', soit f(u) la premiére coor-
-donnée de u %fonction de u définie dans E x E', 4 valeurs
dans E). Définir une correspondance biunivoque entre E!
et le quotient de E X E' par la relation d'éguivalence
rP(u) = £(v)" .

2. Soient E, E!, des ensembles fondamentaux, x, y des
éléments génériques de E, z, t des éléments génériques de Ef,
(x,y) une relation d'équivalence dans E, (z,t) une
relation d'équivalence dans E'. On désignera par & x §
la relation " x,5). et & (z,t)" entre les éléments
génériques (x,z) ét (y,t) de E"x E'. Montrer que & = §
est une relation d'éguivalence dans B X E'. Définir une

correspondance biunivoque entre les deux ensembles

(ExE')/( & = & J)et (E/E) R(E /T ).

3. Soient E, I des ensembles fondamentaux ; A, une
fonction définie pour @t € I, & valeurs dams P(E). " Soit

une famille de parties de I gui constitue un partage
de I en classes. Etablir une correspondance bdiunivogue enire
les ensembles :

A et ,j E ( i i A )
2& ks JEX L@E el
(le fait qu'on peut établir une telle correspondance est
connu sous le nom de "propriété dlassocisgtiviié générgliséef
pour le produit). Examiner en particulier le cas oh
s pour &léments Ies parties J et J' = $J de I .

§‘7° Vue d'emsemble sur les procédés de lg

démonstration et la construction des itypes.

Avec le principe de choix, nous avons achevé 1'épumérstion
des régles de raisonnement que nous nous donnons le droit dfuti-
-liser, reégles Que nous avons formuiées au cours des chapitres
I et II. Nous ne voulons pes dire, bien entendu, qufil soit
inconcevable que jJameis les mathématiciens soient amendés & formuler
et utiliser d'autres régles de raisonnement {(comme il est arrivé,

& date assez récente, pour ie principe de choix lui-méme) ; du
moins celles gue nous avons formulées suffisent-elles & notrs

objet. Elles suffisent méme; semble~-t-il, 4 toute la mathémstique
' actuelle :




"y w

c'est 1la en tout cas une certitude, d'ordre non mathématique
mais mi-psychologique et mi-expérimental, gui sest partagée par
presque tous les mathématiciens contemporains ; on veut dire par
1a gue toute démonstration mathématique généralement reconnue
comme valable ne comporte essentiellement (clest-a-dire si lfon
imagine rétablis tous les chalnons intermédiaires omis parce gue
familiers 4 tout mathématicien ou au moins & tout spécialiste,
parce que semblasbles & des raisonnements déja faits, stc.) gue
l'application de nos régles ; l'on veut dire aussi, inversement,
gue l'on a'accorde & ne pas reconn-zitre pour valable toute
démonstration dont il n'apparaisse pas avec évidence, du moins
& un spécialiste, qu'elle puisse éire rédigée de manilére & ne
comporter que l'application des mémes régles. Le second point
& une valeur avant tout subjective, car il est des démonstrations,
universsellement acceptées il y a une cinguantaine d'anndss, st
qui ne sont plus reconnuer comme telles., Quant au premier poini,
& la possibilité, au moyen de mos ssulss régles, d'astisindre
dans toutes les directions ls point extréme ou soient parvenus
les mathématiciens, le présgent traité en constitue dans une
assez large mesure la preuve expérimentale : car, si nous n'at-
-teindrons pas partout ce point extréme, du mcins nous indigquerons
presque toujours les principaux moyens qui permettent d'y arriver.
A cGté des régles de raisonmemeni proprement dites, nous
disposons; pour céla, d?une méthods extrémement puissante : celle
qui consiste en la formation de nouveaux types & partir de types
préalablement doonés. A cause de 1'importance des procédés de
la formation des types, noug allons conclure ce chapitre en les

énumérant & nouveau.
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D'abord, nous avons les procédés suivants, qui méritent le
nom de procédés primitifs :

A) A partir de deux ensembles fondamentaux E, E', formation
du produit E x E!'.

B) A partir d'un ensemble fondamental E, formation de
l'ensemble des parties de E, P(E).

C) A partir d'un ensemble fondsmental B et d'une partie
donnée A de E, formation de l'ensemble fondasmental E, du type

31ément de AT,

tti

De ces procédés, A) et B) sont véritablement indispenssbles ;
A} 8tent le plus anciep, B) étant d'introduction relativement
récente (la considération de sous-enserbles Yarbitraires" clest-a-
dire génériques d'un ernsemble donné remontant & Cantor ; la con-
-sidération de "fonctione srbitraires” gqui lui est & peu prés
équivalente remontant & Dirichlet). Quant & C}, on pourrasit &
la rigueur s'en passer, au prix de guelqgues modifications et
complications de langage,. pﬁisque l'ensemble fondamental E&
gutil permetf de définir est em correspondance biunivoque avsc
le sous-ensemble A de B, et qu'on pourraitvsi 1l'on vpufﬁgt parler
partout de A au lieu de parler de gﬁ ; mais, comme nous l'avonus
déja dit, il parait bien correspondre & ls démsrche naturellﬁl
de la pensée mathématique, et il y aurait plus d’ineonvénienﬁa
que dfavantages 4 vouloir 1'éviter.

Les sutres procédés que nous avons donnés pour 1a formation
de types pourrasient s'eppeler procédés secondesires, parce que

nous savons définir, pour chacun des ensembles Pondsmentaux gu'ils

engendrent, une correspondance biunivogue (dite "canonique")

|
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avec un encemble fondamental défini au moyen des procédés A), B),
C). En voici la liste :

D) Produit de plusieurs ensembles fondamentaux, par exenple
E x BE'x E" : en correspondance biunivogue avec (E x Ef)} x E®
(obtenu par application répétée de A) ).

E) Ensemble des fonctions f£(x,y,z), définies pour zx g E,
Yy EE', z € E", a valeurs dans F : en correspondance biunivogue
avec une partie de l'ensemble des parties de E x E!' x BF . 7
(onc avec un ensemble fondamentazl obtenu par application succes-
-sive des procédés D), B), €C) ).

F) Ensemble des correspondances de E & E' : en correspon-
-dance biunivoque avec l'ensemble cdes parties de E x Ef,

G) Produit 'Txriag » &, étant une fonction défimie pour
z€1, & valeurs dans P(B) : c'est une partie de liengembla des
fonctions définies dans I, 4 valeurs dans B {(donc on l'obtient
par application successive des procédés E), CG) ).

H) Ensemble guotient E/& d'un ensemble fondamentsl E
pPar une relation d'équivalence § (x, y) entre éléments géudri-
-ques X, y de E : en correspondance biunivogue avsec une partie
de l'ensemble des parties de E (application successive de B)
etide C) 1)

Tels sont les outils dont nous disposons afin d'édifier la
magthématiquse. Mais, tels qu'ils sont, ils stappliquent & das
ensembles fondamentaux sur lesquels on suppose qu'on ne posséde,

en dehors de nos réglcs elles»memes, aucune indication. Afin

d'aller plus loin et de sortir de la théorie géndrszle des ensembles
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pour aborder des théories mathématiques particuliéres, il est
nécessaire de faire porter le raisomnement sur des ensenbles
fondamentaux auxquels on attribue des propriétés qui ne résultent
pas simplement de nos régles. C'est ce gue nous allons faire

au chapitre suivant.

Addendum : Insérer dans le éé-l’exercice >

Exercice. Montrer que, si A, tegt une&lin032?§;dﬁ
z € I, a valeurs dans P(E), .} A, est la réunion

des enceublms X tels que l*on ait Gt ﬁg 7 quel
que soit 2z ; et que J A, GSb 1'intersection
des ensenbles Y tels que 5 diggs, o quel gue s80i% 2

&
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CHAPITRE III

Puissances ; ensembles finis et dénombrables.

1. Puissance d'un ensemble.
Soit E un ensemble fondamental. On dirs que deux parties XX
de E sont gquipotentes s'il existe une application biunivoque de

X sur Y. C'est 18, en vertu de ce que nousscavons sur les corres-

-pondances (chap. II, §j) une relation d'équivalence (chap.II, $6)

dansvl'ensemble des parties de E, gqui détermine donc un partage de
P(E) en classes ; l'ensemble de ces claéses, ctest-a-dire le
quotient de P(E) par cette relation, s'gppelle l'ensemble des puis-
-sances des parties de B ; la classe & laguelle gppartient une
partie X de E pour cette relation s'asppsllera la puissance de X ;
les relations "X, Y sont éguipotents” et "X, Y ont méme puissance’
sont donc éguivslentes.

Plus généralement, si E et B' sont des ensembles fondamentaux,

on dira qu'une partis X de E et une partie Y de B! sont éguggptantes

s'il existe une application biunivoque de X sur Y. Cette relation
88t encore symétrique et transitive ; meis, n'étant plus uvne rels-
-tion entre éléments d'un méme ensemble fondamental, ce n'est plus
une relation d'équivalence, et elle ne détermine aucun pariage sn
classes. 8i X, Y sont éguipotents, toute parties X' de E, de néme
puissance que X, et toute partie Y' de E', de méme puissance que x4
le sont zussi : la relation "X et Y sont éguipotents” peut donec &tre
considérée (chap. II,'§ 6) comme une relation sntre 1a puissance

de X et la puissance de Y ; plus précisément, cette relation est

une correspondance biunivogue entre une partie de l'ensemble des
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puissances des parties de E et une partie de l'ensemble des puissances
des parties de E' : cette correspondance gera dite canonique, et
quand nous dirons que les puissances d'une partie X de E ot d'ure
partie Y de E' sont correspondantes c'est toujours de cetie corres-
-pondance canonique qu'il s'agira : cela reviendra donc & dire
qus X, ¥ sont éguipotsnts.

D'une correspondance biunivoqus entre ensembles fondamentaix
E, B!, nous avons appris (chap. II, _§3) & dériver ume correspordance
biunivogue entre P(E) st P(E') : de méme pour les produits..
Eoue pouvorns donc énoncer lee résultests suivants.

®? sont éguipctents, P(E), P(?) le sont aussi.

frate

Gi B,
Eet P, B* et F', B" ot F" gont respectivement équipotertis,

)

il en est de nfme do ExE'xB" gf de FxTF! &XFe,
Dans tous los cas o% nous svons appris & définir des correspon-
-dances biunivogues {dites "canoniques®) entre ensembles fondamentaux

iérivés, par les procéddés qus nous connaissons, de certains ensembles
primitifs, nous pouvons en conclure que les ensembles dont il sfggit
sont éguipotents. 11 en est ainsi, par exemple, de ExE' et Ef ¥8 ;
de B xB' X E", de (E xE') xE", ot de E x(E' x E").

Théoréme L. Soient B, F, I des ensembles fondamentzux. Soient Ao

et B z. des fonctions définies pour 7.&€ I, & valeurs respective-
-ment dans P(E) et P(F). Supposons : a) que L% % ' entraire

R X A z¢ et BZ’(’\;B% =¢; b) que, quel que soit 7€ I,

Z *
A et Bu soient équipotents. Alors, quel gue soit J €I,
A(T) = U A, ot B(J) = UFB1 sont équipotents.
: Lfy;‘ &9 L@J bt
En effet, soit C?’ une application biunivogue de A, sur Blg :

Considérons ¢, comme une partie de E % F, et posons C(J)= U, C,
2€
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C{J) est une epplication biunivoque de A(J) sur B(J). En effet, soit
x & A(J) : il existe un 2 € J tel que x € A, , il en existe mp seul
puisque Al. N Axf ¢ entrafine 2 = X ; & 1'élément z de J tel
gue X ¢ Az. correspond une application CL bien déterminée, et
par cette application correspond & x un élément y bien déterminé de
BLC; B(J), qui est 1l'élément de F correspondant & x par C(J).
On voit de méme que, par C(J), tout y&B(J) correspond & un &lément
x et un seul de E, ot que x ¢ A(J).

Le théoreme sfapplique en particulier guand E et F sont ur
méme ensemble fondamental. Soit alors (f)[.-L une fonction ds 2 £1,
prenant ses valeurs dans l'ensemble des puissances des parties de E:
supposons gu'il existe une fonction AL de z€& 1, prenant ses valeurs
dans P(E), telle que 2 # X entraine A, N 3%3,@’ et que,
gquel que soit 7 € I, la puissance de A?’ soit ULL . Alors, i

: : : g i3
A.L - Az. sont deux fonctions possédant ces propriétés, Lié“ff AZ,
et LLé).FAF'L ont méme puissance guel que scit J € I : cette puissance
ne dépend donc que de J et de la fonction '{J‘Z,,z ; on l'appellera la

gsomme des puissances Ulfl pour . 7 &J, et on l'éerirs :

UL, .

z
Le
Cette somme n'est donc définie que lorsqu'il existe au moins tne

fonction A, ayent les propriétés indiquées.

Un cas particulier important est celui oh I sst un ensemble
explicite. 8Si I se compose des signes 1,2, on conviendra d'écrire
la somme deg puissances UL& pour v & I sous la forme ()Z«i +- C/%%, s
expression qui n'est donc définie que s'il existe des par‘tiehs ;:1 3

A2 de B, de puissances respectives C)l; 5 Ulf% , et telles que

A1 n As f O ; lorsqu'il en est ainsi, A, U A, a pour puissance
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¢ &Za‘+ Ozb ; par définition. De méme si I se compose des signes
1,2,3 : on conviendra de noter OZ‘L-*' dz&+ Ulﬁ la somme des puis-
-gances 07’1. pour z &I, lorsqu'elle est définie. Nos définitions
montrent qu'une telle somme est indépendante de l'ordre dans lequel
on écrit les termes (commutativité) et que 1l'on peut grouper arbi-
-traitement les termes au moyen de parenthésses sans modifier ls
somme (associativité).

Soient E, T des ensembles fondamentaux. On dirs que la puis-

-sance d'une partie X de E est infériecure a celle dfune partie Y

de F,gencore gue celle-ci est supérieure a&;celle-1a, g'il existe

une application binnivogue de X dans Y ; on dira que la premisre

est strictement inférieurs & la seconde, ou la seconde strictement

supérieure & la premidre, s'il existe une application biunivogque de
X dans Y mais qu'il n'en existe pas de Y dans X.

Dans notre terminclogie, donc, touts puissance est &
la fois supériesure ou inférieure 4 elle-méme ; réciproque-
-ment, d'ailleurs, nous démontrerons plus loin { § 3) que
sl la puissance de X est & la fois supériesure et Inférieurs
& celle de Y, X et Y sont équipotents. Si nous nous écer-
-tons, sur ce point, des sens gufon sttribue communémert
aux mots "inférieur" et "supérieur", c'est pour les ménes
raisons pour lesguels nous avons ccnvenu de considérer
tout ensemble comme une partie de lui-méme, et de considérer
comme vraies les relations XX wob X D% ricg
langage ot 1'on conviendrait de considérsr les relatiors
"inférieur” et "supérieur" comme excluant 1'é&galité.

Cf. Lexiquse.

: Théoréme II. Soit f une fonction @éfinie sur E, &4 valeurs
dans F ; quel que soit X E, 1'image £(X) de X par f a une puis-
g ( ~sance inférieure & celle de X .
\ S0it en effet Y = £(X) ; quel que soit y € ¥, l'ensemble
\X N ‘%( iy% ) est non vide, par définition de £(Y) ; done, par le

ce langage est, mathématiquement, beaucoup plus commode jqufun




-92 -

principe de choix, il existe une application g(y) iie Y dans E,
telle que l'on ait, quel que soit y, g(y) € X ﬁ.‘f(y) : g(y) est
donc une application de Y dans X, et c'est une appllcatlon biuvni-
-voque, car nous savons que Bi y £ z on a f( 'y} )fl e i } )=
donc g(y) # e(z).

Ce théoréme a une conséguence souvent utils, analogue au
théoréme 1 :

Théoréme II1. Soient E, F, I des ensembles Tondameniaux ;
soient A, , Bz. des fonctions définies pour 2 & I, & valeuss
dans P(E), P(F) respectivement ; supposons : a) que 2. # 7
entraine 4, N A= 55 ; b) que, quel que soit Z , B, el"

une puissance inférieure & celle de A& . Alors, guel que s80i7%

J €1, BT = UgBL e une puissance inférisure & celle de
e
Ay s
S aen it

En effei, scit C{@,ﬁ une application biunivogus de B, dans

&? ; soit A?’ 1liimage de F-@,, par cette application, de sorte
2 55
que CL = CZL soit une gpplication biunivogue de j&"L sur B, ;
on voit, comme dans la démonstratiorn du théoréme I, gus la réunion
C(J) des C pour L &€ J est une application de At(J) = L ) AY
L ey *
>

aur B(J) ; donc, en vertu du théordme 1I, B(J) s une puissanc

inférieure & celle ds A'(J) ¢ A{J), donc & celle de A(J).

Théoréme IV. BSoit E un ensemble fondamental : guel guse so0it
A C_ E, A a une puissance strictement inférieure & celle de l'en-
-semble des X ¢ A ; en particulier, E & une puissance stricte-
-ment inférieure & celle de P(E).

En effet : a) si & tout x é,A on fait correspondre 1l'eunsoemble

xk , on e bien i x% A G'P'St bien 14 une application biuaivo-
qle de A dans l'ensemble des X & A.

e
34

S,
B
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b) Supposons qu'il existe une application biunivoque £(I)
de l'ensemble des X ¢C A dans A ; et montrons gu'il en résulte une
contradiction. En effet, considéroms la relation "f(X) é xS
soit % l'ensemble des X qui y satisfont, de sorte gqus les
relations "f£(X) ¢ X" et X & m“ sont équivalentes ; scit &
1'image de 11’(9 par £ : £ étant biunivoque, (les relations "X é?ﬁ'
et "£(X) & " sont équivalentes, donc rP(X) ¢ X" et "£(X) € &
sont équivalentes : pour X = H, "f(i‘.&)¢ ur ot "£(M) ¢’ﬁl“ sort
donc équivalentes, ce gui ssi une contradictior : car en géuérel,

si p est upe proposition st P sa mégetion, la prop osition "p ZZ PV
si:pifie "p-»Dp, et p—2D" clest-a-dire "p ou p, et pou pf,

>y

-

dope en définitive "p et P" .

§2° Ensembles finis ; nombres entiers.

Soit B un ensemble fondamental. Si une partie X de E a
méme puissancs gue ¢ ,onalX-= g)) : car il n'y a pas
-iznce biunivogue entre ¢ ot un ensemble ron vide.

Spit & un élément de Eo" Les propositions "X s méme puissance
gue %a% 15 eﬁ "X est un ensemble & un senl élément” (clest-a-dire

-7 S

par définition "il exigte un x et un seul tel gque x € X", c7.
@Hap. II, $ 1) scnt équivalentes. Car soit B = %., } :1a corres-
-pondance C = i(a ‘D)g est une application biuniveque de A sur B.
Réciproguement, s'il existe une correuponr‘onoe biunivogue ¢ entre
A et une partie B de E, s0it b 1'élément de B qui corresponde 2

a par C : 8L y EB, si x est 1'élément de A auguel y correspond

par C, on aura x = a, donc y =b ; donc B = ;03}’ :
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Nous allons maintenant faire usage, dans le cas particulier

qui va nous occuper, d'un procédé général extrémement importent
et d'une grande portée. Supposons que l'on se donne, dans un ensem-

-ble fondamental E une famille H de parties de Z, clest-a-dire

une partie H de P(E) ; et gu'on sache que l'intersection A = :;EFX
est un élément de H, qui est donc tel que A ¢ X quel que soit

<

X €B : on dira alors que A est la plus petite partie de E gui

=)
0]

appartienne &4 H : maniére de parler & laguelle nous n'attribion

)
o)
i
Q
Lo
e
feto
(Ds
d
O~
(=
p.3
o
te
i}
o
(ON
@

donc un sens que lorsque la famille H posséde 1:

11 arrivera trés souvent, en particulier, gue % soit lui-méme

00

1'cnsemble des parties d'un certsin ensemble fondamental B?
dang ce cas, l'on parlera de la plus petite famille de parties
de E' qui posséde une certaine propriété, cetie phrase n'ayani
de sens que lorsqu'on sait que l'intersection gss familles ayent
cette propriété est une famille qui la posséds ancore.
Considérons maintenant, dans un ensemble fondamental E, les
: 17 : ; :
familles g? de parties de E gqui satisfont aux conditions que voici:
\ ) L ) .
1 ? & c% ; 2) aquel que soit X & é) ;» et quel que s0it v £ B,
/
ong X ) zy% & C;B L'interssction des familles ’%? est ercors
) 1/
une telle famille, car eppartenant a8 tous les %f appartiert
& l'intersection de tous
les é?ﬁ on a, quel gque soit éﬁ’ X Uiyl 0>’
’ . < mmﬂbgzdgéyy
quel gue soit y € E et quel gue soit é? , Gonc X LJ§ y}. appar-
4

& leur intersection ; et si X appartls t

~tient bien & 1l'intersection de tous les é;

Nous appellerons slors engemble des parties finies de B, et

nous désignerons par é? » 1a plus petite famille de varties de E

telle que 1) ?6@ et 2) quels que soient X@ZQ VER, X 0 { T ED-

=

[t o
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Un élément X de (@ s'appellsera une partie finie de¢ E ; une

partie de E qui n'sppartient pas & la famille é gera dite
infinie.

e

D'aprés 1) et 2), tout ensemble {sré & un seul élément appsr-
-tient & P Nous allons démontirer megintenant lss proposiiions
suivantes :

1. S8i X est une partie firnie de E, toute partie
finie.

En effet, soit @ lz Pamilis ds
1

0

parties X de E telles que

TS

toute partie de X scit finie. On a = CE ; soisnt de plius
4

Eéd@syézsxezﬁugy§?Zst503‘%2;;2@};”(Zﬁ)b
BIE £
on &, ou % =ZNX, ouZ

(i

(znX)y $3y1 :ZAX, comme periie
3

£

de X, est fini, donc Z est en tout ces £ini ; buisgu'’il en ecet
ainsi guel que scit Z¢& X', on a X' & é;? ; ou autrement dit 1la
fanille : posséde les doex propriétés ‘?)3 2) au moyen desquelles
LOUS AVORS Z afini @ ; et par définition de i@ on a donec
: r

@ 550 i‘f} ; mais il est clair, d'autrs part, gus @;Q ¢,
don @1 e C% , ce gui démontr a proposition. .

2. Soit C une application d'une partie dfun ensemble fonda-
-mental E dens un ensemble fondamentsl ¥. L'imsge par C ds
toute partie finie de E est une partie finis de F.

Aléme raisonnement : on considérs la famille f’?) deg pazrfies
finies X de E dont 1l'image C(X) soit une partie '.;aie de F ; alozre

? £ é, ;et, 8i X & @z’ﬂ ¥y €%, on aura G(Xif?!} ¥l
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C({y}) est vide ou est un ensemble & un seul élément, C(X) est
fini, donc C(X U §y} ) est fini, et X v iy‘} ¢ %’z . La famille
@ , qui est contenue dans c’}é et posséde les deux propriétés 1,2
qui ont servi & définir @ , n'est donc autre que é ; et la
proposition est démontrée.

I1 s'ensuit que, si X est une partie finie de E et la corres-
-pondance C telle qu'sa tout x € X corresponde au plus un élément
de F, 1l'image C(X) est une partie finie de F : car, si C' est la
restriction de C & X (chap. 1I, § 3 : C' est lg partie de E x F
définie par C' = Cn (X xF) ), C' est une application d'une
partie de X dans ¥, donc C'(X) est fini, et C'(X) = C(X).

De la propositior 2. résulte que, si une partie X de B et
une partie Y de F sont de méme puissance, les propositions "X est
une partie finie de E" et PY est vne partie finie de F" gsont équi-

-valentes. 11 en sera ainsi, en particulier, si X et Y sont

parties de B ; les puissances des parties finies de B forment une
partie de l'ensemble des puissances des parties de E, dont les
élément s'appelleront les puissances finies dans E.

5. 8i X et Y sont des parties finies de E, X UY est fini.
Méme raisonnement gue pour 1. et 2. Soit @ l'ensemble des X
tels que, quel gus soitYé,é, on ait X uY é% = Onaéé @ -
31}(6@ et y ¢ B, on a, quel quesoitYé,@ YU%y%g@g,
donec X U(Y u%’y‘% )6 @ clest-a-dire (X v if%) u"i'éé
par suite X v %_ E é @ ; la famille é posséde donc les pro-
-priétés 1,2, de sorte que @ = é 3 maxs il est clair que

éC.(k , donc éé:g.

On en déduit que si X, Y, Z sont finis, X UY U Z 1'est aussi.
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4. Soient X une partie finie de E, Y une partie finie de F ;
X XY est une partie finie de E x F .

Soit B une partie finie de F ; soit é la famille des parties
finies X de E telles que X x B so0it fini.éon a 53' € é‘l , buisque
¢ % B est la partie vide de E xPF. 8Si X € é!' ,ona (X uiy})xB =
(XxB)u({y})xB) : X XB est fini, {y}xB est en correspondance
biunivoque avec B (par projection sur F) domc fini, leur réunion est
donc finie et X U {ys € @

5. ©Soient X une partie f:.nze de B, Y une partie infinie de F,
Il existe une application biunivoque ds X dans Y '.

Soit é lg famille des parties finies X de E telles gu'il
existe une appllcatlun biunivoque de X daens Y ; on a ?5 & é :
Soit X € é 5 : i1 existe une applicztion biunivogus de Xiur
YT C Y;ona Y #7Y, sinon Y serait fini, donc il existe un
2 €Y -T'. Soit yEE:8l y6X, X Uiy} = Xéé ;
si yéx il y a are spplication biunivogue de X U iy% sur
Y9 {z& s celle qui prolonge l'gpplication de X sur 7' et fait
correspendre z & y ; donc X Uéy% E é de méme que précédemment,
cela démontre la proposition.

Nous allons maintenant introdunire, dans notre systéme de régles,
un élément eésentiellement nouveau, indispensable & notre mathéma-
-tique. . |

Hous nous donnons le droit d'appliquer d'introduire une fois
pour toutes un type T pour ‘lequel la proposition suivante sers

vraie : "l'ensemble fondamental B du type T est infini?.
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On pourrait étre tenté d'exprimer ce principe comme suit:
il existe un type T tel que l'ensemble fondamental corres-
-pondant E soit infini"; mais il est essentiel de noter que
cette phrase n'est pas une proposition et doit 8tre considé-
-rée comze n'ayant zucun sens ; car nous n'avons le cdroit
d'appliquer les mots "il existe..." qu'a un argument sus-
-ceptible de prendre des valeurs d'un type déterminé ; or,
ron seulement nos régles ne nous permettent pas de considérer
un type T comme un cbjet d'un type déterminé dont 1l'ensemble
fondamental flit 1'ensemble de tous les types), mais, si
l'on avait l'imprudence de s'en donner le droit, on en
déduirait trés facilement des contradictions (c'est ce
qu'on appelle souvent les "paradoxes®™ de la théorie des
ensembles, ot qui ne sont que des sortes de calembours,
provenant de l'gpplication de nos régles de raisonnement
& des phrases du genre de celles qgufon vient d'énoncer).

Dans ces conditions, il est clair que tout ce gu'on
peut demander au principe nouveau gue nous venons de pher,
c'est que, joint & nos autres régles, il n'entralne pas
contradiction. Il n'est pas de mathématicien gui ne soit
certain qu'il en soit bien ainsi : c'est la une csrtitude
d'ordre expérimental, qu'on doit considérer comme non moins
fondée que n'importe laquelle de nos certitudes en dehecrs
des mathématiques ; mais ce n'est pas & proprementi parler
une certitude mathématique.

Au lieu de se dorner le droit de parler d'un type T
pour leguel la propositicn "llensemble fondamental du
type T est infini® soit vraie, on pourrait se donner le
droit de parler d'un type dont les cobjets posséderaient
les propriétés caractéristiques des entiers naturels
(telles que nous les énoncerons plus loin), et gu'on
pourrait appeler le type des entiers. Cela reviendrait
exactement au méme : car, dans ce § méme, nous allons,
du principe énoncé plus baut, déduire la formation diun
type dont les objeis possédent toutes les propriétés des
entiers ; et inversement, si les objets d'un type possédent
ces propriétés, il s'ensuvit en particulier que l'snsemble
de ces objets est infini.

Soit donc E un ensemble fondamentazl infini. Scit Z l'ensemble
des puissances des parties finies de B : nous considérerons %
comme ensemble fondaemental d'un type nouveau. La puissance de ﬁ
g8t un é1ément de Z qu'on notera O ; la puissance des ensembles

& un seul élément est un élément de Z gu'on notera 1. 2 sers

appelé, une fois pour toutes, l'ensemble des entiers.
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Soit F un ensemble fondasmental quelconque. D'aprés le '§ 1
et la prop. 5 ci-dessus, il existe une application biunivoque de
l'ensemble des puissances des parties finies de F dans Z. Par
abus de langage, 1'élément de Z qui correspond ainsi & une
partie finie W de F sera encore appelé la puissance de W :
comme & deux parties W, W' de F de méme puissance correspond le
méme élément de Z, il ne résultera de cet abus de langage gucune
confusion.

Soient n € Z, p € Z ; soit X une partie de E, de puissance n;
E - X est infini (sinon E serait fini), et contient donc (prop. 5)
un ensemhle Y de puissance P; onaasglors X NY = ¢ : done
l'expression n+ p a un sens, c'est la puissance de X VY, donc
(prop.3) un élément de Z. On voit de méms que, si m,n,p sont
Ges éléments de Z, m+n + p a un sens et représente un élément»
de Z. D'aprés ce qu'on a vu au § 1, cette opération est commu-
-tative et associative, c'est-a-dire que le résultat ne dépend
pas de l'ordre des termes, et ne change pas si on les groupe
arbitrairement par des pareanthdses (v. Algébre, chap.I, pour
une étude précise de ces lois). L'on s de plus m+0=n
Quel gue soit m g Z .

Soient n €Z, p € Z ; soient LoT desvparties de E de puis-
-sances respectives n; P: XxY est une partie finie de E A E
(prep. 4) ; Sa puissance est une fonction de n et P; carisi X!

a méme puissance gue X, Y' que ¥, X'x Y' aura méme puissance
que X X Y ; cette puissance sera arpelée le produit de n et D,

&€t s¢c note n.p (ou plus simplement np, ou quelquefois n x p).
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Si de méme on considdre des éléments m, n, p de Z, des parties {
X, Y, U de E de puissances respectives m, n, P, et la partie
XxY¥xO de ExExE, celle-ci est finie (& cause de l'existence
d'une correspondance canonique avec (X xY)xU) : sa puissance
se notera m.n.p. Des correspondances ceanoniques entre X x Y
et ¥ XX, entre X X ¥ xU, (X XY) U et X x (Y xU) résulte
qu'un produit d'éléments de Z ne change pas si on change 1'ordre

des "facteurs", ou si on y groupe ceux-ci arbitrsirement par

des parenthéses. De la relation (X UT)xU = (X xU) yu (T XU},
on déduit, si X, Y, U sont finis et que X NY = ﬁ (ee qui
entraine que (X xU) N (Y xU) = ¢ )

(m + n).p = m.p + n.p, guels que soient mB,n,p € Z.
L'on a de plus m.0 = 0, m.4 =m quel que soit m € Z.

Exercice. Ziontrer gque, si X est une partie Pinie
d'un eusemble fondamental F, Y une pgrtie finie d'un
ensemble fondamental G, l'ensemble YX des applications
de X dans Y est une partis finie de l'ensemble des
correspondances de F & G.

lontrer que si n et p sont des éléments de Z, X ot
Y des parties de E de puissances respectives n, p; 13

Duissance de Y~ est upe fonction de n, p, & valeurs
dans Z, gu'on noters p® ; montrer que L'on s :

m+n n
U is flep 0 50 u st

La définition de lg famille @ des ensembles finis ge

iranspose en une propriété trés importante de l'ensemble Z, connue

sous le nom de principe d'induction totale (ou principe de récurrence
Soit Z' une partie de Z. Si 0€2' et 8i, quel que soit n € Z,
né€Z' entraine n + 4 EZ), ona =7 .

Soit en effet @) la famille des parties de E dont les puis-

-sances appartiennent & Z' ; on g ¢ & @)o
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Soient X € é’, n la puissance de X; de sorte gque n g Z2' ; soit
YEE : i yeX, X u{y} =X € é', et si yé,X, X us‘y} a
pour puissance n + 1 € Z', donc appartient & é'} . Par conséquent
é’:é, et, comme %'G@, on a (é’-': ci , donec Z' = Z.

On énonce souvent le principe d'induction totale sous 1l1sa
forme suivante : n étant un argument prenant ses valeurs dans Z,
soit P(n) une prorriété de n. Alors, si P(0) est vraie et si la
proposition "P(n) — P{(n + 1)" est vraie, la prcposition "gquel
que soit n, P(n)" est vrais.

Car il suffit d'gppliquer I & l'ensemble Z' des éléments n

de Z qui possédent lz propriété P{an).

Souvent, on a & appliquer ce principe au cas o& P(n) est la
négation Q(n) d'une propriété Q(n). Lomme les propositions
*QAn) == P(o+1)", "Q(o+1) —> Q(n)" sont équivalentes, notre
principe prend alors la forme suivante

Q(n) étant une propriété de ngZ, si Q(0) est vrai et si
la propositior %Q(n+1)-—>Q(n)" est vraie, la proposition fquel
que soit n, Q(n)" est vraie.

Nous allons appliquer ce principe a la démonstration de
ltimportant théoréme suivant :

Théoréme I. Les relstions "m = n" et "m + p = n + p® sont éguiva-
-lentes. 4

Hous savons qgue m = n entrafnem + p =n + p ; considérons

donc la propriété P(p) de p € 4% gquels que scient m€Z, nez, si

m+p=n+p, onamns=n". P(O) est vrai, puisque m + 0 = m ,n+0 = n.
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Démontrons P(1) : soient i, N des parties de E de puissances res-
-pectives m,‘- n ; soient aén et b éN, de sorte que M! = M u{a}
et N' =N o Z'b} soient de puissances respectives m + 1 et n + 1 ;
sim+ 1 =mn+1, il y aura une correspondance biunivoque C entre

M' et N'. BSi, par cette correspondance, b correspond & a, C

définit alors une correspondance biunivoque entre M et N, donec

/ + M d de B, et b correspondra & un élément c de M ;

2 soit C' la correspondance entre ¥ et N qui coincide
avec C sur ¥ - ics , et qui fasse correspondre
d & ¢ : c'est une correspondance biunivoque entre ¥ et N ; donc
en tout cas m = n, et P(1) est vrai. Il en résulte que P(p)
entraine P(p + 1) : car soit m+ (p +1) =n +(p + 1), clest-a-
dire, en vertu des propriétés de 1l'addition, {m + p) + 1 =(n + p)+ 1,
donc, en vertu de P(1), m + p = n + p, done, si P(p) est vrai,
m = n. Alors, par application du principe dtinduction totale, le
théoréme est démontrs.
Soient maintenant m€Z, n€Z : m sera inférieur & n
(suivant la définition du §1} si, X et ¥ étant des parties de E
de puissances m, n, il existe une application biunivogue de X
dans Y ; si alors on désigne par Y! 1l'image de X par cette appli-
-cation, et par p la puissance de Y - ¥', on auram + p = n.
Si l'on convient de considérer les relations "m £n" st "ngm"
comme équivalentes & la relation "m est inférieur a n", on voit
qutelles sont éguivalentes avssi & "il existe P &7 tel que

m+ p=n" oubien & "il existe Y < E de puissance n et Y Y

de puissance n" ; d'o# résulte, en vertu des propriétés de la somme,

I T TeReE—————"
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gue " & met mgn" entrafne "ML r". Quel que soit mg Z,
on a O« M ; les relations "™m £ 0" et "™m > 1" sont éguivalentes,
car, si X est un ensemble de puissance m, les relations "X —71 95 Mo
"i] existe un x tel que x € X" et "il existe un x tel que {x}c xn
sont équivaelentes. La relation "m « n" entrasine "m + pgLn + p
quel gue soit p" : car soient Y¥!', Y, Z de puissances respectives
m, n, p, et telsque Y!'C Y, Z A”Y = gf ; 2 ¢Y sera de puissance
n+p, 2 Y' de puissance m + p, et Z2 UY' ¢ 2 VY. BEn parti-
-culier, n % 0 entraine n 2,1, donc p+n >p + 1 quel gue soit p.
En vertu du théoréme I, il existe, si m«&n, un p €2 et

un seul tel que m + p = n ; p s'appellera la différence de m et n,

et 1l'on conviendra de considérer la relation "p = n-m® comme

équivalente & "m + p = n" .

Théoréme II. Quels que soientmg 2, n €2, ona nm Zh oumgn ;

et si mgn etm >3
a) Soit P(n) la propriété suivante de n € Z : "guel que soit

n, TongLm =N,

BEZ, onangn oumpn® . P(O) est vrai, car on a m 30

quel que soit m. Si P(n) est vrai, on g, quel gue soit m, TR,
donc mLn+ 1, ou n>n c'est-a-dire qu'il existe p tel que
m=n+p, et alors, oup = Cetm=ngn+ 1, ou P11 et alors
m=ntp ??xi + 1 : ce qui démontre que P(n) entraine P(nti).

Par le principe d'induction totale, ls proposition "guel que soit
n, P(n)" est donc vraie ; ce qui démontre la premidre partie du
théoreme.

b) Soient m, n tels que m«&n et m 1, clest-a-dire gu'il

7
existe p, g tels que n =m +p etm =n + g, doti m = m +(p + q),
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c'est-a~dire m + O =m + (p + q) ; d'aprds le théordme I, il en
résulte que p + q = 0, donc (puisgu'une réunion P v Q ne peut
étrevidequesiP=Q=¢)p=q=0, et m = n.

Ce théoréme montre que, si m est inférieur @ n, ou 1l'on a
m =n oum est strictement inférieur & n, ces deux relations ne
pouvant &tre vraies & la fois. HNous considérerons "m < n" et
"n >m" comme des relations équivalentes & "m est strictement
inférieur a4 n". Le théoréme II peut slors s'énoncer comme suit :

Quels que soient m €2, n €%, ona n<n oum=noumn >a.

On voit aussi que la relation "m < n" est équivalente &

"m <&Kn etm-,in" j et "m >n® & "'myn etm# n".

Bontrons maintenant que les relations "a €n", "m<Ln + 17
sont équivalentes. ¥n effet, si m«{n, on 8 ngn+1 etm# oM.
Réciproguement, si m <2 + 1, on auram<Ln + 1, c'est-a~dire
qu'il existe p tel qguem + p = n + 1, etmfn-f—‘!', doncpfio
z'est-d-dire p >t : il existe donc g tel que p=gqg + 1, et 1l'on
adonec m+g+1=mn+1, ou, d'aprés le théoréme I, m + @ = n,
donc m« n : la proposition est démontrée. '

Il en résulte le théordme suivant :

Théoréme III. L'ensemble Zn des m € Z tels que l'on ait m<nn
est une partie finie de Z, et sa puissance est égale & n.

Soit P(n) la propriété "Zn est fini et de puissance n".
P(O)est vrai, car Zg = % . LYensemble Zy4q est l’enéemble des m
tels que m Lntl, clest-a-dire des m tels que m «<n ; on a donc
Zopq =25 W {H} ;, et, comme n%Zn, cette relation montre que
P(n) entraine P(n + 1). Par induction totale, le théoréme est

démontré.
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Soit donc X une partie finie d'un ensemble fondamental F : {
8l n est sa puissance, il y a une correspondance biunivogue sntre
X et Zn ; de sorte que souvent, au lieu de parler d'un ensemble
fini de puissance n, on parlera de l'ensemble des éléments aj ,

a; étant une fonction de 1€Z,; qui définisse une application
biunivoque de Zn dans F . On dit souvent aussi que X est un
ensemble de n éléments de ¥, ou un ensemble & n éléments.

Nous pouvons maintenant dorner une nouvelle forme, souvent
utile, du principe d'induction totzle :

Soit Z' upe partie de Z. 8i, gquel gue soit n, ZZ_1 . Z?
extrefne £ €2', ona 2Z' =32 .

Zn effet, soit Z7 l'ensemble des n tels gue Z._QQ Z! : puisgue
Z‘O = ﬁ , ona 0€2" ; et par hypothése, si ZHQZ', neil,
donc Z_,, = %, uin%@Z', et n + 1 &€ 2", donc 2* = Z par
induction totals, et par suite aussi n € Z' quel que scit n.

Aux deux formes du principe d'induction totale correspondent
deux méthodes de définition de fonctions dans Z. Voici la pre-
-miére et pius imple :

Soient F un ensewble fondamental, a un élément de F, F(n,x)
une fonction définie pour m € Z, x € P, et & valeurs dans F.
I1 existe une fonction f(n) et une seule, définie dans Z, &
valeurs dans F, telle que £(0) = a et gue l'on ait, quel que
soit v e”7 - Tint+ 1) Pln. f(n)} 5

En effet, soit 27 ltepsemble deg u € 2 tels qu'il existe
une fonction f‘ﬂ(m) et une seule, définie pour m € n, & valeurs

dans F, et telle que £,(0) = a et que l'on ait, pour m « n,
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fn(m +1) =F [m,f(m)] . Ona O E&2Z' ; supposons que n € 2! :

alors, en définissant £ __, (m) par les conditions an (m)= fn(m)

nt+1
pour L n et an(n +1)=F (n,fn(n)] , on a une fonction sa-
-tisfaisant aux conditions voulues ; s'il en existait une autre
fz'x-H (m), elle coinciderait nécessairement avec fn(m) , donc avec
£ (m), pour m < n, puisque 2 € Z' et que par suite £, (m) est
la seule fonction satisfaisant gux conditions éroncées pour m« n;
mais alors on aura en particulier f£!,,(n+ 1) =T |n, fn(n)] :
ce qui montre bien que f;ﬁ_,, = fn+1’ donc que n + 1 6' Zt. Par
conséquent Z' = Z, et en posant f(n) = fn(n) guel gque soit n,
on a une fonction satisfaisant aux conditions de 1l'énoncé. S'il
y avait deux fonctions distinctes £(n), f£'(n) satisfaisant &
ces conditions, il existerait un n €% tel que f£(n) f £1(n),
et les restrictions fn(n), fl'l(n) de ces fonctions & l'ensembls
des m & n seraient des fonctions distinctes, de sorte qu'on
aurait n € Z', contrairement & ce qui a été démontré.

Le second procédé est le suivant :

Soit Z la famille des parties Zn de Z pour n € Z. BSoit
CL une fzamille d'applications d'ensembles de Z dans un ensem-
-ble Pfondamental F, et soit F(A) une fonction définie pour
A E a,, & valeurs dans @ , 8t possédant la propriété suivante :
gi A' = F(A), et si A est une application de Zn dans F, A' est
une application de Zn 1 dans F qui coincide avec A sur Zn (autrement

dit, A' est un prolongement de A &4 Z ). Dans ces conditions, il

uti
existe une fonction f(n) et une seule, définie pour n € Z, &

valeurs dans F, et telle que, si An est la restriction de f(n) &

Zn, l'on ait, quel que soit ng Z, Ané CZ» et An+1 = F(An).
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La démonstration est analogue & celle gui a été domnné pour
le premier procédé, maie utilise laz seconde forme du prinecips
d'induction totale.

Exercice. HMontrer par induction totale gu'il existe une

fonction f(p,n) et une seule, définie pour p £ %, n € 2,

et telle gue ;
=ty
= p.f(p,n).

Cette fonction se note pﬂ (et nfest autre gue celle qui s
é1é définie plus haut par un azutre procédé). Hontrer gue

l'on a n n.D mn
(pa) =p o8, P g}

A

Observons, pour terminer ce paragraphe, que s8i ¥ sst un
ensemble fondamental infini, autre que B, on peut répéter toute
la théorie ci-dessus sur 1l'ensemble gides puissances dss partiss
finies de guz mgis, en vertu de la prop. 5, la correspondance
canonique entre puissances de parties de E et puissances de partises
de gtdéfinit une application.biunivaque de & sur E?; donc Z et €¥
sont équipotents ; de plus, llon vérifie impédiatement que toute
relation formée par les moyens ci-dessus entre éléments de %
88t équivalente & la relation obtenus en y remplagant chaqﬁé élé-
-ment de Z par 1'élément correspondant ds.g?o Ces faits serout
précisés au chap. V par la notion d'isomoxrphise.

©3 . Ensembles dénombrazbles.

Commencons par un important théoréme préliminaire.
Théoréme 1. X étant une partie non vide de Z, il exizte un élément
X de X, et un saul; tel gque X € z quel gue soit gz €% x

s'appelle le plus petit élément de X. B5i de plus X est fini,
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il existe aussi un élément x' de X, et un seul, tel que x! » =

gquel que soit z € X : x' s'appelle le plus grand éiément de X.

I1 est clair d'abord que si x et y sont des éléments de X,
tels que x&£L. 2 6t ¥y <« & quel gue soit 2z £ X%, on aura X KL ¥
et Yy« %, donec x = y : le plus petit élément, s7il existe, est
unigue ; de méme le plus grand.

Occupons nous d'abord du cas ol L est fini ; soit P({n) la
propriété "n = 0, ou toute partie X de Z de puissance n a un
plus petit et un plus grand élément”. P(0) est vrai, de méme P(1),
car ei n =1, X est un ensembls & un &lément x, gqui est alors plus
petit et plus grand élément de X. Honirons qus si n > 1. Pln)

entrafne P(n + 1) ; soient X' une partie de Z de puissance n + 1,

Plus petit élément de X : si1 y «€ %, ce sera aussi le plus petit
élément de X' ; 81 y > x, x sers le plus petit élément de X' ; de

S
i)

le plus grand élément de X', et si 2z «& x, ce sera x.
Beste & démontirer l'existence d'un plus petit élément de X =i
X est infini. Scit n € X : ltensemble des nLn est fini, donc

son intersection X' avec X est finie, et pon vide, car n &X'

0
o
fets
ct
4
e
D
w3
s
]
9]
g
[43)
ct
Yoo
&t
(G

lément de X' : on s en particulier 15 X.

Alors, quel gue soit

™

€X, ona 2z<tn, donc z g X' et par suite

Sy PoT b [, 3 b - > s 3 A
Zpx, ouz o, dong encors 2> X ; % est le plus petit élément

de X,

™ LS SEL 20 = = e i oIy : he § < -~

Ve la résulte un important corollaire : l'ensemble Z est infini.
‘l_... < 4 =% % parE % = i 2 pa 2
@inon, en effet;, il surasit un plus grand &lément n ; Ce gui en-
~trsine contradiction, puisque n + 1> n
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Hous conviendrons maintenant de dire qu'un ensemble est

dénombrable s'il est de puissance inférieure & celle ds Z, c'est-

a-dire s'il est équipotent & une partis de Z.
Théoreme II. Tout ensemble dénombrable infini est équipotent & Z.
Cela revient & dire que toute partie infinie Z de Z a méne

puissance que Z.

Quel gue soit ng Z, l'ensemble des éléments > X est
non vide ; car s'il existait n tel qutil £t vide, X serait fini.

FNous définirons alors une fonction f£{n), par induection, su moyen
de ia loi suivante :

£(0) est le plus petit élément de X ; et #{n + 1) est le

plus petit élément m de X tel que m > f(nj.

dontrong que n ¢ p entraine f{n) « £{p) ; cela revient &
dire que, quel qué soit g, on a g =0 ou (o + q) > L)
on effet, il en est ainei pour ¢ =0, g =1 ; et, 81 g > 1
posséde cette propriété, il en est de méme de g + 1 puisqulalors
fln+q+1) > f(n + q) >f(n). Alors n # p entraine n<p

n
ou u >p, done f(n}<<ff(p} ou f£{n) ;;f(p}, done f{n) # ip) :

et par suite P(n) définit une application biunivoque de Z dans X.

~~
()

Sy
ey

De plus, guel gue soit x &€ X, il existe n tel que x = T

en effet, l'ensemble des m € Z tels que flm)< x est fini
{puis que la f@nca?on f{m) définit une application biunivogue de
: . .

cet ensemble dsns l'enssmble des éiéments < x de Z) : secit
Fad

/

> X

g
b}
g
W\

8i q >p, donc en particulier f(p+ 1) > x : mais on ne peut

avoir alors f(p + 1) >x, car x serait alors un élément de X ,
B 3 37 ASER b : - e o
> f(p) et <« f{ptl), contrairement & la définition de ’{p 1
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on a donc x = £(p + 1). La fonction £(m) est donc une appliecation
biﬁnivoque de Z gur X, et le théoréme est démontrsé.
Théoréme III. Soient E, F des ensembles fondamentaux ; X, ¥ des
parties dénombrables de E, P. Alors X x ¥ est une partie dénonm-
-brable de E X F.

Il est clair gue ce théoréme serz démontré si nous démontrons
1z proposition suivante :

Liensenble Z »% Z est dépombrable (et est donc équipoient

& Z, car 1l est infini comme contenant des parties iﬁi% % %

en correspondance biunivogue avec Z).
Pour cela, nous nous gppuyerons sur

l'important lemme suivant :

Lemme. Soient E un ensemble fondamental,

ép une founction de p £ Z, & valsurs dans

P(E}ﬂ telle que l'on ait, quel que soit »,

% retd] ]

v 4 4 Vi A ¥y - o
Ap . Apqe S0it A la réunion des A@ ;

soit, quel que soit p, B, = A§+? - 4,. Alors p # q entraine

Bpf% Bq = é s et 1'on a, quel que soit p : A - 2

En effet, tout d'sbord, p << q entrains Al

revient & dire, en effet, que, quel que =oit 7, A
qulon démontre aussitdt par induction sur r.
Si alors on a x ¢ B et x¢g B, ; 80it par exemple p «o
.L, -t
on aura x €4 ,, et x €A, : on ne peut donc avoir

e ‘
il en résultersit b + 1. "donc & T D

e
M2

gui démontire le premier point.
Quel que soit n, on a Bngilﬁ ;s Sin>p, ongB

dOﬁG Bn Q A St Ap °
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Soit alors €A - Ap : puisque zg A, l'ensemble des mg Z tels que
X€A, est non vide, et a un plus petit élément n ; puisque x éé,& 2

xé,Anz, on aura B > P ; On aura x é,A ; y%ﬁ 4 (sinon n ne seraxt

pas le plus petit élément m de Z tel que x £ Am}y done Xé:an,,.@ ’

et n - 14 2D : le lemns sst démontrs.
Bevenons & notre théoréme : soit A.p l'ensemble des éléments
(m,n) de Z X Z tels que m + n<"p : il est clair que la condition

du lemme est satisfaite, que AQ = et gue la réunion des A est

el

4 KX Z. De plus Ap est fini, car il est -contenu dans l'ensenmbls

fini Z X 2  des {m,n) tels v s D : soit £lp)

s - 4 5 Wm,n) tels que mLp, nLP ; soit £{p) sa
=

issance, de sorte gque £(0) = C et que p<« q entraine £{p) « !

J
i)
N
fte
N
D ¢

4

et soit A@“ l'ensemble des wBEZ tels que m <f(p) : les A' sa-
7 D

-tisfont aussi aux conditicns du lemme, et AL = % . Alors quel
W

)

que scit p, les ensembles B_ = 4 o= 0A R =AY - A' sont
X B B P p4 b
sy 2 % Py
finis et de méme puissance P£(p+1) - f(p). Alors, nous pouvons

7‘ s = -Ov - : - e ; = Fa 2 .‘
appliguer auz Epg MP} ie théorédme 1 au,% 1, d'oh résulte bian gue
réunion Z x Z des Ep est équipotente & la réunion des B!

7 : 5 S 11y o e g 3 A ;
cl'eet-4-dire & une partie de % (Bxercice : démontrer que la réunion

5 Bt nt 19 o s £ s
des Qp n'est auilre que Z) ;y €8 qui demontre le théoréms,

Y e 7 ¢ 2 :
Observons qgue Z X Z est 1s reunion, pour megZ, des ensembles

$ml .
L2y X 4, dont chacun est en torrespondance biunivogue avec % et

g i i3 na &1& \erd o
qui sont deux & deux sans élément commun. Arpliguerns done le

.....

F 2 oy T z -
theoreme III du 3 i.; ot pour abréger le lsngame, disons gutune

éunion U.,: A est une réunion dénombrshle si l'snsemple J

23t déno ér ne int :
23l dénombrable (de méme pour une intersection, ou pour ur produit).

Nous pouvons alors énoncer le corcllaire suivant de notre th. III

2

°
T




&
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Corollaire. Toute réunion dénombrable d'ensembles dénombrables

est dénombrebie.

Théoréme IV. Soient B, F des ensembles fondamentaux ; si
une partie X de E a une puissance & la fois inférieure st
supérieure & celle d'une partie ¥ de F, X et Y sont équipo-
-tents.

Soient F(x) une application de X sur une partie Y' de
Y ; gly) une application de ¥ sur ung partie X! de X ;
soit X" 1'imsge de Y' par g(y) : & %f%x}j est une appli-
-cation biunivoque de X sur X" : 17on 5 X" X' D X' ; et
Y est égquipotent & X!. Nous sommes donc ramenés {(en chan-
-geant les notations) & démontrer la proposition suivante :
Soient E un ensemble fondamental, X une partie ds E,
X! une partie de X ; si X, X' ont méme puissance, tout
onsemble Y tel que X Y X' a néme puissance que X.
Nous nous appuyerons pour cela sur un lemme analogue
& celui du th, I1I @
Lemme. Soient B un ensemble fondamental, A

el une fonction de p € Z, & valsurs dans 13
uel gue soit p€3,

i N P(E), telle que l'on ait,
/ ‘wg X Ap 25 £p+€e Soit B llintersseciticn des ﬁ? .
@)s)

{&(ﬁ, Ké' g, g soit, quel que soit p, Bp = ﬁp - ép+&a Alors
o 01&’ e i ; 3 35 & % 5 :
G 5.7 p # g entraine Bp.fiﬁq = ﬁ ;88 1lon a; quol
o ERIE oo que soitp : A -B =1L } B_ .
P w3 o
'y / :‘:9
i Conme plus hagt; on voit d'abord que p<£ g
4 & ey, S . EJ a %, ~ .
entraine -Ap ™D Aj, done AQ H A ) = ﬁ . Alors, puisque
) Sl ‘

o A Ay ». ; ; 3
Bp :&pﬁiﬁ@“p{mfgh afol B:Q OB C A Y|, {A,Au}, on voit

o} G Sgud]
qus q > pt1 (clest-d-dive q,;~p} sentraine Bn;@ EQ = é :
de @éme g=<"p ; ce qui démontre le premier po?ntg Ds zias,.
quel gue soit n, B, < (, (_,.)c ( (B), donc B, B g‘ﬁ .
et si n2p, By A &P ; done B ép - B .
S0it alors z € 4 - B ; puisgue x.fjg

E=rd

£ 9 2
G e X g» AN --'l - & ] :
tel gue & A, donc si waﬁam onta M7

l'ensemble des m tels que x € A est Ffini
il est nok vide, et a donc un plus >
A3 : i A So s e
Alors x € A. et x@& A _.,, donc x £ B

= ’v > > & i 3 S Aoy e 5 S
démontrs. ¥ ot -

Revenons au théoréme. Scient X! ¥ &

une application biunivogue de X sur X! - d
induction totale, une gpplication biunivog
dans X, par les conditions suivantes : a)
-cation identique de X sur X, fQ(X} = x quel

n

9ie]

]

%)

o)

)
£ O
D et e




S

|
|
= A15 - ’

b} quel que scit m, on a T, 1(x) =T {?(x)} . Soit A, 1'image
de X par £ (x). Les &, satisfont aux conditions du lemme ;
soit done B leur intersectlon, et soit B ﬁp An+1 s 1lon g

dfailleurs Ay =X, Ay = %!, Pour demontrar le théoréme, il
suffira de faire voir gue X-B et Y-B ont méme puissance. On

a X-B = %M} B, X'-B = K}I&a ; et d'autre part

wEL
B =1¢ (X) f £X) ? =1 (X) - (X’)a donc, puisque I, esi
une appllcatJOJ biuvnivoque (chap LI £6), B = £ix X))

Poscns maintenant X - ¥ = C Y - X' = D de SGrte que C Al = ?2

CUD=XX' ;: 6t F (C} £ (ﬁ) dloti, puisque £

El’ A’ n
=
131 X o A = &
7 est biunivogue, C, /Y Eﬂ G
&
C. YD =38
clbleint -- .1 B Ly n _
1121 %15 7 _j ; T
& Posons : U = v=4J o,
$ u; 2 b
S "% AT , g =\) e . Gﬂ a ﬁ? = £().
& 'tﬁfi%"ﬁv 31
donc U et U’ sont équipotents ; on a X = 0wV, Y =U' 0V ;
vy § r . = & Y e (S 2 « o
UAV=0'A ¥ = g : done {th. I, @ 1), X et ¥ ont méme
puissance ; le théoréme est démontiré.

Remargue. Op observers que ls démonstration de ce théoréms
ne fait pas usage de ll'axiome de choix.,

Voici Par exgmple une gpplication remarouable de ce théoréms:
Liensemble % des foncticns définies dens %, & valeurs
dans 2, est équipotent & l'ensemble P(Z)} des parties de Z.

En effet, nmous connsissons une corrsspondance cancnigue

(s
: £
de Z avec une partie de l'ensemble des parfies de Z = Z ;
puisgue Z x Z est éguipotent & Z, il existe donc une appli-

i _ Z i : -
-cation biunivogue de 2~ sur une partie de P(Z). Dlautre part,
e . -

nous savons {chep. II, 2 5) gu'il
biuvnivoque entre P(Z) et lfensemble des P
Z, prenant leurs valeurs dans l'ensemble

e
®
2
#

Notre preoposition résulte alors de l'applic

= om oo o> oon e w2 om ow L
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CHAPITRE 1V.

- @ e e e

Ensembles ordonnés.

N.B. Pour la suite de ce traité, il suffira de lire les

$ 1, 2 de ce chapitre. Quant au & 3, c'est surtout pour
des raisons historigues que nous le maintenons : la notion
d'ensemble bien ordonné, gui s'y trouve étudiée, a coumstitué
4 une certaine épogue un trés utile instrument de découverte
et de démonstration, gui est & présent remplacé entidrement
par d'autres moyens et avant toul par le th. I du § 2. En
premidre lecture, nous conseillcons méme de ne pas lire le

92 2, ot d'en renvoyer l'étude su moment oh l'on en rencon-
~-trera des agpplications.

§ 1. ZEnsembles ordonnés : propriéliés générales.

Soit E un ensemble fondamental ; soit w{x,y
deux arguments X, ¥, prenant leurs valeurs dans E, relation qui
satisfasse aux conditions suivantes :

I. Les relations x = y" et “é(x»y) et w(y,x)" sont équiva-
-lentes. ' ‘

1T, "o{x,7) et w(y,z)" entraime T"u(x,z)".

Alors'on dira que ©(x,y) est une relation d'ordre ou gulelle
définit un ordre entre &léments de B ; ou encore gue E se trouve
ordonné par cette relation.

Exemples. 1. BSoit E un ensemble fondamentsl - P(E}) est
crdonné par la relation d'inclusion XC€ Y :car IT)si X ¢ ¥ @t
Y€ X, on abien X =7Y, et réciproquement i)l el Xe Y ¥ oo
on a bien X & Z.

2. L'ensemble Z est ordomnné par la relation x << 7y.

5 L‘eﬁsemble des puissances des parties de E est ordonné par

1g

la relation "inférie: S0 § Eo oy e : y
a "inferieur &%, d'aprés ls th. IV, § 3. ch: 11T
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Bxercice. Soit E un ensemble fondamental ; soit wi{x,y)
une relatlon entre éléments générigues x 7 de B, tells
que "@(x,y) et w(y,z)" entraine "w(x,z On désigue
par s xsyg lg relation "&(x,y) et E(y, )". Montrer que
e(x,y) est une relation d'équivalence dans E ; que la
relation @(x,y) peut &ire considérée comme une relation
entre les classes de x et y suivant la relation € (cf.
chapitre 11, §6) ; et gus cette relation entrs classes
d'équivalence est une relstion d'ordre dans Bje .

Soit X une partie de l'ensemble fondamental E, ordonné par

o{x,y) ; si, quels que soient x € X, yé€X, on a u(x,y) ou e(y,x},

on dit que X est girictement ordonné. D'aprés cette définition,

si XC_ B est strictement ordonné, il en est de mdme de toute
Partie 8o X ; et la partis vide ¢ de ® est sirictement ordcronée.

Il peut arriver gue l'ensenble fondamental B lui-méme soit stricte-
-ment ordonné par w(x,y). Par exemple, 1'ensemble Z des en
est strictement ordonné par la relation X &K ¥ .

81 E est striciement ordonné par a(agy} ia ETQQOS‘@ﬂ
-tion suivante sera 7*&1% : Guels gue ojent € B, 7 €5,
il existe z tel que @(x,z) et (éqz)a Chague Pois que ,
pour uns relation HiQTG*ﬁ Qixgg} cette proposition est
vraie, on dit que E est Se“l pordonné par cette relation ;
cette notion a quelgue utilité en top pologie. Par eﬂuuﬂin
l'ensemble desg pariies diun ensemble fondamental E es
semi-ordonné par la relation d'inclusion XL T 4 car?
quelv que solent X C. E, Y C B, i1 y a 2 {nﬂ* exemple

“r

= DY) telque X 2. % Z. uiais i1 n'est pas

Z = .

‘ ek 7 ;
ctrlctrﬁewt ordonné (&4 moins gqu'il ne se réduise a un seul
élément), car si X €E, yE€E, x £y, X x§<m§ syl
ennlani X o H  mi <. 5. = :

e
Qs
o0
jie
@]
(@]
£
L]
G
6)]
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O
e

S
&)
s
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,:,
s
o
8
Lo
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Y
e
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s
0]

£
(s
e
D
o3
(O)
)
£
o
i
o
L)
D
e
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(
e
e
(oo
4v]
b
i
&

-

; b 2 ° 4 3 PR o
se trouve ordouné par une relation o(x,y), de considérer "x << y"

et "y » =" comme des relations éguivalentes & w(x,y) ; et de
considérer "X L y" et y = x" comme équivalentes & "w(x,y) et

x # g" ; d'oh résulte que "x << y" est Sguivelent & "<y oux = 3.
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Donc, chaque fois gu'on aurs domné un sens & la notation iz y",
ies propositions suivantes seront vraies :
I. "z = y“g "X 7 ety < x".
11, "x <3y ot vy o~ Nx o< 20,
11 s'ensuit que "x <€ y et ¥ < 2" entraine "x < z" ; de
méme "x <y et Yy<< 2" entraine "x<C z". De I résulte aussi que,
guels que soient x, y, on n'a pas & la fois X< ¥V oL 7 < x .
Dire que X est strictement ordonné par X ¥, c¢'est dire que,
quels que solent xE€ X, y€ X, 0na x <y ouy < X ; clest
donc dire que l'on a, soit XLy, soit x = y, soit x >¥, ces trois
relations s'ezcluent mutuellement.

- Soit X une partie dfun snsemble fondamental E, ordonné par
uné relation gqu'on supyoserabécrite sous la forme z £ y. 11
existe au plus un x € X tel que z € X entralne x < % : car si x,
x' ont tous deux cette Propriété, on sura x < x' et X< x,

done x = x'. Lorsqu'il existe un x & X ayani cette bropriété,

on dirs que c'est ls pius petit Slément

plus petit élément. Ds méme, il existe

zZ € X entraine z « 3 ; s'il en existe,

grand élément de X, et que X posséde un

de X, et que X possdds un
au plus un y & X tel que
on dira que clest le plug

plus grand élément.

Par exemple, considérons 1'ensemble P(E), ordonné par
la relation d'inclusion. Spit F une famille de partiss ds |
E ; le plus petit 4lément de F, s'il existe, sers uns

partis X de E telle gque X EF et

soit W l'intersection des ensenmbl

qua Z EF entrafne e Z;

es de ¥ : X € F entratns

A DWW ; d’au@re part, si, quel gue soit % €. F, onia%Z =X
on aura avssi W 35X ; donc W = X . Par conséquent, pour
que f contienne un plus petit €lémept, il fant et 31 suffit

=

que l'intersection ¥ des ensemble

s de F s0it un élément

de F ; et W est alors ce plus petit élément ; ©8 gui con-

-corde bien avec lg terminologie introdvite au chap. III

b

8 2. De méme, pour que ¥ ait un plus grand ¢lément, il faut
et il suffi% que la réunion U des ensembles de F soit un

€lément de F ; ot U

est alors ce plus grand &lément.
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Tout &1lément x € X tel gu'il n'existe pas de z £ X tel gue

z < X sera asppelé un élément minimal de X ; tout y € X tel gu'il
n’eiiste pas de z &€ X tel que z >y sera appelé un &lément maximal
de X. L'ensenble M des éléments minimsux de X, l'ensemble N des
éléments maximaux de X, sont des parties de X gui psuvent &trs
vides (par exemple N est vide si X est une partie infinie de
l'ensemble Z des entiers}, et gqui peuvent aussi (on en verrs des
exemples & lloccasion) &tre des ensembles infinis. L'on a cepsn-

-dant lz preovposition suvivante

8i X a un plus petit élément x, l'enseable des éléments
minimaux de X est ¥ = iz% ; 81 X a un plus grand élément y,
l'ensenmble des éléments maximaux est H = gyj :

¢

1l suffit de démontrer le premier point, le second se démon-
~trant de mémea Supposons que X ait le plus petit élément x ;
% est minimal, car sinon il existerait un 2z € X tel que z < X,
ce qui entraine contradiction, car on a 32 =z % guel gue soit
z €X . Bt, puisque 2z.2» x cuel qgue soit 3 & X, et que s8i 3
est minimal on ne peut avoir z > x, il en résulte que 8l z est
minimel om a 2z = x . Lz proposition sst démontrés.

% A wn - s

2 4w R ATl At g e : = z
201lent & un enssmoie fondamental; ordouné par uns reiation

XL ¥ ; B' un ensemble fopdamental, ordonné par une relation
° S R A A 7 = .8 P s - £ ~
%' «£ 7' ; soit f(x) une fonction définie dans B, & valeurs

dans B! ; cette Tonction gera dile groissante s5i x << y entraiue

4 4 ° 2 < Fy £
£{z} « £(y), strictement croissante si x<= ¥ entraine £(z)<f(y) :
&
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Plus générélement, une application A dfune partie X de E dans E?
sera dite croissante si, guels gue soient x &€ X, yeg % tels gue

x «< ¥, il leur correspond par A des éléments x', y' de E' tels

que x' <« y' ; strictement croissante, si de plus X < ¥y entraine

xlic vy,
Si £(x), définie dang E et & valeurs dans E', est telle gue

x « ¥ entraine f£(x) = £(y), on dit que f(x) est décroissante ;
en modifiant de méme les définitions ci-dessus, on définirs la
notion dfapplication décroissante, de fonction ou dlapplication
strictement décroissante. Une fonction constante est, dlaprés
ces définitiocns, & la fols croissante et décroissante.

Voici une proposition souvent utile : |

8i E est bt” ctement ordonné, toute application sirictement

croissante d'une partie X de B dans un ensemble ordonnd B' est

biﬁnivoque.

Fn offet, si x €X, 3y € X, x £ y entraine x <y ou y< X,
donc £{z) < 2(y) ou £ly) < £{x), donc en tout cas £(z) £ £(y)

(N.B.- Le rédacteur n's pas eu le courage de cherchsr des
textes dexercices ; cs serait particuliérement désirable, pour

< - PN 2
ce ¢ . Pridre de fournir des suggesiions).

{@ 2. Le théoréme de Zorn-Cartan.
L'objet de ce paragraphe est la démonstration d'un théordme
gul rend, lorsgu'il sfagit d'ensembles fondamentsux guelcongues,
& peu prés les mémes services gue le principe d'inductiion totale
sur les ensembles dénombrables. Il est dfi & Max Zorn, qui l'avait

énoncé, non pas sous la forme qui va 8tre domnée, mais sous une forms
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équivalents qui sera donnée plus loin en corollaire, et dfasilleurs
nse 1l'avsit pas publiée. Un énoncé éguivelent sussi, mais(goua
forme topologique, a été trouvé indépendamment et publié par

H. Cartan ; nous le donnerons ex son lieu (Topologise, chap.
Fous commencercons par établir un lemme gui nous servira sussi

gl prochalin parasgraphe. .

Lemme. Soient E un enseuble fandamental s A une partie ds E,
£) une famille de parties de A. Soit £(X) une fonction définie
pour X &€ ,_Qw , & valeurs dans A, et telle que, guel gue soit
xe ), l'ensem‘ble F(X) =X U if(X)% appartisnne 4 £y .
Alors, 11 y a une pJ.’x}.c‘ pet;te famille @ de parties de A, possé-
~-dant les propriéiés suivantes : a) @g ) ;. b) 851 %X € é .

< > &
X)) € @ *2 o) st @?; est vne famille contenue dans é} -
et telle que ia réunion Z des ense‘nb}. de 0, sppartienne & & A
Z appartient & @D@ plue, si X é,gi@ et YE QP ,oma¥ X
o 'Y yRIYTY =y % s ot par suite @2 est strictement ordonné par
la relation d'inclusion.

Tout d'ebord; l'intersection des familles de parties de A4,
possédant les propriétés a2); b}, ), possdde encore ces proprié-
=tés, comme on le vérifie sans peine ; cetie intersection % est

“

donc bien la plus petite famille gui ies posséde. La difficulté

n
ne pogte que sur le second point.

Soit X un élément de la famills @ s gul posséde la proprié-

-1é suivante : quel que s0it Y £ @ ,ona X ¢ You¥ ¢ X
&“ =

Soit k{%j}[ la famille des Y € @ tels que l'on s8it Y X on

Y D P(X). Nous allons montrer que la famille \5)% rosséds les

propriétés a), b), ¢). En effet : a) on a ’j‘)}! Pcy -

e
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b) Soit Y & ‘-é)x, on aura Yo X ou ¥ DP(X). ¥ =5 F(X) entraline
(Y)Y SF(X), donc F(¥) & "-ﬁJ% .50it dlautre.part Y € X :
puisque F(Y) & é ;, on &, d'aprés l'hypothése faite sur X,
F(Y)C X, et alors F(Y) € “1?}% SouB(¥) > X 8eit d
PY¥) D X, dlot PlI) - T DX-Y : colag étent, si X = Y on anra
P(Y) = F(X) ; sinon X-Y, donc ¥(¥) - ¥, ne seront pas vides ;
puisque (YY) =7 U {f(Y) % , cela entraine que £(Y} %"%-i”:{, que
FlYy) - ¥ if(Y)% et que X-Y = éf(Y)j , donc ¥(Y) = X . Dans
tous les cas, donc, on a bien F(Y)}eo X ou F(Y)}) D F(X), clest-a-
dire F(Y) ¢ “wgﬁ% sioe) . Boit ""‘*V‘}' une parme de “\g”‘% , telle
gue la réunion 7 des ensembles de ‘“f” / apparm@nna £l) =
appartiendrs donc & éé} ; b, 8'il v a up ensemble ds *ﬁ]@%") guli
contienne F(X), il en sers de mdme de Z ; sinon, tous les ensenm-
~bles de kg’J” seront contenus dans X, et il en sera de méme de Z ;
7 appartient bien & \fx

Puisqgue done \%J possede les propriétés a), b}, ¢) et est
contenue dans % %/f . Ce résultat pesut encore
s'énoncer comme suib : eolt @} lg famille des X £ gg tele que
l'cn ait, quel gue soit ¥ & é s £ T ou¥ C X : alors, guel
que soit X 6é§ et Y & &?; s-onm a YC X ou¥Y = P(X). I1 en résulte
que lo famills é’g posséde les propriétiés a), b), e). En effet :
a) on a C}g an @ 3 : blsl XL € r«:f;,f}g on a, guel que soit
Ted , ka.cﬂy@uz@z@?m; ¢} siYE€ P , el
@ Y G @;g et 2i la réunion Z des ensembles de @Z;»M appartient
a L) e a7 € &2 ; de plus, si l1'un des ensembles de @?ﬂ% con-
~tient Y, il en est de n8me de Z ; sinon ils sont tous cont;ma

dens T, et il en est de méme de Z ; en tout cas on a bien Z227% ou
Za X .
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Il s'ensuit gque %i = @ . Le lemme est démontré.

Nous pouvong maintenant aborder le théoréme gui fait 1l'objet
ds cs paragraphs.

Théoréme 1. BSoit E ordonné par x & y. Soit A une partie
de B gui posséde la propriété suivante : guelle que soitf la partie
X de A, strictement ordonnée par X < y, il existe y € 4 tel
gue X € X entraine x <€ y. Alors A gé ?f ; et, guel gue s0it
& € A, 11 existe un élément maximsl b de A tel gue b >a o

En effet, lihypothése faite sur A s'applique 8 X = gf . done
il existe y € A, c'est-8-dire gue A n'est pas vide. Soit alors
L) 1z famille des parties X de A; strictement ordonnées,; et
helles que & & E. Par hypothéss, guel que soit X @J_@, il

0
‘v‘*
m

te y€ A tel que x € X entralne X« v, de sortes qu'en parti-

R4

{]

culier 8 <y ; alors, ou y est maximal (et alors il existe

pavy

n élément maximal > g2), ou il existe y'€ A tel que y'> ¥,
donc tel que x g X entraine z <y .

Supposons donc gue & ne contienne pag d'élidément maeximal > s,
et montrons que cels entraine contradiction. D'aprés ce quion
vient de dire et d'aprés le principe de choix, il y aura alors
une fonction £(X}, définie pour X € £} , & valeurs daus A, ot
telle que x € X entraine x < £{X) ; de sorte que F(X) =X @fif{:{}g
sera strictement ordonné. Alors les conditions du lemms sont
bien satisfaites ; soit @ le plus petite famille de partiss de
5, tellague a) e L2 ;P)ei X6 ¢ ,FWE P ; st
c) si é}g@ @ et si la réunion Z des ensembles de 'g appartiens
: gquels que soient X € % ¥ g@
sura LG ¥ on . Yof&s o F

i
¢
S
i
o
%%«a
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Soit alors U la réunion des eunsembles de é% ; ¢'est un ensem-
-ble strictement ordomné, car si x€ U, yg U, il ya X6 @ et
véé tels que x € X et € Y ; mais alorsg o X C Y ouY & T
si par exemple X € Y, X ot y seront éléments de ¥, donc, puisque
T € L), on aura x <€ y ou ¥ < X. Par conséguent U est strictement
ordonné, donc, d'aprde ls propriété c) de % ,ona UE€E %
mais cela entrafne contradiction, car F(U) = U &3§Df\6)§ ne sera
pas contenu dans U et pourtant appartient & g; ce gui est en

=

contradiction avec ls définition de U. Le théoréms est démontré.

1

Le théorsme de Zorn, sugquel nous faisions allusion plus hsut,

r A o A o e - 5 g
nous apparaitras comme un cas particulier du th. I (mais inversement,
de ce cas particulier, on peut trés facilement déduirse le théordme
lui-méme) ; c'est le suivant :

Corollaire. (Théordme de Zorn). Scoit E un ensemble Fondamental

P(E) étant considéré comme ordonné par la relation d’lnclub?oﬁ
L . ¥, soit F une partie de P(E), c'est-a-dire une famille de
parties de E, qui posséde la propriété suivanie :quelle gue soit

la famille P' ¢ ¥ strictement ordonnée par la relation d'inclusion,
la réunion des ensembles de F' gppartient & F. Alors F nf est pas
vide, et, quel que soit X € ¥, il existe dans F un élément mgximal
(clest-a-dire un ensemble de ¥ qui ne soit contenu dans aucun autbre
ensemble de F) contenant X.

Nous allons donner immédistement deuxz aprlications remarguables
des théorémes ci-dessus.

(e 1) B A ° 3 3

iheoreme II. Soient E, F deux ensembles fondamentaux ; scient

s ® Z F o« £ 1 S £ - - i >

XC B, YC F : il existe unse application biunivoque de X sur une

°

bpartie de ¥, ou bien d'une partie de X sur ¥
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Bn effet, considérons, parmi les parties de £ x ¥, celles qui
définissent (chap. II, § %3} une correspondance biunivogue entre
une partie de X et une partie de ¥ : soit é% la famille de ces
parties. é satisfait bien & la condition du théoréme de Zorn ;
car si %éjczg éé et est strictement ordonné par inclusion, si €
et D appariiennent & é@ , et 81 &4 x € E correspond par C un Yy € F,
par Dunz € F, onay=7, car €C DPoulbC G ot par-conséqueutﬁ
par la réunion Tﬂ des ensembles de q%y.ne covrespond & un x £ B

&
gu'un élément au plus y de ¥, c'est-a4-dire gque 5* est biunivogue;

g
0

d'ailleurs la projection de | sur B, réunion des projechions

"4..2

P : , :
des C € §§ sur E (gqui sont contenues dans %) sst contenue dans X ;

de méme sa projection sur F est contenue dars Y ; donc T e é} .

11 y & donc, dans %@ , vne correspondsnce C maximale ; C est une

application biunivogue de X' X sur Y'¢c_ Y ; le théoréme gera
Aémontré si nous faisons voir que l'on a X - X' = % ou ¥-7' = ? :

!

inon, en effet, soient X €X-X',ye1-7"; soit
£y = 0 u%{x‘sy}%@ : ¢! appartiendra aussi & ﬂi‘% , ce qui est
on contradiction avec lsg définition de € .

Corollaire. L'ensemble des pulssances des parties d'um
ensemble fondamental E est stric tement ordonnd par la relation
ninférieur 4 " .

Théordme III. Toul ensembls infini est la réunion dlune
fomille dfensembles dénombrables infinis, deuxz & deux sans élément
commun.

Tout d'abord, il résulte du théoréme II que toul ensembie
infini posséde une partie dénembrseble—infiys- dénombrable infinie,

clegt-a-dire éguipotente & l'ensemble Z des entiers (chap.lII )‘§ 32).
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Soit maintenant é lg famille des parties denggxb;ﬁbles infi-
Letlea

-nies de B ; soit gé 1'ensemble des parties é& de /AYdistincts
gquelcongues de éli soient des parties de B sans élément commun
(c'est-a~dire telles que g8i D & A,; , D' € 5&,} ,-0on ait D = D!
ou D N D = @), @ satisfait & la condition du théoréme de Zorne ;
par conséquent é& contient un élément maximal é&@ . Soient A
le réunion des ensembles de 4&@ (ensembles dénombrables infinis,
deux & deux sans élément commun) ; B =% - 4 est fini, car sinon
il contiendrait une partie dénombrable infinie D, et £§ é& V) ii}}
appartiendrait encore a é . Soient ]3 un élément de & ;
D/i = ﬂe@ B sst encore dénombrsble infini ; s0it ,&, -JLX @D%}ui 2
c'est bien une famille d’ensembles dénombrables infinis, deux &
deux sans élément commvn, dont la réunion est E. Le théoréme ést
démontré.

Théoréme IV. Soient E un ensemble fondamental, Z l'ensemble
des entiers ; si E est infini, E X Z est équipotent & E .

En vertu du th. III, il existe un partage de E en classes D

equipotentes 4 Z, deux & deux sans &lément commun ; Ce partiage

j@F
(ON
b
¥
2
e
s
(%]
3
0

~1
&
0Q
L[]
fen

®
M

X Z en les classes D x Z, deux & deux
sans €lément commun ; guel gue soit B, D xZ est éguipotent & Z
{ehap. 111, § 3, th. ), donc & D ; alors, par epplication du
th. - § 1, chap. III, notre théorime est déniontré.

Corollaire. Dans un ensemble Pondameni tal B, ls réunion d'une
famille dénombrable d'ensembles tous éguipotents & un méme ensemble
infini X est équipotente & X .

Car elle a une puissance supérieure & celle de X ; et aussi,;

d'aprés le th. IV ci-dessus et le th. e 1
¢ apre ; £ 1, chap.11IT, une pui 1
inféricure & celie de X X 7 clest-i. dire & celle ge D ¢ doncf d?ggigg

le th. 5 § 5, chap. III, elle est équipotente 3 X .

co
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% %. BEnsembles bien ordonnés.

(N.B. Tout le paragremphe en petits caractéres).

Soit E un ensemble, ordonné par une relation gu'on supposera

écrite sous lg forme x <X y. On dira que ACC E est bien ordonné

par cette relation s'il est strictement ordonné et si, de plus,
toute partie non vide de A posséde un plus petit élément. Par
exemple, lfensemble Z des entiers est bien ordonné par 1a re1atiGn
x<{y (chap. III, §3, th. I). Toute partie d'un ensemble bien
crdonné est bien ordonnée.

Lz notior d'ensemble bien ordonné a joué un grand réle dans
l'histoire de la théorie des ensembles ; elle sert encore a établir
des résuliais intéressanis sur les puissances. La possibilité de
ltappliquer &4 a'importe quel ensemble résulte du théordme suivant,

1

e

gul fut démontré en 1506 (7 & vérifier) par Zermelo au moyen 4

@

l'axiome de choix (qu'il introduisit méme pour cela) :

Théoréme X (de Zermelo). Soient E un ensemble fondamental et A

upe partie de E ; il existe une relation d'ordre w(x,y) dans B
pour laguelle A soit bien ordomné. '

Soit éfzc l'ensemble des parties de A. Par l'axioms de choix,
il existe pne application £(X) de L) dans A Bl teile que X # A
entraine f£(X) @é X. Posons F(X) =X gﬁéf{i}% ; et éppliquons le
lemme du é 2 a ﬁj-zéi‘y et F(X). Il y aura ure plus petite
famille gé de parties de A gui posséde les propriétés suivantes :
a) si X € @ , B(X) € é : o h)rat c)é;, est une fanille contenue

7 e ~ x 1.7 . =
deps ¢) , la réunion des ensembles de ¢ appartient & é% :

Et of T ED TED ona YOI oou¥ o)

P2 P-4

=
.
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Hontrons que é est, non seulement strictement ordonné, mais
méme bien ordonné par inclusion. Soit \.}J une partie de é -
soit W l'intersection des ensembles de \ﬁij considérons tous les
ensembles de @ qui soient contenus dans W, et leur réunion U :
U appartient & @ d'aprés b), et Ueo W, U est donc le plus
grand ensemble qui posséde ces propriétés. Alors, si X & "*E) S
ona X DU ; et d'autre part, puisque X € é et U & é -
X U ouX DPF(U). S'il existe X € ‘f’ tel que X U, on aura
donc X = U, donc (puisque UC W € X) X = W, clest-a-dire que
X est le plus petit élément de \gj » Sinon, on aura X O F(U)
quel que soit X € V¥ , donc F(U) ¢ W ;' si 1'on agvait F(U) £ U
il s'ensuivrait que U n'est .pas le plus grand ensemble appartenanﬁ
& C@ et contenu dans W ; on a donc F(U) = U, donc, d'aprés la
maniére dont on a choisi £(X), U = A, W= A4, et "WV se réduit,
s0it & la famille %@Aﬁ comprenant l'unigue élément A, soit &
la famille vide. En tout cas, donec, \3"’ est vide on g un plus
petit élément, ot la proposition est démontris.

Montrons maintenant que la relstion x = £(X) &tablit ﬁn.e
correspondance biunivogue entre A el la famille @3 des ensem-
~bles de Q‘@ autres que A. En effe:, soit x £ A ; X1
rlus grand ensemble de Qf} auguel X n'sppartisnne pas ; on g
donc X fii A, done F(X) ;@ X, donc x € F(X) et par suite x = T(X).
Soient maintenant X € éj? et Y £ ;‘D sona Y X ouY HF(X):
et aussi X C Y ou F(Y) ; on aura done X = F(Y), ou X = Y,
ou F(X) e ¥ '- 5% slors on & PXy) = e(¥) 3] s'ensuivra, si

X HFY)Y P(YX)E X donec X = A, el de méme, si IDEIX), ¥ =




L%

= o7

sl donc X £ A et T £ A, £(X) = £(Y) entraine X = Y. La relation
x = (X)) définit donc bien une correspondance biunivogue entre
A‘etr é§0 ; 81 donc on écrit X <« y chague fois que les éléments
X, Y de @a gui correspondént & X, y sont tels que X & Y, ce
sera une relaiion dfordre dsns A, par laguelle A sers bien ordonné.

Les ensembles bien ordonnés ont une propridté qui générelise
le "principe d'induction totale® du chap. 111, § 2, et gui a
recu le nom de "principe d'induction transfinie" :

Théoréme II. Soit A un ensemble fondamental, bien ordonné par
la relaticnr X & ¥ ; soit &X llensemble des z € A tels gue 2 < X.
Supposons qu'une partie B de A possédde la propriété suivante :
quel que soit x € A, A.c B enirafne x € B ; alors, on a B = A,

L1 faut démontrer gue CB est vide. S'il ne 1'était pas, il

aurait vn plus petit élément x : alors ye x entrainersit y ¢ CB
i

°d

clest-da~dire y &€ B ; dénc on auruit A B, et par suite x € B
ce qui contredit laz définition de x.

Nous appellerons segment d'un ensembls bien ordonné A toute
partie 8 de 4 telle que X € 5, 5 <« X entrainent z£ S. Il est
clair que A est un segment de A y el que toute réunion, et toute
intersection, de segments de A, est un segment de A. De plus, on
a la proposition suivante

S étant un segment de &, ou § = A, ou il existe x € A tel
que 8 = 4., et alors S y {xi, est un segment de A .

En effet, si 8 % A, on aura ( () # ¢ ;: soit doue x lo plus
petit élément de C (X} : on aura donc AC. 3 - ety > X

b

entrainera y é S (car sinon on surait y € 8, x5, % % S

5 7

contrairement & la définition d'un segment ) ; 1'on 2 donc bien S= =*
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1] en résulte gue la famille des segments S de A est biemn ordon-
-née par la relation d'inclusion. D'abord, en effet, elle est
strictement ordonnée : car soient S, T deux segments ; 8i S = A ,
S 57T ;81 T=4A, S8C T : ginon, on gura 5 = &x’ T = Ay ;o Bl
XLy, SCT,etsl x> 5,8 >T. Soit maintenant F une famille
F

» A esl son plus petit élément ;

i
oA

b3
Gompns®

ncn vide de segments ; si
sinon soit x le plus petit élément de A tel que A €EF, A  sers

le plus petit élément de F.

cr
i3

Théoréme III. Soien » B! deux ensembles fondsmentaux ordonnés;
soient A une partie bien ordonnée de E, A" une partie bien ordonnée
de E'. Alors il existe une correspondance et une seule enitre A& et

A' qui soit une appliecation strictement croissante de A sur un
segment de A' ou dfun segment de A sur A' .

Nous nous sppuyerons sur les lemmes suivants :

=H A % PP £
Lemme 1. Soit A bien ordonné bar lz relstion XK ¥ ; soit
o 3 A ¥ P oy ° S 2. a5 =
£(x) une fonction strictement Croissentie, définie dans A, & valeurs

dans A. Alors, quel gue soit X, fixy > x

q

Sinoa, l'ensemble des x tels gue f{x}«”’z sersit non wide :

Par définiti ] 55 (X )
far delinition de g, x < & entraine F{x) > x, et aussi (f étant

T s [ %+ 5
~semme 2. Soit A bien ordanr 4 - - s ¥ 4
3 53 LA b.,wu OAiJn le - Dar X <& E« v oh ol nt cxiate pas
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Soit f(x) une telle application ; dans le premier cas, soit
S = 4, donc f(x) < b quel gque soit x, donec f(b)gi b : ce gui
est impossible d'aprds le lemme 4. Dans le deuxiéme cas, f£(x)
est une application biunivogque de 4 sur A, soit g(y) 1l'application
inverse : sl cetie application n'était pas l'application identigue,
il y aurait x tel que £(x) # xz ; si £(x) < x, cela contredit le
lemme 1 ; si £(x) > =x, on aura, en posant £(x) = y, elyliy ,
ce gui contredit aussi le lemme 1. Ie lemme 2 est démontré.
Revenons maintenant au théoréme. Soit € une application

strictament croissante dfun segment 3 de 4 sur un segment §' &

application, strictement croissante, de T sur une partie 7! de

) vE I P gl RS 153§ 4 34y R fog & + 3.3
$'. Hontroms gue T' est un segment de A'. Sinon, en effet, il

/4
SE S A s 2 G i w8 ATy St i w8 IR Sy
y aurait X! oyl tels que ' € T 7t X', & T ; on aurait

: =

;
vi & < Yons onass b 4oab 3 B L T S < s 2
X' & 8', donc aussi y' & 8!, de sorie que ', ¥v'! seraient images,
N Y 3 ".4’ ey = 5 % e = e LRy S 454 AR RIS goresy PR = 3 3
par ¢, dielemenis x, y de 8 ; puisgue € gst sitrictemsent croissante

o 3 L o A 1 B el ) L IR 2 e 3

on surailt y< X ; puisque x' € P! on azursit x € F, dooe y €7,
donc.-y! € T' : ce qui est en coniradiciion avac les hyrnihd
WORC ¥ e, b B 8 QUi e8t en contrediciicon avec les nypothesss

A ol 2 3 ™ = s : .03
Avec les meémes notations, soit U une application strictement

croissante de T sur un segment %% de A : montrens gue, sur T, D

A
EA g
X = % f ) o > 228, 4 7
colncide gvec C (d'oé T¥ = TV} Ep effet €D oot une appli-
o\ L) 07
=cation stricltement croissante de " gur ™! 5 et llena Tie=— Tn
L b ey o
o~ ey £3% § § £ = - = b
31 e ) e« § ot : & . e £
ov 27 €. L' : dlaprés le lemme 2, il Ffaut pour cela gue Tt = T®
3 = 3

gue €. D soit l'gpplication identicue de TF sur 77, clesi-a
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Si domec, plus généralement, C et D sont des applications stricte-
-ment croissantes, C d'un segment S de A sur un segment S' de A',
D d'un segment T de A sur un segment T'! de A', C et D ceincident
sur le segment S A T de A. Alcrs, considérons la famille de toutes
les applications strictement croissantes C d'un segment S de A sur
un segment S' de A', et la réunion C_ de ces applications (consi-
-dérées comme parties de A % A') : & tout x € A correspond, par
Qo’ au plus un x' € A' (puisque deux applications € coincident
toujours sur leur champ de définition commun ), donec C, est une
application de la réunion des S sur la réunion des S', donc d'un
segment SO de A sur un ssgment Sg de A', et une application stricte-
-ment croissante. Notre théoréme serz démontré si nous faisons
voir que So = A ou Sé = A!' . supposcons done gue SO % A et

vt 8 t o A? o mn =
8! # A' ; on aura donc 8§ = A 8! = Al ; posons 8, = 8, u.{af ,

a?
8§ = Sé &5% a*% : ce seront des segments de A, A' ; szoit ~;’3,3
1'application qui sur S9 coincide avec CO et gui a fait correspondre
a' : c'est une application sirictement croissante de ¥4 sur 81 ,
contragirement & 1lg définition de Go :

Hous savons ( §>23 th. II) que lfensemble des puissances des
parties de & est strictement ordomnné par ls relation "inféricur a".
ﬁais il y & plue :

Théordme IV. Soit E un engsemble fondamental. Llensemble des
pulssances des parties de E est bien ordonné par lz relation
7inférieur & 7.

8cit, dans E, x & ¥ une relation d'ordre par laguelle E soit

Dien ordonné. Soit A une partie de E : elle est bien ordonnée par




Lol

B s\
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% &5, et i1 ¥ a donc une spplication strictement croissante €
de A sur un segment de E, ou d'un segment de A sur B, Si C
applique sur E un segment S de A, ce segment ne peut 8tre autre
gque A : ginon, C appliquara%t gur E un segnment Az de A, avec
x€ A ; mais YAX@: Ez, z ¢ sappliquerait donc E dans B, ,
contrairement au lemme 2 du th. I1I. Donc C appligue A sur
un segment de E gui peut 8tre E lui-méme ; et'ﬂ a méme puissance
gu'un segment de & .

L'engenble des puissances ﬂs parties de ¥ n'est done autrs

que l'ensemble des puissances des segments de B ; & toute

oo

puissance on peut faire correspondre le plus petit segment

de ¥ quil a cette puissance, et cette correspondance est biuni-

A]

¥ & correspondance biunivoque entre

L

-vogue ; autrement dit il
lfensemble des puissances et une partie de l'ensemble des
segments, par laguelle, & ls relation d'inclusion sntre segments
correspond la relation "infériesur 4" entrs puissances. Lfensen-
-ble des segments &tant bien ordonné par inclusion; le théoréme

2

est démontré.

e S s e oD s Sa v O Sv e s 2D
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CHAPITRE V.

Théories et structures

= s ey oo en o>

‘§ 1. Structure d'un ensemble fondesmental.

La notion d'ensemble ordonné nous fouxnit un sexemple pariicu-
-liérement simple d'une methode qui sera pour laz suite de ce traité
d'une importance capltale (cf. les observations sur la méthode
axiomatique dans la préface générale).
E étant un ensemble fondasmental, mous avons éppelé relation
¢'ordre dans E une relation u(x,y) setisfaisant aux conditions
1, 1T du chap. 1IV. § 1, ou, ce gui revient au ngne (chap. II, & 2),
une partie © de E x B, satisfaisant aux conditions suivantes :
I. Mx=gh=> 1 (x,5)En ot (y,x)egcu .
II. ™x,y)ew et (y,2)€ ur Wxoic o P,
On observers qa?avec les notations du calcul des COIF@S<
-pondances (ehap I1. § j)g ces conditions s'é
la forme tres 51mple suivante (en désignant ps
correspondance identigue} : I. (v the= 8. iI, oo < w.

Les éléments w de P(E x B) qui possddent

!«(

LD\ ot
@ ;
£ ¢
ot

£

@

forment une partie Jfla de P( E). Tout &1 KL définit
donc une relation d’ordre dans E, ou, comme nous dirons maintenant,

Géfinit dans £ une structure d'ensemble ordonné. Toute broposition

qu‘on peut démontrer sur les ensembles ordonnés est nécsssairement
conséquence des régles logiques des chap. I et II et de propriétés4
I, II ci-dessus, c'est-a-dire, en dfautres termes

-tion unigue " WE L) ". Toutes les propositions qu'on déduirs

» 5] i = H
zinsi de W &EL) ® forment ce qu'on appsllera la théoris des

ensembles or&onnés (le début de cette théorie est corstltae par les
9 1-2 du chap. IV).




8i 1'cn impose de plus & @ la condition gque toute partie de E possé-
-de, pour l'ordre défini par o, un plus petit éiément, i'ensemble
des @ qui satisfont & cette condition seras une partie jil, dgs () P
ot tout 6lément © de .{) seras dit définir dans E une structure
d'ensemble bien ordomné (cf. chap. IV, ‘§ 3). Les propositions
qu'on pourra déduire de " CO ef)n pourront alors 8tre consideérées
& volonté, soit comme faisant partie de la théorie des ensembles
ordonnés (auyuel cas l'on énoncera ces propositions sous la forme

]

"gi l'ensemble ordomné E est bien ordomné,..." clesl-4-dire en
dtautres termes %si g0gf), ..."), eoit comme constitusnt une

théorie autonome, la théorie des ensembles bLier

e}

crdoonnés ; ©& sera

12 une simple question de rédaction, ou pour misux dire une simpia
auestion de subdivision en chapitres, gue le mathématicien pourra
trencher suivant sa commodité ou ss fantaisis.

Rien entendu, si (A)@ﬁ » W e Q : 31 un snsemble est bien
nrdonné, il est & plus forte raison ordonné ; et toutes les proposi-
-tions gu'on suras pu démonirer pour les ensembles ordonnés (cfest
s3-dire "lg théorie des ensgsubles ordonnéds™) sfappliguent aux bien
ordomﬁés,

L'on o constaté que, dans l'enseubls P{E) des partiss d'un

l\u
fu
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ensemble fondamental,
dfolt résulte gue llcn pesut appliquer & P(E), ordonné par cetie

relation, toute la théorie des easembles crdomnés ; NOLS 8N avons

vu un exemple particuliérement important au chap. gl & 2, dans
Drésen

ie théoréme c¢e Zorn. Du point de vue su;uel noue nous piagoen

voici comment on peul @xpllquer ce gulon = feit ainsi: posons
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soit ! la partie de B! R E' gui est déterminée par la relation
"L I, clest-a-dire l’ensemblé des éléments (X,Y) de B! » B! tels
gue XC Y ; soit gfzﬁala partie de P(B* x B') qui est construite

8 partir de E'!' comme .£) a été comstruit plus baut & partir de B
(ciest-a-dire qui est définis dens P(E' x B') per les copditions

‘ correspondant & I, II). Dire que "X & Y" est une relation d'ordre
dans B' = P(E), c'est dire gue &! é;jizf : toute proposition gufon
a su déduvire de " éaglﬂ, clest-a-dire toute proposition de la
théorie des ensembles ordonnés, stappliqus donc si l'on écrit
partout E! au lieu de E, £ au lieﬁ de L2 , @' an lieu de 6 ;

s

de sorte que toute proposition gu'on a démontrées sur lss ensembles
(B} : clest

ordonnés permet d4'énoncer une proposition wrsie sgur I
18 ce gu'il faut entendre par l'application de la théorie des

Jdintérét de

-

ensembles ordonnés a P(E) ordonné par inclusion.
cette théorie tient Jjustement, pour une part, & ce gu'on pent sinsi
ilt'gppliquer® & l'ensemble des parties d'un ensemble fondamental
quelcongque, et aussi, comme nous verrons, & lfengemble des nombres
réels, & l'ensemble des fonctions & valeurs réelles définies dans

un espace donnd, etc.

Prenons un autre exemple, dont on comprendra plus tard 1'impor-
-tance E étant un ensemble fondamental, scit O une famille de parties
de E gui posséde les propriétés suivantes : I. Toute réﬁniea dfen-
-sembles de 0 appartient & O ; 31. Toute intersection finis dfen-
-seubles de O appartient & 0. O est une partie de P(E), clest-a-
dire nn élément de l'ensemble fondamental PETP{E}] , ensemble fon-

-damental que nous désignerons par églﬁ : 1'ensemble des é1léments
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o

de= B gqui possédent ces propriétés est une partie

famille O est dite définir dens B une gtructurs

cn une topologie ; si, E étant un ensemble fondamental, on &

une famille O, on dit gu'on a défini E comm

S5
Toutes les propositions qu'on démontrers comme congéguencs

de I, 1L, c'est-a-dire de la proposition %0 € é%ﬁ n, constituent

%5 de £ stappellent les axiomes de cette théorie

Pa

{et do méuwe, les propriétés I, 11 domnées plus haut pour d&finir
iz notion d'ensemble ordonné s'appellsnt les axiomes do ls théoris
des snsembles ordonnés). ILes consdquences de ces 1.6

sont par elles-mémes fort nombreuses, comme on ls

Topologie {o& elles constituent une grande partie

i1 est beaucoup de propriétés trés intéressantes gu'on e

pourra 4é montrer en uopolovie que si l'on assujettit la struciure

sfaire & certalns sutres axiomes, c'est-a-dire si 1'on |
proposxtlon "0 € %g n, mais dtune proposition de lis

& @? " ool @ est une partie de @g dé

propriétés (ou "sxiomes") supplpmento Te

& I ot II ; par exemple, une telle partie est déterninée par la

”poar la structure topologique définie par O, &

Ao
LGS

(vaj pour le sens de ce mot, Topologie

°
$

7

on obtient ainsi vn grand nombre de prop081ticus fort inmport

guion peut considérer & volonté comme formant une partie de la
topologle {ctest ce que nous ferons) ou comme constituant une

théorie autonome, celle des espaces tlopologiques compacis
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(o, bien entendu, toutes les propositions'éégontrées an tq@@l Zin
restent valables)

Lt'importance de la topologie tient, ici encore, en grande partie
& la variété et & 1'importance de ses "application® : c'esﬁcéféir
que dans presque toutes les parties des mathématiques on renconire
d'une maniére ou d'une autre, des familles 0, familles de parties
d'ensembles fondamentaux trds variés, qui possddent les propriéiés
I, II ; autrement dit, on rencontre dans presque toutes les parties
des mathématiques des propositions de la forme "0 £ & « .
chayue fois qu'on en aura rencontrd une, on aurs le droiit s Cconei-
~dérer comme démontrées toutes les propositions de lsz topologie,
avec simplement les changements de notation nécessaires.,

Donnons, avec moins de détails,; un troisidme

important. E étant un ensemble fondamentsl, supposons gu'on se
soit donné deux fonctions de deux élénents generlgubuuxg v ¢o B,
fonctions prenant leurs valeurs dans E ot qu'on noters respectivenent
X+ yet x.y ; ot que ces deux Ffonctiona possédent les propriétés
(commutat1v;te, assoclat1v1te, diSb?lb&thIte, etc.) qui seront
énoncées en Algibre (chap. ) sous le nom d'"axiomes des corps%
on dira qu'on a défini dans E une structure de corps, ou gue E,
lorsqu'on a défini ces fonctions, est défini comme corps ; l'ensem-
-ble des Propositions guton Peut déduire des axiomes s'aprsllers

la théorie gdes Corps, et comstitue une partle importante ds

(celle-ci 86 composant de 1'étude de cette structure et de

quelgues

autres qui lui sont intimement llées, structures de groupe,
de
systéme hypercomplexeg ete. ). Iei lfon.sﬁest donné dsux fonctions

ou d'ume manildre préci eux 614 ” ED i
précise deux elemepts de E > Salisfaisant g
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certaines relatioms ; il revient au méme, bien entendu (chap.II,

o P z z E% .-.\-J%
& 2) de dire gu'on s'est donné un Slément k de E, =(E .
£ 1
possédant certaines propriétés, & savoir celles qui ss trouvent
énoncées dans les axiomes de la théorie ; ceux-ci déterminent donc
une partie K de E1, et la théorie des corps consiste en lss prec-
-positions qu'on déduira de la proposition "k € E®. Ici encors,
1l'importance de cette théorie tient & la fréguence et & 1'impor-
-tance de propositions de la forme "k € K" gu'on rencoatirs on
diverses circonstances, et pour des ensembles fondamentaux B
assez variés (mombres ratiompels, nombres réels, classes de

nombres entiers modulo p, fonctions rsticmuelles, sériss de

-

puissances, fonctions algébriqueﬁ etc. ).

¥

Rous pouvons malnbeuaut formuler 4e3 Driucipes ganeraii,
301ent E un ensembie fondamental ;_fé;g un enssmble fondamontel GO
l'echelle des types construzte sur E, clest-a-dire décunt ce 5,

R
Ty SR e
"L,‘Z‘C'C';: 164 G T

d'une maniere expllcltement déterﬁinee, par appllcatlon deg

du chap. 1I, % 7 ; soit SQEE l'ensemnble des éléments de ? o

e 1
qui possedent certaines proprletes (thcs ngxiomes” ) exD
énoncées ; soit Z! un élément de "E : on dira .gue ;ii aé

i
dans E unc structure, structure d'un %type défini par la régle de

constructlon de %é B & partlir de B, et par les taxiomes® gul

détermlnent :? 3 ; l'ensemble des propositions gulon pourra dé=

-duire de la vropos;flon n z & ZMJE.P sera la théorie de la

'structure en questlon ; eL chague fois qu'on Irenconirera, guelle

N
3 =
et

3 41
gue soxt sa provenance, une pronos1tlon ge la forme " 2
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clest-a-dire comsidérer comme démomirées, aprds qu'on ¥ auraifait
les changements de notation voulus, toutes les propositiohs de la
théorie. Bien entendu, la théorie sera d'autant plus intéressante
gue les circonstances ol l'on rencontrsra des propositions de la

forme " . €C

variées. Inversement, chague fois qu'on se sera apercu que des

ﬁE % seront elles-mémes plus intéressanties, et plus

propositions d'une forme déterminde " D" £ g " (dens chacune

deéquelle & £ est ume partie, déterminée par des propriétés ou
"oxiomes? de mme nature, dfun ensemble 123 formé, toujours per
les mémes régles, & partir d'un ensemble fondamental E, d'origine

en général variable) jouent, en des circonstances diverses, um

réle important i1 v aura lieu de chercher & dérouler, une fois

gu'il paraitra utlle, ou autrement dit, ds devalonper une "théorie”
autonome constitude par les conséquences de cetie proposition.

Il arrive trds sbuvent d*ailleurs, gu’on pulsse formuler dé
diverses manléres les "axlomes" d'une théorie. Revenons par exemple
& la topologie ; soit E un espace o& l'on g défini, au moyen d'ume
famille 0 & %; , une sbructure topologiqae ; les ensembles L)
qui appartiennent & la famille O sont dits ouverts (pour 1la
structure définie par 0). Si x € E, X C E, on considérera les
phrases "il existe Qé 0 tel que x¢ £) ¢_ X", "x est intérieunr .
& X", "X est un voisinage de x" comme trois relations équivalentes
entre x eﬁ_X ; on dirs qufuneApropriété P(x) est satisfaite pour
X asSez'voisiﬁ de évé»E si l'ensemble A des x qui possddent la
propriété P(x) est:un voisinage de a. Ces définitioms étant posées,

les propositions suivantes seront vraies : A) 8i X est un voisinage
2
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ona x6X; B) siX est un voisinage de x et ei Y S X, Y est

un voisinage de x ; C) toute intersection finie de voisinages
de x est un voisinage de x (car =i xéf\ X; ot x éﬂ . x,
on aura x € ﬂ,@.g QX; et d'aprds 1'axiome II des sumatures
topologiques, m _Q @ C) ; D) si X est un voisinage de x
est un voisinage de y 8l y est assez voisim de x (car si x e X,
X est un voisinage de tout point ae £) ; 8t Q o8t un voisina-
ge de x). Enfin, les relations "X est ouvert®, guel gue 801t

X €&X, X est un volsinage de x" sont équivalentes : car la premidre
ertraine la seconde d'aprds nos définitions ; et la secomde emiratme
gue X est la réunion de tous les engeubles ouverts contenus dans X,
done (d’aprés_ 1'axiome I des gtructures topologiques) gue X est
ouvert. Partons mainterant d'une rslation V(X,x), donnés & prﬁ.ex'i 2
entre une partie générique X de B et un élément générigue x de B ;
et sunposant gufen considérant "X est un voisinage de x" comme

une relation equzvalente & V(X, x), les propos:wioms &), B), C), 23} ,
soient vraies : ou; ce qui revient an meme consz.dérons ¥V comne

une partie de P(E) ;@ B c’estaawdlre comme un elemant de l'ens@mble'-

fondamental P %—_'P(E) x Ej g ensemble fondamentel gue nous dési-
vgnarons par "%9& s A) ) B), €), D) peuvezzt alors 8tre considérées

comme des propriétés de cet e,-lement ¥, et l'ensemble des V &€ %

gui posspdent ces propmétes est une par’cp @” de %4@ . :
Soit donc Véf ,V soit O la famille des parties () 53;.9 E telles
gne, cuel gue soit x. 6 O - £} s0it un voisinage de x (clest-a-
direv telles que x & L) entratne ‘?( O s X) ). Coette famille O
aatlsfa:z.t l'axiome I des structures topologiques, car si U est
une reunion d'ensembles de O, quel que soit x €U i1l 3 aura € eo

tel que = e ) @U, donc d'aprés B) on aura ¥W(U, x) .
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Elle satisfait & l'axiome II, d'aprés C). Enfin, l= relation

n11 existe LLE 0 tel que x € L) & X" est équivalente & V(X,x),
car elle entrainme V(X,x) d'aprds B) ; et réciproguement, si lfon
se donne X et qu'on désigne par Z l'ensemble des x tels qu?aa ait
v(X,x), d'aprés D) on a V(X,y) pour y assez voisin de x, donc Z
contient un voisinage de tout x € Z et par conséquent Z € O.
Par ce qui précéde, mous svons donc défini uue ecorrespondance
biunivogue entre les 0 & % et les ¥ € %i : il revient au

méme de se donner, soit la famille 0 satisfaisant aux sxiomes I
et II, soit la relation V satisfaissnt aux axiomes A}, B), C), D),
puisgue de chacune on peut passer 2 l'autrs par less régles guion
vient de formuler. On exprime cette situstion ex disant que lon
peut défimir une structure topologique déns B, solt en se donnant
0 € %g , 80it en se donnant V & f?’; et gue 81 O et V se cor-
-resgpondent par la correépéndance qulon g définie, O et V définis-
-sent dans E une méme structure, 4 savoir une structure topologi-
aquéo Ce‘Sera donc pogi dé simples raisons de commodité gqu'on
définira suivént ies cas une telle structurs, soit par um élément
O de %g , soit par un élément V de ¥/ ; & toute partie iéﬁ de ?g
déterminde par des gxiomes supplémentaires imposés & 0, corres-
-pondre une partie gi de % ! » qufon pourra définir aun moyen

d'axiomes supplémentaires imposés & V .
_ /

E

Soit donc en général B un ensemble fondamental. Soient “{é

des ensembles de l'echelle des types construite sur B, ensembles

gui se déduisent d,e E par des régles explicitement énoncées ;

S/ !
g une partie de @ J

soienf une partle de -

detemmeﬁs respectivement par certains axiomes.
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Supposons gu'on ait défini, explicitement, ume correspondancs C

entrs et

-pondance biunivogue entre éléments 2, de et &léments Z ‘

E
=Y
de © g ¢ on dirs alors gue Z et Z définissent dens E la

méme structure ; et ce sera pour des raisons de pure commodité

qu'on définira cette structure, soit au moyen de Z , Boit au

]
moyen de Z .
Voici maintenant un point important, que nous asvons laissé

dens ltombre. Supposons gu'on ait émomcéd une rigle gui, & partir
d'un ensemble fondamenisl E, ‘déterninent un ensemble B@E de

1'é6chelle des types sur B, et des axiomes qui déterminent une

partie g - On sura ainsi le point de départ d'une théo-
-rie, constituée par toutes les prcpos:Ltiens gu'on pourrz démomtrer

était la partie vide

& partir de " 37 é, : mais, 8l
de 6?9@ 2 la proposition @ Z %

5@ serait vraie quel gue
soit 2. g E , de sorte que ia théoris dont il s'agit serait
"contradictoire” et sans aucun intérét (toutes les preposi’oione ;
vy seralent 2 la fols vrales et fausses, et bien entendu elle ne '
serait susceptible d!aucune "appllcatlon“ au sens déf.’:.ni plus hau‘t)

Il peut arriver que, E étant supposé domnd arbltra,lremant on

puisse démontrer gque é % @i : par exemple, s'il s'agit de
topologie, la famille de toutes les parties de E satisfait sux
axiomes topologiques I, II (il_. est vrai que la ‘;;opologie ainsi
détinie dens E, qui est dite la topologie discréte de E, est rela-
-tivement éeu intéressantie ;'mais pour 1°f insi;ant nous jmuvona nous

contenter de cette indication). Il peut arriver gussi que, pour
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rendre légitimes les axiomes d'une théorie, on construise & partir

d'un ensemble primitif qui en général sers l'ensemble Z des entiers
E
celui-ci s0it non vide. Dans l'un ou l'autre cas, on dira qu'on

dérivé de

un ensemble fondamental E tel gue l'ensemble

WY

a démontré que la théorie est non-contradictoire : la non-contradic-

-tion de toute théorie se trouvers ainsi, dans ce traité, ramenée
& la non-contradiction d'une théorie qui renferme celle de l'eamsem-
-ble Z des entiers.

Soient maintenant E;, E' deux ensembles fondamentsux entre
lesquels nous supposons définie une correspondance biunivogue C.
Comme on a vu au chap. II, @ 3, C perzet de définir des correspon-

-dances biunivoqués entré}chaque ensemble g de l'échello des
types sur E et l'enseamble ‘ g' coustruit au mbyen de la méme

-

.régle & partir'deE"c Soit ©

| - une partie de %E, définie au
moyen de certains axiomes ; soitv.gﬁgt ia partie de ¢é@” définie
au:mOyen des_mémes ékiomeé ¢ puisque toutes les relations de ls
thébrie des ensembles se‘conservent par C et les correspondances
qui emn sont déduites, C détermine une correspondance biunivogque

. Zfﬁé @E' des

entre E et _E',: soient 2: €,
éléments qui se correspondent ainsi ; on dira que la structure,

définie par ;Z:‘gdans E',Aesﬁ'éellé qui correspond, par G, a la
structure défiﬁie‘par 2. dans E ; b 1'on dira gus C est un
isomorphisme entré 1'ensemble E, pourvu de la structure définie
par ), , et B' pourvu de la structure définie par J.7. Lorsque,
B, 7. st B jf:} étant‘donné55Ail existe une correspondance
biunivoque C entre E et E! qui fasse corrsspondre éijf a gzj,

on dira que E, B! (considérés comme bourvus de leurs siructures
: : - : respectives)
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sont isomorphes ou gu'il y a iscomorphie entre B et E'. Dans ces
conditions, toute proposition de la théoris dont il s'agit, démon-

-trée pour E, pourra, su moyen des correspondances biunivogues
dérivées de C, se transporter par un simple changement de nota-
-tion & E'.

Nous pouvons maintenant indiguer un important principe de
classification entre théories mathématiques. Beux ensembles E!, Bf,
pourvus tous deux de structures topologiques, ne soht pas néces-

~sairement isomorphes : ils ne le seront pas si ces structures
sont définies, dans E, par la famille de toutes 1es>parties de B ;
dans B!, par la famille consistant en B' et ﬁ. (& moins que B
et B! soient des ensembles & un seul élément;. On dira gus la
topologie est ume théorie mﬁitivalente,

Conseidérons au contraire lz théorie définie comme suitar
Soit B un ensemble fondamental ; soient @ un élément‘de‘E, a(x)
- fonction, définie dans B, & valeurs dans E. Prepons pour
axiomss les prcﬁbsitiéné éue voici ; 1) Qusl que soit x €,
s(x) % ) ; I1) 8i X E est tel qﬁe ® € X et gue X)) X,
ona T. B ; 1II) i x % v, s(x) £ 7 s(y) (autrement dit, s est
une appllcatlon biﬁniVOque de E dans B). On voit que lfon a 13
une structure de E déf;n;e par la donnée de @ et de 's(x}
clest-a-dire par la donneu d'un élément de B x:EE . Si 1'on prend
pour B l'ensemble Z des entiers et gqu'on pose ® = 0, slzx) =x + 15
les axiomes I) I&) III) sont satisfaits d'aprés le chap. III,
é 25 dcnc la tbeorie est non=contradlctoire. Soit magintenant E
un ensemble o& l'on alt def;n;, au moyen d'un &lément EE et

d'une fonctlon s(x), une structure de ce typs.
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Par récurrence (chap. 11 § %), nous savons montrer gu'il eziste ung
fonction f(n) et une seule, définie pour n € Z, & valeurs dans

E, ot telle que £(0) = w, fln + 1) = 5 [f(n%]. f(n) est une appli-
-cation biunivoque de Z dans E ; car si n>0o0na £{n) = s{}(n«1i}ﬁ
# o , clest-a-dire #(n) % £(0) ; et, si m est tel que, quel que

s0it n >m, on ait £(r) # £(m), il en est de méme de m + 1, ecar
d'aprés III) on aurs £(n + 1) % f(m + 1). Soit alors X = £(Z) :
ona o€ X ; et 81 x €X clest qu'il existe n & % tel que x = £(n),
d'ob &(x) =f(n+1)¢ X, donc d'aprés IT) on & X = E, et £(n)
est une appiication biunivoque de Z sur E ; les relations £(0) = @,
fln+1) =g {}(n)j montrent alors quse clest un“isomorphisme ‘
entre Z et E. Tout ensemble ot 1l'on g défihi uﬁé stru¢ture éétis«
~-fgisant & 1), 1%). III) est doné'iéomdrphe'& Z : oh‘dit‘gue ia 1
théorie définie par ces axiomes est univalente. :i 1  '

' ’Coﬁmé‘l’on verra, noﬁ.seulément la ﬁhéorie-déé
nombres entiers, mais celle des nombres réels, celle de
l'espace B, 13 géomdtrie suclidienne, la géomdtrie
Projective, sont des théories univalentes : 1a mathémg-

-tigque classique n'g méme connu gue de telles théories
et le développement de_théories multiValgnteg est le

Ses prédécesseurs, Sans doute la Premiére introduction
de théories multivalentes 8 616 faite .... (date ot .
références : géomdtrie générale (sans axiome des paralléles))
. Mais ce sont Riemannp et Dedeking gul.ont les premiers . -
Développert utilisé avec pleine Conscience Ia notion de théorie mul-
=tivalente, le premier en géométrie»(Ueber*die“ﬁypothesenaoo)
€ second par 1'introduction des zroupes abstraits. ..

Voici meintenant une application importante de la motion

d'isomorphie, que nous allons étudier dfgbord 8ur un exemrle,

lui-méme intéressant. Partons de l'ensembic 4 des entiers, axioma-

-tisé comme on vient de le dire, c'est-a-dire comme suit :

o e
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On suppose donnés dans Z un élément, noté O, et une applica-

-tion biumnivogue de Z dans lui-méme, notée x + 1 ; et l'on prend

pour axiomes les propositions : I) guel gue soit x e 7, x + 1 % O;

11) si X& Z est tel que O X ot que x & X entraine x + 16X,

on a X =2,

Ces asxiomes éfant posés, observons qu'on en déduit
eisément lag définition des fonctions x + y et x.y ;
on n'a pour cela qu'a poser : 1) x + 0 = x,
x+(y+t1)=(x+y)+1, d'ot par récurrence llexig-
-tence et l'unicité de la fonction x + y ;

2) 2.0=0, x.(y +1) = x.y + x, d'oh 1l'existence
et 1l'unicité de lg fonection x.y.

@

ui a pour

Ke)

Considérons maintenant l'ensemble explicite &
éléments les deux signes +, - ; le produit &6 x Z, dont nous
écrirons les élémenté sous la forme + x si leur premidre coordon-
~née est +, - x si clest - ; ot, dang € X Z, le partage en
classes of toutes les élagses sont des ensembles & un ssul élément
sauf une seule classe w'qui ail pour éléments + O et -0 ; soit 2Z
l'ensemble de ces classes, c'est-a-dire 1'ensemble gquotient de

& X Z par la feléiion‘d’équiValenc@ déduite de ce partage s
80it Z' la partie de 22 qui comprend la classe ® et toutes les
classes %fszi-paur x %.O . '

& : £ “

2 pa T ; ;', R : SR
Soit u & zZ ; considérons la fonction s{u) définie par

e ¢ J ) € iy ik ey
les conditions suivantes : 3) s( §+-31§) = % +{x + @)é} si x % 0 ;
j : % : aa s L /
B) slay-daala. s e ininy e el G
-) slw) 170y 5 ) elyeih ) —al 4y waAiwxﬁ} :ij(xeﬁ}j

2 k3 : o ; =
81 .-x >1 . Ls fonetion s{u), restreinte & Z', est une applica-
-tion de Z' dans elle-méme ; et la structurs de Z', définie par la
donnée de ® et de s(u), salisfeit aux axiomes des entiers, de

- ; 1 ; 2 > o
sorte qge Zt, ponr gette_structure, est igomorphe & Z .
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D'aprés ce que nous savons sur lfisomorphie, toute proposition
démontrée au sujet de Z devient, par le changement de notations
déterminé par la correspondance biunivogue définie entre Z et Z7,
une proposition vraie au sujet de Z'. I1 n'y s donc pas d'incon-
-vénient & substituer entiérement, & la coneidération de Z, celle
de Z', qui est capable de rendre précisément les mémes services.
Pour abréger le langage, on diras gue l'ensemble fondsmental ZZ
qu'on vient de définir est un prolongement de Z ou que Z sst unme
partie de ZZ ; et par entiers on entendra les éléments de Z°f.
C'est 14 <n somme un abus de langage, qui consiste, lorsqufon
rencontre un ensemble E' isomorphe & un ensemble E déja connu,

gi-
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& cesser de parler de E et & appliquer tous les termes qui d

-gnent des objets de E aux objets correspondents de E!', ce gui
permet, en vertu de l'isomorphie, de continuer & se servir de
toutes les propositions qui ont été démontrées su sujet de B

puisqu'elles restent vraies, avec ce nouvegu langage, pour B!,
Nous emn -rencontrerons de nombreux exemrles dans la suite ds ce

traité.

§ 2. Extension & plusiesurs ensembles fondamentaux
~ Dans tout ce qui précéde, on est parti chague fois d'um seul
ensemble fondamental E, dans leguel on définissait une structure
au mbéyen d'un élément éil d'une certaine partie égé d'un en-
-gemble fondamental fig-déiivé de B . Msis rien n?empéche de se
donner piusiéuré ensembles féﬁdamentaux E, ¥, G ; dénoncer une

régle qui détermine un ensemble i% de 1'échelle des types
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construite sur B, ¥, G, et des axiomes qui déterminent ume partie

 33 F G de cet ensemble : l'ensemble des propositions gu'on pourrs

(=) ]
‘zE,FgG
théorie, celle gui a pour axiomes ceux qulon surs posés. On pesut

déduire de la proposition " 5 & constituera alors une
toujours dire gue QEL définit une structure, structure gui éta-
-blit une sorte de liaison entre les ensenbles fondsmentaux

E, ¥, G. La notion d'isomorphisme est zlors & modifier d'une
maniere corrsspondante : un isomorphisme se composers ici de
trois transformstions biunivoques, de E & un ensemble B, de F

4 F', de G & G', de fagon que, par la correspondance biunivogue
F g 2

= (=)
- B,F,G “E!, PGt

structure ;ZZ donnee sur E F,G corresponde la structure 22, gu'on

qui se déduit de cellea=ci, & la

s'est donnee sur EV, F‘ G'.

 Hais le cas qul ge presente le plus scuvent est celui of,
parml lps ensembles fondameLﬁaux E, F, G, 11 en est un qu'on
con31dere comme goaant le r8le principal, tandis que les autres
sont congidérés comme jouant un rdle suxiliaire. Par sxsmple,
801ent E, A deux ensembles fondamentauz ; Supposons gu'on se
donne une fonctlon d'un element générigqus x de E et d'un élément
generlqge @{ de %: fonctlon prenant ses valeurs dans B, et gu'on
noters @{,i ;iR sers considéré comme ensemble guxiliaire, gu'on
appellera souvant le d0ua¢ne des opérateurs, tandis gue E sera
l’ensemble conSLderé comme pr1n01pal ; en générel, on imposera
a la fonctmon X x des'axiomes, gui pourrcnt €tre de nature
diverse : pér exenple, en VOlCl un qui figure dans la plupart

des theorles o& apparalt une telle fonction : guels gue scient
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e €A et ﬁé A, 1l existe Y € A tel que 1'on ait, guel gue
soit x, ¥ x - e( ('ﬁ x). 11 arrivera souvent méme qu'on se
donne une structure plus complexe, qui comporie & la fois la
donnée de la fonction o x et la donnée d'une structure de A
lui-méme, et par laguelle parfois A ss trouvers déterniné & une
isomorphie prés (par exemple A sera l'ensenble des entiers son
1l'enpenble des nombres réels). Guoi gu'il en soit, 1l'on considé-
~Tera, dans un pareil cas, gque A est domné une fois pour toutes,
et l'on dira que la structure qu'on se donne est une structure
de B ; cette manidre de parler, qui laisse A dans 1'ombre, ne
préte cependant en genara? & aucune confuszono

Lorsqu’alors en parlera d'lsomorpnisme, le plus souveaé_il
s?aglra dfun 1somorphlsme portant sur B seulomenu, A ﬁ?étant pas
touche, c'esteaud1re d’une eorruspondance bﬂanlvoqun @e Z & un
edsemble E' gui, a la s;ructure déflﬂle sur E {aveu A comme
onsemble aulelalr@) fasse corresvondre la stwuﬁtuﬁe deflﬂla
sur Bf (&V@u A comms eng@mbls aux;llalre} Ceéaa n @mpecbe pas
ceéeadanz qa'on n’axe a con51éer@r qu@lquefols des lsomorphlsmea
“ortant a la fexs sur B et sur l?ensemoﬁa ”auzzllazre“ a0
cette conolderatlon an%és ¢é que nous venons de dire, n'impligue
aucune alfflc é partlcmlzéreg et il suffira de laz sigpnaler

2n sSon l;euo
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