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CHAPITRE I. QUELQUES ELEMENTS DB SYNTAXE BT DE LOGIQUE.

I. LES OPERATIONS SYNTACTTQUES ?Lﬁﬁamwgiagbo

Nous exprimerons dans cet ouvrags les propositions mathématicues
avec les moyens que met & notre disposition le langsge ordinsirs,

convensblement couplété. 11l parsit aujourdthul indispensabls dfen agir

c,

aingl, sous peine d'imposer au lecteur des difficuliés de lecture

(“ (
@

guagi-insurmontables.

Cependant, 11 ne Pfavl pas non plus se dissimuler les inconvénients
de cethte manidre de faire, inconvénients qni ticnnent & ce gue le
langage commun ntest pes adapté & la Tormulastion de Jugements précis,
pour peu que ces dernlerg présentent guelgue compllicatlion. On peut dirs
gu'il a tout & ls Ffoie trop et pse sssez de souplesse. |

Dfune part, en effet, le langage commun comporte, povr formulsy une
méme gffirmation, toute une série de tourmures diffé“@ﬁ?eﬁ qul permet-
-tent au littéraseuv de nuancer de mille mamiexea lﬁaxpfeagi@n de s8
pan%ea ou de son sbsence de pensée, mais gul ne Eeuveaz Gue MasSqueT
a2 mathématicien 1'identité sous-Jacente du Jugement porté : en ce
domaine, trop de richesse mult. | ,

Hais, par silleurs, on sent bien vite & qﬁel point le lansege
résiste guand on veut lul fsirs exprimer déa Jugenents compliqués.
Une vhrase mathémstigue sssez ﬁimylé teile gue %ls condition gue P
so0it un nombre premier entraine gue tout divigeur'de » o8t égal goit
8 1 s0it 2 p " sapparsit déjs lourde é% inélégante ; que dire de phrases
o plusieurs affirmations de cetvérdre se Lrouvent supsrposéses 7

Le mathématicien n's besoin gue d'un nombre trés restreint de

¢ o 0 O

moyens de syntexe, el n'a gue faire des procédés de nusncement
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de ces moyens 6lémentaires {les conjonctions You®, You bien® Jousnt

le méme rble & ses yeux ; de méme pour "puisque®, "car®, "en effet?,

parce que®, etec. ete..) ; mais 11 s besoin de pouvolr supsrposer un

grand nombre de fois ces liasisons synitactigues dars une néme phrasge,
ot se trouve trés respidement limité dans cetie direction par le
difficulté de compréhension de ce gu'il serait amené & sScrive.

Les logisticiens ont, & vrei dire, fabriqué vn lengage plus

adapté & la formulation des propositions mathématigues, dans legusl,

notemment, les conjonctions ususlles sont remplacées par des signen.

Leg phrases mathématiques peuvent, dans ce languse,

facon beaucoup plus abrégée que dans le langage oidinsire, et sure

~toutb S80S aUCUDS ambiguubé : leur exalen graphigue

seul @oup d¥oeil 3 1tinitié Teur signification, Mz

8 ce leangasge &tant 28807 longue et difficile, nous

imposer & p@tx= leenaara

E@ﬁs voulong cepsndant doouner lci guelques lndications

‘q

guccinses sur lsg maﬁi@rE 1&&@ leg phrages matEEmaixamc; ge construl-

-sent les wnes & partir des anaye;J c'sgt-a-dire zur le
syntaxiques que l'on s couramment & faire.

On doit touvt dlabord =evoir prendre la mégapsa diuvne proposi-

~tion P, a@estaéeéire f@fm@r la proposition gul ai?jzm@ exc@t@uﬁﬁﬁ

le ﬂaﬁtralre ge co gulafl] ixms P .

fois ce qugaffirm@ p et ce gulaffirme g
A partir de ces operatiana fondenentales, on pevt en dériver

d'gutres. Si on forme la conjonction des négaetione de p et de g,
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on a une proposition qui affirme que p et g sont toutes deux fausses.
En prenent la négation de cette dernidre vroposition, on affirme gque

P et g ne sont pas toutes deux fausses, domec que 1'une au moins est
vYraie. Ls proposition ainsi obtenue s'appelle 1s disjonction de p

et de g et s'émonce "ou p, ou g¥. Ddés ngintenant, nous sommes en
mesure de constater 1l'un des dangers du lengsge ordinsire : pour
beaucoup d'esprits en effet, lg rhrase "ou p, ou g% signifie gue ltune
Ges propositions en question est vraie, & l'exclusion ds 1llautre ;
nous devons au contraire comnsidérer l1l'sPPirmstion fon D oun 9 comme
parfaitement compatible avec 1'affimmation simultaznbe de P ot de qg.

Formons maeintenant la proposition %ou non p ou g (non p repré-
—oentant la négation de p). Elle affirme que p ne saurait &tre vrai
sans gue g le soit gussi : on la formule "p entraine g". Ltimportance
exceptionnelle de cette combinaison provient de sor r8le dans le
schéms de lg démonstration. Toutes les fois én effet gue l'con a
démontré les propositions "pfet "p entraine g%, on peut ajoutsr Hg®
é la liste des propositions démontrées.

On formule souvent le proposition "p entraine g" ds la maniére
suilvante : %pour que p, il est nécessaire que g® (n'oublions pas gue
P et g représentent des erases ; ©lles doivent, dans la formulstion
précédente, &tre mises au subjonctif) ; = ou encore "pour que g, il
est suffisant gue p®" .

Une autre combinaison exiramemaa? importante est cslle gue llon

obtient en formant lg congonetlon de "p entraine g ot de ®g entrafne

P". On obtient ainsi une proposition gui se Fformule v est équivalent

& g% et qui gignifie qu'aucune des propositions p, g ne saurait &tre
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vraie sans que l'autre le s0it en méme temps ; - clest-é-dire, gque
p et g affirment en réalité la méme chose, éventuellement sous des
formes différentes.

-

La proposition %p est équivalente & ¢" peut encore se formuler

o0

comme suit : *pour que p, il est nécessaire et suffisant que q” ou
"la condition nécessaire et suffisante pour que p est q”5 Pour
démontrer des propositions de ce genrs, on se sert souvent dun
procédé dit des propositions en chaine : p,q,r désignant per exemple
trois propositions, si on a démontré gues p entxaina a, gue ¢ entrainve
r et que r entraine p, alors les propositions p et q sont éguivelenieso,

entre elles et & ia proposition r.

£,

ol

Hous avons décrit quelgues procédés pour combiner synbactiguemsny
les propositions les unes avec les autres. Les démonstrations mathéma-
-tigues sont des enchalpements do phrases telles gue lion puisse
affirmer la vérité de chacune d'elles guand on sﬁit déja que les
précédentes sonlt vraies. Malsg gui nous donné le droit dfémetire de
pareilles affirmations 7 Ge sont coertaines rdgles les rdgles de la

iogigue, gutil faut distinguer des noyenus syntactiquesa'QEi ne gonb

gue des procédés pour febriqguer des phrases sans préjuger en rien
de leur vérité ou de leur fausseté.

Nous avons déja cité l'une de ces régles : si on a démontré
les propositions "p? et "p entraine g, on peut-considérer fg® conmme
démontrée. Il en est dfautres, qui prennent l'aspect suivent : on se
donne le droit de considérsr comme vrales certaines combinaisons de
phrases, faites suivant des schémss déterminés; quelleé gue soient

les phrases que l'on combine par les schémes en question.
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Par exemples toutes les phrases gue l'on pourrs déduire du schéms
fla propdsition "p et g entreine p" geront temues 1our vregies, quelles
gue soient les phrases p ot g. Ces schémag de combinaisons gui fournis-
-sent toujours des propositions vraies, quelles que soient les phrasss

auxquelles_on les gppligue, sont appelés les identiiés logiouss. On

peut le déduire de certaines d'entre elles, les ggggggaoiw_m@_l)g'

11 n'entre pas dans nos vues d'énumérer ici ces sxicmes. Signalons
cependant que, & l'encontre de certains logiciens, rous reconnaissons
comme sxiome le schéms de la double négation, qui se formule ¥ 1g
négation de la négation de p est une proposition équivalente a Do,
ainsi que celui du tiers execlu, qui se formule "p ou non pf .

Parmi les identités logiques figure notaﬁment la suivante
"le conjonction ds p et de non p entrains g". Ce qui signifie gue,
8i on tient simultenément pour vraies deux propositions contradictoirss,
on peut en déduire toute proposition g : toutes les propositions
deviennent alors vraies, éa gui suffit & montrer le mangue 4tintérét
d'ime théorie dans laquelle une phrase p serait vraie en méme témps
que sa négation. _ '

Dl'agutre part, si de la négatipn ?non‘g“ Gfune yroyé&itien g on
peut déduire une ccntradiction; cfest-a-dire si dejnén g on peut
déduire une prepésiticn de la forme "p et non pP", ou simplement si
on peut déduire de "non g% la négation d?uhe proposition p déjé
démonirée, on pourrs considérer g comme démontrée : car dans ce cas,
non g entraine "p et non g", qui eét lg négation de lg prop@éition
vraie "p ou nom p" ; donc "non g ou P et nonm P est vrzie, clest-a-dire
gue "p ou non plentraine g" est vraie ; "p ou non pP? &tent wrelie, il

en est de méme de g. Le procédé précédent péur démontrer une proposition
"Q" g'appelle raisonnement par 1' o
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9II. PREDIGATS ET RELATIONS.

Hous sommes partis au § 1 des phrases mathématiques supposées
données pour les combiner entre elles. Hous allons maintenant entre
dansvl'étude de leur structure interne.

Nous trouvercns dfgbord un premier type de Jugement qui comsiste
em llattribution & un certain objet d'une certaine propriété. Par
exemple : " 2 est un nombre premier?. Ds pareils Jugements sont souvent

construits, comme dens l'exemple précédent en interposant la copule
"egt? entre le sujet et 1l!énoucé de la propriété stiribube. Eais cette
construction n'est pas la seule possible ainsi, =2i su lieu de dire

"2 ast un nombre premier® nous discns gque %2 n's pas dfautres divissurs

‘que 1 et lui-m8me", nous obtenons une proposition éguivalente & la

_précédente, mais construite avec le verbe ¥avoir"

En tous cas, ce qui imports, c'est de volr que lz mfne propriété

=

peut 8ire a%tribuéea par des prcpésitiabs diverses, & divers objets.
Par exenple , 3 cbts de la proposi tion %2 est DfSLieT , nous surons les
propoeltions 3 est premier” 4 est nremier“a etc. .ete. . Eaus:p@a?cﬁs
fabriquer ces diverses proposizzon& en 3Ub8titbaﬁb dens "x est preniecr?
les divers nombres entiers au sywbole z. HNous devons donc considérery
ix est premiar“ conme un schéme de proposition ; cetle écriture ne
représente pas par elle-mémes ume proposition, mais un mogen'de former
des propositions. De pareils schémes s'appellent des prédicals ; un
prédicat consiste donc en une phrase dang laguells 1@ nom de l'objet
augquel l& phrase attribue une certeine propriét té6 a 6té remplacéd par
un symbole tel gue x on y : on moterz un prédical Blx) {oa Ply) ... ).
Considérons msintenant une proposition telle gue "6 est divieible

B g "’ % s
par 29. On peut la considérer comme énongant une proprxsté du nombre o

°

| et
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elle dérive alors du prédicat : "x est divisible par 29". On peut aussi
la considérer comme énoﬁgant une propriéié du nombre 2 ; elle dérive
alors du prédicat %6 est divieible par y". Hais, d'sucun de ces deux
prédicats, on ne peut faire dériver la proposition ® 8 est divisible
par 4 7 dont l'anslogie de structure avec "6 est divisible par 29
est cependant évidente.

Ctest pourquoi on introduit un schéma de comstruction plus large
gue le prédicat, & savoir ls schéms "x est divisible par y" : ce schéms
donne ume proposition en y remplacant simultanément x et v par des
entiers. Un tel schéma est appelé une relstion i1 exprimer guelgue
chose qui porte sur les rapports mutuels entre x et y. On note une
relation par un symbole tel que R(x, 7).

Les prédicats et les relations peuvent se combiner entre sux
comme les propositioms. Ainsi, P(x) et Q(x) étant des prédicais,
nous pourrons former les prédicats "non P{x}é, *P(x) et Q(x)",

"P(x) ou Q(x)", "P(x) entrafne Q(x)", “Pfx) est équivalient a Q{x)#,
et de méme avec les relations. D'autre part, on notera qu'un prédicatb
P(x) peut &tre congidéré comme une relation particulidrs ?{; ; ¥) |
dens laquelle y serait absent. De sorte‘qﬁe "P(x) ou Q(y)" doit &ire
consldézré cdmme une combinaison de.ralatioas éntre z et y, done

comme une rslstion. .

Mgis nous avons,-avec les pfédiaéts et les relations, des
procédés combinatoires nouvesux. Tout dlsbord les substitutions : 21
P(x) est un prédicat, mous pouvons Former une proposition Pla) en ¥
remplagant X par un objet a ; si E(x, y) est une relation, nous
pouvons former uvne relation R(aa b)veh substituant 4 x et & ¥ des

objets a, b ; nous pouvons aussi substituer a y 1tobjet b sans toucher
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& x : nous obtemons alors le prédicat BR(x, b) ; on obtiendrait de
méme le prédicat R(a, ¥).

Deux autres procédés, d'une imporitance décisiveg permettent de
Pebriquer des propositions & partir d'un prédicat P(x). Lun consiste
4 former la proposition "il existe un x tel gque P(x)?, et 1'autre la
proposition® quel que moit x, P(x)?. La premibdre de ces propositions
affirme qu'il existe un objet a (av moins) qui possdde la propriété
énoncée par P(x), et la seconde, que tous les objets la possddent.

Soit maintenant R{x, y) une relation : nous pouvons lui

appliquer des opérations de méme nature et obtenir sinsi :
a) des prédicats, tels que "il exziste um x tel gus R(xz, y)? ou
guel gue soit yg.ﬁ(x,,y)” s+ b)) des propositionﬁ : par exemple
1Sl oximio v x tel que pour tout v, R(x, ¥)" ou eaéer@ fpour tout x
et pour tout y, R(x, y)" . '

®(xz) ot Q(z) étant deux px édaaads, nous attirons tout particulis-
»rement l’attentioa sur la propogition %guel qua s0it x, P(x) ost
mqulValeno 3 Q(x)n. Getue propcs; tion. sffirme gue n'lmporte quel
objet < possede oun ne poaaéde pes exn meme tenpe les yﬁaprléteg
éuoncees par P{x) et par Q(x) gutrement it elle offirme gue ces
deux proprlétes sont la méme propriété, éventuellement énoncée de
maniéres differentesa Clest cette prcpoaltlon qu@ nous Tiserons
guand nous diroms que les prédicats P(x) ot Q(x; sont &guivalents.
De méme gquand nous dirons que le prédicat P(x) anﬁra@ne Q(xz), cela
aurs pour nous le sens de "quel que soit %, P(x) entrainme Q(x)".
11 s'agit 14 d'une propgsition, qu'il me faut pas confondre svec
le prédicat "P(x) entrafne Q(x)". Les mémes considérations s'appli-

=quent aux relations.
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Le maniement dans les démonstrations mathémabiques des prédicats
et relations obéit & certaines régles qui viennent stajouter & celles
données au §ZZ « I1 n'entre pas dens nos vues 4'énoncer ces régles :
nous voulons seulement gtiirer 1'gttention sur certzins points.

Bt tout d'abord sur les rapporis entre les affirmations de
généralité et d'existence et la négation. L'une des régles em guestion

est en effet gue la proposition "guel gue soit %, P(x)" est Squivalsnte
&

& ls négation de la proposition Pil existe un x tel gue mon P(x)".

De méme, la proposition %il existe un x tel gue P{x)" est Squivalente

4 la négation de la proposition T"guel que soit x, non P(x}? .
D'autres régles se rapportent aux substitutions : s étant un

objet, si on g démontré la propriété Pla), an'peut considérer comme

démontrée la proposition "il existe un x tel gue P(x)? . Inversement,

' sl on =& démontré la proposition il existe un x tel gque B(x)® on se

donne le droit d'introduire dans la suite des raisonnenents un
gymbole nouvesuy gui représentera un objet dont on saunrs gu'il joult
da.la propriété énoncée par Plx). De méme, a étanﬁ‘un objet, la
proposition "guel que s0it x, P(x)? entraine "P(a)* .

Diguirss régles se rapportent sux rapports des propositions
diexistence st de généraliié avec les opérations gyatactiques
¢lémentaires : par exemple : "il existe un = tel ague P{x} ou Q=x)®
est une proposition équi?aiente & la praposition 731 existe vn x tel
gue P{x) ou il existe un x tel qué zx)s . |

Enfip signalons gque toute proposition (oﬁ'taut prédicat ou toute
relation) construit & partir de prcposiﬁionsg de prédicats, de relations
au moyen des opérations syntacitiques gue nous avons décrites se

changent en une proposition équivelente (ou un prédicat éguivalent
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ou une relation éguivalente) si on change les propositions, les prédi-
-cate ot les relations qui ont servi au cours de ls comstruction, en
les remplacant par des propositions, des prédicats ou des relations
respectivement équivalents. Ainsi : sl P(x) et P'(x) sont des
prédicats équivalents; il en est de méme des prédicais non P(x) et
pon Pt(x} ; si de plus Alx) et Q'(x) sont un nouveau couple de
prédicate équivalents, P(x) et Q(x) est un prédicat éguivalent &
Pi(x) et Q'(x) ; si R(x, y), R'(x, y) sont des relations éguivalenties,
les prédicats "il existe un x tel gue R(x, y)" et i1 existe un x

tol que R'(x, y)" sont équivalents, etc. etc..

$IIz. a NOPION DE TYPES. LES COUPLES.

Jusgu'icl, nous avons dit que, P(x) étant un **adigaa, on en
déduisait une pr0p081bzoﬁ eﬁ svbszitaant 8 X vn TQJJ **3 sans limiter
ia categorxe des objets quse 1*0@ peat alns; substﬁJa ‘QW, consildé-
=rons un predlcaﬁ tel que ®x est un aombre premier? et aostftacﬁs 8
x l“expre351on file triangle ABC ® : nous oblenons une phrase aepaaf?aﬂ
de signification. Certains logiciens cons;dercnt gue de gaf@ilé@u
phrases doivent.étre copsidérées comme de vériitsblses g;ogeqiui@mﬂ
auxquelles ils attribuent la veleur logique du pzaz&” .be @aing de
7ue est & rejeter gbsclument 3 dﬂaa@ pafa? parce a19*} camdu; 88867
fauzlement & des contrsdictions et d?aBXEe part, pour 495 raisong de
cammaéjteo Bn effet, 11 egt commode de pouva»r dédng& V&lablam@ﬁt
de la négation du fait que x soit premier ltaffirmation de llexistencs
d'un diviseur de % autre que 1 ou zié clest ce gu'on ne sauraltl f&i;@
8l x p@u#ait représenter un triangle.

Il conrient donc de congidérer que l'cn a un @a&tain nombre de
typee d’objetsa et gue chsgue préﬁieat 8o rapporte & 1'un de ces types,

M




de telle maniére que les seuls objets gue 1'on puisse substitusr an
gymbole x dana le prédicat soient des objets du type en guestion. '

Graphiquement, il est souvent commode de réserver certaines
catégories de notations & chague type, de telle sorte gue les minus-
-cules latines représentent les oﬁjets d'un certsin typ§3 leas
majuscules latines ceux d'un autre type, ate. ebc.. 81 on n's pag Pait
de convention de cette sorte, il faut préeiser quand on parle dlun
objet le type augusl il gppartient.

Les mémes considdrations slappliguent sux relstions : Bz, 7)
_6tant une relation, il convient de considérer gue cette relation ns
donne une proposition sensée gue si on gubstitue 2 x un chjet d'un
certain type, et & y un objet d'un nouvean typeg gul psut &tre le
néme qﬁe celui}relatif & x ou en &tre différent. Par eoxemple, la
relation %x est divisible par y" ne donne de propositicne sensées
que si on remplace x et ¥ par des énﬁiers ; la relstion "x est un
habitant de y® ne dounne de proposition sensée gue gi on remplace x
per un nom d'homne et y par un nom géographiquea |

Rous allons msintenant veir gque, grﬁcs.é cette potion de type,
nous allons pouvoir falre rentrer la notion de relstion dens le
cedre de ls notion de prédicat. Liidée qni présiée'é cette intégration
est celle de comsidérer ume velation R(x, y) comme énoncant une
propriété du sysidme formé par les objata'x et y, ce systéme &tant
Ini-méme considéré comme un objet d'un nbuvaéu;tybao

De méme gue nous svons considéré R(ia-y)'comme vn schéme de
construction de propositions, nous ccnsidérerbne (= ¥) comme un
schéms de construction dfobjets : cfest-d-dire gue nous eonai&ér@rbns

comme des objete tous les symbales (a, b) gue lion déduit du schéma
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(x, y) en y substituant & x un objet d'un certain type et & y un

objet d'un certain type. L'objet (a, b) stappelle le couple formé par

a ot par b. 11 est d'un Type qui ne dépend que des types de a et de b.
Nous voyons ainsi comment, & partir de types Gonnés, on peut en

febriguer d'sutres. Supposons gue nous connaisé@na deux types d'objets

T1 et T2 : nous pourrons fabriquer : le type des couples diobjets du

type T : on le désigne par T ;€T1 : = le type des couples d'un objet

de type Ty et d'un objet de type T, : on le désigne par T§a<%2 ; =

7’9 ®

le type des couples d'un objet de type T, et dtun objet de type T, :
on le désigne par T23£T1 ; - et enfin, le type dac couples d’obj@ta
de type Ta : on le désigne par T, AT, .

Mais la puissance du Drocédé pe starr8te pas 13 : on peul encore
former le type des couples d'objets de type T, et dfobjets du type
T%3£Ta ; ce +type s deszgne par T, zé(ﬁﬁzﬂTz}. Par exemple, 8l &
et b sont de type Tﬂ ot =< de type T,, le couple (a,{b,et)) est de
type T1 2<(T 2<T ). On peut encore former les types‘(%é %‘ﬁaﬁ x Ty,
(T, % T, ) RT,, (T %? }7\{ %ﬁ ), etec. etc.. -

21 T, izsléz sont trois types, nous mourrons eaﬁsgderer des
relabions entre objeis de Lype %J Qg et cbge&s de tyﬁavﬁyo
)

L

telles relstione peuveﬂn ausﬁi &tre app@lees relat;auﬁ _ternes,

car elles comporient trois sym%oﬁes %, ¥, % tels qu'on @bﬁi@n&@ nne
proposition en remplacant X par un obja» de type E%g 7 p@r un cbiet
de type Tg et z par un objet de type ‘5 Une telle relation doit se
représenter par un aymb@la tel gue B(x, ¥), z). Uependani, vour 8lléger
les notationsa il est commode de sonvenir gue 1'obtjet({a,b), c) se

Ieprbsente par (a, b, c}g de sorte gu'on pourra noier ‘15 relation en
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guestion R(x, y, z). De ﬁﬁme, lg notation (a, b, ¢, d4) représenters
par définition la méme chose que ({{a, b}, ¢), 4) ou encore gue

((a, b, ¢}, 4), et ainsi de suite. Mais il Paut se gavder de confondre
{a, b, ¢} avec {a,{b,c)} : ce ne sont pas des objets de méme type.

De m8me, les objets (a,b, ¢, 4}, (a,(b,c,4)), (a,(b,{c, &))), ((a,v},
{e, 4)), (&,b,(c, d)), ((e, B),c,0) sont de types tous différents

les uns des autres. _

Les procédés de febrication de types que nous venons de décrire
sont engendrés per le procéds de fsbrication dss couples. Il est
encore un autie mode de génération des types, dont nous allong parlier
maintenant. '

T étant un type, nous pouvons considérer les prédicats portant
gur les objets de ce type comme de noﬁyaaux objets, dfun type Giffé-
=rent de T. C'est ainsl que les diverses propriéids gue peut possdder
un entier sont considérées par les mathématiciens comus auntant d'objsis,
qu'il maniers comme il manie les entiers. On pourrs nobamment avoir
des prédicats porisnt sur ces nouveaux objeis, clest-4-dirs des
prédicats??gg;gigi'écriture nx{0}" devient une propositlon si on
remplace ls symbole X par up prédicat : "X(0)" doit donc &ire considéré
comme un prédicat de prédicat. (ocf. cependant au §>suivant wne préoi-
-sion sur la notion de prédicat ds prédicat).

Ainsi, & chague type T se trouve aessocié le type, que nous dési-
~ENnerons par E§ {T), des prédica%s portant sur les objiete de type T.

Ce nouveau mode de formation yient glajouter au précédent pour
engendrer des types. Par exempls, en partant'du type T, nous pourrons
former les types T x T, P(1), P(mx=, tx P (1), P(m)x P,
P x), P(P(), P(P(T) 2z 1), ete. ete.. Lo type P (T4T)

sere, évidemment le type des relations entre objets de type T.
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81 nous partons de certains types de base T, U,...,W, les types
gue nous pvouvons former & partir d'eux par les procédés générateurs

dont il a été question forment ce guton appelle 1'échelle des types

construite & partir des types donnés.

§1v. Lihearth

Chague théorie mathématique comstruit en princips son langage an

moyen de certains prédicsts ou ds certaines relations qui lui gmont
propres ¢ leu propositions ds la théorie sont celles gus 1*0n peut
former & partir de ces prédicats et relations de base @ar Jes procédes
syntaxiques‘que nous avons indiqués. 2

Mais il esﬁ Pertaines reiotiéns que lfon x@tr@uV9 dﬂns toutes
les théories : elles ﬁormant une. BOV56 de fond commpm. ?arwl @élga

fi&urent les ralatloﬁs at galigé %A = y? -

Une relstion d'égallte ast uﬂe-relaﬁion entre objets d?un méme
type ;.une'phrase qui éngngefaiﬁ'i?égglité de deux objets de bg@ﬁﬁ
différents serait vide de‘genﬁ ; ¢o ne seralt pas ume prapésitigno-

"Il faut donc'considérer.quea pour chague type, il existe ure
relation d'égalité entre @bjets'de ce type. Ces relations sont toutes
désigndes par le méme signe " = ®

Lt'introduction des relations d'égallité comportent certaines
régles de raisomnement, qul en prescrivent le mode dfampléi; Par
exemple : 4 '

"guel que solt %X, x = x7 est une proposition vrals. Far suite,
o &tant un ébjat "5 = a® est une proposition vraiea
flguels que aoient xety, X=73 enuraiﬂe y=x 9" est une proposi-

-tion vraie. Je que nous pPouvOns encore, en tenant compte des conven %10%
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du § I%, énoncer ainsi : la relation "x = y" entraine ls relation
iy =x" .

Lie conjonction Px = y et v = 2" entrafne %x = z" ,

Diantres régles se repporient & la considérstion simulisnde
des relations 4'8gplité pounr différents types @

Ie conjonction '?x =y ot x' = ! ? gaf Sguivaieonte & la

relation "(x,x') = (y,y') " .

Dans ceci, x et y sont nécessairement 4'un méme type ; il en
est de méme de x' et de y' ; meis x et x' ne sont pas nécesseirement
du méme type.

P(x) étant un prédicat, ls relation %x = y® entraine ls rela-
-tion "P(x) est &guivalent 3 B(y) " .

Il en résulte que; des propogitions a = b @t,?{a}i on peut
déduire P(b). Autrement dit, 1'égalité de deux‘quﬁﬁﬁ entraine
1%impossibilité que l'un des objets posséde une propriété sans que
ltgutre la posséde aussi.

Infin, et ceci est trés importani, nous svons une reg
affirme que 1'égalité des prédicats signifie la méme chose que leur
éqnivalence :

La relation "X(x) = ¥(x)? entre pré&dicats esi éguivalenie & la

relation "le prédicat X(xz) est éouivalent au prédicat ¥(x) 7.

Lo comparzison des deux derniéres régles que nous avons énoncées

risgguersit de nous condulre & une contradiciion si nous ne précisions |

pas ce qu'il faut entendre par prédicat de prédicat. On pourraitl en
effet croire que l'on peut considérer comme propriétés d'um prédicat

des propriéiés qui se rapportent & sa formulation, comme par exemple

la propriété P{X) qui s'énonce aingi : %le prédicat X se fcimml@tﬁmm
dix mots %.
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Heis ceci nons condulrait facilement & des contradicilions : supposcne

en effet connu un prédicat X@ gui se formule en dix mo

?{X@} est vral ; on pourrait dang beagucoup de cas
prédicat X? gui énonce la m8me nroprisité gue A maie gui la formuls

on par exemple huit mots. Les prs

fr?\

3G UL i?al@ntﬁg done égaux, tandis que

2

?(Xé; le s0it, ce qui serait en conitradiction gvec

@

régle dfégalité,
Cette difficulté se léve en distinguant entre un prédicat et

sa formnlation, le prédicat étmnt un objet d'un certain type st ms

~

o~ § omay o s
cu'un nom

s 23 st : & = 4 = = e
Pornulation ug cobjet d'un autrs type : de le mex ne Mg
43 d e p

d'homme n'est Tezs un objet du méme type gue l?hamm@ gu'il

Nous aurions donc 13, enm principe, un pouveau procédé de

formation de types. Cependant, ces types ns sont
pour le mathémsticlien ; leur étude serait plutdt 1'objet ds la

= e o 3 .
nrn ewyn o S im ewTrhieet e Vs B =y
e gus U888 DPsSGIeRNS GE

i

i

séwantigua. Nous nous contentserons conec de d

0

cats que nous consbituerons seront des g

..’_

PreGs

*m‘

gur le contenu ou la signifi@éxion dun prédicst X(x) et non pas sur
gz Pormulstion.,

Pour en finir avec l%égslité, donnons encore les définitiocns
3&1@&&@@& 5

4) 1s relstion "x % y" est ls négation de ls relsiion x = g%

2) Plx) 6tont un pfééicat, la proposition "il existe au plus
un x tel gque P(x)" est par définitidn identigue & la proposition

=
it

"lp relation P(x) = Ply) entraine x = y" .
La proposition "il existe un x et un seul tsl gus P(x)" sat per

définition ide nt&guy a 1z @@Licmntvap Wil existe vn x tel
et il existe au plus un x tel gue Pix )i
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§ V. Ia HOTION GENERALE DE THEORIE MATHEMATIQUE.

4

Pour constituer une théorie mathématique, 1l Taut d'zbord se
donner divers types de base T, Y,...,W (dans chague théorie ces t{ypes
doivent &tre individmellement domnés, cfest-a-dire désignés). 4

partir de ces types de bage, on counstruit comme nmovs 1l'svone Indigus

{ §>zzz} ltéchelle des types. Lee cobjsts gui sercut
la théorie seront les objets des différents itypes de celis échelle.
I1 imporie de considérer gue llon me considdre jamals gue des objets
appertenant & un nombre fini de ces types. On @gufﬁ ait done indiguser
& l'avence guels sgnt les types de 1l'échelle des types dont on 2
besoin. Hous ne donneroas pas, dans lz sulte, ces indications gul
sont sans intéréi pour noire objet.

T1 fzub ensuite defzair los élémente du langege de la théorie,

Cog éléments ccmporuent dlune pari des éléments syntaccliquas

3 toutes les théories (1'emploi de %eif, "non%, Til e;

d'sutre part certains prédicats et csxtainaa relations,

désignés, portent sur des objetsz de types déterminds. Un pourre par
exenmple se donner pour déflnir les éléments du langege, un prédicet
P(x) portant sur des objets de type T et une relation RB(x, ¥) entre
objetg de type T et ijetslde type Ej’(ﬁ}a Parmi les é&élémentis du
langage figursront toujours, implicitement, les relations d'égallité

pour les différents types?

et relations de base suivant les rigles de la syniaxs.

Cependant, il convient de remarqguer gue 1f'on pourra LPUYO@U&EQ

dans la théorie de nouveaux symboles (autres gue csux dc
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par les procédés sulvants :

Définitions constructives. £i un ensemble de signes représente

un objet d4'un certain type, on pourrs introduire uun signe nouveau pour
abréger ls représentation de cet objet. Par exemple, si P(x) et Q(x)
représentent des Pxédic&ts déjs construits, portant sur des oblels '
d'un méme type, on pourra introduirs un nouveau sigre Rix) qui re
-genters le prealcat P(x) et A(x). Bn princips ce nouvesgu sigme dol
étre différent de tous coux gui ont d4&J& servi dans ls théorie ; sm
fait, 1ltinsuffisance des moyens de notation oblige 1ls plus souvent &
folre reservir les mémes signes avec des significatlons différentes.
On n'en agirs ainsi que sfil niy 8 pas danger de confusion.

2. Définitions nom-constructives. Blles comsistent

suivante : P(x) étant un prédicat de la théorie, sl on g démon
proposition "il existe un x %tel gue P(x)®, on pourra introduire un
signe = nouvesu et sdmetire que ls proposition P(a} st vraie. & sera

o

un objet gui ne sera déterminé par sucune autre cgna ition gu

D
€
@
E‘m‘.’
Bw&
)
9
(@)
fieds

gue (g} soit vral@o o(x) étant un nouvesy pzéd*ca gortant sur des
objets de méme type que E{ x)g la prcp@sltion an) sera éQVivaiﬁnté &
ia propusition "quel gue soit x, Pix) entraine Q{x)" .

Pour indiquer que l'on fait une définition non sounstruclive on
emploie le plus souvent llexpression "prenons un objet s guslcongus
tel que Pla) soit vreie®. Dsns le cas ofh P(x) est 1z prédicat ¥z = z¢
vortant sur les objets x du type T, on dira simplement : ﬁ@réngaa un
objet a guelconqgue du type ", Dans ce cas, Q(x} 4tzat uvn euire prédicst
portant gur les ébjetg du type T, la proposition Qla) est éguivelente

& : "guel gue soit x, Q(x)"
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Op notera que l'introduction de signes nouveaux par les procédés
1) et 2) ne représanté gu'une cgmmodiié‘d?écriﬁura et de lecture.
Toute proposition dans laguslile 1l en Ffigure peut 8ire remplacée
par une proposition éguivalente gui n'en contienne pas ; Loute
démonstration qui en falt ussge peut &tre vemplacds par uns dénons-
-bration qul ne lee utilise pas. {(Les sssertions pricédentes se
démontrent en logique mathématigus}.

Dés que nous avons défini lez éléments du langsge ds la théoris,
nous avons d&ja des propositions vraies ¢ ce sont cellss gus 1l'on
peut démontrer au moyen des régles générales de la logigue. Telle
est par exemple : "guel que solt x, x = x". Mals, on donne ez géndral
en plus un certsin nombre deaxicmase Ce ﬂ@ﬁt des propositions gue
1'on peut formuler avec les &léments du langage de la théorie et que
1'on convient de teniz paur vraiss dans la‘théarieo Démontrer une
proposition, ce sera slors la déduire des axiomes.

b
_ X x

Nous sllons au chapitre suivant étudier ce gu'on appelle la
théorieldas engembles. Elle consiste en un certain nombre de défipi-
-tions et de théoéémes gui génﬁv@@mmuﬁs 8 toutss les théories
mgthémstigues. fes définiﬁions et théorémes ae‘?appartent en effet
aux propositions que 1lfon peut f@rmuler avec comme seuls éléments de
langage les 6léments de la syntaxe st l@s relations d'4galité.

Les théorémes de lg théorie des ensembles sont les ﬁQﬂ@éQh@ﬂ@@ﬁ
des régles générales de la logique. Or, ces régles me se rapporient

pas & des types particuliers spécifiquement définis. Ce gul me signifis
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pa2e qu'elles nfajent rien & faire gsvec la notion de type : Les
propositions en guestion n'ont su contraire de ssus que g'il existe
certains rapports entre les types des signes qui y figurent. Hais
ces repports ne déterminent ces types que relativement les uns sux
gutres. Aipsi la proposition "x ¥ est égulvalent & ¥ x" suppose
que x et y représentent des objets de méme type, ce type pouvant
tre quelcongue. De méme ls régle suivant laguelle Yguel gue soit
x, X(x)* entraine "X(a)" n's de mens que s8i x et = sont dlun néne
type T ot si X est de type P{i‘) ; mals T pout &trs lul-ménme
on type guelcongus.

Il en résulte que toug les théorémes de la théorie des snsen-
-bles ont ce caractére commun de s'sppliquer simultandément aux

objets de toute une série de types.
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Ay lecteur Qui voudrait se renseigner d'une maniére précise
sur les régles de reisonnement et sur la logique mathématique, alnsi
gue sur les diverses opinions gui ont cours & ce sujet, nous conseil-
=long les oﬁvrages sulvente @

HéytingaIMathsmatische'Grundlagenfarachﬂmg; Collection
iErgebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete®, Bd. %, Berlin,

J. Springer, 1934 (exposé sommaire deg principales tendances en
honneur parmi les logiciens).

Hilbert et Ackermann, Grundzige der theoretischen Logik, Berlin,
1928, J. Springer (exposé assez simple des baa@s do syestéme logiqus
de Hilbert).

Eilbert et Bermays, Grundlagen der Mathematik, 1 ; J. Zpringez
Berlin, 1934 (traité trés complei de logique mathématique du point
de vue de Hilbert).

Herbrand, Rechevches sur l& théorie de la aemag#ax&%zsﬂg
Théseg Paris, 1930 fexyose de Lowlque mathématicus grla@;paleme nt
orienté vers les quesﬁlgns de non contradlctien}e

 Carnap, ngische Syntax der Spracheg J. Springer, Wien, 1934
(étude approfondie de tout ce gui se rapporie & la syntaxe des

langages mathématiques).

OO DD O DS
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CHAPITRE II. ENSEMBLES ET FONCTIONS.

$I. LE LANGAGE DE LA THEORIE DES ENSEMBLES.

Concuremment an langage des prédicats, nous emploiercns systéma-
~tiguement un autre langege, qui en est une traduction, celui des
eusembles.

Dans le langage de la théorie des ensembles, au lieu de parler
dfun prédicat P(x), on parle de 1'ensemble des cbjets gqul possddent
la propriéte décrite par le prédicat. Un peut, si on veut, stimssiner
gue tous les objets possibles (du typs coaveuablaﬁ ont é@é‘rés~ tiﬁ-
en deux catégories en,rangeant dans ia prem i re Tteus les objetis a
pour lesquels E(a) est uns nrapogltlca vra;ca at d““ﬁ ia 3@@0@&@’
tous ceux pour lesquels P(s)} est faux : l'ensemble des objets
jouiésant de lsa propriété décrite par le prédical est alors ls
‘collsction des objete de 1s premidre catérorie. fevendant cette
représentation n'est ﬁullement nécessaire ; ells g 1?imﬁaﬁvéni@uﬁ Ae
faire appel & 1'intuition d'une opération de tri qujl est en géndral
impossible 3 éffectaer ; ot enfin; elle ne fall qu'obscurcir certai-
=nés notions telles que celle de lﬁeﬁéémbia vide {(c?. plus bas).
Nous ne Perons donc pas explicitement appei % cétie représentation
et nous nous contenterons ﬁé conaiéérar la notion dfensenmble comm
une auntre forme de celle de pfédiﬁatﬁ g

Un prédieat ne porte gue sur les objets d'un certain type :
de méme, les objets d'un ensémble seront tous d'un certain type.
P{x) étent vn prédicat, P 1gansam§le gui 1lui est attachs, le

prédicat P(x) pourre encore &tre noté fx € Pt gui se 1it "x est




S1lément de P® . Donc, dire que liobjet a est &lément de l'ensemble
P, c'est dire qu'il possdde la propriété énoncée par P(x].
ILa négation du prédicat %x € P ge note Fx gﬁ P,

P ot Q désignant deux ensembles, dont les éhéments appartieunent

& un méme bype, ces ensembles sont appelés égaux®, ot on Scrit P =

lorsgue les prédicats "x € P® et %x € Q8 sont ézaux, clest-d-dire
& ?

2.

éguivalents {chap. I, §Z§V}‘ La proposition F = 4 est donc éguivalen

g la conjonction des propositions "x € P suptraine x € QFf et
"x € Q entrafne x & P". Autrement dit, on démontre lf'égalité de
deux ensembles sn montrant que du feit gu'un cobjet est élément de

lfun il est élément de liautre, et inversement.

a

P et Q étant deux ensembles {dont les éléments appasriliennent au

néme type, ), la prcposition P Q {qu'on 1it P est contenu dans Q,

ou P est une partie de Q, ou P est un sous-ensemble de Q) est par
définltlon iden+lque é 1z nrop081tlon tx @;?ieqtraine b.4 é,@ﬁ :
Flle slgnlfie gus tout élément de P est GleQDb de Q

Il résulte de 1& que lg proposition 7P = Q ea% Zguivelente &
la con;on@txoa des Drcpositicns P 0. 0 cF .

Ap lieun d'égcrire 5P C QF on écrit souvent #Q DP?, gulon
1it ®=Q contient P . v

Les négations des propesltlona r &gQ et P T 0Q se notent
pda et 2Pha.

Envisageons divers cag particuliers. T étant un type d'cbjsis,
considérons d“ab@rd‘le prédicat "x = x" portant sur les objets du
type T (ou tout autre prédicat quivalent). L'ensemble qui lui

corraspand s'appelle l'ensemble de tous les objets du type T .




Déeignons le par E 3 81 a est un objet du type ‘Z‘g. la proposition
a € E est vraie. Sinon, elle n's aucun sens.

81 nous considérons maintensnt le prédicat "x % x", ll'ensenble
gui lui correspond s'appelle ensemble vide (relatif au type T) et
se désigne par @ o Si a est un objet du type T, la proposition

" a € Q " est fausse. _
. & étant un objet du type T, considérons le prédicat %xz = g?

%

l'ensemble qui lui correspond se note %a ‘§ ; on dit gu'il posséds g

&

ey

‘ pour seul élément : en effet, il existe un é&lément % et un seul
tel que x € éa}aésavoirae '

On notera les faits suivants E contient tout ensemble
d'éiéments du type T, et © est contenu dans tout emsemble d'&1lé-
-menis de ce type. P étant un ensemble d'Sléments du %ype T, les
propositions a € P et Ea% C P sont équivslenies.

. Sﬁ; maintenaﬁn% 'nézze considérons un prédicat p@fﬁéﬁt ‘sur des
prédicats, il peut é.ussi éti‘e considsré Comie un prédicat portent sur
des ‘ensambiesg ou comme un ensemble df‘ez_membles (fozi dit souvent une
familj.e d'ensembles). Le type des ensembles dont les éléments sont
du type -@i‘.se désigne par P (T). , '

P &tant 1'un de ces ensemblésp le prédicat "X (C P" est um
prédicat portant sur des ensembles. Liensemble des X tsls gue X P
s'appelle 1'ensemble des parties de P of se désigne par [P (P).

En particulier P ( E} est identiqué a4 l'ensemble de tous les
éléments du typs P(T},

Dbnnenécnous maintenant deux types T et U (différents ou mm}

ainsi qu'un ensemble P dﬂéléﬁents du type T ot un ensemble Q dféléments

du type U. Le prédicat "x € P et y € 4" ezt wr prédicat portant




sur les couples (x, y) de type T x U. Lfensemble qui correspond &
ce prédicat s'asppelle le produit des ensembles P, Q et se désigne
par P x Q . En particulier, si E eet l'ensemble des &léments du
type T ot 81 | est 1'ensemble des éléments du type U, E x £ est
l'ensemble des éléments du type T XU .

fxercices. 1. Montrer gue ls yproposition P ?ZQ eet éguivalente
& la suivante : il existe un x tel gue x f:a’f; P ot x £ 0

2. a ot b &étant des objets appartenant ou non su wéme typs,
montrer que i § E,bg g,(a, b)%

%. Montrer gue ( X P = aﬁa 5

4, Homtrer gue P((:}} possdde un seul élément. Quels sont
les éléments de P( ia %) ?

§ II. LE LANGAGE DE L THEORIE DES FONCTIONS.

Considérons deux types T et U, distincts ou,non et ure relstio
ﬁ(xs ¥) entre objets de type T et objets de type U.B(x, y) est un
prédicat portant sur les objets de typs T x T .

Parmi ces relations, il en aat cu,i ouent un rile ammf;iff‘ ree=
& %

i« 3

&3
ﬂ-

-ment important : ce sont les relafmns fonctionne

Lo relation R(x, y) est appelée vne relation fonctiiommelle de

type (T x U) si elle gatisfait & la condition suivante : guel gue

80it x, il existe su plus un y L@;,ggg R(x, v).

A toute relation fonctionnelle on sttachs un ozgjm nouveau gufon
appelie une fonction. Il y a entre la fomection et la relation fonction-
-nelle une relstion de méme espéee gqu'entre emsemble et prédicet : on

doit considérer le langage de la théorie des fonctions comme une
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traduetion du langage de la théorie des relations fonctionnelles.

£ étant une fonction définie par une relation fonctionnelle
R(x, y) ; on appelle champ e définition de la forection £ l'ensemble
E des éléments x pour lesquels il existe un y tel gue BR(x, y)
ctest uné partie E de 1'ensembls éi des objels du type T, et on
dit que‘la fonction T est défini@ sur B. Pour exprimer que B EZ
on dit souvent que f est définie dans EZ o

Si g est un élément de B, il existe un y et un seul tel gque
B(a, y) : cet &lément y s'eppelle valeur priss en = par la fonchion £
ou image de & par la fonction, et se désigne par f£(a).

By lieu de représenter la‘fonetion par la seule letire £, on

la représente souvent par £(x), indiguant ainsi ie type des cbjels

du champ de définition de la fonction ; x s'appelle alors

de lg fonction,

Lg notation £{(x) permet ds f&brlauer des prédicats et relations.
Soit %f l”ensemble deg objsts du type U ; étaat Tn élémsmt'ﬁa'%; -

b
“f(x) = b“ doit 8hre caas;deré cotmme un prédicsit portan

£
éguivalent & BR(x, bj. Ce pr rédicat est appelé une égusticn. a &tent

nn objet du type ¥, 1z Q?Ogc ition #P(a) =b est a@ﬁi?@l@ﬁ%@ & ﬁiﬁg@

Si cette proposition est vrais, s s'appelle une g clwt&@n de l'éguation

£(x) = b ; résoudre cette 6quation, clest en trouver les solutions.
D'une maniére plus géunérale, s5i P(y) est un prédicat portant

sur les objets ds type U, P(r(x)) ssra un prédicat portant sur les

objets de type T, équivalent par définition & : il exisgte un y tsl

que BR(xz, y) et P(y).

' De méme, f(x) = y doit 8tre con=idéré comme vne relation
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Squivalente & R(x, y). Plus générélement, si 8(y, z) est uns relation
entre objets y de type U ot objets z d'un troisidme type V,8(£(x),z)
sera une relation entre objets de type T et objets de type V, qui

sera par définition éguivalente & la relation : il existe un y tel

que R(xz, y) et 8(y, z). 8i 8(y,z) est elle-mbme une relation fonc-
-tionnelle z z‘g(y), S(£(x), z) est aussi une relation fonctionnelle ;

-
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ls, fonction correspondesnte se note g(f(x)) et sfseppelle une fongtio
de_ fonction.
Ltensemble F des y tels gu'il existe un x tel que £(x) = 3

s'appelle le champ de valeurs de la fonction £, ou encore l'imags

de B par cetie fonciion. Pour exprimer que 'F < g? , on dit ecuvent
- gue la fonction pfend ses valeurs dans &f . Plus généralement, si
¥t et un eneemble qui contient ¥ , on dit que 1a fonction p*end so8
valeurs dans Ff,

=3

Au lieu de'parler d'une fonction définie sur B et prenant ses
valeurs dans un ensemble ¥, on parle souvent dfumne appilcaticn de
E dans F'. 81 F' coincide avec le champ de ?ameurq de 1'applic cobion,
on parle d'une application de E sur F'. Le laengege des gpplicebions
est une nouvelle traduction du langege des relaticns fonctionnslles.
Trois cas particuliers méritent de retenir 1?Pttantion s
1) celui oh E = %a,ﬁ , & étant un objet du type T . Dans ce cas,
la fonction est parfaitement déterminée par la dornde de 1t*élément
= f(a). En effet, dans le cas général , la relation f£(x) =73
entraine x € B ; donc ici £(x) = y entraine zx = a ; donc £(x) = 7
entraine sussi £(s) = y qui entraine y = b ; mais inyergamamté la
conjonction x = @ et y = b entraine £(x) = ¥, et luil est par consé-

-guent éguivalente. La relation f(x) = y est donc complétement
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déterminée par les dounnées de a et de b. De plus, dans ce cas, on a
F= %;'b % .

2) celui ot E est vide : B = (:} - Dans ce cas, la relstion
#(x) = y est parfaitement déterminée ; en effet, F{x) = y @nﬁraima
x € (:) 3 ot inversement, la proposition quel gue soit x, x %éb (:)
étant vraie, le prédicat x € @ entraine n'importe quelle relation,

en particulier f£(x) =y : la relation f(z) = ¥ est donec

2 x & (J ou encore & 1a conjonetion x € () oty e

-ment, cette conjonction est une relation fonctionnslle. On doit done

2 %

cousldérer gu'il existe uvne foncticn et une se cuie de type (¥ —a0

s

dont le chsup (e définiiticn est 1fensemble vide s Bon chanp ds

sat l%ensembie vide.

3) celui oh F se compose d'un seul 6lément b, Dans e cas, on
voit facilement que la relation f£(x) = ¥ est équivalents & lg
congonctlon x éi B et y= b, Elle est Parfaitement déterminds par
les données ds E et de bo On &it dans ce cag quve la fonction est
constante. £8i on z préecisé 3§ 1'avance le champ de A6finition B, on
déeriras la fonction sn 15a§pelaﬁtlla constante b. (On notera que le
cag 1) est un cas particuliar du cas 3) ).

4) Dans le cas of les types T et U sont identiques, la relation

Vs
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"x = y" est une relation foncticwnells de type { T — U) comme on

le vérifie tout de suite. L’applica&ion définie par cette relstion

fonctionnelle s'appelle l'application identigue. Le champ de
définition et le champ de valeurs de ls fonction correspondante

coincident tous deuxz avec E:
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Soient maintenant £(x) et £'(x) deux fonctions de type

(T —= U). Soient B, E' leurs champs de définition. On dit que £?

est un prolopgement de £ gi les conditions suivaentes sont réalisgées :

a) ECE!' : b) le prédicat x € E entraine £(x) = £i(x). &1
on veut faire connsitrs Bf, on dit que £' est uvn prolongement e
la fonction £ & l'ensemble B!,

Au lieu de dire que f' est uvn prolongement de £, on peut

de £* & l'ensemble E. Conngissant £! et E, la restriction de f°
& l'ensemble E est une fonction perfsitement déterminées. PFar

contre la donnée de £ et de E! ne détermine mullement le prolenge-

-ment de £ & B .
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