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Le Notion de collection d'un petit nombre dfobjets distinets est

commune & tous les hommes (133 la notion de continuum, de messe amor-

ghe,Afénmé-QQun trés grand nombre d'objets indiscernsbles, pour &tre
moins courante, est cependent connue de beaucoup. Par exemple chacun
se fait une idée préecise dfuﬁé collection de dix pommes, et accepte

sang Gifficulté gu'un certain volume d’eén, gu'un certain bloe d'acier,;
soient constitués par un nombre immense de molécules extrémement peti-
tes, quoique cette seconde conception soit infinimsnt plus vegue, plus
théorique, que la prémiéra; '

Ces deux notione semblent trés différentes,'presque opposées, et
cependant, 1l est facile de‘vo;r gu'aa'pent leur sppliquer, de fagon
identique, certaines opérations de 1l'esprit : si, dans notre collise-
tion de dix pommes, nous mettons de c8té trois pommes Qéterminées, s8i,
dans notre bloc dtacier, mnous taillons su burin wn bloc plus petit,
nous faisons deux expériences réalisant l'gpplication & nos deux
collections d'une méme opération mentale : 1'opération de ¥partition®
gui consiste & discerner dans une collection abstraite, one fpertisf
déterminée.

Cette remarque n'est gue la premidre et la plus simple de celles
en quol consiste la partie de 1l'Anslyse, conuue sous le nom de
"Théorie des ensembles® , car celle-ci n'est pas autre chose que
1%énumération des procéﬁég mentanx gu‘il est possible dgagp;iqaer &
le notion abstraite de collection. En d'autres termes, le but de

(1)- Par "petit nombre” nous entendons un entior assez petit pour gue
B8 signification expérimentale ne fasse de doute pour personne.
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cette théorie est de Téunlir dans un m8me schéme abstrait les proprié-
tés commumes aux collections finies et aux continuume infinis.

11 est cleir que l'origine de tous ces procédés mentaux, de toutes
ces propriétés sbstraites, est unigquement expérimentale. Leur vérifi-
cation, bééucou@ plus que leur démonstration, se tire diexpériences
faites sur des collections finies. L'extension de ces procédés, de
ces propriétés, aux collections abstraites se réalise par des con-
ventions de l&ngage convenables. Le choix de ces. conventions résulte
d'une enalyse assez poussée des méthodes de la logigue mathématique.

Hous renvoyons le lecteur curieux de ces questions au fascicule
de logique, E§f,fagc. :Ea Il ne Gtrouvers, dansg le préssnt ﬁascicul@a
autune sorte de mode &’@mploiﬁ donnent les définitions et les moysIs
dtutiliser les notions et les sgmboles de la théorie des ensembles.
Il n'y trouveras sucune démonstration. Le plus souvent, dfailleurs,

il surs 1'impression qu'il n‘y & pas besoin de démonstrabicn, et ce
sera la preuve gue le langage a 6té bien choisl.

Pour donner nos définitions nous nous sommss nécassairem@nt gervis

de quslqu@s termes tirés du laﬂgage de la logiqus m&thsmatique. Ces

_termes sont soulignés dens le texte (1), En toute rigu@ué on devrait
les regarder eaﬁmé ﬁvzdés ds tcut coatena lntuitifﬂ et se borner '
& constater qu@ lﬁempl@i qui en est fait est cgnform@ anx révl@s
d?usage données daens le fascicule logigue. Cepesﬂamt ces lermes sont ;
choisis de telle sorte quiil n'y ait presque jemais contradiction :
entre la facon dont om s'en sert, et leur sens vulgaire ; pratigue-

ment, on pourrs donc leur attribuer ce dernier sens.

(1) - soulignés deux fois dans le manuscrit.




Un ensemble est formé d’éléments susceptibles de possddsr certaines

e memEEmmEss
propriétés et dlavoir snbre eux certaines relaxioasq
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( L'ensemble des habitants de PARIS, au 1°T janvier 1938 &

) Oh, a pour &léments les hommes vivent dans les limites de
2 la ville de Paris & l’épégus 1ﬁdiqnée H 1'un de casrhﬁmmes
{ peut &tre blanc ou noir, aveugle ou muet, il peut 8tre le

pére, ou le fils, d'un autre homme du néme ensemble.

Belation d'appertensnce.- Dire qulun élément x appartient & un

SETHEISESEIERE REEEERTSRE

ensemble 4 , c'est éteblir enilre x et A la relation d@apyart@nan@ag
===

gu'on écrit
x A

Les éléments d’un amsemb 2 sont suscapt&blee de p@useder certaines

Zmomsmss

gr@g;iétgg. Bi oa envisage inﬁerssmsnt une pggprgété pgsgihle dea

SZIEIETEE

éléments d’un ensemblg, on est amené & comsidérer les 6léments de
====== :

= T

l?ensemble possédant catte Qropriété Ils constituent vn nouvel

ensemble gui est une partie du premier. & toute Qrcgriété correspond

i St o e R CR TS
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vne partie ; deux propridiés &éfinigg&nt ls m@me'gaftia sont éguivaa ,

lentes ;'t@nze pari.ie correspond su moina 3 uns gr;gwéqté

acnepomascanam

Soit A 1'engepble des habiiants de PARIS au 1°7 janvier
%38 & 0 heures. On p@ut c@nﬁidér@rg pour @es ha@itantag
la propriste détre maj@urp ou du sexe m&a@ulims on

dthebiter le %9 arromdlagament, Ces propriétés définip-

W::mmw‘m"

sent dss §&£tie§ z, ¥, Z de A o
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4.- Certsines propriétég pourront appartenir & tous les Sléuentis de

P ]

llensemble, la partie correspondante sers appelée la partic pleinme.

Telle est, pour l'ensemble & définie plus haut, la
Esms==msmsms

propriété d'&tre né svant 1'an 2000,

2.- Certaines propriétés pourront nlappartenir & aucun élément de

mg&‘g w"‘g“"’; — 5

ot SRS

Telle est, pour l'enssuble A , la propridié d'8ire né.
b Py =

event le 14 Jjuillet 4729.

6.- Certaines propriétés pourront nt spparienliy guta un ssul élément x
Z EEEETESEEES=
: > T -3 2 { *3,
de lleunsemble ; la partic correspondante sere désignds par I X % -

oo
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7.- Lorsgu'on a d46J8 considérsé un cusemble A , on se donne psr le fail
néme, le droit de considérer llensemble de ses parties X . De

At o et v s,
= ===

© BOUVel ggggmg;f_g » X'ensemble des parties de A , se désizne per P(4A)
a) Cn e ﬁ € 2 (A)
b) 88 xelh,oms fz

7

{

¢} Par sbus de lamgmse, ls parile pleine de A ss dbsigne

encore per & .

8.~ Reistion d'inclusion.- Considérons deux propriéiés des &idmenis
de l“egg@mblg L déPinissant regpectivement deux perbiss % et

e 4 . Supposcns que le premidre de ges propriéiés entralne le
seconde, de sorte gue tout élément x de A apparbenent & X , apper-

==,
e S D g ey

tienne aussi & Y . Nous diroms gue X est ums partie de T ot nous
écrircons indifféremment '

. : X ¢ Y ou ¥ 5 3
On ¢it gu'il y a inclusion de X dens ¥ . Ls pertie vids doit 8tre

considérée comme incluse Jany toute autre partie : é c X
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far une propriété partout fausse g‘ixgigg r!inporte guelle Qgggriété

s v e
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Lo relation d'eppartenance

x e X
est écuivalente & la relstion dfinclusion
- — %ﬁ;é e =
.- Helation d%6gelité.- Solent x et y deux éléucnts d'un méme onsemble |
= ssmmo s ====—==s Ee==msss |
& . L'éeriture X = 7

gulon 1it ® x &gsl & 7 ¥ ou encors ©¥x égole y ¥ signifis gufon

&teblit entre les &léments x et y la rslation 4%égzlité, dont 1i'em-
X SEEEEEEE — mﬁgﬂ;;g — 2

ploi obdit sux rigles suivantes ¢

E .- guel gue goit x , om e "x=x" ; {ou encore X = x est une

; — ==

=1

provriété psriout ¥ vr&ie) Glogt 1 flexivité de le zelatiop

- G%égalité

By.- La relation 7x = y? gguivaut & la reletion %y = x® . Clest

e

syndtrie de la relation dfégalité.,

s e ey e o
Pt

B, .- lesg relations fx = 3% ot Py = z* entrafnent ¥ x = 37 .
Z e ] | Emomoomsmss

Blogt la trensitiviié de 1is relay;gg dfégeiité

B,.- 81 "x=3" et sl xz possdds une propricts guelcongue, § prosssé-

de aussi cette propridts. Ou encors : 1z zreletion fx =y °

775 072 .

BRI TE=

est sg,‘valen te & la relation fguslle gus g@i* 1a pertie X

R ST o s e G O mEmmEEeEs ===

de & , 81 X € X, veXt .,

gi @ et un Slément &6%@ﬁﬁilé de l'ensemble A , la parile ds A 4&finle
z=====m e =t

per la propriété " x = a " nlest autre que { &} , partie réduite au

C gb)

geul &lément o .
Lo négation de fx = y7 sféorit ¥x £ y7 et se 11% : "x est dif-
< férent de y?. Un noters gue cebite concepllion de 1fégalltd comme une

relation est bien différente de 1'identits logique des philosophes.

B e O €D o >
Pt e d
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S1 doux propriétis sont Sguivalentes, et si elles définissent

regpectivement deux parties X et Y de &4 , on &

sire d'une partie.- Une g_}_ﬁprie.;e des elements diun

@zzsemble A , aéfinit une partie X de 4 . La négation ds cette

et

propriéte est vne nouvelle pro Qgi_.é'té définissaent une sutre partie

Y de & , qui est wonstitude par les éléments n'sppartenant pas & X;

Y est lo partie complémentaire de X , on écrit

B,

Ls rdgle de le double négation entraine
b e b e e o g
£ X .

2 =
y particulier on @

{ésg.é, s éag‘;ﬁ.

24 " o= T ﬂ e 2 1 G
= ~ Sodent deux propr zi§:§2 des gzgﬁa:ms diun fi‘i?%?%i &,

aéfintssant egpg@tiveusnt doux partics X et Yde &4 . Le

&

ai@ *i@m; tion de ces dauxn prO} vriétis est une z:@malw propristé

e s e = e m o e e
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goe pcsse@.@nt asnlg les @13:2:5% de A a.yaag.wem,zﬂe, g0it & X ,

solt a ¥ . La pa:c'a;z,e correspondante se nomme i1z réunion a'x et
ary , ot g6 @ésigne par X U Y . Cetie définition entraﬁne la

commutativité de 1z réunion ¢

Xy Y = ¥ UZX

Interseciion. Soient deux propriflss des &lémsuntis éﬁm gugemble A |

définigsent respscilvenent deux sarbies X et ¥ de & . Ly conjonc tion|

S
B T T T orm e s G5 e 203

©

gde ces deux pmyfié’%gg est une 2&‘@?@11@ T *"‘rz.été que possedent

peeage=el

seyls les dléments de A eppartensnt & lafoleaXeba ¥ .

O armts o s oot o
TSR

Le peritis correspondsnie se nomme 1%intersection 4'X st 4'Y et se

gésigne per X NT . Cotte 4&finition @nw&in@ le commutativité de
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ltintersection.
X ﬁ Y = Y mK S
14.- On définit de la méme facon la réunion ou lfintersection d'un nombre

fini de parties de & .
Les régles du calcul des propositlons entrainent les régles
sS=Esss=ITEE

e o s s i T o s s i e i €0 gty S > e
et e S e o e D s

suiventes, qu'on appelle régles du calcul des réunions et intersec-

tions : _ - .
a) : agggtion d'une dia;iong:t&gg : g'(}i vY) = ( g )l @ Y)
b) : Eégation d'une conjonction @ (xny) =( g u( g )
e) : Rdgle de redoublement 3 . XnX = XUX =X
a) : Assoiﬁzgéé';;m& . ZU(IUZ)=(EUT)UuZ=XUY Uz

e e e =

Associativité de om Xn(T °2)= (X°Y) %2= X mzq
-s—f-—cocn—:ro:-—::m

£) : Bistributivité de et par rapport 2 ou : X U(Y¥ n 2) =(ZuIl)(Xv

e e

da -

@
[V
LX)

Distributivité de on par rapport & ot

mm-—m-—-’ ”_ﬂs‘- M‘.——“-”G—“

Xn{@Enz = (XﬁY)U(}ZﬂZ)
L) : Implication : X C T éguiveut 2 @ XD g‘f
éguivant & X UVY =
&

O]
St

équivant Y

éguivaut 0y - X
1) : Contradiction : X NY = §  éguivaut 2 = b3
o oms 7 C(x

II - Hotione se rattachant & la comsidération
simultenée de deux ou éfun petit nombres d'ensembles.

1. Eonctiénsaw Soient A et B deux ensembles , distincts ou non. Les

D e €772 i s T ey e iz
R RIS e e e e

61éments m= du premier seront désignés par des minuscules latines

| ========

telles que x ; ceux du second par des minuscules grecgunes teliles

m-—-m'a“

gue % . Supposons q*a.*a tout élément  x du premisr, on fasse
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correspondre un élément § du second, parfaitement et uniquement

e emas e e

déterminé. La relaltion ainsi établie entre €lémentg de A et

EE=ms=sss=r

éléments de B se tradeit par,l'énoncé * § est founction de x " et

—_—==EEsEs

par 1t écriture

_ g = £(x)

On notera gu'il y & ici un nouvel emploi du signe égal. On donne
le nom des fonction;é_me telle correspondance et on dit que @ § est
1z valeur de la fonétion _cérrespondwt_ & x ®, Lag fonction ,-@lleaméme
est dite "définiz dens A et & valeurs dens B 7. Si la valour g
de la Zonstion est 1%@““'&3 de x , on dit gue cette fonction
est gconstants.

2.- Extension d'une fonction. Imase d'ume pertie per ume fomction. Soit X
une partié de A . L'@M@@Mg des §léments § ée B , tels gu'il

e s T G G e AR BTG
e s DD ) SR G

" x €£X° et ® % = P(x) ®
est une partie i de B , gui est 1l'image de X par las fonction
=7 b

EEETET

? = £(x). f“e*‘f .mag@ est une nouvelle fonction, déﬁni% éﬁ&ns :
P(A) et prensant -sss valeurs dens E(B) , ou'on éit-ahten&ssgaz
 extension de le fonction % = f(x)' aux _ens@mbl@g '4@@'5 pgrties.

Par gbus de langage , on la note encors

& = f (X)
On a
(85= ry=)) $§ = £
5.- Fonction inverse.- Soit meintenant % un g%ggggg ds B . L'cnsemble

des 6léments x de A qui sont tels gue 1z releticn © £ —f(x) "

i e e e v

SEIRTETEIES

goit satisfeite, forment unse partie E de 8 . @@t‘@@ partie peut se

réduire & ¢ si % n’est pas use val-@@ prise effoctivenent par £(x)




B

~ 9 .
guand x parcourt A . En tous cas, nous obtenens ainsi une nouvelle
fonection, définie dens B et prenant ses veleurs dans P(4A). On
ltappelle la fonction inverse de la fonction consideré@, et on écrit

-1(§) |
La relation E = f(x) entraine
=
Lorsque la fonction 5 = £(x) est telle

respondance -
que, guel gue soif » la veleur de la fonction inverse £ ( &)

R o e .
s s, D e em

s0it une partie de & réduite & un seul élément, on dit gue la fonoti

cmEtRenonmaenes
S te e

elle-méme est ume correspondance biunivogue. Ls fonction inverse

peut slors 8tre regardée comme définie dans B et & valeurs dans A.

-4
On écrit alors z = £(%)
Les deux relaxégns
" ¥ = 2(x) ® et " x= f ()"

sont cette fOis éguivelentes

T s oy 2 s s e o e

Remargue. 11 Yy a dans ce double emploi du -1 suscrit un sbus de
ilangege évident ; mous en verroms encore d'autres, provenant de la
méme notation.

Extension de &s fonction imverse.- Esprenons phd toncilon € = 2(=) ;

lfextension de la fonction inverse X = £ (& X4 ) eux engembles des

o eorme e

parties,; telle qgufelle & 6té définie en 2, conduirait & une fomction
définie dens P(B), prenant ses valeurs dams 2. EP(A}} . 11 existe
une autre extemsion plus importente, guilae définit & partir de ls
fonction E = P(x) elle-méme : soit QEQ vne partie de B .

L'ensemble des éiéments =z de A gui sont tels guﬁll exigte un

Smem e e o o

élément g de B satisfeisant aux relations

EEEEEEEEE

i
i S el " g =2x)

e
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est une partie X de & qui peut se réduire & ;ﬁ gans que E

se réduise elle-méme & § . Nous obtenons ainsi une fonction
définie dens P(B) et & valeurs dans P(A4). On 1'écrit encore,
per sbus de langage

=1
Xsf(E)

? ssf(ﬁ)
La relation °x 1 ¥ )e

On &

-4
ot £ est la fonction 1nvarse est équivalente & la relation

K= f(%ﬂ%%) wwwww

ot i1 sagit cetite fols de ltextension de la fomciicm irverse ;

zE s E = £(%) * eotralne

"Y = ( iy ) 2 X",
Si % = f(x) est une cgrrespcnd,ance biunivogue, %as deux
zelsticps s = X)) et "xa £( 3 )

sont éguivelentes.

5.- Congidérons maintenant vme fonction g = ‘*{z} défime
seulement dans. une par%ie 1“’ éde & , ot r:re:agzm zes veleurs dans B.
Ume telle fonction est di‘t@ une application d@ B . g% B. A
tout élément de P gorres qgend un élément de B aux élémants é@

SIZmEmsmeE .r.aou-‘ =t

g ? npe corrgwnd aucun &lément de B . En particali@r gi

P s 'é. , la fonction est ume apgli@&tism de A é.an.a B .

Désigrons par JT 1a partie de B définje per

[1= £(®)
de sorte que la fonction ne prend aucune valeur dens @ T1 , et

que TT est l'ensembie de t@uteg l@a valeurs prisag par le

SEESTEISEERENSR

fonction. On dit gue le fonection es.t une application d@ P gur Q .
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Si la fonction § = £(x) est vne correspondance biunivoque entre
les éléments de A et ceux de B , elle est une application de 4 sur

=1
B , tendis que la fonction x = #£( § ) eat une application de B

sur A .

7-- prolongen ent. Soit 3 = £(x) vne fonction définie dans
A , & valours dans B . Soit P une partie de & . Considérons la
fonction 3 = g(x), définie dans P , & valeurs dans Q , déterminde
par les gg}_g.?iong suiventes : |

—-—;—-_g::z: glx) = £(x) si x €D
o g(x) n'est pa,é définie si x € %:: P u
Cette fonction % = g(x) est la restriction de la forction £(x)
& la partie P . Inversement, % = £(x) est un prolongement de
§ = g{x ), dans 4 .
8.- ,}_»;; VVVSQiem; 4 , B, C trois ggg@g@%@g ;, distincts

S T

ou non. Leurs éléments seront désignés respectivement par des

o crnanme

1=

minuscules latines, grecques, et gothiques. Soient

ifgf’ = £(x)
une fonction définie dans A et & valeur danse B , et
7
= g(§) ,
une fonction définie dans B et & valeurs dans C. Les deux relations
n % o= P(x)" et ﬁﬁgg{%)ﬁ

o s e a0 T

T e ey o D Tl T = o s

@ est donc une fonction de x , cette fonction est définis dans
A et prend ses veleurs dans C. C'est la fonction composée g par L ;

on la désigne par la notation gof , et on écrit la relation qufelle

SEmmEEEEEEEE=

= | représe;xite : 3\{: a2 g Ef (x)} ;




,4.)

=47

a). L'extension de cette fonction composée aux ensembles des parties

AT oty s D D s D e

est donnée par
% = g Ef‘ (X)E
b). Le fonction inverse de cetis fonction composée est donnée par
- [how]
on observera que dans cette formule le symbole Q% désigne la
fonction inverse de g , tandis que le symbole Q% désigne l'exten-
gion de la fonction inverse de f.
c) L'extension de la fonction inverse de la fomction composée gof
est donnée par | -~
r ¢t [heg)]
Caractérisation des spplications.- Considérons une fonction [ = £(x)
définie dans A et prenant ses valeurs dans B . En général cfest une

application de A dans B . Nous diroms guielle gpp&rtiemﬁ“é l'ensemble

o o e o amrp S D T
DEEEEE=

ng, des epplications de A dans B . Certaines n&rties de cot ensemble

; w:’azx:z‘;ﬁ
(Y. sont spécialement & considérer : ' _
2). l@s epplications de & gur B ; slleg gont définies par la prapriétu

EEESEEESEE

" & tout élément de B correspond au moins un élém@n? x

e e T 00 amn > 1 e £

o4 telgue § = =z) "
Cette partie sera désignée per B .
b). Les @@rr@spoadances blunivoguss entre A et unse @a@ti@ de B
qu9on app@ll@ sussi &D@li@&&i@ﬂw bieaichu@s de & dang B ; elles

gnnﬁ déPinies par las propriété g

o ]

[ e 2

x de A tel gue % = f(x)_-“

% & tout élément Qg de =x corresgond gu plos un ¢glément

TEeEEIBEEE

Cette autre partie de l'ensemble Qﬁz sere désignée par %i .

Pt = i e
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e) Ltint ers@ction @

=
B n ‘@ nlest eutre gue l'ezzse:able

des corrsspondances biurnivogues entre L et B , eprelies gused

applications biunivogucs de A gux B .

£

Le définition de l'extensiocn Ges Tfonctions £ ef

(SN
@

ii'éa

des fonctions composdes, ont pour comségquences les

suivantes :
-4

ainsi gus celle

cux propriétés

{ 2 | = 7 o
£of (W ) v, ; Tofl(lx) =5 X .
Ds 13, ot dos d4finitions du n° ¢ se déduisent lss carseidrisations

5}%9(59

suivantes des partie S ,de 1t
s@.sm

spplications de A dans B ¢
a) Les propridtés

] - =4 —

2 = . M % - { ?#) ¥

gueile gue soit =, , (Lol ( & )=
et
8 £ £ ;% @

ont é guivaelent tes.

et et e o s 0 )
o S e D TR TR TS

b) Les propriétés

o e e 5

el Lo = > %ﬁ
- gielic ame gt 2, |
et
L
2 £ £ é

sont éoguivaisnies

-s’—-—- T 2 S TN o e e O s
D T o e o et ey O

c) Les propriétés :
= £ 3
¥ guslie ,\;Q;WEQQM X et & , gfﬂ‘fjié’f;ﬁ
et fofé () =% °®
7
et B £ c O
sont équivalentes.

=

g, 0
=

)= &8
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s ot le calcul des rSunions - intersections.- Ls sym-

bole £ d'une gypplication deo A dans B peut se combinet avec les sym-

voles du esleul des réunions-intersections. Il en est de méme du

symbole £ . Les relations obtenues découlent sisément des 44fini-
tions de llextension d'une fonction et de l'extemsion de la fomction
inverses. Certaines d'entre-ellecs sont fort importantes ¢

) Helations concernant £

m X DYY entwalne f £(X) D £(¥) " (1)
| £2(X UY) = £(X) UL(Y) (2)
| 2(X NT) = £X) N £(Y) (3)
f{’%(%}ﬁz} = &N £(X) (4)

-4

b) Helabtions concernant £

| = 5 E > H v entratne ﬁ%‘ { E )jm% (HD (1)¢

| -4 &f‘:—”::.s =

T(BoH) = FErutaD (2)t

| = I .‘ ‘”% e = !

| (o nH) =t(w)nz(H) )
t([7) . L) (4)

LY

signe d%6galité su liew du signs d'inclusion, st la relation analogus

o s 5 ey .

DT iz o £ s e e

i@,
- éiément T ¢2 B énuiveut & cslle du coupis (X ; ‘l;; )
T v e s *




F’i
-

Inversement, la donnée d'un tel couple éguivaut & cells de 1'4lément

D G B £ i A s

xde A et de 1'£lémani § de B. xz est la coordomnée du couple

suivant A , § est la coordonnée du couple suivant B.

note ( & x B).

Le relation d4'6galité
" (x;3)=(3;9)"

éguivaut, per définition, & la ccxijncti@n des fala‘i;ioag

S 5 2 e o i e e B
P een? R e e e B s e e RS NI ERIEEE

=== ggz._g;gw e ﬁygg)w

==

Contrsirement & ce gue ltécriture pourrait suggérer, il n'inter-
vient asucune Questien d?emedans cette définition ; 11 n'y g pas
lisu de distinguer l'engemble ( 4 x B) do lfecmsemble ( B x A).

X , coordonnée suivaent A du couple (x ; gx )} est une fonection
définie dans (4 xB) et & é‘aleuz:s dans & ; cette fonction réalise
une application de (4 X B) sur 4 . '

Do méme, y coordonnée du couple suivant B réalise uns applica-
tion du produit sur B .

8i A est l'gn;sembla des hommes hebiteant ?&z’ia 1g 175 Jen-
§ vier 1938 & 52;;;;;, ei B est llensemble des Lermmes

hebitent Paris au méme instant, (A % B) est l'ensemble de

couples possibles, dans Paris, & cot instant.

nsembl

T e e ey

D s 208 G D e

des couples (z ; v) formés de deux €léments de A . Mais cette fois

deux couples digtincts psuvent différer , non geulement par la matu-

6 re, mais encore par llordre des éléments x et y. On doit distinguer
i EES e : !

oI  une premidre coordonnée x ot ume seconde coordonnée y . Par

‘ définition, la relation

e
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rlx;9)=(x; )"
2322222 & la gggggg_%ggg des ii:z:gg expriment 1%égalité des
coordonnées de méme rang :

@ 2 = xz ﬁ s @ ¥y = y@ i

En général

t{x;37) # (3;x)°* |

Lz partie Gu prodult pour laguslle le contraire g lisu se ﬁame' ls

diegonale du produit. Clest l'ensemble des couples (x ; x).

Comme plus haut la premiére, et la seconde coordomnée 4'un couple
sont des foncticns d6finies dens (A # A) et & valeurs dens & , réali-
gant 1lYapplication de (A_ # A} sur A . ' -

{81 Aestl! engemble des nombres réels, le produit {A x 4)
est léipia.an de le géomdtrie analgtigueﬁ Le diagopale est
is ;éremiére bige@trice,iaes deux couples (x ; ¥) et (y ; x)

correspondent & dewx points du 'gla,n symétrigques par rapport

Fe N P T N

& iz premiére bissecirice

15.- Belations Blz , % J et parties dum vproduit (£ #B).- Dire gue

=

e e s D s s s D e

17¢lément =x de A et 1l°éiément § de B sont dans la relation R(xz , g )

s T s 5o Y e s
===, 20D D et s
Sm—errrmeee— =z ==

clest dire gue le couple {(z ; § ) pos=dde uns certains propriété ; cles
done Aéfinir wme partie (§f du produit (& X B). Inversement toute
partie (J. du produmit 4éfinit une relation tvells que B(xz; [ ) .

s D 55 S ey s D
oty

TS e ez e e ST ooy
T s e e S e

Il y a correspondance bimnivogue entre F(A X B) st l'ensemble ds

- ces relations.

e

En particulier si X est ume partie de 4 et & ume partie ds B ,

la conjonction

"nxg X ot fe@r
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est une relation enire x ot 5 et définit une partie de (A x B)
qui n'est autre que (X x @, ). Do cette définition résulte la
@ xB )aE xa H)=@an x5 nH.
On noters gue la &%E__%gg obtenue en remplagant les intersections
par des réunions, est ggggég_gg@se.
Correspondences générales entre A et B, et | produit €£% % B).-
Beprenons une partie iﬁ du produi"' qui définit ume rslation

CEomem e e

R (x ,3 ) entre éléments de & et ghémonts do B . Elle définit

2 0 o,
R ]

sussi deux gorrespondsnces g

parties du T

générales, l'une ’ P de A vers B , qui

fait correspondre & un §lément x de A tous les é;gggggg f de3B

et

pour lesg&sls ia z‘ela‘ti@n R(x , §> est vraie , c'est-d-dire la

SmestRem e =

partie 8, de B formée de tous les éléments “j’g satisfaisant &

(x,3) € &L ; |
l'autre G , de B vers 4 , fait correspondre & on élément g de B ,

la partie X de & formée de tous les _é&__ém:r::ts z ssatisfaisent &
(x; 3 )e L

On écrit
™= 4
&QF(K) Ks@(%%
Ges correspondances générales sont donc des fomctioms ; l'ume, F ,

est une fonction définie dans A - 3 veleor dans P(B)

w e &«

ligutre ,
¢ est une fonction définie dans B , & veleurs dans P (4) .

Correspondsnces inverses.- Ces deux correspondances, F et G , sont

e s D D i £ T s

existe entre elles, et on éerit 4
o <
G = F FP= G
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Si donc on comsidére l'ensemble P(4 # B) , 1'gnsemble R  des rela-
tions R(x , § ) entre gléments de A et éléments de B , 1lensemble
@ des fonctions définies dans A et & valeurs dans P(B) , qui est
identicgue & l’aggegble des correspondences générales de & vers B ,
enfin 1'epsemble % des fonctions définies dans B et & valeurs
 dans P(A) , identique & 1l'engemble des cormapgnda@ces générales
de B vers & , on voit gue les définitions précédentes établissent
des correspoadances biunivogues entre tous ces ensembles pris deux
& deux. ZEn particulier, l'inversion des correspondsnces généreles
est 1a correspondance bl@l?@g&@ établie entre gf et Qf en
convenant gue dsux él ementa P et G sont en cormsp@md@ﬁ% lors-

o]

qu'ils sont définis par la méme partie (5 dée P (& xB).

4

C&ﬁ ch & est idspticue & E.- 11 ¥ a des modificetions importartes &

&
&

gpporter sux concl as;ﬁ,gns @:& n® précédent 10?‘5{;&9@31 pm du produitb
(A x4) d'un ensamble par l*aimm@maa Soit toujours o L un élément

de yaasemble P(& x4). 1Ici, il aﬁy a pl‘as & ‘considérer que le

SRS

seul spsemble 55 des fonctione définies. éaﬁg At a val@ws dansg

SRR

P(A) , on cerreS'pgndamaa générales de Avers £ . A ehaq,u;@ 61 émaﬁ:b

o 2 . g i T AT
e

@ de P(& % A) corresp@nd@nt cotte fois deux 6léments e & -

S=E=mEER

2 &

gufon gualifie emcorse d@ correspondances inverses lfume de 1fautre
et gulon note P st ,% , Téelissnt ainsi une correspondance
binpivegue de 5 avec lui-mdme. (V). Inversement dfsilleurs, si
on part é'un g%@%%é% de . 2

X = P (x)
suivant au? on fait jouer & x le réle de premidre ou de sscondse

coordonnée dans les définitiope précédentes, on voit gu'il correspond

{(1).- Ee telles corz'e-spomgz;cas bisnivoques sont aouvent gualifiées
: ‘ é‘? involutives.




L)
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& P deux 6léments de P (A x A) gu'onm gualifie de partles inverses
= ~7

x réaligant ainsi

1'une de 1lautre ot qu'on note (¥ et (I ,
une correspondence biunivogue de P{A x &) evec lui-m8me. De plus,
lee couples (F ; »‘g") et ( (Z1; (}Zi) se correspondsnt, et cette
fois biunivoguement.

e partie ¢L de (A xB). BReprenons le cas général od

A et B sont distinects. Soit (Of une partie de (& x B). Blle définls
une correspondance générale de & vers B

W = F(x).
w_ B'appelle la goupe ds 4:2 par X . Ue mbme si

Z = ’3(2‘}

est la correspondauce générsie de B vers A d4éfinie par (=7

[3]

%,t'“"&

stappelle la couve de (G4 per E :

Zrojections. L'énomeé "Il existe ¥ tel gue (x, § )e Z
EEESEE = =5 === 82
est une propriété de x définissant une partie P de A gulon

S o et .
P e

projection de {:f{, sor A . On {i@fizzé," de méme lg gﬁ@j@ on |/
ge Ul surB®

Leg fonctlons comme Corresspoi

est telle gue, guel gue soit x , le partle #{x) =e réduise & un

e

£,

seul élément, et gue par consdquent
§3l= Fx)

&3

on subetitue 8 lz copsidération de ¥ , colle de la fonciion

Eg 2l x )

5 2 L 3 _*Q 5 P 1 { 3 <
définie dems A ot & veleurs dans B . (n nomoe slors (2{ L1lensenble

“ﬂ@gress tatif de lo fonechbion. Les fonections définies dape A et &
valeurs dens B appasraissent donc comne des cas particullers des

COTrresponiances veﬁer siss de A vers B . (n nobers gue lg foncilon

&4
3
inverse , = £( % )
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est ls correspomcance inverse de

i¥l= {r(z)}= 7@

Supposons que A solt l'ensemble des femmes marifes habitant

D e O 2 e T D e

hommes mariés habitant Paris an.méme instent. La relation

D P e S s
R E e e

* Lo femme X &, & un an prés le méme 8ge que l'homme E &
définit une correspondance générale de A vers B .

La relstion "Lea fonme x est 1%épouse de 1'homme g
définit une Ponction gul est une correspondancs biunivogue

entye £ et B .

Cain SO O Pt SN F N NP NP N

e

b

w0

o

: . g
) o
&

o

é'

&

o

p=X

o

5

o)

)

o

e

Ho

4

©

£

o

B

o

o

&

@

5%y au lieu de Paris, il s'sgissait d'Alger, ou de touts
autre ville ou la polysemie soit pormise, & cetie méme rsla-
tion serait atitachée uns fcnctica définle dans £ , & valeurs

f deng B , gui ne gersitv glas une corresgpondance bivnivogue.

22, Dans le produit (& % A} d'un eusemble par

laiwméme, is diaggnale'lﬁi , regardée comme uvme partis de ce pégéaitﬁ
définit ls zeisation ' :

===
: ﬂxgxﬂ

enire éidments de A . LUetle relisghi gn 8st Qb&lifiee ds xelation i&en»i»%

by e

gue. 11 lul est s%vachée une corregpondisnce b&uﬂi?@qme ds & avec

luvi-méme , gulon sypelle gcorrespondsncs identigus.

Bxtension d'unsc correspondapce géndrale. Considdrous la correspon-

dence générslie de & vers B

— ;

o = Fx)

définle per ume pertie (f] de (& x B). Soit X ume pertie de 4

lgensemb;@ des éléments gde B , tels gu'il existe un &lément X 4

s em e e e SR e e e e e e e s Pt s
o s T e e R G e P tmae

®

L& setisfsisent & la conjonction

e i et e D o P
IR mEET




" x ¢ X" ot “(xaf}é(ﬁﬁ
==

est une partie H de B qui est dite ll'imege de X par ls corres-
pondance F¥. Par ghus de lengage, on écrit

7 H = F (%)
et on obtient ainsi une fonction définie dans P (A) et & valsurs
dans P (B) qui est ltextension de la c@rragp@mda@@@ 7 gux
ensembles des perties. On définit de le w8ms facon liextension

=
de la correspondsnce inverse

ag’(ﬁ)

J
=%
ar le condition gue T = ¥ ( LJ ) so0i% l'ensonble des cléments

P i g

z G6e & , tels gu'il existe un élément %— de B sstisfaisant 2

e e e ] e em e o

la ccnggnctien

e

!
Ces deux extensions gont éites inverses 1'une de 1lfautre. 51 le

‘Le et fitx B )e ()

corregpondance est une application de A dans 2 , on retrouve sinsi
1'extension de 1z fonection correspondante et lfextension de la

fonction imverse.

Hemergue. Il ne faudirsit pas eroirs gus toute fonciion, définis dans

.2

& e

24"&3

P(4) , & valeurs dens P(B) puiese 8ire obtenue par extsnsion dfume

correspondance géndrale de A vers B .

e e € oy e, vt e o
s G S s S e R WD ST

parties de (A x B} , posons

2 2 5
g a0

Ceg §£?ercee perties do (A x B) d46finissent des correspondisnces

. 2 ) + £y
Propriélés des corresuondencos ges reles. Sotent A et (4 deux
: <

généreiss de & vers B gue nous désignerons r@ﬁpaggivement pex

7z , T . 33 3

bg)

4
Deg definitions préesé

ent slors les propriétés que
==rece = Yoic):

ga
B
O
)
Tgw )
%}J
&P




a) " F(f) =90
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T, (X) = P (X) U F(X)
b)

3‘ {X) = ?1(22) e 2‘2(2)
e) (& (;Q éguiveut & " guel gue soit x, z;g {z:)ﬂ
En sacond lieu, F désignant tgugours is egrresmads,nge do A

vers B attachée & lg partie Gl é6e (4 xB) , OB 8 , guelle gus SGis-

e e iy
(;’ﬁ’

e) "X € 1°% ggéraina " P(X)c ¥Y)*

£) e F(ZUY) = HZ)uAY) "
g) "FEAT) C FEINE 2 (x) ¢

(n compersrs Ceg dernisres f@r‘rm},as a eellf‘g gui c@ncem@nt uis
fonction ? = f(x) définie dazs.s A , & valeurs dans B , 6% sa
fonction inverse.

Composition des correspondences générales.- Solent 4 , B, C trois

snsembles "gont nou igmmns iss elezents respectivement par

B ettt
SEIEmiNTIE ST T P o e GG

des minuscules labtines, &r@cgﬁ@s ei: gothigues. £oient Gl uvne
partie de (& x B) st E uns a)ai"ui% de (B xG). La partie L
dé6finit une égmsgom&ame genemw de A verg B

i.a partie ';% déPinit une correspondance générzie @i@- B vers C

x = dck)

Partons de X et comsidérons 1'ouseuble %’E des éléments L Ge ©
qui sont tels gu 111 existe vn €} Goent % de B satisfelsant aux
ST EEEmESREmREEIES HRERITES 3

@m.x.};..s - a7 }é@ : @% gi}?}@ﬁ

By
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On définit ainsi une correspondance générale de A vers C qui résulte

de la composition d.es correspondences F et é , 6t guion désigne |

par le notation o F ., Lg dé6finition précédente revient & poser

ey R T

Cn notera gue dang eette explicitation de @ oF , (? est 1?axtezq,m |

sion de lg correspondance de néme nom sux emsembles des pertics.
a) L'extension de cette carrespond@nce composée sux ensembles des

partles est donnée par -

L@ o E‘j (x) = E? (}:)(g

b) Ltinversion nna correspgndanice composée est donnée par

( @ o F) = F o @
¢) Soient {% et (,% deux parties de (& % B), posons QJ@ u U &/v

désignons par E‘i - E*g ; % les correspondances ds A vers B
attachées respectivement & chacune de ces parties ; on a

[@-Rl® = [g-g]l®u[f-R] )

d) Soient B@. et 332' deux parties de (B x C), posons % '% U }5

désig%ns par @L @ @ les correspondances de B vexrs C
attachées respectivement & chacune de g@s parties ; on &

1$,-F] @ =[eFlm uderlm .

26.- Cos ob les trois emsembles A , B et C gont les mémes.- Soient Py

P
=

et .‘E‘g deux cérrespondaﬂces ‘générales entre géggg_%gg de A . Relati-
vement au produit (4 £ 4) , Vregarﬁczzsdes comne allaﬁt de lg premidre
coordomnée vers la seconde. I1 lsur est attachée alors respectivement
deuz perties bienm déterminées (I . et (ﬁz’% de (A xA4). De méme, si :
cn regarde la correspondsnce composée E‘g o E’% comme allant aussi de
le premiére coordonnée vers la seconde, on lui sttache une partie bler

déterminde de (A x A) , qufon désigne par ls notation @Z@ o {.f%
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et gu'on appelle le produit des parties () 3 et (ﬁ:ﬁ prises dans

cet ordre. Ce produit nfest pas commutetif. Le nouvelle opération

e e e e

sulvantes :

a) [\ désignent la d.iaggna}.e du produit, on & guelle gue soit
lg partie @

Lod - A=
&e@g , . : ¢.@g£g¢

b) Soit X une partie de 4 . Socit F une correspordance entre éléments

de & , qul rogaviée comms sliani g.@ ls premidre cocrdomnnés vers le
sﬁ%CuLﬁﬁ; zat attachés & l& periie @ Ge lfensenble (4 < 4). On &

(X % %)o I = FE) x F&).

27.~- Produit de trois emsumbles.- &Solent trois ensembles A , B, €

Ve TN TP s D CITD e I e et G e an WD s e
S S rr e s mEEEETEEE

e e ]

grscquea @'t ggthigues, Leur produit (4 % B ﬁ@} est l'ensemble des
triplets s ‘% H s ;» 17égelits de deux triplets
% %'%}2(39-- jg}sa

EEESEIEEEESE

ﬁxﬁyr a’t _ wﬂg p ot ﬂ@@é;@

Shem

Au lieu du triplet (= 3 % . M ) on peut’ enviseger t@u"& susel

'biem 1'un ou llautrs d@s c@npleg
(=; (% ;8N =5%2;%) 5 (¢ s =; 260

et on contient par sulte, qu'il y s identité entre les cusembles

EEEETEEIRES o b et

(423 x0) -'((&xg}w} ; (axc)aB); (&%(b%@}}
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|
d'ensembles. Ce qui vient d'8tre dit vaut gue certeins des ensemblec

S —— SESmEmeEtsers

facteurs soient identiques ou non.

SEEREESEEEES

Il n'y a ﬁonc rien & gjouter 4 ce gui précéde relativement aux

produits 4'vn petit nembre 4! ensembles.

ZIX. Fotions résultant de le comsidération
gimultande d'une inPinité dleonsenmbles.

1.- Famille d'ensenbles.- Ls -considémticn ?une infinité d'ensembles

méme epgembla 4 . Qa dit alors q;a'ila constituent une famil:ie

a’l eﬁssm‘blee, . Pguzf a,efiniz: une telle fwiile on se ‘«:m 75 é@me 3743

énsenble d!indices I dont on désigners les g%@ggg per des minus-
cules grecgues tallsé que L , et ume fonction définie dens I , &
veleurs dans P(4) , c'est-a-dire une correspondsuce générale ds I
vors A ; au lieun de mprégez;ter cstbe fonction ‘pgr ligeriture

X = P( 1) '
on emploie la potation ipdicielle X, , et on dit gue X , €8st uwn
Eﬁ?ﬁ_&?_ﬁ;ﬁ guelconque de la famille. Parfois on prend comme gosemble
dtindices ume partie f?l?f de P(A) gui est justement ls Pamille
e.-llaamémg. ; vn epsemble de cette famille est alors simplement
désignée par X , et on éerit X € g . Nous avons employé plus
havt des aotations telles gue @ @ @ pour désigner t r@ig

parfcies elicitementdesi cnées é;ﬁzm enaem‘@lg, On peut regerder

mazintenant ces trois parties comme constituent ume famille @?ansemw

bles, l'ensemblg d'indices I étent alors formé des trols $léments

- explicitement déaignés 1,2 3 .
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Réunion générale.- Reprenons une famille §F de parties de A défimie
par une correspondance de I vers P(4) : X = F (v). Soit J ume
partie de l'ensemble d'indices, considérons ltimege Y = F(J) de
cette partis par la correspondence, on lui donne le nom ée réunion
générale relative & la partie J ds l'gngonmble I et om éerit
r=lx .
Lorsque J est l'ensemble I lui-méme, on écri souvent Y = &Jj:x@
ou méme ', ‘X . 8i on suppose qa@ I seit un aasemhl@ zgnt .
les élémenta, explieit@ment et 1ndividusllemen$ donnés, sont psr
exemple 1 , 2, 3, on a
T = [, 0% &513

corme on le voit en se reportant & lg définition de 1l'imsgs dfune

partie par une eorreséon@anee, Le nom de réunion, donnée & cetie
imsgs est done parfaitam@nt'*ustifié, '

?ropr;étés ée ls réunion généraele.~ B8oit toajourg X, une fonction

définie dans I & valears dans ?(A) ; désignons encore p&r ? is cor-
r@spandance de Z vers & gui lui @st attachée gt a@is G’Qﬁ@ antre .
cezrespoﬁdance de g.A vers B Sgi enfin J une garti@ é@ I

&) Drapréds 1& defin;tign des correspgnéaacas ccm@ceéwwﬁvagAa

E&a?}’ (J)‘.== Ll ez - ex uﬁ x

- LEF @éu
- 80it maintenent L un autre enaamble d’indices, dont un élément quel-

conque sera désigné per A ; solt 9@, une f@ncﬁlaa @Bfiﬁi@ gens L , ¢
& valours dams P (I) ; la c@rresp@ndance de L vers I gui loi est !

attachés sere désignée par H - an autre ggpect @@ l@ é@fi@itlgﬁ

des c@rr@spandances composées slexprime par la r@laui@n__

ety m”‘“sgi’f‘ a=idE
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o e
)  [zem]@) ‘%gg\ X, }Zz, Qs& X.J

3'ecgt le formule générele d'zgsociativité pour la réunion ; quand I

et L sont des ezzsemales & é.sm 2ents explicitement gésignés, on retrou-

oot oS e

ve des relastions conmnues ; g4 L gevl ost dane ce ces, on &, per
2 =EEomEmEEs

example =
(b') U = { U %1 ] U X
Légig‘%, = e, Lé%{
- Solent emcore X et YT deux fonctions, & vuleurs dems P(2) ,

d&finies r@a;;@cizige@@ pour 1t € i et x € ¥ ; on &

%
r 1 i \
ot = Pl b - s
“iel -4 - 2EK = g!g;}g{?i;f ®) 7 -
;@rtml@ gite de "distribuiiviité csr elle se réduit A ls formule de
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