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THEQORIE DES ENSEMBLES
(Pascicule de résultats).
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Introduction.

Le lecteur trouvers dens le présent fascicule toutes les défini-
tions et tous les résultats de théorie des Ensembles gul seront
utilieés dans la suite de cet ouvrage ; il n'y trouvera aucune
démonstration. BEun ce gui concérne les notions et termes du langage
utilisés ci-dessous sans qu'il en soit donné de défirition, il pourra
se bormer & leur attribuer le sems gu'ils ont dans le langsge non
mathématigue, ce qui n'offre aucun inconvénient pour la lecture du
reste de ce Traité, et rend presque immédiztes ls plupart des propo-
sitions énoncées dans ce fascicule., La lecture du Livre I (Théorie
des Ensenbles) n'est indispensable gue pour les lecteurs désireunx
dg savoir comment on peut surmonter les difficultés logigques que
crée la présence de ces termes non définis, et pour ceux gui veulent
comnaitxe les démonstrations des théorémes plus difficiles énoncés

aux ¢ §6 et 7 do ce fascicule (théordme de Zorn et ses conséquences).
91. Eléments et parties d'un ensemble.

1. Un ensemble est formé d'éléments susceptibles dé posséder certei-
nes propridtés et d'avoir entre sux, ou avec des §lémsnts dlautres
eunsembles, certaines relstiouns.

2, Ensembles ot éléuments sont désignés dans les raisonﬁem@mts par
des symboles graphiques,IQui sont en général des lettres (de divers

alphabets) ou dés conbinsisons de lettres et dfautres signes ; les

relations entre éléments dfun ou plusiecurs ensembles se notent en

insérant les symboles qui désignsnt ces &léments dans un schéms

caractéristiqus de la relation eavisage ; de méme pour les propriétés. B
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Une lettre peut désigner, soit un élément déterminé, soit un
élément arbitraire (dit aussi élément générigue) d'un ensemble ;
lorsqu'une relation ou une propriété, dans laguelle interﬁiennent

des éléments arbitraires, est vraie guels gue soient ces ¢léments,

%
on dit que c'est une identité. R et S étant deux relationz (ou
propriétés), on dit que B entraine S lorsque S est vraie chaque fois
qu'on fixe les éléments arbitraires qui entrent dans ces relations

de maniére que R so0it vraie ; on dit que R et S sont &guivalentes

lorsque chacune de ces relations entrafne 1l'autre.

3. Lorsgue deux symboles désignent des éléments dlun méme enseumble,
en les écrivant de part et dfautre du signe "=" (qui se lit "égale"),
on a une relation dite relation d'$galité qui signifie que ces deux
symboles représentent le méme 6lément ; la négation de cette relation
s'obtient en écrivant les mémes symboles de part et @“autre.du signe
min (qui se 1it "différent de"). ’
4. Etant donné un ensemble B, ot une propriété d'un élément‘générique

de B, ceux dos éléments de E pour lesquels cette propriété est vraie

forment un nouvel ensemble, gqu'on appelle partie ou sous-ensemble
de E , et qui eét défini par lé'propriété envisagée. Deux propriétés
¢ouivalentes définissent la méme partie; et réciproguement.

51 A est une partie de E, on éecrit qu'un élénent x de E est aussi
elément de A sous la forme "x € A" quion lit sussi "x appartient

& A% ; ciest 14 une propriété qui Géfinit &videmment A .

Lo négation de cette propriété se note "x @.&“ et se 1it "x n'ap-

: < : ; . L ' 0
partient pas & A" ; la partie de E qu'ells définit se note % & et

s'appelle le complémentaire de A .
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5. Certaines propriétés ne sont vraies pour gucun élément de E 5
par exemple la propriété zx # X ; deux quelconques de ces DProprisétés
sont éguivalentes ; la partie gu'elles définissent est appelée lg
partie vide de E , et désignée par la notation ¢ .

Inversement, certaines propriétés, par exemple X = X, sont vrzies
pour tous les éléments de.E ; deux guelcongues de ces propriétés sont
encore équivalentes ; la partie gu'elles définissent, et qu'on appells

parfois partie pleine de E , n'est asutre gue l'ensenble E lui-méme.

6. S5i a est un élément de E , certaimes propriétés nc sont vraies
que pour le geul élément a , par exemple x = & ; deux qguelcongues

de ces propriétés sont équivalentes ; on désigne par }a% la partie

qu'elles définissent, et on dit gue c'est la partie riéduite au seul
7

élément a .
7. Les parties d'un engemble E sont les é&lémenis d'un nouvel ensemble,
qu'on appélle 1'onsemble des parties de E et qu'on désigne par '%?(E).
On a done gﬁ (S %g(ﬂ) i B € %f(]g) ;-et, quel que soit x € E ,

3 é;fQQf(E), 8i x est un élément arbitraire de B , X un élément

arbitraire de QX'(E) , 1a relation "x € X" entre x ot X est dite

relation d'appartenance.

8. 8i xz et y sont deux éléments de B , la relation ¢’4galitsé "x=y"
est équivalente & la relation ?guelle que soit X éiﬁ?§(E) Bl
X eX , vy e XM

# - . _
- %l faut,b%@g remarquer que, lorsqu'on parle d'une propriété diun
elément générigue d'un ensemble E s cela ne gignifie nullement que

la propriété soit vraie pour tout élément de E , mais simplenent

qu'elle a un sens pour tout élément de B , est vrasie pour certains
de ces éléments, et fausse pour les sutres. -
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9. BSolent X, Y deux parties d'un ensemble E ; si la propriété x ¢ X
entraine la propriété =x c Y , autrement dit, si tout élément de X

appartient aussi & Y , on dit que X est contenu dans Y , ou que Y

contient X , ou que X est une partic de Y ; cette relation entre X

et Y sfeppelle relation d'inclusion (de X dans Y) ot se note "X Y
ou Y S X" - ga négation se note "X gi 1’

Quelle que soi6 la partie X de E , ona S C X, et ZC E .
La relation d'appartenance "z £ X" est équivulents & “gzxg X,

La relation "X C Y et Y ¢ Z" eontrafne "X o 2Z" .

La relation "X 7" n'exclut pas que l'on ait "X=Y" ; de

plus, la relation "X Y et Y ¢ X est équivalenie & "X=Y"

10. Soient X et Y deux parties quelcongues de E ; la propriété
- _

iz € X ou x ¢ Y° définit une partie de E qui se note X iUY et

s'appelle la réunion de X et Y ; la propriété "x e X et x I®

définit de méme une partie de E qui se note X N Y et slappelle

l'intersection de X et Y .
On définit de la méme fagon la réunion ou l'intersection de
plusieurs parties de E . .
S; X,7,2 sont (par exemple) trois &léments de B , 1a réunion
%x} U %y} U izé se note aussi Z%xgygz },
- Lorsgue X et Y sont deux parties de B telles que X M Y = ﬁ ;

on dit qu'elles n'ont sucun élément commun ; lorsqu'su copiraire

; L 1 5 % - “ a
XNTY#9 , on dit que X et ¥ se rencontrent.
11. Dans 1'énoncé des propositions qui suivent, X,Y,Z désignent

des parties guelconques d'un méme esnsemble B.

¥

v

o~

et a Y.

0
£
b

Ce qui n'exclut pas que x appartiemnne & 1la foi
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2a) Ona p=[= , E=(8 .

b) Quel gue soit X, on a

(1) &Em ;

(2) X UX=X XOX = -
() 20l x ¢ Xﬂ(gm:!ﬁ ;
(4) XUup=x . X AE -2
(5) XVUE=E . xNndg=4¢
¢) Quels que soient X, Y, on a |
(6) XyUY=YUZX - XNY=YNZX (commutativité) ;
(7) Xc. X Y - AAYc X
8) {Eun=({onifn , [Gan({puly.

d) Les relastions suivantes
8l ;
xcr , x5y . xuy x . xnav-

sont équivsaslentes.

e) Les relations suivantes
N r
IaYr=0 - zc v Y C |, X

sont éguivalentes.

£) lLes relations suivauntes

V@)
Ly - . | XTc ¥ i Y c x

i

€

sont égquivelentes.

g) Quels que soient X,Y,Z, on a (associativité et distributivité)
(9) ZuU(YUZ)=(ZUY)UZ=XUYU3Z ; EN(InZ)=(XnY)NZ=XNYIN3Z ;
(10) X uU(¥nzZ)=(RUDNEXUZ) , ZE0O(XUZ): ’ﬁ*m’) i 02).

'

h) La relation X C Y entraine les relstions
X UZ cYUZ et X Z2c X 07 ;
i) La relation "Zc X et Z< Y" entraine Z2cin ¥ ;

la relation "XC %2 et Y ¢Z" entraine "X UYC 2" ,
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12. D'aprés les identités (8), si une partie A de E se déduit
d'autres parties, X,Y,Z de E par application , dans n'importe
ciuel ordre, des seules opérations U , M , on obtiendra le
complémentaire g A en remplacant les parties Xﬂjz par les
parties complémentaires, et les opérations (J, N, par N , U ,
respectivement, l'ordre des opérations étant respec"cév; clest la
résle de duslité. Btant donnée une égalité A = B enire parties de

Z Z = z e ° 7 o {“
la forme précédente, considérons 1l'égalité équivalsnte {;A = |,B,;
[
U
cation de la régle de dualité, puis si, dans ces expressions, on

si on remplace {g& et | B par les expressions gue fournit 1l'appli-

remplace é}i ; {jY ; EZ par %,Y,Z et vice-versa, on obtient

une égalité dite duasle de A =B ; on peut opérer de méme sur une

relation d'inclusion A B , mais il faul avoir soin de remplacer
losigne " 7 par H 5 0

Les identités groupées ci-dessus par deux sous le méme numéro
sont duales 1'une de 1'autre.
15. Dans certaines guestions, il est counode de fixer son attention
sur une partiec déterainée A d'un ensemble E ; si X eslt une autre
partie arbitraire de ¥ , om appelie alors trace de X sur & ,
l'ensemble A f}X ; qufon note souvent aussi XA , et gu'on consi-
dére toujours, dans ce ecas, commé une partie de & . Quelles gue
golent les parties X, Yde E , on a

ﬂ X = ( iX)A (gzsg étant le complémentaire de %, pris par

b:3

rapport & A) ; (X U Y}A = 2;,9 uY, ; (x f‘;'ﬁ{)p = }:ﬁf“‘;YA .

De néze, si é désigne un ensemble de parties de E , on appelle

. - E -
trace de g sur A llensemble 5, des traces sur A des ensembles
= :
de ~ .
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§2° La notion de fonction.

1. Soient E et P deux ensembles, distincts ou non. Uns relation
entre un &lément arbitraire x de B ot un élément arbitraire y de F ,

est dite relation fonctionmelle en'j , ou relation fonctionnells de

Evers ¥ , si, quel que soit x e B , il exiske un élément y et un

seul de ¥ gui soit dans la relation considérée avec x .

On donne le nom de fonction & lioiération qui associe ainsi &
tout élément x € B 1'élément y ¢ F qui se trouve dans la relation

donnée avec X ; on dit gue y est la vsleur de la fonction pour

1%'élément x , et que la fonction est déterminée par la relation

fonctionnelle considérée. Deux relations fonctionmelles Sguivalentes
déterminent la mBme Ffonction.

D'une fonction déterminée par upe relation fonctionnells de E
vers ¥, on dit gqulells "prend ses valeurs dans F? et que'lle est
#définie dans E' , ou encore gus c'est une "fonction d'un argument
(ou d'unevariable) parcourant B" (les mots argument et variable
ayant donec le sens d'élénment générigue) ; plus bridvement, on dit

aussi que c'est une applicabion de B dans £ .

)

2. Les applications d'un enseuble & dans un ensemble F sont les

éléments d'un nouvel ensenble, llesgemble des applications de &
daas B guéon note é;g'g . oi T est uﬁ glénent qtelc@nque de cet
ensembleg on désipgne la piupart du terps par f{x), la valeur de T
pour l1l'élément x de B ; dans certains cas, on préfére employer la

notation fz , dite notation indicielle (l'ecusemble E est alors

appelé enseunble dl'indices). La relation %y = P(x)" est une relation

fonctionnelle en y, qui détermine £ ; cetlie relation s'exprime aussi

parfois en disant gue "y est de la forme f£(=x)" .
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Il est souvent commods de pouvoir désigner umne fonction par
une notation od entre l'argument de la fonction ; on emploiera dans
ce cas la notation -z — £(x)
gqui est donec synohyme de T .

Cette derniére notation est surtout utilisée lorsgufon consi-

¢ la plupart du

temnps, on n'utilise pas alors de symbole particulier pour

la représenter, mais seulement un symbole oh entre las lettre x
(ou tout asutre lettre représentant un argument ), et qui désigne
la valeur de l'applicstion pour x ; on désigners alors llappli-
cation elle-m8ue en remplagant £(x) par ce symbole dans la
notation précédente. Par exemple, la relation Y = é;x est
fonctionnelle en Y ; on désignera par X ~4>%;E. l“a@piica&ign
do @(E) dans %@(E) qu'elle détermine.

Par un abus de“langage, on désigne méme parfois l'applica-
tion elle-méme par le symbole de sa valeur pour X ; on dira
par exemple "la fonction x#1" , aun lieu de "lg fonction
X —xi ",

La relation dfégalité "P=g" entre &léments de @Zg est Gouivalente
4 la relation Pquel que soit xeE , f£(x) = g(x}ﬁde .
5. Une fonction définie dans un ensemble E , et gui prend le méms
valeur pour tout élément x de E , est dite censtant%daaa K.
Llapplication de E dans B qui fait cerr@spondre & téut &lément x de
E cet élément lui-méme est appeléds application identigus.

51 A est une partie guelcongue de E', 1%spplication de A dans B

qui, & tout &lément x de A , fait correspondre x considéré comme

élément de B, s'appelle application canopigue de A dans E .
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Si £ est ume application d'un ensemble B dans 1l'ensemble E
lui-méme, on dit qu'un élément x est invariant par £ , si £(x)=x .
4. Soit f une application de E dans F , et X une partie de E .
La propriété suivante des éléments y de F

"il existe un élément x de E tel que z € X et 3y = £(x)"

définit une partie Y de F , qu'on appelle l'image de X par T ,

ou encore l'ensemble des valeurs prises par f sur X .

Cette relation entre X et Y est fonctionnelle en Y , ot déter-
mine donc une application de ‘%}XE) dans gjfiF)g gu'on appelle

extension de f aux ensembles des parties ; par abus de langage,

on la note encore £ , et on écrit Y_g_f(X),
Quels gue soient f et x , on a
g = £(¢) et . §f<x>§ = £($x1).
= (5 - L2

Siona f(EB)=F , clest-a-dire si, quel que soit ygPF , il

existe x€E tel que y = £(x) , on dit que £ est une application
de B gsur ¥ . L'ensemble des applications de E sur ¥ est une partie

de 1'ensemble (LY .| quion note 2 F
- B E

L'extension aux ensembles des parties d'une application de E

sur F est une application de %‘fj (E) sur %’EQ/{?,} :
5. Soit £ une application de E dans F ; on a les propositions

sulvantes, ot X ot Y désignent des parties générigues de B :

a) La relation X Y entraine £(X) < £(Y).

b) La propriété X % ¢ entraine =(X) %tg -
c) Quels que soient X%, ¥, on a |
. (93 P(XUY) = £(X) U £(Y)
(10) £(EnT)c £(X) N £(Y) .

6. Soit f ume applicati@n de E dans F , et Y une partie de F .

La propriété suivante des éléments x de B :




cia0 o
"il existe un élément y de F tel que ye¢¥Y ot y = f(x)?

définit une partie X de E , gu'on appelle l'image réciprogue de Y

par £ . Cette relation entre X et Y est fonctionnelle en X , et
détermine une application de Z%K(F) dans Q;g(ﬁ)s gu'on appelle
extension réciprogue de f aux engembles deg parties, st gu'on BO»@

-1
f ; on écrit donec X = f(Y)

i) -

%ﬁ
(x

semula des x€E tels que f£(x)=y ; les relations "f

o 1lfen-

})

En particulier, si y est un élément de F ,

=y" et

nx ¢ f (%yl)“ sont donc éguivalentes.
La trace X} d'une partie X de E sur une partie déterminéde A
n'est autre que l'imsge réciprogue de X par lfapplication canonique

de A dans E .

7: BSoit f une application de K dans F ; on a les propositions
suivantes, ol X et Y désignent des partles 'énériqmes de F -
a) La relation X Y entraine f‘(}i){: f(‘i},

b) Quels que soient %, Y, on a

(11) | ”}(XMY) = ”%(}Q um%(Y)
(12) “txav) = ’%(:g)mm%(‘f)
(13) i =t

On notera la différence entre les formules (10) et {(12)
relation F(ENY)}=r(X)NT(Y) n'est pas vraie quels que
soient X et Y si £ est une application guelconque de % dans F.
De méne, il n'y a pas d'analogue & la relation (13) pour
llextension d'une application. '
< = - 4 4.
On a de plus £(P)= ¢ ; mais ici, on peut avoir f£(X) = § pour ume

§

o . Sl . -
partie pnon vide X de F ; pour que X 7 % entraine f£(X) # @ il

faut et il suffit que f soit une application de E gur F .
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8. Si l'application f de E dans F est telle que, gquel gue soit y,

-1 .
l'ensemble f({y}) soit vide ou réduit & un seul é&lément, on dit

que £ est une application biunivogue de E dang F ; on désigne par
ﬁg la partie de Gﬁg dox;t ces applications sont les &léments.
51 T esl une application biunivoque de E dans ¥ , on a, quelles
gque soient les parties X, Y ds E |
(14) . P(XNY) = £(X)nflY).

L'extension d'une application bhiunivogue de E dans F est une
application biunivogue de %:r(E) dans %Zf(?),
9. ©Si 1'application f de E dans F est telle gue, quel que soit

yeF , 1l'ensemble w}(gy%) soit réduit 4 up seul élément, on éit que
9

T est une application biunivogue de & sur F , et on désigne par

: : 7P = S : : L 3
ﬁ% F 14 partie de {ZL* dont ces applicaticns sont les éléments ;

bt

ona 9 g = (B g ne . 1 relation y = £f(x), dans ce cas,

©E

est non seulement fonctionnelle . en y , mais aussi fonctionnelle

en X ; on dit que c'est une relation biunivogue entre x el y.

En tant que relation fonctionnelle en x , elle détermine ume appli-

cation (biunivoque) de F sur E , qu'on appelle l'azpplication véci-

~1
progue de £ , et qu'on note £ , par un sbus de langage.

On notera que l'extension de l'application réciprogue de b g

e

est identiqus & 1! progue de £, ce gul rend

extension réci
sans Ganger l'abus de langage précédent.

-1
Les relations %Yy = f(x)" et "x = #(y)" sont éguivalentes ;

- ; =1 :
lfapplication réciproque de [ est £ .
Lorsque £ est une application biunivogue de K sur ¥ , on a non

seulement la relation (14), mais aussi, quelle que s0it la partie X

6

de
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(15) t([x)= [ 2x) .

De plus, 1l'extension de f est ‘une applicaﬁion biunivoque de

g(E) sur /,p(F).

On dit que deux ensembles E, F, peuvent &ire mis en correspondance

biunivogue lorsqgu'il existe une application biunivogue de 1l'un sur

g n'est pas vide) ; on dit aussi

ulune application biunivoque de E sur F et son application récipro-
, P

l'autre (autrement dit, que J

que réalisent une correspondance biunivoque entre E et F.

Une gpplication biunivoque d'un ensemble E sur lui-méme ss
nomme permutation de 5 ; l'application identique est évidemment
une permutation.

10. Dans les propositions suvivantes, X désigne une partie arbi-
traire de E , Y une partie arbitraire de F .,
a) Si £ est une application de E dangs F , on a

(). 3oty

Ly e e
b) Les propriétés

- .
"quel que soit Y , £( £(Y)) = Y' et "f ¢ (P " sont éguivalontes

¢) Les propriétés

=1 ' ‘ .
fguel gue soit X , £(£(X))=X" et "f 6.ﬁ2§ " sont égquivalentes.
d) Les propriétés 4 -
e . .
"quels que soient X,¥, f£(£(X))=X et f£( £(Y)) =Y " et

'n' £ £ @g " sont _équiv:a.lent@s.

11, Soient E,F,G, trois engembles, distincts ou non ; soit £ une
application de I dans ¥ , et g une application de F dans G .

L'application de E dans G dont ls valeur, en un élément quelconque

xde E , est g(f(x)), s'appelle 1l'application composée de f par o
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(ou fonction composée de f par g) ; on la désigne par la notation

gof , ou simplement gf , lorsqu'il é'y 2 pas ambiguité.

- Quellé que soit la partie X de E, on a (en notant par gof 1l1llex-
tension de la fonction composée de g par £ , suivant une convention
antériecure) ‘

(18) (g o £)(X) = g(£(X))
sutrement dit, 1l'extension de gof est identique & l'application
composée de l'extension de f par celle de g .
L'extension réciprogue de gof est identique a t% g”g :

51 T est une application biunivogue de E sur F , ot g une appli-

cation biunivogue de F sur G , g o est une application biuvnivogue
de E sur G . | '

91 h est une application de G dans un énﬁamble guslconque H , on
a ho(gof) = (hog)e-f ; cette application de B dsns H se note encore
hogof , et on dit gu'elle est comgoséé des trois applications

f,g8,h, prises cans cet ordre. Oz défirit de n8me la composition de

plus de trois applicatiocns.

12. Les propositions du g“ 10 montrént Qﬁ'en général, l'application
composée -%csf de lsexteasioﬁ d'uné éppliéation £ par son extension
réciprogue n'est pas l'application identique de %Cgiﬂ) sur.%zg(E) <
de méme ft:% n'est pas en général l'application identique de ‘%ﬁ(F)
sur {ﬁf(F), 4Ges deux propriétés n'ont lisu simultanément gue

lorsque f est ume application biunivogus de E sur F .

Az : -1
De plus, dans ce cas, les applications composdes f:af et £ o £

ol % désigne cette fois l'application récipfoqu@ de £ , sont respsc-

tivement 1'application identiqus de B sur E , et 1'epplication

identique de F sur F .
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Réciproguement, si £ est une application de E dzns F , et g une
application de F dans E , telles que gof soit l'application iden-
tique de E sur E , et fog l'application identique de F sur F , f et
g sont des appljcations biunivogues de B sur F et de F sur E
respectivement, et on a g = -} b= ,; .

13. 8Soit f une application de E dans F , et A une partie quelcongue
de E ; 1'application :A de A dans F , dont la valeur en un é&lément

£

quelconque x de A est f(x), s'appelle la restriction de f & la

partie A ; ce n'est autre que la composée de l'application canonique
de A dans E , par l'application £ . Inversement, on dit gue f est
un prolongement &4 B - de fA 5

De la n8me manisdre, il est parfois utile de coansidérer £ comme
composée de 1llapplication x —>f(x) de E gur £(B) (£(x) étant
considéré comme élément de £(B)), par l’applicatiom canonigue de

£(E) dans F. On remarquera que, si f est une application biunivoque

de B dans F , 1l'application x —>f(x) de E sur £(E) est une

application biunivogue de B sur f£(E) ; par un abus de langags, on

=1 .
note f son application réciproqus.

14, Une application d'un ensemble E gur un ensemble F est encore

appelée représentation paramétrigue de F au moyen de E ; on dit

alors que E est l'enscmble des paramétres de cette représentation,

et ses éléments prennent le nom de paramétres. Si de plus T est
une application biunivogue de E sur ¥ , on dit que c'est une
représentation parameétrigue propre.

Une famille d'éléments d'un ensemble ¥ est, par définition, une
4 b b

partie de F munie d'une représentation paramétrique ; autrement dit,

la donnée d'une famille dféléuqents de F équivaut 8 celle d'une appli-

cation d'un ensemble quelcongue dang F. Il importe de distinguer




®

soigneusement la notion de famille d'éléments de celle d'ensemble

des éléments de cette famille, deux familles n'étant identiques

que si les applications qui les définissent sont identiques ; deux
familles distinctes d'éléments de F peuvent donc avoir ls m8me
partie de F comme ensemble d'éléments.

& toute partie A d'un ensemble F , on peﬁt toujours faire corres-
pondre une famille d'éléments dont 1'ensemble des élémenta soit A ;
il suffit de considérer la famille définie par l'application
canonigue de A dans F .,

On définit souvent une famille d'élémentis de ¥ par une applica-
tion ¢ —> x d'un ensemble d'indices I dans F ; on la désigne alors
par la notation (x&)zéél , ou simplement (x ) s'il n'y = pas de
confusion possible sur l'snsemble dfindices.

Si J ®st une partie de I , la famille (x&}zgg-prend.le nonm de

sous-famille de la famille (x&)@él correspondant &4 J ; elle est

définie par la'restriction a J de 1'application z — z. .

§ 3. Produit de plusicurs ensembles. Correspondances.

1. BSoient E et F deux ensembles distincts ou mon. Les couples

(x,y) dont le premier élément x est un élément guelcongue de B,
et le second y un élément quelcongue de F , sont les éléments d'un

nouvel ensemble, qulon appelle l'ensemble produit de B par F , et

qu'on note E xF ; E et F sont dits les enseubles fecteurs de ExF,

Deux couples ne sont considérés comme identiques que s'ils ont
respectivement méue premier et méme second élément ; autrement dit,

la reletion “(x&y)a(xgiy?)“ est éguivalante & la relation

P

"z=x' et y=y® ". B5i z est un élément quelconque de B AF |
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la relation "x est premier élément du couple z7 est une relation
fonctionnelle en x ; elle détermine une application de E xF gur & ,

qu'on nomme premiére coordonnée, ou encore premidre projection, et

qu'on désigne par l'une ou l’autre des notations cy ou pr, ; au lieu
de dirs "x est premier élément du couple z ¥, on énoncera le plua
souvent l'une des relations "x est la premidre coordonnds de 2 e

"x est la ﬁremiére projection de z ?, Iy — ci(z)“ Hx — pr%(z)”

-gui lui sont équivalentes.

On définit de méme la seconde coordonnée, ou seconde projection,

qui est une application de E xF sur F » €t qu'on désigne par c, ou

(=3

-

pr, ; la relation "x = 91(5) et y = c,(z)" est équivalente a
Tz = (pr)n

L'extensgion de 1z fonctlon pr, aux ensembles des ﬁartles se n@te
encore de la méme manilre, conformément aux conventions g&narales,

et se nomme encore premlére projection (on n'emploie plus ici le

terme "coordonnee") De méme pour l'extens;on de la seconds projection
2. Une relation R entre un 8lément générique x de E et un 6lément
générique y de F est une propriété du couple (xgy), et définit par
suita une partie AR du produit E‘xF ; inversement, toute partie A
de B xF est définie par la relation (x,y) € A entre x et y.

En particulier, si A_eﬁt vne partie deAE et B une partie de F , la
relation "x ¢ A et y € B" entre x et y, définit la partie AxB de Ex F.
5. Dens les propositions suivantasg‘x,z°.déaignent des parties guelcon:
ques de B, Y,Y' des parties quelcongues de F » 4 une partie quelcongque
de EXF .

i ,{ : r! P ¥4
a) La relation "XxY = §" est éguivalente & "X = ¢ oulY = g |

b) 81 XXY #§, le relation "RXY C X' X ¥' ' ost gquivalente &

X X! et (Yol YI o0




c) GQuels que soient X,X!',Y, on a

(19) (XxY)UE' xT)=(XUX' )XY .
d) Quels que soient X, X',Y,Y'! , oﬁ a
(20) (XAY)N(X x T )=(XNXT) x (T NYY).
e) Quels que soient X,Y , on a
(21) p;‘:(X) 1 P pQ;(Y) L 7
£f) 81 Y+#9 , ona, quel que soit X ,
(22) prﬁ(X;gY)-—- X
g) Quel gue soit Z , on a
(23) Z Qpr1(z)%pr2(Z)

h) Si a est un &lément de E , la resiriction de l'application pr,
& l'ensemble za§ xF (c'est-a-dire l'application (a,y) — 7) est

une application biunivoque de cet emsemble gur F .

4, Si E et F sont des ensembles distincts, les ensembles produits
ExF ot PxE sont distincts ; mais l'application
(24) ' (x,7) — (y,x)

ect une gpplication biunivogue de EXF gur FxE , qu'on nomme

application canonigus.
Si on considére maintenant le produit B #E d'un ensemble par

lui-méme, l’application (24) est une application biunivogue de ce

produit sur lui-méme, qu'on appelle symétrie cananiqueg_@t gui est
identiqﬁa 4 son apﬁlicaticn réci@roqua, |

La péﬁtie /A de EXE définie.par‘la relation x =y {entre
éléments Ce E)fest appelée diaggmaie de ce pfgduit ; chacun de ses
éléments est imvariant par lé symétri@ canoniqgue, et ce sont les
seuls‘éléments de EXE ayent cette pro?riétéo L'application

z —= (x,x)

est une epplication biunivogue de E sur Zﬁ 5
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S1 Z désigne une partie quelcongue de E xF , on notera 7 la

valeur pour Z de l'extension de l'application canonique de ExF
sur FxE ; on utilise la m8me notation pour l'extension de la
symétrie canonigue.

Si X est une Q%rtie guelconqgue de E , Y une partie quelcongue
de F , on 2 'm =YxX; et, si A est la diasgonsle du produit
EXE | A= A

Si une relation R entre x et y définit une partie A de E xF , la
mbme relation défimit la partie oy
5. Soit A une partie d'un ensemble E , et f une application de A
dans un ensemble F ; la relation entre un élément générique x de E
et un élément générique y de F , qui s'énonce

"xech et y=£(x)"

définit une partie de E x F , qu'on appelle ensemble représentatif

de la fonction f. 5i B est une partie de E contenant A , et g un
prolongement de £ & B , l'ensemble représentatif de £ est contenu
dans l'ensemble représentatif de g .

héciproguenent, 81 C ost une partie de E X F telle gue, quel que

soit x € B , il existe au plus un y ¢ ¥ tel que (x,y)e C ,

la relation "(x,y) € C" entre un élément générigue x de 1'ensemble

pzac ; et un élément générique y de F , est une relation fonctionnelle

en y , qui détermine une application de pr C dans F , dont 1l'ensem-

4
ble représentatif est C.

On désigne par %?jg g'et on appelle ensemble des gpplications

d'une partie de E dans F , l'ensemble dont les éléuents sont toutes

les applications de toutes les parties de E dans F ; cet ensemble
peut donc étre mis en correspondance biunivogue avec une partie de

T
l'ensemble %mﬁ (E x F).
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51 T est une application biunivoque de E dans F , et C son
ensemble representatlf 1'ensemble représentatif de l'application
réeciprogue } (de £(E) sur E) n'est autre que é.

6. Lorsque T est ume application de E dans F ﬂ.et € son ensemble
représentatif dans E x F , la relation %y=£(x)" est éouivalente

& "(x,y)eC" ; on peut donc définir l'extension de f aux engembles

T

des parties & l'aide de C , 1l'image de la partie X de E par £
étant définie par la propriété Fil existe x tel que x € X et

(x,y) €€ "

51 maintenant C est une partie guelconque de E x F , et si on

désigne par C(X) la partie de F définie par la propriété précédente, |
X —> C(X) est encore une application de ﬁ;f{E} dans ¢ - |

/’*'()

Les applications de '%k (E) dans “AM(F) gqu'on peut obteuir de

E

cetteAmanlere sont dites cozx resgcndanueu de Ea ¥V bne correspon-

dance de E 4 F est donc définie par la donnée d'une partie de E X P.
7. Les correspondances de E & ¥ Torment un ensemble guil n'sst pas
identique & celui de toutes les appllCdblcﬁ& de ‘é@ (b) dans

fff(F) ; en effet, une telle co;respondaﬁ X «m?L(A} posséde

los propriétés suivantes, énéralisent celles de llextension a?un@
> 7

application de E dans F ( §;2 .. n% 4 o1 5) -
a) Cgr-d ; '
b) "X c ¥' eniyaine NC(X) c C{Y)"

¢) Quels que soient X%, Y,

(25) C{X UY) = C(X) u C(Y)
(26) CZNTY)C 6(x) NceY).

-G

8. Soit C une partie de E x F , C son image par lfapplication

canonique de B % F sur P X B (ou par la symétrie canoniqus de ExE
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lorsque E et F sont identiques) ; la correspondance X —> CG(Z) de
EaF , et la correspondance Y-—%aé(Y) de F 4 E sont dites récipro-
gues l'une de 1lfautre. Toute relation entre un éléznent générigue de |
E ot un élément générique de F définit ainsi deux correspondances
réciproques l'une de l'autre.

Lorsque € est 1'engemble représentatif d'une application £ de E
dans F_yvla correspondance Y-~ané(i) n'est autre gque l'extension
réciprogue de f.

9. Soit C une partie quelcongue de E x F ; l'application

X —> C(%x%)
de E dans %:g(F)', est composée de llapplication x w%;%“zg de B
dans *%QE(E) , bar la correspondance X —> C(X) ; sa valeur G(éz%)
(qt?on.;ote aussi C(x) par abus de langage) est appelée la coupe de
C suivant x . iais ;nvers@m@ntyvgggﬁg applicetion f de E dans %:ﬁ (%)

peut s'obtenir de cette maniére ; car £(x) n'est autre que la coupe

suivant x de la partie C de E x F définie par la relation %y ¢ £(x)".
L?ehsembl@ %37(5 A P), l'ensemble des correspondances de £ & ¥ et
rlﬁensamble des spplications de E dsus %ig(ﬁﬁg peuvent donc &tre
mis deux & deux en correspondance biuni;@quaa

10. Soient E,F,G trois ensembles distincts ou non, A une partie
de E x F , B une partie de P x G . L'application

= X —= B(A(X))

de %:f(&) dans Qgg(G); composée de la correspondsnce X —> A(X)

ar la correspondance Y —> B(Y), est elle-méme une corrsspondance
§ =

de E & G ; la partie de E x G gui la définit, est l'ensemble des

couples (x,z) de B x G défini par la propriété

"il existe § ¢ F tel que (x,vy)eA et (y,z) e B
: J s ?
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Cet ensemble s'appelle le composé de A par B et se note Bo A , ou

simplement BA quand aucune confusion n'est & craindre ; on a done,

quel que soit XC E , BA(X) = B(A(X)).
i1. On a -1
— =1 =1
(27) (Bok) ="AoB

A et A' &tant deux parties de E xP , la relation A C A' entraine
Boh c BoA' ; de méme, B et B' étant deux parties de F x G , 1la
relation Bc B! entraine BoAcC Ble4d .

Dans le cas ol F et G sont identiques &4 E , on a, guelle gue soit
la partie 8 de E xE aA

(28) Aea=2a . Ao A =4
ot A désigne la diagonale de E x E ,

12. Soient maintenant E,F,G trois ensembles distincts ou non ; leur

engemble produit E xF xG est l'ensemble des triplets (x,y,z), ot
xekE , yEF , 2¢6G ; la relation (x,y,z) = (x',y',2') étant équiva-

lente & '?zzx’ et y=y' ot z=2z! ". Les trois applications

(Xaysz)“‘"?x 3 (Xaypz)‘“%’y s (Xﬁyaz)“’”%z
de ExFxG sur E , F, G respectivement, sont appelées respectivement

bremiére, seconde et troisiéme coordommée (ou projection) ; on appelle

de méme par exemple, projection d'indices (1,2), et on note or.
o
l'application (x,7,2) —2(x,y) de ExF xG pur E x F .

O5 2.3.4 se généralisent

Les définitions et propositions des n
aisément au produit de ’:rms ens’embl.es_; par axe_mp;e, on appellera.
diagonale du pmduit ExExE 1l'ensemble des triplets (x,y,z) tels
que x =9 = 2. : ‘ , _ -

EZn outre, on peut substituer & la considération da produit

ExFxG de trois ensembles, celle du produit {EXF)xG , obtenu

par double application de l'opération Pproduit de deux engembles®.
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En effet
. (x,7,2) — ((x,7),2)

est une application biunivogue de E xF xG sur (ExF)x G , qu'on
nomme encore application canonigue ; on définit de méme des appli-
cations biunivogues (dites'auséi canoniques) de E xF xG sur 1l'en-
semble E x{(Fx G), et tous les ensembles qu'on déduit de ExFx G,
(ExP)xG , Ex(FxG) par permutation des trois lettres E,P,G .

On a des définitions et propriétés analogues pour le produit
de plus de trois ensembles,
13. Lorsqu'une fonction f » Prenant ses valeurs daus un ensemble
quelconque E', est définie dans un produit de trois eﬂsembles E,F, G,

on dit aussi que c'est une fonction de trois arcums ents, dont chacun

parcourt 1'un des ensembles E E,F,G ; la valeur de f pour 1'élément
(x,y,2) de ExFxG se note f(x,y,z).
Si a désigne un élément de E

(7,2) — £(a,y,2) ’ - _
est une application de F xG dane E' ; on dit que c'est une applica-

tion (ou fonction)‘parﬁielle engendrée par £ , et correspondant &
la valeur s dé X ; ce n'est sutre d'ailleurs que 1l'application
composée par £ de l'application
(y,2) "““%’(az’yaz>
de FxG dans B xPF xG .
De méme, si b est un élécent de F ,
z — f(a,b,z)
gui est une applieatign d@ G ians E' , prend encore le nom d'appli-
par@; 2ile enﬂaﬁarﬂ@ par £ , el correspondant aux valeurs a?bg de x,y.

Inversement, soit g une application de E dans Bf ;. bar exemple ;

(x,7,2) —> &(x)
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est une application de E xF X G dans E! » telle que toute application
partielle de E dans E! gu'elle engendre pour des valeurs guelconques
de y et z soit identique a g ; on exprime souvent ce fait en disant
qu'on peut toujours considérer une fonction d'un argument x comme
fonction d'un nombre quelcongue d'arguments (parmi lesquels figure
naturellement x).
14. BSoient, £,g,h, trois applications, respectivement de E dans 5t
.de F dans P! |, de G dans G' 5 1'epplication de E XF xG dans Ek Fix G
(x,5,2) — (£(x),8(y),n(z))

se note (f£,g,h) et s'appelle extension de fgggh auxX ensembles

Qrodults, Si fgggh sont toutes trois des anpl;cablaas fisur?, ou

"biunivoques dans", ou "biunivoques sur® , leus extension (f,g,bh)
posséde la m8me propridts. ' . |
‘ 5i f,g,b sont des applications du méme énsembla E‘daas Ef P! GY
respectiyement, ll'application de E dans E! x F! x§G!
x —=(£(x), g(x), h(x))
est composée de l?appllcablon b4 ~ﬁa(x x5 de E sur ls diagonale A
de ExE X E, par lﬁapnllcailon (£,8,h) ; aussi 19apbolleetagn

extension diagonsle de £,g,h, et la note-t-on (fgggh} ,

On n'a envisagé, dans ce numorc st le precodent que le cas de
Atr01s ensembles, unlquemeui pour fljer les idées ; des considérations
enalogues Valent pour plu31eurs @uS@ﬂblGS, en nombre ouelc@nqueo
%A4v Reumlgga 1mtarsactlona produit dtune

famille d'ensembles.

0

1. Dans ce paragraphe,; nous considérons une famille (X&} -~ de

r
T A

parties de E , dont l'ensemble d'indices I est guelcongue ; on dési-

gnera par 25' 1l'ensemble des parties de ls famillg_(paﬁti@rdejg?(E))o




- 24 =

Lorsgue les &léments de I sont explicitozent désigcnés la considéra-
tion de la famille (Xb) revient 4 celle de plusieurs pariies de E ,
distinctes ou non, en nombre &gal & celui des éléments de I par
exemple, trois parties quelcongues Xﬁ, Z5, Xj de E forment une
familie de parties de E , l'ensemble I &tant ici formé des nombres
1,2,3

2. So0it J une partie quelconque de I , ot considérons la propriété

de 1'élément générique x de E

Qo

11 existe @@Jtd.@wrzg%ﬁ

%

partie de B définie pax cette propriété s'lappelle réunion de

e

» 8% 6 mote N X . Op peut
Be .
L2

de la moniére suivaente : & llap-

B
la famille dgeﬁse?blgg &At}é -

Ly

S
[
encore formuler cotts céf;ﬁlt% on

: e <,
piication L > & t¢e I daus ?%;
deueziiﬁae de I f< Ekj () tells que X gﬁ@i@) { %ﬁ, n° 9j -

g | -
on & iMJ X = G(J), En particulier zﬁgiz =C(g) = ¢ .
cf ~ ;

Lgrsque J =1 , on écrit souvent kJ.é au lieu -3
< . fgéé &
Ls rvéunion KJ?A, ne dépeand gue de lveusemuie o+ sutrement dit,

est Ja mdne pour @eux Tamilles correspondani & la néme partie

ey

# > T e - 2 £ = 3 2 §
o de §Q§§@} ; en pdf&é&&il@as elle est égule & 1a rdunion de lsa
famille définie par lgappliceti@n csnonique de 2 dans L

et on peut done 1llserirs Q\/j, Z ; on dit sussi gus clest ls

A € @3’

Zéunion de llensenble {de partiss) %“S .

Lorggue 1 est un efsenble dont les &léments sont explicitement

(=]
> Z : 2 et = ,
désignés, par exemple les nombres 1,2,3, ona \ /% =X U, VL
: LEL = /

4
% i
f

2 -

¢e gul Jjustifie le nom de réunion, domné en cénéral g 1
2, af ; 7 =

ensenble
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5. Quel que soit JC I, on a UX = UX ; en particulier,
quel que soit .1 , X € UX :

Si Y est une partie de E telle gue X C Y , quel gqueo soit tel |
on a gj X . C Y . Plus généralenent, si (Y;)'est une seconde famille
de parties de E correspondant au méme ensemble d'indices 1, etsi
X C Y quel que soit z , on a LT)JKbQ;k?)Y;°

S0it F un second ensemble, et X —C(X) une correspondance de E &
F; ona

(29) o Uz)- %chﬂ
Soit maintenant L un autre ensemble d'indices, @t_(gi)jKéL une

famille de parties de I ; on

(30) . U 14 U
“la* - -

C'est la formule générale d'associativité de la réunion ; quand I

et L sont des ensembles & &léments explicitement désignés, on retrou-
ve des relations connues (voir ?ﬁ,:n0“11)‘; si L seul est dans ce

cas, el est formé, par exemple, des nombres 1 et 2, on a

(31) L U x)u &g I

16%£JJ%

Soient (X ) et (Y&);géK: deux familles queclconqgues de parties

v €1

m

de B : on a

(32) (UXM(UY) ‘*;@fg’i{(zm*r&)

®. &

formule dite de distributivité, car elle comprend la seconde formule

(10) comme cas particulier.

.De méme, si (X,) . est une famille de parties de E , (¥ )
t€] - T X eX
une famille de parties de ¥ , on a : :
(33) Sl X Nl oy )y o (x %% )
\I7 & LK pek T (el ixe L »
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5. Si X est une partie d'un ensemble ordonné E ; 11 existe au plus
un élément a de X tel que a < X, quel que soit x¢X ; lorsqu'il
existe un élément a ayant cette propriété, on dit que c'est le plus

petit élément do X. De méme, 1l existe au plus un éldzent be X tol

gue X Kb quel que s0it xeX ; si un tel élément existe, on dit

que c'est le plus grand élément de X .

Toute partie non vide de 1'ensemble N des entiers positifs a2 un
pPlus petit élément ; pour gqu'une partie de N ait un plus grand
élément, il faut et il suffit gu'elle soit finis.

Dans l'ensemble des parties %Fg (E) d'un enseuble quelconguse,
qrdonné par la relation d'inclusion, pour gu'une partie %§ {ensemble
de parties de E) posséde un'plus petit &léxnent, il faut et il suffit
que 1'intersection des ensembles de_§§ appartienne & g; » et cette
intarséction est alors le plus Detit élément ; de méme, pour que. %§
ait un plus grand élément, il faut et il vi;lt gue la réunion des
ensembles de %gﬂ appartlenne a g%f; et cette réunion est alors le
plus grand elemente |
6. 51 X est une partie d'un ensemble ordonné E » toul élément x de
X_@el‘qugil nﬁexiate aucun élément_ z2 € X tel que z‘<:x ; est
appelé elément minimal de X ; tout y € X tel qu'il n'existe sucun
¢lément zeX tel que 3 >33 est appelé élément maximal de X . Lfen-
semble des &léments maxjmauxs ou 19@nsemble des éléments minimaux,
peuﬂent efre vides ,vlls Uevvcat auss; étre infipis ; s8i X a un pluu
p@tlb élément a , clest 1s seul @leﬂent ninimal de f ; @e meﬂ@a 8l
X a un pdus grénd élément b , c'est le seul clemen 3ax1mal do X .

7. B5i X est une partie d'un en%emble ordonné o s tout élément x de

E tel gue, quel gue soit z@X .z X , esl appelé un élément majorant

X, ou plus eimplement un majorant de X ; tout élément ¥y de E tel que
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quel que soit ze¢X , on ait g > ¥ , est appelé un pinorant de X .
L'ensemble des majorants, ou l'ensemble des minorants, d'une partie
X , peuvent &tre vides. Tout &lément supérieur & un majorant de X
est encore un majorant de X ; tout élément inféricur A un minorant
de X est un minorant de X . '
51 l'ensemble des majorants d'une partie X a un plus petit élément

a , on dit gque a est la borne supérieure de X ; de méme, si l'ensemble

des minorants de X a un plus grand élément b , on 1l'appelle la
borne inférieure de X ; si ces bornes existent, elles sont unigues
d'aprés leur définition. Si X a un plus grand élément, c'est sa
borne supérieure ; s'il a un plus petit élément, clest sa borme
inférieure.

8. Une application f d'une partiec A d'un engemble ordonné E , dans

un ensemble ordonné F , est dite croiggante {(resp. décroissante) si

la relation zx gy entre éléments génériques de A 3'entréine
£(x) < £(y) (resp. L(x) > £(y)) ; toute fonction ‘cons tante dans A
est donc & la fois cro;ssante et decrolssante et reclpruquemenao

Lvappllcatlon f est dite strlctement croissante (resp. strictement

décroissante) si la relation x<< y entraine f(x}=<’f(y) (resp.

£(x) > £(y)).

Si E est totaleaent ordonné, toute appllcaclon ssrlctem@nt crois-

sante (ou strictement décroissante) d”une parnle A de E dans un

ensemble ordonné F , est biunivogue.

9. Un ensemble ordonné E est dit inductif s'il vérifie ls condition

sulvante : toute partie totalement ordonnde de B posséde une borne

supérieure.
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Lfensemble g(E) , ordonné par inclusion, est un ensemble induc-
tif ; il en est de m‘éme de l'ensenmble %g des applications d'une
partie d'un ensemble E dans un ensemble F , quand on 1l'ordonne par
la relation %g est un prolongement de " . »

Une partie gquelcongue d'un ensemble inductif n'est pas en général
un ensemble inductif ; mais, si a est un élément guslcongue d'un
ensemble inductif E , la partie de E définie par X > a e6st encore
un ensemble inductif. | ‘

10. On démontre , sans utiliser l'sxiome de choix, le lemme fonda-
mental suivant : '

Soit E vn ensemble ordonné inductif, et T une application de B

dans E , telle que, quel que soit x€E , on ait f(x)=x ; il

existe au moins un élément =xcE tel que f(x) = =z

De ce lemns, et de l'axiome de choix, on déduit la proposition

suivante, connue sous le non de théordme de Zorn :

Tout ensemble ordonné induectif possede zu mo:..as ua elemen‘%; mamal

M Iéans l'ensemble des par‘t:s.es J%:?(E) dfun eﬁsamb e gquelcongue B ,
ordozme par 1nclus1.on la borne supérieure d?un ensemble ?ﬁ de
parties de B est la réunion des ensembles de Zﬁ . L'application du
théoréme de Zqin domne le résultat suivant : . |

81 @ﬁ est un ensemble de parties d'un emsemble E , tel gue pour

tout sous-ensenmble C% de g, totalement ordonné par la relation

d'inclusion, la réunion des ensembles de ’;}i appartienne & g@’

alors § poaoede au moins un élément maximal {clest- a-dire iei

une partie de B appartgnanb a @i et qui n'est contenue dans
aucune autre partie de E appartenant & @ )
On dit gu'un ensemble ?5 de parties d'un ensemble E est de

caractere fini si la propriété "X € é‘ﬂ est équivalente & la
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propriété "toute partie finie de X appartient & <k 7. Cette définition
permet d'énoncer le théordme suivant :

Tout ensemble de parties de E de caractére fini possdde au moins

un élément meximal.

§ 7. ZPuissances. Ensembles dénombrables.

1. Deux ensembles E,F sont dits équipotents s'ils peuvent 8ire mis
en correspondance biunivoque (clest-a-dire si 1'ensemble §Z)§ n'est
pas vide).
Deux ensembles éguipotents & un méme troisidme sont éauipotents.
Si B et F sont équipotents, 2;?(2} et f?g(ﬁﬂ sont équipotents.
Si (par exemple), BE et F , E' et P!, B" et F", sont respectivement
équipotents, EXE'XE" et FxF'xF" sont éguipotents.
2. Soient X et Y deux parties génériques Gd'un ensemble E ; la:relaw

tion "X et Y sont équipoteﬁts" est uaeArelaﬁion dféguivalence dans

%6’ (E) ; la classe d'équivalence (suivant cette relstion) & laguelle
appartient X s”appelle iz puissance de X , et l'ensemble de css
classes (ensemble quotient de ‘%ja(ﬂ) par 1a relation greced@nte)

l'ensemble des pulssances des parties de E .

Si E et F sont deux ensenbles distincts, la relation "X et Y sont
e%ulnotents" entre une bartie X ée E el une partie Y de F , s'exprime
encore en disant que la ruissance de X est 150t0g9 de celle de Y ;
aette reiatlon est une relation biun univogue entre une partie de l'en-
semble des nuissaaces des part163 de ¥ et une partie de l'ensemble
Qes puissances des parties de F . |
5. BSoient E,F deux ensembles guelcongues, distincts ou non ; soit 8

O un élément de 1l'ensemble des puissances des parties de B , & un ‘

s

élément de 1'ensemble des puissances des parties de ¥ ; on dit que ci
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: est inférieure a 4 ;, Ou gue -@ est supérieure & oz , s'il existe

une application biunivogue d'une partie X E de puissance 0L dans

une partie Y C F de puissance £ ; on dit que or est strictement

inférieure a % , ou gue £ est strictement supérieure & oL, si

en outre w et vg ne sont pas des puissances isotopses.
Si or et £ sont isotopes, ¢ est a ls Tois inférieure et
supérieure & 'g' . réciproguement, on démontre (sans utiliser l'axiome

J

de choix) que sl ¢z est & la fois supériecure et inférisure & £

or et 4 sont isotopes. Il en résulte en particulier gue l'en-

semble des puissances des parties d'un ensemble E est ordoané par
la relation " (% est inférieure & "e{g”ﬁ ; quand on parle de cet
ensembla comme dfun @nse’ﬂble ordoxme, c?est toujours de la structure
deflm.e par cette relation gu'il est guestion.

En outre, en utilisant le théordne de Zorn (clest-i-dire l'axiome

de choix), on démontre gue l'ensemble des puisssuces des parties

d'un ensemble E est totalement ordonné, et que toute partie nom vide

de cet ensemble possdde un plus petit &lément.

4. La puissance d'un ensemble E est strictement inférieure & celle

de l'ensemble ’iﬁ(ﬂ)

8i f est une application d'un ensemble E dans un ensemble F .

la puissance de l'image £(X) d'une partie quelcongue X de E , est
inféricure & la puissance de x
5. Soit (X )z,@z;

A Eie e s 4+ 3
que » # % entraine X M X = ¢ ; soit (Y, ) ; une fax nille 4
parties d'un ensemble F correspondant au méue ensemble dfindices

une Pamille de parties d'un ensemble E , telle

=

e

5 2

4
K
~

tella que la puiesance de Y soit inférieurse & celle de

- qzzel que s0it s€1 ; alors, la puissance de la réunion ¥




= 1>

Si en outre ¢ # » entraine YO =0, of 51 X, et ¥ sont

2
€équipotents quel que soit 1 , alors LJ X est équipotent a t_) ¥
ggulpotents s 1e€J 1 L€d

En particulier, si F est identique 3 B » On voit gue la puissance

de la réunion d'un ensemble de parties de E sans &lément commun

deux & deux , ne dépend que des buissances de ces parties ; on dit

que c'est la gomme de ces puissanées (fonction qui n'est donec

définie pour une famille ( ¢, ) a'éléments de 1'ensemble des puis-

sances que lorsqu'on peut trouver une famille (X,) de parties do E

ldeux & deux sans élément commun et telle gue X; ait pour puissancec%),
Si (Xl%)géz et (fblélzsont des familles de o=viicc do E ef P

respectivement, correspondant au m8me ensemble d'indices, et telles

que X et ¥ soient &guipotents quel que soit = , 1es produits

~27$X§ et Ej?”Y; sont égu.:v‘.g(,j‘c;ez:ri;“==°

6. L'ensemble N des entiers positifs peut &tre considé:é comme

e e =

l'ensemble des puissances des parties finies d'un ensemble infini ;

la relation d'ordre "x < 3" dans N n'est autre que la relation
ordonnanb cet ensemble de pu;ssances 5 et la somme de deux entiers
de W st une fonctzon ldenclque a la gomme da deuA ﬁulssances
telle qu?elle vient a?etre deflnie. v

7. On dit gu'un ensemble est dengmbrable s'il est équipotent 8 une

partie de 1l'engsemble jv des entiers pos itifs. Tout ensemble finir
est donc dénombrable ; si n est le nombre de ses elementsc il ast

éguipotent & ltintervalle fgﬁ n= j de ieengsmbl N . Tout en-

o o Z -~ ,.\'1 ° e
semble infini dénombrable gst éguipotent & ﬁf ; en particulier,

% S & . f
toute partie ipfinie de ﬁf & méme puissance que ﬁf =

21 E est un ensemble infini, il existe une partition de E formés
d'ensembles infinis dénombrables ; en particulier tout ensemble

infini a vne puissance pupérieurs & celle de N
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Si E est un ensemble infini, l'ensemble ExlV est éguipotent

& E. En particulier, Nx N est un ensemble infini dénombrable.

8. On appelle suite d'éléments G'un ensemble E une famille d'élé-

ments de E dont l'ensemble d'indices est llensemble N des entiers
positifs ou une partie infinie de,ﬁf ; une suite dont l'ensemble
des indices est N se note done (Xn)nwgﬁf , ou plus simplenment

(xn) guand sucune confusion n'est & craindre ; lorsque n désigne un

n
ou encore terme de rang n (cette derniére dénomination s'employant

entier générique, on dit que x_est le terme général de la suite,

sussi quand on remplace n par un entier explicité). L'ensemble des
élémnents d”une sucte est aen@mbrable°

On appelle suite finie d'élénents de E une famille donti l9ensem=

ble d'indices est une partie finie d@ N ; l'ensemble des éléments
d'une suite finie est fini.

Toute sous-famille d'une suite est une suite ou une suite finie,
gufon dit extraite de la suite donnée ; toute sous-famille d'une
suite finie est une suite firie, gu'on dit encore exiraite de la
premiére. '

On appelle suite double (ou suite & deux indices) une famille

d!éléments dont l'ensemble d!indices eat_jfﬁiﬁf,'ou une partie
infinie de N x ﬁf' ; une suite double dont l'ensemble dl'indices est
fVUéﬁf se note (x )5 ou plus simplement (z,,) si cela ne préte

pag & confusz.on° On définit de méme des sultes & plus de deux lndlces.

On dit que deux suites (zn), (yn) ne dlffe£ens gue par l'ordre
des termes s'il existe une application biunivoque f de N sur
lui-méme telle gue Ip = Xf(n) guel que soit n ; on z une défipition

analogue pour les suiies dont l'ensemble d'indices est une partie

infinie de # , et pour les suites finies.
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A une famille dféléments (xz)té:l dont l'ensemble d'indices I
est infini dénombrable, on peut associer‘une suite de la maniére
suivante : il existe une application biunivogue n —f(n) de N
sur 1 ; en appelant yn la valeur pour n de l'application composée

n-meaxf(n) de ﬂf'dans E , on dit gue la suite (yn) sfobtient en

rangeant dans un certsin ordre la famille (x& ). Les suites cor-
respondant ainsi & deux applications biunivogues distinctes de ﬁf
sur I ne différent que par l'ordre des termes.

En opérant de méme lorsque I est un ensemble f£ini, on obtient
une suite finic associde & la fanille (x, ).

9. La réunion, l'intersection ou le produit-dfune famille (X e

de parties d'un ensemble E , sont dits dénombrables si I est un

ensemble dénombrablie, finis si I est fini.

Si I est dénombrable, et si la puissance de X  eost inféricure &

une puisssnce donnée ¢ , quel que soit ; , la puissance de la

réunion i%j X_est infériecure & o ; 81 en outre un des X, au
moins est de puissance ¢ Q?j X, eosl aussi de puissance L .
En particulier, toute réunion dénombrable d'snsembles de puissance ¢z
est de puissance ¢ ; toute réﬁnion dénombrable d'ensembles

3

dénonbrables est dénombrable.

$ 8. Echelles typigues et structures.

1. Etant donnés, par exemple, trois ensembles distincts E,F,G,
on peut en former d'autres en prenant leurs ensembles des parties,
ou en faisant le produit d'un de ces ensembles par lui-méme, ou
enfin en faisant le produit de deux de ces ensembles, pris dans un

certalin ordre. On obtient ainsi douze nouveaux ensembles ; gi on

les joint aux trois ensembles E,F,G, on peut recommencer sur
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ces guinze ensembles les mémes opérations, en écartant celles gui
donnent des ensembles déja obilenus ; et asinsi de suite, autant de
fois qu'on le désire. D'ume fagon générale,'on dit dfun guelconguse
des ensembles obtenu par ce procédé (suivani un schéms explicite)
que c’est un ensemble de l'échelle typigue formée & partir des
ensembles primitifs E,F,CG

Si H,N,P sont par exemple itrois guelcongues des ensembles de
cette échelle typique, et gi Ii%:xﬁypz% st une relstion entre des
éléments génériques appertensunt respectivementi & chacun de ces

ensembles, R définit une partie de M x N2 P , clest-a-dirs (par

une correspondance cancnique) une partie de (Mx N)A P , et enfin
un élément de g ((LxN)~AP) ; ainei la donnée d'uns relation

entre Sléments de plusieurs ensembles de 1'échelle typigus revient

& celle d'un ¢lément d'un sulre ensemble de cette échelle. De ménme,

lz donnée d'une application de i dans 3 ) pOT exemples, rgvi nt
{en considérant l'ensemble repfeaentésif de gei te appl1@a§ioﬁ} &
celle d'une partic de MK o c*gst=a=dire & GQlL% at un al ément de
iﬁensemble %:f (MJ{H}, gui est encors @an@ lﬁé@h@lle typigue.
Enfin, 1ls donnée de dsux élemantsr(par exgmpl@) d%un ensemble
¥ de pééhaue typigue, revient & celle d'un geul 6lé&ment de
?Wemwemhle pf@dnlt MxM ., | - A |

Aingi, la donnée d'un QSTLalﬁ nombre 4féléments éﬁeﬁcambles de

lischells typzque» de reiaai@ns entre des ¢lements genérigues de

ces ensemb¢833 d.applicablens ds parties de .var@ainﬁ de pos en-

~

senbles dans d'sutres, revient en Q@Eﬂlér@ a,aly g 1ls i@nﬁé@

d'un seul él&asznt d'un des ensembles de 1l'échells.,
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2. On a dit ci-dessus ( § 6) que la donnée d'un élément C de l'en-
semble fi:j (ExBE) définit une structure d'ensemble ordonné sur B
si on a les'propriétés +a) CoCce C - b) € f{& — A

Dﬂunevfaéon générale, considérons un ensemble M de 1l'échelle
typique formée & partir de trois ensembles (par exemple), E,F,G ;
donnons-nous un certain nombre de propriétés explicitement énoncées
dfun élément générique de ¥ , et soit T l'intersection des parties
de i#A définies par ces propriétés ; om dit qu'un élément g de T

définit sur E,F,G une structure, et dsux éléments distinets de T

: Qs’il en existe) des structures de méme espéce ; les structures de

A méme espéce sont,dpﬂc earactérisées_pa$:lgvschéma_de formation de
i & partir de E,F,G, et par les propriétés définissant T , qu'on
appelle les axiomes de ces structures ; on donne un nom spécifique
& toutes les structures d‘une méme espéce. Toute proposition qui
est une conséquence de la proposition "o ¢ T" (c'est-a-dire des
axiomes définissant T) est dite appartenir & la théorie des struc-
tures de l'espéce considérée ; par exemple, les propositions énon-
cées au _§;6 gppartiennent & la théorie des structures d?énsemble
ordonné.

On remarquera que, dans ce dernier ezempleg_les axiomes peuvent
s'énoncer pour un ensemble primitif B absdlqment_quelc@nque ; aussi
donne-t-on le méme nom aux structures'satisfaisant 8 ces axiomss, .
indépendamnent de 1l'ensemble sur lequel elles sont défikies ; et
les propositions déduites de ces axiomes sont valables dans un
ensemble quelconque, puisque pour les formuler, il n'est pas besoin
de faire intervenir les particularités (par ezgmple la paissan@@}”

de l?ensembl%E, Ces remarques s'appliquent chague fois qu'on énonce

des egxiomes de cette maturs.




- 47

Le plus souvent, guand on utilise une échelle typique comstruite
& partir de plusieurs ensembles E,F,G, 1'un de ces ensembles, E par
exemple, joue déns les structures qu'on considére, un réle prépon-
dérant ; aussi dit-on, par abus de langage, que ces structures sont
définies sur l'ensemble E , les ensembles F et G étant considérés
comme ensembles auxiliaires.

Enfin, pour faciliter le langage; on donne souvent un nom particun-
lier & un ensemble qu'on a muni d'uns structure d'une espéce détermiﬁée‘

c'est ainsi qu'on parle d'ensemble ordonné, et qu'on définit dans la

suite de ce Traité, les notions de groupe, snnesu, corps espace topo-

logigue, espace uniforme, etc..., mots qul désignent tous des emsem-

bles munis de certaines structures.

3. Considérons des structures d'une méme éspéce; 6lénents d?gne
partie T d'un eunsemble M de 1l'échells typique ; si on ajouté_ée nou-
véaux "axiomes" & ceux qui définissent T ,'lé éystéﬁe dlaxiomes

obtenu définit une partie U de M , contenue dans T ;'@n dit que les

structures o €U sont d'une espéce pubordonnée & celle des struc-

turee ¢ € T . Par exemple, les structures d'ensemble totslement

ordonné sont subordonnées sux structures d'ensembls ordonné, 1'élément

C e %’5 (E XxE) qui définit une telle structure satisfaisant & 1'axiome

.

supplémentaire CU G = ExE . ‘ .

4, Soient M;MQ deux anéemblga d'une méme échelle typique, construite

sur des ensembles E,F,G (par exemple) ; soient T une partie de ¥ ,

T! une partie de M! , définies respeciivement par certains axiomes

explicitement énoncés. Si on peut définir @Xplicitgment une applice-
T

tion biunivogue de T sur T', on considérera gue deux éléments ¢ &7 ,

c'e T' , qui se correspondent par cette spplication, définissent la
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méme structure sur E,F,G ; et on dit qué les systémes d'axiomes

gqui définissent T et T' sont éouivaleniés.

Un exemple important de cette circonstance est Ffourni par les
structures topologiques, gui peuvent &tre deflnles alnsfvpiu31eurs
systémes dfaxiomes équivalents, dont deux sont particuliérement
utiles (voir Topologie générale, ch.I, § 1).

5. Soient par exemple E,F,G trois ensembles primitifs, et

supposons données des applications biunivogues de E,F,G, respecti-

vement gur des enseambles E! F' G!., Comme on sait définir les

extensions d'applications biunivoques aux ensembles des parti

( §25 n° 9) et aux ensembles produits (é‘ﬁ, n° 14), om définira de

proche en proche l'extension des applications biunivogues données

& deux egsembles M, M' construits respectivement suivant le méme
schéma, dans lféchelle des types formée & partir de E,F,G, et dans
celle formée}& partir de B, F',G'. Soit £ 1l'application biunivoque
de £ sur X' ainsi obtenue. Si ¢ est une structure sur E,7,G, éléﬁent.
dfune partie T de il 5 on dira que f(o) est la structure obtenue

en tranxportant 1la strucuure ¢ sur B! ,F' ,G', au moyen des appli-

cations biunivoques de E sur Ef, de F sur FY et de G sur G'. Toute
proposition de la théorie des stractures g eT se transportera de

la méme maniére, en utilisant les extensions convenables, et donnera
une proposition de la théorie des stiructures appartenant a £(T).

On dira qu'une structure ¢ sur E,F,G et une structurs o' sur

B',F',G', sont isomorphes (ou qu'il y a isomorphie entre ces struc-

tures) si of peut &ire obtenue en iransportant o par des applications

bivnivogues de E sur E', de F sur F! et de G sur Gf respectivenent ;

ces applications sont alors dites constituer vn isomorphisme de
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Lorsqu'il s'agit de structures sur un seul ensemble E , 1'appli-

cation biunivogue de E sur E! qui transporte ¢ sur ¢' est encore

appelée un isomorphisme de l'ensemble E , muni de la structure o ,

sur l'ensemble B! . muni de la structure o' . Clest aussi & cetts

application gu'on donne le nom d*isomorphisme lorsque F et G sont

deux ensembles auxiliaires, et que les applications biunivogues .

concernant ces deux ensembles sont les applications identigues de
F et G sur eux-mémes ; on dit alors que cet isomorphisme conserve
les ensenbles guxiliaires.

6. Lorsqu'on énonce un systéme d'axiomes définissant une partie T
d'un ensemble H d'une échelle typique construite & pertir dfensem-
bles primitifs E,P,G, il convient, avant de parler des structures
gui satisfont & ces axiomes, de slassurer que lfensemble T n'est
pas vide, autrement dit qu'il existe de tolles structures.

7. 11 peut arriver qufun systéme d'axiémes puisse s'énoncer pour
un ensemble primitif quelcoaqﬁe9 mais que s8i on c@ns;dérevdeux -
structures satisfaisant & ces aziomes; et définies sur deux eésemm
bles primitifs distincis E ; F , 11 résulte des axigméé Qu@ ces
struétures {si elles existent) sont nécessairement isomorphes

(cé qui entraine en particulier que E et F sont éguipotents ;
autrement dity si on gvait pris E et F nbn équipgteﬁtsg il n'exis-

t

o

rait sucune structure satisfsisant aux axiomes considérés, sur
un an moins de ces deux ensembles)e On dit dans ce cas que la

~

théorie des ctructures satisfaisant & ces axiomes est univalente ;

lorsqu'on n'est pas dans ce cas, on dit gu'elle est multivalente.




