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cus les carns censidérps dens ce ehapltre serent é@q coTDs eommv»

jtatffs Yous eonviendrons done dans ce chapi%ra ﬁ'entandre nar
"corps” un corps eommutatif i
1. 1A CARACTRRISTIOUR. CORPS PBWE’RS
Bous avons d 'nfiﬂi 1a nctian ds caractéristzaue d’uﬁ annesn qae? ,ﬁqnd'
‘fd_m. 28, n 8} ' o

Théoréme 1. Is caraetér*etx ue diun corps est ou bien 0 on bien un

Lcmu?@ ore ﬁi%?.

er doux Tactenrs g >0 st 7 >0 ,ona pe=(geilre) =G , dfei
3 £ 3 ¢ g
i1 résulte que l'un des Sléments ge , 7o et & , done nue 1fun des

T Gémme ilg sont ﬁcaqﬂéenx <

et
o
@
(et a
N

1 entiéfg a,
8tre p ot 1’3&%?@*% ; ce oui prouve qae D est premier. -
Scit K un coIps ouelconcue et soit e l’élémen% unité de . Lﬁimage
é@ Z per 1 appllcaticn 3-yne ‘ast un’ soa?~anﬂeau de K | s;.%-égﬁ
ée carﬁe+éfis igue ?j)@-, P est igemorphe 3 'Q/DZA,,Qni agt'iui4m§mef
comne nouvs 3@ BAYons, un corps ; ? est dans ce cas ls nTué>@@%1t'
Bous-corps de X . 51 on aﬁt aire ¥ @ﬂ* ée ﬂawactaragdzfta 0., P est
dang cse ca@_}g.piugvpg it $OﬂchﬁrEE'éﬁ ﬁ ni,aﬁ»aaﬁqrai?e %;%gg;ﬁé*
’f&é:ﬁ,”?'é@t igémafpﬁ@'é Z gt B é@ﬁtiéﬁ% }é ﬁé?ﬁg ﬁ@$ v

e

_auotients § d= P, gnl est §ga%@v§4@v

‘:Ea.'

ujeaﬁau,

L&?

o
iog 7 Cisﬁﬁ%lg s % ent

_ﬁ@%% 26 g&%_i@,@lugvpgﬁic ﬁﬁﬁﬁ*ﬁﬁﬁﬁﬁ'ﬁ@ ¥~*»@ﬂm5 avons done ?5Wﬂnurﬁ ia

'?“ﬁﬁ Bitio 3 %;f ?afws tous lbs ﬁ&ﬂgaﬂefvg 5*@& bOT@E X, 11\%' ot yn

. pi&g;wéti@*& ;j“4 ﬁ est de car cbérzﬂiiana fp*%@- %.ea% %smmﬁ??%u %

J (' : ¥ 2 )=, ‘.-49, 0 " / o
ZipZ ; 81 % est de @%ﬁﬂrtéfiﬁﬁiﬁ&@,@ E,@w@ ﬁas%@zﬁhﬁ 80 cw%&q ”mﬁv- a0
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Ur corps qui ne eon%ient aueun souS-coTDS Finérent de lnﬁ -méme es
dit pramler

Pronesitlon g.» Soit ¥ un corpe e caragctéristious bp >0 . T.f aﬂﬁlica+lcn

% —x¥ est alors un_isomorphisme de K sur un soue-corps de ¥

Il est évident que (Xy)p ='xpy . Nous gllons montrer gue (x#”ﬁp

= e
= + 5%  on sait que (xty)® = = (D) xtyP-1 o que (p)»( Y5
¢zo i
11 nous suffira donc de montrer gue, sei 1<i<p , (p) est un mulﬁ pls

de p . Or on & 1*(P)~p(peﬁ}..,(p~i+*) %01+ & 1'élément unité de ¥ ;
; . o
on a ile = 7j¢ ,Je # 0, meis D{p-?}..,(p«1+?)e =0 , A%ol 52}6 =0 .,
J- P %
¢e qui dénmontre nctre assertion, ?’Ppalzeatzeﬁ x ;>A? est done un

hemonorphisse de la strueturse d'annean de ¥ ;: poigauiells n‘a?wlsru@

pas K sur ES@, e'aaﬁ un iscmorphisme, ce qui démontire la prongsition 2 .
Loy ; ; ;
11 résulte tout ds suite de la vroposition 2 cus, si x et v sont

des éléments d'vn corps K de caractéristious p >0 , on 2 aussi

- T z :
- . i = 2 % s
\E=7) m,xp;~v‘ . Dlautre parﬁi nrceéﬁaﬁt par récurrence sur T . on

T iy 3 2 ; 3 T D o D ¢ o S 4 e e T S
&tabliit fecilement gus f(xty ) = xf + yp . FEnfin, on éteblif var
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EKTENSIOﬁs ALGEBHIQUES ada

Définition 4. - On entend gar extension d'un corps ¥ mne paire !K L}

formée de K ot d'un corps L coatenant X comme sous-corps.

S

8i (%,L) est une extension d'un corps E, L peut Stre considérs
CONMe un SnnNesu sur Z Nous avons alors d6fini (ﬁlp 11T, ' “ n° 5
ls notion d'élément de % tranacendant par rapp@r% é K . |
béfinition 2. Seit (¥ L) one sxtension d'un corpe X . Tn &1ément ﬁe

guli n'eg} pgg_trggscendanc par rappert & ¥ eat dit algdhrique par TeTTOTh

& X, oo dit gue l'extension (K,E} est algébrique, ou encors gus L est

glﬁ%brzaﬁe'par rapport & X .

-

Soit {thﬁ une extension d’uﬁ ﬂsrﬁg X . Poor au'un 6iément x da 7

20it aslgébrique par raprort 4 K » 11 Pant et s ~fﬁ’+ ﬂu’f? eh-sﬁa'ﬁg
polynome £(X) f 6 on upe lstire X 3 coefficients @ang ¥ tel oue flz)=0 .
T1 en résuite que x esl slors aussi élgéb?i@ue'ﬁar rappert 8 %@mé sous -
corps de L eeaténa&é £ .0n en ﬁééait que, si. (E,L} ost uns extension
algébriqaﬁ et i L' est un aens—eorps de L cgﬁtenaa? F , 1%@ a?t@rsidds

(g '”’) et (5* L) sont alg@briﬁuas. 12 réﬁ%nraque ﬁe cette assartin

%:%

Eal ) démen%ree plas le?n

el

5Pinition 3, - Qhe e?teﬁs¢oa \K E} d’un cefps K est ﬁi?s iaialgvlla

strooture d*@spaﬂe rectorisl sur K ée % set &@.élmeﬁa on finie.

€atte dimersion s'appalie 5 1@ decré de § ﬁ&?' revnort A ¥ ot 55

désicns par {Z-: K;};
i 5% Ay NG o "‘f.'..,-. i 3 R S 7 Z e o o ¥ A :
j Thooreme 1. Soit (X,1L) une oxtension 6'un eoroe X : Bt 263t LY un sous-
: = iz 2 % ‘*—A.',*.. iz e : :
: i pontersnt E . Pour cue (K,L} solt finie. 11 Pfeut ef suffit awe
o £ S PR L s 2 & S : =
At soient toutes Coux Tinies : s5%il en ogt alnsi on s
T sl s wd
Lelaiel L *mjw
) : &
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Proposition 1. Toute extension finje est algdbriguse.

Soit (K,L) une extension finie de depré n , st soit x un élément de T .
Les ni1 éléments 1 (B'61ément unité de 1),x,..,x" sont alors llnéair@mpnf-
Vdépendants par rapport & K s CE qui prouve que X% est algébrinu@ par
rapport &4 K . '

La réciprogue de la proposition 1 eat inexsete : il n'est P8s vrai
que toute extemsion algdbrique soit finie. mais nous allens montrer qn*il'
en est a$nei des extensions qul peuvent 8tre engendrées PRT un nombre
Pini d'éléments algébriéues, 8u sens que nous allons précissr. .

Béfini%iem 4; Soit (K'L) une_extensibn d'un corps K , et soit &4 une %ﬁfii

5a L . On désigne Ear E<8> 1'intersection d¢ tous les sous- corps de %

gui contiennent K et 4 . 88 R{A> =1L » on 43t gue 1'srtension {K:ﬁ?

est sngendrée par les Sléments de A , ou encors gue T se dbduit ds X

par aodjonction des Sléments de A .

8% A ne cantient qufun nombre fini d'élémanta x?,.,.,xn E <2 >

se note avssi K(x‘!,”,x >

Proposgiticn 2. Soit (? 1) uvne extension d‘un corps K enrenﬁrée par nn

m

Benl tlément x ggi est alg2brigue par rapport & K ., L'sxtension (%, 3

est alors finie ; si B est son degré, les é1émanta 1 X,.,.nx = f&?wan*

uns bage de ls strueture d'sepace vectorisl sur Ede L . Il exisie um

pelynome £(X) de depré n en ume letire X & coefficients dens ¥ , dams

IR GAID

< i : = =
leguel 1s oosfficls % de & o8t 1 , oui est tel gus fl(x) = 0

N2

o= bt 08

i U’f;”"" ;
o

o mani%f@ @miaa@'ﬁa; ces conditions : g

53‘\
a5
-
&

none § et carsctériss

7 b 3
s 4 A ; Eoo@seae
x| %el aps glx) =0 s £ 82t Aivisibi

i

.
S A
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Parmi tous les miynames hée K[X] tels aue h #0, hf x) =0,
‘choisissors-en un 4e plus m*it depré, et moit n le desrs du volynone
ainei obtenu. Divisant le 'polmme en aueation par le coefﬂcienf de
X" , on obtient un polynome £ de derré n tel gue #2x) = 0 ot dans lequel
le coefficient de x? est 1 . Forrone 1tespace vectoriel W =% + Fx +,,.

! ; 11 est clair que cet espace vectoriel est de dimension n
sur K .81 £(X) = © + Z;-aix’,”?f, on e xns - Z;aixn'i'é v,
d'oh on dédnit tout de suite que M C M . Procédant par récurrence sur b |
on voit gue xbﬂ c i pour tout h >0 , dtoh M C¥; l'enséﬁ:blé L)
est dono ur soué-annean de L . Soit v un $lément ¥ 0 de ﬁi* 1tanplice-
tion w ~»yu de M dans lui-méme est linAsire et univalente. VB'@S?%@@
vectoriel ¥ étant de dimension finie, on a ¥¥ = " 3 on partienlier, . |
icyk , d'oh ¥ “lex 5 ¢e qui prouve que ¥ @8t mn corps. Puisaue ¥ con-
:?:,:T.@m ‘f{ et x ,ona ¥= L On voit ainsi aue %K L) est finie ot do
degré n . Pour démontrer que tout gzek {x} tel que gfx) ¢ eost
ﬁivisihle par £ dans X [I} s Dous nouvons nau'zs limiter an ea&; of g £0 ,
et nous gv'océdone alors par récurrence sur le d\awré p de g . Noire amszer-
ticn est vraie si p<n , tar i1 n'y o alors axmhn poiynome de c’a@@m% n
Geps K [X}[ sdmettant x pour zéro. Sunposons qms D ;;.n et oue notre

sesertion soit vraie pour les polynomes de degrés 4 D . ,%i% ¢ e poatf

..8

cient 4 ydansg gi on :oose g’ .-sp-cxp . en 8 9‘*(x3 O et

- ¢
% 23 T % 2
lscilis B

ést ou bien O on bien de degré <p ®n tous cas, :«g* es*b diy z. ible par
o
{
=

i
2%

; ot il en est per euite de méme de g. s:t ’t’ est de desré 1 ,

Lkl

cf , oh c&xk ; et sl le coef’fwmnt de Kn ﬂaﬁs B est 1 .

‘;\"\
? 2
{40
(£

#

&5
50
)
§

=f , co qm mentre qae . as’c miquemem dé?emiwé per les condd

ons gue nous lui avons mpcséﬁa. :

inition 5. Lea nctaﬁicms étant eslleq fle la m'm}.z n ms'?' gm%g_ ip

: par geappc;rt & ﬁ et £ est appsié le m"wmm Mintims

LoE Gl :
el -
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Py gposit iticn on 3. ‘Soi‘t i.uon iqomor*phqme d'un corpe R‘ euT un corrs xe

-

Soient (X,L) e’c (K ,1') des extensions al;wbri"meq ds K et de RV res-

Rective"ent %mosons qus L = K<x>, I.'-~ Kt (x’} et gue x' goit oo
zéro du Tolymome déduit du_polynonme minimel £(x) de X par rarmort 8 ¥

en applignant 1'opération 1 apx coefficients de _f(X).~ On peut alors

prolonger j nér us isomorphisme de I sur L' gul sppligue % sur %',
31 ge K[X] ;, nous désicnerons par ¥} le’nolmome dadnit de g per

application de j aux coefficients de o ; '7 eat donc un 1somnrph;sme de
K LXj sur x'[x] . 11 résulte de la vrop.2 qus +ou'c ve!‘, pem se

zettre sous la forme ¥y = ;z(x) , of reE[X] . Do plus, si

g, (zx) = gz(x) , 00 8 (g1-g2)(x) =0, d'o% 818y = #n avee un

-

hex{x] Op en déduit gue . (gﬁ) '1*(g2} = 57 (2) *(*ﬂ) dtof

(3 igi))(X') (5*(32)){1") On peut done définir nne application J de

L dang L! tellc que Jla(x)) = (3 (z")(z“ rour tout ge¥ | '{:f .11 est

clair qua 4 est un homomo:pkisma ot '):mlenpe J ; ruisone 1! = ?’"3 _j e

one J(I) =L'. I1 résulte du th.1,Ale.T, 89, 2°3 awe J est wn ig*? ,

morphisme de L sur L', .Ta prop.3 est done démontrde,

Seit (‘K’ L) une extension d'un corps x » 8F solent A et B des par riies -
de L . Tous allons ‘montrer que K(AUB}._ (*({ﬁ }**(58’} Bn effet,
(K {’A;)/’E} est un sous-corps de 1L qui contient XD o B, done

susel K , Aot B, d'on z(.& UBD (K CaS) <§‘§§> . D'autre part,

E{EUB> contient ¥ ot A , done sussi K<4> ; R{A UB> acontient
K{j.&) et B , done Hir"ﬁ}} /B >C ELAURD, ce qvi corplite 1a

démons wa*tion de nai:ra assw*’”%cm Or voit de méme fm@
4

;?A“B_é = (R{A])[B] .
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ngosition 4. - Soit (K L) une exfension d'un corps K . Supposons. rmé
L =K A>, ob A est une Q_‘rtie de 8 comgcsée d'élémenfs gui sont

‘ slgdbrigues per vepport & K . L'extensiaﬂ K,L) est alors alp'&bmau@
et on -a‘f L= K[Al‘ Bi A est‘ finie, I'extenaion (K I,) eet finis,

Gensidérona dtabord le cas o’& R est finie. Dane ce o, nous démon-
tr_ercns par réourrence sur le nembre d'éléments do A que { ¥,1lest finie
et quse L= K[a] . C'est évident si 1=0 ; 81 =m=t , ccla résulfe de 1s
A;‘Srop.?, Supposons gue n?‘! et qﬁé ﬁe-tre'asssr‘tioﬁ sb"H: v’raie' mxzr :
les parties composées de n-1 élémeﬁ’cs Eerimns A= Buﬁxlg , 00 xeh
et B contient n-1 &léments. On s f:(&}» (x B> les exi
‘sions (x,g<3>) ot (E{B> , E{A> ) sont finies, d'oh il résulfe gue
(£,E{a)>) est finie. s plus, X(B)= k(3] , a'ot |
K(a>= (x(BY)x] = ®[2PE] =x[a}.

Pasgons maintenant su cas géméral. Il nous suffirs évidemment de

en

o

démontrer lo lemme smvant s

Lemma 1. Boit (%, L'} me eytenmon éf‘tm corns K ,%@mgimg gue

K(A} Le oo Q T o8t alors l'union des corps K{F, gg 7 dborit

lee parties finies do A .
Soit en affet%c 1tunion des corps K(?} , et soient %,y des Sléments
de L . Il existe donc des parties fimies ¥ et G e A telles gus

2cEL{F>, 7 c;,K(%‘""*;' les 6léments %,y sont donc tous deux eontenus

e R
fole
T

dsps EJFUGS: il en oot Bambme do x-y , de zy ot (s1 vy £0) de v .
: _ 2 r

Puisque F{F‘” :;; est contenu CL’&B{? b, , o8 volit gne '“i»ﬁ; sat vn sous-
corps de L, T1 oat olalr gue T, contient T et A& , d%ol 1 =1  co

gui démontre le 1%‘?@” 1 et par 43-'&2;;‘%'@ sugei la PTOp.A .

o P e S 7 ; 2 s §iny A =1
Coroilaive.- Soi JTQ %} une f&;%% ion d'un corpe B , ob ¢

i ,_%_qﬂy = ¢! 7- 2z 4 $73 B v i ey ) s s LE Lo S am ."’ o gon e e ’L :
- bie des ‘,‘hém@%g ga Z, m;aﬁa @z:m‘%;, nlgpbrioues Pay verport 2 B | Tlensenbie
- :
(‘Ai Q 4

at a,ff;;% m sgus-corDe e 1




- B =
n offet, il résulte de la pron.3 que (K k<<ﬁj;‘ est alrdbrigue,
dlok K(A}CA et var suite 4 = K(a}
IGQOSlLion 2. Soit (K,L) une extension d’un corps K‘, et soit T.! un
50uS-corDs de L eontonant K . Pour aue (K,L) soit alpdbrioue, 11 fant

ot suffit que (K,1') ot (L',1) le sofent.

Nous avons (434 montré aque la condition est nécessaire. Inversement,
suizposoﬁs la salisfaite. Soient x un &lément de T ot fifx’l is ﬂo?m{zme
miniﬁai_ de X par rapport’ & L', Désimons par A 1*%59%1@ des a‘:ow??*z-
cients do £ ; 1'extension (x KLAD) est alors finie (prop.4), et x
est alg2brique par rapport A K<ﬁ> , ce gui montre aus (RLA>
K{a v i-x}}} est f-inié«. Done (K,x <A U%x}>} est Pinia, Aton

il résulte que x est algdbrique par rgpport & K .,




_on sait, équipotent & KEX}

e

i ;
_3. COHP? ALGEBBIQUEmﬁWT ?wﬁwwq
Définition 1.~ Un corps K est dit ala&briqasment fermé qugna f? ﬁ% gg%

la.geul extension alp&br igue &e K . Une extension (? E‘ d'on eo?pa E

68t dite a gebrzquement fermée quend L est,alw& brigusment ferms.

1 Théoréme 1 (Steznxtz? "~ Tont carnq a#me‘ Une ex*emsion a}péb%inﬁ@

alséh riquenment fermée‘

gwa.

t K un corps. Formons 1‘3nﬁeau E{;? des polvnomes en mne 1¢%+w% 'z
a @'&?ficients dane K . Hous allons mont Lrer a%, gl (E ?} est une i &
gion slgébricue de ﬁ;g est équ:yssent é une partie de X Y} aﬂ@qnq
el fa ésong eaz?ampeﬁdre s ﬁ@lyncme ﬂ;ﬂiﬁ&i ae pa? ??%ﬁﬁa/ % € sﬁaé'
pour hoter sa dépendance de x , nous déei gnefc%m par @{z; ; @ est dong
ans spplication de ¥ dsns KQX . :

1l résulte imaédiatement du th., Aig,g ' : n’ . gue, pour
tout g e gﬁg] ; 1?ensa§bla‘%(g) ost fini ; aaient X, qg.@,&g‘ ¢
les éléments distinéts de cet enseﬁbls. 8i @fx) = P on a :

X =3z i(z) (1< ilx) £ Z3(8) ), ol lfapnliea*ien % -¢953f33 m(x?ﬁ

apyliqus L bi-univoaue%ent sur une partie de w;<x[x} ; ogul est, cowme

J

Jzed dit, fcrmaﬁs ur ensemble E énnipotent & 1'ensemble des meriies de

e
Elx
’.‘wg

ek

' et contenant ¥ . Bésiaﬁéns'var 56 1'engemble des eafpﬁ dont les

B

3

?Ttﬁ anpartzennant AR , ani @OF?E%@P@&E 7 comme saﬁs~@awﬁg of g@ﬁ?

Nt ee W

‘&liéb?;ﬁﬁ@@ Dar rappor: é'% . Nous cr?cﬂnermﬁ% éf’ r la “Gﬂ”ﬁﬁi¢ﬁﬁ G1e

81 L st L' sont des 416 mgﬁ%? &a &£, 1z relation T g,u% gorsn vraie @i
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De plus, si L! et L7 aont deux corﬁs'apparteﬁanﬁ'é cZZ et qui tous deux\
contiennent x et y , la somme et le produit de x et de y dans L' sont
les mémes que dans L pulsque,l'un des corps Lt et uﬁ est acus~soxns
de llautre. ﬂous pouvens donc déf;nir une sddition et uwne multiplicat
dans L, de telle manzére que, si A éci? ; les restrlctxons &8 L xL de
l’addition et te la multiplication dans Lo;soient‘respectivemant 1laddi-.
‘tion et la multizlicatlion dens L . 5i on tient compte du fait Qu*étaﬂt
donnés téeia'éléménts de &L, , il eﬁisie toujours un 'Esfdf. les conternant
. tous les trois, on voit tout de suite que 17 addition et la multiplication
ainsi def;n;e confdrent & L ung strue turs de éarns Toul Ezezﬁi} st |
un sous-corps de "aé - rnisgue tout élément de L appartiaﬁﬁ & un
L ed@ ; ’-Lo esﬁ algébrique var repport & K ,.d?gﬁ Lgéjgf , ce gui
montre aque la femille o est induetive. Cette famille contient donc
un élémént waximal L,. Scib-{Lq,ﬁ)'uné’ayteL ion~algébrique Queleénqua de
h1 . L'extension (K,ﬁ)vest alors algébrique, dfol il résulte guse ls com-
' plément R’de.L1'par rapport 8 U est de puissance strictement infériauﬁa‘
5 celle de E . ?ar.ailleurs;.bf est lui-méme de puissance strictement
inférieurs 4 celle de B ce-qui‘mcntrs que le complément de Lg_déas E
est équipotent & E . Ce complément centieht dcnc)un ansegbla ﬁﬁ‘écaiyc%@ax
4 R . Nous pouvons étahlir-am@ corresgéndangs bi-univogue entre U et
L, U K; qui coincide aveec l*id@ﬁtitéiﬁar L4'; Par transperi de siructure,.
notre c@z e@p@fuéﬁae bz»uﬁivef'a p rmet de défirnir sur Léa} B, une :

structure de Qerys" Soit L is n@*,ﬁ gingi obtenu ; il est clair %ﬁfil
u@ulﬁt@ un iaamorgﬁisme de Q aﬁx ﬂ gui Paxmﬂzdc avas.i‘igﬁati

_Qn en conclut que M, _est algdbrique par rapport & K diob M, e ﬁ

m!s

= On woin

e
)
&

et par auzte % =L , 8= ﬁ# . g&lSqﬁﬁ L, est mazimal den

L % ; e 7 5t :
donc que Lé o8t al 9&?3@§91$au &a“ms‘, o

i
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théorsme 2. Une condition nécessaire el suffisante pour qu'un corps & |
soit .algébriguement fermé est que tout golvn, ome de degré >1 en ume '

lettre & coeff;cients dans K se dec opOSS €n un produit de. ﬁoli_gmes du

preaier degrs & coefficients dans K . ' o e
1) 1La 'c':ondi’cion est nécessaire. ,Su';.-poson's"x algebriquement fermé ,' et

E0it f(x_) un pel:,rnomé de d»egré ”n;i 4 coefficiente dans E ; ms démon=

Lrerons par, récurrence sur n gque f peut se mét‘cre ‘éous la formé

f=c Wn (x-x.) a.irec CyZgqneaXy EEK . 'ué, pi’oycsitioa est évidénte 81

r=1 ., Supposons la vraiec pour les j elynomes de degré n-1 (od n,;-z}.

11 est évident que f n'a pas d’imrerse dang K{I} . 11 en résﬁlte gue £

est contenu dans au moins un idéal maximal p de Kf_xj (alg.1, %8; _ 4

5% 7,%0.2). L' snnesu KEX} j'? est un corps (Alg.l ﬁ?,n‘”},th'.a}.,

'L‘ncmomorphisme cenonique de fo} sur K{E}i n'applique pas K aur u} :

done csil aozuekorphlsztg mdmt un momsrphlame de K zzr un sous-cozps £

4
de %{[X]/b . B1 % est la classs de '){-mc&ulc P ,ona Kil_fz’.}jga,m.i@{@ ;
&b f%"( 21 =0 : ol f sct ie pel;grnmw deamt de T par a\g},ica{;iaﬁ de

) - e 2 e & “ v‘ - : b | : - kS S R T b i
rapport & K. . Soit A, le complér ,aat ds K1 per rapport & EiZi/p ; =
: ] : ) i - i o5 ;l

formons un Sus m&ﬁl £ sans éiémem copmun avee K el éguipotent &8 B, . :

% T & A o 5 e s ~ Sl G X 2 s ~
Japgmﬁs@t}ff 5 e z:; alors se prolongcer par uwne spplicetion bi-univocus
J'h ;“ b
= - e 4 5 2 s ey ) P a Ty e e
¢ e EUB sur %ng., | /i . Par tranepori de siructurg, 1l'zppilleation @,
3 ) RIGE 2 13
¥ i ST b B R " 3 7 i 4 s s S
vermnel de té%mz' sur K UR uns struciure de coips ; soit L le €oipe
o & 4 ¥ Vi1 T s %% e 52 z e E e 47 s g5 i o
ginsi oblenun. Il €80 CLall Cue L GGl L Lienl & CoDOe S0uUs-00 ITHS 2L sak
d 3”‘%:,‘ ke B e 2. P Sy i A Ak «w‘;&?"; o 5 L
alegopPiqus pbal Tappols & i omi s dono G = dfoh BRI =%
- 1:',” ol A '(%
5o . 1 t 272 mp e N 5 % B
XcE . doit x 1'élément de K tel gue ¢lz) = X . Op o done Z{x)=0 ,
2 7
g i o b i B W e G4 A 2% = < -3 2o e
dton F(L) = lH-xlelZ) , of g eal un polynone de degré n-1 4 coellicients
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»du premier degré & coefficiente dang K'j il en esti done de mémedg £ .

2) la coriition est suffisante. SdfposQns la'SaLisfaite, et soit (K,L)
une ekteﬁsion alrébrique de K . Soit x un element quelconqua de L el soit
f(x) le polynome minimal de x ar rap;ort & K . Du fait gue £(X) est un
produit de polynomes du premier de ré é coefficienis dans K , on déduit
‘tout de suite gue £ peut se netire sous la forme c'TTf (Z-x } , avec
CiXpp-09%, €K , 50 (en effet, si a # 0 , ak+h = aix-( -8 Qb)} ¥,

On a donc 11;?L (xexi)sﬂ et x est égal & 1fun des éléments 'xﬁ,.,.gxa :
On 8 done & ; K , ¢g qul monire que K‘est algébriquemant farmé.

On déduit du th.4 qus le corps 4 des rationnels n'est pas glgdbri-
guement fermé ; 11 est en effet clgir que Xg+2 nia gueun zéro daps O .
Do méme, un corps fini K ne peul &ire slgébriguement fermé ; scient en
effet =x4,..,x, les ¢léments distincls deAi : le pelymenme
4 %47?;?; (I~xi) ne peul évidemment avoir aucun zéro Gang K .
Théérém; j;‘ Scit h un isomorphisme d'un corps K sur un corps K'.
soient (K,L) et (X',L') des extensions de X st de K' respectivement.

8i le corps L' est algébriguement'fermé, ot si (E,b) est algdbri &a,.

on peut prolonger h par en isomorphisme de L sur un sous-corps de if.

B0it J l'ensewnble des iéomorphismes 3 de'sous-corps dé L conteaant 
K sur des 50UB-COTDS de Lf gui coincicent avec h‘sufvz {on = en‘pgrti-‘
culier hedJ) . 8i jJ€J , nous désiznerons par uj ie sous-corps de &
sur legquel j est defini. ﬂeus_cr&aﬂnereﬁé 4 par la conventicn gue
1<) a1 N O K. ot jf‘praleags j . flous sllone montrer aue o ,
aingi @r&@n

suivent ¢




R

Lemme 1. soit M une famille non vide de BOuE-COTpS d'uxi-corpgf Lo ‘

Suz:gcaons gue ./}Z, soit totaleusnt ordonn'ée par inclugion. L'union ‘;Sa

des sous-corgs appartenani & J% est, alors un g0 us-corg_g_; de 1 ot tou%e
partie finie de U ost contenus dans un M ek .

“o .
Si % ,..,xn sont des &léments de i i1 existe pour chaque i un

iy e Jﬁ: tel que x efé . La fanille finie (M,i,.'.,,Mn) étazzt totalez;ﬁeat

fte

omonnée per inclusion, il existe un i tel gue m c Mi (18igm),

dloh xieﬁi (1<igp). Appliguant ceci au cas oé. D=2, 0n voit qus
o

- 3 5 £ ? . f : :b
.3;}1 :7;2 , X4%, et (s;t 5 F o) %, soni dans Jéig : done dans q, ce qui

prouve que égié eet un sous-corps de L .
Ceeci dit, soit JO une partis totalement ordonnée non vide de J . ia

farille (E» ) est 'totaleme‘nt. ofdonnés ; l'union des ensembles do

,]éJ

cette fauni zle est dong un sous=cor %si de L . 8i xéz‘;-é et si ;Z,;}?
sont des éléments de J tels que xé ',3' : xr;ﬁ&j, ,ona j(x)=j'x),

puisqus l'une des applicaumns 5 ,j’ est un prcleugement de 1l'amtre.
11 existe donc une application -'jo de Aﬁo dane L' gui p‘relaﬁga tous les
3‘65‘ . 51 x,¥ son‘i; des élémente de §i . ilf-y ann jed, ’sel'm;a@ ‘

',zx,é}eﬁj , at ou 3 (?+y}~3(x+3} gix)m(y) 3, (x)—:—; {v) ; et de méme

jg( xy) = j{)\x) jo(y}, Cn en conclut gue . est up isomorphisme de i

; 7 S 5 - i - 2 ’.’ i ) 5 > - 7 # 3
S0P un sScus-corps de L', I1 est évident que 35 prolenge h , diefi 5 &4 .
G 7 dis 3 3 A gV . :
ce gui demomire gue liensemble 4 o8l inductif.
= 1 "’% 3 2% Amenit e rime £ ¥ e A Y JE T A s foank
Seit 1 vn elémen| mazxinmal des & . Posons N = i . » g mh oo A AN
; : 7 P
P
e AT gs b % A 77 Ty R e A e Tyt § ol v L P ’:ﬁ % Ay 'Zv b= L Ok g
L& Lhnonrens 2 Bela CelOnLTe i NOBS U311 880ns 0Ue M = i, ). S01 G 5 un
Y g » = 5 PR S STt S ol z7. 7 e
BACHEBDT 08 L 7T @et slrcenpione Hal eppeTL & b , Gonc
= oy E A NN 2 i G e e e o ‘e
&4 . Boiv ICK) s y Lynone minivel de ¥ Der Tapport a B

Ay DO e Reag 04 e S e e SSE0H S v
polynone g -e,»:.m,a::«gmg% en vne lelire L 4 coeflicients dang ¥

7 %
i gy s A s i g ; ‘}7’%{‘ 3 T o &, 7 A e hv “ap P s 1 %, o D”'- B '%, T % e ool o "’é “’(‘? 7
¥ ;E—':,_.T}E“t‘a’i DL ;Jdpé, ¥ Ja w} L T 4 ;a‘gﬂ &i S GeUBLG G6 5 g (}Z}J}?& o ;ua&&!, 1 3,::: $3 e a2 LA A ES e




16 sur ¥ . Upn_peut alors prolonger j par un isomorphisme de L sur Lf.
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8 ses coefficients ;'3# est dcne un isomorphisme de‘ﬂixﬁ BurT %?{X7 i
posons ! = 31(f) Puisque L' est algébriquement fermé £* peut g9

rapresenter comre produit de polynomes du premier degré é coeffxc;ents

 dans L', d'of il résulte immédiatement que £! admet au moins un z6ro

x! dans LY. 11 résulte de la prop.3, 5 2 qutil existe un laanorphiame

J** de M(x) sur M'{x'> qui prolcnge 3"* .

Puisqus 3%

est maximal dans J , on a %% = 3%7 s @fok -
M{x) =M, x €U . leci étant vrai pour tout x€L ,onma L =1

et le th.3 est démontze.

Corollaire %.- sSolent (K,L) et (K,L') des extemsicns elgébriguement

fermées d'un corps K . Soient M un sous-corps de L contenant X ob J

up_isomorphisme de M sur un sous-corps de L' gui coincide avec 1'identi-

i ¥

On peul prolonger j par an isomorphisme de L sur un sous=-Ccorps L;

de L' . Le~corps L; &tant isomorphe 8 L , esti aizébrzguement fermé.
D'autre part, puisque K C L; : s (L;,L‘) est algebrique,
dloh .§; =Lt ,

Corollaire 2. Soient (X,L) gﬁn (X,L') des extensions algdbriguse

algdbriguement fermées d'un corps K . il exisie alors un igomorphisne

T e,

de L gur L' gui coincide avee 1'identité sur K .

u??s% wrn cas parbiculier du cawcj?a re 1

Eo D yh WD D e i e @
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§ 4, EXTENSIONS NORMALES,
Rappelons qu'on aprelle’ antomornhisme dfun corpe tout 1somorphisme
de ce corps sur lui.-méme . i o
éf;g;tion 1.~ t mo iame d'une extensic (K,L) d'un
corps K tout autgmgggh;smg de L gui apgligug cggggg glément de K sur

lui~-méme. o
11 est clair gue les autdmbrphigmes d'une extagéion'rOzmsnt UngIoups .
Définition 2.~ goit (K,L) une extension d'un corps K , gl solent x st x'

das élémentglde L algébrigues par rarpert & K . On dit que k.gg x' gont

conjupués pur rarport & K , s'ils ont le wdme polynmome minimal par
reprort & K . ‘ -
-Eggposition 1. §Q;3 (k,L) vne extension d'un corpe K ; et soit ﬁ‘ﬁn ¢l eme
de~L algébrigue par rappori & K. . Les conjugués de x Egr rappcrﬁ'é E :
dans L gont slore tous les zéros dans L du pol ynome minimal de x par

rapport a K. =
_Soit £(X) le polynone minimal de x par rgpport & K . 11 est eclaeir gue

tout conjugué de x est un zéro de £(X). Soit réciproquement x' unm %670
de f(K) dans L , et soit £1(X) le polynome minimal de x' par vapparc<
2K .Cnadonc £f=7'h 116E[X} {prep 2 2), dfoht f*(x}h{x)nd .
Pﬁiague f esl le polynome minimal de x , l'un au moins des gelJnemds/f?

ou b est de degeé au moins égal au degr! n de £ ; comme £' ume peut Btrs
n

o

de degré 0 , b doit étre de degré O . Pulsque les coefficients de X
= 4

dons £ et dans T' sont éssux & 1, on a £ = £Y , ce qui prouve qix =

@3t conjugud de % .

Erogegiizan 2. BSoit (K,L} uﬁejextension d’un corps K e s0it x un

élément é@ L slgébrigue par rapport & K . Toue autcmayph;s  de (4,5}

g?&@ﬁs % ex 1'ug ﬁ? seg coaggg&és per f&pp@rt a8 K .




 Les inverisnis de 8 ,famanﬁ alors un amm MC:‘?&«% de L

ety

- 16 .

So0it f(x) X +Z aix"‘ 1, polynome mlﬁlmal de x par rapport & K
t=4 3
et s0it ¢ un autonorphisme de (K, L), On a o(a ) a. (1<1isn)

i
Si nous posona o(x) = x' , 1'égalité x° + 2 . aixn’l = U entraine
(7} i >

x15 +Z,_1 a.xl 1.0, dlod £(x! )=0 , et 1a prop.2 résulte alors de la
prop.1 .. . i . |
La réciproque de la prop. a n'est pas vraie ed gméral : 8l % et x!
sont des ¢léuents de L conjupués par rappori & K , il a! eﬁiste pas tou-
joure un sutomorphisme de (X,L) qui change X en =, bapendant nous alicnw
uoir gue la réeciproguc est vrale dans le css des exteﬁsiéns algébrique- ’
ment fermées. A ' - : |
Proposition 3. tsoit (K_,L) une extension alglébfigugzaant formée dfun
corps K , et soient x et x! des &léments ds L algdbriques par raggcf‘c
4 K . Pour gue x et x' goient conjug ués par rapport & K , i1 faut et
guffit gu'il éxi_s;ce un gg;oﬁorphisme de (K,L) gui change x en x'.
Hous savone déjé. que la condition estosuffisanfe. Supposons x et xt

conjugues par rapport & K . Il résulte de la. Prop.3; 5 2 qu’.’il existe
un isomorphisme ¢ de K<x> sar K(z';; gui applique itout élément da
K sur lul-meme et gui e.pplz.que x sur x'. 11 résulte du corollawa 1 an
‘th.s, 53 qae G peut B2 })rolon,ger pPar un automorphisme de (X,L), ce qai
démontre la prop.5 . : -

riani de o tout élézﬁeggg zel tel gue olx)=x . 518 ost un ensenble

&
if

-

. un autamorhis;,_e diun cams i

AR

on_appellis inva-

d?azzw'fmz"g>h% gnes do L , on appelle invarisn?® Co S tout élément de L cui

est un wt;@r‘: Lﬂb ci@ tous laa éﬁ.émemfc,s de S .

?mmgiﬁm 4. ai* S un epsemble g gﬂa“mwmm eg dlun corps L .

/’f%

ﬂeia mﬁsui mmédia tv@mant C’ua& de‘; i*l.lti@ﬁﬂ.

%«h
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4 & résulte immédiatenent de la prop 4 que Lout &lément du corps

premier cOnLenn-dans un cqrps'x en invariant par tout automorphieme de K .

En partieulier, uh corps prenier n'admet aucun autoﬁorphisme distinct'z
de 1'1dentité On verra plue tord qu'il en est de méme du corps des
nombres réels’ _ | - |

| Suppesoné.quey(x;z) soit une!extension‘algébriqne élgébriqﬁement
fermée d'un corps K , et soit G le greupe des automorphzsme de cetie
extension. Il résulte de la prop 3 que les 1nvazlants de G sont les
élements X de L qui n'admeiteﬁt gas de conjugués différents d'eux-msmea.
Soit f(I) le pelynome minimal d'un tel élément x . Pulsqge f(x) se décom-
poss en facteurs du premier degré & coefficients dans L, il résulte ds la
Prop.1 gus f(X) doit étre de la forme (Kax; , ol a ast ie @ﬁgré.éa x
par rapport & K . 8i a:>1u, x est aussi un zéro de dﬁ/ﬁi = n(Z—x}ﬁ'Q :

8i dpde Stalt T 0 , ce serait um clyno%@ is ﬁagre m—ﬁa c»effz@*eﬂzg

de p . En efzen, il éﬁu ciair gue 1ifon peut maatre n sous la forme a .
ou &?.es? un entier non azvzsgﬁl@ par D . On =2 alcrs P(Z) = (Xp »31 }
et le coefficient ds K? {p'-1) dans 7 est -n'zP | §i & est 1'élément

- a4 : .
snité do K, on a n's ?,Q ; puisque -n'x¥ € K , on & aussi x° €K ,

‘eL par suite 0o 2D .
‘ 3
%4
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Revenant.aux notalions utilisées plhé_hauLs nous avons.vu qaé'tout‘
inveriant de G esl r&diciei par rupport z K . inverme sent, s¢iil X un elé«
ment de L qui esl rzdiciel par rapportlé‘K . Bi X est de caraeférlsu;que U,
X est évidemment un lnvariant de G bann, soit p la caracterlst&aue de
K, ot smt 8 un entier 70 tel que xp yeK 51 e, on e "
(a(x))P = oly) = 3= xp , d'ok (a(x)-x)P 0 et oix)=x , ce qui

mbntre que x esL un invariént de G.. Nous avons done démontré la

,Brogcsiticn 5. Soit (K,1) une extension algébrigue a aledbriquenent fermée

Ad‘un corps K . Les 1nvar1unts da groupe deg autamorphismes cta (K L) 8an*
alors les élements de L gui sont radic&els per vaggort 8 K -

Définition 6.~ Une extension algébrlgua (X,i) d'un corps K st dxue
ncrmale ei le polynome mlnlmal nar rappert 8 K d'un élément qualycaqv éo

¥ peut se regréaenuer comme produit de pnlvnen@s du‘premler dep*s &

coefflclents dens M .

Il est clair que toute extemsion algébrigue algdbriguement fermée esi
normale, De plus, 8i K esl un corps guelcongue, l'extension (E,K) emt

normale i

Théorsme 1. Solenb (K M) ung exienszen normale d’un <0Ipe X ot seit L

up_sous-corps ds M con tepant ¥ . Toutl 1somerphzsme de N sur un aous- CoIDs

de ¥ qui ﬁ@&ncida svsc igldeﬂﬁ té sur X peut so prol@nger Dar ul spioror-

‘thsma de (& ﬁ) . Pour gue (K,B) S@A% maxnaue, il faut ot suffit qus

S,

6{H)=8 pour toui anchrpniame g ﬂe {E B
: ¢

V]

soit ’&.*} une extension algébrigue elgebriquenent fermée e ¥ . im

Y

somorphisnse ¢ %‘su? un saas corps oe B gul

o,

sur K peul =e ;zalanhef @ar um a&t@m@rg&iﬁm@ 5 Q.

8.3, %), Soienl x un m,é sent de M ot P(1) le
; : : mm,ﬂ, s

par rapport & B ; on & dong f(M} = %: | (2 - z
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Uz ofx) est conjugué de x par rapport & E (prop.2), dlod
f(a(x)) = TT (a(x)-xi )=0, ce qui montre que of(x) est l'un des éléments
: =4

x1,..,x i.e. que ofx)e¥ . Un & donec 6(z§)c ¥ ; comme on a aussi

n!
o) u , ona ofB)=li , et la restriction de ¢ 4 K est un sutomor-
phisme de {(K,l) qui prolonge v . L6 raisonnement gue nous venons de
faire prouve que, si (K,#) est normale, tout automoriphismeﬂ de (K,L)
aﬁplique ¥ sur lui-méos. céci dit, si (K,N)} est normals, il st clair

en vertu de ce gqui précéde que ‘tout automorphisme ée (K',:@) applique N

. 8ur luieméme-.v Inversement, : supposoas catis dernidre condition satisfaite.
Dtilisant las memes notations giie plus haut, subpssens ds plus gue % el .
f’baque g est un cenjugue zie l';zrcp.‘i), dlof xi: ’Ci;p(z) , of 7 est
'iin automarphls:m de (K, L) (prop 3). La restriction de T, & Mesi vn
automorphisme de (X,¥), d*o& T.(B)=Fet 7z (x)eF (4 <ign), ce
qui montre que (K BE) eqt normale. '

CO!‘O.LJ.&].I‘G 1. Sm.t (Kj.;) une exiensicn d'u,z worg_s, ? . et so:t.t (4, };4?

s

une famille de sous«ce rps &e 5 Sap}zaews gae J)ss Qrﬂg £ sontiennent

,,_te_as K, et que 168 extezzswas \K ¥, ) seien“c ncrmales. Les extensions
* : e ;
{E, ﬂ §é ) et (£,8 £ U&” _> )} smatb g;}&fg normales.
e :

le corps formé aa s gléments ds L, gui sont a;géamgrz per rapport & K .

11 est clair que B, c L. poor tont i¢&I ot gue B, est glgdl

iy
)
|
£
35, P
‘V
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1'extension (K,H) est normale, et le seul sous-corps ¥' de ¥ contenant ¥
tel gue (K,M') soit normale est M lui-mSus. ' | ’

S0it en effet (H,L) une exiension algébriqge algébriquement fermée
de 8 . 11 suffitl de prenmdre pour E»l'intersection de tous les sous-corps
P de L contenant ¥ et tels gue (K,P) soit normale. '

Définition 7.- Les notations 6tant les mémes gue dans le corpgllaire 2 -
cledessust on dit gus (K, ¥) est une exltensicn pormale ninims ﬁeuarmlsee

par 8 .
Proposition 6. soient (K,N) une extension algdbrique d'un corps X , (,H)

une exitension pormale minima déterminds par W et (X,M') une extensicn

normele de K . Supposons gu'il existe un isomorphigme j de ¥ sur up

scus-corps de ¥' gui coincide asvec 1l'identité sur K . On peut aloxs

prolonger j par un isomorphisme de M sur un_sous-corps de H'.
 Soient (,L) et (M',L') des extensions algdbrigues algébr: gvam@nt

fermées de U ot de M' respectivement. Il résulte du coroll an th.3,

O]
A

que l'on peut prolonier J parvua iacmorphiame j, ds,L sur L. Posons
L) = §
3(\} 8, .
normale minima déterminée par §1~, diot A1{}M’ =H, et o ¥ , ce qui

5 Jq(H) = i, . Il est clair que (x, M, ) est une extension

démontre la pr@pesition b .

Cgrollaire.' Soit (K,H) ume exienslon algébrioue d'un corps % , st azcient

(? M; et (%, %?} des exuensiﬁns normaleﬁ ninims déterminges par H . I1

&

exziste alara un igomorphisme de M sur ¥' gul ‘coincids avee l'identits

spr B

V4

Cels vésuite immédialecment de la rop. & .

(e P T ok |

Proposition 7. Scient (XK,M) une exiensicn normale d'un corps K of £{4]

neambles oo
enganble st

swa
t‘u

un polysome en ung letire X & i wﬁx&lﬁ&zﬁtﬁ dans K . Soit A

zézop de f£(X) dang ¥ , L'extonsion (E,E{A>) est alors pormalo.

1 est 1&4? que Loul aaaamerp‘iama»de_iﬁgﬁ} permute entre eux les

e %z

b




O

les éléments de A ; la proposition 7 découle done immédiatenent du
tha o
; I"rdlgositi.gn 8. - boient (K,E) une extension finie d*.m eggs K : et

(K,1) une extenszoﬁ normgle-mig;gﬁ détarm;nee par B . L'extensien (K,M}
‘st alors Finis. ‘ . ‘

.-Il est clair que lfon geutitroaﬁer une gartie finie‘B de N teile'aue
K<B> (par cxe'nple vne bas-e de X par repport & &). ﬁ:it f’fz} le
"proault des nclynemas mlpiaaux ga? Ia»peri ¥ des sléments da‘E Intro-
" Cuisons une extension a mgébrlqae alaeorlq :ement fermée (i;L} i B, et

gésignons §ar A 1l'en s#mble des zéraq de £(X) dans & . Llextension

'(K; ELA>) est finia (oD, caé 23 et zz‘omaﬂ (prop.7). D plus, on a
Bk §> . Yomc K{A) contient un sgu;anear:p... £, tel cue (KM, ) soit
f;nae et sﬁ;t une @zteﬁsi@n normalie ! zn;ma déterninss jar ¥ , La prop.

c_e,camle alor s éu corellaire & la prop.5 .

Prosos‘stmn 3 ‘Soit (K',U) une oxtensiocn d'un corps K » ot _sojent U of ®

dos acus-corm de U contepsnt K . S.; 1'extension (K, uz’. oot normale, il

en est de méme de (N, EJLK>)

Soit (U, ’6%} une e:&tensién algébriquement fermeée do U, et goll &§° o
corns formé des élementg de D% qui sont =2lgé bv ;L‘;e Dar r&"pmt a7 -
1’ et évida&mnb alpebrig aement i’sms. De méme, ie corps a"’g “ forné

des éléments de i qui sont algéhm | Q&z 3."&?;%; ori & Kem “53:33'1“%&»
_ méﬁt formé. g cr as't; et -azzmmaz"pmﬁma-&g 1&3%%}3 o esl anssi by sito~
| pms&:c ﬂ.aé;» {E&’I,?ﬁ}"é"» OB & éﬁd»:—::mman:b ﬂ:;%ﬂ;z £ “?Arza:maz; ’{:f'p

&tant, ﬂ@é’.’ﬁ}d’ldg le th.1 montrs gus

€% la prop.9 résu

’ré‘ (Mﬁt’

~7¢ e s

o ikis] v‘*
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 Soit (k,L) une extension algdbrique al z8briquement Pormés de U .

Tout automorphisme,de {K,M) peul se prolonger7par un autbmorphiama‘de.

(K E)'(corol 1 au th.3, 32) et tout automorphisme de {K,L) induit un
aulomorphisme de (K,M) (th.1). Les invariants du groupe des automerphis—

_mes de (K, H) sonl donec ceux des 1nvariants du.groune des automorphismas

de (K,L) qui sont dans M . La prop.i0 résulte slors ds la prop.5 .

Preposition 11. Soient ¥ un corps, G un groupe d'sutomorphismes de ¥ oo
K le corrs des 1nvariaﬁts de @ . Si llextension {K,8) est slegdbrique,

olle! esl normalé. Si x ost un élémeni de M algibrigue et de degré m

par rapport &4 K , le rolynome minimsl de x par rappori & R admel m zéres

EeratimsSnes

digtincts dans M , gul sont tous simples.

Seit x un élément de e algebrioue par rapport a K . Bi o ¢ 6, olz)

(f)

ozt conjugué de x par rapport & K , ce qui montre que i'ensembis de:

o{x) (pour o€G) est fini. Solent x?,..,;ﬁ les élémenis distincts

o ~ : i : -
de cel ensemble, et soit g(X) =-TT: (I-xt). 8i on soumet les coefficient

de g & un automorphiame aéf}, on obtient un polynome

‘g' —'T7T (x - a(xi)) qui sst égal &g parce gque ¢ permnte enire eux les

élgmants xi,.,,xm . On & done .g*axgx] : puisque glx) = 0 s B eet
divisible dans X [X | par le polynome minimal £ de x per rapport & K .
D'antre part, Zyppecesd, sont des zéros de £ , et }ar suite § est de
degré yum . Le ccefficient o 1 dans 2 étant 1 , on ep déduit gue

g=1f . On voit done que, si (K,M) est algébrigue, le polynome mipimal

‘ par ragpcrt a K de tout élézeﬁt de ¥ se ﬁég@mpa@ ‘ep facteurs du

f“uzaame fs qui est do depré m , sdusi n n 267 @s digtin gis, ves zéros

EQHL tous 3imp19a.

e N R RO R )
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§ b LA THEORLE DE GALOIS.
Définition 1. Une extension (x, L) dtun cozgs K est dite galo;s;enne 8l
éll§ sétisfait auzchndltions su;vantes : 1) elle est finie ; 2) tout
in#ariant du grODQe de sgs;autdmogghismes esl dans X . le groupe des sato-
- morphismes de (K,1.) s'appelle alors le groupe de Galoie de l'extensian,

ou sroupe de Gelois de I par rapport & K .
11 résulte immédiatement de la prop.11, 94 gu'une extension galoigienne

- est toujours nbrmale. Une condition nécessaire et suffisente pour gu'une

extensicn normale finie (k,L) soil galbisienne eat gue tout 41ément de L

=r

qui est raaxczal par rappert & K soit Gans ¥ (prop.10,8 &) .

Propesition 1.- 501ent I un corps, © pn groupe £inl d'automorphismes de

L el K le corps des invari@gts,de ¢ . L'extension (X,L) esi alors
7

galoisisnne et son degrsé est égal 4 liordre de G .

solent ¢ ,...,0, les éléments distincis de w , g, représentant 1'iden-
4 : ,

tité. Solent Bi5-258,., BF éléments de L . Hous gllons~maﬁﬁrer gue

ces élénents sont linéaifsment dépendanis par rapport'é ¥ . introduisons

| nit lettrea 11,..; 41 et ecr&vcns le eysu&ms de n équations linéaires
£y 22?*1 f\a Z, =0 (1<3<n)

Ce sysléme admet_aa moins une solution pon triviale dame L . Parni toutes

les solutions non triviales de (1) nous en choisissons une, soit

(xé,;.,xn+§), pour laguells le pnombre r des ia»@;nuga gui recoivent ls

_ valeur 0 ecl le rlus grond possibls. Soit ¢ un indice tel gque 3 # U ;
1

= ; :
= f g o i s e A 7
pogons y, = X.% (1<isnt1). Dome {3 ...,y ) est une solutiorn go
/ j,. ey : | B Y 37w
7 o ‘H;_ e Faigry s A > T S R 2 O
(1) et y =1 A1l'¢élément unité de ). woit o vr élément guelconcue de G ;
i : :
By A Als P g o LA es e 79 e s
onag 2 oly.)ooda =0 (1£7%s) ; 07, 3l Jvaricde ¥ 6 n , go.
' vz, & gk ; : - i
7 % g - 5 i - e = s o e Asiie
pareourt l'ensemble G loul snlier, 1] eon vésulie que les formules Ba=m@i T, )
e 2 o Ié’(
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foumiseent: encors une solulion de (1), et qu'il en o5t par suiie de
méme des formules Xiv- a(yi)-yi Or on a ofy )«‘ya =0etilyar
indices i différenis de o tels que 7;=0(y;)=0 . 11 y a donc r+i indices i
tels que a(yi)-yizo ; en vertu de notre choix de r,‘cela signiﬁe que
oly, )=y; (g : n+1) Ceci étunt wvrai pour tout ce G , on & y €K
(1¢1gnt1). vr, la presiére des équations (1) donne Z o a.iyiz@ :

&otre assertion que 31,.,,3 sont linéazrement'dépenaaats par rapport

o+
& K ost donc prouvée. Il en résulte immédiatement que (X,L} est finie
ot de degré {n . Pour établir que le desré de cetie extension =8t 1,

nous démonirerons <'abord le lemme suivant :

Lemme 1. Sownb L st £) des corps, et 01,..,5 des isomgrphigmsg dis-

de ) tels 'que Z m j(x, = 0 pour tout xek s oz ae%m...--&;? = 0 .
Les &léments x de L Qour lesguels les. cr (x) sont tous égsux entre eus
forment un sous-corps K de L il est ;mposslb e gue lfextension ( L)

golit finie et de degré <n .
Eons démontrerons la yremiére assertion rar réourrence sur n.Ells est

évidente pour n=1 Su;posons la vraie pour tout systéme de n-1 isomor-

n
or(x) 0 pour tout xeb On &, pour tout yel

phismes (oh n;‘t). Soient @,,..,s, des éléments de £) tels que

8

&
g f" 7 F %
. g 3} Z-ﬁ ¢ 1.&.)"-{‘ 67} duBSi &3 a6 (yz) 5. @ .0 ,!‘Z_?‘}g Z ivx} {:n G:’ij,i,

; 3/— 2.-'13 3
-9, (',y))fy (x) =0 .11 en resula,e que © (o0.(y

Cantie o et
. :'.2[ {.} (4' G} 2

yekl . Pour ehag&a J21 1l existe wm ye L tal cue

v-"\.
..,,‘
v ﬁ',..x.
S
8
a0 B

e
W
&
i’“
Ay
£,

LA

N\

e

L%

oy} ;» {y), d'ob ® =0 . 11 en résulte immédistement gpe @ =0 .

!\b

re asseriion sest d@a{, demantree. T]

x tels gue les o ff ; %ia’u&: tau_a épanz entre e

: i
K de L . Buiposons gue {E, L) s0it flme ol de
;f‘”'" % ) g 2 2 : -
N ge ik e 0288 48 L pap rapnors £ X 3
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Z1 yeesh, O Serivons le systéme d’équations linéai.roe

{2) Z ZJ"J(”‘k) = . (1 <k (m)
Tout élément ucL peut se uettre sous la fome u = Zﬁ’ X , xkeK
(1<kgm) ; on en conelu alsément que, si (s, ,..,z ) eat une solntion

de (2), on a Z z J(v.t) =0 pour tout uel , 08 z,a cos = 2.=0 ,
Il en résu.lta que m;n le lenze 1 est done démontré.l

Fevenant & la démonstration de la prop.1 et aux notations utilisées
plus haut, on voit que tout =x€L pour lequel les c (x) sont tous égaux
entre eux est un invarisnt de ¢ . 11 résulte donc du lemma 1 que |
[ x] n . Comme nous savons déja qne [L K}gn , ia prop.1 eat

démontrée.

,Theeréme 1. §o:xen (£,i) uoe extggg n_galoisiernne d'un corps K et & le

2Ioupe de Galois de cetic exiension. Si ¥ est un eous-cogg de L eon*e-
na.nt K , l'extension (M,i) est saloigienne. Si M est le le_corps des inva-

nam‘,s d'un sous-sexp &roupe Hde ¢, B est le zroupe de Galois de (U, .b)
Soit H le groupe des automorphiames de (E L) ; B est donc un sous-

groupe de G . Déei.nons par n lYordre de G el jar m celui ce 3 Tout
élément 0¢ G induil un isomorphisme o de M sur up sous-corps de L 8l
'ai ) 0,€6 , une condition nécessaire et suffisanie pour gue 'b",s— est
que o8B = UZHO : fu,isqu'il ya n/m ensonbles distincts de la forme

o H, , o voil qu'il y a au moims n/ n igozorphiemes distincls de U e |
des sesz.s cerps de L qui comcs.dent avec ltidentité aur K, d'ot, en vertu j'
du 1 emune 1 55_“5 Kjg;zz[lm . u*antz’a part, on 8 {z, A’j =1 {(1rop. |

£m (in, 'tﬂ 2). Soit M' le corps ges invariants de

dioh g‘& ;B

| eEEn |

ltextension (M’',L) est donc paloisienns ol de é_agz*é m (prop.1).

de suite du th.4 2‘;5‘: que M=Mu', L} extension M,L

. . : .
et e i o 0% 7 ¥ DS s LR S R S e,
sLon 2 1L :dl=m . S&;}fg}%@mﬁ gue ¥ soit le corps des invarisnis
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d'un sous-proupa B de’G: On & alo"rs‘ ‘H :::"HO ; d'autra part l’ardre ds

H est égal & [L H] (prop 1), done & l'ordra de B Il en resn&te que

H= Ho le tmoréme 1 esl dong démontr <

Soit (X, L) gne extension galoismnne. Il résulte immédlatement du

th.1 qu'il exisue une correspoadance bx-univoqae entre les sous ~gmupséz,
H de G et les sous-corps ¥ de L contenant K dans laquelle, ei H et M ze
correspondent, M est le corps des mvariants de H tandis gue H est ls

groupe de Galois de (M,L). Le théoréme suivant donme de nouvellss pro-

prictés de cette corrsspondance.

Théordme 2. Seient (X,L) une extension ,eraloimanzze G le groups de Galeis

- md%mm;t mntem‘i daﬁﬁ &&fw‘i

fﬁgmg 3 u) em;’mant Ei,g at B

t‘ie ee ‘s,e extension, E et Hz des sous-arouges de G et M, et &.2 les cﬁgg

des ima.rla.nts do F1 et H resgectne.nem Dane ces conditions : :

‘i) les condltlons H C,Ba et ﬁg C.né,i sonb ég&walentew -

2) le corpu des invariants de H1ﬁﬂ est le sous-corps de L

ngendré par Lﬁ et M2 o : A
3) le corps des invariants du SOUS-groupe. ds G engendré par ﬂq et

B, est hdﬂh -

<

83 B CEE , 6n 8 évidemment ﬁzc;:}z : mversemént si mﬂczﬁ? ;
A

on a2 H CEZ parce que Bi est le groupe de Galais de ( ;L) (i=1,2).

Lg corps des mvamams k&; de ﬁ f")ﬁ con z,ier;f%; evidemez;‘p M? &t w(:
gone aussi le corps iij sngendré par Eﬁ? et Mg . Diautre 1&2’*% le zroups
de Galoip de (M LL) est ev;.demmam ec;ntemz cians ) f‘mg , 8foh

B _Du! | On a dong M? = Eé*

/ J

1e FQI’E’& des mzrafzams 1’&4 du zroupe “}5" angmd:,\ par 3, et H, est

s mJ.LL@‘Qd.X’t_ le g?"s:.zgm de Ga -‘,."'f;’; e

23’

done sussi 4, ‘1.,“?‘& 2,0 *’gg cH, -
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Les assertzona 2) et 5) dn théorema 2 85 uenéraliseat aiaa ag
i'o& cm eenaidém un enaemble quelconqua éa mmmmn‘@@s «ia {3« ﬁaas la;s—

e

sons au 1scteuz= le zoin de faim ai.‘t;e L,,énez- dis atmn,. oa

_i—ragcaitiozz 2 - bﬁlerét (E L) me ex @nswa pa&amwm& &t G son crouss

;de Galeiu. So:s.?; h la esrpe- das zzwav';&,mts r.i*zm saawzzzo ana B é@”'&* :

_m scﬁ le eaz;;a des mvamaﬂt% de . {7{{3 agu ae(ﬁﬁ}» “»‘*s«z‘ T gue

(}g 3&) sait, gg}zgwieme
V"‘ﬁistggué de & . WM&M&TQM% de. Galgw g (K,,%%} -

: ’?51, ;xé.m , gsﬁ » 9B 3 (aae 1)(&0.)}-5{;2} ; e g;n??@ gue  ol¥ } gt

13. faut ot suf,;luue B smt Bn gou .;»;mz;s;; e

v

.v'ecm,ﬁnu dans 1s carpa; dea m?a.mafz‘cg de s?r: In%rbcuszzu, 2i vn ye kL
{67 7)) = o3}

'est texl qus {o'r;o ?)(;r)zy ‘pour tm;t nen , oL 2 '; gr dx) ¥l
Ydf of e:;"e( y)EH , ye s(.ﬁ) Ia yz’eméz*e ssseriion est done démonirée. '
La ﬁeecnde résult,e de la premiez*e, de la prop. 10 ‘gé st dg th.1 . o
Suamsams (K i) »‘almalezme..; La reabrietien o &akdun @liazivnt o i

ce G est alaz'ss un ausamorphiame de k% ﬁ) l‘a‘spllgabmn g -~,a; 3
. oxfmammszﬁ' un h@m@marphmm de G dens 1o oTon upe de Goloie £ de (£ .
AT enseﬂ}la cieﬁ sEs gui sont applicués sur 1'ideniité est le grouge

. das azz@@mmyh snos de

'fzwi;w; fzsi L‘if :




. i
é-é;' EXTENSIONS AﬁGEBBIQUES SEPARABLES,
Scient (K,L) upe sxtension finie d'un corps K et (k,u) Qaa'axtensiém}
normale minima déteruinée par L . Nous nous proposone de rechercher &
gqueils condition 1lfextension (K,M) sers galoisieﬁne‘/il gst évideomment
nécespaire que tout élément de L qui st radiciel per rapport & K soit

dans K ; mals cette condition n'est pas suffisante, comme oa peut le

montrer Lar aes exemples. “Ii résulie iﬁmédiatement de 1la @rspa11,§3&
gu'il est aussi nécessaire qaeltout élément de L solt un zZ&6re sinple
de soc polynome nminimal par rapport & K—. Hous montrerons au céa:s de
ce % que cettie condition esti aaasi suffisente.

Définition 1.- Soit (K,L) mne extension d'um corps X . Un dit gu'un

élément x de L gui est alzdbriqus par rarpoert & K esl séparsble par

rapport & K g'il est un zéro gimple de son polynome minimsl par rapport

a K . E, L) est alpebrzquemsnt et si tous les éléments de L gout

'séparables var rapport & K , on dit gue (K,L) est~sé¢arable, ou que b

esl séparable par rappori a K .

Rewargue. On ¢éfinifa plus loin la notion de séparsbilité pour

-

les exteusions non-algébrigues. . .

Preposition 1. Soisnt (K L) uoe eztsns;an d’ua corps E et x un élémenk

de L qui est zéro d'un polynome g(K} & ceafflaisutq dang K , mais gui
alest pas zéro de dg GX ; z ssb alors sépersble par raprert & K

= fn , ok h ﬁst un ;@¢yngma é'ﬁaefficiaaia Gans & (prop.2, o
fseulte qus 0O # (dg fﬁijfx} (%%jﬁ%?{i};bixgj diof f(df/axi(ziz0

s

28 gui meopire que % @si un zérw simrle de £ .




A
iy
a

nt est pas un zéro de af/dx et es’z T ?érc sinple de £ . Supposons Gu

1o p@lgm&a £ étam, de cs,agg,ré dD , o8 3 :i“ = %}i {35 : E

L
PR

| ; - 29 - L e . :
Proposition 2.- Soient (K L) uns. extension dlun corps K ot % un Slément

de L algébrigue ;gar rapport & K . 51 K est do carsctéristigue O, x est

‘ -séparable par rapport & K . i K est de caractéristigme p >0, il
: > &

: 2P eat

gui_ posséde les

existe un ontier e 30

_ = =
séparable par rapport & K ; pour ftout k)0 , on e K<xp > = ELxP S ;
le degré de 1'extenaion ( \zp > i /x>) eet % ; 81 g(X) est le
T e e

rométes Buivant ws

)
pelynome mipimal de ;cp par rapport & X , celui de z est g(XP ). Lien-

memBim tier o est uniguement coractérisé par ges propriftés. Pour gue x

seit'i séperable par rapport & K , il faut et spffit gue 6 =90 .

$0it £{X) lo polynome minimsl de x rar rapport & ¥ . si K est rj_e
earactéristique 0 dff dX est # 0 et ce degré moindre que T ; d@nc X

1’?

s@it ée caractéristigue p}e soit & le piug grand entiw h>0

: h-
qua f(X} G K [Xp j on peut donc écrire X) = g(Ky }, ob g est un

olymme a coefficiante dans E qui n? éat pas dans K[KD} Il résuit°

imméézawement de cette propriété de g que dg dX = 0 . Soit ﬁ le 'ciegré

de g ; or & g(xp )=0 , et par suite g est divimble pa,z' le polynome
; minimal de xP ; dfofl [K(xp> K} <d {ef. prop.2, ¢ 2). Dtantre

g

h
part, XP -xp est divisible éans (E <zP 2} {X} par le pe},mﬁm@

nininal de X par rabpt:er & K<x3’> d'ok éK{x} 2 K(x? }E( '? :

f“@%@;ﬁ%ﬁ
el To o 2 S e S R Hoa
elle gue 4 u ntiemne L co: Jﬁi@ ﬁ@ééys cory g,g, o 8 Gi L) = i
T ’ Lo %7 & SR e e P e
B e is5a %_,ma SL ¥ o= A Tl ezisie DoRy 208008 3
G At Sk % ks
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ua automernnlsme o; . (K M) tal qua w.(yq) = y (vfa@;? L *h.z, 4),f”
d'oﬂ xl resulte que chaque ¥ est upn zZdro glmnle ﬁe g et par saite qae

¥y yj pour i f e @n & ganc ,y?'.-myg (y’-yj # 0 pour i 2 3 )
k20 ; il eg résulte gue yP admet 4 canjugaés dlstincts dans ﬁ d'eﬁ
"(puzsque yP eK<y>)l,£ [K<y§ > K7 > & et par smte 2{<3r§’ ,> Kgy},
c'estua-dire K<;xP )> K<f’P;> L entier o Qum a;ﬁs &vons Géflﬁl
pcssede donec bien les proprlétes Annoncees. vaersament 31 "o entler @
posséds ces propxiétws f(?} peut se .e@ttre 50uS la forme gf&a?}, oh o

est an nolynsme & coeffleients dans K ob &e degré de g est egzl &8 é@gré_
3

ds xl par repport 8 K . 81 z @auvait.aﬂésriza sous ia ﬁ@fm% g?{X?- b
ot k30 {gé étant un polynome 3 coefﬁir&gfis dans X}, g, serait ds
degré plus pel 1§}gaa £ et en aﬁfa’t b;‘xp }zﬁ; ce qui est lmposgible

7 : ¥ :
puisque ?«(zP >»- Kz Ué; ; en ¥oit donc gue e est uniguement déteriné

par lesg propriftés gue nous luvi svone imposées. 891 6 = 0, z = 3P  est

séuarable par rap ort %vﬁv* 21 @ >0, on woit tont de saiie gue &f/¢ = 6
TER @DpoL 5 Vit £ , :

b GO T ‘e %>
CoT YPDLOrL &




3 Agpisies < ety

Propesition 3.- Soit (K,L) une extensmn finie d'un corps K de caracté-

ristigque p >0 . Pour gue cette extension soit séparable, il faut ey -

guffit que K{LP>=1 (o& IP est le corps des p-idmes puissances

d'éléments de L ).

_ ; ) ‘ .
Si (K,L) est séparable, on a, pour tout xé€lL , E(x>= K<X‘>CK<EP>
diot L = K<{IFS . Inversement, supposons que K{Lp>= L . Soit x un

élément de L ; formons une base (x;), de L par rapport & K qui

1<ign

contienne une base (x, ) . de E(J X > par repport 4 K ; oo peut de
: 115 i<d > b ;
plus suppc-sar que x,=1. On s x*xj = “T; e, sp%,  avsc s ER , dloh
o) 2 o Z e ot . o A
-q_ g TS ’f. ; o Pl ]
D = : of <P ce gul monire espace vectoriel ¢ = 2, Ex
ixj ‘g‘ [ { Jk k ; ] o q_ &_ q & it S e o . N‘&:? -, i
est un bous«»ameau de & . Puisque e ,ona K C o gy

7 e
fewm
>

b"
e w

u
2 a,izicL {aves 8, €k , g t4n nj, ons ¥Y

1-:34

d’ok LP < © el K[Lnjf o ., Or on seit que 1L = K(L:;"; Kr.,“.:

L_.W,e

( op.4, >2) ; on a done O =1 , ce gui mgnure que xfz-,.-..;xi sont
linéairement indépendants par rapport & K , Il en est de mlme de
xﬁ,...,xg » €€ qui monbre gus ltespace vectoriel Z,d:i Kxf est de
dimension d . Si 1<i¢d, on a X, <y> d'ok on conclut aiééme_nt

-
;-

b

que zf&'ﬁ{:tp}. 0n a done [K(x‘} ; j: d , dlot E/zP> - K{x>, co

qui montre que x est séparable par rappor: & X

Proposition 4.- Soit (K,L) nne extension algdbri ge dfun corps K . Sup-

posons gue L = E{A> , ob A est une pariie de L composée d'éléments

 B8parabies par rapport & K . L'extension (X,%) est slors séparabls.

Le proposition es%t évidents si K ect de cavacleristigue 0 . Bupposmons

K Ge caractéristique P>0 . 81T xel , il sxistec uvne partie finie

o rs ;;. & Tl 7 e /',“, “Q_%_ 3
¥ miz‘%ge,g X % de A telle que xecXK P> (lomme 1,02). o @
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grollgre 1.- soit (X,L) une extension algdbrigue d'un corps K . Lien~

semble S des éléments de L gui gont sez;arables par rapport & K est slors

un _sous-corps de L ei l'extension (8,L) est radiciells.

11 résult_e de le pr_;q'p.é gue K(,S ><:_S , donc gue § est un corDs.
Que (S,L) soit fadicieli’e,,‘cela résulie de la prop.2 .
Corollaire 2.- §g;_e_p__§ (K,U) une extension d'um corps X , et L et ¥ des
soug-corps de U cortenant K . Surposons :gue l'extension (X,L) soit
algébrigue et séparable. Il em est alors de mime de (M@{L5) .

Il résulte sn effet immédiatement du corcl. 3 la PTop.2 gue tout

élément de L est séparable par rapport & ¥ .
Nous pouvons meintenant démontrer le résultat annoncé plus haut ;

Propesiticn 5.- Soit (K,L) une extension finis d'un corps K , st soit

(X,¥) une extension normale minime déterminée par & Une conaitifm

Bécessaire et suffisante pour gue (K,M) soit ssloisienne est gue (Z,L)
“soit séparables. »

Nous avons déJja observé que la condition es‘t neeeaaa’am Inversenent,
surposons-l13 gsiisfPaite. Scit & l‘snsemble de tous les conjugués ﬁams B
d'élénments de L . Uenaem‘ols A ssi transforme en lui-mém par toutb _
automorphisme de (K,¥) (prop.2, %%), d'ol il résulte que [(X,X {ﬁ}}
est normale (th.’!,‘géf»-) ol que X{ A>= ¥ . Toutb élément de 4 peut se
‘rié&uigre d'un élément de L par un automorphisme de (kM) (ymp.}ﬁ-t}.“?,_ 047, K
donc est séparable par rTapport 34 K . Il résulie alors de la prop.% que

(E,M) est séparable. Si xeH , et si E est de ca
¢ v

"‘3
o
)
csé.
D
by
ot
m
cF
Bte
O
&
L)
e
N
@]

on 2 KE{xPN=EK{x>, d'oh on déduit rar récurrencs sur n que
E<xP > = i(x;} pour tout >0 ; Bi dome % est radiciel par rapport
& K , il est dans K . 11 en résulte que{(?{.,k) est galoisienns

(prop.10, é} 4)

Corolleire 1.- Une condition nécesssire et sz:af‘ iBante pour gu'uns

4 % sil e el T 5 ’
extension pormals finie soit gsammmm& 88t quiai1® S9iL séparsPF .
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| orollaire 2.~ §g;gg§ (K U)*une extens;on d'nn corgg Eet L et i des
gous-corps de U gpnteggg& K §l (K,L) est galoi ienne, 11 on_esh de
néue de (M, (L} ). - . \ ” .
On sait en effet gue (k&,ﬁ <L>)"est finie (c'est .évident), normale

: (ﬁroj'9; o4) et séparabxe (coroll 28 la prop 4)
Proposition 6 Soient (k,M) une extensicn normale d’un corps K , L‘un-

sous-corps de i contenant K et ﬁ le corps formé des élemnnts de L.gwm

sont séparables par rapport K ; Sufpcsans gae (¥,8) soit finie ot

%

de dggré a8 . Il existie alcrs'eyae emsat 5 lﬁemﬁrnhismas d;atiucts de L

- »

sur des sous-corps de g gui ceincxdeab svec lfzaer $ité sur E .

11 existe un seas-corps T do U conienapt B et tel gue ;?extengian
(E,T) soit galcisianﬁe. S0it & le groupe de Galois de cette oxtensin.
Si' cel , la restriciion g de ¢ & S es{ un isomerphisnme de 8 sur an
BOUS-COTPS de ¥ . Inversemsnt, Loui i 'somarybiame n de 8 sur un ég&a-eorps
de & qui coincide avec l’ldenul*é sur K peu* sa 1?01&3 er ﬁar un auts-"
morphisme n, do (K,H) (th.% 34), et on a g (m) T tth. 4, %4&, ce
qui moenire que\no~s avec ua 66&@ Sost E le prouae de @aiais ﬁé {S,?
8l o, o'<B , une condition aécessa&re ot suffigante pour que & = 3

est que o'B = cH ; le nombre des © distinets est done 1'indice de EH

dans G . Or, 1'ordre do Gest |7 : E|, colui do B est {% ;vgj et
s [2: K} =g . sl {s - ﬁ.j ; 1'indice de H dans § est dono
o i T
[h % i 5 Ee qui @ mountre qu’il ¥ a exactement 8 isgmayﬁh@&meg é?s»
tinet “& 5 sur des a@agw@o?ﬁS'dg‘%.ggi'cgé ident svec 1'identité sur X

Chacun de ces isonorp isnes pent sa prolonger par wn isomorchisne de &

Z 7. < 5 £ 2 Q‘ % L A% % 5 B pakes s i
Sur un 5@&&-@@%@@ de {th‘%,-fé}. De plus, si des isonorphismes ¢ | 7

oy

de L sur ﬁ@g sﬁas corps da B eoine &ﬁeaﬁ sur B , ils sopt jidenticues.

o

‘ @'Bﬁu vaaemi 8l % est de cﬁraﬁ*erzatiqa@ U, carelors G =5 .
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81 K est de caracbénsmque p70 et si xXGL ; 11 existe un e
el que xp é S (corol 1als prop.4), dlot (g(x);P ' g(xp ) =
‘17 Co o ( 7' (x)- %(xnp = (x))P° s<9m)‘°
ce qui démontre notre assertion. La prop.& esi donc démontrée.
Définition 2.- Cn d1t<gu'un corps K est parfait ai touLe extension

‘ glgébrigue de X est séparable.

Il est clair qulun corps de caractéristique 0 est ?arfa,it Pour ce :

qui concerne les corps de caracténsthues # 0, on a le résultat
guivant : o ' i
Proposition 7. Pour gu'un co;m‘ & T de caractéristiqgue p » 0 soit
parfait, il faut et il suffit qus ¥ =P

Solent x un 6lément ds K et (K,K%’) unaaxtsnsioﬁ algébriquemsent fermée

; 7y )
de K . 11 est elair gus K*e.,._nt-iwm un 8lément T tel gue v¥ = x |

£i K est pama«.t, (K, z&(*@} separable, et on a Xy > = ELy>

%

(cowl_; & la prop.2), d'oh yeX et %sip =K . iizvemamem suppogons -

gue % = K , et soit (E’ L) une extcz;swm finie de K . Puisgue 1t appii-
cation 3z -~,->zp de L sur LP est un isomorphisme, on e

=P ’ i <
'L s k] __h‘p 2 KPJ E?p Kl d'od L =1° . ce gqul prouve gue (%,L) est

&)

séparab.ue {prop.3). 11 résulte de 13 ot de la prop.4 que K est parfait.

Bt
"
o
wp
=l
b g
(4]
]
c.-“.-
=)
&
©

Bemzrgue. La dem@aa'?ramga nentre de me que, 83
extension finis d'un corps @af?&w - L. ost pacrfeit. La conclueion reste

évidemment vraie si (E,¥) est une @xtemsmn algebricue guelicongue de & .

X
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' - T mcmss de 1*umm'f: CORPS FINIS.

Définition 1 - On d1t gutun élément x d'un cargs est une racine de
1'upité s'il existe un exposant n>0 tel gue = =1 ; le plus petit
exposant =n >0 satisfaisant & cette condition est slors appelé 1'ordre

de x . 8i m est un eEposant >0 gueleongus tel que x =1 , on dit
gue x est une racine m-idme de 1'unité. Une racine n-iéme de l’ﬁnité

gui est d'orcre n est appelée ume racine primitive n-itme de 1l'uniié.

Soit X une racine de 1'unité dlordre n dans um corps & . Liapplica-
tior h ~9xp est un homomorphisme du groﬁée additif Z daps le g?auvﬁ
maltiplicatif X desvéléﬁents #0 do K, et 1'image inmverse de 4. par
rapport é cet homomorphiamé ést.l’ansemble 7 des nmultiples ée n . Le
'sous-groupe de K ’angendré par x est donmc cycligue diordre n . 51 K est
de caracté?istique_ P >>0, a'éétApas divisible péf P . Suppoesons sm
effet n = pn! , d'o& (2P =1=1"  (P-1)P=0 et P21, eo qut

est impossible puisque n'{ n .

Proposition 1.- Soit X un corps algdbriquement fermé, et soit n um entier

;>6 qui n'est pas divisible par la caractér;gtigga’de E . Il existe

"ﬁ
A
@
e
&
=
o’
et
L

alors dans K une racine primitive n-iéme x de lfunité ;

par rapport & tout SQES-cQgg§mg§ K .

Kous prscédaréns par réeufrenca sur n . La propositiocn est évidents si
n=1 , Supposons lz vrzie pour Lous iegientiers_qia (oh © >41}. Le nombre
n eet divieible gar au ﬁ@imgfﬁﬁ nonbre ;re@iér 2 goit n=an' . dlio

nidzn . Soil y une racine primiiive n-iems de 1'unité dens £ ; eb 26it

~a”s~ax@c g-ieme (

&

divisible par n' , ce gui esl impossible i g divise n'. 51 g ne divise

as n', et sl n, u' sont des éléments de H tels que uw* =1u'" , on o

N kT R I LA 53 S At 008 e 20 L THOIEL, T 4 LI M 3 i Lt A A e e
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&

'-poqrn i #J . Puisque g >1 , i) existe au moing vn =

 meis nca de la dérivée nx” oo de Xnma

nisy 1 résmlte de ia rr@p 4 augﬁi?ﬁm:iﬁﬁ‘x
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(ufuf1)9=1‘; l'ordre de utu~1 dlvise done g et n’, c'estaavdira esﬁ
6égal & 1 , d'oh usu'. On peut dono dire dans tous les cas‘qu*il‘ezista
- au plus un wél tel que nqay . Ceci dit, introduisons une lettrs X
et formons le polynome xq-y 5 Pulsque K est algébriquement fermé, ce '
polynome peut ge weiire sous la forme T” (zax )}, avee x;, €K
i<t ¢q) [(th 2, 3) La. dérlvée de xgsy est q19 1, et on a qx- ¢ 0
(1<:i4:q) - puisqae g n'est pas divisible par la earaesrishiqae de X .

Doac chaque X est un zéro simple de Xg~y el par suite on & X, 7x

LN

s soit X, qui

n'sst pas dans B . Le groups multiplicatif emgendré par x contient B

~mais est # H ; ce groupe est done dfordre n.?‘q1 : gé;>% . Par &iliaﬁPS;

Z o8t évidenuent une racine n-idme de l'&ﬁité; gt par sgite m*qq gl“*se

n = n'q ; g étant premier, on a q, =0 , e qui monire gue z est mne
Ly ; : 4 : 0o
racine prini itive n-iéme de igﬁﬁibbo Liélénent X esi un zéro de X -1,
{parce gue n n'ast pas divisible

par 13 caractaxiathus de K) ; ©n sn conclut gne z est aéparsbie par

Tappert & tout soas»corps de & (prep.4 t, 96). La prop.1 est done

démonirés. : :
Boit (%,L) une sxtengion d'un corpa ¥ *gél% qus L = g“xgﬁf‘*‘?zgé}’

ol Eipeea¥y sont tous les zéros (u polynome K - ‘3ﬁ guieigue extgh-

8icn algebrlquaaent &efmée de K . On dit alors ia& L réoulte de & per
aﬂ ﬁnetzaa des Taeines n»ia@@g ﬁa lfﬁalt 8711 ep est alngi, i'ex-

"teﬁﬁagn'(i,u; est ga¢a&si&ngs (aznp 7, 5%» ot prop.4,28). 5i K est

ﬁe-eafa&téri&tig&a B> et ai ﬁmvﬁﬁ?vg‘ﬁﬁfﬁ? n'est pas givisible par

r , tonte racine L~&ém9 de igﬁ zL@.@st anssi vne racine nl-ifme do

1tumite fcf pln& Bapt)}. 8 h-eﬁﬁvd@ carschieristigus U, nous posercns

raﬁiﬁ% ?QE» ti e'r niﬁﬁ@ i@rl*dn;%éwfb@a_ﬁﬂi@@aﬁ@@a'ﬁa'z‘aa&fmiggﬂmﬁ
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alors n' ragines n'lémas distinetes ds l'anité puxsaue le polynome

xﬁ -1 ne peut avoir plus de ! zér@s dans h . tous les xs aont des puis»
sances de x et L = K(x} .‘Smt & le groupe de Galois de l*exte:nsion
 (K,h) ;,ﬁn &lément o €G est uniguement déterminé quand en<eonnait’san
'éffet'sur X ; de plus a(x) doit Btre 1'un des x. - soit afx) 8_,
och 5 est un enﬁier, Gui sat détermina a4 uo m&ltxple prea de a’ Qﬁaﬂﬁ 9
st donné ﬂés;vnans par )L(a) 1a classe de s modulo n'% sk ssz
 doﬁe ane appiicatioa‘bi»aaivogae d@ £ dans 1lanneau Zfﬁ*Z . On voib
"tent de suite que x%(o7) = %ia; X{ z) et us 1'image par X g
l’iduntlué ast 'é’émeut unité de Z'§n?2) r&;squ& X est biunivoguse,

£

on voit gue G est anej ien ; par ailleurs, un Slément de X (G) adme

&

inverse dans Z!{n’z)-st 8t par suite un £iément régulier de cet amnean.

Nousavons done 'émonfx* lﬁs résultate suivenis -

@tuS’tiGﬁ e Soiaﬁt sl ad'@auz >89 et (%.,%L) uns extension scbienue

par adgonet on & un gorps ¥ des ?ae;aef nviémes de i'punité. Liextension

’K,L} est alers_galois&anne hl X est de QaZaC*STZEG;QMV 0, posons
ﬂ’zﬁ ; 8i K est de earaeasrlst;que B>%¢, poscrs A = 'phn* , gz a' esl

n entier non di?iﬁihi@ zer p . Le zroups de %al@i@ aa Eﬁij gmt 210T3

bt

~ isomorphe & un sQQSwgrgupe du £LOupo muitivlicstif des ciéments

2
giblos de 1llanzsap Z{ﬁfz,, is corps L gontispt wne vacine primitivs

a?=iwms de l'unité, soit z ; Q%%é L =EZ{x > 8t tontes los racines

n~ emea 48 ¢yanxté gcontony

A3 DR LA

; - s e :
28 Gels L 86Dy Ces puispengss de 3,
Jmam St .;r.r-

- e a. . rae Siea
'grauye mu t iicetif des élémepte inversibles de ,@mﬁﬁmg

i
La fgg@ti@n, g 'a?aggaﬁlﬁ ilipdicstrice é?ﬁai@x;

o remazqaamf que Jﬂbt g}émsmt ég plier a de 1'a 1@é&%‘353f a8t

‘ in?erszaZa;r ﬁﬁ affet 1’ag§lieat1ﬁn ?ﬁey.v '&mt'b anlvaqas ;viiéﬂﬁ%auf

35%Z ét‘ ne ﬁatlaa&ag@ ﬁur Eﬂiwmém&g
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'Soit x une racine primitive n-idme de 1'unité dane un corpa. Chaxchons
quelle 00ﬂdltlon une racxne de l'unité de la forms xd est encore une
racine priritive n-idme de l'unité. En vertu de ls prop.2, une condition
néeeasaire et suffisante pour gu'il en soit ainsi est gqu'il existe un
entier e >0 tel que (xd)° = X , clest-a-dire tel gue de -1 soit divi-
sible par n ; Cole signifie évidemment que la clesse de d nmodulc nZ |
~ doit Stre inversible dans Z/nZ . On & donc le résultat suivent :
Proposition 3.- §9;§gi n un entier >0 et ¥ un corps qui ecniient.ﬁne

ragine primitive n-idme de llunité. le nombxa des Tacines pr metives

n~iémss de l'unité contenues dans E est slors g9ln).

81 x est ure racine primitive n-ilme de 1'unité et si d est un entier
>0 gui divise n , én voit Tacilement que zpfd egt une raéine primitive
d-isme de 1'unité. De plus, sirg esl une puissance quelcongue de x ,

1'ordre de ¥ st un diviseur de n . On déduit facilement de 1a ls

fornuie

. f@()

4ED
ol D est llonsemble des entiers ;>0 qui divisent Do

ﬂoaa-alléna maintepani étudier les résuliais gue mous avons obienus
sur les racines de 1'umité & 17étude des corps finis. Up corps fini X
ne peut contenir sucun corps iscomorphe au cgrps'des'rati@nﬁelg > 41 eat
donc de caracisr iséigaﬁ P>C . Le corps pr fer E de E @rt isomerohe
2 Z/@Z st contient p 4léments. Llextengion iﬁ.ga) ast évkaamm@n@ finie ;
ai'm g8t 807 &agré?~ia scructure d'espeace vect fial gur X de E est
isomorphe & cel ile de {ié%ﬁ . ©6 qui mootire gue l@ nombre Q%ézimagte de

.

-

b

: Le gfaape.magnz@li@atif des élémaaﬁa%% v de R sst un groupe

£ini d'ordre p -1 ; c'sst donec un graupa-de Tagines de l'vniléd

3 41}' ok ywv@. P }%4-

Zod e
ihos B e 5 SOuaLion

r'}

(Prop.5, 3b -n° 7 - alg.- Ch, E) 8% on pose
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-0 a-d'racines’digtinetes dans £ ;'ée gui montre que K se déduit
de K par adjonction des racines d-idmes do 1'unité. Le nombre d n'étant
pas diviesible par la éaraetéristique'de's 4 contxent une raeina primi-
tive dtiéme de l'nnite, ce qui montre que le grcupe mnltipllcatlf des
éléments o 0 ce K est cyc;ique. Ltapplicaticn x-e»a(x)sz est un iso-
norphisme de K sur un sous-corps K' de X ; comme E! contient le mdme
nombre d'élénente que K ,ons K'.K et ¢ est un automerphisme de

(X ,K). Les invarisnt s ds ¢ sont les zéros de XP-I. dans £ ; il me peut

. ¥y en avoir plus de p , ce qui_mentre ave le corps des invariants de a‘ast'

Il résulte de 1& ot du th.1, 55 que le groupe de Galois de (K,,E) est

le groupe cyeligue e&gsndré par g ; il est dtordre n . |

. Saie&t‘réciyxaquemant Kb un‘eorps isomorphs & prz et E un corpse
obtenn per adjonetion & § des racines (gn-?}-iéﬁec de 1'unité. ok n est
un entier >0 . le corps K esl slors chtenu p&r acJeﬂetlen & K dfug
nsmbre fini d'éléments slgdbricues par rappert.a,ae ; i1 esy doac fizi
Is méms raisonnement gus plus.haut,mentre que le groupe de Galois de
QKQ,K) ¢st engendré par 1'oyération s définie par ofx]) = Plaecx) .
ﬁa plue, cn 8 K = ﬁﬁgZu;>, o8 v est une racine fr1m~tgve iy ”?} iéme

| 8 ,
de l'unité. omo a aﬁfa}'z v’ =u meie, 81 t(min, A(a)=aP £ :

on en comclut que ¢ est d'ordre » ot que iﬁ : K |=a . Nous avons done
o

dénentré les résuliste au}7 t >

 Propositics 4,w'gsztv£ up_cofpe isomcrphe & Z/pZ , o8 p ost un pombrs

53 L 35 B ; }' = :;z"-"’i_ X 2 . : L = ; ;.E;’,’ O : A LT rion ‘{ 2 : 5 ‘p;k
premier, ob soii iﬁg,ﬁ J Boe sxiension : gooriguement fermée de K,
Pour toul emtier n o le ?&fﬁ% £ sadpet un SouE ~COTR £ e, vy senl

o =.4¢‘,"7
'v L ¥4 TG 23,
e ; :
= = s dd b ] by S LR < : 3 2 o
primicive  \p -1j=iéne de 1'unité B et on 4o =R Jn. 5
S = e T e SR, ﬁ o i ¢ Y




La 2T ge multiplicatif des éléments T 0 ds K gslb le grguge cyelique
dtordre p®-1 engendré par u . Llextension (5 +X,) est galolsienne ;

 Son_groupse de Galois esti czcllque dlordre n ot est engendre par

'automorghzsme x-ﬁ>x¥ 2

Corollaire. Tous les corps finis ayent le méme nombre d'éléments sont
isomorphes. |

Nous sommes meintenani en mesure de déaontrer en lLouts généralité
le résultat suivant :

7

?roggsitign‘ﬁg- Soit {

K,L) wne extension finie séparable d'un corps K .

11 existe alers un élément x de L tel gque L = K{x>.

i K est fini, il en eat de méme de L ¢ c la pro;oa;t1on h régulle

immédistenent de la prop.4 . Supposcrns maintenant que Xsoit infini.

s

Soit {K,M) une extension normale minimg déterminée par L ; on sait
donc gue (EK,M) est a?oeszenne (prop. 5,& 6). BScient Gypenes0 les
ipomorphismes distincis ds L sur des sous-corps de M qui co iianz avec

lfidentité sur K , a; représentant 1l'identité. On peut fTouver wvne

partie Tinie ¥ = .éxs,,.,z } de & telle que L = K/ F > . Introduisons

T lettrew y & 3,.,X et formong le vg}ynomv-

P = &} Eﬁ .X (x -0, €x 1)) 81 i 72 ,0na a(x ) # x rpeur 80

noins uo 1na1ce 45 l en Késulte que F 3 7 £

Puisque K est infini, op peut trouver des éléments a4,,..,a de B
cels que Pla,,..,8 ) #U . Posons alors x = Zg_fng ; cp & dome
] 5z -0, (x)) #0 , cequl nontre que %e/x admel aun maima n isomor-

A

bz
'nhia@es distinats sur dss scus—eoxps ae % qui co;nc;uent avee 1'identité

,mevoit‘qm@; L :,&g =0

s
gw

‘sur X . Faisant ussge de g prop.5,

‘{ﬁ@@%;ﬁggn ,d%m L=%<z> ;fﬁw”§<ﬁ>%;%} .

e

e i & )
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$ B. EXTENSIONS FINIES coaswmz@s cm&m ALGEBRES.

8i (K L) est une extensxon finie d’un corps % e corps L posséde unef,
structure d'algébre par rapport a K ﬁous nous propcsens d'étudler lea

propriétés de L gui ecnt lides & l’exlstence de cetie strueture.

Définition 1.- Boit (K,L) mme extegggen,fgﬁia dlun corps £ .4 xei ,
désignona par ¢{x) 1fendomorphisme de la siructure d*sspaeevvectoriel'
sor K de L ogue la regresentaticm reguiiér@ de L {comsidéré comme

-algébra=sur ﬁ) ;alt.correspondre 8 X . Le yclgnome caranuer;nuloae de

o{x) esi alers appelé la polynone carach er&stigga de x dans llextension

(K,&) . ka trace et 1@ determznant de @(z) sont deeléu respechivemsnt

-

trece et norme de x de i 4Kk, el ge aés *aent par SpL g * 2% ﬂr/vx 4

On observers que les quaaiités.aiﬁsi défipies depa“&@nt non seulementd
de z of de K , mais aussi de L :

8i n est le degré de L par rapport & K la pelynome cvfaetér“otiquegﬁ
de x par rapport 8 K (ecrit avec une la“tre K) est un polynome de degré |
dans lsquel 1e coefficient de X est $ ; le coefficient de 13'1,$gt

-SPL[Kx , 8t le terme constant est (- 1} ﬁL/K X . L'applic @tleg'
X — ol(x) étant une representatlan de ls structnrs d'algébre de L , @g?:.

pour x,yeck et BEE

s‘:pL/K (x+y) = Sp,,/g x + s;;L/g 7 i SPL;K% == oo

= % W R = A o
T/ (33) =8, ), = Ljx ¥ s LKk -

Fragesitioﬁ.? Soient (E,L) zne extensicn Liﬁl@“ﬁgﬁﬁ _corps 3’; ¥ ‘un

Pt

sous-corps de L contenant K , x pn al rent de L . G117} et E{?} esf

Lar 3

~vgolgﬁemes aaraczérlat;gues ﬁe x aans ies ﬁXu@ﬂﬁ&ﬁn& ‘w,z) e (kL)

respectivetent. fﬁttbﬂ&lﬁ@ﬁﬁ une axt@z ion &&ﬁ%éfggﬂ nent Permés (ﬁ,AZL)
"d@ E . et désmﬁyana gar %/ ,.*., o, les i&aﬁ‘rﬂhiamqﬁ gigtincis de &
f z W T il

‘
> o
e

Bur ﬁﬁﬁ asu&—ecrﬁg'é@ o th‘ﬁe;agi»@ﬁﬁfaﬁﬁﬂ iiidentitc sar K , §1 on
s e S .
Z el 2iy
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Lipids

e
#(x) = (TT,"( 5, coxn) /2"
{(on dési 2ne Lar zk(G(x)) ls polynome déduit de G{x) en soametta,nt
ses coefficients & 1'opération Z’k )

Le ACOTPS L étant considéré comze une algébre sur K , on peut en @déduire |
par exiengion du corps de base une algébré L sur Q ‘; nous désignerons
par j une injeciion de L dans L . L'algdbre L est un .espacel vectorisl -
de dimension finie sur SL ; ou pent la considérer comme un L -module,
et les sous-nodules de cet Lamodale -sont alors des sous-espaces vecio-
riels de | . 11 en résulte tout de suize gue 1'on peut former une sui"i;a

de Jordan-tolder M = ‘g{); C_ﬁs’g,’k_c;.,‘,g:_ “%’n' = §  dans [
; B ;

qL

onsidéré

(%)

comns L.~zodule, . Les fb’ii sont des icéaux de | , et, 81 1 >0 ,

M. / . pesséde uns strueture de L -z:orlule irréduetime. Ltalgébre
,L, é'!,:ane; coumutative et S) etant algebriqusmenu fernmé, M, ;; 3.4 o8%
de dimension 1 sur ) , ce gui montre que n esi égal au mng de L, ,
é"esé;»f‘zadire 3 {L : Kj%w Désignons par 'Léi un élément de .fv‘ii non
contenu dans 4%“..1'_1 - (1<¢44&n) ; 8% yeL , ona

() id = oyt (mod M, )

of c'ii Y€ Q. . Il est elair que 9; est un homomorphisme (el par suite
~un iscomorphi &de) de L sur un sous-corps de () qui coincide avec l'iden-
tite sur £ . ie pel;mome ?(3-.) est évidenment ézal zu polynoms caraelé-
ristiqus de 1" endomorphians S’ > 3(2)% de la siruciure diespace
vectoriel ds L osur QO ; les éléments F?L‘"“’ %zz f@rmm w,c: bage
de | psr :!,"appsrt & ) et les formules {1) monirent gue la natries gui
représente 1l'endomorphisme 'g’ —-?;;(&}g par r&pport 4 cette base nls
qu’@-dés z26ros su-dessous de la diagonals, tandis gue lec: &lén ,,«ms.: dizgo~

‘-}; :'u\t’(‘g fﬁ}a C’Il g dﬂ.’ﬂ@

m) - (x - o, (x))
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 Par restriction du corps de base de 0O akK, on déduit de L. une algébre
L o 29T K qui peut gtre #onsidéyrée éomme un produit kroneckerien des strac- f.
tures dfalgéebres de L ot de L par rapport 4 K . Soit T un Aautomozphis- |
me de £) qui laisse fixes les éiéments ds K ; il correspond alors & ¢

un asutomorphisme T* de Lo tel que Za?j(x)) _ j(x) pour tout z ¢ L

EZ et ’Z,'*(@) = ¢ (») pour tout @ €£) ., les ensembles ’&'*(.A’E, i) {1¢ign)
sont des idéaux de 1, : , done auesi de 1, , et forment une ncuvells
suite de Jordan-Bilder de la structure de L -module de L . Par ailleurs,

on 2 , :
37) 5 5) 2 (T o)) O £y)  (mea U WC. ))
Peigant uaage du théorsme de Jardan—h:}lder, on en déduit que gc o

Pigurs autant de fois dans*; la suite finis '(61.”'5633 que o, Ivi-méns.

scl dit, seit ¢ un iscmorphisme guelcongue de I sur un sous-corps 4o A9}

&

L8
j2¢ coincide avee l*iﬁentité sur K ” c_oB: est alors vn isonorphisme de
{L} pur un sous-corps de . . Comme tel, il peut se prolonger par un
a&tomarphieme Tdefl ,etong o= A'c:'oai‘ - On voit donc gue tous les
m@murpnismes de L sur des sous- -corps de Q qm coincident avec ltiden-
tité sur K fi ?urent le mema nombre de foie dans la suite w“,,.,a ).
Fous . pouvene done supDOsST q,ue 04 ’”"63* sont tous les iamcmm%%
distinects de L sur des sou s«c@rpu do J) qui eomeidwt avac: E*ici@;:m.i 5
sor X, ot on a alors
KD = (T & - qG)Y
¢e gni démontre la prop.i alaaa m cas o M =1 .
1 L

Ceci dit; pour z.m&izz@ if1<a én}wla restriction ¢, Ge o & W -

2=

: G o , =
spt i'un des ipomorphismes ‘f’;’k . ﬂem@* fm é’k anmmfnm@ fl.,s 5. POnT

S

legcuels 6, = % OB &
e o ot

B(x) =17 an x - 6. (z)))

Vi LQJ{;;’ 7;3'
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11 résulte du th.3, $ }»qu'auetin des J, n'est vide; Choisissons d'une
manidre qualconqne un élément i(k) dans chaque Jy o et posons
L, = i(k}(}")’ k—ul(k)m), xy = "i(k)(x) 8i 16Jk , l'spplication
Gs o ai(k) est un isomorphisme de Lk su: un sous-eorps de $) qui coineide
avee 1tidentité sur ¥, ; inversement, sl © est un isomorphisme de bzh sur
- un Bous-corps de L gui co{ncid.e avec l'zdenti‘aé ‘sur hﬁk 8o ¢, (k‘ fiﬁax
n[n fois dans ls suite finie (¢ ,..,o'n), ot tous les‘&miees iﬂtels que

= i *
gy =8 o Gi(k) sont dans Ji»: ¢n a donc

Tl @ - @) = (T _@- s

oR k a8t l'ensemble des isomerphismes %e i’k sur des soug-cerpe Ge S?.
1

gui coincident avec l’;.dentlté sur Ek . Puigque ci(kjw appllque ;..,3
eur Lk gt g, sur Hk , tous les engembles @k ont le néme mombre 4° élé-(
ments, soit p¥, et on a o*
D z[L x Kj ;00 a n=pB , d'od n/n* = (p/p*)(m/m%). Fa,isant usaLs

de 1la fomnle analogue & (2) pour l'extez:awn (xk,ﬁ }, on voil gue

=p'm”. D'autre part, si n =E§ : Kj} :

(1 - 8{x ))P/ P est le pclyncme ceractéristique & (X) de z, dans
e k % X
1t extsnsmn (¥, .1. }. Diautre part, le copsidération de 111 semorphisme -
k?"k 2 ;
%5 (k) montrs que @k\}i) = a.(g)(% (z»)) = ?k(r(z)} (car les coefficionts
de & sont dans ¥). La prop.1 est dene démentrée.

Corpllaire 1.- Soient (X,L) poe extenpsion ,zizzie d'un gcerps % , (K 7}

umaztensicn slgébricuement fermée do K ’ a,g,..,,s ¥ los isomorphismes

distinmets de % gur des sous-corps de O gui wimid&mt ayee 1'icents 16

sur % et » le deprd de L @uar rgp’port 4 K.0n8a alars me;r tout xXEL <

33.,, .a/n - G(i’) : E__me iﬂﬁ, G(X)}ﬁ/ﬁ
fgla résulte xmédiatazﬁani de 1a formule (2) 81 on abaezﬂw qu@ w@@} %
2 .«J‘,’«-
sst le cwffﬁ,emm ae "iﬁ - dane T tandis que (-1)°z | e B 98% 1o

terme constant de ?(&.)
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 Un observera que les formules du ecorollaire 1 se simplifient dang le
cas o (K, L) egl séparable, car on sail que, dans ce _easig n=n"
(prop.6, %6,.
Corgllaire 2.- poient (K L) une extension finie d'un corps K et ¥ un
sous-corps de 1 contenant X . Op a slors, pour tout €L ,

31’L/r 1oty Byt B pxe | u/x 291 x)

Posons en effet p -{L ﬁ'! ; on a alors
o(x) = XP- (SPL/M X2t 4 (-1)Pm L *
diot : : .

({‘Z:(.:\I))m'(m zpu/a’_ mf’m*(ﬁp, u )Ep L 1)?51/13:' 5 =

8t on déduit de la prop.i que

"’}

}o Sk
...;/i!’z

Ty : ;
o % Yo =

/?, x m B ‘;,ﬁ-j_ a(S_p, he X4 3 §§;!K b4 ( (aL /i z}}
ce cul, compte tenu du corol.t, demontre le cerol.z .

8

Proposition 2.- Scient (K,L) une exteg,giész finie d'un corps X , P{X}

le polynonme caraetériatigue d'un élément zcL dans l'extension (K,L) et

£{X) le polyrome minimsl de x par zappert 8 K . On g alors | P(x)=(2(x))° :
o az{»,K<x>J - :
Appliguons la prop.i en pos&nt B = K<x> . Il est évident qixe &(X)

est alors (X—-X} , d'oh

r(X‘ - ((T" (x §ﬁ( )%/ )e

O fa"('?.‘_} . (TT- 7 (x))}m/m‘ est le polyﬁome caractérietigque ds %

4

dans 1"ezte;naioi1 (£,4). On pent supposer ssns restreindrs ls générall 6
QW BT g on voit slors que 2" est ur polynome de clegré,m'é eo;,efo
ficients dans X tel que ?°(x)=0 ot dane lsquel le coefficient de T
88t 1 . Uais ces pmprié%és caréctém gent ie ﬁmymme minimai de x per
rapport & K ;ona dore £ = e ¥ £ : _ ,

Ohservons meintenant que, 81 {K .ia} esl e axtm&im fwma peis nen

' sépareble d'un sorps i; Con 8 S;‘;L ;z = ﬁ ';:aa:sw: t@mt z (_;,, % @it an




. —an
en effet M le sous-corps de L Pormé des éléments de L qui sont sépsra-

bles par rapport & K , et soit (K, Q) une eztension algdbrique algé-

briquement fermée de K . On sait (prop.6, '§ &) que le pombre " des
isombrplij.smes de L sur des éaus-corps de qgui coincident avec liidentité
sur K esi égal & [ : K] . I1 en résulto aue, 81 2 =[L: k], n/n”
gst égal & [i, 5 M] Or toute 8lément de L est radiciel par respport &

M . Notrs assertion résultera alors du corol.i & la prop.1 aussitt

que nous aurons prouvé le

Llemre 1.~ Soit (H,ig) une extension radicielle finis dfun corps ¥ de

,caraetéristigue p>0 . Le nombre {L - zé“ est alcrs nne prissance de p.

Berivons en effet L = ﬁ(x“..,z ‘/ ; ot mcacns L =L , “, =k :\4.,,3..&

dlod L.=L; ,Kx)> (1€igr). 11 résulte tout de suite du th.2, 32

que [L n} T" [L : 1_1}. On voit done gu'on peut se bormer au cas

ot k= L{zx> . Bans ce cas, le lemme 1 résulte tout de snite de ia

4

_propa, §6

Si maintenant nous conzidérons au omztraiz'e 1s cas d'uns extension

finie séparable (K,L) de degré n d'un corps K , on sait qu'il existe n

'isomorphismes 'distincts de L dans un corps algébriquement fermé Sy

contenant K comme sous-corps qui coincident avec 1'identité sur K .
11 résulte slors du lemme i, 5 ot du corel.1 & ls prop.1 qu'il existe
un lément xe&l tel gue SPL;'K % # 0 . Hous avons donc démontré la

Proposition 3.- Soit (K,L) une sxteneion finie d'un cozps K . Pour

gu'il existe up élément zeélL tel «;;:.e ﬁpg/}, 270, il Taut of il

suffit gue (X L) soit séparable.

Seit {KgL} une extension Finie eéparebie. L'application (x,y) —>

% g P e i : s O A G s S i 1 i o e S
- 8p, /5 £y est alors uns forme "b‘u‘ agaire symotrigue sur L AL , Letis
il ; -

2 A L R e Rl B i e e s o3 G R e e

forme bi zi:*ssfanam nlest pas dégénérée, Eg oifst, voll ¥ wb éliment
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&g@t_m@ de m equations 153@&&?@3, iul e&* de fang n , pgurvu gue les

~ﬁgaa$ités;{ai€ﬂ} soient connues.

“47 -
f 0 de L , et soit X, un élément de & tel que SPL/K 4 £ 0 on 8 alors |
zsph/K (x o 1)y % u, ce qui démontre notre assertion. On obtient doac

le résultat suivant : !
Proposition 4.- Soit (x L) une extengion finle séparsble d'un earg~ K

et soil (11,..,xn) une base de L par rapport & K.; Lg malrice

: est_slors e rsng n .
(Sp /K xlx ) ,j'< st alors #e ranz n
Défipnition 2.- Les notations étant celles de Ia DICp.4, le déterminant

s 1g matrice (3 X z o est 16 le discriminant de 1o
- { &JK ) ciicn ‘mmee  i insnl g
b&ﬁ@ (3 ‘gw.q’}) )u :
n‘e : :
On observers gu'il résulte tout de suite de la prop.3 qu'il exists
: : &
une base {z;,.ﬁﬁxg)-de L par rapport 4 K Lelle que Sp; ; /& ?’xé = 0.,
cle gymbole de Kromecker) (ef. Alg.II,...). La considération de catis
bease p@rmet de donner des formules qui expriment les coefficienis
2, ,..,8. Ge l'expression diun X donné de L scus forme ds gcombinsison
f’ é T p
% 2 .
1inéaite x = > a;x! de x},..,x' & coefficients dans K : on 2 effet
A : n -
V=4 :
i1 ezisle une autre méthode pour détverminer les coeff;clanus &, -
Eésigncus'en effet par (L, {0 ) une extension algébriquement formés ds L
ot par 61,.;,§n les n isomorphismes de L sur des gous-corps de () qui
ﬁ&lncﬂdenb avec 1l'identité sur £ . Formons la matrice X =(o.(x:)), .. . 1

L)

&N\

i,5¢n

"a
=

on voit immédzatemen? gue z,ﬁx est la mairzce (sn / zizj>f
7

E
&

: Q—‘a

ce gul prouve gue X sst de rang B . ‘Goei dit, om a
; 7 4% } F 4 ’, <
glx) - ﬁ(z} (4<icn)
2 g : ;}“'2 e - ‘ > / 4 o T A
et des ruaﬂ*l Lés aqg..,an p%uvanb aire as%@naes en résolvent o8

3 <

~Sf:t,& é@@ign@x par {K L) une extaaazgn finie sépershbls d'un

S e S e e
noue abxdﬂuw fa ?‘va les notat @@a.dm ls démonsiration




e

e

de la prop.1. B8i % est un élément quelconqas ds of , on a

% % c m (1¢ n), denc "i est nne appllcauicn de o‘f dans (). . On woit

’sout de su:.te que "i est une représentation surf.}_, de la structure c'al-

3£5%

z@bre de o(”, . De plus, on a oi(x) o -“1'(3(1‘):3 _ponr tout xzek . o sait

que tout isomorphisue de L sur un sous-corps de £ gni coipeide avec

l'identite sur K intervient danms la suite finie (51,..,0 ) ; comme il ¥

an de ces isomorphismee, a,i,..,a sont distincts et om déduit du lemme 1%,

n
2 58 qu'.;l ne peut exister aucun systéme. (m eeady } d'éléments non ious

nuls de Q0 tels gus '}_{, e» ai(‘? )=0 pour tout ’i Jf .- L'application
> %)"(6 (3),’”,0 (‘%)} de & dans S) (coneidéré comms espace

yectoriel sur £) ) est linéaire et il résulte de ce gue nous venons de

dirs hu'amw¢ forme linéaire ' -‘0 gur ;Qn ne B! tapnulle identigusmert
sur o {o{?). On a dong c(o{,o} = : 3 ﬁuzscae Qﬁ ost de dimension o %
i'gpplication o est univalente. Désignons par si 11461ément de < ,
défini par les conditians 5. (z: )-— 313 (1< 3¢n). Il est clair gue s.:'f'
sausfait auxX memes eond;tieﬂs que &, , dtob é? =8 Ptautre part, 8i

£
DAY

2
e
= e B
i#1 , on & G(Siﬂj)zﬁ , dio es€ =0 . 8i ted ,onas “5 Z e

Rt

oo gui montre gue of est somme directe des n idéaux éff&:i = N1 B
fous avons donc obtenu les résultats suivants :

&3
>3

\,uL
(‘?\

Propozition 8.~ Solent (K,L) uzz-’e extengion finie, separa‘bl% et dg &

dfun corve K | Q%i,.il} ure. emeusiezz .1 -8briquenent fermée de & ot o

ge de’: cuise de lg siruciure dfsloe

ol
e
st

rapport & ¥ par exbension de £ 4 O du corps fe_ base.

x t;mf%r £ éléﬁ:rz%m ai;ug@ﬁ ge & ‘tels gue ,aiajx 9

gug "f 801t sa:ammsd;v.z“eezte des n idéeux af gg= L ‘f-:i LB

tion ds L ﬁaDéB % ;L anfgcfsé' j{z} - Z os(z)e, ; {zel

Pzt

-

s-a-ww

L@
E:‘M ies wam@rW L suz (2% seueuc@@s f‘ <) gqui coipcident
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)
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gvec l'identité sur K

_Supposons mamtenant que (K L) soit galoisxeme. Somnt slors
'Z‘ 300y B les éléments du groupe de Galois de (K,L). I1 correspond &
chaque 7 o o gutomorphisne 'Ck de la stiructurs d'algéhre de i
qui est caractérisé per le fait que j( ‘Z’k(x))‘z ’é‘z(j(x)} peur tout
zel . I1 est clair que, pour tout i(1{ign), o; o ¢, est 1l'un des

isomorphismes o, 477299, o golt Ox(3) 3 @ est une pemu‘catmm ds 1l'ensem-

- ble ? ;,..,nl On voit tout de suibe que a o ’z& = a..,vl ; i1 résulte

de 1a qae ’f)’* (e5(5)) = &; = chague permute entre eux les éléments
. #(i) i k

1,..., k<n) sont

4
<

£ 81 i reste fixe, les n élmzents o, ° 7 (1<

i &
1<ig<n) 11 existe

évidemment distincts , €8 gul mczztre gue, pou.r tout 3 {

vn k tel qus 0,07, = o; . En d'autres ternmes, 1e¢ groups La e oy :
A \ ond o, N #

permute transitivement les 41éments 81;‘..;8‘{ . Geci dit, nous allons

démonirer la -

Frovogsition 6. Scient X un corps gui contient nog infinité d'eléman’s,

{k,L) mne extension galoisionne de X , et T,,..., %, los éléments
e : .

%

distinets du groupe ds Galcis de getie extension. Il exisis slors un

élémept x el tel gue lsg éléments ’e:‘-j??,(x}- (1 <k {n} forment mue base

¢s L par rapport 4 K .
Pormons uné base ouelcongue éz?, : "Kn} de L par rapport 2 %, ot
Y
Ry ¥ ﬂ 2 7 2 Vs b
poeons g%e,x{, & (1<i,k<n), o0 3.,.€K . Loz éléments
g :

Sz ), iy ﬂ; fgrzwnt zme base de a?f AT T
5
=t ; : y
e, = 2, 7, 35;) , avec 3. €O (14ign}. One /
22 ‘)v*( ‘} ;;? 7 2f 3
(5 z = g s A R
e = A Akl




e

=250 =

la matrice ( §Z‘ Y8401 ), ‘hien est de rang n . Iniroduisons n
4 ~ N

lettres Y1,...,Y ; €t désignons par B(Y-,..,Y ) le déterminant de la

4 (3
matrice ; : i polynéms £ & ocoaffi-
c (Z@=i :Laikl}‘i <k 1¢n ; 1) esi uu polyntms #0038

cients dans K .. Puisque K contient une infinité d'éléments, il existe

des elcments L de K tels que -D(zq;...,zn%fe ; posons

e ;
x --5‘ ZiFy - On 8 ’c"k(x) = Z‘;eﬂ’ziaiklxl (jgk;gn;

ﬂ(z1 ..,z ) EU monire que 2;(3),..Q, %z (x) sont linéairement

1linégalitsé

A X

indépendants par rapport & K ; ces élénmentis forment donc uns base de L

par rapport &8 XK .

Hemarqus. La conclusion de la prop.5 est encore valable dans ls

©as of K ne contient gu'un nombre fini d'éléments ; mais mous ne

demontirerons ui B'utiliserons ce résultat.
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9 BASES de - TRANSCENDANCE.

Définitidn 1.~ Uze extension d’un corps est aggelée transcendante quand

elle n'est paes algébrigne. ’ ‘
11 en résulte gu'une condition néeessaire et suf fisante pour qu'une

 extans1on (K, L) d'un coTrps S soil transcendante est que &L contleﬁns un
elémant qui soit transcendant par rapport 8 5

béfipition 2.- soient (E,L) ane extans;o dlun corys E et E pne partie

de L', Un dit que B est-algébr;guement 1ibre par rapnort & ¥ si les

at
¥

¥

éléments d'une partie Finie guelcongue de ¥ gont alpdbriquemecnt indépem-

dants les ung des gutres par rapport & E . 8'i1 n'en est pas ainsi, on

dit que E est algécr;gaemsn* 1iée par rapport & E .

La prenriéts ponr une partve @e a'étre 5l&ébriqu@ma‘z libre par

”apnort E est done uns proprisié de ceractére fint ; de plus, la pariie

£y

vide de L possede cetle propriélé. 11 existe done des parties algbbri-
quament libres maximeles de L .

£

Béfiﬁitian 3,- ﬁait'(i,z)'uﬁe sztension dfun gorps X . Une partie de &

est maximale dansg 1’ensemble des partxas alpebriguemanb 1&hr38_P&?

agg 2K est aggelée une base de transcendanee de L par r rapport 3 K .

¥ropogition 1.- Soit (ﬁ 5) une extensicn dlun ccrgs K', et sozsnt

£ et B des Qartles de i gul n’oaw pas d*éuém@n%'cgmﬁuﬁ. gggr'gagf 2R

goit slgebyiguement libre par vepport 2 ¥ , 11 faut ot ouffit gue los
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- ensembles K< A‘) ; ot A' parcourt l'ensembls des partie;ﬁnies de A .
supposant A non vide (sinon, la »r.uécessi\té de 2) est évidente), om voit
qu'il existe un certain nombre d'éléments distincts ”y,‘,. .+,3, do & tole
Gue les coefﬁciants de f appartiennent tous &8 E 3?""'35 L. OT: on
voit tout de suite gue i(yv.;,,y&) est le corps des quotients de

K [y.s e ’:’Fs} ; tout coefficient de £ peut donc se metire sous la forme
@(3,,..,5'8)/“{/ (y1"f’ys)’ od g et ¥ sont des polynomes en B _le‘i;tfee '
¥,:..,Y, & cosfficients dans K et ’f(yi,....,ys)fo . Soit 8 1le pfaéz@t
des polynomes “3‘/ relatifs & tous les cosfficients de f ; on a glors
£(Z,,..,%.) e(yi’”’ys) = 8(X, 5. 0K 37,5-457,), ol g &3t un p'ol;mcm_@ sn
r+o lettres 4 coefficients dens K . On & g(x,,..,xr,y,! yers¥g) =0 ; 83
donc AUB eslt algébriquement 1libre par rapport & X , il résultie de
ANB = é que g=0 , dfot, \puisque g :]-L 0, £=0, ce qui préuve que

3 #st slgébriquement iibre par rapport & K(A) :

2} Montrons maintenant gue les conditions sont suffisentes. Supposons
lés en effet satisfaites, et soient x,,.. c9X s FgaeeosTg des éléments
distinctis de AUB , avec x.,eB (1€igr) ot y,JeA (1< 3<8). Boit £
un polynome en ris lettires X "xr’t‘i serslg & coefficients dans K %el
que f(z,,.. ,xr,,y'1 y»=+3¥5)=0 . 8i B est algdbriquement 1ibre par rapport
A K{A>,onge f(X“...,Xr,y%,..,ys):O (car les coefficients de cs

polynome en X%,..,X _sont dane K{A> ). Si on considdre £ comme un

T
polynoms en 'xﬁ,...,xr & cqeffiﬁien,ts dans K EYV"”Ya:{ , chaque coaf -
ficlent ¢ cde ce polynome a la propriété gue @(3’1,.,.;«'5)39, Si done A
est algébriguement libre par rapport 2 K ; les coefficients de f ,
congidéré comze polynome en X?,‘.,Xr ’ sont tous nuls, d'oh f£=0, ce qui

prouys qne AUB , est algcbriguement libre par rappert 2 K .
F &
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Corollaire 1.~ Soit (K,L) une extension d'un cormps K . Pour qu’une

partie A de L soit une bage de transcendance de L par rapport & K , il

faut et suffit gque A& soit slzébriguement librg gar rapport & K et .gus L

soit algébrigue ng,r rapport & KJ{AY)
Corollaire 2.- Les notations étant les mBmes gue dans la prop.1,supposons

de plus gue & soit algébriguement libre par rapport & X . Pour gue AUB ,
soit une base de transcendsnce de L par rappert & X , il eslt alors

gécessaire et suffisant que B goit une base de trapscendance de L

per rapport & K<A>.

"fz*oggsitbozz 2.~ Boit (K,L) vne extension d'un corps k¥ , el seit A ums

partie de L telle gue L = K{A)>. Llensenble A contient alors ume base

¢e trenscendance de L par rapport & X .

i.'engerble 5’/ des parties de A qui sont elgébriguement libres par

¥

rapport & K eost évidemmept inductif et non vide ; il contienl dounc un

¢lément maximsl B . Bn vertn de rla prop.%, tout x el est slgébrique
per repport & K{(B) . Puisue L = (E{B)> )(.&) : L'eSf algébriqae par
repport &8 K{(B> '(prop.é, &2), et 1a prop.2 résulte du corel.? & la
prop.t . -

Proposition 3 (théordme d'échange). Soient (K,L) ume extensiocn diunu

corps K , A une partie de L algdbriquement libre par rappori & K ot 3

uns base de transgendance de L par rasperf g K , 1] existe alors uupe

telle gug B UC sou; vne base ds transcen jgnce Ge &

A L TS i A UL

o
s,

71 \résulie ds la vrop.2 gue B contient une partie € gui est une bose
S A A L-— PR St - L PR 5 b7 N ; 5 St 7 i o s 2/ %
¢e trzmscendsnce de EJAUB>= (EZ CA»){B> par rapport & E<{4> .

Bo >e,-z""'" du gorel.2 & la prep.i, AUC est pue base de
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est une base de transcendance deo L ﬁar_ra'pbox_'t‘é K. _
@héoréme 1. soit (K,L) une extension d'un com s K. 'up;gosoz‘zsjigue L
admette une base de_transcendance finie'p_}ar rapport & X . Toutes les

bases de transcendance de L par rapport & K gomt alors finies et ont le

m§me nombre d'éléments.

Bous démontrerons par récurrence sur n que le théorenme est vrai de
toutes les extensions (K,L) telles que L ait une base de transcemdance B
par rapport & K formée de n éléments. C'est\évident pour n=0 ; supposops
notre assertion vraie pour n-1 (o& n est supposé 71). Boit € une bame
de transcendance quelconque de L par rapport & X . si B cC ,ona =8B,
Sinon, B contient un élément x tel que x géc . Bous BUPPOSETORS QuS NOUS
scmnes daps ce seéond cas. Soit B' l'eusemble des éléments de B différente
de x ; en vertu du eorol.2 & la prop.t ; B! est une base de ‘tre*zsccaa*ss
de L psr repport & E(z) . Il résulte ds la prop.3% que £ contient une
partie C' telle gue €'y ix} soit une base ée‘transcendaace de L par
rapport & X , dome que C' soit une base de transcendance de L par m?pmt
& K<‘x> . Puisgue Bf ne comtient que n-1 élémsnis, il en est de méme
de Cf. Soit C" le complément de C' par rapport & € ; il résulte do 1a
prop.1 que Cf et <x> sont des bases de trangcendance'de L. par repport 3
4 a,;C‘}' . Puisque C! ?Ae contient que n-1 éléments tandis que B en contien&
B, C" n'est pas vide ; soit y vn 6lément de €% . I1 résulte de la & prop.3
qzie l'un des esnsembles ?yz - é. ,yf est une base de transcendance de

(ELC'> ) ( %,y > par rapport & K(ﬁ’} . Puisque ¥ est algdbrique par

C)
@0
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$=tn
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9
o

rappert & (X (G’?;} ) 4% > , la seconde possibilité est exclu
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% onen comclut qpe y est le seul &1énent de ge » done que C contient

‘ n éléments.

o éf;g;t;gn 4. --§g“_ {E, L) une extensige telle gue L nggséde ane base de

; . transcendance finde par repport & K . Le nombre d'éléments d'une guelcon-

gue de ces bases de transcendance est alors appelé le dezré de transcen-

dence de llextension (K,L), ou emcore le degré de transcendsnce ds b

P&r rapgort & K .
¥our exprimeér que L posséde une base de tfanseendance fipie par

rapport &8 K , on dit aussi gue le degré de trenscendance de (E,L)
(cu de L par rapport & E) est fini. '
Théordms 2.- Soient (X,L) et (L,®) des extemsions domi les degres de

ﬁrggscendance;gcnt finis ; soient respectivement 4 et e les degrés

de transcendance de ces extensions. Le degré de uranscendance de
(E,M) esi alors fini et ég2l & die .
ceza résulte immédistement du corol. 2 4 la prop.1.

Proposition 4.- Soient (K,B) gne extension d'un corps K , L ot H ges

sous-corps de U contensnt K et B vne base de iranscendsnce de ¥ par

repport 2 K . Supposons gue B soit alsdbriguement 1ibre par rapport & L

_Alors, ‘toute partie de ¥ gui 'est»glgébriguement‘ligra,Ear repport 2 K

1?esq sussi par rabpor+ & b,

11 suffit de démontrer gu'il sn e2t ainsi pour les parties finies |

. 4e 8 gul sopt slgebrijuenmsrct 1ibres par iap&@?t & K . Les giéuents do

&hant aigéﬁriqﬁﬁg per rappori & VE<QE;>,f il exisle npne periie Tinie B

de B telle gus iss 61éments de T soient alpih br riques pra rapport & E<B >,

Liensemble ﬂ’@at une partic dlune bass de transcendance D de E(B UL,
par ”a=?ﬁzb 3K {prop.3) ; axbaaa E emt @vzd@&mant wne Base ds

G Gt 5 : T A o & Yo S
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s F & L<B°> et a L'<D>; de plus Bo est algdbriquement libre par rapport
: & L . Le degré de transcendance de L<BOUU> par rapport & L est donc
d ; puisqus D contient une base de transcendance de L<Bo UC> per
rapport & L (cela résulte tout de suite de la prop.2), D doit 8tre
lui-méme une base de transcendance de B<BO U ec> 'par rapport & L ,
ce qui prouve que C est algdbriquement libre par rapport & L .

Définition 9.- Une extensios (X,L) d'un corps X est dite pursment -

transcendante s'il existe une base de transcendance B de L par rapport 2

K telle gus L = KL{B>.
Solent K un corps et X_,i',...,Xn n lettres. Il est clair gue l'exzten-

sion (K,E<X,,...,X >) (o# K(X{,..,Xn) est le corps des fractions
rationoelles en X, s-+sX, & ccefficients dans K) est purement transcen-

dante et que son degré de iranscendsnce est n . Réciproquement, on voitl

facilement que, si (K,L) est une extension purement transcendante de

degré de transcendance n , L est isomorphe & K{Xyy.0.,5,7 -

WD ™ R e EX 35 MO R AN e S5 e W o
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o § 10, EXTENSIONS COUPOSEES.
. Définition 1.- Solent (K,L) et (X,U) des extensbons d'un corps K . On

entend par extension composée de ces extemsions un triplet ((X,U),4 ,u)
’ formé d'uns extena_ion' (K,U) de K et d'isomorphismes A &b @ de L et

M respectivement sur des sous-corps de U gui possddent les propriétés
Asu'inntes 1) A et !,L Mdent avse l'1den’i.ite sur K ; 2)‘ on a
=E/AL)U pH) ) .
Seit ({K,U), A , 4 ) une extension composée de (K,L) et de (K.M).

Comsidérant L et ¥ comue dss alg:,ebres sur £ , fcrmons d'autre part un

produit kroneckerien (P,y) de ces algébres. 8i nous définissons une

spplication de LAE dans ¥ par la formule vix,y) =Ailz)uily) ,I i1 o5t
clsir que 7y' esl biliméaire ot que y’-t‘}i,y)}r’(“’ 'y' Y=y {xx*, r’) |
fon ¥.x'cl y,y’e }«5) ‘Soit P' l'ensemble des com b-nazsons lizzéalres
vvcef‘fieients dans K d'élements de ¥'(Lx¥) ; on sait que P' est un
sous-annean de © 2 et qu'il existe un homomorphisme ¢ de P aur P! tel guse
9 {y(x,y)) = v'(x,y) pour tout (x,y)éLxM Par ailleurs, P! centient
JL(L) et H,(ﬂ), ce gui mentre que le corps des cuotien’os de P! est g .
L'annean P! est isomorphe & P/?a , of 20 q:(o) Jo est un idéal
de P qui posséds la propriété -que‘ ?/ ﬁ  est un anneau 4! i’ntégi'ité
(nous a@pellemm plns loin premiers de gemblables idéanx).
Soit réciproguement J7 un idéal de P tel que P/7’9 soit up annesu

47intégrité %{0} Formons un corps des qm}uwms U de F/ﬁ ot

Ca-

t‘é .

‘\’J

' désignons psr ® 1'homomorphisme canopique de P sur P/ / 5’3 . Leos zppl

tione x - &:(vu{ 1)) et 3 = ® {vmw); {oh 4 :g*’syrcsmae 1t&lément

- uBité de X) sont des hosomorphismes L et yép' ds L et de i deme P
A o G %
, § - e e 5 e
bna A1) #0, ¥ (1) 40, coaqui nontre gus fL 4 sont des
; 44 o ; U

L funs
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avec llautre et’donnent un isomorphisue Pq de K sur un sous-corps Ko
de.Uo. I1 ost clair qus U, = KO<AG(L)U o (ﬁ)) .. On peut inelure
K dans un ensemble U tel gu'il existe uns applieation bi-univoque ¢
de Ub gsur U qui coincide avec ‘3ovsu: Ko . Par tramsport de structure,
on G&finit sur U une structure de corps telles que ¢ soit un isomogrphisme
de U, sur U . 5i on pose A =0old , = Go “, il ést eclair que
((X,U0), A, - ) est une extension composés de (K,L) et de (X,H).
~ Soit ((k,0),A , () une extension composée de (K,L) et de (X,H).

Les notations étant les mémes que plus haut, un intérét particulier
stattache au cas oh 1'idéal Z? se réduit & i0}'°'?°u? gutil en soit
singi, il faut et suffit que (P!, y') soit un produit kromeckerien des
etructures d'zlgébreg de L et de M paf rapport 4 X . On peut eneqre
metire cettie condition sous la fyrme suivante : (xi)ié T et (yj)j y
désignant des familles libres par rapport & K d'éléments de L et ds g1
respéctivsment, la famille (Jl(xi)EL(xj))(i,j)é«I;<J estrlibre par
rapport & K (on observers que les familles libres doni nous parlons

ici sont libres au sens des structurés d'espaces vectorieds des ensembles }
congidérés ; on distinguera soigneusement cette notxon de ceile do
fanille slgébriquement libre introduite au ¢ 9)

Difinition 2.- ©Un dit gu'une extension composée ((X,U), { , ) dlexten-

sions (E,L) et (X,M) d'un corps K est ibrament composée si la condition

. e

suivapte est setisfaile : (Xi)iea’ et (ya jed étant des familles 1ibres
; & &,

per ravport & E d'élénents de L st de ¥ respectivement, ls femilie

; g 216 élénents de U est toujours 1ibrs par

} e }

S
€N

(i3




nécessaire et suffisant que, F et G désignant des parties finies qusl-

Troposition t.- Soit (%,¥) une exteusion d'un corps % , ot solent Lot ¥

¢

= 29 = ,
rour que ((E,U),A, ) soit libremeni composée, il est évidemment

conques de L et de M respectivement, U' le corpé X 4 (P u nls) > ,

N et ' les restrictions de | et de pw & K{F) et a K& res-
pectivement, l'extension composée ((K,0'), A! , pn') de (X, {F> ) st
de (X,E{&)) socit toujours 1ibrement composée.

81 {E,L) ot (K,%) sont des extensions quelcenques d'un corps &

ces ex‘censmne n'adnettent en général pas d'extengion iibrement composée ;
pour qufelles en admetient mne, il fsul et suffit qu'un produit kromecke-
rien des struetures d'alipgébres de & ot de # par repport a ¥ goit un

asnnpan 4'intégrité.

e
&
L

ites

o

Définition 3.- Des extensions (E,L) et (K,M) d4'un corps ¥ sont

oo
(]
]

élLrancores .L'tme £ 1'antre si elles aﬁmettent 5B meins ure sxtens

iibrament commsée_ :

Uans e6 qui ¥va suivre, pous aurons souvent l'occasion de considersr
des aiﬁénsions (K,L) ot (K,HM) d'un corps K telles que L et # soient dss
sous-corps d'un méme corps ¥ . rosons é].ors U_.z E{L u;&) , et dééignoas :
par A et ¢ les applications identiques de L et de B& respectivement
dane U ;' ((K,B), A, @ ) es’i ialorfs une extension com;ﬁosés de (E,L) et

de {k,M). Fous convisndrons }panf simplifier de désigner ceite extension

<

composée par (EK,U).

+ 3K

ges sous-corps de ¥V coptenent K ; posoms U = XL Uh&/} Soient O

uz zous-arnean de L contenant K et dont le corps des gootients gpll L |

7z 2
Aeonbogee O

at B une bace d?&zspa;,;s vac‘tgrwi de (F par ropport & K . Llespoge vectorid)

N
o

est olors 1'annean f7 Pour gue (K Zf; soit 1ibrement

Q«:

N
L
&
{0
e

&

it gus B goit libre par
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5i b ot bY sont des éléments de B , on a bb'€ O , d'oh bble 3] K’b;

o g teB
@ Z‘beB ¥b . On en conclut que P = zben ¥b esl un anneau. 31 on
désigne par 1 1'é1ément unité de K , ona 1€ 25, ,d'ot 1P,

be B
ot par suite MCP , O cP et M[U] P ; come P st &videmment

contenu dans M [O’] yona P=HK [0' ] . Désignons par € une base
d'espace vectoriel de M par rapport & K . Suiposons d'avord qné (R,u)

scit librement composée de (K,L) et de (K,H). Soit alors
Z _

bEB

ciente y(b)eﬂ . Chaque & (b) peut se mettre sous la forms

{(b)b=0 une relation linéaire entre éléments de B & coeffi-

ZZC a(b,c)c, avec a(b,c)eK . Il n'y a qu'un nombre fini de paires

(u,e:-)eB;&C telles que a(b,c) # 0, et on a Z’b s ea(b,c)bc =0 .
Or la famille (bc)(b,c)esxc _
a(b,c)=0 pour tout (b,c)e€BXC , d'oh W (b)=0 pour tout beB ; ce

est libre par rapport 4 K ; on a done

gui montre que B est libre par rapport & M .

quppésons maintenant réciproquement gue B soit libre par rapport & HE .
Posons Yy(x,y) = Xy (o X €O , yeH) . La famille (bc)(b c)E B XC
est une base de la structure d'espace vectoriel de P par rapport & K
(Alg, 11, prop. - ), d'ot il résulte que (P,y) esi up produit
k’roneckerien des structures d'espaces vectoriels de 0 et de M par rap-
pert & £ . Soit B une base dfespace vectonel de L par rapper, #gK .

P
Si bi*” ,bm sont m éléments distincis de B , on peub éerire

v, =b,t7' (1¢igm), o2 t,b,,..,b, sont dans J . Les éléments

258

sont alers linéairement indépendantis par rapport & K ; il résulie

blgaﬂ-ip.bm'
de ce gui précéde que la famil.;@ (’s:ﬂﬂ),g 1 n 3\1,,;‘
¢ Hi
5 X ; il en est donc de méme de la Pamille (b’"c),, i]

' s&sfc,

)fB AE
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Si on pose y'(x,y)=xy(xecL,ycM), ot si on désigne par P, l'ensemble

‘des combinaisons lingaires & coefficients dans X 1'éléments de vyt (L x M),
. on voit que (P“y') est un produit kroneckerien des struciures d'espaces

}vectoriels de L et de M par rapport & K , done que (X,U) est librement

composée de (X,L) et de (K,H). e -

Cerollaire 1.- Les notations tant gelles de 1a prop.1, ___pposons de

plus que L soit algébr}rgue par rapport 2K . On g alors Z%e? ). =0 .
B

S8i (X,U) est librement composée de (X,L) et de (E,H), B est une base

de U par rapport a ¥ .

1l est clair que U = ﬁ(L)z ¥ {c> . Le corol.l résulte donc
immédistement de le prop.4, 52 5
Bemargue. Boit C une base de ¥ par rapport a K . 11 résulte slors éun

corol.4 gue, 8i L est algeébrique par rapport 8 X , on &

(.1 i R » ° q\‘:—‘ F F 4
U =2, Ebc , d'oh on déduit facilement que U= 2, Le . Bi
- (be)eBxe ce

de plus (K U) est livrement composée de (X,L) et de (%,H)}, € est une
bzss de U par rapport & L.

Ccrollakrse Z.o Les notations étazzt cellas de 1z prop i, supposons deg plus

et
b
1Y)
o
121‘
{
b

gue (X,L) soit finie. Pour que \5 B) smt br@ment Compoaés

et de (k,¥), il est slors pécessaire ol suffisznt gue J : Bizlh

Cels résulte immédiatemeni de la prop.l 25 du corgl.s
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Propogition 2.- soient (K,U) une extenmsion d'un corps K , L st M des
sous-corps de V contenant K et U le corps K LUM > . supposons les
extensions (K,L) et (K,M) étransdres 1'une & 1l'sutre, et désignons

par A et B des bases de transcendance de L et de ¥ par rapport & K .

rour gue (K,U) soit librement composée de (K,L) et de (K,M), il st alors

nécessaire el suffisant que les conditions suivantes soient a_satisfaites g

A et Bp'ont pag d'élément commun et AUB est algébriquement libre

Par _rappo ort &4 K .
buyposons d'sbord que (X,U) soit li’orement composéa de (I{ L) et ds

(X,). 11 résulte alors inmediater'ent de la i,z’op.i que ENU¥ =K E df ol
A nNB==96. Désipnons per B¥ 1tensemble des éléments de la forme
x?i...xen ;00 X, €B, 0<.ei {toe (1414n). L'ensemb.;e.B est libre
~par rapport 4 K , donc aussi, en vertu de la prop. 1, per rapport & L ,
ce qui montre que B est gliébriguement libre par rapport & L , et,

s fortiori, par rapport & K{A>. 11 on résulte gue AUB est algs-
briquement libre par repport & K (prop.‘t, % 9)

Supposons maintenant les conditions satisfaites. Formons un prodult
kroneckerien (P,y) des struétures d'algdbres de L et de ¥ par rapport
& K , et désignons par ¢ l'homomorphisme de P dans U qui est défipi par
1s condition que of{y(x,y)) = xy pour tout (x,y)e LxM¥ , ous voulons
démontrer gue 1'idéal E;" ”% -{U) sg réduit & HD} ies combinaisonsz

linéaires & coefficients dans K d'éléments ds y(K[a] x K[B|) forment,
P

E S
o
®
13x]
]
Sv)
{3 1)
o

conmo on le voii toul de spiles, un scus-en

nolynoRs en I’"‘i"ﬁ latires & coefficients dans K et ou xi = wix. 4} ,
o 3 AR Z
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On peut de plus sﬁpposer 'xi$xi, poﬁr i f it et yjfy., pour 'Jf;j'Q
On & ¢(z) = £(x,,..,x p2¥450+-,7,). Pulsgue AUB est algdbriquement
-libre par rapport & K la condition ¢(z) =0 entrafne f = 0, dlot
_z = 0 ; on voit done que la restriction 95 . de 9 & ¢ est un iaomorphisme.
 Pu1squa (E,L) et (K,H¥) sont étrapgdres l'une a ltautre, P est un annesu
d'intégrité s0it 91 un corpe des quctients de P . Désignons par Z1
le corps des quotienies de ( dans P1 . Tout &lément de la forme
v(x,1), x€L , est algébrique par rapport & Z, puisque @% A

2,2 D y(k [A};< %'}) on voit de_mem@ gque tout élément de la forme

lénent

Dy

v{1,7),y¢ell , est algébrique par rapport & 7, . Puisque tout
de P est combinaison linéaire a coefficients dans K de produits d¥éls-
menis des fermes précédentes, on voit que tout élément de P est alge-
brique par rapport & Z, . Soit slors % an Eldnont de /o et sait
glx) = B 4 u X h Mgty %, le polynoms minimal ée %z par rappért a 2y -
Eerivons u, u'/v (1€1<h), ot ul,...,%,7 sont des éléments de a2
Cn a done vzh +-25 uizh -1 =0 . De 1'égalits o(z)=u, on aedult qus
(uh)~u Puisque q est un igomorphisme, on & uf=y y dlod B, =0

(X} est le noly-

05

ce gui monirs que (%) est divigible par X . fuisque
nome minimal de z , on doit avoir g(X)=X , d'oli 2z=0 , ce qgui achév

1& Gémongtration.

Proposition 3.- Soient (K,L) et (X,¥) des extensions d'un sorps X .

Supposons gue (K,L) soit purement transcendsnle. 1es extensions (K.1)

)




Soit alors n le nombre d'éléments de B ; iniroduisons n lettres
Xy,-.-,X ot foraons le corps M{X,,...,X,) des fractions rationnelles
en X, o X & coefficients dans & . Il existe un isomorphisme de
K(B) sur x(xt,..,xn> qui coincide avec 1'identité sur K .

1l suffit donc de démontrer que les extensions (K,K{X,, cos X >) st
(K,M) sont étrangérea l'une & l'autre, ce que nous feroms en montrant
que (K, <x ook >) est librement composéa de ces extensions.

Soit C l'ensemble des mononmes X 1...1. # (oge ( oo, 1€ign) ;

¢ est donc une base de K{ 1,...,xn] per.rapport & K ; de plus, © esi
libre par rapport & ¥ , et notre assertion résulte de 1lg prop.1 .

. Corollaire.- Solient (X,V) une extension d'un corps K , et L st M des

sous-corps de ¥V contenant K . Supposons gue (K,L) soit puremeni trans-
cendante et que (K,M) soit finie. Om a alors [L(M): L] .-.[aa - R} :
Cela résulte immédiatement des prop.2 et 5 et du corel.2 & 1s

prop.1 . |
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§ 11 ' EXTENSIONS SEPARABLES.

Proposition 1.- Soit (X,L) une extgns;on algébr;gue d'un corpe K de
caractéristique p>C . Pcar gua cette xtension soit 6 arable, il est

nécessaire et suffisant gue (x )i e désig&t ane famille 4146l émems
de L gui est libre per rapport & K , la famille (xp). 1y £0it eoit

toujours libre par ra._ggort g K .
On voit tout de suite qu'il suffit de démontrer lz prop.t dans le

cas ot (X,L) est finie et o (x ; oy ©8t ume base de & par rapperi

&afk . % la Pamille (xi)i . est libre par rapport &4 K , cn &
x> ],?/ [_L : K] , d%ot L =E41®> , ce qui momtre gue (X,%)
L J
est séparable (prop.3, ¢ 6). Inversemea‘t, supposons (E,L) séparshls.
£l z_sz zalx eL (avec a.icﬁ ic1), ona

£ = >, aPxP CQ Tﬁxp , dfoh LPCZ; KXP . brona

vl 12
S NS
“,ixi' =2 l_}kx% .,.,JCI) avee ¢, 31{‘:5 (1 j.kei),
Db . .
Bt Z%e‘ 1365 ¢ °° qui montre que Z,z“ Ixf est un sous-sonesu
de L . un peut mattra l'élément unité 1 de E sous la fomme
' D
Z‘;qeixi - ex onadonc 1 =1 Z ézzmxxf s et par

suite x[fp] Z. pr . Or on sait que’ z.a K(h >= XELE’J
(prop.3, qé et prop 4, 82) ; on EX 8 done &k =Z, «xF . or le nombre

el
a‘élements de i est égal a [L K] ; il en résulis que la famille

(x *'ifl est 1ibre.

péfinition 1.- Sozt (X,L) uns extensianuewon e dfun corpe K de

caractérisiique p O . Hous d:t,mns gus geile extension esl séparable

. e B i

gl elle satisfait 8 ls condition sulvente : (=), . Stant wme fauilie

- gue iﬂﬁmcw atél *ﬁl@ﬁtﬂ de L gui ast libre par rapport & K , lg femilic

,
‘“ A7 3/‘
o , toute extension de K est considérée comme séparable.

7 @est encore 1ibre pax rmor‘t a4 kK. 81 E est de caractéristicus




R '
11 résulte de la prop.1 que cette definition n'entre pas en ecnflz.t
‘avec celle précédemment donnée de la notion d'extensicn algebrigae
‘ séparable. ’ ' '
EProposition 2.- Soit (K,L) une exteneion d'unm co'gg' s K. st cette extégm
gion est séparable, elle est irangdre & toute extension radit'.zielle' de K.
Sinon, il existe une extemsion finie (K,K') de X qui n'est pas Sirangére

& (K,L) et gui posgdde la Lropriété qus KPcx (of p est la carscts-
ristigue de K , gui est alors nécessairement # 0). ~

Supposons d'abord (K,L) séparadble, et soit (XK,K') une extension

radicielle de K . Si K est de caractéristique 0 , on & K'=K , ot les
extensions (X,L), (X,k') sont étrangéres l'une & 1l'autre. &zpp‘osons K

ée caractéristique p>0 . Formons une extension algébriquement fermée
(L,L*) de L ; il existe un isomorphisme de X' sur un sous-corps K" ds i
#lX qui coincide avec l'identité sur K . Pour mentrer gue (k,L) ot
(K,K!) sont étrengéres, il suffira de montrer que (K,K"{L>} esi
librement composée de (K,E*) et de (K,L). Soit (xi)z. 1 une fenmilie
cueleongue d'éléments de L qui est libre par rapport & K ; il suffire

de nontrer gue (xi )i o ©8t encore libre par rapport 3 EP {(prop.1, (j;w)
Observons d'abord gu'cn demontre tout de suite par réecurrence sur f que
lz famills (xp )i r est libre par rapport & K pour tou’c entier £>0.

Ceci dit, 8Uppcsons gue X = o, U ».,K .31 v";r a2 qu'un nombr

cel i’ f

fini d'élénents u, ;0 s il existe do ae@am entier f)g tel que *f & K
£ .1 ety
» : : T D , ;
pour tout iel . or on a > g ué’ 1 =5 dfof aﬁ = 3 8% Eﬁ.i:;-: 9
ek -

pour tout 1e¢l , ce qui démcmure notrs gssertion. Su.v_;;owa 28 maintenant
que lfextension (X,L) ne soit pas Bépa rgble ; i}. existe dome uspe
famille {z. }i cy G'éléments cie L , libre par rapport & X , telle qus

},a famille {za) ne soit pas 1libre par repport & K . 1l existe une
. izl ; :




' npombre fini. FPour chague i, lazpolynome x;p-a admet un zéro b

done pas librement compaaée de {K,K') et de (K,L} (prop.1, g10). Liex-

gcorps de L contenant K . 8i (K,L) est séparable, il en est de méme de

s
. propoeition résulte immédiatement des définitions. ﬂ&pmsoﬁﬂ gue (E,H)

- o7 - .

une famille (a.)i'exhd.éléments de K telle qne 23 aix =0 , que
17‘0 pour au moins um iel st qne a,=0 pour tens les 1 sauf un

1 r
dans L . Soit K' leo corps K <$Lbi751 0 Lfextensioh-(xxr) eat
évidemment finie ; de plus, on a K'P = ¥¥ <{_b } . I>CK On 8
sti box f =0 , d'od Z 1b X, = 0. Ltextension (X,K'{L >) n’est
tension (K,K') étant algébrique, cela impligque que (K, K“ et (K, LT ne
sont pas é*raniures 1'une & 1fautze (pra§,2,§ 16). La prop.2 est donc
démontrée. '

Corollaire.- Toute extension (a2igdbrique ou non) d'un corps pariait est

géparable.
Proposition 3.- Soient (K,L) une extension é'up corps X et if un gous-

.

(K,). 81 (%,L) est sérarable (X,M) als3brigue, ‘.V(E,L}‘es_t' gépsrable.
8i (K,M) et (,L) sont séparables, (X,L) est séparable.

Lé_ proposition est évidents dans le cas o E est de caractéristique 0 .

Supposons donc X de caracléristique p »0 . La premidre assertion de la

soit algdbrigus et (K,L) sépersble. Introduisons une sxtension algdbri-

%

quement fermée (L.,L ) de L , ot damg%zz._, par K' un sons-corps de L

%
At
=

cntepant # tel que {ﬁ ST soit finie et gee : en vertu de 1z

o N =5 ez A og pee X G Y i D S s
prop.2, il suffire de montrer gue (M ¥') et (M.L) sor 1tune
b 55
s S i 5 TBE 3 s P B o e P g 35 te7 ¢ Pt Py 5 va 25
& l'zutre.’ Berivoms B! = :‘%.% ¥or29dy, D dlod y el (143ic<n). Poieove
,r« F P@ 3 /7 «:"-i .Y - 7
<l
(x %Y .t 51 edbrd 1t 2 4% i =t Pinie LA
(E,l) esl glgebrique, 1'ext z:as,wz;z %.KE 1 Tty 50 Tinie o Bolb
/ 73 J GO J'Y-;\ /

{.z,?“.gxm) une base de E"/,;w,”;y‘" v par rapport & K



t?uisque (K,K) ost séparable, la famille (xp ) est libre par

1 <j<n
rapport g K et eonstitue par suite une nouvelle base de K( yp s .,yh &

par rapport & K . Cn peut donc mettire y‘ sous lg forme

y’IlJ =Z"1 1555 0 avec aijCK (4<igh, 1g j¢n). Pour chague (i,3)
&
il existe un D jeL* tel que bg.] ij ; s0it K' le sous-corps ds

1" qui résulte de 1'adjonction & K des éléments bij (1€ig¢h,1<j4&n).
L'extension (K K') est donc finie ; de plus, kP résulte de 1'3430&1 »tilon
des a; 4 & kP L d'ob K'PcK . Enfin, les fomules 3 Z by %
montrent que M' est contenu dans MLK!'>. Ceci dit, les e;ﬁ ens*one
(K,L) et (E,R) étant séparables, il résulie de la prop.2 que

3; QK‘):_ L} =[£(’ 2 K] =[§£ (K') : ﬁ] ; cela =zignifie que ll'gxtension
(4,5{X'> ) est librement composée de (¥,L) et de (MM CES ).

vuisque M'CBK'> , il en résulte immédiatement que (B,LLU'> ) est
librement composée de (M,L) et de (M,H?), donc que (M, L) ot (@ &)
sont étrangdres liu.ne & 1'autre. La deuxisme asaertion de 1s prop.3

est donc démontrée. Supposons maintenant que (K,M) et (M,L) scient
'separables. 8i K' est un sous-corps de L contenant K et tel que (K,K')
s0it radicielle ot finie, om a [K(X') : ] =|K':K]; do plus |
(4 !X'> )p=ss <K'p> est contenun dans B , d'ot, puisque (M,L) est
aépareble, {L <K’> z L] EM <K’> MJ‘ -{K’ : KJ . Geci démontre que

(K,L) est séparabls. La prop.3 est donc démontrée. | i

" Définition 2.- Soit (K,L) une extension d'un corps K . Op dit aufmgg,

partie B de 1 eqt une base séparante de L par ramerp & K (on pne

base sérarante de (K L) 3 8i B est une base de transcendaucs ds b

par ropport & % telle gue 1l'exi ension (ECBY, L) soit séparable.
Propositbon 4.- Une extems_&on (K,L) d'un corps E qui admet une base

géparanic est séparable.
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1la et de la prop. 3 que (X,L) est séparable.

ot
L%
AR
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Soit B une base sérarante de (K ,L); L'extension (K,K( B> ) est sépara-
ble en vertu de la prop.3, %10 ‘et de la prop.2 ci-dessus. Il résulte de

La réeiproque de la prop.4 n'lest pss vraie en général : une extension
séparable n'admet pas nécessairement de base géparante. Omn a capendant
le résultat suivant :

Proposition 5.- Soit (K,L) une extenmsion séparable d'un corps K . Suppo-
sons gue L = K(F) , ob ¥ est une partie finie de L . L'ensemble F con-

tient alors une base sépsrante de (K,L).

Nous procéderons par récurrence sur le degré de transcendance 4 de
(K L}. La propesition est évidente sl d=U . Supposons la vraia'-ie.s
ezte@m@ns dont les deg,res de transcendance sont noindres que d
(c& ¢ est supposé > 0). L'ensemble F contient certsinement ume base ae
transcendance B de L par repport & X (prop 2, ¢ 59). 8i K sst de ¢carac-
térisvthue g B est une base séparante. Supposons donc E de caractéris-
tique p >0 . 8i K(Lp>= L, onz (E(B > Y{EPS = 1L , et 1textension
(K <Bo> ;E), qui est slgdbrique, est séparable (prop.3, $6). Supposons
done gue K(LP >7£ I. (on peut d'ailleurs mortrer qu'il en est mécesssi-

roment ainsi dés que d)O); 11 existe alors un élément =z EF non contenu

dans K(Lp> ; 1'61ément x est nécessairement transcendant par rapport &

E , car sinon, 1'sxtension (¥,L) &tant séparasble, on aurait

i P . s « z ' 7 B
xé.?;e{\xp> <. B{L > . Hous allons montrer que (E (x5 ;L) est séparsbie,

8
pwh

Scient u_,..,n des éléments de L gui sont linésirement indépendante

1
par rapport & K <x>; SUpPOSONs DOUr un moment qa@ zz,z},ﬁ..,}&
%

linéairement dépendants par rspport & K<z . Op veit slors tout de suils

- qu'il exziste dees polynomes f%g,:,fﬁ en une leit}:% X 4 coelficients
, % - -
% > i % = 7 A S
dens ¥ , non tous aule, tels qus 7 ;E. z jm = 0, Chague @ :a‘s; ier povFemn
) : : é";"i; 3 e _
ge netire sous la Torme k» + }; ot <1dp, op peut éorire




S0
P Pyyd ‘
£:(X) 'Z; 8 (@)X, on g ¢ K[x] (1<i<n, 0< 3¢ p-1). On a
=X d
Z; (Z j_gj_;,’(xp))x = 0. Or chacun des &léments Zw fg 3( %)
L3l
appartient & E{1P>, ot x est de degré p par repport & E{IP>
(prop.2, $6). On a donc Z 1Sij(xp) =0 (1<ign). Ecrivons

Vi | |
g5(X) = Zk_tea“kxk . 8 Jk“ Les 6léments x* (0<k < oo ) 6tant

linéairement indépendanis par rapport &8 K , il en est de méme des xkui
koo, 1{ign) (of. prop. , Alg.JI, ), donc avssi des

kpui ; puisque (K,L) est séparable. On doit donc avoizr 8 5k = 0

pour tous les (i,j,k), d'ol £:= 0 (1<€1<n), ce qui amdne une contra-
diction. On a L =(K{ x>)<{F), et.le degré de transcendance de lfox-
tension (E<{x> ,L) est d-1 (zxm th. 2, §9). 11 en résulte gue F con-
tient une base séparante B, de llextension .24 x> s B) okl ést elair

que B, U .S{X} est une base séparante de (K,L) .

Corollaire 1.- Boit (%,L) une extension séparable de K telle gue

L =K{F>, oi F est une partie finie do L , et soit d lg degrs de

}_g;;__an_gcepgancé de cette extension. 1l existe alors une partie F, de &

dont le pombre d'éléments est soit d soit d+f telle gue % = K{F,.

scit en effet B une base séparante de (XK,L). 8i L =K<B>, on zﬁsut
prendrs F,=B . Sinon, l'exiension (k{B), &) est. f‘inie et séparable ;
il existe donc alors un x¢i tel que L = (K{B}){ x>, et on peut
prendre F, = BU {z :

Cnmi.&aire 2.~ Soient (E,U) upe extension dfun corps K ot L st U de

&m

qui possédent les propriétés suivantes :

‘gous-corps de U coniLenant K

ltextension (X,L) est sépsrable, ot il existe uune base de transcendance

B de L par rapport & X qui est algébmquemant iibre par rapport & M .

L'extension (M ML ) est slors séparable.
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Pour démontrer que (u,8 (L))‘ est séparable, il suffit évidemment

de montrer que, sl P est une partie finie quelconque de L , 1! extension

(,8 (F> ) est séparable. Tenant compte de la prop.4, § 9 , on voit
alors tout de suite gue 1'on i;eut se ramener au cas oh L est de la
forme K(F} ; ¥ désiznant une partie finie de L . L'extension (K.,L} _
edmet dans ce cas ure base séparante Bo, et Bo est algébriguement
libre par rapport & ¥ {cf. l.c. plus hesut). Tout élément de L gtant
séparable et algébrique par rappert a m<30> ; 1'extension

(u{B >, HLL) ) est séparable, et B, est unc base séparante de

(M8 <L) .




cg .

812. CORPS RELATIVEMENT ALGEBRIQUE(ENT FERMES.
Définition 1.- Un sous-corps K d'un corps L est dit relativemeni algdbri-
g'uement fermé dans I guand tout élément de L gui est algébrigue par
v'ravpgort 4K est contenu dang K .

Proposition 1.- Soit (X,L) une_extension d'un corps X purement ranscen-
dante. Le corps K est alors relativement algdbriquement fermé dzns

rr‘g

»

S0it sn effet x un 6lément de L q'ui est algdébrique par rappori & X .
Il résulte du c:oi‘ol. & 1s prop.3, g.»w v qﬁe [K<x> : K]=[L<x> ‘:L;f =
d'od xcK . .

Proposition 2.- Soient {E,0) une extcnsion dtun corps K , L un sous-

H
s
L)

corps de ¥ contenant K dans leguel K est fielativement algébriquemem

| fermé, et B une partis de U gui est algébriquement libre psr rapport & L .

Le corps K(B) est alors relativement algebnquement formé dens L{B).

Soit x up 6lément de LB qui est algébrique par rapport & E{B>.
I1 existe alors des parties finies 31, 32 de B telles que x appariicuine
4 L{B,> et soit algdbriqus par rapport & .x<32'> . 11 suffira done
de démontrer la prop.2 éans ls css ot B est finl. Dans ce cas, procédant
par récurrence sur le nombre d'éléments de B , on se raméne tout de

suite au cas of B se compose d'un seul lément. Pour démomirer la

Trop.2 dans cs cas, nous &tablirons dfabord deuz lemmes.

lemme 1.- Soit K<X> le corps des fractions ratioppelles en une letire

X & coofficients dans un corps K . Supposons gu'un glément BeXLX

~ e 3 i i : A4
satisfosse &4 ure condition de lz Torume B+ f Rf t..4E =0, ou

-f ...,T soni dans Kr’?;%‘ﬂmaa},am ne %X?.

on m@'x,zt rerrésenter E Comme qwtiem de deux éléments de

G g
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'Nous allons montrer que g est de degzé O, d'o& 11 résultera que REK LX]

Supposons en effet que g soit de degré 70 ; il existe alors une exteasion

'(K K') de K dans laquelle g admet un z6r0 x, - Cr on a

20 4 Z’“ igir"’"s 0, d'ot £(x )=0 . I1 en résulte que £ ot g sont
tous deux di\usxblee dans K[X} par le polynome ninimel ¢ de x par report
2 E , et que R admet la représentation R = (f/a;)/(g/q;), ce gui est
impossible puisgue g/@ est de 'dagré plus petit que g .

Lemme 2. Soi% (K,,K* ) une extemsion algdbriguoment fermée d'un corps K ,

¥* :
et soit a vun élément de X gui est transcendant par rapport & ¥ . Lfen-

semble des transformées de s par tous les sutomorphismes de l'extension

(K,X") est alors infini.

. On peut inclure a dans une base do transcendance B do K?r per rapporl
&8 K . Soit B, l'ensemble des éléments muires que & de B , ot soit
K‘; = K(B,& . Désignons par n un entier >0 gquelcongus ; l'élément a
étant itranscemdant par rappoert 2 K, (prop.1, 3) , il existe un homomor-

5y

phisme ¢, ds K, [a] sur K, [a"] qui coincide avec 1'identité sur K, ot
gui applique a sur an ; Si £ est un polynoma # 0 en une lettre & cosf-
ficients dans E,oma ¢ (f(a))... (e )fﬁ esr 8 est évidemment trana-
cendant par rapport 2 x, - 11 en résulie gue g, peut se prolonger par B

isomorphigue o; de K, {25 sur X, <&n> . Ltextension ‘{K,; /85 )

étant algdbrique et algébri@uamént fermée, et K, <a> étant slgébrigue

par rappert 8 K <an> l*ezienai@n aE <a >k ast algébrigue et -

algé briguement f’cmée, et on neuw pm%angez* g, par un automorphisme 6

U
do X" (th.3, g,, ; 0 est un automorphisme de (é 53’, , &8 fortiori,
de (K,E*). L'ensemble des & (1<n ¢ oo ) tant bvidemment infini, le

legme 2 st démontrs.

it
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des fractions rationnelles en une letire X & coefficients dans L* -
il suffira de dénonirer qus K(X) est relativement élgébriquement
formé dens LX> . Hoit r un élément de LLX> qui est algénrique

par rappdrt 2 K{X>. 0n 2 donc une égalité de la forme
rn+2&.:'uirn°i=0 uiél<x> ; 1S .

On peut écrire u, = fi/g (1<1<n), avec f1,...,gn,g dans K[X] :

vn a (gr)® + 2:1 :t’,j'gj"1(gr)r'l°i =0 . Or, les éléments figi"! sont

dans L[X] :ail r.ésulte donc du lemme 1 que gr éL[X] . Fosons

h=grs= Z aXJ , avee a.

3-.-0 u 3
guelconque de l'extension (X, L ) ; on peut prolonger o par un auhbomor-

€L (0 £jSk). S0it o un avntomorphisme

phisme ¢ de (X,L <X>) gui chantre Z en lui-néme. On a donec

(Fn)P + 2 Ym0,
i=2
Introduisons une nouvelle letirs Y , el observons que le polyncne
e z : >
Y+ Z f.g i” Y% dont les coefficients sont dans L’ZX) ; ne peul |
t=2d :

avoir quiun mombre fini de zéros dans L <X . L'ensemble des (1)
(¢ parcourant 1'ensemble des automorphismes de 1'extension (K,L*))‘
est dopec fini. Or, %(h) = Zﬂ cr(e:.j)xj ; i1 résulte donc du lemme 2
QUe 2 ;-..58) sont al..vébriqne: par rapport 8 K . Le corps K étant
relativenent algébriquement fermé dems L , on a 8y ek (O Qj k) dich
r e E{X> . La prop.2 est donc démontrée

Proposition 3.- Soient (K,L) et (K,B) des extensions d'un corps X .

Sugp_osons gue K soit relativementy algébriquemeut. fermé dans L el gus

1'une au roins des extensions (E,L) ou (K,H) soit séparable. Les

extensions (K,L) et (K,d) sont alors élranpéres 1tuns & 1lautre.

Soit B ure base de transcendance do M par rapport & X . Les sxlension
(K,L) ot (K,E(B>), étent étrangéres l'une & 1'autre (prop.3,

admsttent une extension librement composée, soit((k,U.), A , [, ] .

)
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Soit (TJ1 ,U) une extension algébriquement fermée de Uy 3 puisque M est
algébriqué rar répport a K(B‘) , on reut pfolonger f, par vn isomor-
phisme ¢ de M sur un sous-corps de U . L'ensemble w®(B) = “, (B) est
al; eébriquement libre par rapport & A (L) ; on voit donc qu'on peut
supposer sans restreindre la généralité que ,L et ¥ sont des sous-corps
d'un corps algdbriquement fermé U et que B esi algébriguement libre par '
rapport & L . Nous allons moiztrer que, dans ces conditions, (K,L{H>)
est librement composée de (K,L) ot de (K,M). Il suffit pour cela ds
montrer que, F étant une partie finie queleconque de ¥ , (K,L{¥> ) est
librement compesée de (X,L) ot de (K,E{F>). Soit Bo une base de trans- |
cendance de K<F> par repport & K ; si (K,4) est séparable, nous sup-
poserons de plus que B, est une base séparants de (K,X <F>) . Pn tout
état de cause, nous dévsignerons’; par M lg corps. formé des éléments de
K<F> qui sont séparablas par rapport & K<B > ; il existe done umn
élément xclM, tel que M = (x <Bo>)<x> (cf. prop.5, ¢11).
Introduiszent une lettre X , nous désignerons par ¢(X) et Y (X) les
polynomes minimaux de x per rapport & K<Bo> et & LB S respective-
ment. Le corps U 'étant aslgébriguement fermé, on peutl écrire

o(x) =TT (X-x,) t @) TT (% - 3,)
cu les x, 1095 sont des éléments de U . Pulsque o{x)=0 , o(X) est divi-
sible par 'T’(F) dans (L(B ) [X] d'oh @(Y =0 (4 <3<m) et
TT (v -X, )=0 . Ghacun'des 7; esl donc un élément de l'ensenble
%, “..gx 75 . Or x,,..,x sont algébrigques par rappori & K(B{h} 2
On en décuit que les coefficients ds ¥ (qui appartiennent 2

PP
!

Eil3 T } sont futé igu ues par Tapport & ?<B > Ynis ces cal-

Gl L |
A

e

ficiente appartiennent 2 L 9) : on déduit azlors de la prep.2 gus
iee coefficients de ¥ sopt dans EL{’EB > . Puisgqué ¢(X) est le polynome

minimal 65 x par raprort & KB >, on a NM=igi . dloh
ot O 2 E
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[;‘<Mo>: L<Bo>] =':Mo: }!f(Bo)j . Posons M,] = K(F); si (K,M) est stpa-

?

~rable, on a H0=a1 ; sinon, on pout du moins affirmer que (MO,E?) est

radiciells ot finis. Ds plus, si (K,E) n'est pag séparabls, (K, L) 1test,
et il en est de ubme de (M .U <L>} (ef. corol.2 & la prop.5, § 11,
se souvenant gus (K L<B > ) est librement composée de (K,L) et de

(K,k<B > )). Puisque LM = U {L> , on déduit de la prop.2 §u

et du corol.2 & la prop.i, 310 que (Lm, > <§a > )= [i P M 1

[L(Iu%): LB >]=lndu> : 1u VL@L > : LB ]
=y cu : k<B >1=x =K<Bo>j

Le formle ‘[L <M1>: L(BO }1=%‘£.1 : A\B /z ¢st donc éiablis duns iwus

L.

i"""“'"l

7

les cas. Il résulte de la prop.i, %'if) qu"m:e base {ngy-.,n) de i,
par rapport a K(Bo> est aussi ume bass de L{M, > = LF>
rapport & L<BG> - Boit { %a)aé“ une bass de K{Ba}paz' ravpert
8 K . L'extension (X,L <Bo>} étant librement composée de {(K.L j et
de (K,K(Bo>), la famille ( h )ac & est libre par repport & L :
(prop 1 %10) 11 résulte de 14 que la famills ( % A a,eé , 1Ki KD
qui est une base de & QF > par mpport & £ , est libre par rapport

& L , ce qui montre que (K,L{F>) est libremen: conmposée de {K,L) et
de (K,E{P%) (prop.1, § g 10). La prop.3 est sinsi démontrée.

Propesition 4.- Soient (XK,U) ume extension d'un corps XK , L et 4 dep

8gus=-corps de U "ontcr:an‘t X 8t B une basge do iranscendance de i Dar

rapport & K , SupDOBOIj" que K 801t relativemeni algéb iguement farmé

3

dans L |, gue B goit al;é omqu@ ent libre par ?*appcrt a2 L el gue l'une

wrtno

au moins des extensions (%,L) om (RK,K) 50it séparable. Le corps i

eg’ alors relstivement algdbriguement fermé dane M LS .
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i un élément xeM{L>= LM >est algdbrique par rapport a M o
existe des rarties finies F et F'de M telles que x appartienme & L{FS
el soit algébrique par rapport & KF'> . Tenanti compte de la rrop.4, 09,
on voit gu'il suffira de démontrer la prop.4 dans le cas oh il existe une
partie finie‘ F de M telle que M = K{F> , el qu'on peul supposer que,
si (K,M) est séparabic, B est une base séparante de cette extension. On
sait que K{B) est relativement algdbriquement fermé dans L<B>
(prop.2) ; de plus, si (K,L) est séparable, il en est de mdme de (E{B>,
L{B>) (€0r01.2 & la prop.5, 53 11). Surposone d'abord gque (X,L) soit
séparable, I1 résulte alors de ls Prop.3 que (K <B>, E{B>) et
(E<B>, B {x>) sont étrangdres l'une & 1'autre. En vertu du corol.Zz
& la prop.1,$10, on a [E (x) K<B> [L(M Uiz} >: L(B/f
[1<u> ¢ 1{BY] = [u : k¢B)], aton [z u]=1 ot xeu . guppo-
sons maintenant que (E,L) ne soit pas géparable ; le corps K sst alors de
caractéristique p > g et (K,B) est séparable. Il existe un entier
£ >0 tel qus x'=xP soit séparabls par rapport & u (prep.2, J 6).
Les extensions (K{B), M) et (M,M{x'>) étant séparables, il en est
de méme de (K<B>', M {x'S ), (prop.3, §11). Le m8me raisonnemeni gue
plus haut (appliqué & x' an lieu de x) montre abors que x'c¢H ., 5pit
(u,,..,u;) une base de ¥ par rapport & K{B>; puisque (KB, H) est
séparable, (uq ,...,u ) est aussi une base de M par rapport 4 E{(B>

Far silleurs, il résultse du corol 18 la I:rop. » 9 010 et de la prop.3 qﬁe

pf
(u1, ,,,um) et (u.1 ,.,,u ) sont des bases de L{M)> par rappor‘*' 3‘: f\B/n
: 1 o s - 7p
Ecrivong x = Z V0, éL(B} (1<i¢m) ; on = x/’,,fZL yn i
D'eutre part, on peut ”36’6’5’”6 x! sous la forme x'= 2 i avee
123

W € €ELB> (1<igm). On en conclut que Vp“ = W, G*R‘"B*;
Puisque K< B> est relativement algebmqnemea‘s fermé daps

{prop.2), il résulte de 1a que ¥, cK<B> (1<igm), d'ech

2).
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La prop. 4 est donc démontrie.
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