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COuusRTAIRES SUR LE SUPPLEMENT AU CHAP. V et le CHAP,VI

Supnlénent & l'Appendice du chap.V. On y a défini les valuations
additives discretes, en relation avec la théorie des corps jo -aquues
faite dans cet Appendice. La question se pose de savoir s'il n'y

auralt pas lieu de définir les valustions additives plus générales

(elles sont définies en tout cas en Exercices) ; les veluations réslliss
tout au moins semblent prendre une grande kmportance en Géomstrie
algébrique (cf. Zariski, p.ex.) ; il faudrasit gue les spécialistes

de ces questions donnent la=dessus lgur avie. Y aurait-il lieu égale-
ment de définir ici les valuations multiplicatives dites "archimédiennes'™
On peut songer aussi & placer ces dernieres, soit en To;:lo&ie, avec
les Espaces métrlques, soit dans les Kspaces veclorisls Lopgéoquusa,
avec la théorie des annegux normés (non rédigés pour is nmomend, meis
qui semble prendre une grande imporitance en Analyse fonciicunmelle,

si on en juge d'aprés les travaux récents des Russes (Xrein, Gelfand,
Raikov, etc..)). Uce discussion sur cette question sfimpose.

t

Chapitre VI. Sommaire du chapitre :

1. Caracitéristigue. Corps premisers.
22. Exisusions simples. Eléments algébrigues et éldmenis

transcendants.
. Extensions al Ebri ues et exven31ons tranucendagtes,
. Extensions alg@briguement stables.
Isomorphlsmes d'extensions al ébrlnues

2
g
1§6. xten81ons grloisiennes.
©97. Bacines de l'unité. Corps finis.
$8. CLerps_ordonnds el corps-guasi-réels.
9. Divisibilité dans les extensions algébriques

Appendice I. Extensions galoisiennes infinies.
Appendice II. Extensions aslgébrigues des corps YJ -adigues.
= {

L'sssentiel du chapitre (étude des corps commutatifs) est fszit dans
~les b premiers paragraphes ; les 3 derniers sont consacrés & des
questions plus particuliéres. La théorie des corps commutatifsg est
prise conformément aux principes Bourbaki, en procédans dv général
au particulier, ce qui donne exactement lYordre inverse de celui
suivi, par exemple, par v.der Waerden. Aprés 2 §% lnaroaactlfs, ol
on donne les définitions et outils essentiels pour ce qui suitf, on
donne au 93 la classificstion des extumsions en algébriques et
transcendance, gqui permettent ensuite de ne plus considérer, dans
les reste du chap., que des exiensions algébrigues {(finies ou non).
Au %4, on 6tablit tout de suite le th. de Steinitz sur l'exis-
tence de l'extens;on algebriquement stable d'un corps X , et 1lse
fait que toute extensdon algébrique de K peut (& un lsomevphlsme prés)
y 8tre considérée comme plongée. Cl'est ce point de vus gu'on zdopte
systemathuement par la suite, sauf cas exceptiocnnels, ce qui donne
la m8me commodité de langage et de pensée gue dans 1tsncienne Algébre
qui ne considérait que des sous-corps de € ; qu'on compare, par ex.,
avec les contorsions verbales auxquelles doit tougours avelr recours
v.d.W. pour éviter de s¢ servir de l'extension algébrique maxinale
(il doit constamment introduire un sur-corps fini convenable, chaque
fois différent suivant les demonsfraulgns) Bier =2utendu, 16 rédacteur
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est tout & fait conscient du fait que l'axiome de Zermelo est ainsi
introduit dans des questions ot il n'est pas nécessaire, et gus soit
que les malheureux atteints de Zermelophobie algue pousseront des
hauts cris ; pour son compte, il n'en a cure, et espére que, malgré
quelques symuptdmes fécheux, ies membres de Bourbaki sont restés
indemnes de cette maladie ridicule, qui devrait &tre exclusivement
réservée aux philosopbes en mal de copie. On noters que la démonstra-
tion du th. de Steinitz est celle de Zorn, d'une remarguable élégance
(son "théoréme" a été introduit par lui a cette occasion).

Les %%YH et 6 sont consacrés & 1l'étude des isomorphismes des exten-
sions algébriques, culminant au ¢ 6 avec la théorie 7z Galois. Le $ 5
sert en somme d'introduction & cette théorie, en domnant lss définitions
el outils indispensables ; l'accent y est mis dds le début sur la notion
d'isomorphisme, et c'est de ce point de vue gque sort définis les conju-
gués d'un élément, et les notions d'éiéments séparsblss et inséuarables.
On définit aussi au 95 la porme et la trace d'un élézment ; pour le cas
des ¢éléments inséparables, cette définition n'est pas identigus & celle
de v.d.W. : il semble au rédacteur gque la définition de la tracs donpée
par v.d.W. dans ce dernier cas n'est guére intéressante, puisqu'avec
cetle définition, la trace d'un élément inséparsbls est toujours nulle !
Dans ce méme &9 , on signale que la prop.8 (théordme de 1'7&lément
primitif®) n'est démontrée (comme dans v.d.W.) gue pour un corps de
base infini ; le rédacteur a vainement cherché une démonstration valable
dans tous les cas, el propose de metire la question au concours (il ¥ e
bien une démonstration, due & Ueuring (Math. &nn.,t.107,p.140), mais
elle utilise les systémes hypercomplexes).

~La théorie de Galois est traitée au $6 dans le cas ls plus général
possible, & l'exception de la théorie de KErull pour les extensions
infinies, rejetés en Appendice I & cause des notions topologiques
qu'elle suppose. kn ce gqui_concerne ce $6 , le rédactsur signale que,
dans la démonstration du 2% th. fondamental (th.2), i1 a dfi utiliser
le th. de 1'"élément primitif® démontré seulemecut puur les corps infinis
dans le § 5 ; il y 2 1a une lacune ficheuse. Dans leur supplément au
livre de Steinitz, Hasse et Baer signalent en Note gue, dans la démons-
tration de ce théoréme, on peut se passer du th. de 1'&lénent primitif 2
rais le rédacteur n'a pu comprendre comment ils procedent, dfapréds les
maigres indications qu'ile donment. Il suggére un autre moyen d'esqui-
ver la difficulté : c'est d'utiliser la prop.8 (qui vu son importance,
mériteraitl d'ailleurs de passer théordme et devrait 8tre fait plus t6%t) :
si N, = Eo'<al,a2,.ne,§p;> (avec les notatioms du th.2), on considére

l'extension transcendante F = Eo(uigugg.ee,up) et 1l'extension

¥ = F<(a13a2,.,.ggpj>; sl on pose § = a1u1+a232+.50+apgp ; 11 est .

imnédiat que H = F<67, ce qui permet de faire sur M et F le raison-
rement du th.2 sur N, et EQ ; 8uxquels on revient ensuite 4 l'aide de
la prop.8 ; c'est un peu détourné, mais permet de se passer entidrsment

3

du théoréme sur l'élément primitif.
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Le rédacteur s'est conformé & la tradition en donnant, dens le $6,
la méthode "pratique" de détermination du groupe de Galois d'une équa-
tion ; mais c'est bien & contre-coeur, et il profite de cette occasion
pour poser nettement la question de 1¥intérét de ces méthodes soi-disant
"pratiques", mais qui dés qu'on veut les =appliguer, conduisent & des
calculs inextricables. Ce sont des vieux résidus des préjugés
"constructifs" en Mathématigue, et ils fourmillent en Algébre plus
qu'ailleurs ; exemples : calcul des fonctions symétrigues, algorithme
d'kuclide pour le p.g.c.d., crible d'Eratosthéne, rrocédé de Kronecker
pour la décomposition d'un polynome en facteurs irréductibles, déter-
mination effective d'un groupe de Galois, théoréme de Sturm, ete..
L'gvis du rédacteur serait de balancer impitoyablement tous csux ds
ces procédés qui ne sont pas des cutils utiles daus les rscherchss
théoriques, ou tout au moins de les rejeter au Calcul pumérigus.

Au 98, la théorie des corps quasi-réels est exposée suivant une
méthode légérement différente de celle d'artin-Schreisr ; alors que,
pour dénmontrer le th.1, ces derniers passent par l'intermédiasire ds
l'extension guasi-réelle maxinasle, on a donné uvne démcnstration qui
est plus "interne®™ en gquelque sorte, ot s'inspire davaniage de lsg
théorie moderne des groupes ordonnés (cf.chap.V, €1). Dans la démons-
tration du th.2, on & suivi l'astuce classiqgue de Gauss, mais la varian-
te signalée par Artin-Schreier, et qui consiste & utiliser ls th. de
Sylow et les p-groupes (pour p=2) est bien préférable, parce gu'elle
montre bien mieux l'origine du théordme : si on adoptait ce point de
vue, il faudrait faire quelque part les théorémes de Sylow (le rédactevr
suggdre en Appendice II au chap.V, ce gqui lui semble l'endroit le plus
indiqué). A propos de ce %2, le rédacteur signale enfin qu'il manque
le théoréme d'unicité (& un isomorphisme prés) de l'sxtension quasi-
réelle maximale algébrigue d'uu corps quasi-récl ; 1. démonstration
dt'Artin-Schreier utilise le th. de Sturm, et le rédsctieur a vsinement
essayé de trouver une autre démonstration qui s'en passét ; comme ledit
~théoréme lui inspire la plus vive répulsion (voir ci-dessus) il a
préféré tout lsisser tomber et met au concours la rscharche dfune
astuce idoine pour tourner la difficulté.

Les fondements de la théorie des entliers algdbriques sont traitée
au 29 en suivant Dedekind-FPrufer plutbt que E.loether, comme on lfa
déja signalé dans les commentaires au chap.V ; en particulier om n'y
fait pas des annesux clos (%ganz-abgeschlossen") le pivoi de lea
théorie ; il est curieux de noter, en suivant cette méthode, que le
th.1 (extension algdbrique d'un anneau de Prifer) est beaucoup plus
simple gue le th.2 (extension algdbrigue fimie d'un anneau de Dedekind) ;
la dissociation de ces deux théorémes a d'ailleurs l'avaniage de
mettre en lumiére l'intervention des conditions de "finitude”.

er ce qui,

L'Appendice 11 est assez long ; on a cru utile 'y insé
rtv est

dans la théorie arithmétique des corps galoisiens de Hilbe
valable sans hypothéses particuliéres sur le corps de bass.
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2 1. Caractéristique. Corps premiers.
Caractéristique d'un corps. Rappelons la définition donnée au chap.II ( $1)

de la caractéristique d'un anneau A : 1l'annihilateur du groupe additif
de A , considéré comme Z -module, est un idéal principal (n) de Z,

ol n est un entier #0 ; n est appelé la caractéristigue de A& .

Proposition 1. La caractéristique d'un corps K (comnutatif ou non)

est égale & 0 ou & un nombre premier p .

Pour un entier m et un élézent x#0 de K , la condition m.x=0 qui
s'écrit encore (m.e)x=0 , ol € est 1'élément unité de K ; équivaut
& m.e=0 . La caractéristique n de K peut donc 8tre définie comme
égale au plus petit entier m>0 tel que m.e=0 si un tel entier
existe, & U dans le cas contraire. Si n était #0 et non premier,

il existereit deux entiers p <nb,ggn téls que n=pq ; comme
n.e =(p.€)(qg.€), on aurait (p.€)(q.€)=U , avec P-€#0 et q.e#0 ,
ce qui est absurde.

Dans un corps commutatif K de caractéristique pf:O , on a les

identités
(1) (a+b)P = oP+pP
(2) (a-b)P = &P-bP

En effet, d'aprés la fgrmule du binome
P Py bk k
a+b = e
(at+d) _55 (k)
Or, pour UO<k<p , le coefficient binomisl (g) est divisible par p ,

car (ﬁ )= _ELE:;) ’-I&P"k“”") , et dans cette fraction le numérateur

e e s 0

est divisible par p , et le dénorinateur prenier avec p puisgue p est
premier ;



Sorps

6N

- Dt =
d'oh la formule (1) ; (2) s'en déduit en remplagant a par a-b. Frar
récurrence, on a de méme
w hig ot D
(5) (= a )2 =2 &
v=1 ¢=

gquels que scient les entiers f et n >0 .

£

On en conclut que l'application x —xP est un isomorphisme de K
dang K (c'est-u-dire sur un sous-corps de K).

Qremiers. Op sait (chap.l, § ) que l'intersection d'une famille guel-

congue de sous-corps d'un corps K (commutatif ou non) est un sous-corps
de K ; en particulier, l'intersection P de tous lss sous-corps de K est

le plus petit sous-corps de K . Le corps P ne coantient doizc gucun

sous-corps distinct de lui-méme ; un corps ayant cette propridté est
dit premier. Hous allons déterminer la siructure dc corps preniers.

Si € est 1'unité d'un corps premier ¥ , P contient 1l'annsau coumutatif
A formé des multiplés entiers n.€ , ol n parcourt Z ; liaspplication

n -s>n.e& est une représentation de Z sur A , et l'ensemble des emtiers

n tels que n.e = 0 est 1'idéal (p), oh p est la caractéristique de P ;

donc :
1° &4 p=0 , A est isomorphe & Z ; donc P contient le corps des quotient:
de & , qui est isomorphe & Q ; P étant un corps premier, il est

isomorphe asu corps { des mombres rationnels.

29 @i p>0 , A est isomorphe & l'snneau Z./(p) des entiers moduloc p ;

comme p est un nombre premier, cet anneau quotient est un corps, donc

P est isomorphe & Z/(p) .

Tout sous-corps d'un corps K s évidemment wéme caractéristique que K :
en identifiant le plus petit sous-corps de K avec Q ou 'Zf(p) suivant
les cas, on voit donc qu'un corps de caractéristigue O peut touiours

étre considéré comme une extension du corps (; uu corps de caracté-

ristique p O , comme une sextension du corps Z/‘(p}g
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Ce résultat légitime 1'étude générale des extensions comnutatives d'nn

corps commutatif, que hous allons maintenant entreprendre.

Au chap.VII, nous aborderons 1l'étude des extensions non-commutati-
ves d'un corps commutatif.

Exercices. 1) Si A est un anneau d*intégrité, commutatif ou non,
ayant ou non un €lément unité, la caractéristiqus ds 2 est O ou
un nombre premier.

2) Soit A un anneau d'intégrité commutatif, X3 un idéal premier
de A . Si la caractéristique de A est un acubre premier p>0,

la caractéristique deAg/4D est O s8'il n'exis'> aucun nombre
premier p tel que pA<:;%J ; dans le cas contraire, il n'y s
qu'un némbre premier p ayént cette prorriété, et il est é&gal & la
caractéristique de Ev/%3 . Montrer gque c'est toujours ce second
cas qui se présente lorsjue A7f¥) est fini.

22. BExtensions simples.

Eléments algébriques et éléments transcendanis.

ixtensions finies et extensions infinies. Soit E un corps commutetif, extensio
d*un corps K ; E est donc une glgdbre sur X 5 Son rang par repport & K
sfappelle plus souvent le degré du corps B par rapport & K ;, 8t se note

[E:K:} s'il est fini ; on dit que E est une extensiom,finié {(resp.infinis)

de K si son degré par rapport a K est fini (resp. infini).
On asura soin de ne pas confondre les notions de "corps fini® et
d'"extension finie" ; une extension finie d'un corpe K n'est un
corps fini que si K est lui-méme un corcs fini,

Proposition 1. 8i E est une extension finie de X et F uns extension

finie de E , F est une extension finie de K , et on =

[F: K] =.[F : B]. [B: K]
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C'est un cas particulier de la proposition correspondante pour les
algébres sur un corps commutatif (chap.I1I, 91).
Corollaire 1. Le degré par rapport & K d'un sous-corps E d'une extemsion

finie Fde K , tel que K< E, est un diviseur du degré [F:K].
Corollaire 2. Si [F:K] = [k:K], on a E=F ; si [F:k] = [F:8] , X=E .

Le degré d'une extension d'un corps K ne peut en effet étre égal & 1
que. si cette extension est identique & K .
djometion. BSoit E une extension commutative d'un corps commutatif K , et

80it M une partie quelconque de E ; le sous-corps ¢z E spgendré per

KEUM , clest-a4-dire (chap.I, § ) le plus petit sous-corps de E con-
tenant & la fois K et M , se note KM >, et on dit que clest le corps

obtenu par adjonction de M & K . Il est immédiat que, si ¥ et H sont

deux parties de E , on a KKMUND>= KKMP{N», car KU UN> contient
K{#>, donc KLu»{N ), et comme c'est le plus petit sous-corps conte-
n_a_zzt RKUMUN , il est identique &8 K<MD><N >. Lorsque M est 1l'ensem-
ble des éléments d'ume suite finie (ai)1 d'éléments de £ , on

1§ign
écrit encore K<a,,.. - 8, au lieu de K <& >.

- I1 est imwédiai que l'ensemble des expressions ratiomnelles & coeffi-
cients dans K , par rapport aux éléments de XK UM (ou simplement des

élémente de M U §s§ , oL & est 1l'élément unité de X) est un sous-corps

o

de B contenant K U 4 (chap.IV, $2), et est contenu dans tout corps
contenant KU M , donc dans K <M >; il lui esi donc identigue.
Autrement dit, pour tout élément x€K<H ), il existe un nombre fini
d'éléments B8y 18 de M , et une fraction rationnells fe K(e,},..,e
telle que la valeur ;?(31,a2,.. .,an) de la fonction rationnelle corres-

n

pondante soit définie et égale & x . Un voit donc que x appartient a
l'extension K<a1,a2,...,an7 ; on peut encore dire que X< ¥ >est la

réunion des extensions K<X», ok X parcourt 1l'ensemble des parties_finis
de 3 .
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On notera que s8i F est une extension finie de K , contenucdans kK ,

F s'obtient par adjonction & K d'uu nombre fini d'éléments (par exemplse,

les éléments d'une base vectorielle de F par rapport & K).

Bxztensions simples. Une extension E d'un corps K est dite simple si elle
s'obtient par adjonction & K d'un seul élément € ; nous allons étudier
la structure d'une telle extension B = K<6>.

Le corps E contient l'anneau A des expressions algébriques entiéres
& coefficients dans K , par rapport 4 © et &4 1'élersnt unité € de K ;
tout élément de A est, comme on sait {chap.IV,$2) de 1a Forme %(9),
ot £ est un polynome de K [e] , et £ la fonction polynome corrsspon-

k

. 7 Ve 9
dante définie dans B (f(x)= &Z ax sl = 3> ake}“). Il sst cleair
Ex- T =5

4

»

en outre que l'gpplication £ —>f(8) est une représentation de K[leT

et

i

Lo

sur A ; il en résulte que A est isomorphe & un annean guoiient Kie]

ot U est un idéal de K[e] ; comme A est un apneau d'intégrits, G

“ ne peut &tre égal qu'a 1'idéal nul (0), ou & un idéal premisr de Kle] ;
nous allons exaniner successivement ces deux cas.
3% p =(0) ; cela signifies gque la relation f£#0 entraine %(@)—%@ =

autrement dit, que © ne satisfait & aucune égustion slglbrigue & coeffi-

cients dans K ; on dit alors que € est un élément itranscendant par

repport & K , et que K<©) est une exteusion transcendante simple de K.

Lianneau A est alors isomorphe & K [e] ; son corps des guotients est
donc isomorphe au corps K(e) des fractions rationnelles d'une lettre
sur K ; comme il contient X et 6 et est contenu dans K<8>, il est
identigue & X<8 > ; sutrement dit :

Proposition 2. Toute extension transcendante simple d'un corps K sest

isomorphe au corps K(e) des fractions rationnelles dfune leitrs sur X .

A tout élément x€K <8 > correspond donc une fraction rationmelle

2 AR a2 3= 2 I s —5 g = =t Tz TN
irréductible g et une seule, telle que x=g(€) .

%
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Corollaire. Une extension transcendante simple est infinie.

20 p =(9) , ot 9 est un polynome irréductible et 20 de K [e]
(chap.V, $4). On a alors c;a(e)=0, et, pour un polynome fe¢K [e] :
la relation i'(e).-.o est équivalente & £ =0 (mod. ¢) ; on dit que 6
est un élément glgébrique par rapport & K , et K<6> une extension

algébrigue simple de K ; l'équation algtbrique &(x)=0 (bien détermi-

née) est dite 1'éguation irréductible dont € sst o racine, et son

degré n est appelé le degré de 9 par rapport & K . L'annsau A sst slors

un corps ; comme il contient K et 6 et est contenu dans EC8> 41
est identique & K<6)» ; tout élément x de K<6> peut donc s'éerire
f‘(ﬁ) , od féK[ej ; en outre, il existe un polynome g de degré < n-1,
et wé:z seul, tel que f =g (mod. ¢} , donc x peut stéerire d'une ssuls
meniére sous la forme g(8), ok g est un polynome de degré < n-1 .

En résusé : '

Proposition 3. Une extension algdbrigue sizple K<8>d'un corps K ,

est isomorphe au corps guotient K[e]/(9), o9 est le polynome de
plus petit degré (irrééuctible, et bien déterminé & un facteur constant
prés) tel gue ¢(0)=0 . Tout polynome feK [e]  1sl que £(8)=0 est

un multiple de 9 . Le degré [K <&> ;K} est égal au degré n de 6 par
repport & K , c'est-ad-dire su degeé de ¢ ; ot les &léments &

8 o-

2

621 eorment une base de K<8> par rapport & K .

H

Un notera qu'en général, si B est une extension algébrigue
simple du corps K , il existe plusieurs &léments 8 de B

(en général une infinité) tels que E=K<€> (cf. ¢ 3,prop.8).

Corcllaire 1. Une extension algébrigue simple est finie.
Ce corollaire, et celui de la prop.2, permetitent de csraciériser

les éiémenis algdbrigues et les éléments transcendents par rapport a % ;
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pour gque © poit algébrique (resp. tramscendant) par rapport & K , il

faut et il suffit que l'extension -simple K<€> soit finie (resp.

infinie) .

Corollaire 2. Si E est une extension de K obtenue par adjonction de

m éléments a; (1gigm) tels que &, soit algdbrigue de degré n, par

rapport & K , a, (2gigm) algébrigue et de dexré =; par rapport &

K<a1,aa,...,ai°1> ; B _est une extension finie de K , de degré D0, ..
Cela résulte aussitdét des prop.1 et 3 .
De la prop.3 et du cor.1 de la prop.1 (ou du cor.2 précédent), il
résulte en particulier que le degré par rapport & K d'un élément O
d'une extension finie B de K , est un diviseur du degré [E:X | .

Proposition 4. Si © est un élément slgébrique par rapport & K . appar-

Penant 8 une extension E de K , et si F est un sous-corps cualcongue

de E , contenant K , 8 est algébrigue par rapport &8 F .

En‘effet, €@ est racine dfun polynome dont les coefficients appartien-
néﬁt & K (donc & F) et sont #0 .
- On peut ajouter que, 8i 9 est le polynome irréductibls de K [e]
dont ¢ est racine, ¢ n'est pas nécesssirement irréduciible dans F Ee} 2
8l ¢ = P4Ppe 0Py est sa décompositiod en polynomes irréductibles
dans F [e] , on a %1(6)=O pour une valeur de i au moins ; on a donc
1'inégalité [F<oy: F] g |K<ey: K].

Les prop.2 et 3 déterminent la structure possible des extensions
simples de K ; réciproquement, il est immédiat que le corps E(e) est
une extension transcendante simple de K , et le corps K {@}é/{@} .
ot 9 est irréductible dans K [e] , une extension algébrigue du corps
K' isomorphe & X formé des classes (mod.(9)) des éléments de XK ;
ceite extension est engendrée en effet par la classe {(mod. ¢ ) de 1l'élémen

z

7
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gi on désigne cette classe par 6 , et qu'on identifie K et K' , ¢(x)=0
est 1'équation irréductible dont © est racine. C'est de ce corps

K[e] /(9) qu'il sera question dans le § 4 lorsqu'on parlera du corps
obtenu par adjonction & K d'une racine_ du polynome_irréductible ¢ .

Soit £ un isomorphisme de K sur un corps K' , E une extension de K
contenant une racine © d'un polynome irréductible ¢ de K[e} , E' une
extension de K' contenant une racine 6' du polynome ¢' de K'Ee]

correspondant & ¢ {(par l'isomorphisme f prolongé & Kle] , voir
& E

chap.III et IV) ; il existe alors un isomorphisme et un seul £ de
K<8> sur K'<6!'>, prolongeant £ , et tel que T(€)=8' ; cette con-
dition définit en effet T(x) pour tout x€K<8>, dlaprds la prop.3,
etAil est immédiat que cette application est un isomorphisne.
Exercices. 1) Soit E une extension finie d'upn corps X . Montrer
que le corps des fractions rationnelles E{e; est ume extension
finie de EK(e), et gque [E(e):K(e)] = {E:K] . S5i B est une exten-
sion algdbrique simple de K , E(e) est ume extension algdbrique
simple de K{e), et tout élément © sngendrant E ergendre aussi
E(e).
2) Si 6 est un élément trauscendant par rapport su corps K , il
existe une infinité d'extensions distinctes E de XK telles que
K CECX<K8> (considérer les extensions K<EP7 pour tous
les entiers p ;70).
5) Soit E une extension de K telle gqu'il n'existe qu'un nembre
fini d'extensions distinctes de K contenues cdans E ; montrer gue
E est une extension finie de K {en utilisant lfexerc.2, prouver
d'abord gue tout éléuent de E est algébrique par rapport a K ;
monirer ensuite que E est obtenu par adjonciion d'un nombre fini

dtélémenis & K ).
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e 93. Extensions algdbriques et extensions_transcendantes.

kxtensions algdbrigues. UDéfinition 1. On dit qu'une extension E d'un corps K

est alpdbrique, si tout élément de E est algdbrigue par rapport a K .

Une_extension non algdbrigue de XK est dite transcendante.

Il est clair que, si F est un sous-corps dfune extension algébrique
E de K , contenant K , F est aussi une extension algdbrigue de K ,
et E une extension algébrique de F (¢ 2, prop.4). Inversement :

Proposition 1. Si E est une extension algébrique de K , et F une

extension algébrique de E , F est une extension algdbrigue de K .

En effet, soit 6 un élément de F , qui est algdbrigue par rapport

- k
& B ; soit > ) x =0 1l'équation irréductible & coefficients dans
*&:0

- E , dont © est racine ; si on pose K! = K<;ao,a§,.,,sqnj>, @ est
algébrique par rapport & K' , autrement dit, K'<{@ > est ume exten-
sion finie de K' ; comme K' est une extension finie de X , puisque
les @ sont algébriques par rapport & K , K'<68S> e=st uns extension
finie de K , ot & fortiori K<@» est une extension finie de K ,

d'ot la proposition.

Proposition 2. Toute extension finie d'un corps K est une exiension
algébrigue.

En effet, si E est une extension finie de degré n du corps X

8§ €¢E , les nt! 6léments € (unité de K), 6,6,...,6% forment un

- ot

systéme 1ié dans E (considéré comme algdbre sur X), autrement dit,

il existe n+1 éléments o (O<k <n) non tous nuls de K tels que
% % 2;

;Zjageg = 0 , c¢e qui prouve que 6 est algébrique par rapport & X .
H=0

Corollairs. Si B est une extension de K , l'ensemble des élénents

de ¥ , algdébriques par rapport & K , est un sous-corps de E .
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En effet, si a et B sont deux éléments de E , elgébriques par rapport
g K, arp,af ot a.-? (8i 0.7‘-0) sont des éléments de l'extension
K<a,B>, qui est finie ( § 2, cor.2 de 1la prop.3), donc algébrique ;
ges élézents sont donc aussi algébriques par rapport & K .
La prop.2 n'admet pas de réciprogue ; une extension algébrique
2— d'un corps K peut fort bien étre infinie.

Extensions transcendantes pures. Définition 2. Soit E une extension d'un

corps K. Une partie M de E est dite former un systéme elgébrigquement

1ié par rapport & K , s'il existe une partie finie F= 261,92,...,611}

de M , st un polynome noa nul feXK {91,92,..._,611}3%};@,@39

f(61,62,...,6n)=9 . Une partie de E gui n'est pas un sysidme algdbri-

guenent 1ié par rapport & K est dite systéme aslgébriguement libre

par rapport & K .

Ces notions générslisent celles d'élément algé&brigus et dfélément
transcendant, qui sont respectivement les systémes algébriguement
liés et les systémes algébriquement libres & un élément.

Si MCE est glgébriquexsent libre, la condition pour qulun &lément

@ €E soit tel que K uze} soit encore algébriquement libre, est

que € soit lranscendant par rapport &8 XK<U >. En effet, si & est

algébrique par rapport & K<M)», il existe un polymome nor nul
¢6K<M>[e] , tel que ¢(8)=0 ; en exprimant les coefficients de ¢

en fonctions rationnelles d'éléments de M , & coefficients dans K ,

et en chassant les dénominateurs, on en déduit aussitdt que M U %Gg
est algdbriquement 1ié. Héciproquemeni, si M Jze: est algébriguement
1ié, il existe .zz éléments 8,1,..,,651 de M et un polynome non nul

f ek [61,62,. .w,en,e} tel que %(e?,eg,. .e,en,e)=0 ; comme M est

algebriquemnent libre, le degré de f par rspport 4 e ne peut éire nul,
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et les coefficients du polynome en e obtenus en reaplacant les e; par
les 0; dans f sont tous #0 ; donc 6 est algdbrique par rapport a
K(G,l,...,en}, et a fortioti par rapport & KU >.
Définition 3. Une extension E d'un corps K est dite extension transcen-

dante pure de K s'il existe un systéme slgébrigue libre M C E tel
gue E = K<M 7.

Théoréme 1. Une extension transcendante pure d'un corps K _est isomorphe

& un corps de fractions rationnelles K(I) sur K (o& I est un ensenble

d'indices fini ou infini).

Soit en effet E une extension transcendante rure de K , ¥ un systéme
- algébriquement libre d'éléments de E tel que E=K< M>. Soit I un ensem-
bl_e d'indices en correspondance biurnivogue svec ¥ , ce qui p@:;fﬂet

dl'écrire tout élément de M sous la forme x, (¢€I; ; ei, & tout poly-

2

-

. i= .? = ot 9 rd
nome f€K [641’ @yp0 " ,ebnj < K|Ij on fait correspondre 1l'élément

) de B , on définit un isomorphisme de XK[I] sur un

f:’(:xﬂ 1E e e 'X@n
sous-annesu A de E contenant ¥ , puisque M est algébriquement libre ;
é,et isomorphisme se prolonge en un isomorphisme du corps des guotients
K-(IA) sur le corps des Quotients de A ; mais ce dernier, contenamt B<# >,
esﬁ identique 4 E , d'ol le théoréme.

La prop.2 du §2 est un cas particulier de ce théorame.

‘La dénomination d'"extension transcendante pure” est Jjustifiée par

la proposition suivante :

Proposition 5. 8i E est une extension transcendante ure de X% ; tout

élément de E n'appartenant pas & K est transcendant par rspport & K .

Soit E=K{¥ > oh M est un systére algébriguement libre, et soit

X eEnE K ; désignons par @ l'ensemble des parties N et U telles gque

x n'appartienne pas & K<HN ; @ n'est pas vide (car @ € = }
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et il est immédiat que, si on l'ordonne par inclusion, c'est un ensable
inductif ; il a donc un élément maximal N  ; posouns P=K<N > ; on a
Hoyéll , et 81 eeun[ﬂo , X€EFLO>; l'extension F<6> est transcen-
dante, sans quoi M ne serait pae algébriguement libre ; on a done
x=f(9)/é(9) , o £ et g sont deux polynomes non nuls et premiers entre
eux de F[e] . Comme xeF<B>, FLO> est une extension de F<x>,
et cette extension est algdbrigue, car 8 satisfait & l'équation
xé(G)-%(G):O , non identiquement nulle et & coefficients dans FIX ;

donc x ne peut 8tre algébrique par rapport & K , car il serait algébri-

que par rapport & F , et @ serait donc également algdbrigue par rapport
& F, d'aprés la prop.1 ; dfod la proposition.
Remarques. 1) L'application du théoréme de Zorn cans celie
démonatration est superflue, si on se souvient gue, pour itout
élément x eKM), il existe une partie finie P de 4 telle
que xe€eKP>.
2) La réciproque de la prop.3 est inexacte ; tous les éléments
ézz_ d'une extension E de K peuvent éire transcendentis par ra?port
8 K sans que E soit une extension transcendante pure de K .

Jases_de transcendance d'une extension. Théoréme 2 (Steinitz). Une extension

quelcongue d'un corps K est une extension algdbrigue dfune extension

transcenuante pure de K .

 (Dans cet énoncé l'extension trauscendante pure ou l'extension algd-
brique peut se réduire & l'extension identigue) .

En effet, soit E une exteusion ds K , et soit %; l1'ensemble des
systémes algébriquement libres par rapport & K et contenus deans E ;
E; n'est pas vide, car § € & , et S st &videmment inductif quand

on l'ordonne par inclusiom ; il a donc un élément maximal M .
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Soit F=K <Ml >, qui est une extension transcendante pure de K ; Boit x

un élément de E n'appartenant pas & F (8i FAE) ; il est algébrique par

rapport & F., car dans le cas contraire, M Ug_x} seragit un systéme
algébriquement libre par repport a4 K . Donc E est une extension algébri-
- gue de F .

‘Une partie il de E telle que M soit algébriquement libre par rapport
& K , et que E soit une extension algdbrique de lfextension transcen-
dante pure K<U ), est appelée base de transcendance de E par rapport

ik

Proposition 4. Soit E une extension de K , B une base de transcendancs

de E par rapport &8 X , NC E un sysildme algdbriguement libre par

rapport & K . Il existe une partie P M telis gus N UP soit uns

base de transcendsnce de E par rapport & K .

~ En effet, soit @ l'ensemble des parties Q de M telles gus E U Q
soit algébriquement libre ; @ n*est pas vide (il contient B) et est
inductif ; soit P un élément maximal ds @> . Tout élément x de MﬁEP
est algébrique par rapport & EX<HNUP), sans quoi Euyuiz} serait
algébriquement libre, contrairement au fait que P est maxinmal dans @ -
donc K<M) est une extension algdbrique de K<NUP>; comme E est
une extension algébrique de XK<M> , la proposition résulte de la propi
Il existe en général une infinité de bases de iLranscendance d'une

éxﬁénsion transcendante E d'un corps K (lorsque X =3% infini) ; meis
on & le théoréme suivant :

Ihéoréme 3. Si_l'extension E de K &, par rapport & K . une basa de

transcendance finie M , toute sutre base de iransceudance de E par

6]

rapport & K est firie ot a l¢ méme nonbre d'éléments qu
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Soit M:ix1,12,...,xn} , et soit N une autre base de transcendance

de E par raepport & K . Supposons d'abord que N ait au moins n éléments.

Comme x, n'est pas algébrique par rapport & K<(x2,...,xnj7 il existe

un élénent y,leN qui n'est pas algeébrique par rapport a K(xe,. e X

sans quoi K<N ) serait une extension algébrique de K< ZoseeesX D

et il en serait de u8ze de & d'aprés la prop.1, ce qui est sbsurde ;

done I, = iy1’12""’;n}' est un systéme ulgdbriquement libre. En outre

M, est une base de transcendance de E , car le systéme 2x1}L1M1 est

- algébriquement 1ié, sans quoi y, ns serait pas algébrigue par rapport

& K<M), contrairement & l'hypothdse ; donc %, est algdbrique par

rapport & K<a1> , ce qui montre que K<M >, et par suite B , est

une extension algebrique de K<:m1> , donc que U, est une basé de

transcendance de E . Par récurrence, on voit qu'il exists n éléments

&1,,..,yn de N formant une base de irauscendsance de B ; donc

F = in,yz,..,,yn:}. Raisonnement snalogue, en échangeant‘les réles de

MetRH, si ¥ 2 au plus n éléments.

 Si une extension E de K a une base de transcendance finie par rapport

& K , le nombre d'élérents de cette base est appelé le degré de trams-

cendance de £ par rapport & K (ne pas confondre avec le degré de E
par rapporf & K , qui est infini lorsque le dagré 2 transcendance
est > 0) ; il résulte du th.5 que ce nozbre ne dépend que de E , 8t
non de la base de transcendance particuliére considérée.

Proposition 5. Soit E une extension de K , de degré de transcendance

fini r , et F uvne extension de E , de degré de transcendance fini s

par_Trapport & E ; le degré de transcendance de F par rapport 2 K est

égal & rts .
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En effet, soit i une base de transcendance de E par rapport & K ,
N une base de transcendance de ¥ par rapport & E ; il suffit de prouver
que MUN est une base de transcendance de F par rapport a K .
Tout élément de E est algébrique par rapport a K<{#> , donc aussi
par rapport & K<MUN>; il en résulte que tout éléuent de E<N>
est algébrique par rapport 8 K<MUN (cor. de la prop. 2) ; comme F
est une extension algébrique de E{N), c'est aussi une extension
algdbrique de K<SMUN (prop. 1).
Reste & voir que MUN est algébriguement libre par rayport & K .
Si M= i 952 z{} et N = iy1, eV g }, et 2'il ¢iistait un polynome
FekK r61,82,,°o,3r+8:1 tel que f(xq,. 7 XpsTq s ..,ys)~Q , on voit d'abord,

en considérant f comme un polynome en e , que les coeffi-

17 2%pg :
cients g; ¢k [e,g,. .a,er] de ce polymome sont tels que éi(x,g,.. ,xr)::@,
N étant algebriquement libre par rapport & E ; mais ¥ étant algdbrique-
ment libre par rapport & K , on a nécessairement g;=0 , donme =0 ,
ce qui achéve la démonstration.
Remarques. 1) Cette démonstration prouve, plus généralement ; gue
si M est une base de trunscendance (finie ou non) de E par rapport
& K , et N une base de transcendence (finie cu non) de F par rap-
port 4 E;, MUN est une base de transcendance de F par rapport
a K.
On peut démontrer également que, si U et #' sont deux bases de
transcendance infinies d'une m8me extension E de X , M et ¥' sont

équipotentes (généralisation du th. 3).

2) 8i E esti une extension transcendante purs de K ; et F uns
extension algébrique de E , F peut encore 8tre une exiensicn trans-
cendante pure de K . Par exemple, socit B=K(e) (extension trans-

cendante simple de K}, et F l'exiension algdbricue simple E<v> ;
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oh u est une racine de 1l'éguation (irréductible dans K(e)) u2—e=0 :
I1 est immédiat que tout éléwent de F est égal & une Praction
rationnelle en u , a coefficients dangs K , donc F=K< u> , et
comme u est transcendant par rapport 4 K (sans quoi E < F serait
une extension algébrique de K ), F est une extension transcendante
simple de K (donc isomorphe & E).

Exercices. 1) Dans une extension transcendante simpls kK<e> d'un

corps K , tout élément 1n<€K<0> s'écrit sous la forme %(6)/é(8) ;

oh £ et g sont deux polynomes de K[e} preaniers sentre eux (et
bien déterminés & un facteur de K prés) ; on appelle degré de 7
par rapport & XK<6> le plus grand des degrés de f ot Z

a) Montrer que K< €> est une extension algdbrigue de degré n
par rapport a K(n‘}, 8l n est de degré n (montrer que le poly-
nome gn-f est irréductible dans K <n) [e] , en remarquant gue 7
est transcendant par rapport & K , et en se ramenant & montrer gue
le polynome ug-f est irréductible dans K{_e,u] (utiliser le lemme
de Gauss, chap. V, 24)).

b) En déduire que tout élément 8' de K<6> tel que KE<® > =KK8>
est de la forme (ab+b)/(cé+d), avec a,b,c,d éléments de K tels
que ad=bc7£0 > réciproque. Trouver tous les avtomorphismes de
K<G> laissant invariants les éléments de K . :

c) 8i n est de degré n par rapport a K<8> et ¢ de degré m
par rapport a XK1 >, fg est de degré mn par rapport & K <&>
(utiliser la prop. 1 du $2) .

2) 8i K est infini, toute extemsion algéhbrique de K est équipotente
& K . Si U est une base de transcendance d'une extension E de K 5

E est équipotent & K x¥ . En déduire que toutse extemsion E de K ,
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autre que K , contient une extension F de K , distincte de E
et équipotente & E .

3) Soit B une extension algébrique d'un corps X . Si A est un

anneau tel que KC A CE , montrer que A est un corps.

¢ 4. Extensions_algdbriguement stables.

Le th.2 du @ 3 raméne 1'étude d'une extension guelcongue d'un corps
comnutatif K & celle des extensions algébriques, d'une part et & celle
des extensions transcendantes pures de lfautre. Ie th. 1 du g3 élu-
cidant, en primcipe, la structure de ces derniéres, il reste & faire
l’étude des extensions algdbrigues ; il ne sera plus gquestion que de
celles-ci dans le reste de ce chapitrs.

Il y a une catégorie particulidre de corps pour leéquels la détermi-
nation de leurs exteunsions algdbrigues est immédiste ; ce sont les
corps glgébriguement stables définis au chap.IV ( $ 4) par la condi-
tion que, si K est un tel corps, tout rolynone de %E@E 80it égal 3
un produit de polynomes du premier degré ; autrement dit, les seuls
polynomes irréductibles de K[e] sont les polynomes du premier egré.
Tout élément algdbrique par rapport & X appartient donc nécessairement

& K (32,prop.3) ; en d'autres termes, il n'existe pes dlextension

algébrigue d'un corps algébriguement stable K , gui soit distincte de K :

2

la réciproque est évidente d'aprés la prop.3 du $2, ce qui justifie
la dénomination de fcorps algébriquement stable® .
jeComme on 1'a déja signalé, le corps C des nombres complexes
est algébriquement stable.ﬁ!
Si E est une extension algébriquement stable d'un corps K , l'ensem-
ble F des 6lénents de E algdbriques par rapport & K forme encere une

extension algébriquement stable (et algébrique) de K .
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En effet, ¥ est un corps (§3, cor. de la prop.2) ; et tout éléuent O
algébrique par rapport & F est algdbrique par rapport a , donc appar-
tient & E ; nais comme F est une extension algdbrique de K , 6 est
aussi algébrique par rapport & K , donc appartient a P .

Le but de ce paragraphe va 8tre de construire, pour un corps guelcon-

gue K , une extension glgdbrigue de K qui soit alsébriquement stable.

Nous aurons besoin de la proposition suivante

Proposition 1. Soit E une extemsion algdbrigus d'uc corps K . Pour

que B soit algébriguerernt stable, il suffit que les seuls polynomes

de K[e} qui_soient. irréductibles dens E[e] soient les polynomes

du premier degré.

En effet, supposons cette condition remplis, et soit © un &lément
algébrique par rapport a E ; 11 est alors aussi'aigébriquevpar rapport
& £ (%5, prop.1), donc racine d'un polynome & coefficients dans K .
Ce polynome pouvant s'écrire, par hypothése, a(e=m1)(e—a2)a..(e-an),
o a€K , a, el , on a nécessairement 6 = ¢; pour un des indices i ,
donec € E€E , ce qui prouve que E est algdbriquement stable.

Théoréme 1 (Steinitz). Etant donné un corps commutatif X . on peut

definir une extension algébrigue () de K , ayant les propriétés

suivantes :

1° Q) est slgibriguement stable.

2° gi K! est un corps igomorphe & K , E' une extension algdbrique

s

de K' . ¢ un isomorphisme de K' sur K , il existe un prolohgement de

.8 E' , qui est un isomorphigme de ' sur un sous-corps de SL

Kous commencerons par étsgblir la propositoon suivante

étent doané un polynome fé;K{g} » on_peut définir une extension finie I

de K telle que, dans EE@E, f se décompose en facteurs irréductibles du

Premier degré (un tel corps est appeld corps de décomposition Gu polync
me f).
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11 suffit de le démontrer par récurrence sur le degré n de £ . Soit g
un facteur irréauctible de f de degré >1 (8'il n'existe pas de tel
facteur, K est déja un corps de décomposition de f) ; soit K,l le corps
obtenu par adjonction & K d'une racine 6 de g ; dans K, [e] , on & done
f=(e-9)f1 5 Oh f,l est un polynome de degré < m ; il existe par hypothése
une extension finie K de K1 telle que, dans E[e] A f1 20it un preocduit
de polynomes du premier degré ; a fortiori, f ost ur vroduit ds poly-
nomes du premier degré demns Efe] .

Cette propusition étant démontrée, comsidérons l'enseable des pelyno-
mes de degré >0 de X[e] , dont le coefficient du terme de plus haut
degre est 1 , et écrivons cet snsemble sous forme d'uns famille (fcs,)a,eA 5
ol A est un ensemble d'indices en correspondance biunivoqgue avec 1fen-
semble considéré ; nous désignerons par n, le degré de f& - 20it I un
ensemble en correspondance biunivoque avec A X A s nous dégignerons
par y_ - (aeh,p e N ) ses 6léments. Pour chague polynome £,

c_oz_lsidéz"ons le polynome de K[I] [el :

2

&, 7 fa—(esya,1)(e=y&’2). ”(eay@,?n)
et soient &, N (1 signa) les coefficients de ce polynome {gui sont
: ; =
des polynomes de K[I] ). Soit ¢£ 1'idésl de 1l'ammeau K 1] engendrs
par les g . {ac X | 1§igna) ; nous allons voir d'abord gque
: :

¢¢ # E[1], clest-a-dire que 1 & L, ou encore qu'il ne peut ¥ avoir
d'identité de la forms
1 1= h =
(1) ' g a,18,1
od les h& N sont des polynomes de K LI] (les indices a gqui figurent

b .

dans (1) étant bien entendu en nombre fini). Or, une telle identitié donmne

encore lieu & une identité si on y remplace certeins des Yo 1 gui y
2 |

figurent par des éléments quelcongues d'une extension gquelconque E de K
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(chap.IV, ©2). Prenons E de sorte que tous les fo. correspondant aux
indices a qui figurent dans (1) se décomposent en facteurs du preamier
degré dans E[e] , et soient ea.,i (1<ign ) les racines de f daus B
si on rezplace les yu.,i par ea.,i dans ga.,k on obtient O , donc par
cdtte substitution le second membre de (1) s'annulerait, ce qui est
absurde.

Comme (L # K [I] , il existe un idéal maximal p de K[I] tel que
nc )p Lfanneau K[_I]/p est un corps ; comme 1;é:p , l'ensenble des
classes (mod. p ) des éléments de K forme un sous-corps de K [I} / 1\3

isomorphe & K , et que nous identifierons & K . Nous désignerons enfin

par Q. le sous-corps de KEI]/,p engendré par K et par les classes
(mod. p } des éléments o o (a &€A,1 {pgn,). Nous ellons monirer que Q

satisfait aux conditions du théoréms.

1) € est une extension algdbrigue et algébriguement stebie de K .
En effet, on a

= . e e & ¢ - - ° 0&'
£, = (e ya,'i) (e ya,na) (zmod )
et a fortiori, cette congruence a lieu =mod. %i] ; cela signifie quse,

s8i Ue,p est la glasse (mod. ;p ) de ya’p
(2) fo. = (euua’1)a. .(ecua,na)

dans 1'anneau Q[_e} ; donc chacun des u est racine de £ _ donc
&,D o

est algdbrique par rapport & K , et par suite ) est une extension -

, Cn &

algdbrique ds K ( § 5, cor. de la prop.2). Bn outre, la relation (2)
et la prop. 1 mcntrefnt que Q. est slgébriguement stable.

2) L'isomorphisme ¢ de XK' sur K se prolonge en un isomorphisme de B!

o : :
sur un sous-corps de . . Soit % l'ensemble des isomorphismes Y
¥

d'un scus-corps Ge E' dans O gui sont des prolongementis de 9 , et

ol i ~ ~ ==
ordonnons oy par prolomgement (c'est-4-dire que N < Y' signifie
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"'Y" est un prolongement de G & ").; comme la réunion d'une fanille
totalement ordonnée de sous-corps de E' est un sous-corps de E', il est
immédiat que 5§ est un ensemble inductif. Il posséde donc un élément
maximal P isowmorphisme d'un sous-corps M' de E' sur un sous-corps
M= g (U") de L) ; montrons que M'=E' . Kn effet, si 8'¢ E' n'apparte-
nait pas & M' , 6' serait algébrique par rapport & M' ; soit f le poly-
nome irréductible de M'[e] dont 8' est racine, et T le polynone qui
lui correspond dans M[ﬁ] (c'est-a-dire dont les coefficients sont
transformés par @  de ceux de f£) ; soit © ume racine de T dans CL

(T étant décomposé en facteurs linéaires) ; le prolongement 9, de 9,

& l'ensexbls M*LJ%S*} tel que @1(8')=9 définit un isoﬁsrphisme de
<8y sur M@, donc 9, be serait pas maximsl dans %35 ; con-
trairement & l'hypothése. Le théordme est ainsi compldtement démontre.
Corollaire. Si E est une extension sls

ebrique et algdbriquement stable

de K , E est isomorphe su corps ). définie dans le th. 1

En effet, d'aprés ce théoréme, E est isomorphe & un sous-corps G ds
Ly, qui est une extension algdbriquement stable de K ; ais conme Q
est une «tension algébrique de G , on a L = G .

Le corps () possédant les propriétés du th.1 est donc bien déterainé

par ces propriétés & une isomorphie prés ; nous l'appellerons

liextension algdbrigue maximale de K . Toute extension algébrique de K

est isomorphe & un sous-corps de L ; désormeis, sauf mention expresse

du contraire, lorsque nous parlerons d'une extension slgdbrique de K .

nous la supposerons identifide avec un sous-corps de L)

On notera que la démonstration du th.1 fait intervenir (& deux
endroits) l'axiome de Zermelo. Dans beaucoup des guestions trai-

tées aux $§ suivants, on pourrait de dispencsr d'appliquer le

AN -
théorenms 1

; et se bormer & utilisser des corps
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mais la simplicité des raisonnenents en souffre.

Exercice. BSo0it ) 1l'extension algeébrique maximale d'un corps K .
Quel que soit 1l'élément xe€S) n'appartenant pas & K , 11 existe
un sous=corps mauximal E parmi les extenslions algébriqgues de K

ne contenant pas x . Soit r>1 le degré de x par rapport a E
dontrer que le degré d'un polynome irréductible ds E Ee] est
égal & 1 ou & un multiple de r ; en particulier, tout polynome
de & [e] dont le degré nfest pas multiple de r a une racine
dans E . Montrer gussi qu'il n'existe gu'une seule extension

de E dont le degré par rapport & E soit égal & r , et cette
extension est identique & E<{x> -

¢ 5. Isomorphismes d'extensions algdbrigues.

Scient K et K' deux sous-corps isomorphes d'un corps £ . 51 f est un
isomorphisme de X sur K', la restrictéon de £ au corps premier P contenu

dens E (donc dans KM K!') est un automorphisme de P . Or, le seul

automorphisme de P est l'application identique ; car si g est un tel
automorphisme, on a g(e)=e s8i € est l'unité de P ; on en déduit
g(n.e)=n.g(e)=n.e quei que soit ne Z , d'ok résulte aisément que
g{x)=x quel que s0it xeP , que P soit de caractéristique nulle ou non.
Cette propriété des corps premiers ne leur est nullement parti-
culisére. * par exenple, le corps R des nombres réels n'a pas
d'autre asutomorphisme gque l'automorphhisme identique i
Tout isomorphisme de K sur un sutre corps contenu dans E laisse dcnc

fixes les éléments d'un gous-corps de K . Bn générsl, nous dirons gu'un

isomorphisme de K dans E est un isomorphisme relatif au sous-corpes S

de K s'il laisse invariants tous les éléments de

o
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Dans ce qui suit, nous considérerons les extensions algébriges & d'un
corps K , contenues dans l'extension algébrique maximale . ade kK , et

les isomorphismes de E dang Q (donc sur un sous-corps de Q ) relatifs a

K (donc laissant fixes tous les éléments de K). Si le nombre de ces
isomorphismes est fini, on l'appelle degré récuit de E par rapport a X ;
nous le désignerons par V K(E).

r‘rdposition 1. YTout isomorphisme de E relatif & K peut &tre prolongé

en un automorphisme de €L relatif a K .

C'est une conséquence immédiate de la 28 partie du th.1 du ¢ & :
si f est un isomorphisme de E sur B'< KL, il peut 8tre prolongd &
i'ex_tension algebrigue 0 de & , gqu'il asppligue sur un sous-corps &
ae OO ; G étant une extension algdbriquement stable de E', et £) ume
extension algdbrique de ¢ , G = (91 , d'olt la zroposition.

Propogition 2. Soit E une extension algébrigue de K ., F-une extensicn

algébrique de E . Soit (fo.)a.eA la famille des isomorphigmes digtincts
de E relatifs & K , prolongés en des sutomorphismes de £ ; soit de
néne (g‘3 )é €8 la famille des isomorphismes distincts de F relatifs

& E (prolongés & ) ) ; tout isomorphisme de F relatif & X se prolonge

d'une maniére et d'une seule en un isomorphisme de la forze £, ogg

Soit h un isomorphisme de F relatif &4 K ; sur B, il coincide avec
-1
un fa. ; done fa, oh est un isomorphisme de F relatif 4 E , donc égal

sur F & un gg ; autrement dit, on a h = fa"’gg dans }:" , et i1 est

c.‘L_air gue réciproquemsent tout composé f;z’a gg est un isomorpuisme de F
:elatif & K ; en outre, on me peut avoir f& °gg = f%o gg,“i sur F que si
a=a, , B=B, ; en effet, on en tire que f_ et f sont identigues sur B,

1 1 o Gy
donc @,.—-a,? ; et en composant les deux isomorphiszes avec f ,on-a
a

=

ggzg§1 , donc §=Q,§ . Alpnsi, l'ensemble des isomonphismes de F par rapport
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. & K est en correspondance biunivogue avec A xB , ce gui donne, dans

le cas particulier o% A et B sont finis, le corollaire

Corollesire. 8i_les degrés réduits de E par rapport & K et de F par

rapport & E sont finis, il en est de méme du degré réduit de F par

rapport & K , et on a OK(F) = 'DK(E) 9E(F).
Conjugués d'un élément. Eléments_séparables. Soit @ un élément quelcongue de

S]., E une extension de K contenant 8 ; B1 9 est le polynome irréduc-
tible de K Ye] dont 6 est racine ( §2), et £ un isonorphisme quel-
conque de E relatif & K , on a évidemment ¢(f£(8))=(9{(8)) = 0 , donec

£(0) est une racine de o dans (0 . On appelle &léments conjucuds de O

8. ds o dans £)

par repport & K les racines distinctes 9136, 5 .o 58y

s L
G

On peut donc énoncer ls proposition suivants

Proposition 3. 81 © est _un élément d'une extension E ds ¥ ., tout

isomorphisme de B relatif & K appligue © sur un de ses congugués

relatifs & K .

Définition 1. On dit gu'un 6lément 6 ¢ Q  est sépareble par rapport

& K si le nonbre de ses_conjugués est égal & son degré par rapport

& K ; dans le cas contraire, © est dit inséparable par rapport & K .

-

Cherchons & caractériser un élément 6 inséparsble par rapport & K .

Soit ¢ le polynome irréductible de K Ee] dont € est racine ; 1le

nombre de racines distinctes de ¢ étant strictement inférieur & son

degré n , ¢ a au wmoins une racine multiple dans {) , donc cette

racine est sussi racine de la dérivée ¢' . Or, si le polynone @' n'a
pas lous ses coefficients nuls, il est de degré <« n , donc le p.g.c.(

de ¢ et ¢f dans K Le] est égal & 1 ; il est donc aussi égal & 1

dans gl Lej ; €& qui prouve que ¢ et ¢' ne psuvent alors svoir

de racine commune dans () . Aingi, sl © est inséparable par rapport



Y

(S

- 524 -

n
et 81 ¢ =Z akek , on doit nécessairement avoir kak=0 pour 1gkgn .

5i K est de s(;aractéristique 0 , cela entraine ak=0 pour 1gkgn , ce
qui est absurde ; il n'y a pas dans ce cas d'élément inséparable par

rapport 4 K . Si K est de caractéristique p >0 , les relations kakzo

donnent ak=0 pour k non multiple de p .

‘Réciproquement, supposons cette condition remplie, el soit pr.la
plus haute puissance de p telle quse ak-O pour k non multiple de pr -
il en résulte que ¢ s'obtient en remplagant e par ep dans un poiy-
nome VY = ‘52 b e de K re] en outre, on a /20 , sans quoi on
aurait 8y =0 pour k non multiple de pr+ﬁ ; done ’%’ , gui est évidem-
ment 1rréduct1ble dans K {e] , n'a au% des racines simples g ang §1 ?
autrexment dit on peut l'ecr;re \r 1ﬂ€n(a =0y ) dlow @ = ‘{ep w@h)

T \w.,‘i
P

Si 8, est une racine de oFf -ah , on a 6 = Q& donc, en vertu de

h h h?
la formule (3) du ¢ 1 ,
i - o”
65 s mui (e—eh)
d'ol ¢ T-F(ese )p ; les racines Gh sont évidemment distinctes et
chacune d'elles est de multiplicité p . En résumé :

Proposition 4. Pour gu'un élément © soit inséparable par rapport & K,

il faut et il suffit que K soit de caractéristique p>U , et gque, si

9 = ji,a est le polynome irréductible de K [e| dont 6 est racinme,

%0
on ait g,=0 pour k non multiple de p .

Un polynome irréductible de K [e] est dit séparable si ses

racines sont séparables par rapport & X , inséparable dans

le cas contraire ; la prop.4 donne donc uns condition nécessaire
et suffisante pour qu'un polynome irréductible soii inséparable.

Le nombre Y des conjugués de @ s'appelle encore le degré rédult de 8

par rapport 4 K ; ls démomsiration de la prop.4 prouve gu'on g,
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. entre le degré n et le degré réduit ¥ de 6 , la relation
(1) n=9p"
avec r»1 (8i @ est inséparable) ; r s'appelle 1l'exposant de ©
par rapport a4 K .

Yroposition % . Le degré réduit par rapport a4 K d'un élément © est
égal au degré réduit par rapport & K de l'extension K<€>

En effet, tout isomorphisme £ de K<@> relatif a K est entidrement
caractérisé par la donnée de £f(6) ; comme le nombrs des valeurs
distinctes de £(8) est d'aprds la prop.3 le degré réduit de 8 , la
proposition est démontrée. .

Proposition 6. Si @ est un élément séparable par rapport & K ,_il

est séparable par raprort a toute extension E de K .

En effet, soit ¢ le polynome irréductible de K [e] dont € est

racine ; dans E [e] ; @ se décompose en un produit de polynomes
irréductibles ¢, (1¢igq) ; comme, dans 1l'exteusion a&gébrique
maxinale Q! de B ; 9 n'a que des racines simples, il en est de méme

des 9; , donc en‘particulier de celui des @, dont € est racine.
L

Extensions séparables. Uéfinition 2. Un dit gu'une extension slgébrique B

d'un corps K est séparable par rapport & K si toui élément de E est

8éparable par rapport & K ; dans le cas contraire, E est dite

ingéparable par rapport & K .

On peut caractériser d'une autre manidre les extensions séparables
finies :

Proposition 7. Pour toube extension finie Ede K , on & 9_(¥) [E:K]
2%

Pour que ‘QK(E} = EE:K] ; il faut et il suffit que B scit une

exXteusion séparsble de K .
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La premiére partie résulte de la prop.5 pour une extension siaple
K<6>; pour une extension finie E quelconque, il suffit d'observer
que E est obteuu par adjonction & K d'un nombre fini d'éléments
84,85,...,8, , de calculer [E:K] en appliquant le cor.2 de la prop.3
du 92, et Vx(E) en sppliquant la prop.2 de ce paragraphe par récur-
rence : si n; est le degré de a; par rapport & K<:aq,a2,..o,ai_1:>,
et 7, son degré récuit, on a [E:K] =
Vg(B) =9, 9,... 9, < [B:kK]

Si E est séparabls, 25 qui est séparable par ragport & K , l'est

n20 b.nm' I’

aussi par rapport & k<a,, 8yy-0058;5 4>, donc ’?l ; » ot par suite
VK{E, [E,“ . Inversement, cette rslation entraine qus tout &l ément
de E est séparable, car dans le cas contraire, on pourrait tcujours
supposer gue a, est un élément inséparable de E , donc gue 9,1<: n1 5
ce qui entrainerait QK(E) <;[E:K]‘, contrairement & 1l'hypothése.

Corollsire 1. Une extension & de K , obtenue par asdjonctbon & K dfunm

ensemble M d'éléments séparables par rapport & K ., est une extension

séparable par rapport & K .

Cela résulte de la démonstration précédente si E est une extension
finie de K ; dans le cas contraire, tout éléument de B sypartient a
un corps K<N), o N est une partie finie de M , donc est séparable.

Corollaire 2. Si E est une extension séparable de K , et F une extensior

séparsble de E , F est une extension séparable de X .

En effet, la proposition résulte de la prop.2 de ce @ , et de 1la

prop.1 du 22, lorsque E et F gont des extensions finies. Uans le cas
contraire, il suffit de remarquer que tout &lément € de F, étant sépa-
rable par rappert 4 E , est aﬁssi séparable par rspport & llextension

E' de K obtenue par adjonction des Vgeffl lents du poliynome irréductible
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de Ele] qui a 6 pour racine ; K' étant séparasble par rapport & K ,
eét séparable par rapport & K d'aprds ce qui précéde.

Propogition 8. Toute_extension séparable finie E d'un corps infini K

est une extension simple de K .

Il suffit de le démontrer pour une extension K<:a,b>> obtenue par
adjonction de deux éléments, la proposition géunérale s'en déduisant
aussitdt par récurrence sur le nombre d'éléments adjoints.

Soient a; (11 m) les conjugués de a par rapport & X , et bj
(1 €jgn) les conjugués de b par rapport & K (a1=a A b1=b)§ #ontrons
qu'on peut déterminer Aec K tel gue, lorsque f parcourt l'ensembls dss
isozorphismes de K<a,b) relatifs & K , les &léments f{atAb) soient
téus distincts ; comme le degré de K<<a,b>» est égal & son degré réduit,
il en résultera que c=atAb a un degré par rapport & K égal & celui
de K<a,b), sutrement dit que K <a,b>= Kc>. Or, les éléments
Plat ADb) sont de la forme ai+4ibi ; comme on ne peut avoir fla)=g(a)
et- £(b)=g(b) que si les isomcrph;smes f et g socn' identiques,; on sera
certain gue les éléments F(a+ADb) sont tous distincts si ai+dkbj#ahfkbl
pour jfk ; 1 et h quelcongues. #ais chacune des €quations en A
ai+)tbj = ah+1kbk a au plus une solution dans K ; comme ces équations
aont en nombre fini, et que K est supposé infini, on peut prendre'<K€ E
ne satisfaisant & sucune u'entre elles,; d'ocl ls propesition.

Au g Y, nous verfons gue cetie proposition esi encore sxacts
lorsque K est un corps fini.

parfaits. Définition 3. Un dit qu'un corps K est parfait asi itoute exten-

=

sion algebrigue de K est sépsrable par rapport & X ; sinon, XK est dit

imparfait.
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Il est immédiat, d'aprés ce qui précéde, que tout corps de caracté-
rigstigue O est parfait. Pour les corps de caractéristique p>0 ,
le critére suivant caractérise les corps parfaits :

Proposition 9. Pour gu'un corps K de caractéristigue p>0 pgoit

parfait, il faut et il suffit que l'isomorphisme 2 X applique K

sur lui-n8me (autrement dit, que tout élément de K scit une puissance

pe@e d'un élément de K).

Ls condition est nécessaire, car s'il exists un élément a€ K qui us

poa est

éme ar

soit pas puissance p un élénment de K , le polynome &

irréductible dans K [e] : en effet,; si b}éK est une racins de ce

L)

polynome, on g ep=a;(evb)P , donc tout facieur ée e -2 ne psul avoir
que la seule racine b , et on a vu plus haut gu'un polynome irréducti-
ble de K Ee] ne peul avoir gue des racines simples ou dopt l'ordrs
de multiplicité est une puissance de p ; comme e-b n'appariient pas &
K‘tej , eP-a est bien irréductible. Il est clair alors, d'aprds

la prop.4 que b est ingéparable par rapport & K , dornc K imparfait.

La condition est guffisante, car si elle est remnplie, tout poclynome
ii akpekp %f contenant que des puissances multiples de p , peut
é?g;rire (ééi bkek)P , ot bk est un élément de K tel gue b§=akp :
un tel polynome ne peut'donc étre irréductible dans K [e] , ot la
prop.4 prouve gue K est parfait.

Cette proposition montre entre autres que les corps premiers ZQ/QP)
sont parfaits ; plus généralement, tout corps fini est parfait, car

l'isomorphisme x ~1>z? étant une application biunivogue de K dans

lui-méme, appligue nécessairement alors K sur X .

- Botons aussi gue, d'aprés la prop.b, toutle extension algdbrigue

d'un corps parfaii est un corps parfait.
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Il n'en est pas de méme des extemsions transcencantes. Par
exenple, si K est un corps de caractéristique p >0, l'exten-

sion transcendante siaple K(e) est un corps imparfait ; en
éne

effet, e n'est pas puissance p d'un élément de K(e), sans
quoi on aurait une identité de la forme fpe=gp , ob £ et g
sont deux polynomes de K [e] , et une telle identité est
absurde, comme on le voit en comparant les degrés des deux

membres.

Extensions inséparables. Bemarguons 4'abord que, si K est un corps de caracté-

rigtigune p >0, le polynome eP-a 2 ses P racincs confondues dans
lfextension algdbrique maximale L de X , car, si B est une de ces
racines, ona a = g? ; dlot ef-q =(e~B)p . ba valeur communs de ce

P racines se note a1/p ; l'application x _711/p est donc définie

dans K ; et c'est un isomorphisme de K sur une extension algdbrique de
K , qufon note K1/p ; en effet, il suffit de vérifier les identités
(2) (x+y)1/p = xi/p + y—A‘/p
(3) (x)'/? = /PP

ce qul se fail immédistement en élevant les deux menbres de ces

relations &,la puissance p , et tenant coapte de la formule (1) du 21
En itérant l'application x->x1/? . on définit, pour tout entier

n >0 , un isomorphisme x-—§xpnn de K sur une exiension algdbrique Kpan

-n
de K . 81 K est parfait, tous les corps EP  sont identiques & X

KP pour ftoutes les valeurs de n , est encore ume extension algébrique

de K ; il résulte de la prop.y que K,}Q est un corps parfsii, et que
: EESN-3 e
toute extension algdbrique parfaite de X contient K. + £, est done

lz plus petits e

xtension algébrigue parfaite de ¥ . Les &léments de X

v

I}

4

sont appslés éléments

K1y
o]
H

= > ° = x= = 24 2 S e e PR O i L e
gdiciels par rapport & K ; ils sont caractérisés

b
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par la propriété que, pour tout xeK__ , il existe un entier n >0
tel que xp € K . Le plus petit entier r»0 ayant cette propriété
n'est autre que l'exposant de x par rapport & K . kn effet, si

xpr = a€K , mais xpr-1£ K , le polynome epr-o. est irréductible dans
K[g] ; car il est égal a (e-x)pr , et tout facteur irréductible de ce
polynome devrait &tre de la forme (e-x)ps , avec s8< T ; mais un tel
polynome, égal a eps-xpB , n'appartient pas & K[g] , @Q'apréas 1l'hypo-
thése. Le degré de x par rapport & K est donc p° ; comme son degré
réduit est 1 , la formule (1) montre bien gue r est l'exposant de x
par rgpport & X .

.. Les extensions E de K telles que KC EC K__ sont donc formées
d'élémeﬁts raediciels par rapport & K ; on les appelle gxtensiocuns
radicielles de K .

..Ces notions permettent de préciser la structure des exisnsions
inséparables d'un corps imparfait K .

Proposition 10. £i E est une extension inséparable dfun corps K ,

l'ensemble des éléments x¢ E séparsbles par rappert & X _forme une

extension séparable E de K , et E est une extension radiciells ds E

0
La premiére partie de la propcsition résults du cor.1 de la prop.7 ;

quand & la seconde, elle résulte de la démonstration de lg prop.4 :

on y a vu que, si 6 est un élément inséparable par rapport &4 K , et

éi T est l'szposant de 9 par rapport a K, Gpr est séparable par
rapportaK , donc sl ﬁéE,GpeE i

| L*extension E est appelée l'extension sépsrable ds K assoelée a B

si T est l‘exposanb par rapport &4 K d'un élément €€E | pr nfest
autre que le degré de @ par rapport a Eo . Tout isomorphisme dse E par

rapgort & K se prolonge d'une seule raniére & E , car si x sst un

73 £ Ao I S 5 e = T 7 Poaso - = s AR S T
el lément de £ , r son exposant par rvappert a K ;|  un iscmorphisms

e
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; p*yy1/PF
de E_ par rapport & K (prolongé a Q_ ), on a F£(x)=(£(x* ))

®

En particulier, le degré réduit QE (E)=1 , donc (prop.2), si E_ est
o

une extension finie de K , de degré n_ le degré réduit ”7K(E) est

(¢]
égal & n_ (ce qui signifie l'appellation de "degré réduit"). Si en
outre, E est une extension finie de Eo , son degré par rapport & Eo
est une puissance pf de la caractéristique p (é 3, cor.2 de la prop.3,
g8l n :[?;K] 5 oh a donc

(&) L =n pf
L'entier £ 0 est encore appelé l'exposarn®t 4z I par rapport a K
il est clair que, pour tout élément 6 de E ; 1'exposant ds € est (T
(il peut 8tre < f pour tout O €E ; voir exerc. 8).

Eorme et traece dfun élément. Soit E une extemsicn algdbrique de K , dont le

degré réduit Y, (E)=9 soit fini ; soient s; (1€ig ¥ ) les iso-
morphisnes distincts de E , relatifs &4 K . Si € est un é1lément qusl-
congue de E , on appelle norme et trace de 8 relatives 4 B et K , et

(6) (ocu simplement EE(S} :

on note respectivement NE]K(G) et 'TrE)K
TrE(e) , et méme N(8) et Tr(6) si aucune confusion né peut en

résulter), les éléments

(5) ‘“E@K(e) = 8.(8)s,(08)...85 (8)
{ 6) Tr } (6) = s (8)+....+s9 (e) .
Il résulte immédiatement de ces définitions les identités
(7) _ N' (&5) = Nq} (G)N E(K (9)
&} (a'*‘ﬁ): Ef (m) i (?)
8i a€<k , ona HE}K(Q) = E!K(a; »'? .G . GQuel gue soit 840
dasns E ~,i,g{(*z/e 1/1@ £[& (6) , EéK(==e) = QTT’EEEK{:' ).

Soit 9 1le polynome irréductible de K[e] dont @ est racine ; nous

E}K

(68) en fonction des coeffic

(J
a,.d
Y
s
ey
4]
&
o
oy

allons exprimer EE!K(B) et Tr
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Soient 6=0 ,62, ..,Gn les_conjuguéa distincts de 6 , et r > O 1'exposant
de 8 par rapport & K (en supposant la caractéristigue p de K stricte-
ment p031tive ; 8l p—O i1 faut remplacer, dang ce qui suit, p* par 1)
On a ¢ = ]—T(e -0 )p ,{éé akekp ot lee 8y appartiennent 4 K . D'autre
part, soituzi le degré réghit de E par rapport & K<:6j> ; dlaprés la
prop.2 , il y a exactement K isomorphismes de E par rapport & K dont
la valeur pour © scit égale & un des 6i ; donc, on a
(e) = (d,8,...0 )
(9) =0, +0,+...46 )

E]K

2
ultent les relatlons

r
(@))P = (1) ot
l (e)) r—':‘L'an 1

{on utilise ici 1'identité WP = p , valable pour tout enmtisr o dans

o
O
e
by
$in
m
}-.J

- un corps de caractéristique p , d'aprés la formule (3) du § 1).

On voit en particulier que, si 8 est géparable par rapport 4 £ , sa
norme et sa itrace sont des éléments de K .

En outre, le calcul précédent montre que, si F est une extension

de E , dont le degré réduit 9 (F) = A soit fini, on =

(9} ' (9) = (N E|K (9))
(10) €)= A.Tr e).
La définition de la norme s'étend & un polynome quelcongue £ de Efel;
= d
8i L= 22 akek ; on appelle nome de £ relative & B et X , et on dési-

&9

gne encore par W, K(f) , le polynome
N K(f) -T—f( 8, (o )ek)

En psrticulier, si on consldére 1e polynome e-68 , et si on pose

. v k >
N g~.(8=6): > b.e on & H (9 =(e’| b ir (8} = <b. : en
L’gfa —.%Z;ﬂ; k b l ) ) 3 Eg—% 3-1 ?
cuire, svec les mémes notations que 01 dessus, on a

- E — .
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On définit de méme la norme d'un polynome d'un nombre quelcongue de
lettres.
Exercices. 1) Si' K est un corps de caractéristique p>0, pour
quels polynomes feK[e] a=-t-on f"=0 ? Pour quelles fractions ratio:
nelles gékK(e) a-t-on g'=0 ? (mettre g sous forme irréductible).
2) Pour que le polynome e°-a dans Kfe] (K corps quelcongue) soit

irréductible, il faut et il suffit que a ne soit pas le carré dfun
élément de K . 5'il exisite un tel &éiément a , solt \Ja une racine

de 92=-a, .; 8l K n'est pas de caractéristique 2 , ies seuls &léments
de K \[a ydont le carré appartiemmne & K sont les éléments de K et
ceux de ls forme a fa , avec a €K ; pour quels éiéments §eK
a-t-on K /B D= K e > 2

3) Scit K un corps de caractéristique #2, o et B deux &léments de

K gui ne sont pas carrés dtélénents de X , et tsls qus

K< Jas# K<\/—B_>; montrer que, si on pose 6 = \Ja +\/8 , on a

K <\/’E ’ \/—37—.- K<9> . Dans les mémes hypothéses sur a et § , =i

on suppose que K est de caractéristique 2 , montrer gue K<ﬁ, \fg>
n'est pas une extension simple de K (calculer le degré de K(f&i jE>
par rapport & K , et le degré de chacun des éléments de K /a, /B>
par rapport & K ).

4) Soit K un corps parfait de caractéristigue 2 . To:a'te extension 4
second degré de K est de la forme K<a >, ol a est racine dlun

polynome irréductible de la forme e%+eta ; ot a€K . Si g et §

sont des racines respectives des polymomes irréductibles 32«2@%& et

2, : .y 5
¢ +tetb , & quelle condition a-t-on K<o>»=K<{B> ?

© K un corps de caractéristique p >0 . 5i on pese E=K(e ,

D

8 f
e I8 /D 5 o Z = =
E<{e, ", 1° > est une extension finie non simple de E .

2
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6) Si K est un ‘éq.’g’ps,limpax‘fait. de caragtéristique p>0 , et E
une extension de K feile .que KkckBcC K1/p , mais que le degré
[E;K] soit >p , montreif que B n'est pas une extension simple de
K , et qu'il existe une infinité de corps distincts F tels que
KCFCE (montrer qu'il existe deux éléments a,8 de E tels que
les corps K<ad» , K<B>soient distinets, et distincts de B et K ;
en conclure que, pour A& K , les corps K atAB> sont tous
distincts).
7) Soit B une extension finie inséparable d'un corps imperfait ¥ ,
E, 1l'extension séparable de K , associée & E . Si a est un élément
queicongue de E ; montrer que le corps Eo<a,> est uns extension
simple de K . (Eo est une extension simple de K ; =i EG;E<§\;y
montrer gue at+BA a méme exposant que a par rapport & ¥ gquel
que soit AeK ). |
8) Pour qu'une extension finie inséparable E diun corps imparfait
K soit simple, il faut et il suffit que l'exposant de & par rapport
4 K soit égal au plus grand des exposants par rapport & K , des
¢lénents de E (pour montrer que la condition est suffisante,
utiliser l'exerc. 7).
9) Soit E upe extension finie inséparable d'un corps imparfait K ;
cn désigne par Eo l'extens_ion séparable associée &4 E | par F.zr le

sous-corps de E formé des élémentis d'exposant r par rapport & K

(0 (Ff, ol £ est le plus grand des exposants des &léments de %)

Ona B _,CE c.E/f et E_#E _, powr O<r<f. Nontrer que
1/PE 1= [KVP K]

(remarquer que 1’1somorphlsme x —>x P ge E sur Ezi Ej: appligue

K sur X /p) Si E est une extension simple de K , on a

i?;;r EME,QE;@ pour O<rf .
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10) a) Soit K un corps imparfait de caractéristique p , E une exten-
sion radicielle finie de K . Montrer gque si [E:K<ng>] =pr , T est
le plus petit nombre d'éléuments de E dont l'adjonction & K donne E
(rezarquer que si E-K<Ep><a1,az, .28, on a
K<EP> K <Ep ><a ,a. ...,ai >, et procéder par récurrence pour
montrer que E=K (a,,... 2. > ).
b) Scit E une extension inséparable de K , B, l'extension séparable
associée ; si [E:EO <EP>]= pr , T est le plus petit nombre d'élé-
ments de E dont 1l'adjonction & K donne E (utiliser a) st liexerc.7).
) Si {K;Kpj ==pB , montrer que toute extension inséparasble finis
E de K s'obtient par adjorction & K de s éléments au plus {(utiliser
b), en remarquant que {E:Epz =[E:Kp]). Pour que ioute extensiocn
finie de K soit simple, il faut et il suffit que s=1(pour la néces-
sité de ceite condition, utiliser lfexerc.o).
d) Montrer qu'il existe une partie M de K telle gue . K:KP<;M;> et
que, pour toute partie N de M distincte de ¥ , K2<N:> soit dis-
tinct de K (utiliser le th. de Zorn, en considérasnt l'ensemble des
parties M' de K telles que, pour toute partis ' ds M' distincte
de #' , KP CN') soit distinct de K CM' ). Pour tout entier n ,
on a szpﬂ<;m;>. Une partie U de K ayant les propriéiés précédentes
est dite une p-base de K .
2) 51 M est une p-base de K , et H le plus grand sous-corps parfait
de K (intersection des corps P , o n parcourt 1l'ensemble des
entiers >0), montrer que i est un systéme algébriquenent libre par
rapport & H (si 8,180,058, sont r elemen ve distincts de M , montreér

=) ;! A I l)
que a_ est de degré p™ par rapport & K <a1, STERE r«'é>}'
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10 bis) Soit P le corps premier de caractéristique p >2 , et
K=P(e1,e2) <u>, oh u est racine de 1l'équation u2~(e1+ez)p=0 s
dontrer que P est le plus grand sous-corps parfasit contenu dans K ,
et que e, et e, forment une p-base de K .
11) 8i E est une extension d'un corps K telle gu'il n'existe qufun
nozbre fini de corps distincts F tels que K C FCE , E est une
extension algébrique simple de K (E est une ext=z:.zion finie de K
d'aprds l'exerc.3 du 92 ; 8i E est inséparable, utiliser les exerc.
6 et 9 pour montrer gue Egr:Ers“l]:p , puis l'exerc. 8).
12) Soit K un corps imparfait, © un élément séparable par repport
& K . Hontrer que le degré de © par rappori & H.VP est égel au
degré de © par rapport &4 X (si E=K<{€), montrer gqus ls degré
réduit de E1 /p par rapport & K est égal au degré de ¢ par rapport
R I R

& K , puis gue le degré réduit de B st encore

égal au degré de O par rapport & K , en utilisant la prop.2).
43} Soit B une extension finie d'un corps imparfait K , F une extsn-
gion de K telle que KC FC E ; s0it h le plus petit des nombres r
tels que F—.E, ; on pose F=FNE. .
a) Si E =F, <y, montrer que _

{_F(y}: K] = [EQ:F0] . LFK]
(utiliser ltexerc. 12).
b) En déduire que, si E est une extension simple de K S on-a
F(y):Eh (comparer les degrés de F<y)» et des Eh par rapport & K ;|
en utilisaent l'exerc. 9) et que F est une extension simple de K .
14 ) Toute extension finie d"un corps imparfait est un corps

imparfait.
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15) Soit E une extension algébrique d'un corps imparfait X , Eo

l'extension séparable associée & E , R le corps forné des &léments

radiciels par rapport & K , contenus dans E . dontrer gue le corps

forné des éléments de E séparables par rapport & R est le plus pstit
corps F cqntenant R et EQ {remarquer qu'un élénment radiciel par
rapport a Eo appartient & F ou est élément radiciel par rapport & F ,
et dans ce dernier cas, gu'il est inséparable par rapport a R).

16) Soit X un corps imparfait de caractéfistiqua P , £ un polynome
irréductible inséparable de Kfe] ; si E est une extension radicislle
de K , montrer que, dans E[?} » £ reste irréductible. ou ezt égal &
une puissance d'exposant pk d'un polypome irréductible
racine de £, remarquer gue le degré réduiti de € pax.rapp@ri & K est
&égel & son degré réduit par rapport & E).

%?}_Sgit P un corps de caractéristique p > U , et K llextensicn

ndante pure Ple,,e,,... e, soit £ le polynome
1 2’ g ES &

et
~
3
:S

£ = Hk+a e(nﬂi}P+.n.+ e ep+en de KE@} ; montrer qus £ est um
el 5

polynome irréductible et inséparable dans Efe] (établir dfabord que

0 =7

& ve, s +v,,+en est irréductible dans JKEa , en utilizsant le lsmme

=

de Gsuss (chap.V,%4) ; en déduire snsuite 1a proposition en remar-
quant que les e, ne sont pas des puissances p-iémes d'4lémuents de K.
Soit © une racine de f ; montrer qu'il n'existe, dans le corps K =

aucun élément radiciel par rapport & K asutre gus ceux de K (sfil

existalt un élément’tel que BEK , B"ER |, montrer, & llsids de
l'exerc.16 , qus f serait une puissance p-idme daos K<B>{e] ;
!élémants

en coneclure gue les e, seralent des puissances p-iémes d'élénm
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3 6. Extensions galoisiennes.

Définition 1. Un dit gu'une extension algébrique E d'un corps X est

une extension galoisisnne (ou extension normale) de £ , 81 tout

igomorpnisme de E relatif & K est un automorphisune de E relatif 8 X .

K est évidemment une extension galoisienne de lui-méme ; on a remargué
aussi (&4, cor. du th.1) gue l'extension algdbrigue meximale (2 de
X est unse extension galoisienne ds K .

Proprosition 1. Pour gu'une extension B de K soit gsloisienne, il suffit

gus btout iscomorphisme de B relagtif 4 K soit un endomorphisne de E .

Bn effet, soit f un isomorphisme ds E relatif & K prolongé & 1l'exten-
sion algdbrigue maxiszale L)L ( 85, prop.1) ; £ est un automorphism

-

, 80it g 1'autouorphisme IGCLLEOQQG. On a par hypothése

f(E) B ; 5'il existait un 6lément =x €E n'appartc..zt pas & £{E) ,

g{x) ne pourrait appartenir & £ ; or la restriction de g & B sat un

isomorphisme de ¥ , et par hypothése g{(E)c E . Donc f(£)=E , ce gui

prouve gue B est une extension galoisienns.

52

orgliaire. Pour gu'une exXteusion E de K soit gsloisienpne, il faut et

il suff t que tous les conjus K d'un élément guelcongue

de B agpa“tigaaent a B .

En effet, si £ est un isomorphisme de E relatif & K , 8% X un élément
guelcongue de E , f£(x) est conjugué de x par rapport & K (§ 5,pTop.5),
donc f{x)eE , clest-a-dire f(E)c E .

De la proposition 1, on décuit que, si (B ) est une fanille dfexten-

sions galoisiennes de X , l'intersection E des corps E, est encors ume

extension galoisienne de K ; en effeil, 8i £ est un isomorphisme ds E

prolongé en un automorphisme de L) soma BBy f(k J e B o
guel que soit ¢ , donec P(B)c B , ce qui établit la proposition.
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PaTLl toutes les extenaiona galoisiennes ‘de K qu1 contiennent une exten-
sicn donnée E (non galoiszenne) de K 71l en existe donc une contenue
dans toutes les aulres. '

De méme, le plus petit boggs F contenant les E_ est galoisien ; en
effet, E=K<<{zj 53:7, donc tout élément de F est égal & une fonction
retionnelle d'éléments (en nombre fini) des B, & coefficients dans K .
Tout isomorphisue de ¥ a pour restriction & E un 1somornhzsme de E@ 5

donc un autcmorphisme de Eﬁ ; il transforme donc tout élément de F en

un 4lément de F .

Proposition 2. 8i (f;) est vne famille de polynomes de K geﬁ 1@ plus

petit corps contenant toutes les racines des £, est une extension

Zn effet, tout élément de ce corps E étant une fomction ratiomnelle
de racines {en nombre fini) des f; , & coefficients dans kK , %tout iso-
morphisme de B transforme un élément de E en un élément de E , dloht

la propesition, dfaprés la prop. 1 .

'}

position 3. Si N estwunemextenSLOn,ialclslenne"de X , et E une

extension de K telle que KC EcC N , toult iscmorphisme de B relatif

8 K peut éire prolongé en un sutomorphisme de N (relatif a K ).

En effet, si T est un tel isomorphisme, on peut le prolonger en un
aﬂtQmO?leS e T ae QL , ot la restriction de ¥ & N est un isomorphisze
aeﬁ,mmumeMWMMSMN,

<

rie de Gelois. Uéfinition 2. On appelle groupe de Galois {ou simplemen

(an

groupe) relatif & ¥ , d'une extension galoisienne E d'un corps K , l1s

groupe des automorphismes de ¥ relatifs a K .

Lg théorie de Galois est l'étude de deux fonctions : l'uns g gui,

& tout sous-corps E de H tel que K cCcBE c N (guand nous parlerons de
D
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gouSaCorps de N dans ce Laragraphe, il ne s'agira jamais que de sous-
corps de cette nature), fait correspondre un sous-groupe g(#) du groupe
1 de{ﬂ ; L'autre k qui, & tout sous-groupe A du groupe ]’ , fait
correspondre un sous-corpe k{ A ) de N . Ces applications sont @éfinies
comme suit : g(B) est l'ensemble des automorphismes de ¥ qui laiszsent
inveriants tous les éléments de E (autrewment dit, l'ensemble des auto-
morpnismnes de N relgtifs é E , ou encore le groupe de N ., considéré

comme extension galoisienne de B) ; k{ /A ) est le sous-corps formé des

¢lénents de N qui sont invariants par tous les automorphiszmes apparte-

s

nant & /A (il eet immédiat que cet ensemble est un corps ot gqufil

contient X ). -
HBous étudierons d'sbord les propriéiés de ces spplications relatives
2 la relation d'inclusion entrs sous-groupes de I’ d'uvoe pary,

sous-corps de N de l'autre :

.w

Proposition 4. Soit (B ) une famille de sous-corps da K , E le plus

petii scus-corps de N contenant (z} E, ; g(B) est l'intersection des

@

ouc-groupes g(E, ).

¥n effet, s8i vn automorphisme de N laisse invariants tous las
¢lénents de B , il laisse invariants a fortiori tous ceux des L
donc appartient 4 chacun des g(E@} ; réciproguement, s'il appartient &
(} g{k,) , il laisse invariant toute fonction rationnelle d'éléments de
Lg E, & coefficients dans K , donc tout élément de E .

Proposition 5. Scit ( [g%) une famille do sous-groucws de [

le plus petit sous-groupe de [' contenant L&j Q%p; k( A ) est
(73

l'intersection des sous-corps k( A )

En effet, si un élément de N est invariant par tout automorphisme

de /\ , il 1l'est en particulier par tout ceux des il@ , donc appartient




A - 931 -
4 chacun des k( Aﬁ) ; réciproguement, s'il appartient & Q k( A«, )
il est invariant par tout automorphisre de L;} A,’ , Gonc par tout
coumposé d'un nombre fini de ces automorphisaes, cfest-é-dire par tout
zutomorphisme de A

Comme cas particulisrs de ces propositions, on voit gue la relstion
B¢ E' entraine g(B) D g(8'), et gue la relation A < [S entraine
A ) > Kk A') (on peut encore dire gque g et k sont des fonctions

décroissantes).
Remargue. Si F est l'intersection d'une famille (B, ) de sous-
corpé de B , g(F) contient tous les groupes g(B, ), donc aussi le
pius petit sous-groupe d.é P conténant U g(Ef'), mais il n”esé;
pas nécessairement ident_ique é. ce sous=gro;pe ; on peut faire
une remarque analogsue pour k( A ) lorsque /\ est 1l'intersec-
‘tién d'une famille de sous-groupes de I' (voir exerc. 9).

51 B est un sous-corps de H , on désignera par E, l'exiension sépara-
ble gssociée & B ( §5) par E le corps des éléments radiciels par rapport
8 B et ccn'i;enus dans N {autrement dit, E:Eof\ N ; si N est uns exteunsion

séparable de K , EOzE=E pour tout sous-corps de H ).

' Thécréme 1. Quel que soit le sous-corps E de N , on s k(g(E)jx g .

kn effet, ‘tout automorphisme de N gui laisse invariants tous les
&lénents de E laisse zussi invarianis les éléments radiciels par
rapport & E_ , contenus dans N . Inversement, supposons gue x%g ; le
polynome irréductible ¢ de E[e] , gui a x pour racine, a alors au moins

une racine y#x {yeHN) ; 1'isomorphieme u de E(x}, relatif & E , qui

transforme x en y , se prolonge en un automorphisme de N qui laissse
invariants tous les éléments de E , mais non x

Corcllasire 1. Si un élément de N est invariant par tous les sulomorphismes

du groupe de N par rapport & K, c'est un élément radiciel par rapport & K.

¢
A
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En particulier, les coefficients de la pomme par rapport a K
d'un polynonme de R[g] (8 5) sont des éléments radiciels par
Tapport a K . | '
Corollaire 2. Le corps N est une extension séparable du corps £ es

e

®

€lénents radiciels par rapport & K contenus dans N .

En effet, soient e1=e . 92,...,9m les con%ggués distincts d'un
6éléuent €€ B8 . Les coefficients du polynome ]—Tzevai)zf sont invariants
par tous les automorphismes du groups f’, do;;i(cor.i) appartiennsnt

& g'; corme f a toutes ses racines distinctes, et est le polynome irré-
ductible de %1?1 dont € est racine, © est séparable par rappori & %2‘

+

Coroliaire 5. Pour gu'on ait k(g(E))=E quel que soit ls sous-corps B

R “

dge N , 1) faut et il suffit gue N soit une exitension sépsrsbie de K .

= - - : =~
La condition est évidemment suffisante, puisqu'alors E=E gusl que
soit le sous-corps E . Elle est aussi nécsessaire, car si E est une exten-
: ~
sion inséparable de X , on a H #8 et Nozﬁ , donc k(g(ﬁc}}zﬁﬁﬁg :

Théoréme 2. rour gu'on ait g(k(A))= /\ guel gque soit le sous-groups

A de T', il faut et il suffit gue N, soit une extension finje de K .

a) La condition est guffissnte. Yosons E=k(A) ; ¥ , qui contient B,

o
en esi une extension séparable finie ; donc le degré LEO;E;} est asussi
liordre du groupe de Eo par rapport & EQ , clest-a-dire l'ordre du

groupe g{k(/\)) ; nous allons montrer que, si m est llordre de A\ S

de g(kéﬁl }) que si glk( A ))= é& ; €& qui établira la proposition.
Or, 'Q est unse extension simgle‘de EO , autrement dit, il existe

D
M
0:1

tel gue &0=Eo<<8j> (nous n'avons démontré cette proposition au

i o)

g

o
(AT

prop-8) gque lorsgue E, est infini ; elle sera établie au



543 -

pour les corps leiS, lndependaament de la théorie de Galoism).

uoient 51,a&,°..&3n),lesfeléments distincts de A ; lec coefficisntz
du polynoms YET'(e- (9)) sont invariants par tout asutomorphism
de‘ék , Gone appdrtleunent & EB ; comme 9 est racine de 9 , son degré
eat {m, d'od la proposition. '
b)lba condition est pécessaire. Pour le ¥oir, pous allons d'abord
montrer que, si Ro est une extension infinie de K , 1s groupe 1

Z 3

n'est pas dénombrable. En effet, il existe alors uns suite fa ) d4'é1

(D\

ments de N telle que, si on pose K -K<<a B5---,8, 7, on ait

w%@?kﬁli 8l g est le degré de a  par Tapport & K} .+ ©on & done

S & 5 4.

g 71 guel gue soit mn . Soient u, ; (1 gj.gqn} les isouorphismss
24 5 £

distinets ds Kﬁ relatifs & 53_1 {prolongés en des suiomorphismes ﬁa B},
A

ut

et
Q
@

suite e=(K_) d'entisrs tels que 1 gkngqn , Teisons corres

pondre la suite des isomorphismes £ =u Uy po..c0l . ; P eont
n 1,k s€y 15y n
un isomorphiesme de K relatif & K , et la restriction de :n+ﬁ & kK
prolonge celle de f a K ; 81 B est la réunion des corps Kn , on
définit donc un lsomorphlsﬁe g, de B , en posant g {x)«La(x} si
zwezﬂ ; cet isomorphisme se prolonge ensuite en un sulomorphisme de H ,
gus nous désignerouns encore par gg . CLela posé, deux automorphismes gé
correspondant & des suites s distinctes sopt distincis (35, prop.2) ;

. ' 17
lonc la puissance de | est au moins égale & celle de llspsemble des

.
m )

s'

teg &8 , cest-u-dire & celle de %:f () , ce gui prouve guse L

9.4.

1

)

n'esgi pas dénombrable.
- o s o ““é
Cela étant, soit A sous-groupe infini dénounbrable de L (par
exemple, le sous-groupe engendré par une partie dénombrable de L )

81 on pose E:k(£§ ) - Eo est une extensiorn infinie de EG , C&r son
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Ce qul précede montre alqrs_que 'g(E) est non dénombrable, donc

A #alk( A)). - '
Ce théoréme correspond au corollaire 3 du th.i, et ne caractsériss
pas les sous-groupes A tels que g(k{ A))= A ; on verra dans
l'Appendice I cozment on peut faire cette caractérisation par
l'emploi d'un langage eaprunté & la Topologie.

Les résultalts précédents se résument dans le théoréme suivent :

Théordme 3 (théoréme fondamental des extensions gsloisiennes). Pour

gue les applications g et k soient réciprogues, il faut i il suffit qus

N soit une extension (geloisienne) séparable et finie de X ;

une appiicetion biunivoque et décroissante (pour la relation — ) de

=y
el
N e

ilensenble des sous-corps de N sur 1'ensemble des sous-groupes de

et pour tout sous-corps Bde N , l'ordre de g{E) est égal au degrs |N:E|,
= =t

l'indice ( I’ :2(B)) au degré EE:K] .
be dermier point résulte de 1'6galité du degré récuit et du degré
dfune extension séparable et finie, ainsi que de la formule
[B:x] = [§:E] . [E:K].
Corollaire 1. Si B est une extension séparable et finie de K . il n'v a

gu'un noxbre fini de corps distincts F tels gue EcPc E

p effet, d'aprés la prop.2 , la plus petite extension galoisienns K
de K contensnt E est une extension séparable et finie ; diaprasg le
th.? , il n'y 8 qu'un nombre fini de corps F tels que KC Fc X 2

a fortiori le corollairse.

=

dlo

Corollaire 2. Si N est une extension séparable et finie do X , E, et B,

deux sous-corps de N , g(quﬂEg) est le plus petit sous-groune de |

contenant g(B,) et g(EZ) ; de méme, 81 A, et A, sont deux

sous-groupes de Zﬁ . k( Zlifﬁ Z;z) est le plus petit sous-corps de N
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Cette conséquence immédiate du fait gue g est biunivogue et décrois-
sante, coxpléte, dans le cas envisagé, les prop.4 et 5

| Sous-corps conjugués. Sous-corps galoisiens. Soit N une extension galoisienne

guelconque de K , E un sous-corps de B , o un automorphisaes du groupe
I“l ; 11 est facile de déterminer la relation entire les grcupes g(E)
et g(o(E)) ; en effet, pour qu'un automorphisme © laisse invarisnt
tous les éléments de o(E) , il faut et il suffit que 63?2 ¢ laisse
invariant tous les éléments ée E , dome

o S ’,1
(3 glo(E)) = ag(B)s
De la méme manidrs, on volt gue

KoAo ') = alk{ A)) .

Pour gue E so0it une extension galoisienns de K , il Tautl et il suffit

S

que of(B)=E quel gue soit o€ [ . Les formules (1) et (2) et le th.

Proposition 6 . Si E est un sous-corps galoisien de KB , z(E) est un

sous-groupe distingué de T° . Réciproguement, si g(B) sst un sous-groupe

fa 4 g
digtingué de [' , B est une extension galoisienns de K .

o

oo
[
&
&

: ~L
On nctsra que lorsque E est une extension gasloisisnne de K

T8

est de méme de l'extension séparsble Eo associée £ B .

- Propogition 7 . Si E esl une extension galoigisnne de X contepue dans X ,

i® groupes do Galois de E relatif & K est isomorpne au groups guotient
[' /&(B).

¥n effet, toul automorphisme de B esi slors la restriction o 8 E

d'un automorphisme ¢ de N ; donc ¢ —> 0 ©sl une représsutation du
: : At
groupe de Galois de N sur celui de E ; en outre, pour gue 5, =oit

1'autonorphisme identique, il faut et il suffit qus oeglE) dispreés
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. Hemsrgue. La proposition 6 montrs que si E est une extension
223‘ galoisienne de kK , ot ¥ une extension galoisienne de E , F

n'est pas nécessairement une extension galoisienne de K .
En effet, soit N une extension geloisienne de K contenant F ,
[’ son groupe par rapport 8 X , [& son groups par rapport & E |
@& son groupe par rapport & F . La prop.b montre que A est
sous-groupe distingué de ' , et ©® sous-groupe distingué de
A , mais on sait qu'il n'en résulte pas nécessairement que ©&
soit sous-groupe distingué de I’ (voir ezerc. 2).

Zxtension du corps de base. Soit N une sxtension galoisienns de K , et S un

corps contenant N (extension algébrigue ou transcendante de N). Soit

1

ane extension de K contenue dans 8 , 6t N' l'extension XK' HE>

£t . N' est uns extension slgébrique de K', puisque tous les éléments

o
&

o

¥ sont algébriquses par rapport & X , donc aussi par rapport a4 K!' .

_f‘:}d
el

En outre, comme tout isomorphisme de N! relatif & K' transforme un

o 2

¢lément x de N en un élément conjugué de x par rapport & K' , domc &

e
Q
&

rtiori conjugué de x par rarport & K , B! est une extension galoisienne

de K' . 11 est évident en outre gue tout automorpbisne de B! relstif a

E' ost bien déterminé par sa restriction & N , qui est un automorphisme

o de N relatif 4 K laissant invariants les éléments de K'V N . Récipro-
gusment, tout automorphisme ¢ de N laissant tous les éléments de K'NE

invariants, peut &tre prolongé en un sutomorphisse de B! relatif & Kf .

Iy

:
A

w0 effet, soit @; 1l'ensemble des applications ¢ ayani les propriétés

I

suivantes : 1) ¢ est un isomnorphisme relatif & XK' d'un sous-corps H
de ' ; 2) ¢ coincide avec ¢ sur HNN . Il est immédiat que 5 .

crdonne psr la relastion de prolongement, est industif, donc a un élément

maximal ¢ , isomorphisme relatif & K' d'um souc-corpse H .
ol (6]
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EO cbatient R ; sans quoi, il existerait un élénment © de ¥ , n'apper-
tenant pas & B , done algébrique par rapport & E ; on pourrait alcrs
prolonger 9, en un isomorphismé 66 de Ho<;9;>, en posant 50{6):0§8} -
done 55 appartiendrait encore & ii , contrairenent & i'hypothése ;
commne Hc:;ﬁo , on a HO=N' - ce gui établit la proposition, et par
suite l'énoncé suivant :

Proposition 8. be groupe de Galois de H' par rapport a K' est

isomorphe su sous-groupe g(K'\N) du groups do Gslois de # par

rapport & K .

Groupe de talois d'une équation algdbrigue. Soit £ un polynoze {irréductible
_ ou non) de K[e} r Gy az,.c,gaﬁ ses racines distincies dans 1
tension aigdbrigue maximgle de K . Le corps E=K<:&?,@ oo sy Ty @381
ne extension galoisienne de K {prop.2) qu'on appelle le corps des
racines du polynome f {ou de l*équatioﬁ %(x}:@} ; son groupe |  par

roapport &4 K est appelé le groupe de Galois ({(ou simplemsnt ls groupe )
PP L £Ioupe b £8 B¥Youd

de 1'6guation f(x)-O (ou du polymome ). Tout automorphisme 5 appar-

PE 2
£

tenani & , Testreint 4 1'ensemble éai,,.aggng est une permutation

dg cet emsemble ; et réciproguement ls donnée de qiai} pour tous lss

indices i délermine la valeur de o pour tout élénent de
£E<a,, a@y,...58, " ; done I' peut 8tre identifié au groups des pernu-

tations correspondantes des % donc & un sgus-groupe du groupe

symétrigue Q;zz'

On notera qulen général, le corps K<(ai;> obtenu par adjonc-
tion & K d'une racine de f , n'est pas identiqus su corps des
racines de £. 8'il l'est, on dit que f(x)=0 est une édguation

1)

(s

galoisienne ({(ou mormals). L!éguation f{x) 0 est appeld

abélienne (resp. cycligue) si son groupe de Galois esi sbdlien

{resp. cyclique).
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La détermination explicite du groupe de Galois d'une équation explici-
tée lorsque N est séparable peut se faire par la méthode suivante : |
Considérons le corps N! .N(e 2,...,en) des fractions rationnelles

de n letires sur B ; si XK' est le corps K(elgeg,.ea,en), on a
E':K?<<a1,a2,.o,,ah:>, et d'apr.s la prop.8 N' est une extension galoi-

7,

sienne séparable de K! » €t son groupe par rapport & K' est isoncrphs
& I' ; on 1'identifiera a T' . Si on considdre 1'é&lément

8 = ea, + e,0, ® . > e %,
de K', ses conjugués par rapport & X' sont les &1 éments

(€ )=e @{a1)+a,c(a H...+e a(qn)
0% ¢ parcourti le groupe I" ; ces élérents sont tous distincts, domec le
ngéé‘da 6 est égal 4 l'ordre de I' , clest-a-dire & EK‘;K‘E.; et il en
résuite_qae ﬁ’zK'<(6:>. Nous allons former le polynone irréductibl@ @
de K?[ei dont € est racine, et en déduire le groupe I' . Soit #n @ 1la
permataQJQn du groupe Q; telle gque ala, }=a a-1(1) 5 o0 =

G'ﬁ) ﬁﬁ e ; 81, pour toutes les pernutations =
R

a .
1a (9) é% m(1)*
du grgupa Gén , on pose =(8) = éZ:eT(ija.., on voi! gue ¢ est un

24

i 5 2 7z ~Fo \ ’EM _,.
facteur irréductible du polynome g = i i {e-7(8)) de Eze?;eaio.zeﬂ,ejv

Or, les cosfficients de ce polynone sont des fonctions syméiriques des
%. , donc gppartiennent 4 K ; autrement dit g sl un polynome ds

K 9458 5-04,8, ,ej » qu'on peut déterminer explicitement lorsque £ est
donné. Soit alors £=2,&,--8. la décomposition de g en facteurs irré-
ductibles ; si <p==g_E par exemple, e si, pour tout polynoms g h de

Ki e q7°°°22,,8| on désigne par n{h) ce que devient h lorsqulon y

S

remplace s. par e ) (1€ign) , on voit gue les permuta
B
T B
oupe | sont le rermutations telles que K{g”}ﬁg? . B'ailleurs,

gr
d'aprés la formmtion de g , i1 existe r-1 pernutations Ek (2€ k g2)
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telles que g=7 (g, ) car pour ‘toute permutatlon x , ™g ) est un
facteur irréductible de g F et on peut toujours choisir n de sorte gue
n(g1) ait un facteur commun e-n(e) avec gk , donc coincide avec & i

le groupe des permutatlona z telles que gk-n(gk) est donc identique &
=~

= I' &, , et est par suite isomorphe & T . Ainsi, pour avoir le

groups [° , il suffit de décomposer g en facteurs irrécuctiblss, et

de déterminer le sous-groupe de G;n laissant invariant un de ces

&

facteurs.

Fopctions gyméiricues des racimes d'un golxnome. Nous venons de nous sppuyer,

pour déterminer explicitement le groupe de Galois d'upe équatﬁon? sur
le théoréme des fonctions symétriques (chap.IV, 25,th.1) : nous allons
volr gus ce théorénme lulameme peut &tre établi comne conseaueacs du
théor<me fondamental des exten81ons galoisiennes {dans la démonstraticn
dugusl on observera gue le- theoréme -des fonctions symétriques n'a pas
6t6 utilisé.) |
Soit en effeu K un corps quelcongue, E:K(eﬁ,ez,..cge } le corps des
fractions rationnelles de n lettres sur K . Considérons dans K [e]
le polynmcme ¢ =ﬁ(e-e.)=e +Z:.( 1)k . » ot les 8, (1<kgn)
sont les n fanctlggz syaétriques elemantaires des e, . S5ion pose
E=K<;s1252,,¢.3sﬂ>>, E est une extension ds K contenue dans N , 8t @
appartient & B [e] . Comme .N=E<:e1,eg,?.°,en:>, et gue les e, sont
les n recines distinctes de ¢ , ¥ est une extension séparsble, finis
¢t galoisienne (prop.2) de B . Soit alors f une fraction rationnelle
gynéirigue de N ; toul automorphisme de N relatif & E pernmute le e. ,
donc laisse invariant £ ; done(cor.1 ou th.1), £ appartient & E , et est
par sulte égale & une fonction rationnelle des 8; , & coefficients

-~

dans K
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Un peut en outre prouver amssi de cette manidre l'unicité de l'expres-
sion d'une fonction symétrique a l'amide des s; (cbap.IV, % 5,prop.3) ;

tout revient & prouver gue les 85 forment un systéme algébriguement libre

par rapport & K . Ur, 8'il n'en é6tait pas aingi, le degré de transcendance
de B par rapport & K serait <n ; comme E est une extension algdbrique
ds E , le degré de transcendance de R par rapport & K serzit aussi < n ,
ce qui est absurde, les ei formant un sysiéme algébriguement libre de
n élérents par rapport a4 K .
Hemargues. 11 est immédiat que toute permutation des e; définitl um
sutomorphisme de N qui laisse invariasnt E ; donc le groupe de Galois

de N par rapport & B est le groupe symétrigue Q;Zl . En outre,

commne il existe une permutation de ce groupe transformant e, en

les e. sont tous conjugués par rapport & E,
g ! i

ce qui prouve que @ est irréductible dans B .

1'un quelconque des @

Enfin, comme les s, forment un systéme algébriquement librs,

E est une extension transcendante pure de K , isomorphe & N .

Exercices. 1) Toute extension de degré 2 d'un corps K , et toute
extenéion de K engendrée par une famille d'éléments de degré 2

par rapport 4 K , est galoisienne.

2) Le polynome e°- JE' est irréductible dans K = Q( J2)

(Vﬁg étant une racine de l'éguation x?-2=0) ; 81 E est l'extension
de X obtenue par adjonction d'une racine de ce polynome, montrer que
E n'est pas une eoxtension galoisienne de () (6tablir que i= gﬁf?
n'appartient pas & E , s0it directement, scit & liaide des proprié-
tés du corps des nombres réels). Quel est la plus petite extension

aloisienne de {) qui contient B ? Déterminer la structure de son

8]

e

groupe par rapport & Qz , ainsi que celle des groupes g(E) et glk).
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5) Soit () 1l'extension algdbrigue meximale d'un corps X , x un
é6lément de ) n'sppartenant pas & K , E une extension maximale de

K ne contenant pas x (exerc. du § 4) ; montrer que E<x> est une
extension galoisienne de E dont le groupe est cyclique et dfordre
premier r . Montrer que toute extemsion gsloisienne séparsble et
finie de B est de degré r (utiliser le th. de Sylon (chap.V, §4,
exerc. 24) ).

4) Soient B;,B, deux extensions galoisiennes d'un corps K , E  leur
intersection, E le plus petit corps contenant 51 et EZ (" composs®
de E, et E5) . On désigne pag El 5 I; , I' les groupes de %.,B,

t =

et B respectivement, relatifs a K , par & , A

LI

e ) 2
ment. A toute classe {(mod. Zlﬂ) de fl ; 80it @, , correspond la

3 les sous-groupes

de B, ot Eg respective-

de correspondant au sous-corps & E

classe (mod. le) de I; , 8oit T_ , formée des automorphismes
de El dont la restriction a E, est identique & la restriction de

%
tout sutomorphisme de 31 ; on défipnit ainsi un isomorphismg 9 de

Eg, / A@ sur I; / Az, Hontrer gue le gréupe [' est isomorphe
au sous-groupe & du produit 1‘; X f; , formé des couples (a,ﬂgg}
tels que, si 51 et Eé sont les classes de o, et 9, respectivemnent
dans E /Ai et PL / A& , on ait = @(31) (reisonner comme

dans la prop.8).

5) Soit FH une extension galoisienne séparable et finie dgun corps K.
On dit que N est le "zomposé direct” de n S0US=-COTPSs galoisieﬁs
Engg»°°°aﬁn sl N est le composé des E; , et 8i l'intersection de
chacun des E; avec le cbrps composé des Ej pour J#i , se réduit & K
Siontrer gue, pour que N socit composé direct des Ei il faut et il ‘
suffit que le groupe [' de N par rapport a K soit le produit dirsct

de ses sous-groupes &(E,)
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b) Pour gue le groupe de Galois du corps des racines d'un polynome

séparable .fe K’[e] soit transitif (considéré comme groupe de permu-

tations des racines de :-)_,_,il faut- et il suffit gue £ soit irréduc-

tible dans K[e] . | ‘

7) Scit fekK [e] un polynome irréductidble et séparable de degré n ,

- dont le groupe de Galois soil gbélien ; mgntrer que ¢ groupe est

dlordre n , et gue, si 8 est uue racine quelcomgue de T , le corps

des racines de T est identique & K<8> (2i un szutomorphisme du

- groupe de Galois iaisse invariant 9 , montrer qgu'il laisse invariant

toutes les raéines' de £ , en utilisant ls fait que le groupe est

abélien ot transitif). "

B) Soient f et g deux polynomes irréductibles et séparables ds K [e],

m le degré de £ , n le degré de g , o une rascine de £ , § une racine

de g . Soit f=f, fg £, la découpoesition en facirurs irréductibles

de £ dans K87, 88185 -8, celle de g dans X <o} . iomirer

que r=s , et qu'on peut permuter les g; de sorie gus, gi m. sst le

degré de f; , n, celui de g; , on ait n/n = mi/ni . {8oit N 1e corps

des racines du polynome fg , T’ son groupe de Galois, /A le sous-

groupe de 1' correspondant au sous-corps K<B8>. Soit a. une des

racines de fi ; hi le polynome ds E<a’i7ie:‘§§ .dont 8 est racine.

A 1l'aide de l'exerc.4, montrer qu'il existe un sutomorphisme g, de

T tel qus ci(a.i)za, , et en déduire que, pour izj , les polymozes

@i{hi) et cj{hj) sont des facteurs distincis de g dans K<la> .

Etablir emsgite la relgtion mi/nizm/n en évaluant de deux gmpiéres
)

9) Soit N=K(e,,e,) , B=K <e?+ea,e1ez‘7, ot X est un corps de carscté-

P

différentes le degré du corps X< a;,B» par rapport &

=

rigtique p:;i) ; on a vu que N est une extension galolisienne de E .
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1 1 ‘
Soit F le corps N<ie:/p, ez/p,(eq+az)‘/p ; ¥ est une sxtension
1
galoisienne de E ; scient F,g, ?2 les sous-corps H(e;} > F(e /p

de F ; monirer gyue l'interseciion des sous-groupss g{Fﬁ}, giFe} du
3

groupe de Galois | de F par rapport & B , ss réduit & 1'élément neutre

at E st

o

de ' , mais qus le plus petit sous-corps contenant F,
£

distinct de F .

10) Pour une extensxcn algébrique guslcongue E d'un corps K , on dési-

gne par | le groupe des aulomorphisgmes ds B relatifs 4 ¥ ; pour tout

sous-corps F de E (contenant K), g{F)} est le souz-groupe de ' Tformé

des zutomorphismes de E laissant invariante tous les é&lémenis de F ;

pour tout sous-groupe /A de [’ , k{ /\) est le sous-corps de E formé
£
des éléments inverianis par tous les automorphismes de 2
Montrer gue le sous-corps S = k{g(K)}) = X{ Zg} est le plus petit

sous-corps F de E tel que E soit une extension galoisienne et séparabls
de P {utiliser le th.1 pour montrer que tout corps P avant cetie

propriété contient S ; pour montrer gque E est une extension galoisisnne

et péparable de S5 , prouver que, ei a est un élézent guelconyus de E ,

8y =8;8n,.00,8 ses transformés distincts par les automorphisuzes de

T
T" , le polyncme II (e-a,) appartient a 8 {e] ).

1) Avec les notatlcns de l'exercice 10, montrer gque, pour gue E soit
une extension galoisienre de K , il faut et il suffit gue 5 soit une

extension radicielle de K (pour voir que la conditionm esi suffisante,

| LT
o

e

remarguer gus, si elle est remplie, pour tout polynome ¢ de 8 |e
)

‘5-3

il existe une puissance de ¢ gqui so0it un polynome de XK

e

)

Lo Ty |

8 est alors le corps formé de tous les éléments radiciels par rapport

& K contenus dans B .

12) Avec les notations de l'exerc.10, soit 8 1'extension séparsble
de K associée 4 S . Monirer gus 8 est le plus petiti sous-corps ¥ de B

S (§]

W
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tel gue B soit une extension galoisienne de ¥ (utiliser le th.1 pour

montrer que, si ¥ posséde cette propriété, 35 est une extension radi-

cielle de F , ot par suite que S, < F ; utiliser ltexsrc.11 pour
xontrer gque B est une extension galoisienne de So).

42) Avec les notations de l'exerc.10, montrer gue, pour gque gik(gﬁ)):é
pour tout sous-groupe A de T' , il faut et il suffit que le groupe T
soit fini (remarguer que [’ est le groupe de Galois de E par rapport

&2 S, et aypliquer le th. 2). '

14) Soit E une extension algdbrique de X , E, l'extension géprable
asscciée, R le sous-corps de E formé des éléments radicisls par rappor

& ¥ , contenus dans B . 8i N est la plus petite extension galoisienns

£

e

\....

de X contenant E , N, 1'extension séparable sssocidée a N |, montrer
EO est la plus petite extension gsloisienne de K contenent & .
Si E est une extension séparsble de R , N est identigue azu plus pstit
corps contenant R et N (cf. 29, exerc.19) ; en déduire gue tout
élénent radiciel par rappcrt 8 K , contenu dans N , est alors contenu
dans R (remarquer que N est upe extension séparabls de Rj.

4%) Avec les notations de l'exerc.i10, montrer que E est le plus petit
corps contenant 8 et l'extension séparable EO gssociés 2 B .

16) Soit A un anneau arithmétique, K son corps des guotients, [)

un idéal premier de A , A' 1l'anneau quotient 2»323 , K' le corps des
quotients de A'. Soit £ un polynome de A [e] , g le polynome de A’[e}
gui lui correspond par 1‘'homomorphisme canonique de A sur A! . 51 on
suppose gue £ et g n'ont gue des racines simples, montrer gque le
groupe de Gslois du polynome g est isomorphe & un sous-groups du
groupe de Galois de £ (utiliser la méthode de détermination du groupe

de Galois d'un polynome, donnée dans le texte).




- 555 -

@ 7. Bocines de 1'unité. Corps finis.

Bacipes da l'unité. Soit K un corps commutatif guslconqus, doni nous désigne-

rops par 1 1'élément unité. On appelle racines n-iémes de 1'unité de £

les racines du polynonme e=-1 ; ces racines sont algébrigues par rapport
au corps premier P contenu dans K . 8i K est de caractéristique p > O ,

on psut se borner & considérer le cas o n nfest pas divisible par o ;

k :
en effet, supposons gue n=p m , ofi m n'est pas divisible par p ; on a
m m o, . s,
alors eP-1=(e )® -1 =(e -1)¥ , donc les racines n-iénmes de 1l'uniisé
sont zlors identiques aux racines m-iémes de 1'unité. Hous supposons

donc dans ce gui suit que & %;0 {(p). 11 est clair qus 8i n =0

1

mod. m) touts racine m-idme de 1l'unitéd est sussi racine n-idme de

A

- e n-1 - o
L dérivée ds & -1 éLant ne , ne sfannuls gue pour x=0 , gui n'sst

- : n o -~ ' = .
pas racine de € -1 ; donc € =1 n'a gue des racines simples ; il y &

exactement n racines n-idmes distinctes de l1'unité ; bien entendu 1 est

une de ces racines ; les n-1 autres sont raciases du polynome
. ; . - n-2 -
(e”-1)/(e-1) = ™ '+ & “+...to¥1 .
e - n
On désignera par Bn(ﬁ) le corps des racines du polynome e -1 ,
autrement dit, le corps obtenu par adjonction & X de toutes les racimes

n-idmee de l'unité ; on l'appelle le corps des racines n-idmes de

1f'unité de K . Comme toul corps de racines, c'est une extension

galoisisnne finlie de K'; elle est en outre séparsbls.

Leg racines n-iémes de l'unité forment évidemment un groupe multipli-

catifl Gﬁ ; nous allons voir que :

Proposition 1. Le groupe nmultiplicatif %n des racines n-iémes de

1'unité d'un corps K , est un groupe cycligue dlordrs n .

Démontrons-le par récurrence sur le nombrs des facteurs premisrs
distinclils de n
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1° nzqk , ot q est premier. Toute racine qk'1-iéme de 1'unité est
aussi racine qk-iéme ; comne il n'y a gue qk"1 racines qk"1wiémes, il
existe une racine n-idme § telle que gq -17*.1 ; comme 1'ordre de §
dans Gn est un diviseur de qk et ne peut diviser qk°1 Al gat égal &
qk:n , Ce qui prouve que f engendre 'Gn ;

20 supposons n=rs , o4& r et s sont premiers entre eux et > 1 ; la
proposition étant supposée vraie pour r et 8 , s0it % une racine r-iéms,
p une racine s-iéme, engendrant respectivement les groupes Gr- et GS -
Le p’f‘oduit %h ?k est unes racine n-iéme de l'unité, et on ne peut
avoir § ? que 81 h =0 (r) et k =0 (s) : en effet, on en tire

kr 4
7 5
{Eged,s) ; on voit de z8me que h =0 (mod.r) . Il en résulte immédiate-

donc kr = 0 (mod.._s), et comme r est premier svec s , k=0

ment, d'une part que Gﬂ est le produit direct de Gr st G@ ; dtautre pari,

€7 est un €lément d'ordre n dans G , cer on ne peut svoir § Ba
gue si m =0 (mod.r) et m =0 (mod.s) , donc, comme r et & sont
premiers entre sux, m =0 (mod. rs).

Les racines de 1'unité qui engendrent le groups Gn sont appelées
recines primitives de 1'unité ; si 3 est l'une d'elles, il sst facilse
dfavoir toutes les autres ; en effet, toutes les racines de l'unité
sont de la forue ga , o O gagn-1 ; et la condition (?8’) =1 est
équivalente & am =0 (mod.n) ; pour que cette comgruence soit éguiva-

lente &4 m =0 {mod.n) , il faut et il suffit que s so0it premier evec n

{chap.V, £5,prop.8) ; le nombre ¢(n) des racines primitives distinctes
east donc égal au nombre des entiers a premiers avec n et < n .
51 n=rs , o r et 8 sont premiers entre eux, il résulie de lsa
déxonsiration de la prop.1, que toute racine n-iéme primitive j
peut s'écrire §= %‘? 5o % et p sont des racines r-iémes st

s-iémes respectivement ; en outire, % et p sont des racines
& £
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rimitives, sans quoi § serait d'ordre <z dans 6, ; comme
inversement, la démonstration de la prop.1 montre gue % n
est racine primitive si §; 17 P le sont, on voit gqu'on 2
9(n)=9(rs)=0(r)o(s). La détermination de ¢(n) se ramdne donc

1
au cags ok n::qxc ; Q@ premier ; mais la démonstiration de la prop.’
k k-1

prouve qu'il existe alors g -=q racines primiti?es, donc
k-1
9(a¥)=a*-q =0 t -1/a).
By np By

Si n=G,; 4, --Qy est 1la décomposition de n en PYacteurs pre-

miers (les q, étant distincts), on a par suite :
o(n)=n(1-1/q )(1-1/g,)...(1-1/q, )

La fonction o{n) est appelée indicateur d'Buler.

84 g est upe racine n-iéme primitive 48 1l'unité, le corps ED(K} sat
donc identique &8 K< %} Soit [’ son groupe de .Gaiois par rappert a4 K ;
toute substitution de | transforme g"en une recine priwmitive, donc
de lz forme %a’, ol a2 sst premier avec m , et esi entidrement déter-
minée par ls donnée de 2 {(mod.n) ; nous la désignerons par 6, - On a en
outrs -55{05(‘3)) = o_( §b)= (aa{ §)>b = %ab , autrezent dit o o =0, ;

done :

Propoeition 2. Le groupe de Gelois du corps ﬁn(K) des racines n-iémes

de 1l'unité, est iscmorphe & un sous-groupe du groupe multiplicatif des

9{n) classes (mod.n) premidres avec p ; il est donc sbélien.

Corollaire. Le degré du corps BE(K) par rapport & K est un diviseur

de ¢(n).
La détermination du groupe de Galois | dépend essentisllemént
du corps K ; 4 1'aide de la prop.8 du 36 , on peut se limiter
au cas ol K est un corps premier ; la détermination do [

pend alors de la caractéristique de K (voir exerc. 3 st 7).
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- Posons h=9(n), et soient %, $50-+-5§, les racines n-idmes primi-
tives de 1'unité ; si k est l'ordre du groupe L ; 1e polynome _
@n =H(e- i’i) est égal & un produit de h/k polymomes irréductibles
de deg,;‘é k , appartenant & K[e] ; donc (én appartient lui-méme &

X[e] . I1 est facile de le déterminer ; en effet, une racine n-idme
quelcongue de l'unité est racine d-idme primitive de 1l'unité = pour
un diviseur d de n bien déterminé : si § est une rdcine primitive

‘n-iéme, une racine ﬁ=iéme 5 ®  est racine primitive d'ordre n/b ,

o b est le p.g.c.d. de n et a . On a donc, guel gue socit n s

1tidentité
24,114
(1) e 1= djn @
guli permet de déterminer @ n Par récurrence ; bar exemple, 8. g

k

: e - k-1
est premier, on déduit de (1), appliguée pour n=qg i n=g s, que
k-1

$ = Frsaltlog 205 ) s e (a-ajg it
{voir exerc. 2). s
Corps finis. Comme nous le verrons au chap.VII, un corps fini X est nécessai-
rement comnutatif ; comme il est nécessairement de caractéristique p>0 ,
c'est uns extension finie de son corps premier P = 1/(p} . S0it n 1le
degré de K par rapport & P ; si 8, 585)000,8 est une base vectorielle
és K par_rﬁpport a4 P , tout élément de K se met d'une seule manidre sous
la forme fi; % 12y s ol les % ié. P , et réciproguement, toute expression
de cetle forme appartient &8 K ; il en résﬁl‘ta asussitdt gque K est un
ensemble & q:zpn éléments. |
Le groupe multiplicatif K% des éléments %O de K est un groupe fini
d'ordre g-1 ; on a domc, pour tout élément x€ K%, zq°1=’5 , 6t a fortiori
x%=x . Comme cette derniére rolation est aussi vérifiée pour x=0 , on voit
Qﬁe les g élénments 35&. (11 s\gq) de X sont racines du polynome el-g s

d'oli identiguement
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(2) e-e ~'T_T {e- f )

=4 ;
On voit donc gue K est nécessairement identique au corps des racines

du polynome e%-¢ de Ple] . Inversement ., pour toute puissance q—-:pn de p,
les racines de et-e forment un corps, extension finie de P , en vertu

.de la fomule {( %) du §1 ; comme P est un corpes parfait (comme tout coTps
fini), cette extension est séparable , donc a g élénents distincis.finei :

Proposition 5. Un corps commutetif fini a nécessairement un nombre

d'éléments q égal & vune puissance p® d'un nombre premier D . L'extension

F’Pn du corps premisr Fp Z/(p) , obtenue par sdionction 2 F’ des

racines du polynome ap -e , est un corps & qsp éléments, identigue &

l'ensemble de ces racines et de degré n par rapport &8 F_ ; st tout
T

corps fini 2 q éléments est iscomorphs & 5‘? n -

81 K= F a q-p ) le groupe multlp,a,icatif ¥ des éléments #0 de K
est identigue su groupe des racines {g-1)-idmes de 1'unité de ?Q -
comme g-1 est premier avec p , ls prop. 1 monire gua :

Proposition 4. Le groupe multiplicatif des éléments #0 d4'un corps

fini est un groups cycligus.

Corollaire. Le corps fini st une extension simple de son corps
D8 f2031 q = = 2338 g

premier Fp .

Il est obtenu en effet par adjonction d'une racine primitive {g-1)-idme

de 1'unité.
Tout automorphisme de ?q laisse invariani le corps premier FP -
le groupse I" de ces automorphisme est donc le groupe de falois de %f'q

par zapport & F’p . Or, il est facile de déterminer ces automorphismes s
comme pour tout corps parfait de caraciéristiquse P, chacun des isomor-
Dhisues x«@zp est un automorphisme de Fq : d.?autz*e part, si % est

une racine (g-1)-idme primitive de 1'unité, les n é&lémenis
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§ §p ‘;p ey gp sont tous distincts, donc, si o, désigne 1tauto-
morphisme x »xp ; les n automorphismes Oy correspondant & Ogkgn-1
sont distincis. Comme ]' est d'ordre n , il est identique & l'ensemble
des o, ; en outre, on a ¢ (ck(x))=ch(xpk)=(ch(x))Pk=xph = w;‘@ ;
donec 9% = %h4 3 PaT suite :

Proposition 5. Le groupe ' des sutomorphismes de F , gui est gussi
le groupe de Galois de Fq par rapport & Fp , @8t un groupe eycligue

d'ordre n .
Exercices. 1) 8i d est le p.g.c.d4. de m et n , montrer que le

d

P.-g.c.¢. des polynomes 62-1 ot &%-1 est %-1 .

2) bémontrer gue l'on s
@ 'ET (o8 )Hn/cﬁ

ofi L(n) est la fonct;aa d;e éé.obz.us xchap.’mi,gj,exerc.&) dans
1'annesu Z. (Btablir que cette expression satisfait & 1'identité
(1) en utilisant 1l'exerc.i2 du g3 du chap.V).

3) a) Si § est une racine n-idme de l'unité du corps F Z,/ P,
avec #G p) , g‘ et § sont racines du méme polymome lrrédac=
tible de F’ Eej (remarguer que x —>x° est un a&aomcmhisme de
toute extension algdbrigue de Fp).

b) Si % est une racine n-idme primitive de l'unité du corps Q ,
et p un nombre premier ne divisant pas n , montrer que E; et gp
sont racines du uéme polynome irréductible de () [el (raisomner
par l'absurde , en montrant, & 1'aide de a), que dans le cas con-
traire, e”-1 serait divisible rar le carré d'un polynome irréduc-

tible de ?p[e] ).

-

o=

c)} ¥n déduire que, dans Q,Ee] , le polynome @B est irréductible

=

(montrer gue, si 37 est une racine n-iéme primitive de l'unité
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du corps Q 5 f et g & sont racines du méze polynome irréductible |
de Q [e] , quel gue soit a premier avec n , en raisonnant par récul
rence sur le nombre de facteurs premiers (distincts ou non) de a).
4) Le groupe de Galois Tn du corps Bn(Q) par rapport & () est
isomorphe au groupe multiplicatif des ¢(n) classes (mod.n) prérniéms
avec n {exerc.%). Montrer que si n=n1n2 .. ,np , ol les ni sont

preniers entre sux deux & dsux, Tn est isomorphe au produit des

Tni (chap.V, 95,prop.9). En déduire que le corps ﬁniQ) aest le

fconnosdé direct® de ses sous-corps .ﬁn‘(Q) (@6, exerc.5).

%) Monirer que, si p est un nombre pr;miar 72 , le groupe ?pk
(k ?Q) est cycligue, et que le groupe sz est cyclique pour
k=%t et k=2 , et le produit-dun groupe cycligue dfordre 2 et d'un
groupe. cyclique dfordre 235»2 s8i k>3 ({considérer 1lfordre des la
.

classe de 1+p dans le groupe nultiplicatif des classes (mod.p
premiéres avec p , d'une part ; d'esuire part, en utilisant la
prop.4 appliguée a Z/(p) , montrer gu'il exisie deng c¢e groupe un
6lément d'ordre p-1 ; conclure & l'aide de l'expression de %!(P-k);
dans ls cas oh pﬁ;ée ; dans le cas ol p=2 el k » 3 , considérer
gussi le sous-groupe d'ordre 2 engendré par la clagse de -1) .

En déduire gque Pn n'est cycligue gue s8i n est égal & 2,4, pk
ocu ap-‘!“ {p nombre premier impair). :

6) Quels sont les sous-corps de Fc (t}xpn , P premier) ? Montrer
gue le polynome el-e est la prodz.xit des polynomes irréductibles
de F@ Eeli , dont le¢ degré est un diviseur de n , el le terme de
plue haut degré a pour coefficient 1 . En déduire le nombre de ces
pciyﬁémes ayant un degré donné {(utiliser 1la formule d'inversion

de Mobius (chap.V, &3, exerc. 12) ).
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7) Montrer gue le degré du corps Rn('F'P) des racines n-iémes de
1'unité, par rapport a Fp (n f&)(p) ), est égel au plus petit'z;orn-
bre m tel que pm-’i soit multiple de n . :
8) Déduire de l'e:ﬁerc.? gue le poiynome é 1 2:94-'62'?'1 , 68t réducti-
ble dans tous les anneaux Fp [e] cérrespondaat‘ aux nombres premiers
D noun diviseurs de 12,
9) Soient x et y deux 8léments algébriques par rapport & F‘p , de
degrés respectifs m et n ; si m et n sont premiers entre eux, le
degré de xty par rapport & ?p est mn .
10) Soient 85 (1€igp) les fonctions symétriques élémentaires des
nombres 1,2,...,p-1 (p premier) ; démontrer les congruences
8; =0 (1<igp-1) , (p-1)1=-1 (mod.p) (appliquer 1'identité (2)
au corps FP =2/(p) ).
11) Soit p un nombre premier impair, n % 0 (mod.p}, et = un entier
tel gue @n(a} = 0 (mod.p) ; n divise p-1 (exerc. 7), et ost le plus
petit entier tel quse an=1§0 {(mod.p) (dans le cas coniratre, montrex
en utilisant }la formule (1), que e®-1 aurait une racine multiple
dans Fp),
12) Soit K un corps contenant les n racines n-idmes de son unité ot
dont la ceractéristique ne divise pas n . Hontirer que le corps des
racines W du polynome e"-a est cyclique par rapport & K , et engendré
par une guelconque des racines € de ce polynome (si o est un sutomor-
phisme du groupe de Galois de W , on a o(8)= §=Ge , ol %a est une
racine n-iéme de 1'unité, et l'application o ---5‘50, est une représen-
tation du groupe de Galois de W dans le groupe multiplicatif des
racines n-idmes de 1l'unité). Soit Gn(ii) le groupe multiplicatif des

pulissances n-iémes des éléments #0 de K ; si H(a) est le sous-groupe
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du groupe multiplicatif K* engendré par la réunion de Gh(K) ot {a} ,
montrer que le degré d de W par rapport & K est égal & 1'indice
(H(a):Gh(K)), ou encore au plus petit des entisrs r tels gue a¥ soit
une puissénce n-iéme d'un élément de K ; montrer que 4 divise n
{remarquer que si ¢ est un automorphisme engendrent le groupe de
Galois de W , d est l'ordre de la racine § _ ).

Comment se modifient ces résultats lorsqu'on suppose gue la carac-
térisgtigue de K divise mn , les racines n-ié&mes de 1'uniié appartenant
~encore & K ?
13) On fait sur K les mémes hypothéses que dans lfexerc. 12. Si 8
est le corps dés racines de e*-a - toup élément b de ¥ tel gue bnézg .
est de la forme b=co® , avec c€ Xk (montrer quion a o{bj=ab ,
®w étant vne racine n-iéme de 1l'unité, puiscue « est de la forme fgz ).
14) Soit X up corps satisfaisant aux conditions de l'exerc.12, G un
groupe multiplicatif d'éléments #0 de K , contenant Gﬁ(K}, % le corps
obtenu par adjonction & K des racines de toutes les éguaiions xn~a=@,
oh @ parcourt ¢ . Honirer que'[ﬁzij =(6:6 (X)) (décomposer le groupe
ebélien G}/GhQK)'en un produit direct de groupes cycligues, puis
raisonner par récurrence sur le nombre des groupes Facteurs, en uti-
lisant l'exerc. 13). , i
19) Soit K un corps satisfaisant aux conditions de ltexerc.12, £, un

sous-corps de K tel que XK soit une extension galoisienne de KO . S0it

e un &lément de K tel gue le corps des racines W de e"-a soit de
degré n par rapport 4 K . Pour gue W soit une extension galoisienne

de K, il faut et il suffit que, pour tout automorphisme ¢ du groups

R

de K par rapport 4 ¥, on ait o(a)=b®a® , avec b&K (utiliser
(e 77

l'exerc. 13).
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16) a) Soit B une exlension cyclique séparable de degré n d'un corps ¢
K , o un sutomorphisze engendrant le groups de E par rapport & K .
51 8 est un élément de E tel que 5Eix(a)=1’ montrer qgu'il existe
un élément b€ E tel que a=b(s(b))°1 (si £=E 9>, considérer les

éléments
= = ' = = = = - k
bk=6k+a°1c(8k)+a 16(3 1)oz(ek)+...+a To(a 1).0,63 2{& 1)§6ﬁ 1(6 3

{"résolvantes de Lagrange-Hilberi"), et prouver qufun au moins de
ces élérents, pour 1<Lkgn-1 , est #0 et répond & la guestion).
b) En déduire que, si K contient les racines n-idmes de 1'umité, et

81 la caractéristique de K ne divise pas n , B est le corps des

. o -
racines d'un polynome e -a ;, o ac XK ({appliguer =) =u cas oh
a= § est une racine n-idme primitive de 1l'unité).
16 bis) a) Avec les mémes notations gque dans llexerc. 162}, soit =

un élément de E tel que Tr_, (a)=0 ; montrer qu'il existe upn élément

EJK
b€E tel gus a=b-o{b) (considérer les &léments

s ac{@k)+(a+§(a))52(8k)+°..°+(a+6 a)r...+a% %(a))d" {8 )
k eErg(85)+. . 402" 1(0K)

et prouver gu'un de ces éléments est défini et répond & la questiion).

b} #n déduire que si K de caractéristique p , et s8i n=p , B est le
corps des racines d'un polynome irréductible de la forme epue«a .

o aeX ({appliquer =2) au cas o a=c , € 6lément unité de K ).

17) Soit ¥ un corps de caractéristique p > 0 ; pour gue le polynome
e’-e-a de K[e] soit irréductible, il faut et il suffit qu'il n'ait
aucune racine dans K (remarquer que, si @ est ume de ses racines,

les autres séat 8+ke , ol € est 1'unité de X , et k prend les valeurs
entiéres 1,2,...,p-1).

18) Soit K un corps de caractéristigue P >0 ; montrer qus, s?il exis-

te une extension cycligue séparable de degré p de K , il existe upe
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extension de degré pr de K , guel que soit l'entier r>0 (si eP-e-a

est irréductible dans K[e] et 6 une de ses racines, montrer que ‘
oP-e-20P"" est irréductidle dgns K< €> , en utilisant l'exerc. 17 ;
conclure & l'aide de l'exerc. 16 bis).

19) Soit K un corps tel gu'une extension E de degré premier q de K
soit slgébriguement stable.

a) Hontrer gue K est parfait. _
b) Yontrer gus la caractéristique de K est #g (utiliser l'exerc.i8).
¢c) Montrer gue E=X{ E >, ot § est une racine primitive qzaiéme de

1'unité (montrer qu'on peut appliquer & K et E l'exerc.i6 ; si
E=K<{8>, ot @ est racine de e%-a , a¢ X , remarquer que le polynoms
o -a de X [e] 2 un facteur de degré g (irréductible ou non)
appartenant & K{e} , et examiner la forme du terme constant de ce
facteur).

d) Ezz-supposant gue K est de caracﬁéristique 0 , soit § une racine
qj-iéme primitive de 1'unité. Montrer que Q{%} est de degré q par .
rapport sux deux sous-corps distincts K N @<%>; et O< % > ; en
déduire gus le groupe ds Q<§> par rapport & () n'est pas cycligue,

et conclure de l'exerc. % gque qg=2 .
e) ¥ontrer que K ne peut avoir une caractéristigue #0 (n8me méthode

v

que dans d4) : sl g st 1a pli
i

.
les racines cf -iemes de 1'unité sppertiennent & ?<§> ok P est le
corpe premier de K , prendre pour (5 une racine primitive g M«iéme
de 1'unité).

20) béduire de 1l'exerc.19 que, si K est un corps dont une extension
finie E est algdbriguement stable; K est de caractéristique 0 , et
=k<{1% , ok 1 est racine du polynome 6%+ (raisonner par 1fabsurde;

sl on avait BfFK (1%, prouver, & l'aide du théoréme fondamental
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des extensions galoisiennes et du théordme de Sylow, gu'il exis-
terait un corps F tel que K<Jid>cCFcE , et que B soit de degré
premler par rapport & F ; déduire alors de l'exerc. 19 gue

cette conclusion est absurde).

$8. Corps ordonnés et corps quasi-réels.

ps_ordonné un corps ccommubatif X

Corpe ordonnés. Définition 1. On at pelle cor]
totalenent ordonné par une relation d'ordre =xgy , gui satisfait asuz

&

deux sxiomes suivents :

(KQI) La relation x <y entralne =xtzgytz quel gue soit 3z .
(Kﬁu) Les relations xgy et z » O entraiment xzgyz .

Une structure de corps el une structure d'emsenble totalsment ordon-
né sur un ensemble K sont dites compatibles si elles satisfont aux

exiomes {I{QI} ot (KQI}’.)'

Exexzples. Le corps Q des nombres rationnels est un corps

ordonné {pour la relatior dordre définie au chap.I, § ).
*Il en est de méme du corps des mombres résls R . -~
Remarque. Une structure d'ordre sur un corps K , pour laguslle K

n'est pas totalement ordonné, peut cependant satisfzire aux

axiones (KOI) et (KOII} (exerc.1) ; il semble donc gue c'est

aux corps munis d'une telle structure qu'il aurait fallu réserver |
totalement

le nom de "corps ordonnés®, en appelant "corpavordonnés? ceux

gue nous gvons appelés simplement "corps ordonnés? ci-dessus.

Toutefois, une telle structurse d'ordre sur un corps K ne sgerait

vraiment intéressante dans les applications gue si X , muni de

celie structurs, étail un ensemble réticulé ; or on psut montrer

gue, dans ce cas, K esi nécessairement totalement ordonné si

x>0 entraine %}0 (exerc. 2}.




- 567 -
Lt'axiome (KOI) n'est autre que l'axiome (GC) des groupes ordonnés 5
muni de sa seule structure de groupe additif, X est donc un groupe
totalement ordonné (chap.V, $1) ; toutes les prorriétés de ces groupes
lui sont donc epplicables (cf chap.V, $1). Examinons maintenant les
copséquences de (KOII)’ Tout d'abord, les relations x3 O , 770 entrai-
nent xy 3 O ; comme K n'a pas de diviseurs d%o , les relations x>0 ,

¥ >0 entrafnent donc xy>0 .

(&)

Comme (-x)y=-xy , (-x)}(-y)=xy , on voit que les relations x £

IN
[y

¥70 (resp. <0 , y>0 ; xXg0 , ¥<0 ; <0 , y<0) entrainent xy
(resp. zy< 0O ; xy 7290 ; xy>0). On en conclut l'identité

() (=] m]

Comme K est totalement ordonmé, les régles précédentes montirent gue
x#0 entraine 3:‘2}9 ; comme é’autra part, une somme dféléments 20 de X
ne peut &tre nulle gue si chacun d'eux 1lfest {chap.V, ¢ 1), on a la
bropogiticn suivante

Proposition 1. Dans un corps ordonné X , la relation 2‘32_%‘.”4_3&2_0

entraine x =x.=...=x =0 .
e a n

En particulier, l'élénment 1=1° est >0 ; il en est donc de méme

de la somme n.1 , quel que soit l'entier n 70 . done

Proposition 2. Un corps ordonné est de éaractéristique nulle.

' Un peut donc toujours supposer gue le corps premier contenu dans
K est identique & @ - On remarquera en outre gue la structure
d'ordre induite sur (J par celle de X est nécesssairement identigue

& celle définie au chap.1,§ ; en effet, comme 13> 0 dans cette

structure, on a aussi n >0 pour tout entier naturel n . puis
1/n 70 , sans quoi, on aurait n.(1/n)=1<0 ; enfin, de i/q >0 ,

on déduit p,('ﬂ/g)zquyﬁ pour tout couple dlentiers maturels
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- non nuls p,q. BAutrement dit, il n'y a qu'ung seule structure
d'ordre compatible avec la structure de corps de (O .
De (KOH), on déduit aussi que xgy st zg0 entrainent xz >3z ;

¢z peut dire que, dans K , une homothétis de rapport >0 conserve

l'ordre, une homothétie de rapport <O change l'ordre en l'ordre opposé.
Si x50 ,one 1‘1?0 , car x.x" =1 790, ce gui prouve gquicn ne peut |

avoir x'&gi) ; on en conclul que, si ULxX¢y , on a y"1<x°1 car

ona x>0 el >0 , donme x°1y‘170 , et par suite x(f"%y"‘ga}<

<y{x’1y'?) ; 81 on désigne par Kf l'ensenble deé éléments >0 de K,

1

<
- A o 3 © .K
on voit que ligpplication x —x ' est une peranutation involutive ds K .

sirictement décroissante. Ce fait prouve gue K+ est un sous-groupe
i : #® ; - : :
du groupe multiplicatif K des 6léments #£0 de K , et que la siructure

dfordre est compatible avec la structure de ce groupe, autrement dit

que Kf est un groupe multiplicatif totalement ordonné.
Semi-corps. L'enssnble K, des élémenis positifs d'un corrs ordonné K vérifis
évidemment les relations suivantes :
(2) K c k .
(5) K‘%OK%‘C K, ; |
(4) K nA(-K) = $0} ;
(5) E.U(K)=K.

Ces propriétés sont caractéristiques ; de facon précise :

Proposition 3. Soit P une rartie d'un corps commutatif K , gatisfalsant

aux conditions suivantes :

: - : oy« :
(KP;{) PP - (KPH) P PP o {KPIEE) PN(-P) = io_} 2
(RP_ ) PU(-P) =K .

1l existe une structure d'ordre et une seule, compatible avec la

structure de corps de K , et telle gus K+ =P .
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En effet, (KPL)’ (KPIII) et (KPIV) prouvent qu'il existe une et une

seule structure d'ensemble totalement ordonné compatible avec 1sg strue-

ture de groupe additif de K et telle que P=K_ (of. chap.V, $1) ; si on
munit K de cette stiructure, (KPH) signifie que x>0 et y>0 entrainent
xj;@ ; 881 xgy et 20 , on a done y-x30 , z(y-x)z0 , d'olt xz g7z ,
ce qui établit (KOII). |
On voit donec que les axiomes (KPI) a (KPIV) entrainent que, si p”
désigne l'ensemble des éléuments #0 de P , on a (KPV) (P*}“qc: i

Pour abréger, nous dirons qu'une partie P d'un corps K gui sstisfait

aux axiomes (KPI), (KFII),(KEIII) st (KBV) est un sepi-corps.

8i P satisfait seulement aux axiomes (kp, ), {ZPII}_ét (fPp,,) 41
est facile dfen déduire un semi-corps Q contenant P : il suffit de
prendie l'ensembie des xy"? , of X et y sont des 6léments de P

et y£0 ; cet ensemble vérifie en effet (KPy), et, comme on le voit

a“?, on en tire

gussitlt, (KP;) et {KPII) ; en outre, si zy"1=«x'y
xy'=-x'y ot diasprés (KPII) et (KPIII), xy'=x'y=0 ; comme y et 7'
sont #0 , cela entraine x=x'=0 , donc xy'?=xvy’f1=0 , et prouve
que Q satisfait & (KPIII).

Corps guasi-réels. Hous allons caractériser les corps K tels qu'il existe une

structure d'ordre compatible avec la structure de corps de K :

Théoréme 1 (Artin-Schreier). Pour gu'il existe une structure d'ordre

competibie avec la structure de corps d'un corps K , il faut et il suffit

gue K vérifie l'axiome suivant :

= = = RE B 3
(QR) La relation x.*tx +...#¥x°=0 eutrafne x =x_.=...=x =0 .
Lg relatiom X,7X, -~ 2Lx28ll8 5% n
{1l est immédiat que cet axiome est équivalent au suivant : -1 n'est pss

égal & une somme de carrés dféiéments de K).
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Un corps ne peut évidemment satisfairs & (QB) que s'il est de
caractéristique O ; mais il y a des corps de caractéristigue O
qui ne satisfont pes & (QR) : un exemple est fourni par le cormps

<iy, ot i est une racine de o +1 ; dans ce corps on &

on effet 1%+1%=0 .

La proposition 1 montre gue la condition est nécessaire. Pour voir
qu'elle est guffisante, il nous suffira de former un gemi-corps contenu
dens K , et satisfaisant a (EP ).

Bemarquons pour celu que, s8'il existe une structure d'ordre compatibls
avec lsa s%ruct&ra de corps de K , le semi-corps K, contient l'ensemble des
carrés des éilérents de K . Considérons donec l'ensenble ¢ des samiacaiga

contenusg dans X et contenant l'esnsenble des carrés des &1léments de K .

s)

fous sllons tout dfsbord prouver, & 1l'aids de {QR), que 7 n'est pas vide.

*

Considérons a cet affet; llensesble ?Q des éléments de ls forme
(x fz»+,ca+x§};€yf+aeo+y§) , o4 p et g sont quelcongues, les x, et %
guelconques dans K sous la seule condition que lss ¥, ne scolent pas tous
puls, ce qui entraine, d'aprés (QR), que les éléments de la forme précé-
denie sont bien définis. Il est immédiat que PO satisfait aux sxiomes
(K?E},(K?T ) et {EPV) ; 11 satisfait aussi & (XP;y;) en vertu de (QR)
@@ﬁc'?o est un semi-corps, et comme il contient évidemment lss carrés
des éléments de K , 1l appartient & 771G

Remarguons maintensut qué 3?21, ordenné par inclusion, est un ensemble

inductif ; il posséde donc un élément meximal Q ; nous allons montrer

gue Q est un ssumi-corps satisfaisant & {KEIVE,'

En effet, soit z%@ un élément de K n'gppartensnt pas 8 Q . 8i on consi-

dére l'ensexble QF des expressions rationnelles de la forme




=
i/
i,

= -

(ao+a x+..,+apxp)/(bo¥b1x+...+®qxq), o les &, et bj’appartiennent a4 Q ,

1
et dont le dénominateur n'est pas nul, il est clair que Q' satisfait
aux axiomes (KPI)’(KPII) et (KPy) ; comme il contient Q et en est
distinct, il ne peut satisfaire & (KPIII) d'aprés lg définition de Q .
Donclil existe pt1 éléments pon tous nuls a; de Q tels que |
ao+a1x+...+apxp=0, ce gui peut s'écrire (ad+a2xg+...)+(a1%ajx2+..)z=0 :
comme xge Po —.Q , on peut écrire cette relation btecx=0 , o b et ¢
ap?artiennent a4 Q ; d’ailleurs, on ne peut avoir b=0 , car, comme X£0,
on en tirerait c;o'g et tous les & seraient nuls ; de méme, on ne peut

avoir ¢=0 . Donc, x=-b/c appartient & -Q ce aui achéve la démonstratior
s B , ?

Un corps X satisfaisant & l'axioms {QR) est dit corps guassi-réel

(ou eﬁcsre corps grdomnable) ; il est évident gue tout sous-corps d'un
corps quasi-réel est quasi-réel. |

Bemsrgue. L'ensemble Po considéré dans la démonstration du th.1 est
visiblenent le plus petit semi-corps contenu dens K et conitenant i'en-.
Semble des carrés des &léments de K . Si on remarque que le quotient
a/b s'écrit a.b(b'1)2 , on voit que P est identique 2 l'ensemble des

sommes de carrés d'éléments de K .

" Bn outre, Pé est 1l'intersection des semi-corps de K satisfaisanti &
(KPIV) ; autrement dit :
Propcsition 4. Pour gu'un $lément d'un corps guasi-réel K soit positif

pour toute structure d'ordre compatible avec la structure de corps de K

il faut et 11 suffit qu'il soit égal 4 une somme de carrés d’élémen@g'

de K.

Il n'y a & démontrer que la pécessité de cetle condition. Remarguons
our cela gue, si est un élément positif pour une structure d'ordre
P 2 ,

sur K , l'enpemble des fractions ratiomnelles {ao+31y+°°+ap¥§)/' |
/(b@%bﬁy%°,+bqy@} ;
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. ol les 8y et bj appartiennent & Pg-, est contenu dans un semi-corps
satisfaisant & (KPIV) donc est un semi-corps ; et réciproquement, le
raisonnement du th.1 mbntre que si eet ensemble est un semi-corps, il |
exisle une siructure d'ordre sur K pour laguells 30 . Cela étant, so;t:
¥ un éléuent strictement positif pour toute structure d'ordre sur K ;
-x ne peut donc &tre positif pour aucune de ces structures ; il exists
done pt1 élénents pon tous nuls & de P tels que &ocaqv ..t - i)p = =P
ce qui s'écrit b-cx=0 , avec b=a5+a2x2... ; csai+ajxg+,e, .
Comme x£0 , ume des relstions D=0 , 6=0 entraipersit l'sutrs, donc aussi
b+rex=0, st la remargue ci-dessus mopirersit gue x ne peut &trs positif
pour aucune siructure dlordre sur X , ce qui est sbsurde. Donc befl |

d'o x=b/c , et comme b et ¢ appartiennent 8P exelP

o 0

-

Extensions d'un corps quagi-résl. Proposition H. Une extension trsnscendante

purse dfun corps gussi-résl est un corps guasi-réel.

Il suffit évidemment de le démontrsr pour K{eﬁgegy..,gaﬁ} ;20

supposons gu'il y ait un nombre fini de fractioms ratiomnelles
T

fj m} telles gue -i= ;Z:f ; comme K est de caractéristiqus nulle,

o vz4
donc infini, il existe un point (Xk}‘ = - pour leguel les m fonctions
rationnelles £ sont définies ; on auraif par suite

W .o = 2

1 = %% £z, %0 e 0Ky }) , contrairement & lihypothése.

Proposition 5. Une extension algdbrigue Ffinie de degré impair z d'un

o

-

corps quasi-réel est un corps guasi-réel.
_ = Sl LEE 5

Lz proposgition évant évidente pour p=1 , nous lsa dé nonirerone par
récurrence sur a2 . Comnse K est de caractéristique nulle, il est pesrfait ;|
une exitension slgébrique de K sst séparable, donc une extension finis

est de la forme K<8>, of 6 est de degré n par rapport & K { & 5,props).
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S0it £ le polymome irréductible de K [e] dont 8 est racine ; si K<6>
n'était pas quasi-réel, on surait une relation de ls forme '1=¥§§(ék(6))f
ok les QL sont des polynomes de degré < n-1 , relation qui équi;;ut donc%
a4 une identitié |
(6) Z q> + £

ol g est un polynome de K[é] ; la comparaison des degrés des deux
membres de (6) montre que g est un polynome de degré impair et g n-2 ;
il existe donc au moins un facteur irréductible h de g qui soit de degré

impair et <n . Soit o une racine de h ; on décuit de (6) llidentité
222{@ ()} ; mais comme par hypothdse, K<a> est quasi-réel,

cette relation est contradictoire, d'of la proposition.

Proposition 7. Soit K un corps guasi-réel, {2 ) une famille d'éldments
9 >

- — : : - 2 _
de K ; si ga@ désigne une racine du polynome e -&, , pour gue le

corps B obtenu par adjonction & X des éléments ./a, msoit guasi-réel,

il faut et il suffit gue, pour une structure d'ordre ccmpatible avec

la structure de corps de K , tous les a, Bolent pesitife.

La condition est évidemment pécessaire, car a s(\fZ;}z ezt positif

pour &oute structure d'ordre compatible avec la structure de corps de E ,

donec pour la structure Qu’elie indvit sur X . .
Pour ﬁontrer que la condition est suffisante, il suffit évidemment

d'établir l?;mpossibilité d'une relstion de la forme

-(/)_ ' -1 = ﬁi cixf

ot les 8y sont des élément;‘;ositifs de K pour ls structure d'ordre

considérée, et les Xy des élémegts de E ; comme les Xi appartiennent &
un corps obtenu par adjonction & X d'un nombre fini de racines JE; S
on peut.se restreindre au cas ol E s'obtient en adjoignant & K une '

famille finie (\fa?)1<:k§<r de racines carrées d'é&léments positifs de K.
£ 4\. \
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Pour démontrer dans ce cas 1'impossibilité de 1a relation (7), nous

procéderons par récurrence sur r , la propositibu résultant de 1'hypo-

thése sur K pour r=0. Soit F le corps obtenu par adjonction & X de

\Fa— \/'5.; e ,[ar,,! ; on a E=F<F7' si \[EQF , la relation

(7) est impossible par hypothése ; sinon, on peut écrire x =y +z, JF“ ; i
i appartlesnent ar - (7 s'écrit donc
%

- iyi +;z:c e, z + 2 J";;Z:c T,z

‘o‘

ce qui entraine d'abord 22 ciy z.=0 , sans quoi om surait a_ecF
Y

oh les y et z

contrairement & l'hgpathese ; mais alors, il reste une relation de ls
méme forme que (7), mais oW les &léments Slevés su carrsd appartien-
draient & ¥ , ¢e qui est encors contraire & 1'hypothdse ; 18 prorosi-
tion est ainsi démontrée.

Corps guasi-réels maximsux. Définition 2. On dit gqu'un corps guasi-réel K

est maximal si toute extensicn slgébrique quasi-réelle de K est

identigue 8 K .

Théoréme 2. Pour hgjggwgggpa@gggeinrésl K s0it iazimal, il fzut et

il suffit ge'il satisfasss sux conditbons puivantes :

a) tout éidment de K positif pour ume structure d'ordre compatible

gvec la structure de corps de K , est le carré d'un élément de K ;

b) tout polynome de K[e]| de degré impair a une racine dams K .

Bp outre, =i X est maximal, le corps K<i) , obienu par sdjonction

= - 2 o :
8 K d'une racine i du polynome e +1 , est sigebriguement stable.

La nécessité des conditions a) et b) résulte des prop.6 et 7 .
Pour voir gu'elles sont guffisantes, nous allons montrer que, si
elles sont rez&piiesg K<i> est algébriquement stable. Commse K<i>
n'est pas guasi-réel {car igg-i), et Qu’il n'y a pas d'autre extension

algébrigue de X que X ot KELi>, le théoréme sera démontrs.
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Pour établir q_ue K(i} est algébriquement stable, il suffit de
prouver gque tout polynome.f, d.elx[e] a une racine dans E<i> (93,
prop.1). La pmposition resulue de la condition b) si le degré de f est
impair ; supposons gue ce’ degré soit n=2" a-; o& (o] est impsir. Hous allons
démontrer la proposition par récurrence sur m . On peut évidemment |
supposer f irréductible ; comme K esti parfait les n racines e 305000 3%y
de £ sont distinctes. Considérons les n(n-1 )/.a = 2% 'q(2%-1) 61éments
c.ja,k+c(o.3+a.k), pour 1<j<kgn , c étant un élément de K ; elles satis-
font & une équation & coefficients dans K de degré n(n-1)/2 d'aprés le
théordme des fonctions symétriques), donc une av moins, soit

8 =a q,a-%c(aﬁay) appartient & K {i> par hypothdse. Ur, comms K est

4
infini, on peut supposer que ¢ a été choisi de sorte gue les n(n-1)/2
éléments a,.a,k+c(a.3+a.k) soient distinets. Il en résulte ( §$5,prop.8)
gue le corps K(a. 2.a1+c.27 est contenu dans K8, c'est-a-dire
dans E< 1> . Autrement dit, @y et Gn sont racines d'une éguation du
second degré J_:‘2+px+q=0 ; ‘é. coefficients dans K< i) . Tout revient &
proi:mer gue les racines d'une telle équation appartiennent &4 XK<ij,

et comme on a X +~px+q-(x + I)) 4 (q p2/4), il suffit de prouver que
tow: élément a=btci de K<i) (b ek , cek) est 1s carré diun élément
u+vi de K {i} Or, lﬁéquatmn (u—l-'vi) =btei équivaut & ugavz._b -
2)2 2

am’sc , alod ( =b +c ; comme b +02 est positif pour toute

structure d'ordre sur K compatible avec sa structure de corps, la

condition a) montre gu'il existe deK tel que a=b

, et on psut
évidemment supposer 4 »0 pour une structurs dlordre sur K (sinon on
remplacerait @ par -d). On & donc uaz(b%dgé g vgr—(dub)/g . L'un au
moins des éléments d+b , d-b est » 0 dans K , et comme .

d- ‘b)(d*‘b)._dﬁaba

(
done des éléuments u et v de K satisfuisant aux équations précédentes.
C O F. D

.—.céza@ , ils sont 70 tous deux. D'aprds a), il existe
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Corcllaire 1. I1 existe ume secule structure d'ordre compatible avec la

structure de corps d'un corps guasi-réel maximal.

En effet, si, dans un corps quasi-réel maximal K , un élément a est

positif pour une structure dordre compatible avec la structure de
corps de X , il est le carré d'un élément de K , d'eprds la condition a)
du th. 2 . Comme inversement, un carré est positif dans toute structure |
d'ordre, on voit que pour toute structure d'ordre, K+ est ldentique &
l'ensemble des carrés des éléments de K , d'od le corcllaire.

Corcllaire 2. 8i K est un corps quasi-réel maximal, les polynomes

irréductibles dans K[e} sont les poliynomes linédaires, et les

polynomes du second degré eg+pe+q tels gue g«p%j% >0
En effet, toute extension algébrique de K est au plus du second
degré, et si q»p%/% <0 , le polynoms ez+pe%q a ses racines dans

X , d'aprds la condition a) du th. 2 .

Proposition 8. Soit f une fonction polynome & coefficients dens un

corps guasi-réel maximal K , Géfinie dans K . 8i g et b sont deux

&léments de X tels que a<b, £(a) <0, £(b) >0, il existe
cek tel gue a<c<b et f(c)=0.

- Le théoréme est immédiat lorsgue f est du premier degré. Dans le
éés_généralg f eat le produit de polynomes du premier degré st de
polynomes de la forme {x%a)aéba {cor.2 du th.é)a avec b#0 , et
un tel pélynsme est >0 quel gue soit x ; il ¥ é donc au moins
un facteur du prenier degré g de £ tel que gla)glb) < U, dfod

la proposition.




Extensions guasi-réelles maximsles d'un corps quasi-réel. Théordme 3. Soit K

_ prepo§g B  pe serait pas maximal dans YJC ; donc S est unse exiension

= 977

Lo _corps guasi-réel, S ume extension algdbriguement stable de K .

four toute structure d'ordre sur K compatible avec ga structure de

corps, il existe une extension gugsi-réelle maximsle R de K , contenue

dans 5 , telle gue S=R<i), et gue la structure d'ordre de R induise

gsur XK la struecture dlordre donnée.

Soit 7¥C l'ensemble des extemsions quasi-réelles de X contenuss
dans 8 (5 peut 8tre une extension transcendante de K) ; il est immé-
diat que 335 sl un snsemble inductif quand on liordonne par inclusion;

il 2 donc un élément maximsl B . Il ne peut exister d'extension

e

transcendante purs de E contsnue dans 8 , sans quol, d'aprés 1

8]

i‘&‘\

algébrigus ds R . D'autrs part, R satis? it pour la méme raison
& b4 e &

&
aux conditions a) et b} du th.2, en vertu des prop.6 st 7 . Done,
dfeprés le th.2, R a2t un corpe quasi-réel maximsl, st Eb<;i;>
sst uze extension a;gébzzquanent stable de ﬁ ; comms =21ls est conte-
nus dens S , et gue 5 est une extension algdbrigue de B <1,

Szﬂo <3 } :

Considérons maeintenant le corps X' obtepn nar adjopetion & ¥ des

déré sur X . D'aprés la prop.7 , k' est un corps q&agi%réel contenn
deng S ; en lul appliquant ce gui précdds, oun définit une extension
qaasiwréells maximeie R de K' , contenue dans S et teile qus Szﬁ«ii}»;
or, pour l'ordre de B , lea é&léments pcsitifs‘a@ K sori sncore posi-
tifs, puisqu'ils sont des cafrés d'éléments de B . Le théordme ost

donec complétement démontré.
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1l existera en général une infinité d'extensions R possédant

les propriétés émoncées dans le th.3 .
| Botations. 8i K est un corps quasi-réel maximal , tout élément 20 de K
{pour l'unique structure d'crdre sur K), est le carré d'un élément
positif unigue b (1l'autre racine de 1l'éguation x2=a étant -b) ; on
réserve la notation /& & cet élément b .
De m8me, comme la fonction %28 est striciement croissante
pour x » 0 , l'éguation = admet, d'aprds la prop.8 ,
; une racine positive et une seule, gu'on désigns par .%

2n — 3

(elle admet sussi la racins négative - \/ a ). la fonction

z2nt est strictement croissante dans K ; guel que s0i} aek
o = ¢ 2n+1 = -

{(positif ou non), 1l'éqguation x =a admet donc une seule

| 2o+~ ‘ .
racine dans X , gu'on nots \/ & , et qui a le signe de a .

51 K est un corps ordonné quelcongus (maximal ou non), lfextension
E({;Li}s ofi 1 est une racine ds egﬂ ; 8t une exisnsion galoisienns
séparable de degré 2 ; tout élément z<cK<i> s'écrit diune seule
maniére sous ls forme sz=xtiy , ol x et y appariiennent & X ; vzm poes
% = 8%(2) Y = j(z) : (R et <f sont des spplications linéaires
de X<1i» dans K .

Le seul conjugué de i (relstif & X) distinct de i est -i ; l@?g?m@ﬁ
de Galois de K{i} par rapport & K se compose donc de 1'sutomorphisme
identigue ot de l'automorphisme qui fait correspondre & z=xtly son
conjugué x-iy , qu'on désigne par z ; on notera qu'on a

a e & £ . % = - % = =
Riz) = (z+z)/2 , j{z};{wz} 2i . La norme ¥(z) de z relative & X
. > '

egt égale & 2% = x +y ; ells est positive pour toute structure dlordre

sur £ (compatible avec la siructure ds corps de K), ot me peut Sire

&

nulie gus si 2z=0 .
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81 tout élément > 0 de K a une racine carrée (en particulier si K est
maximal ), 1'8lément positif \/E(—z— =\/z%- se réduit & la valeur absolus
de z lorsque z¢K ; aussi, pour tout ze K< i 1le note»t-b_n encore ]z\
et 1'appelle-t-on valeur absolue de z ; on a lzz" =izi - |z'| a'aprie

\
ls propriété correspondante des normes ; en outre, on & 1'inégalité

du triangle
(8) !z+z‘l §l2§+ lz'g

En effet, les deux membres étant positifs, cela revient & momirer que,
si z=xtiy , z'=x'+iy! ‘
(erxt gyt g BryPami ey 2o 22 (0 2y 2)

c'est-a-dire ,
2 , 5 2
(xxt+yyt ) ¢ (B2 ) (x4 2)
2
} Q ©

Bxercices. 41) a) Sur le corps Q des nombrss rationansls,

ou encors (xyt-yx')

montrer qu'il n'existe aucune structure d'ensemble ordonné

(totalement ordonné ou non) satisfaisant & (KQI) : (KOH) , et
:telle que x >0 entralne 1 /x70 , autre que la structure
d'ordre ordinaire de Q .

b) Hiontrer que, sur Q , 11 n'existe aucune structure d'ordre
compatible avec ls structure de graupe'additif de Q telle que
n.x >0 entraine x3»0 , et qu'il existe un x >0 , autre que
la structure d'ordres ordinaire et son opﬁosée.

¢) Dans Q ; On désigne par P l'ensexble formé de § ot des

- nombres ratiosmuels 1 (pour l'ordre habituel) . dontrer gue la
stru.cture de groupe ordonné définie surlle.groupe additif de Q

par lg condition que P scit l'ensemble des éléments positifs de

ce groupe, est une structure de groupe filtramt,st satisf?%g &
4. 11 j °
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2) On considére, sur un corps K » une structure d'ensemble réticulé
satisfaisant a (KOI) ot (KOII)° ‘

2) Montrer que, si x#0 est tel que (i+)-1>>0 , on a (xéox)+?(i+)

ot x x =0 . 4

b) En déduire que, si la relation x>0 entraine x-T)’Q , K est tota-
lezent ordonné par la relation considérée.
%) Soit X un corps quasi-réel maximal, a,g,ag,,”,an,b%,,wgbm et c,
2ntt éléuzents de X tels que _b,! <b2<. ; °<bn : &Qatrer que, gi 8y

ot e ., gont de méme signe, la fonction rationnelle I
K B
a a 8
1 2 0
c + + = o |
x-b, x-b, x-b,

a au moins une racine x talla gue bk<;x<;bkjﬁ ; 6t en tout cas un
nombre impair de racines satisfaisant & cetie condifion {utiliser
la prop. 8).

} Scit X un corps quasi-réel maxinmal, £{x) uvoe fonction polynome
définie dens K , a et b deux racines ds f dans K , telles qus a<b
2

et que £{x) n'ait aucune racine dans 1'intery a;la.E 51;Z° Hontre

]
(el
el
P
il
NiEh
@
[N
©
b
Q
13
(¢)
¥
[
<
(=]

rationnells définie dans K , donit le dérnomina-

. . =
teur ne s'annule pas dans liintervaile ggg?} » iféguation

P{xz)g{x)+£'(x)=0 & un nombre impair de racines dans l'intervalle
"’ 2 5.3 2 <
}&”bi§ {m8me méthode gue dans l'exerc.3). En déduirs que, si h(x) est

une fonction rationnelle définie dans K , syent & et b pour racines,

el dont ls dénominateur ne s'annule ras d&ns~}a'bf ; 1féguation h?(X}zQ
& su moins une rscine dans Xa ht {("théoréne de Holle®). .
5} Scit X un COTps quaaiwreel weximal h(x) une fonction raticnmelle '
Géfinie dans l'intervalle {g,ﬁ} . Hontrer gu'il existe ¢ tsl que 2

a<c<b , st n(v)-nla)={b-a)n'(ec) ("théordme de 1= moysnne® L
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appliquer le théoréme de Rolle & la fonction rationnelle
n(x)-h(a) - h§b2~hga2 (x-g).) En déduire gue, pour que h soit
croissante dans 1'1ntervalle [% b] il faut et 11 suffit que
h'(x) 0 dans cet intervalle (pour montrer gue la condition est
nécessaire, décomposer l'intervalle par les racines éventuelles
de h'(x)=0 ). |
6) Soit K un corps gquasi-réel maximal, ao+a1x+...+anxn=0 uné égua-
tion ayant toutes ses racines dans K . Si £{x) est une fonction

polynome définie dans K , montrer gue le mombre des racipes de

1%éguation
aGf{x)+a1f’(x)+azf”(x)+,.a+anf(n)(x) =0

qui n'aeppartiennent pas & K est au plus égal asu nombre des racines

de £(x)=0 qui n'appartiemnent pas & K (appliguer l'exerc.4 pour le

cas oﬁ r=1 , puls procéder par récurrence). En déduire que 1iéquation

& & -
2 _2 n a toutes ses racines dans K .
a’ +§ X+2' x'?‘.. +"'Txn=0

7) Soit K un corps quasi-réel maximal, g(x) une Fonction polynome
définie dans K , ayant toutes ses racines dans K , et n'appartenant

1
est une fonction polynome de degré n définie dans K , le nombre des

pas & l'intervalls [C,n de K . Montrer que si f(x)=a¢+a x+w,+aaxn

racines de l'équation

a g(0)+a g{1)xta g(z)x +. ..+ang(n)xn
qui nfappartiennent pes & K est au plus égal au nombre des racines
de £ qui n'appartiennent pas & K (utiliser l'exercice 4 gquand g est
- de degré 1, puis procéder par récurrence).
8) Soit K un corps quasi-réel meximal, £(x) une fonction polynome de

degré n définie dzns K , et ayant toutes smes racines dans K .
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Quel que soit c£O dams X , le polynome f2+cf’ e au moins n-1 et—eu—
moins-n-1- et au plus nt1 racines dans K (&tudier les variations de
f'(x)/(f(x))2 en utilisant l'exerc. 9 ).
9) Spit K un corps quasi-réel maximal, £(x) une fonction polynome défi-
nie &ans K . Pour que, guelle que soit la fonction polynome g(x)
définie dans K , le nombre des racines de f£{x)g(x)+g'(x)=0 qui n'appar-
tiennent pas & K soit au plus égal au nombre des racines de g(x)=0
n'appartenant pas & K , il faut et il suffit que £(x)=a-bx , oh a est
erbitraire dans K , et b 30 (Pour monti'er que la condition est suffi-
sante, utiliser l'exerc.4 ; pour montrer gufelle est nécessaire, eppli-
quer & g(x)=1 et g{x)=f{xz), en utilisant l'exerc. 8 ).
10) Soit K un corps quasi-réel maximal,

fix) -»=a oty }a x+(, )a 3\?2+ +a, =
une fgnction rolynone défuaie dans K . Quels gue soient les entiers p,g
tels que OgCp<plagn , le nombre de racines du polynome

ap+(%)aw,‘x +(g‘)ap+2x2-§-“;+ap+qxq
gui n'sppartiennent pas & K est au plus égal au nombre des racines ds
£(x) qui n'appartiennent pas & XK (utiliser le th. de Rolle).

En décuire que , 81 Db, ,be2 5 'bn sont n éléments distincts positifs

de K , et si on pose _

(x%»!:t,s ) (r&-bn) = 0 +(?)m'axn4+o -.tm
on a

V& >N T s sn )

(considérer le cas ofi q=2) .
11) Soit (=, )1 <ign

K : poitl \aik)? < o
<

non nuls (i,<i,<.-. <ip) ; on appelle nombre de variations

{p gn) le suite extraits de {e.i) formée des &y

une suite finie de n 6léments d'un corps ordonné




de la suite (2,) le noubre des indices k< p-1 tels que a, et a |
- iy i
soient de signes contrsires.

Soit K un corps guasi-réel maximal, £(x) une fonction polynome
définie dans K , et de degré n ; pour tout a€X , on désigne par
w(a) le nombre de variations ds la suite (f‘i){a))o ,  Bi

£i€n
est le nombre de racines de f£(x) dans 1'intervalle ']a,ﬁj (a<d) ,
montrer que ¢ wla)-w(b) et que la différence w(a)uw(b}w v est
paire ("régle de Budan-Fourier" ; décomposer 1l'intervalle ]a b]

par les racines des dérivées de T , ot évaluer la guantité dont varis

w(x) lorsque x traverse ume de ces recines).

En déduire que, si f{x}xac+a§x+e..+anxn , le nopbre de recines >0
de £{x) est au plus égal au nombre de variations de la suite

a ) i oo ! et que la différence de ces deux nombres esi paire
(®"régle de Descartes®).

12) Soit K un corps quasi-réel meximal, f(x)zao+agx+°;.+anzn une
fonction polynome définie dans K , telle qus = %ﬁ ; 8,70 , et
8,=8 4= SBoion. _4=0 pour $p<pt2m-1<n-1 ; montrer que £(x) a
su plus n-2m racines dans K (utiliser ls rgle de Descartes).

En déduire que, 8i g(x)=€+a1x#°,,+anxﬁ a toutesvseé racines Csans
K, ot gi ?+b1x+c.,+b2 xgm—f(x} @8t le polynome formé par les 2m+i
preniers termes du développement de g/g en gérie de puissances ascen- E
dantes (chap. iv; 31), £{(zx) n'a sucuns racine dans K .

13) Soit K un corps quesi-réel maximal, &15a2,99;9an,b§5b396;.?bg ;
2n éléments de K tsls que b, <Bs < gbﬂ . 81 on considére la
fonction polymome

- jie} o m
1(x) = a1(X~b1) +- a2{3=b2) +;,a+an{x~bn}
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(m entier » 1), montrer:quéile nombre 9 de racines de f(x) damns K
est au plus égal au'nombié'de variations w de la suite
(a1,ag,..,gn,c—1)ma1), et que la différence w-9y est paire (raison-
ner par récurrence sur w , en étudiant, & l'aide de l'exerc.y, les
variations de la fonction rationnelle f(z)/(x~c)m ; o c est un
é€lément convensblement choisi).
14) Etant donnée une fonction polynome irréductible P{x) définie dans

un corps quasi-réel maximal X , on appelle suite de Sturm relstive &

fetaun intervalle‘}auﬁj , une suite (fi(x))O de polynomes

fisp
ayant les propriétés suivantes : a) deux termes counsécutifs de la
suite n'ont asucune racins commune dans {é,é} ; b) s fgia)zg pour
1€k<p ot &@E&,@] ) By _,(a) et fk—t—ﬁ(a) sont de signes coptraires ;
c) ﬁn(x) ne s'annule pas dans Eégéi ; d) fo(x)zf(x) . 81 w(x) dési-
gne le nombre de variations de la suite (fi(x)), montrer gue le
noabre de racines de f(x) appartenant é:]a,ﬁl est &zal &

w(a)-w(B) (méthode de 1l'exerc. 11).

Soit (gi(x)_)q%igr la suite des restes successifs dans la recher=‘
che du p.g.c.d. de £ et ' par 1'algorithme d'kuclide (g, étent le
dernier reste #0). 8i on pose £,=f! , f,=-g, , et en général
f2k=(”1)kgzk=1 ; f2k+@:(a%)kg2k , montrer gue la suite gfi>6$§igr+i
est une suite de Sturm.

81 on ne suppose plus f irréductible, et gu'on détermine encore
ies fi & partir des resites successifs g; comme ci-dessus, le nombre
w(a)-w(B) est égal au nombre des racines distinctes de £(x) apparte-
nant & }a;s)- ("théordme de Sturm").

15) Soit K un corps ordonné, G un sous-corps de K ; un élément x de

E est dit infiniment grand par rapport & G si gzg n'est majoré par
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aucun élément de G ; un élément x de K est dit infiniment petit par
rapport 4 G stil n'existe aucun élément y de G tel que 0<;y<(\xj :
Pour que x # 0 soit infiniment petit par rapport & ¢ , il faut et il
suffit que x'1 soit infiniment grand par rapport & 6 . Une extension E
de G , contenue dans K , est dite comparable & G s'il n'existe aucun
élément de B infiniment grand par rapport & G ; en particulier, E est

-

dit archimédien s'il est comparsble & son sous-corps premier Q .

Montrer que l'snsemble dez éléments x de X qui ne sont pas infininent

grands par rapport & G forment un anneau marxxmpgexkt F(G), et l'emsen-
ble des éléments de K infiniment petits par rapport & G un ;gggg
maximal gfk@) de P(G). Si une classe {mod. J5 (G}) contient un élément
>0 de K et ne contient pas 0 , elle ne cgntien@.qua des éléments

>0 de K . ‘

En déduire qu'on définit, sur le corps quotient K(G)=F(G)/JF (&)
une structure d'ordre compatible avec sa structure de corps en presant
comme &léments positifs les clesses (mod. ¥ ) qui contiennent un 616-
ment »0 de K .

Hopntrer qu'une classe (mod.gj ) ne peut comtenir gufun seul élément

de G ; en déduire que l'applicstion cancricus de X dans X(G), res-

reinte & G , est un'isomorphisme du corps ordomné G sur un scus-Ccorps

G' de K(G) , et que KX(G) est comparable & &' .

 Hontrer enfin que, si K est un corps quasi-réel maximal, il en est
de méms de $K{G} (utiliser le th. 2).

16) Soit K un corps quasiezéel maxinsl, E un scus-corps de K ,

fsen+a%ega@

+¢..+ah un polynome de EEQ} ; montrsr que, si on pose
m = Max(1, gaﬁi%gszpn : =+gaﬂg)

toutes les racines de £ dans K eppartiennent & l'intervalle [}m;+m} :
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En déduire_que, si E est une.extension d'un corps G , comparable & G
(exerc.1), l'ensemble R des &léments de K algdbriques par rapport
& B est un corps guasi-réel maximal, comparsble & G .

montrer que £(t), pour une valeur t€ K , ne peut 8tre infiniment
paiit par rapport & G que si t est cougru (mod. 3 (G)) & une racine
de f dans X (décomposer K en intervslles par les racines des f et f! ;
relarquer que, si x<t , oh x€R n'est pas congru {(mod. p (G) )
& t , il existe yeR tel que x<<y<t ; appliguer l'exerc.5 )
17) On appelle coupure d'un ensemble totalemont ordomnné E une
partition (A,B) de E en doux ensembles tels que, qusls que soient
X€A , yeB , on ait x{y , et que, si A admet une borme sgupérieure
dans E , cette borne appartient &4 A . Soit K un cerpé quesi-réel
mexiwal ; montrer qu'il existe une correspondance biunivogue enire
les structures d'ordre sur K{e), prolongeant celle de K , et pour
lesquelles K(e) est comparable & 4 , 8t les coupures (4,B) de K
tslles que A n'ait pas de borme supérieure dans K (montrer, & l'aide
de l'exerc.9 , que la connaissance de l'ensemble des élémente x< K
tels gue x<e détermine le signe de h{(e) , quells gue soit la
fraction rationnelle h €K(e) ; on décomposera une axtenaianqu&si=
réelle maximale algdbrigue de K{e) en intervalies par les racines
du numérsteur et du dénominateur de h , aimsi que les racines de h').
A toute coupure (A,B) de K telle que A 2it une borne supérieure dans
K correspondent dsux structures d'ordre sur K(e) pour lesquelles
E(e) nlest pas cemgarébie & K ; enfin, il existe deux structures
diordre sur K(e) pour lesquelles e est infiniment grand par rapport
8 E . Montrer gu'on obiient de ceiite manidre itoultes les structures

dfordre sur K(e)} prolongeant celle ds X .
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18) On ordonne 1l'ensemble C(E) des coupures d'un emsemble totalement
ordonné E , en posant (A,B)(A',B') si A' DA ; dans C(E), qui est
ainsi totalement ordomné, tout ensemble majoré admet une borne supé-
rieuré. Hontrer que, si (4,B), (a',B') sont deux coupures dans o, '
il en est de méme de (A+A',B+B'), et que (@), muni de la loi de
composition ainsi-&éfinie, est un groupe totalement ordonné contenant
uiz sous-groupe isoamorphe & Q . Définir de lg méme manidre (4 1l%'aide
de coupurss sur l'ensemble des nombres rationnels > 0) une multiplica-
tion dans C( Q) , et monirer gu'on déPinit ainsi sur Cf {}) une struc-
ture de corps ordonné archimédien, prolongeant celle de ( ; le corps

ordonné C( Q) se note R et s'appelle corps des nombres réels

{ef. Top. gén., chap. IV). '
St K est un corps archimédien, et x<y deux éléments de K , montrer

gu'il existe un nombre rationnel r tel gue X<r<y . &n déduire gue
K est isomorphe & un Bous-corps ordonné unique de R (faire corres-
ﬁcncire & tout xeX la borne supérisure, dens R , de l'ensemble des
nombres rationnels r tels gic rex )

19) Pour que 5 dans un corps ordonné K‘ ; tout esusemble majoré ait une
borne supérieure, il faut et il suffit que X soit isomorphe &2 R
(montrer d'abord que, dans un corps non archimédien, lfensemble Q
n'a pas de borne supérisure ; utiliser ensuite l'exerc. 18).

20) Dans le corps des fractions raticnnelles K = Q{e) , On considére
ls structure'd'ordrs non archimédien pour laguelle s est >0 et
infiniment grand par rapport & @ {exerc. 17). ¥ontrer gue Q{e} est
comparable & s0n scus-corps Q< e® > et donner un exemple de deux
éilénments x,y de Qie), tels que x  y et qu'il nfexisis sucun

&lément de Qg;eg} dang 1'intervalle gxzyt‘l
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Hontrer que le polynone (uzve)(ug»4e)e1 de K[u] est irréductible

dans K , qu'il admet deé racines dans toute extension guasi-réelle
maximale de K , et que la fonction polynome correspondante est stric-
tement positive dans K . |

21) Soit X un corps ordonné, K(I) une extension transcendante pure
de K . Yontrer que : '

a) si K est archimédien, pour qu'il existe une structure d'ordre
sur K(I), prolongéant celle de K , et telle que X(I) soit compareble
& K , i1 faut et il suffit gue la puissance de I soit an plus égale
& celle d'une base de transcendance ¥ de R par rapport & K (K étent
plongé dans R , conformément & l'exere.18) ; l'ensemble de ces struc-
tures d'ordre est alors éguipotent & 1'ensenble des applications
biunivogues f de I dans R , telles que £(I) forme un systéme algé-
briguement libré par rapport & X .

b) 8i K n'est pas archimédien, il existe toujours (au moins) une
structure d'ordre sur K(I), prolongeant celle de K ; et telle que
E(I) soit comparable & E (1le cas ot I n's gu'un &lément résulte des
exerc.17 et 19 ; passer ensuite au cas général & l'aide du théoréme
de Zorn).

22) Soit K un sous-corps de R , © un nombre réel algébrigue per
rapport & K . Montrer que le nombre de structures dfordre distinctes
de K8 , prolongeant celle de kK , est ézal au nowbre des cohjugués
réels de 8 {utiliser le th.3 et les exerc. 16 et 18). |

23) Soit X un corps quasi-réel mazximal, G un sous-corps de K
Hontrer que l'ensemble des extensions E amk de & , contenues daﬁs K
el compsrablies avec G , est ipductif ; si E, est un élément meximal

de cet ensemble, montrer gus E est un corps isomorphe au corps E(G)
2 o
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défini dans l'exerc.1Y (prouver que l'application canonigue de F(G)
sur K(G) applique E, sur K(G) , en montrant d'abord, & 1l'aide de
1l'exerc. 16, que E  est un corps quasi-réel meximal, puis, & 1l'aide
de lfexerc. 17, qu'il nfexiste aucun élément de K(G) transcendant
par rapport & l'imasge canonique de Eo)°

24) Soit K un corps non algdbriquement stable, mais tel que EK<i>
soit algébriguement stable. Montrer que K est un corps quasi-réesl
maximal (il suffit d4'établir gue toute somme de n carrés d'éléments
de K est le carré d'un élément de K , car on en tire que X est guasi-
réel maximal. Pour démontrer cetlte proposition, procéder psr récur-

2

rence sur n ; dens ls cas n=2 , pour prouver gue ag+h est un carré,

considérer la décomposition en facteurs irréductibles dens K {a} 5
du polynome (ezéa)2+b2).
25) Déduire de l'exerc.24, et de 1l'exerc.20 du €7, que, si un §orps
K est tel que son extension algébrique maximale soit une extension
ggggg ds K , K est un corps quasi-réel maximal.
26) Soit K un corps ordonné, E=S1(K) le corps des séries formelles
d'une lettre e sur K (chap.IV, g 1) : montrer qu‘on définit une
gtructure dfordre compatible avec la structure de éorps de E en pre-
nant pour 6léments strictement positifs de E les séries formelles
dont le coefficient du terme de plus petit degré est >0 dans K .
Sur l'ensemble H=S1(E) des séries formelles 22 gnun d'une

lettre v sur E , on 4é6fipnit comme d'ordinaire l'addition de deux

éléments, mals on définit une multiplication non commutative, de la

facon suivente : on pose u%eP=2P%Pu? | quels que scient les entiers

: : - n
retionnels pet g ; i a =] anen b= @ne sont deux
A L

éléments de E , on pose




LR
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(2uP)(bul)= 23 a B e Pyl = > amﬁngpnem+nup+q -

'M,%
=(> a,mBn.alm‘cam‘n )u.m}"q
Yo %
Enfin, on pose
(Z 2 "} Z b,0?) = 3 (2 o®)b o)
" a “n© o ",n n n
chacun des produits étant développé suivant la régle précédente,
ot les puissances de u mi.:3 en facteur dans les sommes obtenues.

a) dontrer que la multiplicntion aingi définie sur K est agsocia%
tive et doublement distributive, et définit sur E une siructare |
de corps non commutatif.

b) 8i on prend pour éléments strictement positifs de H les sériss
dont le coefficient du terme de plus petit d@gfé en u est stricte-
ment positif dans E , on définit sur H une siructure d'ordre compa-
tible avec sa structurs de groupe additif, faisant de B un ensembls
totalement ordonné, et telle que, si 2z 70, 1a relation gy
entraine xzgKyz et zx<zy ("corps ordonné non commuiatif de
Hilbert®).

39. Divisibilité dans les extensions algdbriques.

| Entiers algdbrigues. Soit A un anneau d'intégrité commutetif ayent un élément

unité, K son corps des quotients, E une extension du corps K ; 81 x
désigne un élément de E , le plus petit sous-anneau de E contensnt A
ot x est évidemment 1'ensemble Af[x]| des expressions slgébriques entidres
p.IV, % )} par repport & x st sux éléments de & , ciest-a-dirs l'en-
semble des &lénments de la forme ao+aix%,e,+anxg ;, ot les a; sont des
€léments arbitraires de A .
Cet anneau contient A , dome est en varticulier un A-modulis ; nous

allons cherchsr dans quel cas ce moduls est de type Fini (ciap,vsgfj}e
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froposition 1. Pour gue le plus petit sous-annean .Aﬁx] de B contenant A&

et x goit un A-module de type fini, il faut et il suffit gue x satisfasse

& une éguation de la forme

(1) By b1xn'1+ ng“‘a

ob les coefficients ‘bi appartiennent & A .

kD =0
n

La condition est évidemment suffisante, car si elle est remplie, tout
élément de Agx] est 6gal & une combinaison linéaire, & coefficients
2 -1
dans A , des éléments 1,x,x ,...,xn

- Your voir gque la condition est nécessaire, remerguons que, si &[x]

& , en tant gue A-module, un systéme fini de génératsurs 01,c2,,.0,cm )
2

ies 6lénents xe, (1<i<gm) appartiennent & A[x] , donc il existe m
élémnents 2 4 (1€1,j¢m) de &2 tels que

. W :
g;é)_._ : xc, = g'iaijcj (1<igm)
Comme les c; ne sont pas tous nuls et vérifient le sysidme (2) de nm
équations homogénes & m inconunues, le déterminant de ce systéme est nul,

autrement dit, si B est la matrice (aij) , on a

) |Z-Bj=o

équation qui, développée, est évidemment du type (1) .

Définition 1. On dit gu'un élément x de E est un entier alsdbrique de B .

relativement & l'anneau A , s5'il satisfait & une équation de la forme (1),

ob n est un entier naturel >0 , et les coefficients by des éléments

de 4 . ,
On dira souvent "entier algdbrique de E 7 ou méme "entier algé-
brigue” au lieu de "entier algdbrigue de E relstivement & A
lorsqu'aucune c@&fuaign n'en peut résulter.

La dénomination d'"entier algébriqaa“ esl justifide par le fait gu'un

0l

gebrique relativement 8 4 est évidemment un 6lément de E

=t

eptier a

algdbrigue par rapport su corps K .
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En outre, si x satisfait & (1), le polynome irréductible de K[e] dont
x est racine divise le polynome en+b et 1+..,+-bn , donc les conjugués
par rapport &4 K d'un entier algébrique sont des entie?s algébriques
(dens toute extension de K les contenant).

Proposition 2. Si ug sous-anneau B de E , contenant A , est un A-module

entiers algébrigues relative-

de_type fini, tous ses éléments sont des_

ment & A . Réciproguement, le plus petit sous-annesu de B contenant A

et pn nombre finmi d'entiers algébrigues relativement & A , est un

A-module de type fini.

Ls premiére partie est une conséguence du rsisonnement de ls seconde
paertie de la démonstiration de la prop.1 . D'autre part, ls plus petit
annezu contenant A et n éléments Xq43%5;-05,% (8 B est 1'anneen

: n

Aixﬁﬁxggo,OQzQ? des expressions entiéres par rapport & ces éléments ;

g
21 Afz,? est engendré par lss ssencee X, (0<g<m.) en nombrs Ffini
1 i = i 2
G Hs o
1 2
&txi, SERERFP S E est un A-module engendré par les monomes xy %, ,s,xn

ot @ga,i\ . » qui sont en nombre fini.
: B

De cette proposition, on déduit en psrticulier les deux suivantes :

Proposition 3. L'ensemble des entiers algébrigues par rapport & A ,

contenus dans E , est un snneau.

En effet, si x et y sont deux entiers algdbriques contenus dans B |
x+y et xy eppertiennent su plus petit sous-snnssu de E cont naﬂt Xet y ,
guil est un A-module de type Tini, et dont tous les &léments sont donc
des entiers slgébriques.

Proposition 4. Soit B 1l'annesu des entiers slgdbricues par rapport & A ,

contenus dans E , et solt F uns extension de E ; toul entier algdbrigue

ar rapport & B contenu dans F , est un entier aégebrlgze par rapport
g 3
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En effet, soit x un entier algdbrique par rapport & B ; 11 satisfait

& une équation de la forme (1), oh les b, appartiennent & B ; x est donc
entier algébrique par rapport & l'anneau .A[b1,b2,..v,bn:E=C - autrement
dit, C[x] est un C-module de type fini. Mais, d'aprds la définition de
B et 1a prop.2 , C est un A-module de type fini, donc C[x} est sussi
un A-module de type fini, ce qui prouve (d'aprds la prop.2) gue x est
entier algébrique par rapport & A4 .

Supposcons maintenant que E soit une extension slgdbrigue ds K . Alors

Proposition 5. Si B est 1'annesu des entiers algdbrigues par rapport

2 A , contenns dens B, B est le corps des auotientis de B .

e

En effet, soit x un élément de E ; il est algébrigue par ra@;@rt 8 K ,
donc satisfait & une équation slgdbrique & cosfficients dans X ; en
mettant ces coefficients sous forme ds rapporis d'éléments de A , et
multipliant par le produit des dénominateurs, on peut suppcser que

l%éguation est de la forae

{4) x + a, 2l a, =0
o les aié;é . 81 on pose y = a,x ; et qu'on multiplie 1'éguation (4)
par a?°@ , i1 vient
&)
n n-2 in=-1
+ + +.5 o F =
y ta y 23 azj 8y am O

ce qul prouve que y est entier, diot x-y/a ; €8 gul étahlit 1'énoncé
sous une forms plus précise, puisqu'on peut toujours supposer qué x est

égal & une fraction dont le nunérateur appartient & B et le dénominmateur

& A . ‘
Il est essentiel de remerquer que, si x est un entier algébriqu
;:> ' paﬁzappart & & , Afx] n'est pas nécessairement identique &
\ lignneau des entiers slgébriques contenus dans son corps des

P
f <

guotients. Par exemple, sl A=2Z , x = -3 ,1'6lément y=(1+ -3
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' n'eppartient pas a A[x) , mais v5-ifie 1l'équation ya-yﬂ:-o .
donc est un entier algébrique du corps des guotients de ACx].

Divisibilité dans les snmneaux d'entiers aigdbriques. Ls théorie de ls divisi-

bilité des entiers algébrigues est 1l'6tude de la divisibilité dans
1l'anneau B des entiers algdbriques par rapport & un anneau dtintégrité
A qui gppartiennent & une extension algdbrigue B du corps des quotients
K de A , connaissant la théorie de la divisibilité dans A .

Comme B est un A-module, & tout A-module #+ contenu dans K , on peut
feire correspondre le produit Bwme des A-modules B et 21t (chap.V, %}}
qui est évidemment le B-module contenu dans E et cngendré par 2L 5

en particulier, si J¢ est un idéal fractionnaire de ¥ . B¢L est un
b . e g

idéal fractionnaire de E , car il existe ceA &8l gue cce < A ,

d'od c(B &2 )" B . Un définit ainsi une application de lfensemble

des A-modules contenus dans X dans l'ensembls des B-modules contenus
dens E ; en outre, on a immédiatement, dfaprés les rdgles du produit
des A-modules, (B wm)H(Bn)=B(mi +14) et (B #0¢)(B «u)=B{ 241 2t ) ; en

particulier, si ¢ est un idéal inversible de K , om a

(B ot )(Br ' )=B(okot~1)=B , sutrement dit, B oz est un idéal inver-
sible de E , dont l'inverse est Ba”
__Hous allons maintenant nous bornsr au cas oh A est un apnesgy de

Priifer (chap.V, $5) ; on a alors le théordme suivent :

Théoréme 1 (Dédekind). L'anneau B des entiers algdbrigues par rapport

& un anneau de Prifer A , appartensnt & une extension algébrigus E

== st te A= =

—du corps des guotients K de A , est un annesu de Prifer,
Soit a un élément gquelcoague du corps des guotisnts E de B - 1

zsiszit de montrer que l1l'idéal fractiorpmairs {1)+{2) de E est inversible

(chap.V, § 5,cor. de la prop. 3).
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i ‘+°n un poiynome & coefficients dans A dont o

e n n-
Soit f=c o8 +c1e
est racine ; on peut donc écrire, dans E [e]

n n-1 n=2
Ce *...tc, =(e-a)(b e +b1e +.. ’+bn=1)

Hous allons montrer que les bi sont des entiers glgébrigueg, donc
eppartiennent &4 B . En effet, on =
- - .2 k
by = Cyto, 4@ o 0 .. .+ c & (0<kgn-1)
d'oh on tire

bk@p = a,p+,o.+ coa.k@ pour O<pgn-k-1

®k

P i p-1: p-2_ __ _p-(n-k)
bka = =Cy 140 Crpn® cno;

pour n-kgpgn-1

On cbtient ainsi un systéme de n équations linéaires homogduss satis-
@#isites par les n éléments 1,@8&‘2,. “3&};14 ; on en conclui que smon déisr-
minant est nul, et comme les ¢, sont des élémentis de A , il en résulte
que by satisfait & une équation de la forme (1).

Comme on a

(5} kabk’bkaﬁa (1 g k QR“’E } 5 Q‘ﬂ:ze-b

n-1:
on voit gue les élémente by a (0<k {n-1) sont également des emtiers
algebrigues. Si d est un élément de K tel que les ckd appaeriieznent & A,
on en conclut que les byd et bad apperticnnent &4 B , par le méme
raiscnnement zppliqué au polynome df .

~ Considérons alors, dans A , 1'idéal £ engendré par les ¢, ; comme A
ast vun anneau de Prufer, 4 admet up inverse A"’d‘g oL , engendré par un
nombre fini d'6éléments a; ¢ A (1<igm) ; comme, pour tout indice i ,
les éléments cpe, écnt entiers dans XK (O0gk gn), les éléments by, -
et b,aa, appartiennent & B . Autrement dit, ei % est 1'idsal de B
engendré per les b, (0gk £n-1) , on a

4 (1) Ha))Bw) < B
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dais, d'aprés (5), Bl -@»((1) + (a))
done B=(B£)Ba) < H((1)+(a))(B)<B
ce qui prouve que 1'idéal {;(B ) est l'inverse de (1)+(a)
. 0 F. D,

Hous allons voir en outre que l'application qui,.a tout idésl de type
fini ot de A , fait correspondre 1'idésl Boz de B est une appiication
biunivogue de l'enseuble des idésux de type fini de A éans l'snsemble
des idésux de type fini de B . Nous démonirerons tout d'sbord lsa
preposition suivante

Proposition 6. Si A est un snneau de ¥rufer K son corps des guctients,

B un snneau d'entiers alegdbrigues par rapport & A ,ona BIyK =R

(Autrement dit, un élément fractionmaire de X no peut &trs entisr

algébrique par rapport & A).
En effet, soit x un élément de XK tel qus

(6) = + a1xn°7 +...+ 8 0
0

of les a; arpartiemnent 4 A . 8i oL est 1'idésl de type fini de K

engendré par ?zx,xa,..,,xn“? , l'équation (6) montre que "¢ ot -

autrement dit gque (x)dJtc &, d'oh en multipliant par or™° -

(z) — (1) , clest-a-dire xzeA
Comme le montre l'exemple domnné ci-dessus, cetie proposition
n'est pas exacte pour un anpesy dfintégrité guelcongue ; les
annesux d'intégrité pour lesquels slle est vrasie sont appelés
annezux clos. L'exemple donné ci-dessus monire qua, s8i x est un
entier algébrique par rapport & un anpeau de Prifer A , 1iannesu
Alz] n'est pas nécessairement clos, et a fortiori n'est pas

nécesssirement un asnesu de Priifer ; 11 faul donc se garder

d'étendre inconsidérément le th.1 & un annesau B guelc

£33
(G
fovad
(&)
C
;’i
.
)
by
(®)
]
=
s

o

‘entiers algébrigues par rapp ort & A .
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Corollaire. Si a est un entier algébrigue par rapport & 4 , les coeffi-

cients du polymome irréductible f¢ K[e] , dont le terme de plus haut

degré a pour coefficient 1 , et dont a est racime, sont des &léments de A

En effet, ce sont des fonctions symétrigues entidres par rapport aux
conjugués de g , gionc des entiers algdbriques par rapport a A ; comme
ils appartiennent & K , ce sont des éléments de A .

Ep particulier, si o est séparable}par rapport & X , Ba irace et sa

norme par rapport & K (dans toute extension finie de X 1le contenant) sont

‘des éléments de A .

Proposition 7. Si % est un idéal de type fipi de XK , onm on a (Ba)nk =
En effet, soit b un élément de (Bur)NNK ; on = done b = Z B, 9 ot

les &; appartisenment &8 vt , et les . &2 B . Soit E la plus *ccme a&%@ns
i ¢;) 3 i b

slon galoisienne de K contenant les B; , et soi«sn‘é; o, - (1< k

tif

e

1

\-f'
[t

L1 e

aut@mcrphismess de son groupe par repport & K . 5i on forme la porme
w

TT(Z O‘k{ﬁi)ei) du polynome 2|

G-4 621 vz4d : - .
invariants par tous les oy donc (§ 6, cor.1 du th.1) sont des éléments

Bso; (§5), ses coefficients sont

radiciels par rapport 4 K ; il existe donc une puissancs de éette norme
doht lés coefficients'apéartiennent & K (ce sera la norme elle-méms si E
est séparable par rapport & K) ; en outre , ces coefficients sont évidem-
ment des entiers algébriques par rapport A donc (prop.6) appartiennent
& & . Comme par hypothdse, bek ,ona b= Z o) (%, Ja. : domc il existe
uns pulssance b gui est égale & une comblnals“n linéeire, & coefficient:

Gans & , de mondmes de degré g par rapport & 24385,.--,8_ ; 1l en

o
résulte gue ble gl , Ou encore ((b)m°1)qc_ (1). rar suite, comme le
groups des idéaux de type fini de K est réticulé, on a {b) e (1)
(chap.V, 21, cor.2 de la prop.9), c'est-a-dire be ot

~ Cette proposition 6tablit donc bien ce qus nous avions annogeé

ci-dessus, & savoir gue l'application o —= B¢ est biunivooue :
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en,odire , d'aprés ce gui a été vu plus haut, elle fait correspondre
a ia somme et au produit de deux idéaux de K l1sg sonme et le produit,
respectivement, des idéaux correspondants dans le caé:‘ps des qucb%nts

Bde: B ; clest dohc un isomorphisme du groupe réticulé 5 f(A) des

idéanx fractionnsires de type fini de K dans le groupe réticulé Qf'(.B)
des idéaux fractionnaires de type fini de E .
En rzison de cetie isomorphis, on identifie souvent par sbus de
langsge un idéal o de K avec 1'idéal correspondant Bor de B
on écrit par exemple des relations de la forme L = “g“l," , ol
0L est un idéal de K , & et ¥ des idéaux de E , au lieu
dtécrire But= G £.
On noters que l'isomorphisme précédent n'applique pas, en
général, gf(.&) sur 3}(_3) ;

Supposons maintenant que A soit un suneau de Dedskind ; on peut slors

compléter le résultat du th.1 par le suivant :

Théoréme 2. Soit A un asnneau de Dedekind, K son eorps‘ des gquotieats,

E une extension finie de K . 8i B est l'annesu des sntiers algébrigues

par rapport & A , appartenant & E , B est un anneau de Dedekind.

Comme, d'aprés le th.1, B est un anneau de Priifer, il suffit de prouver

que B est un anneau de Hoether, c'est-a-dire (chsp.V, g 5) que toute
suite croissante (pour la relation - ) d'iddsux de B n'as qu'un nombre
£ini de termes distincts.

si ¥ est un idésl de B , sa trace €N A est un idéal de A ;. si
( ’@'n) est une suite croissante d'idéaux de B , la suite {‘@’3 N &) est
une suite croissante d'idéaﬁ.x de A , donc on & g'n H'A = %nﬂ N A

& partir d'un certain rang ; on peut donc se bornsr & considérer une

suite (@'n) dont tous les idésux ont méme trace UL sur A .
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On a alors BouLc g’n guel que soit n ; le théordme sera établi si on
prouﬁe que, dens B , 1'idéal B¢z n'e qu'un nombre fini de diviseurs

distincts, ou encore que 1'anneau B/B!)t ‘ne posséde gu'un nombre fini

T
d'idésux. 81 (b= | | Y3° est 1a décomposzttlon de otz en facteurs pre-
es1 @
miers dans A , ona BO = l ‘ (B pl) i1 , et les idéaux B ,‘Qi sont
; vei

premiers entre eux deux & deux dans B ; donc, comme B est un anncsu de
Priifer, B/Bct est isomorphe au produit des amnsaux B/(B ~—B/B(,pl)"
tout idéal de B/B ot est égal au produit de ses composantes dans les
anneaux facteurs ; donc, pour démontrer le théoréme, on peut finalement
se restreindre & démontrer gue, si p est un idéal premier de A , B pr

n'a qu'un nombre fini de diviseurs distincts dens B ; Ou encors, gue

toute suite croissante de diviseurs ds Bpr n'a gu'un nombre fini de
termes distinets. '

Or, dans B/B @r , tout 1déal est un B-module, et & fortiori un
A-module ; le résultat sera obtenu si nous prouvons gue BB * ost

un A-module de type fini {chap-‘.vp @ 6, prop.1).

Considérons d'abord le cas ok r=1 . B/B 0} contient alors 1l'annesu
(At+B p )/B;g , isomorphe & A/&ﬁ BQ = A/’@ (prop.?7), et qui est par
suite un corps ; on va prouver gque BjB$ s en tant gu'algébre sur
A/Y , aun reng fini . En effet, soit n le degré |E:K], et soient
o, (11 ¢nt1) n+1 6léments de B ; 11 suffit d'établir qu'il existe

Bt L

pti éléments b, €4 tels qus 2, Db.w; 20 (o0 BT lesb

g L= %
n'eppartenant pas tous & p . Or, il existe par hypothdse n+i é}.éments
; el
g; €A , non tous nulg, tels gue > a; .--O ; pceons (a ) = %} ”éi :
= bzd
on peut (chap.V, $5, prop.10), trouver un n€A tol que (z) = by o ;

oh A est premier avec [ , puis c €A tel gque (¢) = > £ :
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o4 £ est premier avec p ; par suite (ai) = (") s & =

i"b (::/c) i , ol bi est premier avec ,p ; 8i on multlplle la relation

“+i

é i @.=0 par ¢ /zt oh k est le plus grand des k et h le plus petit ,
on obtient bien ume relestion du type voulu.

Il en résulte que B/Bp admet une base finie (ﬁi) par rapport & A/ ,? s
si u; est un élément de la classe u, dens B , tout élément de B est con-
gru (mod. B ;} ) & une combinaison linésire des u; , & coefficients dans
4 , ce qui prouve que BfB)} est un A-module de type fini.

Passons au cas général, et raisonnons par récurrence sur r ; on a
pr la® 1 )e p , dlot Bpr“’ =B(x" 1)-&‘3%5 ; tout élément de Bprd
eat donc congru (mod. B,ﬁr ) & une combinaiszon linéaire, & coefficients
Gans A , des éléments uia;rgi , d'of

C.Q F. b.

 La démonstration du th.2 est beaucoup plus rapide dans ls cas ol

l'anneau B , en tant que A-module » €8t de type fini ; car alorg, clest

un module de FNoether par rapport & A » et a fortiori un annesu de
Foether. Toutefois » cette propriété n'est pas sxscte si on ne soumet

Z l'anneau de Dedekind A & aucune restriction supplémentaire{%) ; Mmais
on a la proposition suivante :

Proposition 8. Soit A un annesn de Dedekind, K son corps des guotients,

E une extension séparsble et finie de X . 81 B est l'anneau des entiers

algébrigues par rapport & A , appartepant & B | B est un A-module de

type fini.
En effet, on a alors E=K< 8 ( §5,prop.8), ok @ est un 6lément séparsble

par rapport & K ; soit n son degré, @; ses conjugués (1 §ign, eize) :

(%) voir P.K. SCHMIDT, ilath, Zeitschr.. t. 44 {1936), p. 443
8 g 2
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on peut supposer en ocutre gue @ est un entier algébrique, car dans le
cas contraire, on a e=a/r ; ot a est un entier algdbrique, et reA ;
et i1 est clair que K=K< e¢> . B8i x est un élément quelconque de E -
ona (§2, prop.3) ‘
n-1 k

7 X = 8

(7) aiZ';o a8
ot les 2, appartiennent & K et sont uniquement déterminés en fonction _
de x . 11 est Pacile d'eilleurs d'cbtenir leur expression en fonction

de x : si x, (1gign , x1=x) sont les conjugués de x par rapport &

K , on a aussi

bt k .
x = %gkai (1<ign)
et le déterminant A = GE‘ de ce systéme de n équations linésires

par rapport sux 8y n'est sutre gus ls déterminent de Vendermonde des

91 » donc est #£U par hypothdse ; on peut par suite écrirs

(8) &ak = % Tys %, (0gkgn-1)

ol les Ty s sont, d'aprés les formules de Cremer, des pclynomes par

rapport auz 8, , & coefficients entiers ratiénnels ; comme les ei

sont entiers algébriques par rapport & 4 , il en est de méme de A

et des ry; . Bemarquons en outrs que AZ = H(eé—aijg est une

fonction symétrique des 8; , domc appartient a E&a (et méme & 4 , d”aprés

1a prop. 7). v
Supposons maintenant que x soit ‘entier algébrique par rapport a A ;

alors les seconds membres des Squetions (8) sont entiers par rapport

& A , donc il en est de méme des éléments A g, , et sussgi des éléments

Agak ; mais ankéii , done (prop.}?) . Azak €A . Autrement dit,

on peut écrirs

-4

X = b, u
PRI
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ob b €A, et uk.—:ek/ Aa ; cela signifie que B est contenu dans le
A-module engendré par les U, ; comme A esi un anneau de Dedekiﬁd, ce
module est un module de Noether (chap.V, $ 6,prop.1), done B est un
A-module de type fini. :
Rémargues. 1) Dans le cas considéré dans la prop.8, B est un module
régulier de type fini par repport & l1l'anneau de Dedekind A ; 1z théorie
générale de ces modules, feite au chap.V, ¢ 6, lui est donc applicable ;
en particulier, la prop.% prouve que l'espace vectoriel {par rapport & K
a_ssoéié & B , est isomorphe & E . Autrement dit, si E est une extemsion
séparable de degré n par rapport & K ; B est un A-uwodule régulier de
rang n ; en particulier, si A est un anneau principal ; B admet, en tant
gue A-module, une bage de n éléments. Ces considérations s'appliquent
aussi aux idéaux (fractionneires) de E , et plus généralement sux
sous-annesux de B contenant A .
2) En général, si [J est un idéal premier de A , 1'idéal correspondant
B,‘Q dans B ne sers plus premier, mais se décomposers en un produit
d'idéaux premisrs de B ; 1l'étude de cette décomposition, dams le cas
ot A est l'amnneau des entiere algdbrigues par rappert & Z diune
extension finie du corps () des rationnels, est un des probldmes
fondamentaux de la théorie des nombres algébrigues.
3) 81 fgff est un idéal premier de B , ;} = .fgﬂ A est un idéel premier
de A ; en effet, si XEA , ye A et xy=0 {mog‘_e;{} ), on a par hypothése,
220 ou y=0 (m@d,gff}i donc X ou y app&rtieﬁ‘i: & A f\fﬁ = ;Q :
On & en outre B p = g:f , done ,gf)f,/BQ est un idéal stable de
italgeébre B/B}g} bar rappori au corps A j Q 3 il résulte slors de la
démonstration du th.2 gue le corps B/%j =(B/BZI} }/( gjjﬁ ;ﬁ;} ) est une

extension finie du corps &j/ ;;}’ ; 18 degré de ceite sxtensiocn se nomme

degré de 1'idéal premier ¥ .
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Soit £ le degré de {p’ ; 81 X E L e puissance de ¥ qui divise
BY) , le résultat précédent se généralise ds la fagon suivante
1'algdbre B/:p’k=(B/B,p )/(ﬁp" k/B,‘p ) est de ramg kf par rapport au
corps A/p . En effet, soit ﬁi (1€1i¢f) une base de B/ﬁ par rap-
port & A/p ; si u, est un élément de la classe ﬁi dans B , tout 81é-
ment de B est congru (mod. ﬂ ) & une combinsison linésire asu, ,

; 521
ol les éléments & sonl des éléments de A , qui sont bien déterminés

(mod. p ). Soit = un élément de ﬁ n'appartenant pas & I 2 . comme
,pr =1 =(x e 1)+ f%j » on voitl par récurrence sur r gque tout élémen:t de B
est congru (mod. ﬁ ) & une combinaison linéaire des é&léments anui

€h k-1 ; 1 1f) & coefficients dans A , déterminés (mod. Y3 ) ;
en outre, supposocns qufon sit g a,hlzz uwaQ {mod. ﬁk) et soit m 1le
plue petit entier tel qu i1 e..{:s,ste un a, % 0 (mod. p ) ; on aurait
alors, d'aprés le choix de n , ; mi%; 20 (mod. ﬁ ), dcne, d'aprés
la définition des u; , aps =0 (mod. p ) quel que soit i , ce qui est
contradictoire. Les classes (mod. ﬁk) des kf éléments :rzhui forment
donc bien une bsse de B / % k sar repport & A/73 .

Soit alors Bp “&gj la décomposition de B ﬁ en facteurs pre==
miers dens B . L'algdbre B/B)) est somme directe des algdbres B / ‘
donc son rang (chep.III, §1) par rappert au corps A/@ est égal 3,
;é;,,eifi ; 08 fi désigne le degré de 1'idéal premier ’%fi . Or, on a vu
dans la démonstration du th.2 » Que ce rang est < n , si n désigne le
degré de 1l'sxtension E é.e K ; on a donc 1'inégalité

(9) Z o;f, <o .

Dens le cas ofi B est g; type fini par rapport &2 A (ce qui est tou-
Jours le cas lorsque E sst une extension séparable de K , d'aprds la
prop.8), on a, de fagon plus précise, 1'égalité

&
{ =V - =
\1@5 4 f—;;zi 8ifi o H °




En effet, on sait alors (chap.V, ¢ 6,prop.4) que B est somme directe de

n modules de la forme Cliui , ot les cni sont des idésux de A ; donmc
B/BYJ est somme directe des n modules °‘i“1/43°“1u1 , qui sont tous
isomorphes & A/p (ef. chap.V, §6,prop.7) ; autrement dit, B/B .p est
de_reng n par rapport au corps A/ D .
Exorcices. 1) On dit qu'un anneau d'intégrité A est clos 8i tout
entier algébrique par rapport 4 4 . Quil appartient au corps des
guotientis K de & , sppartient nécessairement &4 4 . Si A est un
anneau d'intégrité guelconque, E une extensicn de son corps des
quotients K , B l'anneau des entiers algdbrigues par rapport a X .
appartienant & E , montrer que B est un amneau clos.
2) Montrer que tout annesu arithmétique (chap.V, $ 5) est clos
(écrire qu'un élément de K , mis sous forme irréductible, satisfait
& une équation de la forme (1) ). _
3) Pour qu'un anneau A soit clos, il faut et il suffit gue, pour
tout idéal fractionnaire de type fini ¢ de L , la relation
xUhc k (x¢K) entraine x€A (pour voir que la condition est
suffisente, raisonner comme dans la prop.6 ; pour volr gufells sst
nécessaire, raisonner comme dans la prop.1i).
4) a) Soit A un anneau d'intégrité, a un 6lément de A non diviseur

T ntest pas un entisr algdbrique par rapport

de 1 ; montrer que a”
8 & .

b) Soit K le corps des quotients de A ; montrer qu'il sxiste un
sous-anneau maximal Ao de K ne contenant pas a” ! {appliguer le
th. de Zorm).

c) ¥ontrer, & 1l'aide de a), que 1'anneau A, est clos (remarguer que,

dans le cas contraire E.m1 serait entier algdébriqus par ra ort &
& g =
0.
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En déduire que Ao est un anneau de valuation (chap.v,Appendice,exsrcz;
montrer que, si x°1féAb , X est entier algébrique par rapport & Ab).
5) a) Soit A un anneau clos, K son corps des quotients ; montrer que
4 est l'intersection des anneaux de valuation contenus dans K et
contenant A (si x.e!:A, appliquer l'exerc.4 & 1l'annesu A[x°1] des
expressions entiéres en x’i, & coefficients dans & , pour prouver
gu'il existe un annesu de valuation contenant A , et auquel.x
n'appartient pas).

b) Réciproquement, montrer gue, dans un corps K , toute intersection
.4 k

d'annesux de valuation est un amnesu clos (si xﬂ=~ézz g% , compare:

R =D

les veluations des deux membres). En déduire que, si A est un snneau
d'intégrité quelcongque, K son corps des quotients, l'znneau des
entiers slgdbrigues par rapport & A , contenus dans K , est 1'inter-
section des anneaux de veluation contenant A et contenus dams K .
6) Soit A un enneau d'intégrité, ¢t un idéal entier de A , A{cr)
i'ennesu des é6léments a/b , od a parcourt 4 , et b l'ensemble des
élémenis de A tels que (b)+ & =A . Montrer qus si A est clos,
A{ut) est cloe.
7 a)_Scit A un aznneau clos, g} un idéal meximel de & , WC 1*ensembl
des anneaux B clos, contenant A et contenus dans le corps des quo-
tients K de A , et tels qu'il existe un idéal maximsl #t de B tel
gque @ A = ;} . Montrer que Y0 & un élément maximal A, (s0it H
un ensemble d'indices toialement crdonné, {B@) une femille d'anneaux
de T telle que a < 8 entraine Ba,c;ﬁg , et que, s8i ®n, est
un idéal maximal de B, tel que 4%;&5W'A,z:§3 , & <P entraine

bl
M, — %o ; monirer gque B = gg B@ est un amnezu clos, et
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et m = &)'ma un idéasl maximal dans B tel que 7/ A =}§3 ; con-
clure & 1'gide du th. de Zorn).

b) 81 me  est un idéal maximal de A tel que m, NA=Y ,
montrer gue Ab(1¢yo)=Ab , buis en déduire gque A, est un anneau

de valuation (remarquer que, =i x¢ A, , ot qu'on pose BzAO[x] 5
on & nécessairement 1e B. i, , et en conclure que x e Ao) 3

c) Soit QV un idéal premier quelcongue de A ; Géduire de b) qu'il
exlste un anneau de valuation B contenant A ot contenu dans K ,
tel gue, 8i 7+ est l'unique idéal maximal de B » 00 8it 4N A=y
(appliquer b) & l'anneau A(U/ ¥,
8) Soit A un anneau clos, K son corps des quotients ; si

£ = %?-akek , @ ==§§ bheh sont deux polynomes de K[e] tels gus
le produit fg ait tous ses coefficisnts dans A » tous les produits
akbh appartiennent 4 A (utiliser l'exerc.H ; @ étant vne valuation
de K , considérer le plus petit indice i tel gue w(ai) 501t &gal au
minimum des w(a, ) , le plus petit indice j tel que w{bj) soit égal
au minimum des w(bh), et calculer la valuation du coefficisent de
el*J gans 16 produit #£g ).
9) Soit A un anneau d'intégrité, K son corps des guotients ; 81 4
est un sous-anneasu maximal de K (c'est=$=dire qu'll n'existe sucun
sous-anneau B de K , autre que & et X ; tel que A< BC K ), montrer
que A est un annesu de valuation dont le groupe des idésux primcipaux
est archimédien (chap.V, g2 : utiliser 1'exerc.4, puis montrer gue
le groupe totalement ordonné des idéaux principsux de A me psut
contenir aucun sous-groupe épais). Réciprogqus.

10) On dit gqu'un sunnesu a'intégrité A est compldtement clog 81 le

groupe ordonné de ses idfaux principasux est archimédien
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(chap.V,$ 2 ; c'est-a-dire ei, pour un x¢ K , la relation "il existe
or-;.é tel que, pour tout entier nj; 0 , cx’ca *© , entrafne x¢cA) .
dontrer que tout annean complétement clos est clos. Réciproguement >
8i A est un anneau de Hoether clos, il est complétement clos
(remarquer que si cx’e A quel gue soit n 0 , le A-module engendré
- par les 2 est de type fini). Uonner un exemple d'anneau de valuatior
non complétement clos. :
11) Si A est un annesu compldtement clos , montrer que l'anneau de

polynomes A[e] est complétement clos (scit K le corps des quotient:
de & , f,g,h trois polynomes de Afe] tels que hf¥/g%¢a [e]

guel gue soit n >0 ; montirer que f/g =@ éK{ej ; 81 on pose

® = &,
que @ &4 ).

ep+misp°?+, L E @ établir ensuite, par récurrence sur k ,

12) Soit A un anneau compldtement clos, K son corps des quotients,

E une extension algdbrique de K , B 1'anneau des entiers algdbrigues
par rgpport & A , appartenant & E ; montrer que B est complétement

clos (soient jeE ;, YEB tels qus vy §n €B quel que soit n3z0 ;
=% _ '

P +. .,+ap est le polynome irréductible de K[e] qui a

% pour racine, et si ¢ est le produit de y et de ses conjugués,

montrer qus ca? €A quel gue soit n >0 ).

si ep+a1 e

13) Si A est un anneau clos, l'anneau de Apolynomes 4fe] est cloe
(m8me :né;bhode que dans l'exerc.i1). |

14) Soit A un anneau d‘intégrité, B un snneau contensnt A , dont
tous les 6léments sont entiers algdbriques par repport & 4 . 8i p
est un idéal premier ds B tel gus ,}3 N & so0it un idéal maximal

de A p est un iGéal maximal de B (raisonmer par 1'sbsurde ;
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8'il existeit un idéal ¢¢ distinct de JJ et de B , et contenant 5,
soit x un éléaent de ¢t n'appartenant pas & ,p ; montrer que x satis-
fait & une congruence de la forms » xm+a1xm'1+.. +a =0 (mod. 3 )
ot les a; sont des éléments de A tels gue am# 0 (mod.O ), et en
conclure que ¢L (Y A est un idéal distinct de Ip N A , donc égal
a4 A , d'oh contradiction).
15) Hontrer que si A est un anneau de Hoether cleé » K son corps des
quotients, E une extension séparable finie ds X , B l'annesu des entier
algébriques par rapport & A , appartepant & E , B est un A-module de
type fini, et par suite un anneau des Noether {méne raiscaonement qu,é
dens lz prop.8).
16} Btendre le résultat de l'exerc.i15 au cas of l'extension E nlest
pas séparable, mais od, si on désigne'pa:r Aq/ P 1rannesu des racines
p-iémes (p caractéristique de K) des éléments de A , A@/ P est un
A-module de type fini (considérer l'extension sépsrsble assccide & E).
17) Scit A un anneau principal s K 2on corps des guotients, B un anneau
contenant A, formé d'éléments entiers algdbriques par rapport & A 5
et dont le corps des quotients E soit une exiension séparable et finie,

de degré n , de K . B admet alors une base (wi) (1€ign) par rapport

a4 A ; gi wé'ﬂ (1] gn) sont les imeges de ®; par lea n isomorphismss

| n'est pas

de E par repport & K , montrer que le déterminant | o N
nul et que son carré sppartient & A (remarguer gue les s, forment

une base de E par rapport & K , et les exprimer en foncticn dfun

élément E6&E tel que E = K85 ).

B R ey
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Appendice I
Extensions galoisiennes infinies.

Soit KN une extension galoisienne infinie d'unm corps K , I' sonm groupe
de Galois par rapport & K . Nous conserveroms les notations introduites
au 9 6 ; en outre, nous désignerons par % 1l'ensemble des sxztensions
finies de K , contenues dans N . Si F est une %ells extension, et ¢ un
élément de T' , on désignera par Op ig restriction de ¢ &4 F ; le groupe
T étant noté multlplioatwement s 11 est clair qu'on 2 (g tf} 7=%p Tp s
et (o )1_, = (a ) ; 81 A est un sous-groupe quelcongus de T° , om
désignera par &F le groupe formé par les T lorsque o parcourt A .

Hous allons définir sur I une topologie de groupe (To géno 5

R

chap.IIT ) gul nous permetira da complel er les résultats du §6 , en
donnant la caractérisation du groups g(k(A)) pour tout scus-groupe A
de [

Proposition 1. 8i, pour touts extension finie Fe & . on _désigne

par Vp le sous-groupe g{F) de I'" , ies Vo forment un sysiéme fondamen-

tal T{ de voisinages de 1'élément neutre € de T , dans une topologie

séparée compatible avec la structure de groupe de J'

En effet, les Vp forment une famills de sous-groupes de 1 , il suffit
(Zop.gén. ,chap. 111, $1), pour voir qu'ils foment un systéme fondamental
de voiginages de € dans une topologis compatible svec la siructure de
gmﬁpe, de montrer gus % est une base de filtre, st gue pour tout
gel cﬁiﬁ,ef‘g appartient & ﬁ . Or (§6,prop.4), si F, et F, sont
deux extensions finies ds K , ﬂ V est le sau&gmape g(F), o4 P
sst 1s pius petii sous-corps conteaami FngFQ_ ; Qui est évidemment
une extension finie. D'autre part ( §6,formule (1)), o a

Q’VFG’@{} = ¥V _ F) et o{F)e¢ % :




PYour montrer que la topologie ainsi définie est séparée, il suffit
(Top.gén.,chap.III, § 1) de montrer que, pour tout o # € 1l existe
FeF tel que o¢Vy ; or, il existe un a€ N tel que ola)#a ; 81 on
prend F=K<a}, on aura donc o¢g(F)=Vy .

Quand nous parlerons, dans oce qui suit, de la topologie de P , Al
s'egira toujours de celle qui est définie par ﬁ :

Proposition 2. Pour toute extemsion E de K contenue dens ¥ , le sous-

groupe g(E) est fermé dans [ .

En effet, soit ocgl(E) , et soit Fe % ; 1e voisinage oV, de ¢
rencontre g(E) , donc il existe yé,‘u’Fzg(F} tel que ove g(B) ; pour tout

a€ENF , on a donc a=c{y{a))=0(a). Or, pour tout aeck , il exziste

FeF el gus aeENF (il suffit de prendre F=K <a>» }, donc on &
ola)=a , ce gui prouve que oeg(E).

e

Proposition 3. Your %out soug-grouve A de 1", cna glk(A)} = A .

;Cgms g{k{ A)} est fermé d'aprds la prop.2, on & Eggik{&)} 2
11 suffit donc de prouver que, si oeg(k(A)), c est adhérent & A .
Or, soit F une sxtension finie quelcongue, G ls plus petite extemsion
, é&ioiaienne {finie)} contenant F ; ¢ lsissant invariant tout élément de
R(A), laisse invariant tout élément de k{A)NG ; or, par rapport &
I’G ; qui n'est autre que le groupe de Galois de G par rapport & K ,
le corps k(A)NG n'est sutre que k( A @) ; done, d'aprés le th. 2
du §6 , on a o eg(k(A,))= A, ; aotrement dit, il existe Te D
tel gue 9,= 'L“G , ou encore que (o t”q)GssG , ciest-4-dire
ﬁ’@’aqé g6l Vp . On peut écrire . ae,VF A , dlol, comms Vyp est
s;—rmétriqaeg (a¥p)N D # @, ce qui prouve que o est adhérent & A .

IE

est compsct.

Proposition 4. Le groups topologigue
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Montrons d'asbord que [ est complet. Pour cela, soit @ un filtre
de Cauchy sur [" ; pour tout F e & , il existe un ensemble Hy, de
@ qui soit petit d'ordre V_ ; donc, s8i oceH_ , T¢€ HF , On a

F F
sz eV , autrement dit, quel que soit xeP , o(x)= T(x) .

Soit afors X un élémént quelcomjue de N ; si on désigne par Hx lg
réunion des HF pour toutes les extensions finies telles que xePF ,
la valeur de o(x) est la mBme pour tous les o¢ Eix ; désignons cette
veleur par ao(x) . 81 x et y sont deux éléments quelconques de N ,
il existe une extension finie F contenent & la fois x et y , done
o(xty)=o(x)+oly) , olxy)=c(x)oly) pour tout aéHF ., ce qui prouve
gus o, est un endomorphisme de N , el par suite un gsutomorphisme

, A'apréds sa 46fipi-

(& 6,prop.1) ; il est clair par ailleurs que o,
tion, est point limite du filtre (o .

Montrons maintenant gue T est précompact. Soit F une extension
finie qﬁelconqu_e de K ; 81 F_ est i'oxtonsion séparable associée,
on a VF":VFG (§6), dqxic on peut se borner & considérer le cas ot F
est séparsble. Prouvons alors qu'on psut recouvrir |' avec un
nombre fini d'ensemblss petits d'ordre Vg ; A'aprés 1l°'hypoithése F
ost une extension simple K<8)»; soient e, {1gign , 8,=6) ses
conjugués ; pour tout i , il existe o, ¢ " tel que ai(e)sei -
Or, quel que soitA cge]' ,onasa 6(6):81 pour un indice i ; donec

o aeg(F)ﬂ:'F ; Ce gui prouve gue les n ensembles 0.V, forment un

recouvrement de 1° .

e N
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Appendice II.
Extensions algéhriéues‘des corps {) -adiques.
Hous nous proposons d'étudier comment ;a valuation @d'un corps 1)=adiqu
¥ peut se prolonger en une vaiuation d'une extension algebrique finie
de K . On rappelle (chap.V, Appendice) que K est le corps des quotients
d'un apneau principal A , ne possédant qutun geul idéal premier jj ={x};

toutl élément x¢ K peut s'éerire x:e.nh

, ot € est un diviseur de 1
dsns & , et la valuation de K est définie par w(x)=h .

Tout polynome de K [e} peut s'écrire sous la forme gk@ , Of 9 est
un polynome primitif de A [e] (chap.V, 94). Pour tout polynome
fe sk E@E , nous désignerons par f le polynome qui lul correspond par
1'homomorphisme canonique de 4 sur le corps quotient _A//;D :

1L'étude des extensions algébriques de K repose sur le théoréme fonda-

mentel suivant

Théordme 1 (critdre de réductibilité de Hensel). Soit K un corpe

3 -gdigue, £ un polynome primitif de A [e] ; s'il existe deux polymomes

2,8, 82 A [e] tels gue ?ééaﬁé , et _que Eg et E; soient premiers
entre eux, il existe deux polynomes g,h de A [el tels que f=gh ,

= =
2

g=g n=h
O

e:.:"@ 5

On peut évidenment toujours supposer que les ccefficients ds g, et b@
sont des diviseurs de 1 dane A ; solent m,r,s les degrés respectifs de

f,6. 8t h_; on a donc ris { B . HNous allons montrer qu'on peut défimir

' o
v récurrence deux suites igm),(hn} de polynomes de A {@] , telles

[

gue le degré de g, 801t ST, que celui de hn soit < m-r , et gquion ait

» A
pour tout n» » 0 , les congruences g, ., =g, (mQQSQJZL?} ;
1 = 1 2 fo's o = 4%

h ., =b_ (mod. b2 ) t= gyb, (mod. %} )
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I1 est clair alors (chap.V, appendice) qu'il existe deux polynomes g,h
n ; donc

de Afe] tels que g=g_ (mod. LF) ,n=nh (nod. ) quel que soit
f-gh =

n
0 (mod. ,p ) quel gus soit n , clest-a-dire f=gh .
n

Supposons 8, et h définis, et cherchons & définir deux polynomes
nM | . n+1
533%»‘3 "’gn+ e e

u et v , de degrés respectifs r et { m-r , telse gue, si on pose
h

- n+2
Y ,on ait £ = gthEM (mod. {3 ¥
+
Par hypothése, on peut éemre g, h £ = 11' , o T est un polynome
de degré <m ; on a donc '
= i nt2
8ptibpp - f = (gnv+hnu-r) (mod. [0 )
i1 suffit dome que l'on ait
- 8.7 + hu=r7
ou, egmmg gﬁ:ge 5 hazhg

par hypothése, Eo"‘? +hu =7 . Comms téc
gsont premiers entre eux par hypothése, il existe bien dsux poly-
acmes n et V , de degrés respectifs {r et gm-r , & coefPicisnts

le corps 4f X , et eatisfaisant & la relation précédente,
dfaprés 1'identité de Bezout (chap.V,

24) ; comms on peut toujours

poser que u et v ont mbme degré que u et Vv respectivenent, ls

héoréme est démontré.
Corpllsirs. 5i

. oo ra o
o 1 n
un polypome irréductible de K Eej , 008
ﬁim{%i%)gwia@ )...,wla ))

Jn peu

osons quion ait w(a }>0 , w(e )>0

0l 29 5
ice k tel que @{k(n , 8t que w(%)w@
zurait done

&&ﬁ{W{&Q}gﬁiﬁ 1)

n -]
ut se borner au cas ofi f est prinitif, donc Min(w(a, )}R

=0
il existerait alors un

w(a; ) >0 pour 1>k ;
n-k = . i

a-k +...%8, ) (mod. £3 ), ce qui, d'aprds

a réductibil

ité de £ , contrsirement & l'hypothése
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Théoréme 2. Soit E une extension algébrig

finie du corps J) -adigue

XK . 11 existe une valuation de B prolongeant la valuation de K .

Soit x un élément guelcongue de E , X +a1xB =

+..,+an=0 1t'équstion
irréductible & coefficients dans X dont x est racine ; posons
%{x)s(w(an)}/n ; nous allons montrer que W est une valuation de £ pro-
longeant w . Le dernier point étant évident, il suffit d'établir que,
si x et y sont deux éléuents de E , on &

(1) wixy) = w(x) + wly)

2) w(xty)y Hin(w(x),w(y))

Considérons l'eztension Fs <z,y> de K ; si m est son degré réduit

e o §
o

< = ‘1
per rapport 4 K , ona w(x) =W 5 {x)) —owly) = %(ﬁ@% (y)) .
’% 5), d'oh résults aussitdt 1'identité {1) D!'autre part, comme

wixty) = w%y)+wxs+x/g} s @ia(w(x},w(y}) = w(y}filniﬁ w(& ;) , on peut,

‘x)

our démontrer (2), se limiter au cas o& y=1 . Mais a2lors xti satisfait
& une éguation irréductible de la forme (x+1)n+.,,+ca:® , 8Ves

n=1 n -
@ﬁzaﬂogaoﬁ%.,“+{=1) aﬁ+(w1) ; donc, d'aprds le corollaire du th.1

w(zr)=wlc )/n 3 = - sin(wia ),w(a _,)...,wla;),w(1))= éﬂinfw(a, ),0)
= %in(w(x)ig}
¢o gui achéve le démonstration.
Rous p@uvéﬁa en déduire le complément séivant au corollaire du th.1

- e - n 3 -
Propogition 1. 8i 71 = ﬁ%aq t...ta est un polynome irréductibie

de Kfo] ,one we)y gmla,) .

Bn effet, soient Si (1€$3i<n) les racines (distinctes ou non) de £ ;

dens l'sxztension finie de K qu'elles engendrent, il existe dfaprés le
th.2 une valuation W prolongeant w , et telle que w(8, } % wla )
pour 1ign . Comme 2y est une fonction symétrigue homogéne de degré

8, , la proposition résulte sussitOt des relations (1) et (2).




e -,o"ty- — :
Théoréme 3. Si E est une extension algdbrigue finie dfun corps

pvadigue K,
do K .

il existe une seule valuation de B prolongesnt celle

En effet, soit v une valuation de E prolongeant w , et soit x un

élément quelconque de E , xn+a1xn'1+...+an=0 1'éguation irréductibls

& coefficients dans X dont x est racine. 8i on avait v{x)> u(an)/n -
on en déduirait, d'aprés la prop.t v(akxn':k):(nek)v(x)m(ak)7 w{an)

7.3
== ‘*%u.*%'an )

=4

pour 0 <k n-1, domec wla )< min(v(akzn°k))§v(xn+a,i

¢ce gui est absurde. De méme, si v(x)<w(an)/n , on aurait
?iakznmgf}?véxa) pour 1<kgn , d'ok vé,xn)<v(.a@xn=1+,“~é=ag} , ot
on obtisnt spncore une contradiction. Ls valuation de E dont 1l'sxistence
a2 éié démontrée dans le th.2 est done ‘unigue.

Nous désignerons encore par w la valuation de E prolongsant ls valua-

tion w de K ; on notera que w prsnd gas valsurs dans le groupe -3; Z

8i n est le degré de E par rapport &4 K . L'anneau B des éléments de E

tels que w(x) 7 O est identique 4 l'annesu des entiers salgébrigues

par rapport & A contenus dans B ; en effet, si x est racine de 1l'éauation

irréductible xn+a;lxn'1+...+an=0 , la condition w(x)7» 0 6quivaut &
wia ) 7 0 , et par suite, d'aprds le corollaire du th1 a w(ak)zo
pour 1{kgn : autrement dit pour gue x appartienne & B , il faut st
il suffit que tous les 2, appertiennscnt & A , d'od ls proposition.

On sait (chap.V, Appendice) gue B est un anneau principsl ne possédant
au'un seul idésl premier @? , ensemble des x tels gue %ﬁ§§a§ Y ‘i/n >
Bn outre :

o~

roposition 2. Le corps B est un corps ﬁaﬁf ~adigue.

E , en tant qu'espace vectoriel sur K , a p dimensions. Hous allons

tontrer que, muni de la structure de groupe additif et de la topclogie




g
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définie par w , il est isomorphe au produit de n groupes topologiques
identiques au groupe additif de K ce qui établira qu'il est complet,
d'o@ la proposition. Plus généralement, si B est un sous-espace vecto-
risl & p dimensions de E , nous montrerone gue le groupe topologique H
agst isomorphe & kP pour 1S pgn . La proposition est évidente pour
p=1 ; nous 1'établirons par récurrence sur p . Soit H® un sous-espace
vectoriel 4 p-1 dimensions de H , H® un sous-espace & une dimension
‘mzs};l.émentaire de H® dans H ; pour tout x€H , on peut éerire dlune
seule manidre x=x'+x" , avec x'€ B! , x"€ B" ; nous poserons
x'=f(x) , xwzgix) ; tout revient & prouver que f est continue dans H ,
cer 11 en résulte la continuité de g(x)=x-f(z) , puis celle de 1l'ap-
plication z —(f(x),g(x)) de H sur le produit H'<H" ; 1l'application
réciprogus de cette derniére étant - (x',x")-—>x'+x" , domc contimue,
il en résultera l'isomorphisme annoncsé.

Or, soit a un élément #0 de H! ; tout x'e H' s'écrit x'= Aa , avec

A€ K . 8i £ n'était pas continue, il existerait un nombre h tel que,

pour tout entier m > 0 , 1l existe x c¢H setisfaisant & w(x ) >n ,
f{z«:m) = .)Lm& , avec w(}.,m) <h; dot _w(xm/)«m}z, m-h , ce gqui
prouve que la suite (xm/A m} tend vers O , donc la suite (=a+xm/[~}%«m}
tend vers -a ; mais cetiie suite de points sppartient & H' , qui est
cemplet par hypothése, donc fermé dans H ; sa limite ne peut dome &tre
-8 gui n'’gppartient pas & H? , dﬁozﬁ la @oz&‘@xa@ieti@azﬁwéhé@g

Daps 1l'annéau. B , 1'idéal Bﬁ est égal & une puissance J¥® de
i%idéal premier )%{f ; en outre, si I désigne ls degré de :g}? , ciest-6-
dire ( 39) le degré du corps E=B/]f par rapport & K = 23 , om
g l¥ipégalité ef <2 ; sl de plus B est un A-module de itype fini,

e

le cas lorsque E est une extension gépsrable de K ,

o
@
)
£
{yz:
®
0
&t
&
&
&

e ;j@l}_ £
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on a ef=n . Dans le cas général, on peut préciser un peu les relations
|

entre e,f et n ; tout d'abord %Z, est le groupe des valours de w dans

E , donc c'est un sous-groups de % Z , ce qui prouve que e divise n .

D'sutre part, soit x un élément quslconque de B , Z sa clasee {mod. fﬁ 3:
goit fzem+a1em°1+, ..+a le polynome irréductible de A [e] dont x est
racine ; X est racine du polynome FeX [e] ; comme £ est irréductible,
T est nécessairement une puissance d'un polymome irréductible de X [e] ,
en vertu du th.1 ; donc, le degré de x par rapport & ¥ divise le degré |
de z‘yﬁr iaﬁ§czt 3 K .

29), B, l'anneau
des entiers algébrigues contenus dans Eﬁ 3 ﬁ - 1%unigue idésl premier

Soit alors E_ l'extension séparable associée & E (

de BQ {gui est un snneau ﬁé»a@iqu@ dfaprées la prop.2) ; si L, st

1
7
&

degré [E :K], d 1'exposent de E ($5), p la caractéristique de K ,

@

=4 - : ; _ rte _ ¢ ro’
on a Dp=a p ($5) ; d'autre part, Bl ;Q = ,\,360 , et si ﬁg = /g\;
on a ezaoe" ; enfin, 8i £, est le degré de f%:fo par rapport & jp s

£
&

b

le degré de //}3 par rappori & ’pﬁf' c 1 9B & fzfoi” d'aprés l;a
définition de ces degrés. En vertu de ce qui précéde, on a n =8 f ,
et le degré d'un é1ément quelconque de E par rapport & EozBo/ fﬁ .
divise pd' ; donc f' est une puissance de p divisant pd' ' ; on exz:conclui;
gus £ divige n A., 11 est immédiat, d'ailleurs que E est nne extension
rédicielle {,g 5) de ﬁo , comme ie montre le raisonnement fait ci-dessus
pour déterminer le polynome irréductible de EQ {e] dont un élément |
de E est racine.

L1 ne faudrait pas croire, par comtire, gue ﬁg soit nécesseirement

B

une extension séparable de b4 , blen que EO scit vne extemsion
séperable de K ; en particulisr, il peut se fairs gue K soit de
caractéristique U, meis K de caractéristique p>0 , et que E_

soit une extension inséparable de X (voir exerc. 16) .
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Extensions galoisiennes d'un corps p -adigue. Bornoms-nous & présent au
 cas ot E est une extension galoipienne finie et séparable de K ; soit
I" son groupe de Galois par rapport & K . Il est immédiat alors,
d'aprés les relations entre les polynomes irréductibles dont sont
racines un élément xeB et sa classe x¢E , que E est une extension
galoisienne de X ; son groupe est déterminé par la proposition suivanta:

Proposition 3. Le groupe de Galois de E=B/ fp’ par rapport & K=4/ by
groupe guotient I'/@ , ol est le sous-groupe

est isomor

distingué de [° formé des automorphismes ¢ isls gue, pour tout
xeB , oflx)=x (mod. ;fp? ).

Soit T’ le groupe de Galois de E par rapport & X ; si ¢ est un auto-

phisme de [' , la relation x =y (mod. ¥ ) entrafne olx) = oly)
£ (1 ;

s
<
by

3
=

)

(mod. U ), puisque les valuations de deux éléments conjugués de B

ales ; donc, & toute classe X &E correspond une classe

&
©
gw
<t
[N
<] R )

formée des transformés par o des élémeunts de X ; et il est

immédiat que ¢ est un automorphisme de E relatif 8 ¥ . Om définit

ainsi une représentation ¢ — ¢ de T’ dene T ; en cutre, pour

)

que o 80it 1'automorphisme identique de [' , i1 fautl et i1 suffit

évidemment que o € (®

Reste & prouver que o0 — o applique [ gur T ; or, soit K =k(T")

le sous-corps de E formé des éléments invariants par [ { sous-corps

qui est distinet de K , lorsque E est une extension inséparsble de X)

s

E est alors une extension séparable de K, (§6, cor.2 du th.1), et T

st son groupe de Galois par rapport & K. . Il existe alors ock

1
tel que E=K, (@ ; soit a un élément de la classe % , £ le polynome
irréductible dans A [e] dont o est racine, g le polynome irréductibls

dane K [e] dont o est racine ; g est un diviseur de ¥ , dome,
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pour tout automorphisme o'g T; ; 11 existe un automorphisme oe¢ T
tel que o¢'(a) = o(a) , ce qui entraine o'=c , et achdve la démons-
tration.
Le groupe ® est appelé groupe d'ipnertie de 1'idéal premier ﬁ
par rapport & fp ; le sous-corps T=k( @ ) qui lui correspond dans E
est dit corps d'imertie de 4J . Comme @ est un sous-groupe distingué

de [’ , T est une extension gsloisienne de K , dont le groupe de Gzlois
par rapport & K est isomorphe & P/@ . 81 f est le degré de E par
rappor: & ¥, f‘@ son degré réduit, ['/©@ est d'ordre £, d'aprds la
prop.3, done ET:K} = f£_ , puisque E (et a fortiori T) est une sxtension
séparable de K_,, Soit Bt l'anneau des entiers algébrigues par rapport

& A contenus dans T , p ¢ 1'unigue idéal premier de Et - 2l est un
coTps p -adique d'aprds la prop.2 . 8i - pose T:Bt/ 0 . on &

eun outre la proposition suivante :

° ° X g - : N, =
Proposition 4. Dans le corps d'inertie T de Qg , on a Btj{\; = pt ;

T ost l'extension séparable de X associde & E .

En effet, il est évident gue le groupe d'insrtie de fg par rapport

8 1{3.@ est identique & ; d'aprés la prop.3, le groupe de Galois
de E par rapport & T se réduit douc & l'sutomorphisme identique, ce
qui prouve que E est une extension radicielle de T ; comme T est une
extensior galoisienne de K , le groupe de Galois de T prar rapport 2
K est isomorphe au groupe de E par rapport & X , donc le degré de T
par repport & K est au moins égal & fg ; comme d'autre part, il est
< ET%} =f, ,ona E.T:?szfo , ce qui prouve que T est séparsble
per rapport & K , donc est l'extension séparable aﬁss@cié@ aE. Ep
outre, comme le degré de 1'idéal ﬁt est égal au degyé ET:K}, )ﬁt

Pigure & 1'sxznosant 41 dans la décompositionde E%}:} dans B, .
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On conclut de oetté proposition,que ’p-t 2 ,ﬁe ; et que, si f=f°pr
{p earactéristique de K) , :Do est de degré'pr par rapport & T ; en parti-
culier, si pr=1 (ce gui sera toujours le cas si X est un corps parfait,
par exenmple s'il est fini, ou de caractéristique O ; ou encore si n
n'est pas divisible par p), le corps T posséde la prorriété que, dans
T , 1'idéal }) ne se décompose pas, mais devient un 1déal premier Q .
de degré égal & celui de f{j ; dans E , au contraire, 1l'idéal .}:) £ B8

décompose en un produit d'idéaux (tous égaux & ;}j ) du premier degré

rar rapport 4 T .
Cn peut se demander 8i, dans tous les cas, il n'existe pas un
corps L ayant cette prorriété, clest-a-dire tel que [E:L] —
[ﬁ:’i] = £ (ou, ce qui revient au méme, E=L ) ; on peut donner
des exemples oh il n'em est pas aimsi (voir exerc. 16).

Bous sllons nous restreindre dans ce qui suit au cas of f:fo, clest-
2 dire au cas ol E est une extension eéparable de % Ie éorps E est
alors une extension galoisienne de degré e du corps dfinertie T ; or,
si on pose fp”=(n) , 008 w(u)-—:‘!/e , Ce qui prouve gue # est au moins
de degré e par rapport 4 T ; il en résulte que B=T( zx> . Bous allons

étudier dans ce cas la structure du groupe d'inertie (& . Pour tout

incdice 1 » 1 , nous appellerons groupe de ramification d'indics i de

Lidéal ﬂ le sous-groupe @ de ©@ formé des automorphismes ¢ tels

i
que, pour tout x€E , om ait o(x)= x (mod. I) ; 11 est imméaiat
que toue ces groupes sont des sous-groupes distingués de T

Proposition 5. Le groupe ./ @ est abélien et_isomorphe & un
des éléments #0 de E .




Pour tout sutomorphisme oec @ , posons o(m)=c o& 5 ¢, est un diviseur
de 1 deans B , car m et o(n) ont méme valuation ; montrons que 0—73

(c = classe de c dans BE) est une représentation de ® dans le groupe

multiplicatif E~ . On a en effet, pour 7e¢ ® , a(‘?-‘(a))«c(c :;)-c(c )c x
done '60% = glc, .cc ; meis comme ¢ appartient au groups d‘'inertie on =
o(cz,):—;c,u (mod. ﬁ), done ¢ = cc °‘c . On définit donc un isomcrphismg:

dfun groupe quotient @/ de @ , sur un sous-groupe de L, VY étant
le sous-groupe de & fermé des automorphismes ¢ tels gue ¢ s =1

(mod. ’1,1:)” ), clest-a-dire o(n)=n (mod. f,;p?%) ; montroms que ¥ = @1 -

On a évidemment @ia ‘\? ; dfautre part, tout élément "x€B peut

sféerire x:a,n%maqzﬁ—aqn_‘g‘k...%-ae 43!931 , ot les a, ¢ T ; comme w(n)=1/e
4 3 = o -

- i,
et que les w(a,) sont des entiers rationnels, tous les nombres w(aizz )
sont distincts, et par suite w(x)sﬁin(w(ainl)), ce gqui prouve gue les

a, sont entiers algdbriques par rapport & A ; i of(n)== (mod. ﬂ%}z

on aurs donc a fortiori o'(aj:t )=a, ( a(::))i_oa,lzzl (mod. ,J{fg‘}, d%od

g{zx)==xz (mod. ,%3 ) quel que soit xeB , ce qui établit que %’g @i.

La proposition est démontrée.

Proposition 6. ¥our 131 , le groupe @ij@iﬁ est abélien, et

isomorphe & un sous-groupe du groupe edditif de E .

Pour tout sutomorphisme o € @i ,ona dg(x)=n (nod. fﬁiﬂ) s on

i+

peut done poser a(m)mxﬁb e , oh bae‘B ; nous allons voir gue

V@’ — bo’. (b@, classe de 'DO dans B) est une représentation de » @i dans

le groupe additif E . En effet, on a o(v (%)) = oln + 'b,c,:giﬂ) =
+4 »

=z + bga@i" + o(b, zsj"ﬂ) ; or, comme ¢e¢ @ , o(b )=b, (mod. fgg ),

done ol z(n)) = = -i~(ba;é-2,>,@,§,))xci"M {mod. ﬁ it2y , Ce gui domne

bib, = b (mod. ﬁ ), ou encore b - Ea+b'?; - On monire comme dans

ls prop.% que la condition d{m)=n (mod. @?ﬁ'g) est équivalente &

a{x)=x (mod. {%(;‘?i+‘g} pour tout xé€B , ce qui établit que le
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le sous-groupe de 3 formé des ¢ tels que b_=1 (mod. 13) est
identique & @i-M ;, @'od la proposition.

11 résulte en particulier de la prop.2 que, sl E a pour caractéris-
tique O , tous les groupes @ i/ @i 44 8e réduisent & un seul élément,
car il n'existe pas alors de sous-groupe du groupe additif de E qui
801t fini et ait plus dun élément ; pour tout automorphisme ¢ ¢ @
on a donec o{x)=x (mod. Q ) quel que soit k , ce qui entrafne néces-
sairement of(x)=x , et par suite montre que ¢ est 1°é&lénent neutrs de

@i ; autrement dit, dans ce cas, tous les groupes de rasmification
sont réduits & 1'élément neutre.

Le méme raisonnement montre d'ailleurs qu'en général, il existe un

indice k tel que, pour i >k , le groupe @ 80it réduit 8 1'élément
: i

vpplicetion & la divisibilité dans une extension algdbrigue. Soit & un enneau

de Dedekind, K son corps des quotients, E une extension algdbrique finpi
ds K , B 1l'anneau des entiers algébrigues par rapp@r‘s’: & A contenus
dans E . Boit :,Q un idéal preaier de A , ,{p? un des diviseurs premiers
de B &g dang B ; s8i ﬁ © est la plus haute puissance de ﬁ qui
divige ng] 5 % .Wﬁ est une valuation de E qui prolonge la
valuation wﬁ de K . ‘

Réciproquement, soit v une valuation additive discréite de B qui pro-
longe w o ; d'aprés la définition des entisrs slgdbriques, il est
inmmédiat qu'on me psut a‘miz’ v({x) < 0 pour un xeB ; donc l'amnsau
- de valuation ¥V @grzes;)ondam & v contient B , et gi gj est 1'idésl
'e:feumr dée V , BN ﬁ est un i&éal premier de B , et
ﬁ:f N A= ,ﬁ N A est un idéal premier de A , identigue & l'ensemble
des x€A tels que v(x) >0 , donc identigue & ,,p ;» €8 qui prouve
4 t‘w

que ,ff?‘, et vp diviseur premier as E}; s» ©L par suite que vV = w,. i‘/% .

/
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L'étude des @iviseurs preaniers de B .}0 dangs B est donc éguivalente
& celle des valuations de E qui prolongent la valuation wp . On
peut déterminer ces valuations de la fagon suivante :
Soit N la plus petite extension geloisienne de X contenant E ; toute
‘valuation v de B qui prolonge WD se prolonge en.une valuation de N ,
et nous pouvons par suite ne considérer que les valuations v de ¥ gui

prolongent mﬁ . S0it B, le complété de K pour la valuation v ;
L'adhérence K de K dans N est isomorphe au corps JJ -adique K n o
dfaprés l'hypothdése sur v ; en outre, si BsX(&.!,ag,...ga,m?p on a
K= v<~9’“i 28p5- 008y > ; en effot ; la valuation induite par v sur
Krsz <a1 18oyc0 0,8 m> est la seule valuatiqn sur qe corps qui prolonge
w (th.3), et pour cette valuation, K' est complet (prop.2), donec

formé dans ¥ ; comme il contient H , qui est partout dense dauns Kv s

-
Kﬁzﬁv . Considérons aloz's; ‘dans llextonsion algébriquemené; stable O
du corps ﬁ -adigue KX) , 1'unique exlension galoisienns K' de K
isémcrphe & N ; si U' est l'exlension galoisienne de K 0 égele &
Kp<ﬁg> , i1 existe un isomorphisue ¢ de K sur M' , laissant inve-
riants tous les éléments de K , et tel que, si w est l'unigue valuation
do 'w -prolongeant la valuation -Wfﬁ de K'p , on ait wle(x))=v(x)
quel gue soit iaﬁ , 6t en particﬁlier pour tout x€E . On obtient
donc toutes les valuations cherchées en comsidérant les divers isomor-
phismes'g de H (relatifs &4 K) sur B' , et en prenant v(x)=wlg(x)).

Cherchons masintenant & quelle cond.’ition deux isomorphismes distinéts
¢ , Y de N sur N' donnent la méme valuation sur E ; on peut écrire

Y = g's9 , od o' est un automorphisme de N' (relatif & X) ; tout

~ .9

revient & voir & quelle condition on a w(x)_:ﬁv{ o'(x)) pour tout xe ¢(B).

Soit zn%‘aqzn'lﬁ-&*”ﬁan:% 1%équation irréductible daus K ){3 & laguelle

N
o
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gatisfalt x ; pour tout k>0 , il existe b?k’bak""’bnk appartenant
=1

& K et tels que w(a.i-bik)z/k , dfol w(xn-i-b,ikxn +t.o..4b, ) 2 k.

81 on pose y=0'(x), on a donc (puisque les bik gui eppartiennent

& K , sont invariants par ¢'), W(yn+b1kyn'1+...+bnk);;k ; en faigant

croitre k indéfiniment, et pessant & la limite, il vient

ynfa1yn”1+...+an=@ ; autrement dit x et y=0'(x) sont conjugués par

rapport & K%J . Béciproguement, si un automorphisme ¢! de N! trans-
forme tout élément xe ¢(B) en un conjugué de x par rapport & X._ -
on & , avec les mBmes notations wlz) = %w(aabz wicf(x)), ce qui
prouve que la condition obtenue est nécesesasire et suffisante pour gue
9 et \g donnent la m8me valuation sur E .

- On déduit de 14 toutes les valuations distinctes de E qui prolongent
%23 ¢ supposons d”&b@fd que E soit une extension séparable ds K ;

on a donc E=K {8 ; soit £ le polynomm irréductible de E7e] dont ©
est racine ; dans l'annesu .KXJL@} , le polynome £ se décompose en un
produit de facteurs irréductibles distincts (E é&tant séparsble),

= fgfg,.ofg ; Dour gu'un sutomorphisme ¢! ds N' laisse invariante

la valustion w sur l'image ¢{E) du corps B par un isomorphisme @ de
E sur B, i1 faut, d'aprés ce qui précdde, que 6'=9(8) et g'(67)
solent racines du méme polynome fi ;» et cette condition gt évidemment

suffisante, puisque O' engendre ¢(E) ; donc le nombre des valuations

distinctes de B qui prolongent w,. est égal au pombre des facteurs

irréductibles de f dans E¥;Ee} .
11 est clair, d'autre part, que toute valuation w d'un corps
imparfait X se prolonge d'une seuls manidre & une extension
radicielle E de K : tout élément x¢ E satisfait & une équation

? -g = 0 , avec aeK , donec w(x)=p Tw(a). Pour avoir toutes
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les valuations (prolongeant ¢w¥3) d'une extension inséparable L
finie E de K , il suffit donc d'avoir toutes les valuations

R

la question est donc résolue par le résultat précédent ,

(prolongeant w, ) de l'extension séparable associée Eo ;'
pour toute extension finie de K .

Considérons en particulier le cas oh E=N est une extension galoisienne
de K . Scit v une des valuations de N prolongeant “%3 , ® un des isomor-
phigmes de ¥ sur N' qui donment v - ei \{ est un sutre isomorphisme ds
N sur N' donnant la valuation v , on peut éerirs ¥V = 9.5 , ol ¢ est
zn sutomorphisme de N relatif & K ; d'aprés ce gul précids, ¢ laisse

en particuligr inveriants ftous les 4£léments du corps Ev s’%{ﬁ?inxé} <

réciproquement, si ¢ satisfait & cette condition, pour tout =xeB : o(x)
sst conjugué de x par rapport & Dv , déhc o(x) et }féz} sont @gnjuguée‘
par rapport & K¥3 , et par suite wl(e(x))=w(¥(x)), ou encore
v{x)=v(o(x)}). On voit donc que les automorphismes de N relatifs i K

gui leissent inveriante une valuation v de § (prolongsant .wxg} sont

les sutomorphismes du sous-groupe Agv#g(ﬂv) du groupe de ﬁéloig"F_ de

E , correspondant au sous-corps Bv de # . ?ai ailleurs, toute valuation
?ﬁ»de N prolongeant WX; esfg d’apgés ce qui précdds, de laforme
v'(x)=v(o(x)), o8 ¢ est un automorphisme de [' ; donc le nombre g des
valuations distinctes de N prolongesnt %}3 est égal & 1l'indice (1]’ : Av§
du sous-groupe A _ . On sait que toute valuation de N prolongeant "y
est une valuation %faadique, correspondant & un diviseur premier I

de B;j danse B ; deux valuastions distinctes correspondsnt dasilleurs a
deux diviseurs premiers diétinct&; sans guoi elles serazient proportion-
nelles, et comme elles cginciﬂemi dans K , elles seraient identiques.

Scient done V4=V T5; 0.7 ies g valuations distinctes de H ,
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correspondant aux g facteurs pfggie?s distincts I, = 1 ﬁfé,,.a, #j;
‘d.e B,‘p . Les automorphismes du groupe A y Sont tels que of ﬂ )= ﬂ
et, pour tout indice i , il existe un sutomorphisme as du groupe [
tel que ai(j’jk ﬂi , les a{ (11 gg) formant un systéme de repré-
sentants des g classes & gauche de P suivant A < le groupe A ~
peut donc 8tre défini comme formé des sutomorphismes ¢ tels gque
a(ﬁ) ==ﬂ; on l'appelle position de 1'idéal ibé , le

corps Bv s'appelant corps de décomposition de ; le groupe de décompo-

sition de f{fi est alors o Avegi , et le corps de décomposition de
ﬁi est "iwv) ; les groupes de décomposition {(resp. corps de décom-
position) des divers idéaux {gi sont en général distinctis.

Comme 1'idéel BY) est invariant per tout automorphisme du groupe 1L,
l'exposant suguel figure ﬂi dens B @ est 6gal & l'exzposant e
augquel figure gj ; sutrement dit, on a la formule
(3) BY) ?‘jﬁiﬁz . B
En putre, par passage sux quotients, l1'isomorphisme g5 donne uvn isomor-
phisgme du corps B/ﬁ sur ls corps B/ﬁiv , Gonc tous les idésux
premisrs }J i ont méme degré f par rapport & K , et on a 1'inégalité
eig{n , avec efg=n lorsque B est up A-module de type firpi.

Le nom de "corps de décomposition® provient de 1 étude de ls décompo-
sition de l'idéal )Q dans le corps B’v ; bormons-nous pour l'étudier su

e

o B (et par suite Dv> est une sxtension séparable de X ., Alors

|
o+

i. @8t de deyré g par rapport 8 K , et on a %“’"’ EL6>, oh 8 esi

racine d'un polynome irréductible £ de degré g de KE@] : soit ¢ un des

igomorphismes de § sur ¥' donpant la valuation v ;

a
¢

comme 9(D ) K.
| A VJC: = ‘g} 9
¢(8) eat recine d'un facteur du premier degré de f dans la décomposition

ée ce polyncme dens 1'annssu K){J}?} ; i1 en résulte gue les valuabtious
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Vogeoo ,vg induisent sur Dv des valuations distinctes de v ; autrement
dit, ei Bv est l'anneau des entiers algébriques contenus dans Dv ;
1'idéal B_J} peut se mettre sous la forme ,p,:foz , o J_ est un
idéasl premier de Bv tel gue Bp 7 s0it une puissance de ﬁ}(f , et

ot U est premier avec pv . En outre, ok &8 r=%f , car ls prolongement
w de w ne prend que dees valeurs entiéres dang K }3 . Enfin, le corps
B_ / Q) , contient A/ [} et est contenu dans A / :}5 ; comne des deux

derniers corps sont identiques {chap.V Appendice), ‘Bv /’pv lsur est

identique, autrement dit, 1'idéal Yj est du premier degré par rappoTt
& K . ainsi le passage de X au corps de décozposition Bv g pour effet
de faire apparaitre, dans ,i‘O , la puissance ﬂ © de 1'idéal ﬁg‘f qui

le divise, 1'idéel ,,pae M B étant un idéal Lremier de B_ , qui reste
du premier degré par rapport & K .

Lorsque ¢ parcourt les automorphismes du groupe de décomposition
A - - A 7
Lz,? ;, 0'=00.009 1 parcourt les automorphismes du groupe de Galois de

¥' par rapport & EsﬁK%j ; ces antomorphismes ne sont autres que
les restrictions & B' des sulomorphismes de #' par rapport & i:p

( 26,prop.8) ; le groupe A, est donc isomorphe au groupe de Galois

S
de #°' par rapport & Kﬁ . S0it ﬁ 1tidéal premier correspondant & la

valuation w de M' ; sux automorphismes o' du grou e dlinsrtie (9 de
R a2

1'idéal Jf par rapport a 1'idéal premier A3 de K, correspondent
2 :

g
A
}

des aubtomorphismes ¢ € fgg tols que oflx) =x (mod. /J ) quel que

scit xel ; réciproguement, si ¢ a cette propriété on a o6'{x) = z

£

j
Y
Ao + 2 2 5 #

mod. %{ﬁ ) pour tout xeB' , et, en vertu de ls continuité de ¢! pour

S

la topologis %}? -adique, ¢'(x) = x (nmed. Jg,?if ) pour towt xel' ;

done les automorphismes ¢ ayant la propriété rrécédente forment un

B

ils

sous-groupe distingué @? de &v isomorphe & ., et gulon app
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encore groupe d'inertie de Qﬁf par rapport & Y3 . Le sous-corps
Tv::k( ® v) gui lui correspond dens N est encore appelé corps d'inertie
de f]f par rapport & };v . L'étude de la décomposition . ,}a dans le
corps d'inertie T de ﬁ}j s'étend aussitdt & la décomposition de Y0 _
dans T_ : 1'idéal Btpv = X}t est un idéal premier duns Bt (anneau
des entiers algdbriques appartenent & T_) ; le corps Bf/ P, est
ll'extension séparable de Bv/pv associée & B/fpa ; onaBl) — i;(j’e
enfin, si B / ﬁsﬁf est une extension séparable de B_ s, 1 est un
idéal du pr@:nier degré par rapport au corps dlipertie T .

¥V

 De méme, aux autgmoz“phismes ¢' du groupe de ramification é de
Vo 4

1%idéal ﬂ par rapport & ﬁ , correspondent les automorphismes ¢ ¢ (.)

tels que ol(x)=x (mod. 23? it1y ; et réciproquement ; les au‘tomgrpnigmea

¢ ayant cetts propriété forment um sous-groups distingué 4@; ) de @v :

isomorphe & @ 4 » ot quion appelle encore groupe de ramification
d'indice i de ,’ﬁ par rapport & O
Exercices. 1) Soit K un corps complet pour le topologie définie
par une valuation réelle quelconque v sur K (chap.V, Appendice,
exsrc.8) ; soit A 1'anneau de valuation correspondant (ensembls
formé des %70 tels que w¥(x),0 , et de 0), JJ 1'idéal maxzimal
Exisxgh de A formé ds O et des x tels que w{x)>0 .
a) Généraliser & K le th.1 (remplacer 1'élément @ qui Pigure dans
la démonstration de ce théoréme, par un élément dont la valuastion

soit > 0 , mais assez petite).

b} Socient £,, £, deux polynomes de .&Le} de 1la forme
. n-14 n- :
=X ”"@”z %-’Mx%-aﬁ,g > f2$ «’ra? x° +°”Tan¢2 , tels gue

"“’;E;Q} 78 78 pour 1 ign , et que £=gsb, fggg h,
avec Eg@g , B=h, , g,é, et K étent premiers entre eux dans

(¥ = 5/ 2:? ) : montrer que les coefficients des polynomes
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8,82 h,-h, ont tous des valuations j  (suivze. le raisonne-
ment du th.1, en utilisant 1l'unicité des polynomes figurant dans
1'identité de Bezout, quand on suppose leurs degrés minimaux).

¢) En déduire en particulier que, dans a), les polynomes g et h ,
facteurs de £ , sont déterminés & des facteurs divigeurs de 1 prés.
2) K étant un corps qui satisfait aux hypoth2ses de l'exerc.1,
généraliser les th.2 et 3 & une xtonaion algébrique quelconque
(finie ou non) B de K . 8i B est une extension finie de X , B est
complet pour la valuation (unigue) gui prolonge v (et qu'on note
encore V). :

Soit B 1'anneau de valuation correspondant & v dans B , JJ
l?idéal maximal ¢e B. Le corps ﬁ;B/gf_ est une extension de
E;A/;g ; 8i E est une extension de degré n de K ;'§ est une
extension finie de X , et le degré de tout 6lément de E par rap-
port & K est un diviseur de n (utiliser 1la) ). ,

Soit /Lﬁlle sousS-groupse v(Kk} de;E% 5 JLE le sous-groupe v§E¥3 >
1'ordre de tout élément du groupe quotient jLE!ng est un
diviseur ds n . | v

Si £= {E;Z}g ez{ “/LE;AE{)? on & efgn (soient B, 5855000580
des éléments de B dont les classes {mcdsgjj} forment une base
vectorielle de E par rapport & ¥ ; soient bﬁ,bggﬁ.egb% des éléments
de B dont lees valuations asppartiennent aux e classes distigct@s
de !1@ {m0d. jig) ;: prouver gue les élémentis aibj de B formsut
un systéme libre par rapport & K). ’

%) Avec les potations de lﬁéxers.z, on suppose que E est uvre
extension galoisienne finie et séparable de K ; généraliser

les prop.3 et 4 {pour montrer gue J{T= ﬁ-g , on utilisers
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1'inégalité efps n dééoﬁfxéé da§s l?ékerc.2). Déduire de l'exerc.2 que,
i n n'est pas,divisiile_péi 1é oaractéris£ique pde X, ona T=E.
4) Avec les notatiéns de l'exerc;a, on suppose que E est une extension
séperable de degré n de K , telle que BE=K , et que n ne solt pas
divisible par la caractéristique de K . '
4&)TSQit o un élément de B , m l'ordre de la classe de v(a) dans le
groupe guotient A E/ AK ; montrer gu'il existe zef tel que
avia)=v(a) et v(am-a)yrv(a). En déduire qu'il existe x€B tel gue
=g (raisonner comme dans l'exerc. 1a) en remarquant, d'aprés
l'exerc.2, que @ n*est pas divisible par la caractéristique de K ).

b) 8i Jigzzig , montrer que n=1 (raisonmer par l'absurde, en prouvant
qu?il_ge peut alors y gvoir dtélément da E gatisfaisant & une équétiom,
i?@édactible de la forme x?+agxg°2+o..+am=0 ;, & coefficients dans A ,
et tels que v(am)sﬁ )=

¢) Déduire de a) et b) que 1l'indice (ngzf&ﬁ) est égal & n
Q@éc@mpose? J%E,0lx, en produit direct de groupes cycliques, et & l'aide
' de a), former une extension F de K de degré égal & (JiE:SAK), telle
gue PC E et ‘AF”"A'E ; déduire de b) que Zx F=E). '

5) a) Soit E une extension gsloisienne séparable et de degfé n de E
(lss notations étant celles de l'exerc.2) ; montrer que, si n nYest
pas divisible par la caractéristique p de K , on a ef=n (utiliser
los exerc. 3 et 4c) ). _

b) 81 BE est une extension queiconque_de degré n.de K, ef divise n ,
et g/@f est une puissance de la earactéristique p de X (considérer
d'abord ls cas oh n n'est pas divisible par p , et montrer qulalors
ef=n , en utilisant 2) ; ensuite le cas ot E est une extension galoi-

sienne sépareble de K ; former alors une extension F de K telle que




: - 631 -
ESF , que EF K] soit premler avec p , et [E:F] une puissance de p ;
passer de 1lé au cas o E est une extension séparsble quelcongue de K ,
et enfin au cas général, en étudiant le cas des extensions radiciel-
les, &4 1'aide de l'exerc.2).
&) Soit E une extension geloisienne de degré n de K , telle que n
ne soit pas divisible par la caractéfistique de X . Soit ¢ le sous-
groupe du groupe d4'inertie & formé des automorphismes ¢ tels gue
v(a{x)=x)>v(x) gquel que soit =xeB . Montrer gue, si ﬁ‘*’g/ﬂg est
un groupe abélien de rang r (en tant que Z -moduls), le groups
®/ ¢ est isomorphe & um sous-groupe du groupe produit (EHF
(raisonner comme dans la prop.YH, en utilisent l'exerc. 2 et 1t'ex.52)).
7) uOlt K' le corps obtenu par adjonctlon au corps 2-adique ézg des
racines de tous les polynomes @2 -2 , Vv la valmaxlon sur K' prolon-
geant la valuation 2-adique de QEZ ;, K le complété de K' pour la
valuation v . dontrer que ;e polynone eg~§ esl irréductible dans
K [ej » b que, 81 E est le corps des racimes de ce pezynome; on &
(avec les notations de l'exerc.2) e=f=1 et n=2 , bien qu@.E soit
une extension séparable de K (pour prouver gue e=1, remsrguer que,
gl ze JL ; 2/2 ¢ A"K) - .
8) a) ﬁalt K un corps complet pour une veluatica réelle ¥ , 6t soit

0.

"ﬁ e °
f=o"+a_e” %e,+&& un polynocme de éj?j , dont toutes les racines

1
sont distinctes. Montrer que, si ¢ est un élément tel que v(a)>0 ,
et g un polynome quelconque de degré m de .égg} , on peut détermimer
k assez grand pour gue, si XgsEoyeo B, sont les racines de £ , |
Ti0Tg00007y celles de f%akg s TqsT300007, scient distinctes et
telles que v(xiwyi) soit aussi gramd gu'on veut pour 1gign
{(raisomner en se plagant dans l*axténsion finie de K déterminée psr

les %4 et Iy 5 proeéder par récurrence sur n , en faisent un changs-
ment de variable qui permeite d'appliguer lfexerc. 1b)).
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b) Etendre le résuliat précédent au cas ok les racines de £ ne sont
pes toutes distinctes (montrer Que, dans ce cas péur toute valeur
de k , on peut déterminer un polyrome f1 tel que f+@kf1 ait toutes
ses racines distinctes).

c) Déduire de b) que, si K est un corps algdbriquement stable muni
dfune valuation réelle v , le complété KV de K correspondant & cette
Valuation est algébriguement stable (dans 1'extension finie de Kv
déterrzinée par les racimes d'un polynome deva{§} , monirer gue ges
racines sont adhérentes a K).

d) 8i K est un corps de caractiristique p complet pour une valuation
v, et tel que tout polynome séparable de Ki?}_ait toutes ses racines
dens K , K est algdbriquement stable (utiliser b)).

2} a) Avec les notations ds l’exerc.vﬁa), montrer gue, si f est
séparable et irréductible dans A[é} , 11 en est de méme de f%@kg
pour k sssez grand (en considérant l&extensioz galoisienns de K

kg , remarguer gu'un méme suto-

déterninée par les racimes de £ et fta
morphieme de celte extenmsion permute de la méme maniére les x5 et

les y; dés que k est assez grand, en s'appgyant sur le fait qufun tel
sautomorphisme conserve la valuation et en utilisant 8a)). Plus géné-
ralement, si f z‘zﬁvfi est la décomposition de f en facteurs premisrs
dane A £@1 (facte;;; distincts et séparables, puisgue f est supposé

k

Z
séparable), la décomposition de ftao'g est de la forme | §gi , ob
, ‘ o1

24 est de z8me degré que fi {décomposition "du méme type" éu@ £y
) 81 v{a)ng , et 81 k est tel que f+akg ait une dé@Qmesiti@n'du
méme type que f dans Kje] , a,mf(@/f' a)%—m,kg a aussi une décomposition

du méme type que £ , quel que soit le polynome gé&&{éj de degré n .
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c) Soient v1,va deux veluations réelles sur un corpe K , Ki’ Kg les

conplétés de K pour les topologies correspondantes. Soit £ un poly-
nome sépareble de degré n de K1[e] , & un polynome séparable de

4 et v2
(d'est-a-dire i les anneaux de valuation correspondants sont dis-

degré n de Kg[e] . 8iv ne sont pas des valusations équivalente:
~ tincts), il existe un polynome hé&K[e] qui, dans Kq[e] ; it une
décomposition du méme type que £ , et daus xzieg , une décomposi-

tion du méme type que g (se ramerer au cas o4 f et g ont lsurs

coofficients dans K et le coefficient de o égal & 1 ; considérer le
polynome anf{g/a)+hag(a/b}men , o a est un élément ds K tel que

vﬁ(a} <

&9 , vy(e) positif et arbitrairement grand, b un élément de K

tel que v?(b) soit arbitrairement grand {cf.chap.V, Appendice,ex.1);
appliquer a) et b)). |

4) Déduire de ¢) que,‘gi K est complet pour la valustion v,, Kglest
algébriquement stable (prendre pour £ un polynome irréductible, pour
g un produit de n facteurs distinctis du premier desgré ; u&iiiser
l'ezerc. 8d)). ‘

e) Si K est un corps ¥j=adique, il n'existe aucune valuation réelle
v sur K ;, non éguivalents & la valuastion %3 -adique, et tells gue K
s0it complet pour v { remarquer que si }j =(%) , 1'équation zgmﬁﬁﬁ
est irréductible dans K , et par suite que K n'est pas algébriguemsnt
stable).

10) Soit K un corps complet pour une valuation réelle v . 81 E est
une axt@ﬁsioﬁ algé@rigu@ infinie séparasble de X , monirer que E n'est
pas compiet pour la valuation prolomgesnt v {former une @uit@ {xp§

d'éiéments de E , telle que le degré n_ de . par rapport & K

P

Potad

D
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oroisse indéfiniment, ot qg§ 'v(zp+1=xp) soit supérieure aux valua-
tions des différences de'xpfet de tous ses conjugués par rapport & K ;
montrer que la suite (xp) aingsi formée est une suite de Cauchy non
convergente dans E). ,

141) Soit K un corps muni d'une valuastion réelle v (ou d'une vaeluation
impropre v , c'esi-éd-dire une fonction prenant le valeur O en %out
élément de K*). ‘

a) Soit E=K<(9>>une extension transcendante simple de K : on défi-
nit sur E une valuation réslle prolongé&nt v en posant v(B)=a , oh a
est un nombre récl quelcongue, puis, si x:f(@):ao+a?8+.e,+aa@& est
un polynome en € & coefficients dans K , v(x)d@in{v(ak)+ka)@€§k:gﬁ,

b) Réciproquement, si uue valuation v sur B prolonge la valuation
v sur K et est telle qu'aucun multiple entier de v{@)=a n'appartien-
ne au groupe V(K*), v est identique & la valuation définie dane a).

¢) Déduire de a) que tout corps K posséde au moins une valuation
réelle, & l'exception des extensions algébriques des corps premiers
de caractéristique #0 . Si K est une extension algébrique finie
d'une extension transcendante purs du corps premier contenu dane K ,
K posséde une valuation discréte au moins.

12) Soit E une extension algdbrique finie d'une extension transcen-

dante pure, de degré de transcendance fini m , d'un corps quelcongue
K . Soit v une valuation réelle sur E , telle gue v{x)=0 pour tout

6lézent xeE” . ‘

'a} sontrer que le groups v(E") est un /Z -module de rang (2
{raisonner par l'absurde).

b) 8i v(E%§ est de rang n , il est isomorphe su groupe Z:n

{considérer une base de transcendance (x de & , telle que

i%g@i&n
- 29 7 ; % : o = %‘1
les éléments v(zi) forment un systéme libre dens le Z-module v(BE");
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si PF=K <x1, Eopeos%y s montrer que. v(F*) est isomorphe & z,n , et
montrer que v(E®) est un Z -module de type fini en utilisant le fait
que B est une extension algébrique finie de F ).
13) Boit K un corps complet pour une valuation réelle v ; soit X le
corps .g/}? » 08 A est 1l'anneau de valuation correspondsnt & v , U

son unique idéal maximal. On suppose gae K et K ont méme carascté-

ristigue. ‘
a) Montrer qu'il existe un sous-corps Ko de K contenu dans & , et

tel gue l'application canonique de A sur K soit un isomorphisme de

K, sur {montrer que si un sous-corps B de A est tel qus l'applica-
tion canonique de A sur K soit un isomorphisme de K sur un B0US-COYDPS
H de ¥ distinct de K , il existe une extension simple de H contenue
dsns A et agant la méme propriété ; examiner séparément ie cas o ¥
est une extension transcendante ou une extenslon algébmque de H ;

dens ce dernier cas, utlllser l'exerc ‘ia) ; conclure en ata,lmant

le th. de Zorm). ‘ _

b) S1 K est un corps 'p -gdique, montrer gue K est isomorphe au'
egrpé des sé;"ies fqrmelles d'une lettrs S,!(KQ) (cf.chap.V,Appendice ).
1{{») Soit K un corpé peadiqué de caractéristique O , tel que, si A
eét l'anneau des entiers gjuadiques, E%A/’}} ait une carectéris-
tique p?OV; on a alors, dans K , (p)= pr , o4 r est un entier >0 .
a) Montrer que, dans K , la congruence a=b (mod. ph) entrains
&Da_" an (mod. ph‘m . :

b) Ep déduire que, &i b4 est un corps parfait, X um élément %@ de X ,
s, un élément quelcongue de la classe §Pu , la suite !ag ) converge

vers un élément o¢(xX) de K , indépendent de 1'&lément & choisi dans

ol

0
=

z;,@

©
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¢c) Hontrer que 9 est un igomorphisme du groupe multiplicatif T’
dans le groupe multiplicstif £’ , 6t que c'est le seul.
15) Soit K un corps ,p -adigue, E une extension de degré n de K
telle que E=K (notations du texte) ; si ,p =(n), ﬁ:f'&?}, montrer
gue l'équation iriéductible & coefficients dans K 4 laguelle satis-
n-1,

it @ est d : 2y ...+a xte )= 8w
fait © est de la forme x'4ala ,x '+ a,xta_)=0 , ob wp(ai},?o

o 2 - "”m
pour 1€ign-1 , et w (ag}::@ \on 2 nécessairement €x = 6 , oh

i

€ est divigeur de 1 dans E , et m un entier >0 ; déduirs de la
représentation de tout Slément de E en série de puissances de @
{chap.V, Appendice) que les puissances Z;k pour 0gKkg<m-k forment E
uvne base vectorislle de E par rapport & K , donc que m=n et
E;K(ZS7; exprimer ensuits € & l'zide de cette base vectorielle).
-Réciproqus. ,
16) Soit K' 1l'extension transcsndante simple Qz(@} du corps 2-adique
Qgg » dans lequel on prolonge la valuation 2-adique v de Q.Z sui-
vanit le procédé de llexerc.i1a), en posant v(e)=0 ; soit K le com-
plété de K! -pour cette valustion. Soit E la plus petite extension
geloisienne de K contenmant une racine de 1'équstion (xg=e)2‘=2 =0
éféﬁomz’er {avec ‘leg notations du texte) qufon & pour cette extension,
u=8 , e=4 , £=2 , £ =1 , que E es% une extension radicielle de X
et gu'il n'existe aucune exteunsion ¥ de K telle gque E_EF;E =6 6t
P=E (une telle extension sersit nécessairementd de la forme
E{Je ), of acK sgerait tel que a = e (mod.2) ; déduire de 1a
une contrediction, en exprimant /@ & l'aide d'une base vectorielle |
de E par rspport & K , et en montrant que .@ n'est pas un carré

dans X ).




