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§1, ANNEAUX SUR TN CORPS EM ZL
0 9. A?PLIGATIONS MULTILIBBAIRES
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ﬁous avonsg déja d&fini la notion de forme bilinéalre suy le produit
de deux espaces vectoriels. ﬁoua allens mainteﬂaﬂt généraliser ceitle
notisn en définissanz les spplications multilanéaires. d?uﬁ preduit da
plusieurw espanas vectorisls dans un espaca vectcriel v

ﬁef;nlsiga 1. Boit (? ) une f&ﬂill@ fipie dlespacos vectar&aas

11
av ni tous le méue cwﬁgs de base X , gue nous sunpesans commutﬂtzf

g8l 2zl ; (gﬁj & § i : ?K , boug deﬁl?nﬁmﬂ par E ,(y ) 1*awplieaci&=

KET Kie
gg v -§§g§ ’?§;%i?é qujbfait correspondre & touu x&:? 1741énent de
E%?%ég@% dont la ¢ -coordonnée ect x el domt la ﬁ~cacr&omné@vést Iz
81 E#v ; Soit W un sspace vectoriel sur X ; une applicaticn vy de
-ﬁgT;{zﬁ@: depg W esi dil multiline ﬁr@ gi, pour tout €1 st tc %0&% 
zzgé%ﬁ;z . ?JT, , A'application ve H o (7] de V, dens W est .wﬁé,a;:é.re.

Dang le coe ot I ne contient qaﬁan seul eﬁémant get te notion se
réduii & celle d'applicaticn 11@9&3?@ Par contre, gi 1 Boaséde plus
dlun ﬁeul 8lémernt, une applicatibx nultilinéaire de iﬂ?;éi;%’ ﬁﬁeaﬁ
en général pas une application linésirs &a la structure d’eépa@e vecioriel

‘§y . ui I conbtient deux 6léuents (resp.: trois éléments), une

~ application multilinéaire du produit d'une famille d'espaces vectoriels

syant I pour ensenble d'indices est appelée une gpplication bilinéairs
(resp.: trilinéaire). Dans le cas of I a deux &léments et ob # est le
corps de base K lui-nfme (comsidéré coume espace vectoriel sur X) , om

“ﬁtﬁo""@ 1z notion de forre biliae&lrc définie plus haut.

Prorosition 1. BSoit (§¥>‘te' une femille finie d'espaces vecloriols

1t aysnt tous le n8ue corps de base K , gue pous supposons comuutalif, |

t soit y une dgpl&caﬁlgn mpltilingaire de E ‘dans un espace
@@
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, - 5 = - ,
et la formule (3) devient ls foraule (2), qui se trouve ainsi démontrée ‘
pour I' . Cette formule est donc vraie pour toute partie I' de 1 .
Prenant I'=I , on obtient la formule (1)

Proposition 2.- Soit (V, )Lél'

ayent tous le m8me corps de base K , gue nous sup

pogons commutatif,

goit W un espace vectoriel sur K . Dcrmona-noms. pour chacus €1

2ne base B ‘ gg vy t.z_cmdans &’ de l'epsenble

Wﬁc,ﬁ B, peut alors d'une maniére et d'upe soule se prolomcer par
‘une sgpplicstion zzm.l't% iinéaire de -‘ﬁi& I v gmag@ W .

Posons B xﬁﬂzﬁz I%% . 8L déslisnons par Y, 1Be gppiicetion de B dane

0. 51 {:}:b} ssl un éidment q&al@ﬁz&que de éﬂéz V., Dous pouvons
oxpriver chagus %, = coume compineison lingé a;m cias 6léments e B, , soit
% """‘;‘”’h%@g% alx_,u }ub ; 81 u =(u, JeB s, nous poseroms al(z ),u) =

= T}:w 7 alx, ;%} . Pour chague u_ B@,. , Yapplication }?:.Dma»a(ziz gz.ﬁg)

@st une forme linéalire sur ¥ . Soit z un élément déterminé de I , et
soit (y,) un élément de Hgéi K?YL’VK ; utilisamt les notations de la

"éfmm,lo.,z 1, nous voyons tout de suiie, que, si u—-(u,{ﬁ;éB ltapplica-

Lion 7 :
: {3 o . o 7
.'X'?y — all 9(2"7:» ( ﬂ)ﬁu} = é g Ké‘g’;g?@ m{XK$U»K}« a(}“g%u&}
de ¥ _ dans K est llme aire ; il en résulisz que E.?appi.;.catmzz

pour un (x ) déterminé, lspplication 1 a(:é: ey ) do. B dans % est

nulle & 1'infini (ef. %2,@9235 6fod i1 résulte ais éu.,&.;.‘;’w gue 1° ‘application

E2
. <%
définir un élément y((x ))eW par la formile y((x )) = 2 .. n
al{x J,u)y (u) : il résulte de co guse nous avons dit plus hau gue y est

multilinésire ; par ailleurs, il es: évident gue y Drolongs Y - Le fait |

ste gu'une seule application mullilinéaire de Tﬁ

o)
1{\6"0

el

dans W gul prolonzse y résulite immédiatexernt de la proposition 1 .
o
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n® 2, ANNEAUX DE ONOIDES.
’gin;t;on 2.- Soit K un corgé commutatif. On entend par annesu sur le
corps K gg snnesu & opérateurs (J admettsnt K comme domaine dfopéra- ;
_l_ew.@.iﬁéz.&

teurs) est un eagge vectorial sur K .
Les notions de soug-annesu, d'amnesu quotient, d'idéal (a gauche, &

droite, ou biletére) s'appliguent en particulier aux angeaux SUTr uUD ©OoTps
K . Tout idéel dans un1 apneau sur K est un espace Vectoriel sur K .

gi O est un snnmeeu sur K , 1l'spplication (x,y) —»xy est évidemment
wne application bilinéaire de la siructiure ¢'espace vectoriel de T x T '
éons celle de O . . }

F‘éo ue allons meintenant indiquer un procédé gui permet, étant donnes :
un monoidc quelcongue et un Corps ccmmutatu, de construire un apneau
gur le corps K .

Définition 3.- soient M un monolde et K un corps commutatif. On dit qufun

arneau (¢ sur le corpe K est un anpeau du monoide M sur le corps K g'il

existe une base B de la structure d'espace vectoriel de U gui satisfall §

sux conditions suivantes : 1) B est sitable pur rapport & ls multiplica-

tion dsms ( ; 2) la restriction & BxB de la multiplication dans

aéfinit sur B une ctructure de mopnoide isomorphe & M .

Fous a:llons nontrer qu'étsnt donnés un monoide M el un corps commuta-
tif K , il est toujours possible de comstrulre un annesu de 5 sur K .
Formons ll'espucs vectoriel V des applicatlions nulles é‘l?ihfini de i
daps K . S1 Ae i , désignoms par 9 ) 1t'application de i dens K définie
par 9, (A) = e (1'61l5ment unité de K), (9A( A)=u si J\,i# A
33 rpév,cna @‘22:.);!1& ,
A — 9, aprlique M bi-univoguement sur une base B~ de V . 1I1 existe

<3 :
: - i

Rk 3 SR B P A B i f 3 Zx 3 Xz s 1 b 313
aprlication bilinéaire (g9, V) — ¢ ¥ de Vx Y Cans VYpui pr nge
b %

o{d Jo d'od il résulte gue l'application
J\. 5

A%

@
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1'spplication (c;:JL s @H_) - (p.}\.y. de B xB_ dans V ; cette application
bilinéaire définit une multiplication dans V.. -
Lo resiriction & Bo #B, de 1a multiplicatidn dans V appligue Bc;t Bo
dans Bo et définit sur B,9 une structure de zonoide isomorphe & i . I1
ne reste donc plus gu's faire voir gue la multiplieation dzns \:’ est

associative. Lee applications (¢ , ¥, 68) — (9 + )6 et

(o » Vs 8)—>9(~ ©) de VxVxV dansV sont visiblement trilinéaires ;
la multiplication dang M étant assaeiativa, ces deux applicaticns coin-

cident l'une avec l'auire sur :80%30,%30 , donc aussi partout en wertu

out

de la )Z’QZ}‘QS:L tion 2, n91 ; e gui coeplétle la démonstration de notre

s

assertion. Soit 0; 1'anneay de H sur K que nous venons de construire,
et soit O um anneau guelcongue de 3 sur K ; nous allons démontirer gue
O est iscmory vhe & 0: . Scit B une base de la struciure d'espace 'irec:uo-
riel de U qui satisfasse les conditions de la définition 3 . Il existe
alqrs une application 'bimunivoque 9 —-;xqp de Bo sur B telle que

x@\? e x@ x\y‘ pour tout (o ’Y) e Boyc Bo . Cette application peut

pe prolonger par un isomorphigme J de la structure d'espace vectoriel

ce 5; sur celle de U . Les applications (g ~ ) —=>d(o “ff’} ot

(o ,¥) «—-?J(cp)d(«y) de @ X @" dans ¢ esont visiblement bilindai-
res ol coincident 1l'ume avec 1lfautre sur B ;LB : elles coincident @on.o

partout, ce qul prouve que J est upn isomorpnisne de la siructurs d!anneaul

5 : - 2 o=
de ¢ sur celle de T .

&
8::
52
Y 5

un anneaw d'up monoide ¥ sur un corps X , et soit E une base

A o : o - e e e = ‘ 5

Ge (/ qui satisfesse aux conditions ds la définition 3 . Supposons H
1 T = SAIEE - Iu2 G2 3 % L S 2

commutatif ; dans ce cas, los applicationg bilinédaires (m,7)— X¥

2t (x,y)—>yx de U x 0 dans U coincident sur BxB , donc partout,

%3

o
M

Lol

& gul prouve gue ¢ est commutatif. Suppesong maintenant gue ¥ posseds

,,,,,




&
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un élément unité u , et s0if z, 1 'élément de B qui correspond &2 u; les
applications linéaires X --x 2 x--,>x X et x -«;:cxu‘ de U dans
lui-méme cofncident les unes avec les autres sur B , donc sussi partout,
ce gul montre que x est élément unité de O . Eous_avéns done
démontré lg ’ _ , _ . ‘
Proposition 3.- Soient M un monmoide et K un corps computstif. (a peut

alors construire un annesu du monoide M sur le corps ¥ , sgit O .

Zout amneau de M sur K eosl isomorphs & ¢ . 5i ¥ est commuistif, il en

est de méme de ¢ . 3i M possdde wn &lémont unité, il en est de méms

3 e
da {7/

o
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$ 2. ANNDAUL DE POLYNOMES.
n° 1. DEFINITION.
lious aurons ._1t=x‘incipalemant 4 econsidérer dans ce qui sult dés annsaux
qui possédent un &lément ﬁnité; C'est pourguoil nous définissons de 1a
maniére suivanie la notion de systime de générateurs d'un sousiannesu

d'un anneau & opérateurs :

Définition .- Soit (J un snnem & opérateurs gui posséde un éléuent

' zmité € , 8¢ soit B un@ partie de O . gous-snnosnu é’igg

(¢ econtenant ias sléments  de 8 et & est appeld le sous-anneny encendrd

par S ; on dit ausg;i gue S est un ensecble de ;;éngg_atemr@ de 7.

L'existence de l'anneau Q‘”résult@ tout de suite du fait que ltinter-
section de touls famille de sous-ameaux de & est un souc-anpean.

Ceci posé, congidérons un apneasu (¢ sur un corps (commulatif) K et
une suite finie (xw.”,x ) d'éléments de O ; hous supposerons que T
po8s Zde un élézent unitd et que X4,...,% commutent laq uns avec les
autres. mOlh 0’ le sous-snneay de O’ engendré par 31,.,,,%3 ; nous
nous proposons a‘& montrer comment l'on peut construire les elemazxts de (7”

I.'annesn @" contient tout d'asberd tous lea cléments de la ferﬂ@

ke kg 0
N “.X ; OB (K.;,,..,,k )éNn (reppslons que x; est 1'élément units
de (M ), puis aussi toutes les com bll’xd.lscﬂﬁ iz,neaiz'a*s
= S e
= (K14'°4I’K }CM & sres A‘A-Ji 108 2}
K4
dos é&lémente :z‘%’-.c -%, “n {a I'am?esenta donc, dans la foraule précédente,

-

tion nulle & 1'infirni de X

o)
o

une applice dans K }. Soit C?,? l'ensgenble

3 2 S z 2 S & Vﬂ ) j - s
ces combinaisons linésires ; nous allons morirer gus C{: =& . 11 est

o/
elair gae @; est un sous-espace de lz struciture dlespace t;c.,ctc,:cmi

=/ A 3 . :
de ¢ . Dlautre part, puisque X45.0,%  consutent entre eux, on a

n

3 3. = > 8 ‘

e & 1 1 k.41, ko431 e . <

éi:;eaﬂ"..g:{ﬂ"“’} . (x ... xB) = % ! ’?..,znﬁ ® . L'application (x,y) —xy
3 i £ 5 7 :

gl - 0 Cring 29 & n - ” - o # s
de 0 x O dans (7 étant Bil inealre il résulte a.Lors ;mnedzatemazzt de

by 4 ﬂ»/
nYe - [f’

iz proposition, 5;‘;’%5.“ 1 gus ué;, ; donc gue 5‘ st un sous-anneau

de 0




L'é6lément unité de (7 peut s'éerirs xg,..xg et appartient par suite &

CZ: ; par allleurs, si (k1,..,k ) est 1'61ément de B® défini par kj=9

: ; k /
pour 3 =; i, ks=1 , on & X = x,i‘*...xnné Cé’; ; on voit donec gue O;’ = 0, |

Définition 2.- golent (¢ up annesu sur up corps K , et Xy ;00 5%, 088

n
¢lémenis de U . 3upposoms Gue (7 :

pogséde un Slément uwnité et gue
Xipo-o9%, commutent entre eux. Le gous-snneau de (7 eng

Eype005%, Be 0osizne alors par K [31,..,35“1.

On cbservers que la notation Kﬁ[xﬁ,...sxn:gneindique pas 1l'amnneau

dont K [x%;...,xnjgast un pous-anneeu ; on n'emploiers donc csite nota-
tion que s'il n'y a pas d'ambiguité possible sur (7 .
Il résulte de ce que nous avons dit plus baut que tout &lément x
de K EX'B . : 52{&}}36&“‘6 se metire sous la forme
x= 3,
C%@; <% éw} € ﬁ

ob a est une application nulle &4 1'irfini de B dans K . Donner une appli-

- k
| e
&a(k‘lycpakn)ﬁoq aotxn

cetion a pour laquelle la forzule (1) soit vraie, cels s'appelle

expriner algébriguement x su moyen de X pooes®y -

Définition 3.- soient (7 un annesu sur un corps K et Xyp--03%, 008

&lénente de . Surposons gue (J posside un élément unité et cuse
T e T R AR SR AT et ST

x?,;gsx coumuient les uns avec les sutrss. On entend par relation

algébricue entrs Xppees®, toute formule vraie de la forze

> n alk k }in zB=0
C‘é;“"g%}éjf '%9&-’05133 ‘? e n

2

ot a est une application pulle & 1%'infini de &® dans K , Les éléments

&(kﬁgacgk ) sont eppelés les coefficients de la relation en guestion.
n o

£3 _tous ces coefficients sont puls, op dit gue la relation est trivials.

i

£

Si 1z seule relstion aledbrigue gui existe en

o
i

Te Xq,...,% ea3t la reiatio

3

T

trivisle, on dit gue Repeos® gsont algébriguenent indépendants sur K .

B8i n=1, op dit que %, est transeendant par rapport & K .

Supposons les élémenis Ryseees®, algébriquement indépendants sur K




ments de ¥

.9£
L’applieation (k ,...,k ) — X,

sur une besc de GV Définissons une structure de monoide sur Nn au moyen

1...xkn applique alora ﬂn blaunlchuement'

de le loi de comp051tion (notée additivement) définie par la formule
(k seesky) +(1 ,,..,1 ) = (k‘+11,...,k )
On voit alors, gque, si xi,,..,xn sont alyebrzquemant iadapemdants sur K ,
Eﬁ[x s X :]est un annesu du monoide B” sur K , _
Soit inversement P un anneau de ¥ sur K » 80 soit E une base de la
,tvuctura d’egpace vecterlel de ? telle gue la restriction é BxB de ls

o

multlp ication dans P définisse sur B una ﬁtraeuure d& zopoide igomorphe

S ﬁn . Dosignons par : 1félemﬂnt és Wn dont la 1=1éma coordonnée
S0 0L -

ezt 1, toutes les aulres coordonnéecs &tant O ; on voit alors t@at»da

- ; : : ("‘a% A - '
suite gque (k ;.,,3k ) =2 k 2? pour tout {kgg.lgk JER | Seit X,

\

%ﬂ

l'élément de B gui esvr@@pand é ;% ; 176lément de B qui correspend 2
D

{i’aggﬁasék } @Sb @1@2"% X «.,.Z =

- , @aﬁ commutatif ; l@s élé-

. Liaspnean

ments Aqg...,xn ¥ s@nt algdbriquement indépendants et on a

e
Définition 4. -  Soient P un anneauﬁsurTunwcc;{s K et X?,’..,K deg 616~

Su;yosonsmleswecnditionswsui?antes satisfaites : 1) P est

eQ@mgiat;fwet“rcascda un élément unité ; 2) on s P = K[S ,.Q.gx 7

-endanismsnr K . Op dit alors que

3} xﬁg...,x sont al:ébriguement indés

P @sﬁaiﬁ§@ngggw@@swn

awlaggﬁesfen X?,...;X a coe?ficients daps & , et gue

tout élément de P et un p@lgﬁcm@ en Xg,..ayz & coefficients danc K .
Liemploi de 1larticle défini dans 1’expre sion "llanneau des “
§e¢gpﬁn 3 en Aiﬁ.,,,yﬁ ® ne se justifie & proprement parier gue 8i
1'anneay P est donné & l'avance, de sorte gue l'on sache guel ssi llen-
sembie des Sléments de ? el gueslles sont lé iois de composition dapns P .
licenmoins; nous nous permeilirons c¢'eaployer celte exprossion méme gummd
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suyposcns le corps comwuuatlf k donné ; aoient X1,,,.,X des symboles
gui n'ont encore regu (dans la guestion acnt on traite) aucune significa-
tion ; si nous disons alors : "formons 1'anneau des polynomes en les
leottres X1,...,Kn 4 coefficients dens K" , nous eatendrons par 12 qﬁe
nous introauisons Cans le question un nouvel annean P qul contient n
&lénents xi,.;,xn tels que les conditlions 1),2),3) de la définition 4
solent saitisfaites, 11 résulte de'ee qu@,aaué avo&é dit plus haut st
de ls proposition 3, %1,n 2 gu'il exis te'toujeurs de @areilﬁ ennsaux,
eb Qaillc sont tous isom sorphes les uns aux asutres.

ve méme, si pous disons : " soient X,,..,X, 1 lettres, et soil

éiiﬁyniﬁn)gjg%aégf”’?kn)qu‘”‘ﬁin vn polyncme en ces n lettres &

pefficients dans K¥ , nous supposerons m,l;cﬂuement qufon a introduit
dane la question un snnsau gui soit 1l'ennezu des polynomes en i,,.,ijzn
& coefficients dans K , et gue l'expression écrite représente un &lément

de cat snneau, mes Ll&hﬁﬂtﬁ a(kﬁa..gk ) sont appelud-icﬁ coel fici@nts

} slappells le

du yslyﬁﬁme en guestion ; Dius siécifiquenent, a(k@,.,skn,

coefficient de X, "’...xkﬂ .

soit B 1'618menb un;te de l’ann@au des n@lyn@meg éen n 1e+tfes
Xi,a..gxm‘& coefficients dans un ccras K . L*appllcation a -ﬁ»aE est
alors, comme on le voit tout de suite, un isomorphisme de K sur aﬂ sous-
corps de P . On fait souvent la convention de représenier le polynome al
par le méme synbole a QMQ 1'élément a do K . Il s'agit 1& d'un abus de
notation qui n'est en général pss dengereux du fait que llapplication

e —>aB est vn iscnorphisms.
> : & :
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a(k1 ) n) = 0 toutes les fois que i'un au noilns des entiers
ki1"°”’kim o8t 0 . Soient ;51,..,,311.& ceux des entiers de 1 & n

. qui ne figureri paz parmi iﬂ“’““m . bes nolynomes qui me contiennent

_stcune des lottres X --;X; \oni slors lea éléments d.e

1%’

: ‘m
K[XJ s - :! s Qui est 1%anneau des polynomea en XJ ,...,X
1 dp-nm , Spem

=

& coefPicients dane K .

n® 2, POLYNOMES SUR UM éfmmm

So:xt A un anneau d'intég **ué (cf Alg I, §€3 n°3 ,d6finition 3).
Bous pawem d.&QI‘B former le corps des frac tz.ons K de A (def‘;mth& 2
et proposition 5, Al,n.I §;,n 4) Introduisons n letires X,,. ok et
formons Pameau K[X pes gk 1 des polynomes en Eq9- .‘,X & coeffi- ‘
c;e“ts dangs K . 81 F = Zﬁﬁg'ﬁdfﬁ"‘a(k?'”’ )xk ,.,X'in et
G = &ﬂ &)&y%b(k,,...,k ) X, ...X;‘ sont é.es pclinomes de cet
anneau, on a F+G =Z<ﬁ1’ £ﬁ)eﬂ“°(k "I.r;.'kn) x e Ha 1
FG = Z &)eﬁﬂ- dlk, .00 nk )z ...x“ ot

okyy.eusk,) =a(k1,...,k )+ b(k1,...,k )
d(k‘““’k / *ZC&.: é;»)*‘(mg ;%u) (‘&u Hn) a(l1""l )b(m‘!";’m)

Il résulte toul do suite de ces formules que ceux des pclyncmes de

&

1!axmaau K [X? Jiai gk ]dont les coefficienis appartiecunnent & A fornent
un anneau. Cet unneau s'sppelle l'snnesu des polynomes en K1, - ,,Xﬂ

& @oefficlancs ,_dansg A .

Ihéoréme 1.- Soit A ur anmnsan igmtéﬁmf'é qul possdde un élémens nnité,

et soit P l'anneav des polynouwes en n lotires X,,.. ok, & coelfi-
= 5 1
cients dsns A . Supposons dfautre paz*t donnés un enneau ( , un

PRt aiciact s

he”a:;marnm.sme 9 do A dans 0 et n éléments Xype000%, 88 g gaui

sat iuf‘a::sent aux eor&dxt;ane suivantes : 1) O posséde un &1 ément zm,,

2) les éléments Kggoo ,x comnutent enire eux et avec les élemants de
¢(&)




Fon

12 =
me h et un seul de P dang cf’qul satige

fasse aux condilions suivambtes : 1) E &tent 1'4lézent unité de P -

on & h(eE) = ¢(a) pour tout aeh ; 2) on g h(X).-x (1< <ign).
derivons un élément guelconque F de P sous la fonie
F = alk,,.. )k x“..,xn
- thyoeofa)e g 5Ease k)
et définissons h(F) par la formule ‘k k.
(P} = glalk ,. .. k )z, ,,,x
2k, e qr Oyl
Puisgue xi,.,.,x . commutent entre eux et aveec les elemeabs de u(ﬁ)
on a, s8i a st b sont dans 4 ,

k k . 3 1 k,+1 k 1
@(a)xqi.,gx - @{b}_x??..ox = glab) x, 1 ceo X B 1

n n n
Il résulte alors immédiatement de l’axpr@ssicn par les formules (1)
aiadegaw des ﬂdefi‘i@i@nm de la somme et du produit de deux polynomes
Gue 1t apmllcaticn A est un homomorphisme. CGfast évidemmgzs’a le ssul
h@mamcrphisme satisfasisant eux ccnditions'impesée&. |

‘Une convention de notations.

Utilisant les notations du théorine 1, supposons de plus que A soit

|

un souc-anneau de et que ¢ soit 1'application identigue de A dans (7 . r

Dans ces conditions, si FeP , on dénote souvent par F(x,‘,c,x ) 1%81é-
ment h(F)€ U . supposons qus l'ann{eaq O soit commutatir : on peut
alors considérer l'application (F,(x4,..,%,)) = F(%,,... o%,) eomme

une loi de composition externe enire éléments de ¥ ot de it & Vslsurs
dangs Qﬁq . 81 ¥ est donné, 1'application {3: s E }mﬁ;ﬁ‘(xﬁa”gﬁn; »

st une application de géj’?’% dans @’ toute application de cette espacs

s'lappells une foret tion xelvn&';,. L'opération cui consiste & appliguer

1'homomorphisne k du théoréme 1 & un polynone Fe&P se décrit souveni

en disant gu'elle consiste 4 remplacer X,,... X par =z ,. o2 % Gons F .
i X

i nntoet M1 iventi e Tmottent iTderin }?’X ¥

&n noters que 108 ‘30 VEIi Ll Gns nous PEXHSTo8LL d'egrive B= L€ ‘ﬂjsageﬁ{w%?.zj z




r“Ei;
& A: ;_ni«’
£
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Soit maintenant J un aulomorphisme de llanncem A , ei soit E 11616-
ment unité de l'anneau P . L'application a —» J(a)B est un homomor-

phisme‘de A dans P . En vertu du théoréme 1, il correspond & & un homo-
morphisme h de P dans lui-méme tel que h(a)E = J(a)E et nuﬁ
n(x, ) =X, (1€ign). i F=Z’. - )6“,,.% alk,,.. k. }x ziﬁ
est un élement quelconque de P , on 8 h(?) = C‘ﬁy kN
J(a(ki,..,k ))x ...X B on Verifle tout de suite que h est un automor-
phisme de P . . |

ﬁonsidérons maintenant le cas cﬁ‘A est l?aﬁnaau-z des entiers, 8i J
~est un anneau commutatif quelemngue ayant un élément unité e , il existe §
un homomorphisme ¢ et un seul de Z dans O qui applique 4 sur & .
81 x,,...,%_ sont n éléments guelcongues de g , toute 6galité vraie
entre polynomes en X45...4%, @ coefficients dans Z fournira, en lui
appliquant 1'homomorphisme décrit par le théordme 1, une égalité vrals
entre certaines expressions algébriques construites avee Eise e Ey .
Les égalités vraies entre polynomes 2 coefficients entiers, ainsi
considéréss comme maitrices d'égalités vraies daps lout enmesu comgm%atif,é

sont souvent appelés ;dentltés s algébricuss. Le lecteur vérifiara

facilement ¢ que les fornmules suivantes gont des identités alpebrzqaea -

o 1 T o-l-7
x X = (x nx)zw,izg

£ 2ntd 8w 2n-7
2ot e % S LT
Hous éteblirens un peu plus leoin un certain nombrs a?autreg importanties




s
pes

P

n° 2. LE DREGRE .

Définition 5.- Un polymome en m lettres X,,...,X, & coeificients dans

un corps K est dit Stre hono:one de dexré d s'il est une combinaison

linéaire & couefficients dans K de coux des éléuemts de 1s forme

x;1..,xi? pour lesguels k,+...tk, =d . Un tel polynome slappellie

& coefficients dans K ).

 pussi une forme de dezré d(em X,,...,%,
11 est clair que, d &tant donné, il n'y a qu'un nombre fini
d'éléments (k,i,'”,kn}eiin tels que k +. .,-i-kn = d . Les formes de degré

d forment donc un sspace vectorisl de dimension finie. Nous alloms

calculer la dimension p(n,d) de cet esyace'. ;
Si n est un entier U , nous désignerons par n ! llentier
2t = | § i .
| 0Kigm
Onedone 0! =1, 11=1,21=251=06413z=24,...,

Hous nous proposons de démontrer gue

p(n Q) «-_ggzmtm&:-)g
d ! (n-1)t
Le formule est vraie pour 4 = 0, ecar les deux mesbres sont aaara égaux

& 1 . Supposounes la vraie pour un certain entier &-1320 ; nous allons
alors démontrer sa vmlidité pour d . 81 n=1 , les deux membres de la

formule & démontrer sont égaux 3 1 ; supposong donc n »1 . Hoitb En a
. b

et

nasemble des éléments (kﬁﬁ.egkn}eéﬁn tele gue k@+,,e+kn = 4 ;

divigone cet enserble en deux parties E' et Ef, EB' se composant de ceux

des éléments (ky,..,k JeE_ ,a pour lesquels k,»0 et B' do coux
pour lesquels k, = 0 .- L'application (415.,,,kﬂ)-nyikgmﬁgg.,;kﬁ}

appligue B! bi-univoguemeni sur E d.47 tandls gue BT est évidemment
8
équipotent & Ea«%,d . On a donc _l

p{n,a) - p(n-1,d) = p(n,d-1) i




degré @ , il faut ot suffab aue llun ait Ei”kﬁ,ogagﬂxm;w

o
e

S

Posons aussi :
o d+n=1)
P (nvd) = a1 (n-19

'On a eglors

n=2 )% d=1
Nous savons déja gue p{m,d-1) = p*(n,d-i) ; on a donc

*(ﬂ,d)ﬁp (n-1,4) = 25520 [Q‘m = ]s -1 ip-t)ir = p¥(n,a-1)

p(n,d)-p"(n,d) = p(n-1,d) - p*(n-1,d)
pour tout n 21 . Il en résulte immeuiatement que p(n 6.)-p"(n, ﬁ)ap(a dj-

= p¢(1 d) = 0, ce qui demontre notre assertion pour d .

Progoelt;on 4.- Soient XK un coggs commutatif. Fornons lisnnesn des

polynomes en ntt lettres ! gx ,,,93 & coefficients dons K . Pour gu'un

m@lgncme F gul ns_contient gue les letires X?,.Q,X seit urne forue de

pip
2 T’{.ﬁ 3»35*«%&}&

Berivons en effet

-

k
i1
‘ : ? il Z.uéc?%ﬁ#”.é%%'}g évg‘ &€£ mneogk } zqum
"On & done : g o .
4 : '?'nau g Ai m
‘ F(TXq’osa, ) Z(gg"“ ?}EM%& }\?90 c;k )@ R HK? £ ceynﬁ
et la proposition 1 résulte de ceite formule. '
Corollaire. solent F et G des formes de deg®és respectifs d ek e gkggggf

ficlents dans un corps K , le produit ¥G est slors une forme de degré

d+s .
Cela résulte immédiatement de la propogition 1 ,
soit maintenant ¥ un polynoue quelconque en n letirss Kég,a,gga 8

coefficientes dans un corps X . 31 est clair gqulon peut , 'une nmaniére

3§ s o - T 5y ey g
ot d'une secule, metire F sous la Torme
% : oy O ;;;
' Y - = q
%\ P 4 E & - ‘*:fz.: &2’
ou, pour chague d >0 , ¢ 6 est une forme de degré d , et @, =0
: 5 - e O G

SRRy e s e e oy 2 ) 5 y
de valeurs de & . Beprésenter F sous la

€
o
Pt
£
)
&
(o
@
oot
fs
Q)
g
\.a‘
&
o
&
(i)
O
R
@
)
i
8
n
&
LEL
=)
%
S
&
k«‘»
&
i
(e}
]
S
3
I
O
=
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 Défipition 6. Soit P un polynome # O & coefficients dans un corps

- 15 -

= " .
et soit F = 20- @d. la décomposition de ¥ en ses perties homogénes.

On_eppelle desré de F lo plus grend entier d pour leguel P, #0 .
81 F est une Torme £ O de degré S , O est aussi le degré de F au

sens de la définition précédente. FPar contre, si a est um entier 20
quelccnque, ls forme nulle egt de d,egre d , mais n'a pas de degré.

Proposition 2.~ L'snneau des ]

polynomes en n lettres X,;... X, & & coe?-

Picients dans un corps K n'a pas de diviseur de zéro. Le degrd du pro-
duit de deux polynomes # 0 est ls somme des degrés de ces polynones.

Ubservons d'abord qu'il suffit pour éteblir la proposition 2 de
dém@mmr gus le produit de deux fam@a # 0 est f U . Supposant en

effet ce point établi, solent F ot é@w wﬂmme # 0 ; de degrés

 respectifs d et e ; écrivons F Z é% ; b= Z . %",g s

ou les @ 5 ! :% 7 sont des fomem de degrés Ggaux & leurs indices
gt@’& @d_%ﬂ, %&ﬁéo.vna,enposant_ @& %‘ﬁ, = 0
si h g 0, ~
: e+ R -4 e
3 \
- b 02 - (2 G4 ) ,
(E \%\ est une forme de degré m ; puisque, par hypothése,
ma

@ P, £0 ,0ona FGAO et FG est de degré dto .

Ceci dit, pour éteblir noire assertion relative sux formes, nous
procéderons per rocurrsnce sur n . L'assertion est évidente pour n = 4.
% pposons la vrale pour les formes ep n-1 letires, oft n est un sntier

>1 sojent P el ¢ des formes # 0 en Z4s..-,% ; pous pouvons 6 rire

£ 3
s - n
&
d = 1
pos %” ek4 5oL “} e ke,
P = ‘p A e L4 Vi sﬂ@: 3
#-0 I K L= 1
% 3 w e + Ane Phq S fe oy
cu les F, , & cont des Tormes de degres égoux & leurs indices en les
e :
A% Rt
s 2 b & 2 m L
3—5’3 coies }'«; 5 & 0 0 8 a e% Ok £ o i} 5 Q’ £ {:‘ﬁ a
(2 n= .2 o/
Ak ¥ A [
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O

= 16 -
o= =2f:: ‘xﬁ (=, h) |
Or on a par hypothése FdGé'% U ; il on résulte immédiatement que FG % 0.}
~ Le résultat conienu dans la proposition 2 Jjustifie la définition
suivante : , |
Définition 7. solent K un _corps commutatif ot P 1'snness des polynomes

en n lettres X1,.u,Xn & coefficients dans BE . Le_corps des cucbientis

de P g'sppello alors lo corps des fractions raticnpelles em X,,...,X

ent de ce corps s'svpelle une fracidon

4 coefficients dans K , tout élém

_ra?ionnelle en X,,...,X, & coefficienis dang K ,

soient K un corps commutatif, 213...§Xﬂ n lettres et L. le corpe des
frections rationgpelles en Xgﬁ,..,xﬁ 5 cofficients dans X . Iniroduimms
@ sutres lettres 24,...,Ym et formons 1'annean P des polynonmes en

?1,,,°g¥m & coefficients dans L . Les polynoues appartenant & P ot dont

les coefficients sont dauns KE??”"Xn} forment un annesu

Kéjxq,..‘an,gﬁs,.,,ﬁai}qui n'est autre gue l'anneau des polynomes en
K?,..,,Kﬁgfﬁ,.,;Ym‘ & coofficients Gans K . Tout polynome F on
Eiﬁc.,xn,Yééio,Yﬁ peut donc se mettrs egua lakforme
_ ’ - 1 m
F : Cﬁﬁiu.av‘gm)é_ﬁm E‘k@ s . ‘gkn Y;} o 3 “Im,

ol chaqu@ ?k - est un peclynome en Xﬁp.,.,xn & coefficients dans
;‘ioo:m g
K, et P = (0 excepté pour un nombre fini d'éléments

v—-’i"t:ﬁ;

{kig.. .gkﬁl)éﬂm . ilettrs P sous cette forms, celas s’api;el.‘ie dévslopper

? par ravpori & 2%9..,,¥§ ; le polynome Fp .k s8'appells le
= ; _,giQ-:-:

- k z .
goefficient de 341.,ﬁ? @ dsns ce développement. Copsidéré comme
polynoms en Y,,...,T & coefficlents dans L , le polynome F o

m .
(5731 est # 0) un certain degré ; ce degré s'appelle le degré de F

Dar rapport a Yﬁg,..gié . Ce nombre est nsturellement au plus égel

au degré de F |
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n® 3. DIFFERANTIELLES RT DERIVEES DE POLYNGIES.

Solent K un corps commuiaﬁif et P = K{k1,..,;n) l'gnneau des pclynsmeg
en n varishbles xq,.,,xn u coefficients dans K . Introduisons 2n _nou-
vellss variavles X!,..,X!, :,..,Xz et formons 1l'anneau P' des polynomes
en ces 2n Variables 4 coefficients dare K . A tout polyhome ¥eP nous
pouvons faire correspoadre le polynome AF = F(X1,...,X"} F(Xq,‘.ng )
& P! , D'sutre part, si @é P!, nous pouvons faire correspondre & @
le polynome h(@) = @(X“..,Xn,x“.,,xn) €P . Il est cleir gue h
est unrhomomorphisue de P! sur P et que h( A F) = 0 pour tout Fe P .
Désignons par 2@3.l'ens&mble des polynomes @é € P! tels que
h( é) ss'-i} : }Ji est done un idéal dens P' et l'homomorphisme h définit
rar passa;se aux quotients uvun isomorphisme h de P'/d@ avec P .
Liidésl PP’ contient los n éléments Ax, =x1-x1 (11 ¢a).

Hous sallons monirer que css éléments forment un systeme de générateurs

de Zb/ , clest-a-dire gue tout élément de ?9/ peul se mettrs sous la

 forme ',Z:; @bA Xi ; ;zvée @wé P! (1 gi<n). In“sroduisans pour eela

n nouvelles variablés yﬁg.‘,xa et désignons par Q' llanneau des polyna»

HES en Kg,&;g’é, Y*r 3Yn & coefficients dans K . Les foruules
oo, xiar . 30))s § (xt,. 1! 5%‘% il )
a?(%(xu..‘,x Y,,..,Y ) = Cy(x,%,.., L SRR S Y

définissent, la promiére un homoaorphisue 8 de P' dans §', la seconde

un homomorphisame 6' de U' dans P' ., Un apsrccit tout de suite aue g o fr

est 1llapplication identigue de Q? sur lui-méme et que 8726 est 1lfappli-

@atién icentigue de P! sur lui-nfme ; on en déduit que 8 et 8' sont

des isomorphismes. Si Y e (2%/)3 on a ‘%f(K??.oogzﬁgOEQQ.gv}

JT on peut éerire

Lj_h 224 H,a L_]t'k ..Yf:"

=




i85

o chague %Qu"v e, 08t um polynoue en !,..,%! . Donc, \p= (D) ,

@G}O', inplique gue ‘—fo

w00, O
4= .
appartient & l'idéal ongendré par ¥,,.. 9%, dans Q' 5 done gue @

= 0, d'oh il résulte immodiatement que 'i-l

appartiect & 1'idéal angendré par A 11 . ,Axn dane F” ,' ce qui démon-
tre notre assertion. | ‘

Lésignons naintenant par 7""2' 1'idésl enpgendré par les éléments de
1a forre @ @, ot céég\’)’ ,v@é gf’"'(c’esvt un cas particulier de la
notion de procuit d'idéasux gue nous étudierons plus tard). on peul
considérer 39{ comze ur module sur 1ll'anneau P! , 2’9’2 en est alors un
sous-module, d'od il résulte gue le r.;uotiex}:xt,, }9’/ ”gpossédenne
structure de moduls par rapport 4 P! . 5i 0 € ?J/%.’g’ ', @ ept ,
le produit @ e est la classe de é:?@, module '33’2’ , o0 O estun
éléaﬁen‘t quelcongue de la classe © nodulo ;9}2' . La valeur de @ A9 R
ne Gépend gus de la classe de @ module ?)’*’\’i ; en effet, sl @f;: Eé
(od P’ ), ona PO =00 HI-P)Q =P (mea P ) m
¢ ¢ P! /W’ , on peut domnc aéfinir g comme étant la valeur CoRmUNe
des (E ® pour tous les & arpartenznt & la classe o modulo Z‘" »
et on vérifie saus peine que 3”4/ 5"’% gs trouve ainsi muni d'une
structure de module sur P'/ 3’3’ . Enfir, 1'isomorphisme n* ge P*/ gv"
svec P nous permel, par transport de siruciure, de conférer a ?3'/ ZO’?“
une structure de zodule sur P . Désizpons gpar '& ie module uinsi oblenu.

Si F ost un 6lément de P , nous désignerons par 4F la classe de
1félénent &F Z ?3" modulo @i?’ : Do obtient donc ainsi une applim-
tion ¥ —>dF de P dans * dont nous nous proposons d!'étudier les
propriétés. Si F ot G sont dans P et 2 dans K , on a

Arse) =AF+Ac, A(eF)=a AF, d'ob

A(F+G) = DF + 4G 4(aF) = a.dF
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D'auire part, un calcul facile montre que A(FG“)sF(X' ,.. .,x;l) AG+
G(x, PR ) AR . Iu £ait que n(r(x,l,..,x })=F,
G(X1,. .,X")) = 6 , i1 résulte alors que 1'on =& la foruule
a{BG) = ¥ae + G 4F .

lous svons nontré plus haut gue iout élé;;:ent‘ de }9' peut se meitre
- ‘ﬂ' e
sous la forne Z& . @&Axi {avec éGP' , 151 £n); il en résulte
immédiatement que toul élément de ’3’ ~ peut se mettre sous ia forme
n
Z F,dX, , avec F é? , 1€ign . Nous allons montrexr que celte
c=4
représentation est umqueg clest-fi-dire gue l'égalité Z Fidxi 0
(ot F. el , 1 £i <n) entrafne P, =...=F =0 .ﬁapposons en effet
2 F di; =0 ; one alors Z Fi(X yooos k) )(X”»XL')C» T‘J , dfolt

pmsque les élémnents x;aai eng,endrent gj ' -

' f - 0.78) = e X! ) (X"-X')
_ 7, (X1, X! )(XI-KD) Zi 6 ,(x )(j L
ol @_,6" P! (1414£34n) , et par suite
: - = o( §. )T,Y
| Z F“(xi‘gon,-& )Y 1$L$§’SM’ &‘; 13
Urdonnam: ld scond meabre par rapport aux variables Y,l,..,gYn ; OB

voit tout de suiile gue les coefficients de T,,..,Y, ¥ sont nuls,
dloh E" =0 (’t i {n), ce qui dénontre moire assertion.

Nous avons conc Cénontrd qu'il existe un nodule ’19‘ gur lfannsaun ¥
et vne application F —dF de P dans 49"’ gui satisfont aux condilions
guivanles ;

1) Tgut élément de /r}“ peut se rettrs ol .r.i‘une seule sous la forue

" -
2 F.dX ., avec ¥,

g,s

~ (<5
- & X (‘&\1§n)
2) 53 F et G gont deng P et a dars K , on a

Ko

A(F+G) = dF + a6 , d(aF) = edF ; A4(FG) = FAG + GAF .




<~
8
{

. -

Hous allons montrer gue la structure déterminde sur 4}’ par son
caraclére de module sur P et par 1texistence de 1! application F—2>dF
satisfeisant suz conditions 1) et 2) ci-dessus est mxiquement déterminée
& une 1&onorpme prés. Plus généralenent, sy >posons donnée vn nodule N
sur 1—' et une application 5 de P dans - qul salisfassent aux condi-
tions suivantes : 1) tout vél;_}.x;;ent-de 2 peut se nelire dtau moin:é
une manidre sous ‘la forme Z:s Fi§ Xy {avec F.eP , 1 <i gn)

7 2) 8i F et G sont dens P et » dans K , on a §(F+Q)=‘§F+ 3¢ :
& (aF) = a§ F; O(FG)=F.%G+ G.8F . Dans ces conditions, nous
allons montrer gu'il existe une application A de 43‘ dans s gui esi
un homom Gl’"’)’fll%‘ste de la structure de rodule gur P dé ’l}n sur celle de

Wi et cul est telle gus J’L (dF) = § ¥ pour toub ¥FelP - Puisou'un
e;.e«man'c de ﬂ} ne peut se metire gue d'une maniérs sous lsa forme

Z F GX , nous pouvons définir une uppllcatmn A de .,9“ dans -

par la for*mle A( Z;j: £, dX, } = Z F S){ . I1 est évident que A

est un homomorphisme de 'la structure de aodule sur P de ?9’ sur celle

de M . Il résulte immédistement des propriéiés que possédent les
opérations d et O gue les hypothdses A (dF) = SF , Afag) = 56
entratnent }; (A({F+G)) = P (F+G) , A (a(aR)) = S (a?) (ohh a2ek) et
A (d(FG)) = 3(5‘@) . Nous en concluons que la formule A (4F) = S F
sera vraie pour tout Fé€P si elle lfest pour les polynomes particuliers

euvente: 1%, .. Ona St1)y= 8011y =1.50) 1.8,
dtof 1.5(1) = 2.8 (1) et par suite 1.8(1) =0, O(41)=0; on voit
de néme que d(1)=0 . 8i F est l'une des varisbles X;,...,X , l'égelite
A(dF) = DF réculte immédiatement de la aéfinition de A . Llexistence
de 1'horomorvhisre A est done £ta yblie. Si um vlan@nu de ’?/W ne peut

se nmelire sue d'une seule nenidre sous la forue 2 ¥, t"X , A est

=4 i i

évidemnmenti un isomorphisme.
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Définition 1.- Seit ¥ 1'agneau_des polynores en n yarisbles X'i’ - ,,xn'g

coefﬁcients dans un corps K Boit ﬁ‘ un module sur P tel qu'iivexiste

une aggllcat‘ op @ de ¥ dans ’&3‘ cai satisfasse aux coneitions 1), 2)

ci-dessug. On dit alors gue la structure d;;’-terminée uar le module ’ﬂ'

et rar l'a plication @ est la structure cu module des ds.fferentlﬁlles

de P . poit P un ¢idient de P ; si op mei dF sous la forme 2 F P

Fi g'a;pelle ls dérivde partielle de F par rapport & Xi et se ngte

DF/DZ& -

Toutes les fois qu.e l'on parlera de clfférentlelle diun poiy LOTEe ,

on suppcsera implicitezeni gu'un module de différentielles a 6té intro-
duit dans la cuestion. Comme tous les modules de différentiel: es sont
isomorphes enirs eux au sens préeisé plus haut, il ne sera pas nécessaire
en gé éral de spécifier lainature des élénments gue l'on emplois comme
différentielles.

Bn partlculier,}on notera ¢ue les dérivéesz partielles ne dépendent
oas du module de différuﬁtielles-qu'on emploie pour les définie.

11 résulte immédiatement de la définition des dérivées partielles

‘que l'on a, pour F,GEP et a ek,

d(pic) _ OF 9@ >¢.r) oOF « oFe) 909G g OF
0%, % 5T “‘3’“.1(““)' = 5 = " Te 57
1 a:i. il 3y i i i
/ ?73, Xi'__ v ' e -
bmgi-*o =—-Ta~i-’¥ -g-mlxi-—u s;j;’zl

51 on dénote par Pi lfanneau des polyrones cul me coptienncnt Das Xi ;o
lee formules O1/9 X =0, 5}{3. /?)Xi =0 pour J#1 entrainent
cue ¢ ::/ D4 = (¢ vpour ook Ee?i . dloh Z)(FX?)/C} Xo = '

x@/c’}y;i .0na Zéxf/a = 0; sl e>0, la formule
9% /9% axa“" + }*{j" ' (d%,/09X%,) permet atétabliz

: i : : : e-1
Pacilenent par recurrence sur e gqus BX? ;f Z‘)XQ = eX, :
< - P R




- 22 -
51 donc F = Z"e F ex:? est un polynone qgelconque - ordonné par rapport
a Xi (¢'ot FeePiv) , On a A1 ,

. i o ,
51 n=1 , la dérivée pertielle JF/O X, se note eussi dF/dX,‘ et
s'appelle ls dérivée de F .

Si L est un sous-corps de K et si F esi un polynoms en X,,.. .,Xn
4 coefficients dans L , les dérivées partielles de F sont les némes que
1'on considére F comme un élément de L [‘Xq,, ,.,an ou de K£X1,.. .,,Xn}
Si A est un sous-anneau de K , les dérivées partielles d'un polynome
4 coefficients dané 4 sont elles-mémes de%-; polynomes & coefficients
dans A .

Proposition .- Soient P llanneau des polynomes en lcs yarisbles

K1g000"xn

les variables Z’l””’zm & coefficients dans K . Soeient Ei .-.,,ﬁm

& coefficicnie dans un corps K et Q celul des Qolvm:ames (=34}

m élénenis de P et F un élément de Q . On a alors
d(F(H1,...,H )) = Z 2%/ zi(ﬁ,”...,am) an,

Soit ’?3“ le module des dlfferentielles de P , et soit O 1 'hoﬁomore
phisme é...; @(ﬂ“.,.,ﬂﬂi) de Q aems P . Si éc—: Q,6€ > , Dposens
@ 0 = 8(@)@ ; on voil coul de suite qgue 'Z}’ scquiert ainsi une
structure de module sur Q . Bi éé Q , posons g@: a(a( @ 1)
on g alors, si @ - ‘%6@ et a€k , . (@1— l«H)zS{)ﬁ-g}%’
d(ad)=adP , d ( (@ ) = b3 /+ ¥ S5 H. Introduisons le uodule

' 4’1?/” des uli’f’ezantlelles sur @ ; il résulte de ce gu'on a démontré plus

haut gu'il exmta une applicatdon ,ﬁ& de 4} dans ’l}‘ telle gue
X (é 6, ) s@_,\(m ), Ala ®) = d(e-(@)) pour tout PEQ et tout
@, € ’S““ . Ls fo:muin 3 cénontrer Tésultec slors immédiatenent de la

fgmule aF = E BF/ 37,47,
3k
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Définition 2.~ aoﬁ.enn A et B des anpeaux tels gue A soit uvn sous-anneau
S B . un entend par dérivation de A dans B une .zggl:.czaumn Dde 4 ‘

duns B telle que l'on ait, guels gue soient x ot ¥ dans A ,

D(xty) = Dx +Dy ;  Dxy) = (Dx)y + =(Dy) ,

Par exenple, les n applicgtiozs Bi (1€1¢mn) dans lui-néme de 1'anvean
des polynomes oo zq,...,xg Géfinies par VBiF = OF/9 X, sont éviden-
ment des dérivationms. | '

Soien*‘c .}31 et Bg'd'as dlériw;'sions d'un anneawv A dens un snnesu B dont

A est un sous-znneap. On voit alcrs tout ds suite gue l'opération
E,g%-;}z définie par (Bﬁl) )(x) = D,z + DX est une demmtm de &
‘ dans B . 51 B f 4 1?0;@1‘9&1@}2 1)?@92 ntest en geﬁeﬁa} Dag défimw
méme s5 B =4 , DD, nlest én g£énéral pas une dérivation.  Par contre,
_ si B=4a , l'opération B zgtié}, ,1’)‘2;@ défipie par
ip b= sop 5.p

est une dévivation, Bp effet, '%3., est toul fl?absr:i cvia@m gne
:@{xﬂ*) = Dr + Dy . Diautre pa rt on 3

Blay) = Egi(,ﬁgx)y + z(i’}%;&’)} - Bﬂ(iz,}rx}vé*xm,y)? =
(1,0, x)3 + (B,x)(D,3) + (B,2)(D,3) + x(D,D,7) -
{Eqﬁzx)yc(%x}(&i3)=(3¢X}(--231')@2{(3311)233e (5x)y + =(D7)

Froposition 2.- 30it P lisnnean des polynomes en n varisbles

ol

¢

Lys- ”g}i u coxfficlents dans un corps K . Uésiznons par D, 1lloréra-

tion de fiemva ion partisile dans P par rapport & X, .¥0 8 slors
RS S
D;2D, = D,oD, (i g <nj . |
- oF & &
Posons ééj :{Bi,@‘:% ; on sait gue /3 } gat une aériv on de P .
A= :
si a€k ,ona A (a)=0; do plus, j_‘i ;{X )= 0 (1<k<n)
“% ' Hv .
99 3 emsy e Gas kY - 2 4 “ 2 63 T At -3
. puisgue ﬁj.Kk%K 5 Ejf&k@z{ . Du f‘a;p gve é’é&t sl une dénivation,
on déduit que los conditions [:1 F=0, ‘ﬁé»«‘ G = u entrainent
: : :
¢
(7+6) =0, A, (76) =0 . 11 résulte iumédistement de 1a g




Hous allons moptrer gue

= oa -
Dés siznant toujours par D1,...,B les dérivations partielles dans
P y&r rapport a X1,..,X » 0B voit gue D 49-++30, engendrent un sous-
anneau conn atlf de l'annsau des applications llnealres de P (considérs
comme espace vecborlel sur K) dans lulaweﬂe. 51 91,..‘,en sont des
entiers 2’ , OB pose
: 381+.,.+e e, eﬁ
£ _» ... D P
. b% “.&Xn'
(cu il faut entendre que Eg ast 1?apylicatlaa identique de P dans

ﬂ

81 e,f gont des entiers J © ; posons

U 8i £ >0 ; ple,f)= “T& g%m-% f<e

i

ple,r)

Gt d 4 70
: : 1 1 zp{@,?;f )‘sap(e f ) 2&1’? 1ast 1 =
b%%‘:@,”“,.b%‘f’% ‘ n
Hous uroca ezons par ”ecurrenca sur le nonbre f1.¢.,+f ,‘La formule

est év;dente si f +.a.+f = U . Supposons la formule vraie pour tous

les systémes ,(fﬁ,.,,wn) tels que f%+;..#f§ {h , 08 h estun
certain entier >0, et solent f1,.,=gf des entiers 2> 0 tels que

n
f +A * ¢+ = ® :
. f

Choigissons un indlce i1 tel que f >0 et p@sons f' =£.-1,
f* = fq si J#1.0na
o e 3 4
%D“‘f“ue agn '@% ga@aaoﬂ‘k’g ‘&: g‘?ﬁ:
¢ 398 g ';\ 4 % 5 g ﬂ-gg z /
3 ){ }(% - a - ) %—o >\'ﬁ, )
J e 7 o |
e g C}rﬁ"’ \4? . 2 +>
2xL  one L B s
R » § a : (2 ,"f
S " Cimf. T e e
e c:_.g';;m Z’v A= - »‘k( ek )*g{ ¢ J?’f = g S & Y J o
= oo i P @_gag &j i il I gs;.,ﬁa._%} PR
Gf..lLl i=1 oA 5 = % g{:ﬁ' 3 ot 3
¢e gui demontre la formule en guestion pour iz systens iffg.,ﬂﬂfﬁ} .
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nouvelles variebles 21;...,Y et posons
n

—~ 25-
n® 4., TFORMULES DE TAYLOR KT DE LEIBNITZ.

Soient P l'anneau des polynomes en n variablas X1,..,,Xn 8 coeffi-

cients dans un corps K , et soit F un 6lément de P . Introduisons n

, e &
: . - . 1 n
F(XHY,, .0, X 4T ) 42§%g.‘7%% Fe1’.’°segfq S A
of chague F_ est un élément de P . Appliguant sux deux membres

e/i’da’en

i 5 < eaay\t.’i*a
de cette formule l'opération %)

e e '
,f%/bzyh.,éﬂ;l,mus_mma
plagant Y,,...,7 par 0 et faisant usage de la formule ( ), n%3,

< g Tk
nous obtenons Se,7. ta
o g

= —% : '@%
o .. 21

@ ?Geﬁ‘@ g ? : g
’g 0 @,iana@ﬁ’

Hoit d le degré de F , supposé #0 . Done, introduisant une nouvelle

variable T, Féﬁxﬁ,,.quXn) est un polynome de degré 4 & coeffic ients
dans P , d'o% il résulte aisément gue F(TXﬁ+T¥?5,.,,TXn+TYﬁ) est uw
polynome en T de degrs d é coefficienlts dans K‘}K1,..,,Xn,Y?,.g.,¥n }
et par suits que F(K1+Y1,..;,Xn}!h) est de degré d . On a donc

Féqe-een,; O si e+...+8 >4 . Supposons que d! , considéré comme

&lément de K , soit # 0 (i.e. que d! & # 0, o € est 1'élément unité

de X). On voit slors tout de suite que e! % 0 ei e £4, dfob

1

e ¢ :
e,1...0! % 0 si ;?

+,..+en £¢ ;, et on peut alors écrire
! : .e-}:e.--%"@%

1 0 7
{’f} F(X+Y a8 X+Y)= < - E&mm
G e 0 L e o

= "

Cetie formule est appelée la formule de Taylor. On notera qufelle est

en particulisr valable toutes les foig que K contient un corps isomerphe
eu corps dss rationnels.

Appliguons en particulier la formuls de Taylor au cas particulier

5

suivant : K est le corps Q des ratiomnels, n=1 , F = X& , o m est
un entier ©» 9 . 11 résulte des Toramules démontrées au 193 que lion a
. © - . mb-e '
¢ Ffdk, = p(m,e)X ; dlot




&

gus les cocfficients du polynome (.5.1 7y ) sont entiers. On voit done

def‘imtlon de pl(m,e) que l'on &

o8t vraie dans QE{% ,Yﬁ’j et de ce que les coefficients (g) sont des

‘dane }E{{X,i 9‘2’1] guel gue soit le corps K . Ceitte Pormule est appelée lag

La formule est v*:ruz,e pour p = 2 . Supposons la vrale pour un certain

el
X

-5 .
. p(m g] 12 e
(X, P = 5 v

Les polynomnes & coefficients entiers formant ur annesu, il est olgir

que, si Ogegm , le nombre p(m,e)/e ! est un entier. Cet entier se
désigne par le symbola\(m) : les nombres de la forme (m) sont appelés

les coefflclents Dbinomizux. un notera gufil resulte imnédiatement de 1la

{ ) 81 T*a}E

bu fait gue la formule

: i n-e e
] @) -> a1

entiors, on déduit immédiatement que la formule en question est vraie

formule du binome.

poit maintenant p un entier Z. 2 . Nous nous proposons de montrer guse,

si e,},,,’sep sont des eutiers »U de somne 2 , le

( ) = =
5 s 8 o i
313 3eD 8_i§..33p. :

est entier et gue 1l'on a 1'identité
, , -
C) 6. ur- > ( s izl v
P

] g‘ﬁ’""?'iz;% 8130393

v , el resplscons y}iz} par X X : i1 vient
e,

g -4 ’-‘g"v: o = ? e e o 7
\X-l%, .g‘a ] &P‘?‘."&p—iﬂﬁ } h“g.eﬁ:kn v *‘r %P:; e @1 §°3 %}; ) 'ziji éxp p.&-"é )

-

Appliguant le foramule du binore, il vient

Y 2
m T P\}Xl X P"
e %2 = <‘ e L S
g ﬁﬂx}@““‘?} Z“C e ’@MW Foss= °p - K? *ZP 4
Or, on vérifie tou de suite que . ?%f, f‘{\mi -

[ £ +Pr

\ e ) e e : p pri
439 pe*]zz ps* I’“H ’g?"ﬁp‘ia ‘a;, p+1 -

v n
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La formule est donc démontrée pour pHi .
uUbservons maintenant sue l'on peut cerire

{.
(x, o A )' . = (X, + cor R ) (x1 ..,+x ) =
£ i By ©
= b
c=4 z"’"".‘ep = "o (e1jbo’e; X "’Xp Xi

dfoli 1'on déduit 1'é6ralité (of i‘ ,,.,f sont des entiers 70 de
somme mtl) =P

mi1 P m
£ = e )
(a) (f1’va9fp) g Z..b.lii (B%B)’cni’e;b))
( ) 2 & (i) “ 2 L s
oh on a posé 83 J ed 141 , 9 = ‘fi:?’ gL ou Qn fait 1z ‘
@@zmamion gue le symbole ¢ ) représente O si l'un des entiers

Saa»agep
Sqone 19y est £ 0.
Lz formule de Loiboitz.

Soit A un snnesu commutalif, u”,.,gup d@s éléments de A et D une

dérivation de A . On se propose de nortrer czue

: m e
pu Lo Uy ) = Zik { ) D u ... pFa
/i 1’4’ ,-i--e}"% quooo’eg G ' p
{ou on fait l& eouveation habituelle gus D  rpeprésente lfapplication
identigue de 4 sur la1=ﬁeme) Con51deruns d’abord le cas obh =1
Dans ce cas, on procéde par rocurrence sur p . 85i p=2 ’ 1z formule est
¢vidente. Supposons la vraie pour un cerlein p . On a alora
E: koaa 2 : - > ¢ O . + o 8 O { 2 1 e ’du.t
(u, »upup+1) D(u, up) Uppg T8ty I)upM , et on en dédui
aisément gue la formule est vrade pour m=1 et pour un produit de pti
factours. La formule est donc vraie pour m = 1 . Elle est évidente

pour m = 0. Buuposons la vraie pour un certain m}'i -On & alorg

1ri+-4 - m ‘%"1 %t .
() 1D &’uﬁ,..u) Zf «+2=m(9»§9'°39 )[ a,i,.,,l} uF .o+

oy

By, s
o
- > v
et 1z validité de 1la formule pour mti résulte 3_zamemia*tement, de 1a

formule (4) ci-dessus.

La formule (5) est appelée la formule de Leibnitz.

D R B




