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. LIVRE II
' CHAPITRE IV (itat 4)

APPENDICE
SERIES FORMELLIS.

1. Définition des géries formelles. |
Soit I un ensemble d'indices fini ; le momoide (additif) preduit N
gatisfeit & la condition (D) du chap. I, R7,0°1C : en effet, si

DO TS gt T
s

(:;zi}., ¢ 1 ©8t un élément quelconque de N S , la relation (Pi)+(§i )==(ni)
signifie piﬂ;iwni pour tout 1€ I ; poir chague valeur de i , il n'y a

que n; couples d'entiers nsturels (pi.,qi) satisfaisant & cette comndition,
done, comme I est fini, il n'y a Qu'u;x nombre fini de couples ((Pi)f-<q»i)) A
tels que (p; Hla;)=(n;).

Nous pouvens donc considdrer 1l'alsdire larse (chap.li, §7,n010) du
monoide N . , relative & un anneau commutatif A ayant un élément unite.
Cstte algebre, qui est ccmmutatlve , contient comme sous-algibre {ayant
m8me &lément unité) 1'algdbre des polynomes (& coefficients dans A) par
rapport sux indétermindes X¢ (iec 1), qui est 1'algdbre gtricte du monoide
jgl relative & 1l'anmesu A ., :
| DEFINITION 1.- Les élémepnts do 1'slr
| & un snnesu 4 {commutatif et aysnt up élément unité) gont sppolés séries

3bre larce du momoide N z relative

formelles par rapport sux indétermindes Xg (ie1} & coefficienis dane A .
L'alzsbre large de jfl par rapport & A se note A& U:Xi} l3e3 0 00
4 E?K.ﬂﬁgzg yere gy } _) lorsqus I ost une partie finie de p éléments de N :

4

{3 wk },3 Ck ¢p la suite des éléments de I rangés dans l'ordre croissant,
Conformément & 1'abus de langage ordinaire (chap.II, 37,0910), 11 61ément
}e;-jf:‘{ de A [EKJ} iex ©° notera encore , L

) ?";’ Mi {&tent entendu qu?il ne sfagit pes d'uns somms ds
} s les éléme.gms “’(n ) X A sont appelés les terpes
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=
de la série formelle, les % 1) ees coefficients ; un polynome par
rapport aux X, (i€ 1) peut donc 8tre saractérisé comme une série formelle
nlayant gu'un nombre L£ipi de coefficionts #0 .

8i I et I' sont deux ensembles finis de p éléments, 9 uue applicatién
biunichug de I sur I', l'application linéaire de A[{xi]] SeT
dans 4 [[Xj}] serr W, & tout lémnt 2, “(ni)vxii de la premidrs
#s ces alsdbres, fait correspondre l'clément 3 a(ni) *g;{”x? %i} de 1a
seconde, est un isomorphisme de la primiére algébre sur la seconde.
Bn particulier, &4 un isomorphisue préc , on peut toujours se horner &
considdrer 1o cas od I=[1,p]; 1tagtbre & [[X,%,,....% 1]
corzespondante est appelée 1'alsdbrs ces séries formelios & p indéter-
minécg, 3 cosfficients dans 4 .

Le produit de deux séries Tormelles

v > a a5 E . x

n, 1'.2' n
v=2,8 T xe "

egt la série formelle

Dy B b2
W = Z y’. Py ”» x‘)'?‘Xﬁ,za .vI.,.ip
.u;/iu,gv cf—‘p i r B

o

Y, = 3 -
B8, -0y Z%ﬁ*z.;a kiky
1o somme étant &tendus aux coupies ((hi},p (ki)') tels qus

b, +ky=n, pour 1 <idn .

Soit J uns partie non vide de I ; 1'algébre A [{Ki}l scg peut 8tre

identifide & 1a pous-alzébre de A} | X, ., formébe des séries
, 2 2k el ?

4 e ﬁ’ 5 P':;;
formelles 5 B K; ofi oy =0 peur tout éldment (n, JEN

o

3 7 v o 3 2 # < e
gue ©n.%0 pour un indice 1 € g J au noins. En cutrs, si B ezt

Lt
§

2

‘o sous-si-2bre, et K le complémertaire de J par rapoort & I
it Vs 5 7

%
s

- - : . . _ : s 0
{suppost non vide), on définit un iscumorphisme de A | X. o
: 2 . DA : : L ik i Qg




, A3 |
considéré comme algébre par rapport & B , sur 1'algébre B U'_xl]] i ¢k
des séries formelles per rapport aux ¥; d'indice i€ K , & coefficients
dans B , de la facor suivante : & la série formells >la i o =
~ , s n) el
on fait eorrespondre ila sérle formelle
BE 1 Py
Z ﬂ(mk) kexxk 2 Oﬁ B(m )-- Zy,p ) SEJX ; avec Y( )—(Z.{nl)
pour la sguite (ni) teile gue ny=p, pour 1eJ . ny=m,; pour 1€k .

Soit A' un sous-annesn de A , ayant méme &lément vnité : par resiric-
tion & A' de l'ammeaun A d'cpérateurs, l'algébre A [[11]] ieT peut &étre
considérée comme algébre sur A' ; 1ialgébre ﬂ'[[XiH sy 9es séries
fermelles par rapport zux Xi ; & coefficients dans I , peut alors &tre
considérée comme une gous-algébre de A E[X,}]i eI -

Enfin, soit ¢ une represenuatlon de 4 sur un sonean B . En faisent
‘correspondre & toute série formelle 4..@ 2,) TTX de A U:X ]] or
la gérie formelle qu(a(n )) TTX de l’anneau BH:X }]lCZ s
on définit une representa‘cion % de A leilji eI sur B [{I !} i
81 9 est un iscmorrhisme, il en est de méme de @ . ‘

2. Ordre d*une gérie formells.

: L
Btant donnée une série formelle u = Z “(n 3 H Xil , on appells
ns

encore termes de decré total p dans u les termes Sy )TTX tels que
=

fgz n:=p . La gomme des termes de degré total T dans u est un polynome

- homogéne up de degré p , qu'on appelle encore la partie homoséne de

@@gré_ 'p do u (u. étart ausei appelé le terms 'gonsta’zxt), 8i u et v sont

deux séries formelles, ec W*-av ; 0D &

Z

.?: T
Efw.L tout entisr p >; .

Poar toute serie formells 270, on appelle oxdre total (ou simplement

ordre) de u le plus petit des entiers 2y 0 tels que la partie

- homogéne de degré p de u soit %0 s 33 on désizne eet ordze par m(u) -
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et ei v et v sont deux séries formellus #0 , on a
(1) o(wv) 7 Wialo(u),e(v)) st  uivyo
(2) olavr) ; e{uHoeiv) - 8i w#FO.

En outrs, si o(ulfée(v) , on 2 ©iv;0 et les deux membres de (1)
sont égaux. 7 _
» Si' Jd est une pariie non vide quelcéz.que de I , nous avons vu gu'on
peut considérer toute série fdmelle 1, de A[ [X_J]i ¢ comme une gérie
formelle par repport sux X, diindice 1i€J , & coeificients dans
1'annsau B=4 E Exij-};i c E; ; aux dé’initions ci-dessus correspondent
dene de nouvelles définitions pour lesr séries formelles neh E[K, 1} 1e1’

z’éa S fod 2. - 22 - :
B X.* est 8o _desré » par rapport aux X, dlindice icd

w2 terms a{
e |

siune .~ ., n.=p; la somme des te:mes 48 u de degré p par rappoert

anx %X. d'indice ied est un polymom« homogsrpe de dezrd p par rapport

& ces incéitermindes, appelé partie hoiczéne de degré D, par rapport gux

X; d’indice 1€J , do la série u ; e uf0 1'grdre @J‘f‘%) de u par
rapport aux X, d'indice i<¢Jd est ls plus petit des entiers 1 3 0 tels
gue la partis homogzéne de degre p de L par rapport 4 pes indéterminédss
goit =0 ; on e encors les inégalités (1) et (2) guand on y remplace

8 p&f 6 . '

%3, Sévies formelles sur un sonesu d'i1téerité.

2
THEORRIUE 4.~ 81 A est

un snneau d'intisrité (syant un 4lément inité),

; 7 T bt | : ;
tont snrneap de séries formelles A {5:{2} i3 .7 Bur A est un znnesu

B S P 2
- d¥intégpits,

Zn effel, si v et v somt deux série; formelles #0 , la pertis homogdne
£ {resp. g) do degré ofu} (resp. viv)) do u {resp. v} eet vn polinoms
#0 : 1s pertie howogdne de degré ofu +el(v) de uv est le polynome Zg , '

; ' e 5 Siey
gul nlest pes nul (©91,th.1), done 150 .




c 1 -5 = g

- COR{)LL&IBEm Sl A eet vo apnssn d'intéerité, u et v deux séries
formelles #0 de l'annesu A {[Xi] lie1 » S0 8 :
(3) : a{ov)=e(ulte(v) |

Cn en déduit sussitlt, pour toute pertie non vide J de I , que

{4} . ex(av) = e {ujtu,ly) .

4, Substitution de séries formeiles iaz;smeséﬁe fsrmeile.

Les définitions dn $2,5%1 permettint en particulier de Séfinir
f(n.%,ug,.m%} loreque £ szt un polylome de A{zi,xz,..;yzpj ; ot les
Uy {1 <i4p) des séries formelles sppertenant 3 un amesu
‘ﬁ‘i%i 3‘1"2,;..?@ ]l ; i’(u.i U ,...,up) e3t encore une géric formelle appar-
tenant zu m8me annesu. Hous a2llons nontrer guton peut étendre cette

définition, moyennant certaines restrictions sur les séries formelles

-

AU‘XWIQ,.“,XP]}. .

Soit done I= Z,a.(n ) } ; X 2 une série formelle par rapport 8ux

u. , au cas ok £ ost gne gérie formelle appartenant & 1fapneau

in@sierninées Ei . e’c supposons gune les p sériss v, (1< 1i<p) aient

toutes vn ordre strictement positif (on, comme on dit encore,n’aient

pas ds terms constant} . Dlaprds la formale (2) 1llordre de la série
ny n, 1 |
,fk e ;P est an moins égal & n,¥n pfeeotmy g done, pour tout

farr

&lément (m.) <3 gq de N2 , il existe un nombre fimi d'éléwnts

ing }4 <ilp de f{ tals gue 1ls coe fficlem de Y 1Y 2. Hqu dans
4

2”, ? g0it f@ p savoir nne par_'ts.e de ceux pouy

q

le produit 'ﬁ? )

> m, . Nous pouvcns donme poser lz d finiticn
o 3}:.1;;1 Ej 870 . :
| | .
’ ; B ] : - z
- for o — 3
Siant donnes une série formells = Jiac, ;T %
..z - % : ’, ni &‘z"g l 2
,gwgﬁj P géx ‘33 303‘ 63.1@%% ‘&’,‘, {4 éi ¢p} :
Egﬁ. n'ayent pas de terme constant,




e
on note #{u, ,uz,.wup) la série formelle 2, B(m )TTY i par rapport

aux YJ , of le coefficient de YEHY 2.. .qu { pour tgut (m )& N 9} est
m m
iz somms 398 cosfficients de ¥, ....qu dans toutes les sémes
B, I a . : :
“fni)ngqug?" ..upp ; on dit gue cetis série est oblenue en substituant,

dene 1o série £ , la série u; & l'iadéterminée X, pour ﬁg-igp :
Cette déPinition permet en particulier d'écrire £=2(X,y ,X55. - - %)

Sn général, on éerire sncors, per sbus de lansage, f(ai,.,, WUp) =

) n; o
Zc,(ni}u,g u22. : ou,n:"’

PEOPOSITION 1.- So:.an’c g (1 <t <1:) D sériee formelles sans terme

gonstant, appartenant & Al [..1, Dyeeest a ]} l'apphcaé;ion

.4\331,&2,..‘,4?} de l?alf:rbrs 2 [[X“XZ,...,X Hdazxa 1'alzébre

A( vy v = 1] est vne représcatation.
L &3 29 s

2
’E,‘ez@f’c revient & prouver que, si £ 3t g sont deux séries fommelles

'"d

DaT ra;@er% 2UuX éii ;, et 81 h=fg , Oon a

L e

5) L TP A C L PR, Jeluy 1y, - %) -

En effet, considérons un élément (mj)é N 9 ot posons ¢ =

;}\/_&\& :

)

||

2y
7
goit £, {resp. gr} le polynome somr: des termes de la série f’ ielle

(roep. g) de degré total ( r ; la somme des termes de degré total

=

£ r o8t la m8me deoos le polynome ;z-frgr et dans la série formelle

o
h=fg ; par suite, le coefficient de T, ‘YZQ...YQQ est lc méme dens ls
gérie b a‘%gwgn,,am} et dans le polynoze e;’cw,;,uzv,,..,gu?}

gl;‘:g:;gbggaéj@ (234} & ?(&‘2 aﬁngésa;a gﬂf (ﬁ%?e&f’%}%(mﬂybeig%.)

‘&j @7y
&‘é’

: "-;"e:%:u port, les t@rm% de degré iotal 1 sont les mémes dans la

série Tommslle flu,,... gup) (resr. glwny,... gvrp)E ot dans 1z série

formelle % (v, ..H,gu.?, {resp. gr{r%,.&.» g%iﬁ : done il résulte de 1o

40’

d6finition de le multiplication de: séries fomeiles oo coefrs-
ctent a8 T2, . 19 est le méme dans s(u u.) et dane
Lo T B EA & 2 ga&@q' 11 1; zi.gr P 2]

by

gluy,....u 1, dlod 1&, zw};}a 1%@0@,




.

";-lles,inversiblas.

-

PROPOSITION 2,- Pour gu'une série formeile u de 1'enncsu Af[X;,X ,P.,xpj [

soit inversible dans cet anneau, il faub ot il suffit que son terme

constant s0it inversible.

Lz copdition est nécessaire, car si v est une série formslls de

A.{[Xi,xz,.f.,X?iyltelle que uv=t , R et Bo les termees constants

’dé netdev , ona aoﬁo=1 . Pour démontrer gue la condition ests -
suffisante, remarquons d'abord que dens 1'snmeau ‘Aggszg des séries
formgllies & une indéterminée; le polynome 1-T est inversible st & pour
inverss la séric formelle I= EE,Tn comme on ls vérifie suesitbt. Soit

M=o
alors u une séris fczmelle, eyent un ferme comstant o  invers ivle ; on

peut éerire wu=a -V=a, \1-3 v) , ob'v est uns aérxa sans terme consbant ;.

par suite {(prop.1) 1s série formellie v f(m v) est liinverse de u .

En particulier, si a2 chxgoms u de .éﬁgﬁ, ,‘.,,Zﬁ § a un Lerme cons-
. | =
tant inversible, i1 sdmet un inverse dans l'amneau A § Eﬁgz5sf-’25?]2
- = -

c¢es géries Tormelles.

Soit K un corps commutatif, et conecidérons dans le corps

X(X, , %, ,..,,XP} ies fracticns rationrellss a_? indéterminées sur £ .
l'ensenble des fractions éa%ionaellee,ufv ; of v es5% un pazgname guelcon-~ |

v un polynome de terme comstant 0 ; il est immédiat gqus cet snsem-

Jm“

ble est un gous-amnesy (mais non un sous-corpe) de K(X,,...,Z.}, et

ztion in ~> av ! est un isomorphieme de cet snmesn dans

-

By s R e gl %? des séries f@rmelleg ; on dit gus la

;w\l

f@f@%ll@ av“% ast ls d@valcgggmﬁnt ds la.fya@ ion v@uéaﬁgei&%

iy, et gnvi?i“@rbl&&e la plus souvent 2 cetinc derpiére.

?ngﬁgzg i@@ f?gﬁﬁi$ﬁa 48 l?aﬁw@aa ges sémﬂag formelles & une

et R AR TR

)
ok
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-8
aur K . Toute série formelle u d'ordi’e h dans K[[ij] .peut stéerire
dfune seule manidre u=Xly , of v est une série formslle d'ordre O ,
doanc (prop.2) inversible dans K[@]; . Désignons par el inverse,
dans K((X)), de 1t'élément X#0, et posons comme d'ordinaire ) =(Xf1)hé
:(Xh)”1 pour tout entier h » 0 ; il résulie de ce gul précdde que tout

élément #0 du corps des fractions K{((X)) peut s'éerire d'une soule

menidre sous la forme x5 , ob w est une série formelle dfordre O ,

et k¥ un entier rationnel {positif ou négatif). En effet, le guotient
{X&a}jfxnv) de deux séries formelles de'Ki[[Xc]] {(m ot n positifs,

2 et v sériea dlordre 0) s'éerit I®Puv~! . gtautre part, si xw aXSWQ,
& ® et w, sont dfordre O, on a nécessairenent r=s , car si on avaitl

ﬁ.}

1
par exemple T > 8 , on en déduirait X “=w,w, , et le second membre

 sat d'ordre 0 , ce qui est absurde. Pour tout élément u de K((X)), mis

sous la forme u= “k““x (a +a1X+...), avec aO?O , on écrit encore

m;acxk+aﬁxk*?+f..+anKk+n+... ; on dii gque les éléments u de K({(X)) sont

deg gérics formelleg généralisées par raprort & X , & coefficients

dens K , ou simplement des géries formelles si aucune confusion n'en
résulte les éléments K{[X]j] sont alors appelés séries formelles &

2XD0S -ts‘posgtifg) ; 1'entier ratiomnel k (qui n'est autre Gue

ltordre de u lorsqu'il est »0) est cncore appelé llordre de w et noté

‘wo{n) ;: on vérifie immédiatement gu'on a encore les relatioms (1) et (3).

Léennean X[X | des polynomes par rapport & X étant identifié & un

' sous-ammesau de K{Jﬁ]:}, toute fracticn rationnelle n/v {u et v poly-

nomes, v#0) peut &tre identifiée & la série formelle (générailisée)
uwr! de ¥({X)}, qu'on appelle son dévelogpement ; 1e corps K(X) des
fractionsg faulonnelles est ainsi identifié & un gous-corps de K((x))
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7. Dérivetions dens 1'slsdbre des séries formelles.

PROPOSITION 3.- Soient A& un annean commutatifl 'a;ga.nt _un élément unité,

B on sous-auneau de A ayant meme &16mont unité que A . Touts dérivation
Tia e & abf B eyernet F gl : o $ ;"

de llsynesou de géries Pormelics E=A | [X*t 3% ,*.,,ijj(cammere gomme

algébre sur B) gui est nulle pour tou: polypome, est identiguement nuile.

En effet, si D ost vne dérivation gielcongue d%zﬁa E , 1s gérie for-
EJ
31 \o > -
melle DC || g;;) ost nulle ou.g un ocdre 7 (2. ni}-h Soit eglors v
v= Ced.

‘une série formells guelcongus, u, le jolynome somms des termes de u

de degré total < r ; la série formells u-u. peut sléerire

0 n .
> Yn,n,..0 X?‘?“.pr s {?f?- (n.} parcoirt la partie finie de i P formée
2 e a p P x
des &léments tels gue Z njur ; et o1 les vninz p Bout des séries
3;;'; s 3 ?

formelles ; d'aprés ce qui préceéde, ‘Eia«-ur} est nulle ou a un ordre
»7-1 . Par hypothése, on & D(u)=B(u-n,) ; si oo avait D(u)#0 , 1'ozdre
de D{u)} serait » r-1 pour Lout entiser , ge gui est absurde.

PROPOSITION 4.- Soient A un snneau coumuistif aysnt un élément units,

B un gous-annegu de A ayant mime élémsnt unité gue A . Toute dérivation

D de l'anncau des polyncmes A}_K? 3Xns-o- ,Xp] {considéré comme algébre

oz
o

sur B) se prolonge dfunme manisére et d'ume seule en upe dérivation B

e

g.e' l'apneau des géries formelles 4 {X,g s ,X?};‘ {considéré comnme

slgdbre sur‘ii“'ﬁ} :

L'unicité du prolcmg@mm; réaspltant de la prop.%, roste & douontrer

son existencs. Soit u= Za(ﬁ 3

)
it
; i L::‘:&_ & ;
pour tout entier r >0, il n'y s qgu'an pombre fini de termes
: s ; A 2 ) 2 v
3 11 2 1cdomtels gue DBla, ]  X.* soit #0 et ait un ordre <r..
: {ni} e : ; L4 ,.! Y
On peut donc d6finir Duv cozme étant 13 géric formells 2, ﬁéﬁi}'f‘g zZ,
: ) ‘-» Foe : 7 : e | 4 g g & b1 ””;,""':,“"‘ i ." ke
telle gue &, golt 1= sonmue des coiflficients de | | X dans tous
= s i : : : B a1
Dz} L e 4=dr :
les polynomes 2o, - e ;Z%l ). Reste & montrer qu'on &




B (0%

Heii 5
S

=410 “,ﬁ.. o Gl
5(uv)—('§v.)v+u('ﬁv) soit ?(n } ] un terme de Bluv) , et soit

=4

e Zni ; siu ., (resp. vzré-’i) st la somme des termes de degré total

< r+1 dans u (resp. v), Y(n ) est ausni le coeff cisent de i‘; X?i dans
plu *%-‘2"1:**4} de méme, les coefz’:‘lcien 8 de *T X 1 e (Tuly et
dans u{Dv) sont respectivement les mimes gae dans (Du_y, )?ﬁ-‘i et dans
U i (D’cfﬁ,@) d'of la proposition.

: Yo
En particulier, chacune des dérivat ons partielles D, fou =)

> , s
(1<1<p) de A{L‘, Zz)_f prolonse en wis dérivation de 1t'anneau
E= A[[K?,..,,X ] , que nous noteroiis encore D. ou 'a%"‘ . On & donc
: 22 n, Ep nqi- n.29\t -~ n
Dl 2 1 -S> an. 2l T aD
H4ho- ey 0 2 2 n i P

PROFOSITION 5.- Lee p dérivations pa tielles B, (1<£1¢p) forment

" pue bage du E-module ) (E) des dé:iivations de 1'spneau E (considér

comne algdbre sur A)

En effet, si D est une dérivaiion g .eloongue ds B , 8t I}(Ai }.-a.i
(u, élément de E), D- ZuiDi est vne (érivation de E , qui est nulle
pour les 6iéments de 4 {'ﬁ&l” hypoibése ! st nour tous les 3 » donc sussi
{24 ,prop 7) pour tout polynome, et e::fin {prop. 3) pour tout élément
de E .

O:c déduit ée 18 que les p di*‘”férenc‘ elles dXi {1 g idp) fo‘z*z&eﬁt une

'baae {éusle ée la base (E}i),x du module 3) (E) es différen-

tielles sur B (24,095) ; 1a c}.ifférez';tielle totale diunc série formelle

7

qnelcoﬁwe u est done donnée par E.atfe;rmui@
= :

: & - > -
{5 do = 2 Dn.0k. = wg-m“% g%
}‘ ;:r-z‘di :3_, i '5'-'-&' dﬂ:i ;

z (3
u #o,

La séris formelle u(X, 47, X 4¥,,.. X 47, ), gui sst un élément

£

1] (%) , peut

&.WQJ

43
. ;‘"?“. .
iep défini de l'anncan A iix‘i?*’:?"‘ ane "fﬁ,.”éw
avsel 8ire corsidérde comus Slément d¢ liemmenu de séries formelles

b1 ‘ il 0N s
B E_“Zi’,% ¥ .Y 3 (1“1} : on vérific sisément gue le ;01*%@:&@

%
f@in vy D #
Y e > - « b 4
. Th e AT He i s “ o i
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(D) du chap.II, 37,010 ; 1'algibre larce de ce monoide par
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3) Soient 8438y:0 8, des entieis >0 ; on désigne par o, le

nomore de suites flnies (x.) d' entiers »0 satisfaisant 2
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Montrer gue la série formelle Z’ o X% (sur 1e corps Q) ) est 1le
développement de la fraction ratmg nslle de @ (X)
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suites finies (x;) (de n termes st plus) dont tous les tormes appar-

tiennent & Z ; % guli sont telles gue Z t;=n . lonirer que ls série
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5} Trouver le développement en série formelle de la fractionm
rationnelle 1 /(1«}’()'p dans le corps Q({x)) {procéder par récur-
rence sur p). Quel est son développsment dans un gorps dont la carac-
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) s E un espace vectoriel ayent uns base infinie sur un corps K
de caractéristigue 2 ; s0it A 1'als2bre exté?‘iemre /\ (B} de cet

espace, qui est un znneav e@ﬁ:méath gyant vn élément unité, Donner

ur exemplis de série formelle zz(,z’a X} j telle gue 8=0 , mais

v#0 e 4 tel que yu=0 (cf. s 1,exe7.12).
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