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 Commentaire

Le rédacteur slest efforeé de au&vra au plue pres 1iesprit
de 1'appendice du Chapitre II1. Aorés plusicurs essaie azsosez
canulsresques de définir la potion de gtructure induite, il slest
résolu & 1a caractériser axiomatigiement. 11 ponse (ce gui h*@ﬁ*v

pas nouvesu ! programme d'Erlangen ! ) qu'une structure T nfest
‘Jamais completeﬁens définie pans los ”T ii'a

apg’icatloﬁs”

congervé les 3 axiozes de Weil (4, et s'est inepiré

‘?’ ,
 ¢e la définition de 1a tepologie 11du1 te pour axiomatiser la
nmotion de structure induite en teries de ?«appllcacions (I$ . Eg}Ai

il g remarque que la méthode de solution des “probléﬁes (ﬁ}“
par considération d'un énorme enseible produit, conduil aWQ41 &
des solutions (et des CQﬂdlthﬂs ie pcsszbzllte) de nombreu

retlemes dfimmersion.

Comme appiieazion ls rédacteu: & traité le thécrie ds
warkoff des groupes topologiques 1 bres, ofl le mécanisme Ge lg
construction ee lazigse bien voir. Le principe gémérsl est
d'obtenir desg informastiors sur ie roupe topologigue iibre
ge servant dispplications continues dans des groupss class
i1 a l'impression cue les résultat: de #arkoff sont gssez
et faciles & oblenir : le résumé ¢ deux pages contepant 1
du mémoire de Harkoff (et deux ou trois ccompléuenis), =an
zit 64¢ besoin de passser scus sileice anirve chose gue des
dsmopsirations trés faciles. :
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t  RAPPORT sur les APFLICATIONS UNIVEFS ELLES

T-applications - Structure induite.

/‘ Btent dopnsde une espéce de strvctﬁre T1 il arrive en général
que l'on ait défini, pour tout cotple d'ensemnbles B, et E2 & struc-
ture T , une famille d'applicatiors de E, dans Eé , appelées

, T-aspplications, gui satisfont les axiSmes suivants =

' &, : Tout T-isomorphisme est ure T-application

Aé = LVapplication composéa ée ¢eux T~-applications est une

T-application.

A, : rour gu'une appliecat i bivrivogue f de E, sur E; goit un
2 : =
s Py 5 % e g f2s = m=d piE el
i T-igomorphisne, il faut et 11 suffit gue f et £ goisnt

Dong vne telle situation soisnt a‘et o' deux structures T définies
sur E et sur E'c B respectivemert. Nous dirons que ¢! est induite
'par g lcrsqué :
I, : L'injection de BE' dans E ect une T-appiication.

1 Si £ : F—>E est une T-aprlication, et si £(F) — &' , slows

0‘

£ consiasThe comme application de F dans EB' est |
‘ T-applicatian; 7 J
Ces deux conditions, jointes & 1l'axiome A, , nontrent immédiatement
1ﬂ101t@ de la structara 1ndu1te. . ;
Si Bte B peut nuni d'une s*ru ture induite nous dirons

que B! o=t znstablgf Nous suppopserons vérifiés les axiomss sulvants

5 Un'aoaa»engaﬁﬁle,éa_E‘fcrmé ¢z tous les éléments pour lesgueis

B A e e
nne fenills de T“xOQ ications prerment ls

g

etion aé@n85mﬁlef T-gtebles est T

‘2‘3

(A 51t w G e e
5. Youke iniers:
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, (S2 est une conséguence de 81 si on 20met des T-applications nom
partout définies). ' ' |

I1 est claa; que 1la no*ion de sous-ensemblé P-stable est trangitive."

L'ax1ome Sa nous permet de déf;nxr ia ? fermeture E! dfun sous-
sngemble E' de B comme étant 1'intersectiocn de tous 1es s0US ensenbles
P-etehles contenant E! . Fous suppaserona '
5§ : ruissance E!' £ nure certaine fonetion ¢e la puissance de B' .,
faﬁétiqn gui ne dépend gue de isa atrucuur i : ;
Dans la plu@art dea{applicationa ia foncticn : %puissance

(p(P(B')} % 2 )" sera suffigante.

Lop axiones Gu “Qdu,u~

Los protlemes HOUW

Dans de nombreux e imporiantis eXenl nplzs de 5T mctures op peut,
étant donnde uns Pamille (E } d'enscmble munis de strucivres % ,
définir, sur W’ensenble yrad"“t ﬁaﬁa une structure ¥ qui satisfail

ler sxiomes suivanis @

B, : Les pro gjecticna (eur les composentes) sont des T-appiications.
,Pg - 51 leg 2 11@atl0ma fﬁ : E «@E gont des T-spplications,
l'applicatioa £ :8B =% défwnwe par f\x) {f (a)) est vne

m ‘s ,
7. apnllcacéon.

Il rés lfs e P1 et P,3 gue lss p*@geetions sur lep produils p&%bi@ 5
scat dag T-appllcag;oms. 0t apres 51 ces nvaduxtu partiels sont

T-stables.

5

S DO oseons qu.@ nous DOous QVO’”’ 8 fooné ceux GEDELEE de stiuc 53} S
3 gt st phie PODS aTons d.é“,?"i }Q_i : 3'&3“}";&4:; Yo o 27 AR mat i"?“'ﬁ’“ o iRaa
Pu R T g 1 A .r,(;i 62’.2; o AR B R e gpddedn g % b LS 5}.&*"&"“ o 8 A5 g 5y
: S e e e 5 : N e B Cmave s o
dicatbiong 088 GL9 ~mblps & dans 138 sngembles T gue LOUE &0 Qr,;,, i OV
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(5-7) : Toute'agpiication,composéé fog a’ une (8-~ T) -application o

et d'une appllcation f est une (8- méanplicatlon i
Nous nous'proposons d’associar’e tout engemble B muni d‘une
structure S , un ensemble Fb goni diune structure T , ot une

(8-T)-application o  de E dens F_ tels qus

'(U1) Poute (8-T)-application ¢ de E dans un ensemble F & structure

T est do la forme i 9 = fog, , ch £ est une T-application de Fd

dans L

L X . > J
11 est clair cue, si,Fo existe, la ¥-fermoture de 9 (E) daus ¥

satisfers aussi & {U i) Yone, dlaxrés 8, , il existera un coupie
{

g
&

sont identiques.

On en déduit immédiatement, en szppliquant A,, gu'un couple ngg;ﬁg

satisfsisant (Uﬂ, et IL ) opt déterming de manzérf unicue, & uB

isomorphiSme prég, par la donnée ¢ E |
Nous scmmes done faﬁenps 4 montryor l'existence d‘un couplie ﬂsﬁ,@g)

satisfaisant (u ). ‘6at en cela cue COE%LSLG ¢e gufon peut aﬁpﬁler

une "recharche d'aspplications uni¥arsslias” oun fproblere (g

e

La golution du problime (U} sesble inabordsble dans b_CL

i
o]
O3

o
e =
i}
£
)

§

2 : D : 4 ": = % 3 % P e
une sciuticun 10?@1&9 las structures S o ? ot les T et {ﬁ"L}*&gyi¢~

cationg satisfont des conditions csgez générales. Ouire lss condi-

Lione A?? ﬂzg ﬁﬁgfﬁéﬁ ﬁg, $§ nous sﬁpyo seronsg véri fiéaji@é,aziﬁmﬂg
du produifl ﬁéﬁr & structure I ; et le dernier axioms suivant |
P, 51 les applications 9 : B >E sont des {“~Té~agyzig&%i§ag,
iéapglicgtlan 9 de E dans 7. F ﬁéfiﬁi@kpér olx] = iwﬁix}; o5t une
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Dans ce cas le probléme (u) admet L& solution suivante.
Lonsidérons l'ensembie de toutes los {8-F)- -applications de E dans.
tous les,ensembles F_é structure T dont la puiesance n'excéde pas .
celle_ipdiQuée en 83' (puissanée f?(P(E)));<Z) en général). Saiﬁl
S@aj.cet ensenble, Py appliquant 15 dens s ﬁoﬁs ccnSiﬁéreronsﬁl
dans le produit ngF' l'ensemble ﬁé conposé des éléments @e lg
forne (@ (x)) et noterons F, la ¥- fermeture ds é dans 5 F_ .

Soit g l’a}pllcatlon X —> (@ (x:) de E dans P
o

.FO esL un ensémble A structuore T par °on5u?uctvcn et 9. est une
{(3-%)-2ppli cation é‘aarés P., I. ot (S-T). bi ¢ sst vne (8-T)-appli-

%03

cation d'aprés Py, I et (8-F). i ¢ est vme (8-T)-application ds
E dons P sait_?’41a T-ferneture e o(E) dana ¥ , i 1'injectic

de 7' dans ¥ ., B'apréaySE ét,Iz et (8-T) 1
ayylication de‘E dans P!, est parmi les P iy 80it 9. Soit . isz

projection de # F sur ¥ . Hous pouvons &crire :

; o C Gy
9= tiopl = 1<9¢a = 1o Ry 09, - Puigqus iepﬁé gst une T-application

, : - : .
dﬁ-ﬁmfa Gans F , sa restriction 'z FO gst aussi une T-application

(I, 32) . Puisque ¢ = f@;@ le probléme est résolu.

Bemarqugns qus (P , 3 ) 8&t18331f aussi la condition (T,) .

(%)
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e | L . -5 : -
de ltespace unlforme E sur l'espaca unlforme Py (E). Con31der0ns eén
gffet la Pamille ‘é? de tous les éCarts unlfarmémsnt continus sur E .

i

Pulaque la droite namérlque est vn espace couplet la fonction £
définie en fizant un des arguments,éans 1'écart g est parmi les fa’
stant dornd Quevla struetufe uniforme de E peut 8tre définia par
nne farille d'écarts (th.1, par.1, ch.[X) nous voyons imnédiatement
que " ; :
5i {fﬁz-est le sous-ensemble de ifa}-composé de toutes lss appli-

cations déduites d*écarts'ef rx lz projection de n F% suT u?Fﬁ ;

i‘applicatiop Rz#@o o8t un isoworphisme -

Benc}éc'eét biuniﬁdqus at @3 (KzJQ Jorm est arlfo ncuent
centinve, DTonc ¢ est un isomofphismai :

Far ﬁéfiaitioﬁ de la "7-fermeture® {chs petit sous-espace cemplet,
cfestaé~dire fermé) nous voyons auesi que'¢O£E) est partout dense
éans l'espace complet Fb’. Nous évcns donc démontré & nouvsau 1l'exis-

tence et llunicité de la complétion d'un espace uniforme séparéd

-

{8 condition d'avoir défini 1s droite numérique sans complétion,

par exemple psr coupures !).

:..:.
-l

Loreque B est un espace uniforme non séparé on vérifie fac iema

gue (E) 8t l’eSﬂace séperé sos0cib.
Qa

Les problérmes ifimmeraLQa.
; i

11 arrive souvent que la struciure T soit "plus riche' gue la

2l s el g2 3 A ERe e Foo
cf il eeb pessivle de munii ¢ (%) dlune siructurc
)
2 i el ) r} L S WA A b s aas £ SR SR A
ST styuciurs g de F v a2 OE0 blome maivant sc pese ; Epil-0e 042
PEarh haay o min  aven  min C saien R y Y Y 52 Do oo
S8 Ur AR OTonIane O L8 50 crnac b'L« 42 m s ity 5T
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{U) se complate d’un ”probléme d'immersion” : est-il possibls de

gonsidersr B comne un sous4ensamble de ¥ dont la structure 3 est

induite par a structura 5 de ¥ cenoniguement déduite d'une siructure

¥, Hous supposerons gu'unse Téagplieaticmvast aussi une S-application
pour les structures 5 déduites. 1@pliQuaut A (pour 8) ncus en dédui-

8008 que ’es Dera tions "structure induite® et "sirucinrs déduite”

.commuttent.
2 @Q(E} peut 8tre muni dfume siructure 5 ircduite par cells de
i )

FO o% si}@c gst vn 3-is orphlsme. le probléne diimmersion est resclu
'par {f@,mg). 5i réci; asmewt on 2 wne seiuvtion (F.z) dﬁ probléms
ﬁ*imm&rsism, P &tzob uwpe (5«?)»apf Lication, nous pouveﬁSvécrire_:
v = Bog. f étant vne W-uzpplicstion ds FQ';sis E. ilu?: 0 88T Ln
f~¢»ohorpnzsﬁe f??ﬁ{h} ot ¢ des S-applications. Ees axioues
52 et Ay {pour #) montrent donc gis féqg(ﬁ) ot g sorl des
§~isomorphismea. Par conééquénﬁ le couple fFo, @g} donne aussi
u@e‘salutioﬁ du prodliéune d’immerSian' _

HNous ?c&vone‘daac cqagidéggr T comme un;ensembla guotient de Fﬁ =
l@s engenbles % }. (576¢ (E)),étan;-dea classes dlénuivelence. >

ification n o5t pas toujours Sriviais (et done

£

. .
guo le probléme d’immersion n'adme; pas doudcars une sgivticn unigue)

est montré par l*eyample de la CJu-aCL;fludﬁlOu ds Glech,

£n fe%umé nous pownvons dirs que

ne co lﬁéo _nécegsaire et ouffis to pour q_e e ggouleﬁc

3 e ials 053 2T Lyt 4 T s 5
A,L ey 8&9”’4 de % zcit Doagible gt i+ aue o o 201l un “‘3 SQTL{ Z y 11 8he .
o : Yo
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Exemples.

1) Carsctérisation des espaces uniformisables.

Les structures S et T sont les structures d'espace topologique
ot dfesp“ﬂr compact respectivement. Les S8,T et (S-T)-applications

sont les applications continues, Si ‘é est la topologie donnde sur

E et % celle induite sur ¢ _(E) rar celle de 1'espace produit,

Pl &£ -4 -l ; Sy i S & :
6 et % =9 (%) sont uniformisables. ¥n général © est plus
fine qus ¢ . Une condition nécessaire et suffisamte, pour que 7
scit aniformisable eat que %? = (alors F esl la compaciifica-
tion de Cech de E) .

Hiilisané ie fait gqus tout compact peut étre immergé dan s un cube

on montre sans difficulté que cette condition est égquivalente & la

nJ

ornpléte zég-éarité de E (cf, P, Samuel "ultrafilters and coupactifi-
gcetion of uniform spaces”).

2) bgpace séparé_d'Alexandroff ("Bikompakte rrweiterungen von hatimen”

Sbornik - 1939). S : espace topologigue. T : espace géparé -
Applications : continues.- alors ¢O{E) est un espace guotient séparé

de'E ("bLe plus grand rossible").

Reﬂ argue.

I1 ;eut arriver‘quei dans certains cas ot tous nos axiomes ne sont
pas satislaits (potamment celui (S;) relatif aux intersectione d'en-
sembles T-stables), on puisse cepencaht construirs Py tout en

obtepant un trop grand i

4%

i} S : anneau - T : znneau semi simple. Applications : hxm homomorphis-

oo

mes dons . Dans ce cas g (§0}) est le radical d'extemsion R de
3 % A

ifgnbesn B (ef : u,Goldman : fSemi - 9imple extenslons of rings® -

u.«t;

s n Vg A _-»,,;~ A L b i e 3
Ball. 118 - Jsnuary 1947). %1 B = iv } , B 3aat @tr immerge dans
2 ' 1

i




Loy s

un anneau semi-simple ot réciproguenent. La sfructure de R s'obtisut
en étudiant un qémbre‘suffisgnt d'homomorphismes de B dens des enneaux
seui-simples. Soit or 1'idésl bilatére T 0 ﬂ pE (T : 1a6al des
éléments d'ordre fini du grou@e#add;tif de E - p : entier premier).
Teut annesu seni-simple &tant contesu dans un produit dtanneaux complets
de matrices sur deé&corps; il est clair que ofdt) = {Oj"pourtant
homemorphisme ¢ de B dans un semi-simple. Donc b@ <. B

D'autre part les anneaux E/’E et %/T g@ Q sont des algébre$ sur'
les corps premiers, donc des souS- anneaux de semi-gimples (aagoind*@'
évenzuéllement un élément mnité - rapresentatlon rézuiidre a&crs)
Yone. BcpkE - Hed . Donc H= oL

2) 8i 1%'on resireint en outre les [S-T)-applications & 8irs des

§
io

5

-y

homomorrhismes sur les amsaux semi~vimplas, alors 75 {3

FAY

(

Sear?.

'- & 4‘2’) 15«
.5 85 3.

v
)
]
o
ot

_ a situétign duale, ot 1'on s'intéresse aux applications des
éﬁﬁembl$$.& strnctura "riche" T dans les ensembles & structure
"psuvre® 8 , le méue genre de construction (considérer F, comme
un SumﬂaﬁﬂoaleM d'on certain produit) est appliqué : par reﬁ@mplé
iz congtruction donnée par GHEVALLE? de la variété universelle ds
Tecouvren ent ("Theory of Lie Gro ups“ - pagevﬁé). Maig ici 1z

iﬁ ation est plus 6élicate ot demaade un changement de to§a1ogi@

pour ﬁc .
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Amduiles sur 9

8L s glrugiure
S T

sur leS ﬁI0qu§ topol ozigues_libres

£ titre d'illustration de la méthode dé'construction universelle,
rous asllons osquisser un traitement de la théorie des groupes topolo-

giques libres (uarkoff Bull. Ac. Aci. U.R.5.5. - t.IX, 194y, p.3-64).

8 & siructure d'espace topologique
P stfucture de groupe tooologiane separe (abéiieﬁ,}précompaet si
lion veut). e :
{5-T)-applications : continues

fows nos uﬂlone" sout sstisfaits.

filous a pp;lquons Ia coas»ru tion prs céden’a‘at,obtenons pPour $u un

i3

une\topologiqun séparé (25élien, précompact, noté Giﬁ) 1Ga(s) ,
Bl

{E st par comst:untzcd tel gue :

gr
3
G’

1) Bour toute application continue f de E dans ug,groupé topologique

sépars G . il existe une représentation continue g de 6(E) dans &

telle gue : f =goyg, . ;
2) Deux représentations contirues de G(E) dans un groups H qui coin-

LY

cident sur 9 (E) sont identigues. Aob l’ualclta de G(E)

D)

Q(E) enendre b(F\ - Hémes propr étés pour GA(E) el #x ac(“}

funicité montire que GA(E) &7 G(E)/C (¢ étant 1'adnérence du SG

Lo

des commutateurs de G(E) ) .
51 B est discret G(E) st GA(B) sont les classiques groupe libre

et groupe sbélien libre engendrés pa- 1'ensemble B .

an. 1 e La,aonditicn uécessaire et suffisante pour gue les 2 s0ieni

/
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i

fécessité : clair. Buffisante : se servir du fait qu'on a suffigamment

d'applications continues de E dans R et dans T .-

Th. 2 »'gg E' est un scus-egpace de E comp;étementfrégulier,,G(E?),

GA(E'), CC(E') sont algébriguement sonogghsa & des Su de G(E} ,
GA(E), GC(E) et nunis de Lopoloplas plus. fines.

Etendre 1'injection i : B —>B . Dloh g = G(E') ~...,‘.>t:s(23) On montre

s . n:
gue z ect biunivogue en prouvant guz, étant donné un mot jmi g

. & ) {; &
(a_eE), il existe un groups topolosique G ot uns application gontinue

s

s &

L

5 :
£ de B! daps G telle gue || fiai) * £ 1 ., On peut prendre, par

)

&
: : o ; Sl eyl
sxemple, pour G le groupe orthogonal ?Bi cui contient des groupes

J

libres 2 au snt de wéherauvu“s gue l'on veut, et gui est comnexs per
? 4

ares. Pour GA(E') on peut pyendre i RP® comme corolleires.

a) G{E) et GCI(E) {rezp. GA(E)) ont la structure algibrique du grouve
ibre (resp : zbélien libre) engendré par l'ensemble B .

e
b} Le SG des cormutateurs € de G(k) est fermé."GA(E)Aﬁﬁ‘{E}éG
4]

(B) est un sous-espace fermé de G E} (et les deux ans logues )

(¥longer B dans un compact).
R L) A

d) Tout roupe libre est algdbriguetent isomorphe & un §G d'un groupe

compact.

&) La topolosie de'G{E) ost plus fiaefque celle de GC(E).

Lorsque E est connexe, le sous-groupe A de G(E)'v(resf. GA(E) ,

-

GC(E)) forré des mots de dagre total O est la composanie connexe de

1%identité dens G{E). 8Si E est conpact, A est réunion dénombrable

.&

e < 5 = v i e ety ¢ g %
S B~ BV "( } eat tep &Q&mduﬁﬂdﬂb isonorphe 8 un 56 ds OB

i

oy
e
t\
Yo
<
®

B e Rl HEA A R e e e O e N
p) & est la complivion universsl. e

bl AR % b b o gy 7 7
¢l B est fermé daps B noymsl,




= 411 - .
(Tient & ce que 1'on peut étendfe & E les applications continues de
E' dans un nombre suffisant de groupes).
contre exemple : E! discrel rocn Jdéccmbrabls - B :.sa eompactifica-

tion de Lech (considérer le 5G des mots de degré total u).

Les "gghémes de markoff"

Far schémg rouz entesirons wr ensembls § ds mots formés & partir

dféléments de E . Nous considérerons les appllcations continueg %fJﬂé

(1))
g
QJ
’It

2ns

groupes séparés telles que ]"r f (a;) = =1 pouzﬁgnb

s D i o
not f? il%,S : fY est appelée ine géallagtloQAdu schéme S .

noug eppliquons la construction uriverselle & ces applications f

R
3

favec 1'nguellc restriotion oz les vmiagances) : nous formons le pro-

<

duit partiel TTYG? de [ ofq et construisons le sous-grouve GS(E)
P’f'

pnsendré par las &léments (f (x)) (xer) Soit % l‘application

L
P
-
~—
b4
~
N,

). I1 est clair que toute réalisation £ du schéme § peut
gfécrire T = £09g o g est une représentation continue de GS{Z) .
Dfentre part nn tel couple (GS(£), o.) est unique. B5i H représente
1tadhérence du sous-groupve invariant de G(E) engendré par les mots de
23(B) 77 G(E)/H (d'aprés l'unicité).

Si 5 est l'ensemble des commutateurs on obtient GA(E) - G(E) est
défini par le schéme vide.

Lorsque E est nuni d'uue structure de groupe topologique, nous pren-
drons pour Schéme S la "table de muliiplication®™ de B . Un couple a

ant

2

iles propriétés de (GS(E), oo) étant (B, identité), on déduit de 1'uni-
s 95 ’ s

O

Zout pgroupe fopeclogique E eost isomorphe & um groupe quotient du

groupe topologigue libre ensendré par 1'espace gous-jacent de B .

En prenant nour B l'ensemble somme topologigue de deux groupes
topologionea (svee &léments neutres identifiés) et pour 8 ls réunion des

tables & multiplication,on obitient 15 procduit topologigus




