COTE: BKI 02-3.1

LIVRE II
ALGEBRE
CHAPITRE 111 (ETAT 4)
ALGEBRE MULTILINEAIRE

Réd_action n°® 040

Nombre de pages: 98

Nombre de feuilles: 98

Université Henri Poincaré - Nancy I A‘ ﬁ}_i(/u. &‘wfv" fe M" ' ‘ Llof 4 l

INSTITUT ELIE CARTAN - UMR 7502
Bibliotheque de mathématiques

B.P.239 4(.92&‘. i L ol o,

54506 Vandoeuvre-Lés-Nancy
40]

————




IR

i)

&

RN

/ we a0
ALGEBRE .
CHAPITRE II1 (Btat 4)
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Sonmalire

2§Q§gé§smteg§9;i@1§ el tengeurs : 1. Fonctions multilinéaires. 2; Produit

tensoriel de deux modules. 3. Propriéiée des pred@z tegsar%els.f
4, Procuit tensoriel é*axyll@aalona linéaires. 5. Pfcduit ten-
coriel de matrices. 6. Dual dfun produit tens@rxal{ 7. Produitv
tensoriel dfun mgmhré fini de ﬂ@dﬁl@w. 8. Applicat tion :
Extension de l'annmean ﬁaapérateura d?un mgdule. 9. T@né@ﬁrg.@%-
cspaces tensoriels., 10. &ysiicatianﬁ tensorislles. 11. ﬁu;ti«
yi;@gti@n et contraction. 12. Endoworphisses et Lenseurs nistes
‘d?ardr@ 2 . 13, Tresce d'un endomorphisme. Traeerééun@ natrice.
14, Al-obre tensorielle.

Produits tengoriels d'slpbbres : 1. Produit tensoriel dialgébres sur

un corps. 2. ”ayact@rismticn du produit tensoriel de deux

‘- algébres sur ﬁn corps. /}. Fxtension du corps @3e@ératsurs

-d'une algébf@. : ’ . . - .fé
éégébra @ﬁiéri@u?a : 4. Fonctions symétriques et fonctions amtisymé« '
trigues. 2. %antéeag ﬁ&l&lli&emlfQS alt arnéas, %, Antisyméiri-

o

%#ui@ﬁ %fmm@ fonction mult tiliné 2ire. 4. Antisymétric

tenseur. 5. '@uiaﬂ%ﬁ@a %atiaymétriqa@ d'un moduls. 6. Tenseurs
aﬁtisgmétf 8é8 @u m»vwet@@zm, ?g Base d'uns paiésaﬂ@@ entisy-
nét gﬁe. B, ?Qi%ﬁ&ﬁ@@ﬁ antisymetricues a?un@ application

linéaire. 9. Produit exterieur dfun p-vectenr et d'un

g-vecteur. 10. Algébre exiérisurs.
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ﬁ 4. Determinazus et p-vecteurs décomposables : 1. Définition des détermi-
pants. 2. Colcul d'un déterminant. 3. Yineurs d'uné.matricao
4. Développerents d'un déterminant. 5. Systémes libres ét pavecé
teurs décomposablecs. é,‘éppliéatiea 2 la_réaclution des équations_
linéaires. 7. Scus-eepeces vecioriels at'pwvecteurs décoapcsébles,
8. Caractérisation des p-vecteurs décomposables.

§ 5. Dualits dens 1'alpdbro extéricure. 1. Dual d'une puissance antisy-

s

mdtr 1)&6, 2. Les isomor rphissies canonigues enire n-vecisurs et

(n-p)-formes. 3. Produit intérieur &?an p-vecteur et dfune
g-forme.
Commentaire »

Le rédacteur a suivi de son misux le plan établi au Congrds de

Juin 1945. Au début du % 3, il a simplement cherché & rsttacher la

définition des opérateurs de synét rie aux notions F“LQ sles du

nit
.chap.I, %f sur lisxtension des groupes d'opér: t@uws, ce gui enlpva &@

3

7 carsctire un uau arbitraire de cette définition.
En ce qui concerne le plan du ghapitre, le rédacteur auggéra la
nodificacion auiﬁante : zettre le §Eé‘ﬁmééiéﬁemeﬁﬁ aprés le ﬁgsei&
§4, puis faire un nouvesu & avec les n°® y-14 du §1 mctusl ; de

%5

sette facon, tout ce gul concerne les tenseurs serait gy»rsah@ du

&

%Eﬁ ce gul est normal puisqgue, dasns les deux cas, il s'agit t@mj@uzg

C'

ie produit temnsoriel de medules tous identiques, slors gue dans lo

I

% 2 sctuel on s'occune de nouveau du produit temsoriel de nmodules

e
&

Digutre part, le chapliire ac buel ﬁtdnb sensiblenent plus couwr i

gue la ¢imension des suires fascicules Bourbski, le rédscteur sugzgere,
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- pour la publication, de lui adjoimdre le chapitre v (foiynomeé) Qui

 pourrail 8tre utils de parier susbi du produit tensoriel ds B medules

vl tel produil est un bimodulde sur A (4 gauche) et sur B (& droike

s'en sert ot n'a arparemment gue des applications plus restireintes,

2 = = 'S o » » : 38 2 %
qu'un birodule peut toujours 8ire considéré.gomize module (ordinazire)

. sur le produit tensoriel .ded snneaux d'opérateurs (résultat qul est

3 -

ne devrait pas dépasser 40 pages avec le nouveau plan adopité eid Juin.

Enfin, des travaux'récants de Jacobson éonduiaent a penser qutid
E,F sur des annesux non commutatife A;B len général diztinets) }

pa?Aezemg;e). Your le définir, il faut Asturellenent avoir définl des
bigodules, gui oﬁt été expulsés du chep.1l. On peut alors protddsr
comme'au n°2 du &1, en considérant d'aberd iz produit tensoriel

(=A@B des amnoaux & et B {2l 8bres sur Z ), sur lequel 611 asfinit
inmmédiatensnt une atructure'de Aemodule & authe et de Bemoduls &
droite, puis on considére 1z senme directe Gacgg"yj de tes binedulee,‘
et on continue exactemont comme au § ?,n@ 2 (N est natﬁrellement un

bimodule). Comme cela est nettement plus compligué que le texte setuel,
le rédacieur propose de faire un Appendice au chap.IIl, o4 serait

définie la notion do bimodule, puis le produit tensorisl généralisd

précédent ; on poarfait ausasi ¥y remetire le falt (expulsé du chap.lIL) g

au 1molns aussi utile gue le prodult tensoriel de Jacobson) .
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CHAPITHE III (Etat 4)
ALGEBRE MULTILINRAIRE

g1. Produits tensoriels et tenseurs.

1. Fonctiong multilinéaires.

DEFINITION 1.- Soient A un asnneau cormutatif ayent ur élément unité,
produit de n A«modules unitaires E . P un

=1

A-module unitsire. On dit gg'une ”Rglicg}ian f de E dang F ezl une

application multilinéaire de dé&:ré,g_ (ou une applicstion n-linéaire)

- Bi, gquels que soient 1'indice i , et les n-1 éléﬁeﬁts a €5, (k1) ,

k
applicetion partielle

X "“%f{&1,...,&i 1335 3&1'5_19«;9;3' ) ‘
ds Ei @ F, e gendrée par T, estuneali_nafcionlinéaim.
8i par cxemple n=2 , la déf.% sigrifie gue f doit satisfaire eux

identités sulivantes

W) £lag,%47,) = (a5, 12(s,,7,)
- £x13,08,) = £(5,,8,142(3,,8,)
(2) » f(& ,gcx ) 5= '(Lf(a ’32) .
f(a.x ,aa) = o;f(z_ 8& ) , _ -

Une fonction multilméaz,m de degré 2 (reap %) est dite
bilinéaire (resp. trilinéairs).
Exemples.- L'application (x,,%, - ‘,933;)”‘9313‘2‘ .z de A® dans A
est une application n-linéaire ; 1l en est de néme de liapplica-
tion (X,i gxgs';,.gza)ﬁx?xg,wxa. de E® dens E lorsque B est une
algébre (chap.II, §7) sur A .

La ﬂéf 1 entralne en particulier qu@

.o y8,)=0

fka,” .@ga ,g,fi} a,

i+q?°




Rl a B
quels que soient gpe0yBy 43854410038, -
Lorsque chacun des X est une combinaison _linéaire
X = = a a (1 £ign)
i A.&az.i 1A T A .- :

il résulte de 1lg dsf. 1 gu'on a
=
= a Gﬂa
(5)_ f(x‘?,x ,“,x) (A, o A )6-{—’& 1,.4.,; g,k.,- "A’n»

f(a j‘v,a ﬁ}‘ﬂg--ag %)

En Qar‘cicuher, 8i pour chague indice i, les e, 1 A, (.A, & L ) forment
2

une base de E, , 8t 21 on se donne ar‘bltrawement une famill& ;

f% Ay hy ) ({)‘,,{, 2,..;,42 }%Wi ) d’e‘famaws de ¥ , il existe

o4 i

une applicstion multilindaire £ et une seule de § § E dang F , telle
’, eé m :

gue £{ &, 23{} 3ien 38 Al 7 = ) A, ..A_ POUT toute suite d'indices
@ 172 g 4 |

‘,Jgs. 3tﬂé§;gvnogdfhm} 1:

ey
e

gu'?a gg;\

g f et g sont deux a,apimamcna mrltilinéaires de Tw;’%i dens F ,

4
{c‘%cs-

311 est clair gue f+,§; ot af {ae A) sam' encore des appiwmiczxs mul-
tilinéaires fie ETEi dans F aatremam dit, les a@plwa‘cwm mulm:!.i«
nésires de ﬁﬁi dans F forment un A-module , qulon note L (T{

=4

§i, pour chaque indice i (1< i¢n), (a,vr&_ )_;L 1, est une base de Ai,
il résulte de ce gui precéﬁ.e que 1ls Aamada}.e v{ ( E E E F) @st
igomorphe eu modulo produit r oﬁ. L= E L

e

WE?Z“QZ:T CN 2.- On appslie forme ‘_ultillaéawe de deegré n (forme bi 13-

péaive si n=2 , forme $rilinésive =i Dn=3) une @n“z?waw@n multili-

e = Z A
- || B dans 1'anneau A , considérs compe A-moduls.
A ) :

A i .
gui précede, les formes '*:ult_?.}ivé&wmn sur E forment un
8i chacun des modules B, vposcide une base (e, 4 J A ek
- “ . = . @A i 3 i
ispmorphe au mma},{; produit A” , o L = | | Ez .
L& ‘:‘fb
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Remargue.- On geut genéraliser 12 notion d'appllcatlon multllia
néaire.au cas oh l'anneau d'epérateurs A des B, est non commu-
tatlf mals cetta géneralisatlon n'a pas d'interet dans la
plupart des cas. En eﬁgat en consldérant par @xemple le cas ob
n=2 , on doit avpir, quels gue soisnt S éE‘l 3 xgéﬁz - 6'%3 les
opérateurs a, B , £(ax,, ﬁxa}z(aﬁ)f(x%,KE}=(Ba)f(xé932) ,vdgm@
f(xﬁ,xa).doit appartenir au sous-module de F annulé par tous

o

- les Séléments aB-Ba de 4 ; et ca sous-nodule se rééﬁir & © daps
le plupart des cas imp@ruante xpar axemmla g on prend EA el
si A n's pas ge diviseur de 0).

Cn p@at toutefois définiy dans ce cas une m@bio; de forme

bilindaire, en modifisnt les conditions (2) (voir chap.VIII).

2

. Produit tensorie

it

le deux modules.

Noue ail@ﬁs voir gu'on peut remener la noiion ﬁgﬁzgli@&tiGﬁ'@alﬁi%i“

2 a 2

néaire & c@l;u a*ﬂlg ication lindsgire, gré@@ & la noiion de produ

*“3

%,,‘E

tensorisli.

ﬁemsidér@mé en premier lieun deux A-modules a&itaﬁ@@a guslcongues B @t
¥ ; nous ellons montrer gutil existe un A-moduls M 5 et une &ﬁﬁli@, ion
biiinéair@ g de ExF dans M , telle gue, si T est une %@ylieaﬁi@n pili-
néaire de E xF dans un A-module gquslcongue N , il exiat@ vne a@?li@aﬁi@@

1

|

1inésire g de ¥ dans E telle que f=geg . - : o L
Remarguons d'abord gus, si %.@Qﬁg l

>0%
#, de ¥ , engendrs par 1l'snsemble o(EXF) la posside également (en

- .x

tepplication g au sous-module M,) ; on pesutl donc s borner
) ; 5 s

o L A e = = At B i reemnAmmA
au czs oh 1'on impose en cuire & ¥ le @u?aw ticn dletre engendrd po

= ik e 2 ‘ b T ’7 £ en s Aam Ao o
@(BxF), clest-2-dire identigue & &v@&a@fb&@ des combinsisons linésires

=
(e
el ors
5 KRt G D
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grplicetion bilinéaire 9, de ,E;zF‘Jiggg,%ﬁ ayant les propriétés sulvan-
“tes : 1° mi st _emsepdré par @i(ﬂx F) ; 2° 51 £ o5t une application

conditions, il existe un mQﬂQWEQwS“G u de ﬁA sur ﬁ? tel gaﬁ P00, -

A

; . =4 - ,
Igamplication bilindaire T, Hbus allons voir er outre que si un tel
modnls M existe, 11 est Jbnigue A une isomorphie prés ; de facon précise :
PROPOSITION 14.- Solent M, (i=1,2) deux A-modules tels gu'il existe une

g5 gg &i dans B , @11@ gue fm g Dass ces

S i : G S - E dem s ; =h [ 3
déduit de la relation précédente que, pour tout 3 &M, , z=h, (b
i

; >
<) 2 » 0 4 e o Q = 2 i
@@iﬁ ices de ceibte famille étant B AP (chap.iI, &1, 7). FPour chague
élément (X,7)E B AP , s0it u_ . 17élénent de G dont toutes les
S A : ; :
<5 o Z e = sl B e e sile dlinds o
ccordonnées sont nalles, & liexception de celle d'indice (x,y), égale

: Eﬁ;aff@t, en premant pour N le madaie 9, on voit qu'il existe une

fli@&gi@ linésire by de ﬁ? @&&S»%z telle que @9wﬂ4@$ : de m@meg

il exziste une epplication linéairse h by de %2 dans &? telle aue-
=" b o e = = - . b n s E =
9,458,909, ; on en déduit gue ?%@{hgﬁﬁ%}ﬁﬁﬁ , oh hg@hﬁ est une applica
tion linéaire de ¥, dans lul-méme ; comme ¢,(ERF) engendrs 8, , on
% ¥ z

£
Y
Nt
st
Ao

sutrement dit h eh, est llagpplication identicue de ¥, sur ui-néne

de la népe maniére, on voit que &, @ha cat llapplication identique ds %g
@ .

sur lui-méme, ce gui prouve {(Ems. H, %2§ n’12) qus h, est une gpplica-

tion bi@ﬁi?@@g@ de %? sur M2 st hg 1'g; plzca@zan féciwvaﬂga dtoh 1&

proposition. ' ,
ﬁ@mg»all@ng'maiatéﬂamt montrer qusii eﬁigte @fﬁaﬁtivaﬁént un m@éalé B

remplissent les conditions voulues. Considérons i@ ﬁﬁw@@ui@ gaﬁ(g’£?3 s

somne Girecte d'une famille de modules identiques & A , ll'snsembls

& l?élémaﬁt ynité de A : ces blwmo&t forment donec la bage canonicue
& > < s 4

= © £ oin = 2 : . s o % %
b o G 4 S5 G 3 £E o1 &) AEn S reaas TNV § R fRas oy e wr Y LSy
{chap.1I, e1,n"'8) de G . 31 ¥ désigzpe l'application (x,y) —u_ _
P-4 2 e LY
, 53




- b - /
de EXF dans G , G est engendré par (ExF)
Corsidérons aaintenani un A-module gaelegggue N, et unse applica?ion
guelcongue f de EXF dans K ; ll-ex1ste,une application linéaire et une

seule g de G dans K , telle que g(u )wf(x;y) pour tout couple
3 3

_ . J
(x,7)eExF (chap.II, gg,n%) : autrement dit, l’apvlmat.s,on g =By

esi un isomorphisme du module %f{G,K) des applications lindairves

de G dans ® sur le noduls EEng

de toutes les applications ¢e BAF
dans B .

Cherchons & guslles applications linéaires g de G dans N correspon-

Fe
e

LeR

bad
¢ @
e
i
t=H
(%]
&
)

dent dans cette isomorpnie les spplicalions bilin

&
dans N . Pour gue P soit bilinédsire, il faut et il suffit gufon ait
identiguement

)y = ;g€u

r'd
=cl{n - A ( ,
) gﬁg : {E' g‘? g( Xé@iﬁy 2 ’ Kv‘?g?%yf}

&io ?4":{293

g( Kg@gf}”%‘.ﬁ(h §y3 3 g{%}, : )zag{u } :

; s
lisis comme g est linéeire, ces conditions expriment que g est pulle

dens le sous-module H de G , indépendant de 8 , eng@ﬁdré par les

éléments u_ -1 -n. m‘ -u_ _ =B ;
b ke “?3y %257 XY 4y, *:d1 ET2
o2
n g4 B -au o x,x ,%, parcourent E , ¥,7,,y  Dpar-
ax,y x,7 7 %,05 <.y ;= *9 49 9 s 2 P 3?;5 I¢ 2

3

sercourt A . Ainsi le m@d&l@ des applications u&i&*

("
@ -
¢k
.
L el

néaires de ExF dsans § correspond, par l'isomorphisme g - go ,

5 S g U e i SR Lgi SR e 3 S e g % s Y e
su module des applicetions linésires de & daps N , nulles den

@0

: . 3 _ -
vva;ﬁlxaatw@n canonique de & sur GjE , on saitl

3 S e S 3 ~ vy g 5 et
linéaires de € dens N , pulles dans E .
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_ Si on pose (p:ﬁa'f’r’ .0 eét une application bilinéaire de EAF dans
GfH , et o(kxT) engendre G6/H ; en outre, toute application bilinéaire

de EXF dans N se met d'une seule manidre sous la forme heg , ob h

est une application linézire de G/E deng K ; . et 1'application h —> hey
B30 un isomorphisme Aun module gé(GjH_,IZ ) dea applications linéaires -
de /ﬁ dens B , sur le module {Q(EAF,.N) des ‘applications bilinéaires
do E;@E‘ dans § . Cet isomorphisme ot 1'isomorphisme réciprogue sont

dite camcnigu@g .

Pour tout couple (x,y)€ExF , nous pos ercns o(x,y)=x @7 (ou x¥
2i amucane confusion n'est p"ﬁalbl@ et nous dirons gus cet Slémsnt de
%fﬁ est le gg@;@ it ten scmai de X par v . ‘ - -
DEFINITION 3.< Up appelle produit tensoriel de B par P el on note
EQF le module G/B défini ci-dessus, mupl de la structure définie

par 1l'application (X,y) —>x®y .

On a les ideniités expriment que ¢ est bilinéaire :
{ 1 e 5 =4 ; > ¢ g G < :
(4} (x,+%,) @ y = x, @7 + 2,87 , x@(y,+y,) x®y +5 87,
(5) (az)}By = x @(ay) = alx®7)
et en particulier x&0=0@y=0 quels qué golent x et 7 .
Toul élément de & @F peut se mettre sous la forme =, (z; ® ;f{i) -

est donc =omme d'un nombre fini de produits tenmsoriels dfélénents

£7
ds T et de P : usis en général un élément de E ®F peub se metire
de plusicurs manibres sous ;w@ telle forme, comme le montrent les
5)
1)

¢l E @F de deux tels groupes, c'est toujours

3
e Fosxg iy L s 3 7 st an A s
du produit de leure siructures de Z -module quiil sfsgit.
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2) Le prodnit tensorisel de deux moduleé nox;' réduits é 0 peut se
reduire & 0 ; par exemple, si on considére les deux Z, -modules
B Z/(z) et F-—Z/(}), on a 2x=U et 3y=0 quels que soient
X€E ot yeF ; par suite x® y=3(x @y)-2(x®y)=(x @ (7))-
-((22:)@;}:0 quels gue soient X€E et yeTF . :
3) On notera que l'application (.x,y)A-—y x®y 4o E XF 'dans

E®F n'est pas biunivogque en général, puisque pour x#0, on a

x ®0=0 B0=0 ; on ne peut donc considérer Ex F ’csme une
partie de E®F . :
Lorsgue T=E @ ¥ est produit tensc}mel is dauﬁ&meé«uws Eet F , toute

application linésire f de T dans un A-module K est déterminée guand on

S
S

compalt la valeur de £(x®y) pour tout couple {xs‘g}é:@;g,?; et 1'applice-
tion (x,7)—» féx@y} est bilinéaire dans # #F . Réciproguenment, pe‘m}
définir une application lindeire de T dans B , il guffit de se domner
une application (x,y) —»g(x,y) de EAF dans K , et dé véx;ifie_:;r que
cette éppiieatiozz est }:}iliﬁéaire, pour 8tre assurdé qu'il existe une
application linéaire et zmé sevle £ de T dans K , telle cgue

| f(x@y)-'éz(x,y) ideﬁtiquament. . - '

En particulier, il est imutile de vami’ier que, pour

2 (= @y.)z%(x’@yi) yome = g(xi,yiﬁ & elz,7f)
cette relation st une conséquence d@ lg définition du pmduit
tensoriel, et de 1l'hypothése gque g esl bilinéaire.

3, Propriétés des produits tensoriels.

PROPOSITICN 2.- Les produits tensoriels E®F et F ®F de deux

o

A-modules sont ia@mmmh@g {%@mmuta tivité" du produit tensoriel ).

Fn effet, on définit une application linéaire u de E @ F dans F SE
eri posant ulx @ y)=y @ x (1llapplication (x,y)—>y @z étant bi Maf'zw e ) |

ol

o A s f"&w. T e a2 LR N S 3 TR A BE il oy = = T S
et de méeme une application lindsivre v de F @ 7 dons E @& F en posant




~\

N,

igenticues da F®E ot de & &F , u el v sont deux isomorvhismes

-8

?‘(y@ x)=x@_p" ; conme uev et vou . -sont .respectivemen‘c 1es applications

riciprocues (dits ganonich : ~(Ens‘;n,§2,n°12)'.
PROPOSITICE 3.- Four tout A._moduls'un;taire E , lg produit tensoriel

A®PE est iécomc rphs a B .

En effet, on défini'b une application linéaire u de APE dans B
en posant ula®@z)=ax , et une application ‘linéaire v de E. dans AGE
en posant V(k) e®@x (& élénment unité de A) ; il est clair que u@‘v
est llapplication identique ds E , a*t veu est ﬂapgslwatm identigue
Ge A @E , en raison de la relation e®@(ax)=a@x ; donc u et v sont
deux isomorphisies réciprog iz.@s (dits can@nig@@s}e

COROLLAIRE,. - ig pmdvlo &;ensamel A@A du A»mcdula A arlme*ﬁ@m

est isomorphe & A

L'lgomorphisme caunonique 6;9 A @A sur A fait d@nc correspondre &
1télément a,@ B 1'élément af de A .

‘Soit M un sous-module de g, I un sauéwmodule de P ; 11 faut noter
gu'en général, le sous-module de & & F engendré ?a'r. les élémeni:s X8y ,v

ol x parcourt B et j parcourt ¥ (autrement dit, l'ansembie des somnmes

‘;:;,, (z,®y;) avec K.C, M, y,&¥) nlest pas isomorphe su produit tensoriel

B el {éf. exerc.1). Hals on a ls propasltian suivante :

ERQPQSET?{GEE 4.- 8oit B un A»m@daﬂ.e s0ma0e directe dﬂm@ %ﬁﬁl@ (E A} !

de sous-modules, ¥ un &-module somme Girscte d‘?ma Pamille é}?g&) de

gous-modules. Pour wu‘t comla (A - ra,) d'indices, soit @AJI le sous-

'x

module de E @ F enpepdrs par les produits tenaemels x) ¥, obh E4

parcourt 52 at , naycourt ¥ , Le module E@ F est somme di mfzm

E

de 1z MAM"LLL@ (G, ), et pour Gout couple d'indices (4 ,#), @&, .
: & i

Jhgw‘ ) S ! : f

A R a9 v - P R S : o ’ = 3
cot isomorphe au prodult tepsoriel B, @& TE‘% -
; ? et J 2
A L




S
AR

. =7
Dans oagta démonstration exclusivenent, 5 pour évitsr toute confusion,
nous noteroms x A y le produit tensoriel dans & @F dfun élément
at 5 =3

AGE ), et d'un elc,nent yH_ F w? par x A@y#_ leur produit tensomel

dans E A& F, - On définit une application linéaire ude E®F dans le

module G somme directe de }.a. faﬂille (& _A@F ), en posant, pour tout
z-%x&eﬁ,ettgut ¥y = Zy eFﬁ,ufxy)—n(z %)“,,

= 3 (x Jb@y?‘ ) Envarsement, on defw;t une agplica‘acian linéaire v,

48 E, ©F  dans E @F en posant V&@(XA@ ygb)xx&y# pour x,€E, ,

L6

&l
®
e

T.€ Fy,, ; on définit ensuite une application linéaire 7 de G dan

par la condition gus ls ms‘t;@i@ti@n'é@ v aeg JL@ ¥, s0it ll'application
VJ’»E"" pour tout couple dlindices (A ,p ) {c"zc;p iz, %2;1@*’@@, ,,." Liappli-
cation veu est alors l'gspplication iden mqma de E ®F , et 1llapplics-
”aiem usv est 240wz l'spplication identique de Exxx® & ; donc v et v sont
deux isomorphismes récipmgac«g ¢e gui démntr@ 1z premiére partie de
la proposition. En outre, 1° image de E & Fg, par v est id@ntz,gue a G Apr
donc ce sous-module est isounorphe & E.& @ F ‘ :
Lorsque les cona;tmns de la prop.4 soat mmplies, on idemlf’ie le
plus -scuvam les modules & A M et B 4{@ }'7!'*' aumoyan de l*z,ggmcrpm.sm@ v .
COROLLAIRE 1.- 81 F admet une base (b w) wey » B ®F est isomorphe au

3 g s S s =
module E( . » &b toul éléaent de £ @ F peut se mettire d'une manidre

et d?une geule sous la fame =2 X0
fd"
En effst, avec 11 dmﬁ,:a/f_,c,c«’um précédents, EBF @se, sonmme directe

@ y %, & .
: ’agm,gm, Eo

des souc-modules B @ (4b,, ) ; comme % — %b . est un isomorphizme .

e

de A suxr Ab_, il résuits de la prop.5 que % — X @@?L est un
g

-

isomoz rb,z gne de B sur B @é‘fé& vi démonire le corcllaire.

é’“}“’
COROLLAIRE 2,- i (@% ) est _une base de B, (b, ) une base de F , les

Slénents @ i @"%?s forment une bese de E @F .
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done Vv, s'annule Cans 1'idéal di o+ *g’ de A ; par pussare au guactisnt,

85

on en adcuit une spplicaticon linéaire v de A/((/?r +1€;) aansg

(a/or )@(A/‘@') telie que v.=vo7{ . Cela étanl, on voit immédiatenent

gue uev est i'application identique de A/{UL %—’5‘) ; Vou ligpplication

mehm uc de (A/Vb) @(A/@' ), ce uui montre nue u e‘F v sont deux iso-

corphisces récigzrogues.

4, Produit tensoriel d'applicutions linsalires.

2

%
/
linéaire de r.,. O Ans F‘i . Op définil une application linéaire u du modole

nuient By ks, ¥y, t, quatre A-sodules, u. (i=1,2) une application

5 @fﬁa dans le zodule F, @ #_ on posani, pour tout prodult Lensori el

5, @%,65 @85, , u(x, @x ,)=u f:zs:,g)@uééx ) . Désispons provisolresent

par eg(u .2;,33 cette application ; il est inzédiat que cst une applica-
tion pilinésire du produit 4{{«?;,&‘ ) % & (s, 35? dans le module

”{)(E? @ B, F, @ 3?2) ; par suite (n®2), il existe une applic on linéuire
~ au projuit tessoriel A'(5,,5,) @K (s,,F,) asus A (8,88,,¢, ©F,),

spplication °Y plest iss

telle gue m(uﬂu I= *‘g’\,u S0, ) . ©@n général, 1
un isomorphisme de ezé{fzug ,3) @’6{%‘ T, ) sur /((%@mw? @h,}} (ef.

£

exerc.4) ; i1 en eci toutefois ainsi damﬁ le cas le plus importan

pROrunITION 6.- 51 B & ,F ,F, soot des A-modules unitaires syant caacul

fand

une 23:,.&—; finie,

9{?(4,, L) @ {'B(Z‘g, a, BUr /’{iﬁ @E, F@@Fg}.

tepplication ¥ est up 1s0morphil me (¢it canocnis ue} ds

En offet, soit (a; j ) uve jmse de B, , (b, ,, ) une base ds F, (i=1,2) ;
our tout coupls A {JL ,A ) nous poserons @, = &84 } 8, A €€
“ ¢ £ L 3;@‘“ “ 2:; 5
3 S £
our toat couple K =(K , 2 h. =D b - les o, FPoruent une
i A Giag ¢ s 3:%2 9 ‘A ,‘39*4,? éﬁé’ﬁ) 7 =) “JE, i
® @7 | 1z




on & une buse de‘ a&{éﬁi@ﬁz,fs‘i@ﬁ‘g) en prepant les applicaliocns lﬁing’:aires
Uy de%firzies pur J.c;s conuilions wu, . (2, )=b o ot i (Qf.é.’ J=u

si A% A . ur, il est immécial cu'on a 9 a =qa(mﬁi s ’aig!“z) =
:‘;T(EA‘E ¢, @ uA? s ) , el couie los prouuils tencoriels u“i?ﬁ?@ %‘2 o

forment ane buse de 06 (E-i’F*i) @oﬁigg,?z) , 12 prosegition est

denonteds.

Lorsgue 3"33@ ,E,,F@,E‘ ont des buses Tinies, on poul done identifier

P
e
e
S
R
=
D
b3
2
N
€3
&
5
R
4]
;:S v
o e
L) ;
5
$odo
{0}
Q
i3
;1
54
=
fouie
o
o5
4]
o
LR
ok
I
0O
!
Bta
3
]
3
=N
&
N

) au lieu de @(’«Au?{a} . rar abus de langsnre, nous utiliserons
#

2 T P L b A e v n 5 R P 4 ‘ G e 7 & 0> i : 20 2 2%
- encore ¢cs notations neme lorscue les copditions Gs la CrCR.0 18 BOnT

7 ‘ ; &7 g e 5 ;
{(6) ' (vﬁau@j {‘a'aaag}w{v% @ ga}@(r&,} @ u,

-

S i
La propoeition est une conséguence immidiste de ls défipition des

produits tensoriels dlasplications lindaires.

£

GORCLLAIRE.- 33 2, ezt un isomorphisme dg B, sur ?i ; 8L ¥, itisomor-

phisze réciprogue (i=1,2) , u, ®u_ osi vn isomorphisme de £, ® B
; 2 : : =

sur P ®F . et v . @v._ l1lisomorphis.e récivrogus.

e

Ty on o s % 5 2
Dazpes o on Giv gue

&4 A AT LIS 4 7
u=u_® 3, rapporiée aux
2 Loee.
ia orop.0), st le




| g .
le procuil teusoriel ds g;? par éég s €t on la note ;Kﬁ @ 552 . On a par

aéfinition u(nxl\)*-u (a A )@u (a sA') Z aﬁ)‘ Q-F,?JL? #1528%“ .
Pt

Comze u,(aA) est 1a cclorne d'indice A de X , on vc;ri, gque les ¢léments
de X, & gz sont. donnés par les relations
-
v W" Ay Ty
Le fait que u @uz est fonction biliné=ire de (uwu ) el 1tidentité

{b) se tracuisent par les identités

8 X @(X+Y )=k ®X% +X Y
(2,47, )01 =k BL Y O,
(9) | (oX )8X, = E @ (X, )=alZ, BL,)
=1 2 e o o0
£ N & %
{10) {zs; DL, 0 I @7 }quz@; @ {éggg}
33 2;% el ;3_.2 Sont das ,:a‘atric@a carrées inversibles, ;{’1 @ X% esl uns
2 2 2 7 3 Siags o 4‘=1vv"" o5 3
Aatmw carree inversible, dont l'inverse est X, @;&;ﬁm sne—nsbrics
: 7 / :
guxxdexkn Si Y. est Souivalente (chap.1I, §6,n%10) & X, pour i=1,2

{resp. uns matrice carrée ::mb? able (chap.il, % é},ﬁkg"i’i} g la nasirice

carrée gi) : I @Xp.) est une matrice éguivalente (resp. sewmblabie) &

PRI SO AT ot
LELSODL2L 55
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£ 1'@- o=
ltisomorphisie canonique du premier de ces modulss sur le second lait

5.

_‘correspondre & toute forzs bllméaire £ sur ﬁ;? ;ﬁiﬂg la forme linéaire u
sur &, @ EZ définie par les cqnditions, ‘u(:vf:,g & x, ):-f(x,] 9x2) pour tout
produit teasoriel %0z, . :

La rrop.o défipnit upn 1807 QI‘yhl SHiLs c:xnonique de ff}f@ F;f' sur le s;«zécm}.e
des applications linésires de B, @ B dans A @ 4 ; nais le cor. de la
| prop.3 définit un iscomorphisne canonique de A @ A sur A , et on en
déduit aussitét un iscmorphisme du redule rzf {31@32 s & @A) sur le dusl
E" de E, @5, ; dlob ’ J
?BGPOSITiON 8.- 81 86 '; sont deux ﬁeiﬁﬁdﬁius vnitzires ayent chacun

R A R S R R

“\‘

o Z

’é
une buge finie, 1'apnlication linéaire

"‘

gui, & toub produit iensorisl

Kfé @xé ns 3.9 module E @E (pregui tens ‘9""@1 des duals de B, et

Eg msmcm?emeﬁt) fait csrreswndm la forms linéaire u sur le module

E=E, @ E s kelle qug u(x @x )-*x (x )=l {;&g} pour tout proﬁu:@.e,

t@ns@rﬁ.@l x, ®x, , est un Msma*pﬁ'ziqma de E @B sur le dmal E
, ¥
de E.
tisomorphisne défini dans lg prop.8 et son isomorphisme réciprogue

P ; o aﬂ&, =
dite cencpigues ; ddésormais, nous ldenilifierons £, @ av dual

sont -
de B, & E, au moyen de ces icomorphismes ; on & dorc identiguewnent
{ % ; -3 o ap B y LR Sy 2 , :
(11) {;&3@,{23&%@%}»&{;@“%} L2285
PROPOSITION 9.- Solent K ,B,,F, ,F, gustre A-modules unitaires syant
E ool -

t
chacun une base finie u, une application lindaire deo F. dang 7, {i=1.2




- 15 -

dfoh la proposition, d'aprés la définition du produit tensoriel de

5

deux applications linéaires.

Un en conclut gue lz transposée du produii tensoriel gi @%gé ¢ deux
e s S 1o 2% I, =
. : = : o, . .
matrices, cal ér-als au procuit teasoriel éqéﬁﬁﬁe‘ de leurs itransposées,
ce qui d'ailleurs rdsulte aussi directoment ds (7).

7. Produit tengorisl d'un ponbre fini 42 nmodules.

e

Un peut reprencdre pour une Tanille finie cuelcongue (B ) o de
= 9 ~ 2

»

nZ ; on établil alnsi liexisi
5

s

A-modules les cousidérations
1%unicité & une isomorphie prés, dfun A-acdule ¥ agant
sulvanies ;

Q» S o+ e T e S anar ] a ¥k - o 3 -
1~ 1l existe une gpplicalion n-lindeire ¢ de | | E, dans ¥ telloque i
¥ % e :

% gans N tells gue
Nous laissons zu lecteur le détail des raisonnemsnis,
Le module ainsi défini s'sppelle le produii tensoriel do 1z fanille
o g g
(£6,) ot so note W E (ouB @E &... @:‘z’zﬂ} : pi tous loz B. eont
= 2 3 “ 2 #ia

-, B

(B E et esb dit puissapce tensorielle n-éme de B . Pour tout élément
- .

: P G ey ) LS o % i . = P & 9 - - i
(z.)el\ |l & , la valeur olx,,x ,...,% ) de l'application n-lindaire o
L & s i 2 g b4 X
per S, /{ "
: y 2oy § s asaal S 3 g e iR
e note X?é§zé<$,.o@§zm et s'appelle le produit tensoriel de lu suits
i e i e
o
x,jaa )
ey : s = o = %
Si (I )} ,,  ost une partition guclcongwe de ‘1.0 de
LS HEAD an T #
N PR ST B iy S0y e e e pLE i T R O R G
N , le yroduit tensoriel @ E. est isomorpne gu produltl tensoriel
o N sz4 L : &
At ‘5’%"*_:2} e N LB A s AR {'3;."' nrodnit ormnvi ol % Tior Vm gpemd b s
Ve T E.) ("associativice L RTOOLLY CensOlied . i 4% YOITL DT
&=4. i< ‘3‘:%‘ 4
B S
N o ey A PR B o Fea . o F AENE oy PGS
ia méme methode gue dans les prop.2 8 & , en délinissant de penicrs

7
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9, Tenseurs et espacos tensoriels.
DEFINITION 4.- Soit E un module unitaire sur un annesu commubufif A ,

aysnt we base finie. On appelle tenseur p fois contravarian%'et q fois
covariany sur E tout élé@aﬁtuﬁqw;rpdgit'baggoriel de p nodules ideptigues

. g : : : . % ;s ; : h
4 B et de q modules icentinues au dual B de B ; an.note-mg ce produit

-

tensoriel ; le nombre ptg est smppelé 1'ordre des teuseurs g

B,
&

-

8i gsuU, les éléusnts de ﬁp $¢a§9@i;aag 51mplaueat teaseurs goulrova-

rgaéts a’o:ﬁr@ p ; les tauseura c&ﬂuravariaﬁzﬂ dlordre 1, clest-g-dire

5. Do néne,

les élemamta de & , sont encore dits vecteurs emntra?ari £

les éléments de @2 sont dits tepseurs covarisrts diordre g ; les ten-
seuTs covariants dfordre 1 : @@aaﬁa&«éifg les éléments de E%’g sont dite

vecteurs covarisots. Lorsque p ot g sont tous deux #0; les tenseurs de

#® sont dits mixtes. Par convention, les goalsires, éléuents de
J
l'anneau A , sont encorse considérés comme des tenseurs quion aﬁgsllﬂ

t@us@ura dlordre 0 , et on pose mﬂ

Les élémenis de ﬁé sont den@ des combinsisons linéaires deo ﬂre@v

décon

tensoriels de la forme Kgrn.gxrszi.ex; (¢its sussi ltenseurs

sables), of les x, sont é@s éléments guelcongues de E , les x% des

J

éiérents mei@cnq ugs de B

P 7 A E) & %, =
81 La. ), o4 .., 88 unc base de & ,
& aya -ggéﬂ

: ¥ ol 5 1 {4 % ma
89:‘; é%o v 8 g_z 3@,,» e s e ‘ﬁ‘é:? ’:}'»3: 13-,3 _} €A
s ff e A %
i 2 L Y1 Y2 Q o
g & N £ Gy oy P oA oy B
auites de p éléwenis de I =1,n] ,
R 7
T mndteon s oo SlAnents o T i, ey
£88 BSRLALEE 4S8 0O FLERents 0g L o LOTS
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& s = = «
T » L W 1 Yoredt fnur
éwf HNEes & .?i’” 7 i 8 3%:*_,3, ‘g:r u@h ('»@&S 2
s
»“@ e ar s »"tyl\n?"" & uTe e e
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| = 18 - .
= ¢ e : ; - : vﬂa“&.ﬂu f
> les compossntes de x rapport & la base (a ) ; on les note sy
#aba 9
les imdlces suaérleurs denﬁ dite e@ntravarlants, les indices inférieurs

GQV&?léﬂiﬁ 5 .en a donc

,.cu ' :
K &= 7 % E i i o 5 i ‘3 lﬂ‘? e 8 e&g“
. gﬁ‘ ée’.n 1 -4 4
Dans les calculs sur les tenseurs, de aoabreuﬁ auteurs aacpzeat

iz convention suivante : lersqu*ilﬁ ecrzvemt.ane expression renfer-
ment up certain nousbre dfindices, il doit 8tre entendu que cetlte

expresgsion raﬁﬁlaae celle Qn?ﬁﬁ thi@nt en donnsmb & chagus indice

figurent deux folg dans l§$ny6$x1Qﬂ serite, toutes les valeurs de

1.8 B, @uia en faissnt lo somme de toutes les expressions alnal

oblennes. Avec a@? te convention, la formule précédenie s'écriralt

X = % 'k B, @& a, o', al 2t
o 1 IO “he s 2 58 ‘P4 =3 3 S & P p ol 3 e
) ;‘7»- g;gé“'a?ﬁ Lg = i‘g} dq U2 cj{z
£ Soit g&i; une autre base ds B , {aé- 1z base dusile dang Z ; sl
P est la m @t?&aa de passage de {a 8:) & iZﬁ} , iz matrice de passage de
- o g 'gwa?w- i - o
{ﬁ§3 3 {aé} est la conitrasrédiente P  de 2 (ehep.TI, ¢b6,n9) ; il
: £ S T - p wﬁ L ¢
en résulie gue, daus Fq , 1a matrice de pesssge de la base
(8; ..a;, al ..a! ) 4 1z base “é .o8s 8% ...al ) est le mz@ﬁa;%
4 D 91 ¥ 1 p 41 Jg
topsoriel de p mairices idepligues 8 F ot de %-E&triﬁﬁs ident iﬂﬁaa &
b .4 ' ‘
7 .
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o v i 5o .
%('5.‘3 E e Z %igﬁu&‘ (' 'g"i ﬁ,,.;ﬁz? ‘g'ﬁ gf
'1‘1_3’2,”‘2’1 ‘ﬁﬂ.w&' & ’gfi “ﬁgs, ’3!/5 ?1. 2, g S.gi! %‘2""%
w

#0it u un gutomorphisme du medul@ B .0 1f atemerphiaha contragrédient

'-?;it‘

de E ; le produiil tensoriel de p applications linéaires identicues g u

. ; : v :
et de g =zpplications identiques & u est un sutonorphisme du ﬂcauls Ep

{cor. de 1a rrop.7), gue nous désignercns par ug . ﬁga@rés iz f@rmale

(6), 1ltapplication uﬂﬁ?ug esl une regreﬁsntan;an du groupe € L{(E) des
4 % q + .4 b

sutomorphismes de B dars le groups é;&méﬁgj des sutomorphisnes de B -

5

Les autonmorphismes de E apparsissent donc coume des opératenrs pour la

loi externe (&,K}“ﬁ?ﬁ%{X) définie sur ﬁg ; lorsgu'ancune cenfusion

3 b1 2. z .é" % @ < '
nlest possible, BOUS n@ture simplenent n.x le composé uw (x) de 1liopé-
2 9] 2 P
rateur u et du tcoseur x pour ceite lei ; avee cette notation, on a

done ‘{a@v}@x‘z &eivaz} . #uni de la structure algdbrigue définis, é'une

part par celte loi oxt erna, &5autra part par les deux lois délinissant

sa structurc de A-nmcdule, 1llengemble BP est appelé espace tensorisl.

D . D
On sppelle gous-espacs Eeﬁd@fl%l de Eé un sous-nodule B de B, s gtable

pour la lol exterue ‘ém;x}mg»uzx entre antomorphismes de B el lenseurs

ge Eg,i sutrement dit, pour tcut temseur xZ€H et Lout antonor g iéme 5

de B , on dolb aveir u.x = m“g(z,}@'ﬁ .

% 4 A < in 2 - v
Reuargues.- 1 convention, pour toubt autonmorphlisie v e & ,
pers bR = ¥4
f‘ﬂ ';f{‘““‘“:; TELED Q: ‘P ‘7"@ ﬁE % ) 'g*,h}! 3 [/7,:;3:‘%"';‘{"4;;’: '91 ':{'(,’)",';"“i 4%"’1‘,{;3‘_ f':é } %ﬁnmwnﬁ%:gq 5 rg.fgﬂ;:}": ’:‘.-;‘.:‘"' ey
08 Geslieng Daz w,f LPapnliestich LGentidue 0. 47 anioal g Sl LUl
. :
LA - = - = e . A = % 3 /13 5 e . -
mépe ; cela permet done ds considerery aussi i COf un espsce
- M o 7
CENEOEAEL .
it ‘ 7 4
b e A T A S e & auis G e
o wﬁ nolera gue B, gunid de iz sirugiure définia 2 402

b g g g & N B e g e e | D e
externe  (u,%j-»>u.X enirse alltoiaory B el P

L . R Py EO o gy =4 o ~ 38
est un ensenble nuni d'up grogupe 4
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(A,x)—> A x de la structure d.sa ﬂamdule ‘de Eg

3) Lorsqus g=U, (sutrement dit, lorsqu'il a’agzt dfun espace de
tenseurs eéntraVarianta.sur E), on peut éafinlr ug ﬁgn seulenent

P

pour les automorpnisnes éu module B , mais aussi pour un endomor-
phisre gusleongue u de ce nacdule, ug'étaﬂt le pxedaitvténssriel de
p endonorphiames identicue# & u j 1l'application uaaywi aat alors
une représentation de 1l'anneaun des endomorphismes ﬁf{%} dans
1lannesu des endonorphismes %06 &; du A-module ﬁg ; 86

{a,x}wﬁ@afix) est une 191'@X@&r3@ définie sur ﬁi , dont llensemble
5 % i

3 £ 2 i 3 /ﬁ % a " ; o 2 e
diopérateurs est 1l'anpesu & (E) ; il esi immédiat gue celie ioi,
/ 1 !
et la loi de sroupe additif sur %; , Géfinissent sur cet ensenble
’ : F -

| , -
5 ; = €. LR SRy e
vne strociure de podule & pauche par rapport &'adaa nesn A (B).

4) Les définit tions et résultats qui pr
ment & un A-nodule qu@icggggg £ . kPar sbus de longage, nous sppel-
lerens encare tenssurs {contraveriante) les éléments d'upe puissance
tensoriells é@.ﬁ d'un module gueleong we.

40, Aspplicsiions tepsorielles.

i : r '3 el 2 - 5
Soient B : Eg deux espaces tenscriels sur un z8ue moduls E ; on dit

: o A S Tz o dntiaa
gutune applicatiopn T aﬁfﬁy dans B~ est une anplicstion lenmsoriells ei £
- .
4

est ume représeptation ( hayciﬁﬁéﬁgngé de E; dens B pour les structurss
7 o)
o e i
d'espace tensoriel de ces deux ensenmbles. Auvlrement dit, £ doib gire
: b 4 : ok
une application linéaire de %ﬁ cans EE tells gue, pour teut subtonorphisnew.
; o ‘ « : ;
de B , on ait identiquenment Z{u.x)=u.f{x), ou encore ﬁ{uﬁiwj}:mféfix} .
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at, d'aprés cette définition,

5

, £(4) est vn sons-espace tensoriel de B
iel de Sr

éme, si on considére

e

4%
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un Sous-espace Lensor
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tensoriel c e Eg
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l'application y' —£(x,y’ ) est une forme linéalre sur F%; sl u(x)

désipne cette forme linéaire, u(x) ost un élément du dual ¥ e F?%',

: i o ‘ - e
et u une appllication linéaire de E dans E’%'}Z gl on identifie ¥ et 7
sk au moyen de l'isomorphie canonigue de ces deux modules (chap.II,§ 4,
n94)3 on a ideptiguement £(x,y' )z{u(x)g{} . Donec :

PROPOSITION 10.- stant donpés deux A-modules B et F ayant chacus une base

o

1‘;..!.

ipie, 1lf'application qui, & toule application lindaire w do B dans P ,

et

foit correspondre la forue bilinésire (12), est un isomorphisme du

- o <
@{?QEJ’} sur le module des foruos "'w.a,lg,z,wdz, res pur B AP

Cet isorzorrhisuse @b sop isomorphlsms '*é@ipz‘aqa% seront dits canonigues,

= e L o £L8c 527 2 ".7,.,., 2 R e b
erarquens maintenant (n°6) gulil ,*:mzawa vn ilsomorphisne cononigue du
3 3 L3 oy 2 ;% 3 £ 3 5 £ any a ”‘3% 3 o i o 7' Fe i s s o F {?i? 2 e
acdule des forzes bilindaires s % ¥ suy le prodult ftensoriel E' @ ¥

e i P N s
; dfauvre part (prep.2/) il exisie
B

1 = s -F,'??»n: IS T3 = w.,-.,,-', s
B iﬁ@lﬁ.@ﬁ?}‘)ﬁi&s@ copopigue de E S F sur F@EE ; en conposant cee

izomorphisres oancniques, oh voit gu'on définit up isomorphisue {éit

encore canonigus, a2insi gus son z*acipmqu@} du g@aum £ (8,7) des

< E ]

arplications lindaires de E dans P , sur le prod gm t@ﬂﬁ@’ﬂ”l@é FPSE .

Pour touis a@plica ion linédaire u de B dans § , nous aémqmmms par u,

1'é6lément dfa Fe E gm lui corr espond par cel isomorphisms.

- - - g
Hous rous bornerons désormals nu ﬁ’;&ﬁ-@‘?}, ¥=E - 1} mmi cabtion B
est alors un is ‘um@rga.,ma du moduls (B) des endonorpnismes de & sur

ie nodule Ee, des tepseurs une fols contravariant el une fois covsrisnt.

11 est feclle de préciser pei isonorphisme : un btenseur wixte désompo-

:
o BN £ 5 LUl e e L T 3
gable xx' (xeB , x'€E° ) correspond, dlaprée la formule (11, 4 la

7 o

Aleimn 5 R T 5 i e o sl 3 e v B
forme bilindalyve (y,¥°) —2¥,x'p £ X,7"'> M,/é{&jjw; %,3' > sur EAE ,
.. il s 7 =~ £ a3 ~ g T Vi LA e R - S = R
et par suiie, dfaprés (12}, & llapplication linéaire y ngx{ggé z.i’} x de E

! T

donos E . 51 (a.) est vne bese de E ; 1'élduent s, aaﬁ, de la base
oo 7




oo
N e
C
S

o)
g

_ -25 =
s  correspondante de ﬂzv’esi done l'image, par l'application u w4 5 Ge

l?application linéasire X ><.7;,a )ai §3 a el x a;% 2, ; dene,

ei ¥= 2 aj ia. , o0 8 u(x) a% j% pour tout %el , et on

partiw}.mr uga ) = ?2 o,ga 5 3 subrsment dit, la; c@npoaams a. 3 du ten-

seur & n'esi autre que l’élement de la matri ige ds lfea&eﬂowmme u

Zapporté & la base {a },

Bexgroues. 1) un psul éerire, poux tout XE€ 8 , s;»é#} %’ani} &5&3};
: & aoad

par suite, on voit gue a{ } plest autre que le tenseur @é{}m;

obtenu par erzabmmwﬁ dsns 1 produit ¥ (qui est un benseur

2 fois m.:azztrwafimzu el uns foie covariant) du premier indice
contravarisnt et de 1'indice covariant.

2) Zoient u et 'sé deux endomorphismes de E et w=GeV ; OD &
dfapris (13) , ﬁz mai}&i m? n(v(ai))sé = Z@M,} aﬁﬁfa Jal
formule qQui manire gue % est 1@ tenseor ﬂéf tz.v} obtenu par contreg-
%tiom, dans le protuit ’iiﬁf«uz ula, }maé }a?a;’ , 6u seeond indice

4

contravari am st du prumlier ,w,dii covariant.

23} 81 @ est am sutonorpnisne c;wam@z%%w da B , le preoduit ¢.u

?

&

{pour la siructurs d'espace tensgorisl de ?sz@,) ef«* par délinition le

)

tenseur > g(ula q}%{&f} si on pose b=
o

N
50\

, : : . v
une base de B , et la bzse dusle de (b, ) est f@ma@ des bi=oplal)
2 3 2 400
Sis : e Ex i ‘2 “ s & A = Z N
donec, on peut éerire o.u m,,w?g 2 zﬁj{z, b, }) Ebé , G& gul prouvs guse
3 :

% 4 £ . . 3 o m e} o o5 g B 7 e e
2.2 sl ie temseur correspondant & l'sndomorphisme - que .
%
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de 'désig,ner par 2! le tenseur Z, aiu’( aa) Bur 3,% gui c@rmspond
au précedent par 1! zsomorphm ; canonicue de E @ E sur
E@E = 1 i A o= Z ﬂ s ona dfmc u'(a’)azﬁja; ; on
voit gu'ici Bj @st l'alpuent de la nmairice de l'endomorphisme uf
rapporté 4 la base~(a§) , qui se irouve dens la ligne d'indice j
et la colonne é’;ndice i. avec cetlie convention, les tenseurs
correspondant & un endbmorphismé ude B el 4 son transposé tu
sont identigues. }

43. Fraece d'un endomorphiegme. Frace d'umne matrice.

DEFINITION 5.- Etent donné un A-uodule F amﬁt une base finis. on

gppelle Urace d'un endomorphisme u de E , et cn nove Tr{u), le azzaia:i.re

"D

e, w.) obtenu par contraclion de ll'indice rﬂ@mrww:ﬁms . el de l'im‘du

fen

contravariant et de l'indice covariant du fenseur W correspondant & u .

81 on ;g}rm 'endomorphisie uw & une base (a,) de B , la lrace

i

i

CoOTTe 8-

L

Tr{u) est ?\}.{as.a.};d? aéfi.ait;m? la tracs ds la matrice U =(a’
, ‘ | - 3

pondenl & uv et on la note aussi Tr(lU) ; d'apris ls formule (13), on a
Bl 'g'%"g / Yo i = >t i : o &g tant = term + T 75
Pr(u) %;; {u ai),,&i’> 2, o, ; en d'autres termes, la trace d'ume natrice
arrée est lgz somme des sléments dimponaux de 1s uatrice,
Pour toule base de B , la trace de la matrice d'un m8ne endomorphisnce

S M < s [ 5 S % L S ey e e G 7 Ger Al
rapporte & cetie bese est la uépme ; zuirement dit pour toute
1
Z 7 & t Tl o 2 ey Ty T e £ TN
carrce X et loule matrice inversible £ , on a2 Tr(EXP
A R X Ko % ) oty b i of e 2 55
relation, appliquée & la matrice XP au lieu des X , donus
:
.
“
S 7 3 <
carrées X,Y dlordre o
ae ¥ass S RN AR BRI LIS
32 7 g4y £ v
SuUr un %, 0n a
4108 el AT N ST T
A b
0 Pl AY )=Tr{ii)
: =% c
S s U Frond TN o ‘ i
(5.0 ,X=\n J,ona T00F) =7, 5. .1
33 L 6,4  *d J&
g
i 2 s 3 SRR T g
a8 guancé on permute & et ¥
L e




N A

§
e

(,OR(}LLAIBE.- Pour toute suite (x ) & __g P matrices carréesd’crdren sur

Lo amnesu commulbatif A » o0 8, pour 1 Ligp ,

(15) (XX, X )-—’Er(x g EE - )

11 suffit d’appliquer (14) au produit X, (Z .,gbgi.,gacq) pour

démontrer (15) par récurrence sur i . .

' z@ Un noters par conire gu'on a en généralv 'Tr(m)#’?y(gﬁ ) pour
trois matrices qualcanqaee. X,Y1,2 . ' ’

Dlaprés 1s forue de la trace du produit de deux mmtrices, on veit gue

toute forie linéa’im‘ eur le A-module H (A} des mzirices carrées d'ordre n

sur A , veut s'écrire dlune manidres of diume sgeuls g@T“(PX} P ol 2
est une malrice carrés f;m ; celte ap puie%tma ne pesut @tm uiem,’; qug-

ment nulle que si F=0 .
La prop.11 caraciérise la trace dfune matirioce (a un facteur constant
-prés) parul les formes linéaires sur ¥ (A) de fagon précise :

PRUPOSITION 1a.=,§2_ £ est une forme linéazre sur le module i ()ﬁ) des

fi&'éi#.f(ﬁ}, il existe un gealaire p€&a tel gue f(X)xoTr(X) pour

tout X . :
En effet, il szi;s%e une matrice fize P telle qufon ait identigquenent
£(1)=Tr(PX) ; la condition f£(XY)=£(IX) s'éerit donc Tr(PXY)=Tr(PYX) ,

ou, en utilisant {'zfj}'g Fr{PXY)=1r{XPY), ou encore Tr{(PZ-2P)i)=0 ;

comne cetie relatlon doit avoir lieu pour toute matrice ¥ , on en tire

PX=XP pour touis malrice I , ce gul entraine gue  P=pI (I matrice

T IA N T W e i E e e .
unité)} ; d'oh la proposition. ,, . : : !

i.wﬂ

orsquiil s'azit de matl z*i%ﬂ Ccarrées sur up corps comuubtatif E f

e

1l'espace

¢r peutb interpriter la prop.12 em disant gue, dans

vectorisl i (E) des nmalrices carrées d'ordre n sur E, le sous-
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14. Alsébre tensorielle.

S0it © un A-module unitairs ayant'uﬂafbaae finis, et T(E) le module

gomme directec de tous les gspaces (ensoriels E;z @ B de tenseurs

gontrgvarianls sur B pour p€é H . La notion de rvroduli de deux tengeurs

permet de déri nir sur T(#) une structure d'aglsdbre par rapport é A .
En affet tout 6lément 2z ¢T(E ) se el d! seule manidre sous la Poras

z 3,22 Zy s of z_est un tenseur coniravariant d'ordre p (pul sauf pour

®

&%
et S ooy
un nombre fipi de valeurs de p) 8i gf= 2,3

T(E2), on p@ﬁ% 2z'= ;E; zi ;- il sst immédiat gus la mulliiplic

o
définle dans T(B) gsé deu@iuﬁem distributive par rvapport a lladdition ;

o

elle est muesl associative, on veriu de 1s relation {z%g Jz =2 (z z)

entre trois tenseurs quelcongues dfordrss respscilifs pﬁqgr , relation
gul esi inmmédiate pour iﬁa tenseurs daconposables, et siétend & des

tenseurs Cyel onCcuSsE par ;s»r¢%mt1viza Eofin, il est clair que

alzz! )=(az)z'=z(az!) pour toul sealaire o , donc T(E) agt bien uns

. algéhre sur A , qulon wfg@ila 1'gleébre temscrielle sur le module 3 .

s1le edmet comne Slément unité 116lénent upité € de &.g el sal non
comsutalive en gendral ; ‘ﬁ&?fluﬁ 6léments de E (vecteurs coniraveriants),

la multiplication dane T(E) niest apire que ie produill tensoriel défini

@ T o R iy AT B LA i, e S I e S S %
au n 2 ; llepscuble B U A constiitus donc un pysténe de généraleurs de
5 e N iR ois o f % sl ‘ z 1 5 Ml LR A
ilaicebre T(E) . 8i ta, ) esl une base de E , T(E) advel une

7 G B
7 S e 3 y Sy
Tornés de 1l'él 0%

)
{A.) parco
i
; ; - )
quelcongue ge
1
it gt Ae metrta Meocas oot Aomn 'gflm Cmman Y ey
BEALL ) gs Cation U2 gelio Dese oSt (onnee par lscs
o7
i -
gi@.}} :Z%} 96&&" }F‘:E‘%R @v SIOS‘-:é?l' }2:5?:4\ 8»} ol u:“:'ff,«:. &3, .amu@»?
dis din S, s e Fc, gy Aoy ST i
Gl o = [ ‘G i % e VG




29 - , .

pplication linéaizre u de E dans un a-nodule ¥ zyant une base

finie se prolonge d'une seule manidre en une représentation de 1'algdbre

un tel prolomgement,, on

o

T(EB) dans 1lal;bre T(F) . Bn effot, sl u es
doit avoir ule)=e , d'od pour tout sealaire @ ,‘ﬁ{m}éﬁias)mdﬁie)za :
d'autre part, si zpmxxzz,ex ‘est vn ienseur ééaampasab e dfordre P50,
on 40it avoir u{z }«u{x u<A9}¢aJ{X }sa {z } . cetﬁe'rslaﬁion gat
encore vaiabi@ pour un tenseur a&aﬁrngriwﬁu quslﬁoa“v@ dtordre T

uvisgu'un tel tenseur esi somme de Lenseurs aécsw;@a&aéa;%'zgr suite.,

D
pour tout élément =z m=§%zz? de T(E) décomposd en somme 46 Lensenrs
& o oz
Ges divers oréfes;_aﬁ doit sveir ﬁ(z}a:?i wlz )= 2, ai{z%} . Bécipro-
: RO B e z & 4
'queﬁ@mta 11 esi immédiat qus l'application B aznag géfinie est bien
vne représentation de T E} dans F(F) .

81 v est de mBue une application linésire de F dane un A-moduls G
ayasnt une base finie, ¥ son prolongementl en une représentation de
dans T(G) , le prolongement de Vou en uns représeniation de T(E) dans

P(¢) est identique & ¥ou . En particulier, si u est uvm unlomorphisne

i 3 e 4 3. ™ G oy e A
{ ensenble des eztisrs palrs) de B , zontrer cue ls sous-uodnls de
S ¢ 2
- o % z - - s k7 P -
E & epzendrd par les élémentz 2@ 7 , o4 x parcouri & of ¥
3y
nrt B Yeal nag i s o 5 pasiegd b A men e a8 =Y M ST
Darcours L et Das L WCIphe ap DRCUULT U8SRECTABL & ¥X D .
2 Y 835 B oot o5 coTh ey Il A sAd LA 3% A AES pestaThs ? s At
% ,f PR R e 1A% e @Eﬁ}v‘% BOGLIE0 0031 5L 2 CoOnSIoals 'ww’.},« 25 i Lot n i SRR s
g2 P £ T AN 2 7 4 % =2 S ans o
le prodwii tensorisal g;ﬁa (n))®G des 7 -modules 4L/ ia,; &% &
: 2 o b e | 2 %, £, 2 S
est iso fohﬁ 21 é@m e aguotient 8/nG , ot nG déeliyys 1o B0UE-
3 S
o ry Y 3 7 e ST
groune ﬂ@ ormé des nx , OB X pAYCCUrC U .
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3) solent & et F deux. A-.Jodulea, i un sona»uodule de £ , ¥ un sous-
zodule de F ; 201t 4, (reap N ) le aous-module de E @eF en;fendre par
les produiis = Qy s O X% parcourt 4 (resp. B) et ¥ parcourt F
(resp. N). lontrer que le yroduit tensoriel (Ejﬁi) @(F/E) est iso-

orphe su module quotient (E @F)/(li +K ). ' .

4) Soit p un nombre pramier, A l'ameau commubtatif 2/ (p’a), E le
groupe additif Z/ (p), considérs comme A-uodule (le produit dfune
clzsse zz@cd.pz 8t d’im élézzazit XER étant'l‘élémezzt nx , oh n est an

&lément guelcongue de la classe md.p2 considérée). Si u et v sont

fedé

deux applications lindaires qugleqnqﬁea de E dons & {4 étant consi-
déré comue Aﬁémméule},' montrer que ltappliestion 3;3.21&&13@ 48 EGR
dens A@ A telle guse f(z@y)=u(z) @ v(y) est identig juement nulle,
bien gus le produit tensoriel 'E*@ ﬁu dual de B ver lui-uéze

B8 sc;t pas réduit & O . : '

5) soient ,tiz,? 75 ~38y ¥, quaire espaces veatariels SUr UD COTPS Commu-
tatif K ; soit v, unc spplication linéaire de Ei dang B (1=1,2) ,
et soit u,nm,,@ua le produit tensorisl @ ces deuz; applim‘i.i@m.

Soit H; un sous-espace vect.omel do B, (1=1 +2), B le sous-espace
vamamai B, @H de B, @E (cor.3 de 1a prop.4), H! le ssuﬁ -espace

(aﬁaﬁé}i@ v, (8, )} o 3?' @ F ; montrer gue u(H)=H' . Bu particulier,

gi les rangs p(zz ) ot p{u ) sont finis, on a plu, @u J=p ‘Z% Jelu, ) .
&) s0it z un dlément du produit tensoriel E @F de deux sspaces

ecloriels ds ai*ag sion finie S0P un corps commutetif : pour touts

at:i

base (b.) ds P ; 2 peut s'éerire d'une seule manidre sous la forme

o

3 e : e ' i
> x @b | o4 X, €8 (cor.1 de 1a prop.4). Montrer que le sous-espace

considérée dons F . i ¥ est de dimension 7 , Bontrer gufil existie
(1gigr) do 7,
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K
LY

. , =51 -
- ,
. tels que 3z = > a; ®ec, ; monirer qus r est le plus petii des nombres
=4 i - : c

m tels gue z soit une somme de m produits tensoriels a?un élénent de
E éi dfun élémaéi de F »

7) Soit 2 un lemseur contravariant d'ordre P éa; un eﬁpacé veetari@l
E de dinension n ; @0it (&, ) unc base qﬁeléanqu@ de E , et pour

chague indice h (1€h ¢p), =soit Vﬁ ie souvs-espacs de E engondré per

=4 .
las'np veetvu%s z&,,ﬁ# ,,&utsls que
: i ge £ |
2= 2 a8 & x Py 3. .8
Lo fi,f_ ﬁ,%& 4“1””"% Ly j’_g, Ap o4 ;hi

T

§80u0=csg$ﬁ@ qui est indépendant de la bsse {&Q&} considdrés ; ef.
exarc‘é}, 8i B est uvn »evswea@aca de B tel gue 7 s0it somme 4e Len-

seurs GScomposables y§§?«qy? » @8 tous lss y. appartiennent 4 H ,-

b e
- s g s Y et 4 ~ — & 2 e S $ o
mgmiﬂgg que hﬁm,i pour - 1Shgyp ; inversement, sl on posge
%5 %7 e - % 5 25 4 ORI £ 2% > %5 2 72 s
V 3'55355 , monirer qus z est sornc de lenseurs décomposshles

produiils de vaat%arM appartenanl tous & V .

&
\h"
T
t‘£
ed
by
B
)
9
&
£
g
5
.
e
&
Bopda
b
3

iasetBd @mﬁ; deux matrices carrdes

on a Tr(A @ B)=Tr{A)Tr(B)

n

&

5)y 81 A ast un sunsau nen ceumutetif ayanl un éléent uniié, montrer

que, sur le nodule mﬁgﬁ) des natrices carrées dlordrs n sur A

(per rajport su centre § de A), il n'existe eucuns forme lindairs P

non identiquement nulle, telle gue PIZY)=P(¥X) pour tout couple ds
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a) soit (a, ) une base de ¥ foruse d'elements de B , {b ) une baae
de F formée d'éleuents de F . uonirer que, dans le produzt tengoriel
" E@F , les 6lczents e i & by, foruent un sysitéme libre, et qu pour
tout z&E @F , il existe un €A tel gue gz eoit un;e‘ combinaison
linésire des'z 8, @& ‘b% ’, {remarguer que, pour tout cousls (A , ) ,
il existe une application bilinéaire T de ﬁﬂﬁﬁ’dams 1s A-wodpls K .
telle ng. f{ajhabﬁa}ae»k' (agff %,}au §our tout couple
(N, Whi#4d, u)). : '
b) En &édui;e que T ®F est un A-zodule r@;ulau?, et gu
morphe a2u A-rgdule @u;@ﬁ&?é bar les éléments x@y de l'espace vscto-

risl :%#@? sur K

=

lorsous x wmew@‘; E et y parcourt B . f%n ouire,

23

l'espace vectoriel sur X associd au A-module rérulioy EBEOBF esi

ent un élément vniié, ¥ son

N

11) soient A un an neal d'intéprité ey:

corps Ges fraciions, B un A“L‘;G{l&lfﬁ itsire. iLlensemble & des élénments

liés de % (c'est-éd-dire aya:a'? un apnulstevr non nul) est un sous-
snoduls de E , el E ;S esl un nodule regalia:e?. Hontrer gus 1'espacs
{

cbtenu par extension & K &gsg} de E?rmnam dfopéra-

§‘~5‘

:&daia E osl isomorphe & l'espace vectoriel sur k zss0cié

gs.-k-
i
o
B
L0
£ g
<
B

L300

5,872) au A-module régulier BfS (définir uue applical

£
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ol xei et yel , est une sous-alzdbre do BE @ F ; en ouire, 1!isomor-

phiene canonique de l'espace vecloriel 4 @8N saur l’eap&g@ vectoriel P
( ‘@1, per.5 de la prop.4) est aussi un i{somm"’}ghisme de llalgébre U ® N
gur lialgébré P ; le plus souvent, on identifie l'slsébre P & lfaludbre
| A & l'aide de cel isomorphisms. |

Bl B est sompe Cireclte de sous-algébre B) e P somme direcie de

sous-ulydbres L @ F est somue directe des soug-zl.6bres B, @F '

(avec Ia convention préeécenie). Plus purticulibrement ;
PHOPOS1 -isg_% gi 1'sledbre B est composée direste (ohep. I, £8,0°11)
des_sous-slpibres B {s <n), Mm@?@ ¥ comuosbe dirsete des sous-
glzébres Z%"é {4 :%jg:z 7. }_ﬂalgé%ré B @?"' gsl composée directe feg
J . ‘

seus-zlsdbres Ei@ P v o ’) -

11 suffit de pi:*mma; gue les E, & F. s'aonulent mutuelleuen
(@Ezapgz‘?«%ﬁgpm;*?} Loy, 51 z@Ei ;s X' € ﬁ,ﬂ, gé% ;Y & E’k on g
(z® ¥z @ 3 )=(xx! )@ (yy' )=0 =i (i,j)%{fﬂ k) puisgulaiors un des

produits xx', yy'! est nul.
gxenrles.~ 1. 81 B ot P sont doux espaces vectoriels de dimsnmgion finie

ac
sur un corps comsutalif K , 00 3 vu % ,prop.6) qufon peut ;i.f;i@m‘éﬁ; fiey

les struciures d'sspace veclorisl de @ﬁ,{%’ @F) ot ds / { ) B (F

) o e
GEen f Efw o w«f’éf‘ﬁ

PG R e LIS S 3 S e e Sii it o e Bl S S
dfordres respecliifs p et g g9y un corps commutalif B . eal isomorohe &
Posith: s e > s o e &
~ - - % s ; L e 8 38 S o x : wr o
1¥al-8bre des matrices carrdes d g;wmm pg sur B . :
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1. Soit_E.. unc algdbre sur K , ayant un élément unité ; l’amea;m%&n{ﬁ)
des matrices currées dlorire n sﬁr B est aussi une al'gébre sur K ﬁ'
montrons qu'elle ost isomorphe au produit tensoriel EQ®u (K) de E
par l’&}.gymore tdes matrices dlorirs o gur K . Bn sflel, on 460init w
repregenmtian ¢o l'algdhre B @»\E {K) dans M (E) en Prigant correspondre
& toul produit tensoriel t & X la *ﬁatrice *:;X-K‘b s bulsgue

m

(‘%)(tﬁy )=(£t! )(XX'). Pour voir gue cobte représentation est un

isomorphisme de E & (X) gur s& (E) ’ remargaons gue les nmatrices Eij
de la basc canonique de M, (X) fomant aussi la base csnomigue de i, {1’}}
(considéré comme k-module & droite oun 4 g@.mbe) dfautre pari, tout
¢lément de B ién(ﬁ} se met d'une seuls maniére sous la forme |
f tz;; :E.—‘é (éﬁ,cer;% de la prop.4), et il lui ecz’m&pm@' par la
;gﬁré tatwm mfcé@éci@ﬁ’éiéd ls watrice 2:,, tig%,»’ de B {W; , d'0h la

: @fg; - J

proposition.

= < S 3 & ‘ {s ] -s-a b’ ':'F“? 2
I1I. Scient § et T deux mopoides guelconques, E=K® / ot F=K'*/ les algé-
bres des monoides 8 et T rela;ivas au corps commutatif K (chap.IlI, &7,

n’:’%) ls produltl tens Qrml BE@ P de ces deux algébws o8t 18@&@3%&6

1 ébz'@ K(S‘X"’ du nmonoide produit (chap 1, «;4 n%) des monoides

v

2 et T . &n efmbg on définit mn mm@z'pmsw ds la structure Gfespace
vectorisl de B @F sur celle de K('S *1) on Takgant correspondre & chacun

des élcéments e, S e de B @F (qui forment une base de cei espace

vectoriel Jmms;u@ a ;g;w'emmwt 8 et v mmcwr t T) 1'6lénent \%53 ,@f} dge 1z
{'g.@ m‘} - 3 ‘5 » -
KD ; G'aprés 1a définition du produil tensoriel

~ i h L §
On définit de i

. e
velcongue ('sglgeny

PO

o

<)
S
Fod
N
@
O
b
&
By

b

iectsur

e

Ri2 {0 e S Ao
{9 ey by 15353 7Y%
ilisent e ,’ ’, e L | 132 i e




. 36 -
canonigues définis an §1,n97 ("associsbivits” da produit wangerxel}
sont encore des isomorxrphigmesn de structnres.d’alﬁébra lcrsque les Ei
sont des algebres. k
Bemargues.- i) ua netion4de produil tensoriel de deux alg}brea
. dépenc essentiallemont Gu corps c'ogérataurs‘commuh 4 ces deux
algébres, et ron seulemcni de leurs struciures d'spneau (sans
opérateur) ; =i on considére sur E {resp. ?) plusisurs BtruCuRrGP
dfaleibrs ayvint méze rueoar" c'annseu {sons @pé?at@ur} sous-
éiim Jjacente, les uroduitis u@ﬁgOfi@lSyEié%i@ correspondonis auront
des structures d’gunesu (sans opér aaear} fort différentes,
%Ear exeaple, soit € le corps des nonbres complexes ; si on ls

considére comae algébre par rapport & 1&iwﬂ§iﬂ@§ ie produit tenso-

e
£
&

riel C @ G est isomorphe & C ( é?,em‘. de 1la prop.3)
cgntrai:e? i on considére (& comme alzébre de rang 2 sur ls corps
R des nombres réels, (& a pour bass les deux nombres 1 ei i s done
ie yroéuit tensorisl € @ € est upe slgtbre de rang 4 sur R ,

st ne peut par suits éire iéamaryhe 8 G (a'a silleurs, si on prend
pour base de O ® € 1es elérents %{’% @11 D i) , %{*‘i Bi-i0i) ,

%{é @i+l E1), »}(Q@ioi &1), on vérifie sans peine que £ & @

ot 5 ; erid g :
est composée «:ii cte de deux corpe i=s somorphes 4 - ) e
2) Ta plupsri des définitions et propriétés pricédenies se pénéra-

lisent alpément ou cas ofh 11 sfagit 4

pala oo £ 4 54 7 : 3 : i Hoe AL B
GOis 36«_ atif avant vp élézent unilte : nous lelssons cetlie géndreli-
] '] : L5

”
o

Y 0 3P o 77 SRR v SR fhs = - e A o < ;T T P 1 g e % &
Sclent B el ¥ devz slgebres sur un @armg ayanl chacune un élénent

g

ité ; on peut alors (chap.iI, $7,n° ) identifier % & une sous-slzdbre




£
£
e
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de chacune des algdbros E ot F , 1'6léneat wmité e de K Gtant lément
unité commun de B ot F . L'6lénent o Pe est alors élénent unité de
E ®F , et on peut eussi identifier K avee 1a sous-aalgébre k(e @e)
de B ®F . avec ces conventions : ' - ‘ .
PBOPOSITIOH}.- $i, pour tout xEE (resp. ¥ eF) on pose ulx)= x @e

(resp. v(iy)=e®@y) , 1lapplication u (resp. ¥) est un isomorphisme de
1'algébre E (resp. F) sur une sous-ulsdbre de B @P ; les souc-sls2bres

u(i) et v(}?) de B @F possédent les oropridtis suivzmtes :

1° tout élénent de ul{E) est p_ermutable avec toul éle'zent de v(?) et
on g uf x)xf(y}«v(y)u(x)..x @7y ; , ' '
2° pour toute base (a ) de E par raggort 8 K, la famille (u(a, )) est

una base cie 1lsa sumcmm de module & pauche (ou de la structure de modula

& drcite) de l'anneau & G F psr rappori su sous-annesu V(F) :

3° w(B)nv(F)=k ,
Il est immédiat que u est une représentation de E dans 1'algdbre E @F ,

car (x®@e)k’ @c)=(2x') @e ; de méme v est une représentation de ¥ dans
E@F , ot comme x@y=(xde)(e@y)sleay)(z®e), tout élénent de u(E)
est permatable avee tout élément de v(F). 5i (a, Jost une base de 5
pgr rapport & K , on sait (% 1,cor. de la prop.4) que tout élément de
£ @ F sléorit d‘une seule manidre sous la forme 2, 8, @y, = %u(a }v(;&)“ ;

%

%;: v{,g }m a&;h donc les u(a, ) forment bien une base de T @F par
rapport & v(P) ; ils forment a fortiori’ une baso ac u{E) per ra@gam a

isomozphisnes.

v(Z)=X , ce nui montre en uéue tenpe gue v et v sont ci%
Tnfin, prenons dans E une pase dont ¢ est un éléam@;:stg et saiﬁ (p,) lé ,/
fanille des autres éléments de ceite base ; =i 3@3@@@3? pour x€E ,
y&¥F¥ , comnme ozs’g;am éf-:;rim XK= er% § % b ,one Se Set > %@ o=
= 8@y , ce qui, d'aprés le cex' 1 de la prop.4 du %?,‘ ent:mi ne

pour tout ﬂnfﬁ,m 1 , at achdve la démonstration.
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Cetle proposition permet‘d'iéentifier’l‘algébreis (resp. ) avec la
sous-als bbre w(E) (reep. v(F)) de E®P & 1'aids de 1'isomorphisme u
(rasp; v) ; le _;,roduit Lensoriel % @By o8t aiors identifié é,u rroduit
xy (=yx) dans i'al;_.,ébre 5&8F , ce gui 1emet dtélininer la notation
> 4 @y ; ep par r,lculier, sl F=K , le prodmL tensoriel E ® K est identi-
£i6 & B . 51 ¥ (resp. B) est ume sous-algdbre de B (resp. F), 1'algébre
M @N est ideutifiéé avec lafsguaéalgébre'd@ E?é??’ sngendrée par les
produits zy(;*x} guand % parcourl M el y parcourt 3 .

Réciproguenent, laﬁ@rap.ﬁ donne une g@@;@@é@&gg@iag des alpgtbres sur
K (ayant un ¢lément nnité) qui sont produits tensoriele de deux. algdhres
sur K ; de fagon précise ¢

[,
PROPOSITION 4.- Boit & poe algébre sur un corps eommutatif K | 2

o0
5

s

pn élément unité, ei possédant deux soug-slzébres E,F gvapt nfme élément

unité gus G, et telles gue

1© tout é&lépert de F goil rermuteble avec tout élément de P ;

20 *f@me ba,se de E par rapport & K %it une bage de & pour iz structure

de zodule a droite J@ ¢ par rappgrt i P,

Dans ces goncitions, il exi te ur isgmorphisme £ f de 1 alsébre E SE

A

sur J'siztbre 6 , tel gue F(x @y }mm pour tout x%xe€E et tout yé}?‘

#n effel, ‘(zsgf) —> %y esl uns a.:xp.s.w:zt n bilinéaire de B X F dans G ;
donc il existc bien une application lingeire f de B &F dans ¢ telle

o o - :
gue flx @ 3)=xy {%'éﬁn 2) ; £ esi une rer présentation de ES 7P @%m G,

ear (zyi='y! )=(xxt }{gy') , tout éléuent de B élant permuiable aves
tout élément de F . BEufin, si (a , ) est une base de E tout élément

z¢E OF sg'éerit dlune a.;ul@ ssniére z = % 2, @ % ; et on a

tlz)= > Jaﬁ‘ y, 5 eomie par h‘“’g}@%h&aﬁ (a» )} est uune bam de G par
5 h :
taF , L est un mgmwpmsme de B ®F sur G .,
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On notera Que, d'gprés lés prop.3 et 4 , les hypéthéaes de la prop.4
entrafnent ENF = K , ‘ o
COROLLALRE.- Soit G upe glgdbre sur K , syant un Slément unité. Solent

2yant gue G , et

z8ne élément unité

tout ent de E goit permutable svec tout lément do F ;

20 toute partie dg.E libre pour la struciure d'espace vectoriel de E

par rapport & K e¢st une partie libre de & pour la structure de module &

¢roite de G par rapvort & F .

Dzns ces aen@;tzaaa, g8l H est ls sous-algsbre de & eamvgdw par

- les iro@m s Xy , ok z parcourt B ¥ pere gourt P , B est iscmorphe au
produit tensoriel EBF ., ' -

il suffit d'appliquer & B la prop.4, puisgue touie base de B par
rapporit & K cst un systéme libre dans B pour la structure de P-module

& droite de B , et d'autre part engendre le F-moddle H d'aprés ls défini-

tion de ce derpisr.

Lorsgue les swsua}.gébms Eet P aema glpgébre & sstisfont anx condi-

V2

tions du corollairs z,mcéaem, on dit qu'selles sont linédsirenmsnt

uésgaz,nwu Cans G .,
E}f;mmmm du corpe d'opéra &u%*mm al;zé‘ismp _
LppoBsons que 168 alzebres & TisTBESe00 sux néumes hypothéses que

dans la prop.2, aais gulen oulre E soit une algébre conmutative sur X 3
lorsqulor identifis E ot F & des sous- algébres de E@F (%), E appar-
tient alors au centre de E® F ; en effet, comme B @F ost engendrée |
par les pz roduits zy , ¢ ZCEE et yeF , 11 suffit de montrer que tout
zc E o8l fgarfmta@fiea avec un tel produit ; mais on o '
'z{.};;r}mmyxmymxyzz(xy)z puisque E est comnutative et cue tout &lénent

de E est joerautable avec tout élément de 7 .
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L
11 en résulte quse E & F peut étre conmméréa comme une g,ébre par

rapport au sous-snneau & de son cenlre ; on sotera FE 1'algébre par

repport & B ainsi définie, et on aure soin de ne ms la confondre aveg

1talgébre B @ F par ravport & K . 8i (a, ) est une base de F par rapport

-

4 K , il résulie de la prop.2 gue (a js.) est une base de P, par rapport

4 B ; on dit encore gus 1l'algdbre F}E‘« résulie de l'sxlensicn & B dv

corps d’e?émmgm de l'algebre F

Pxercices.- 4) sSoient B et F deux algébraﬁ sur un annsau gcomnutatif

o E?i ; —’fg

A ayanl un élément unité. 8i o est un idésl & geuche de B , U un
idéal & gauche de F , le sous-groupe additif de l'algébze ESF ,

angafnézré' par les pro oduits t@naaz‘m?s x®y , ok x rarcourt O et ¥

pamouﬁt 'g"f,’ ezt nn idésl & gsauche de £ OF . ‘»i oL est vn idéal
_bilatdre de E , & un idéal bilatére de F , le produit temsoriel
(8/ oL ) @(F/ﬂé“ des algdbres quotients B/ et ﬁ/’%’j est
isomorphe & llalgdbre guotient (B E"*f{’%%%' “gﬁé} oh 4‘??} {resp.

f@f egt 17idéal bilaﬁém aﬁgenfiz*é par leg produvits = @gf ; OB %

o

J.gcmrt ¢ (resp. B), et y pareourt F (resp. %’f}? :

s

2} S0it G uue algéhbre sur un corps B , aysnt un élément unit

-

31l ﬁmata dans & d@ax sous- alg_:sms E et F ayanl oéne 4lément

unité que G , telles gue tout élément de B soil per rmutable avec toub

i

élément de F , el gue G so0it engendrdé par llensemble des produits zy,
of x yammx‘t Eetb y pa.m@um P, mmww que & est isgsomorphe &4 une

alzébre quotient du produit tensoriel E®T .

3.} Soient B et F deux algbbres sur un corps K , aysnt chscune un
61ément unité ; 8i C est le ﬁﬁﬁt""” de l'algébre E , monirer que 1z

sous-glgébre de % & F formée des éléments perrutables avec tous
les éléments de E esi id anqu}.e 4 CBF ; ei D est le contre de ¥ ,

Paset
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T
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A

4) Soient E1,E o F ,?é quatre algéﬁres sur un anmeau A , 5i u est

une repréecutation ds B, dans E.

4 5 2 ¥ une représentation de F, dans

1

baf

2’
B, @F, dans lialglbre 3 3?
@ 3. Algdbre extérieurs.

ymétrigues.
volt E un ensemble @uelccnque non vide, n un entier ?i) ltengenble

1. Fonctions symétrigues ef fonctions antis

B” esl iden z..iqu.a & 1l'ensemble des applications de ltintervalle I= f 1 gz’%
ge oy 3 el b S BP0 < 3% 3 g 1n 7~ v = G”
de /#/ dans E ; conformément aux Géfinitions géuérasles (chap.l, 27,0 32),

& toule perzutastion o & E® , et fait correspondre & tout &lément

}%3{2*) ‘ da B 1ltélénment (K ) =81 on déﬁi me cst élément
4 < 8 =% 3‘ &
+°1%ign g’ {1

ble munl du groups 4'opérateurs

&
o Rt

..

par ax ﬁwgem‘bl@ E® est un eﬁg@

{gm » pour la loi externe (o, &) —» 0% (chap.I,d 7,0%2) ; ot si fq'
= . : b4 . -
désigne le permutation X — 6x de B , 1%application ¢ —» £_est

a
une z*ezzz*éﬁ@atatim du groupe @f dens 3.@ groups des permutations de Ens,

représentation qui est a*a&ll@m’a 1 ?a@r z}rp?igm@ lorsgue E posséde

pius diun élén
- : | i .
So0it maintenant F un second engemble cuelcongus, et G=F~ 1lensemble
e o - . . s =
des zpplications de E dens F ; pour touls yerm atation g € {_‘%?
l?gxiﬁgai@a de ¢ & & est cotie fols la permutation gui fait o *ﬁf?@%@QﬁL?Q
»—yn : = % “’(é
4 toute application £ de B dans P llapplicetion X-——>#£(c”’'x) (chep.I
$7,8°2) : 51 on la désigne par of , on a done identi quenent
o - i 5
Gf'&g g g's 2 d§1 ‘“’*féfﬁf £ A% .3‘5? t.'am‘x SN
S a)” w13 olo) 7 o(n) . .
L'ensemble G est encore un ensemble gupd du groupe dloperateurs &,

2 &2 2 &) 5 o S LY L T v oan e TR
des permutations & , oL un isonmorphisme lorscus B

le produit te‘xsomel 2 ®v est une raprezsentat ion de l'algébre

.
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Une applicatio#“t de E® dans P sera dite gxgétrigug sl of=f pour

toute pérmutation o ,ﬂautremeht dait, =i on a identiguement
£(xq0%p50 0 9%, )=0(x (1),xh(a),...,zq(n))

8i P est nuni d'une struciurs de groupe abélien additif, una a@p?lea~
tion £ de EX cans F sera dite untisyméirigue =i 'cfas f»gour toute
perm&batian e} é.@; (6 dész,nant la s ;ggatu de lag permutation ¢
(chap 1,87, 24, sutremont dit, =1 on a identiquement

f{ygii),x ,2),.e.x G )) =g f(x ?“’xn)

gu'une applicuation f’gﬁ,ﬁﬁ dans F goit symétricue

{resp. amtiggmetrigua 51 P est un groupe absélien additif), il faut st
il suffit gus pour toute tramsposition ésfg {ah@p 3. %;sﬁjﬁ}g on
ait 7Tf=%f éx%sne € i=-F) .

ST

P - o e Rk 5 & f’ﬂ} = oy 5 Doy a i e
Le condit est évidenment néucssaire. Elle est suffisspnie, en ralsom

du falt gue touie pexmuiasition o ds (%23 ost un produit de tramsposiltions,

et que lizpplication ¢ 2 £,

73

est une représentstion ds 'é§ - puy 1o
groupe auliiplicatif 395 +?3

4Bera@ga~noag ma”ﬁyea@a aa cas oh B et ¥ sont deux mcéﬁ g unitalres

sur un annesu commutatif &.ayanu un élément mnité. Alors, pour toute

application p-linéaire ¥ de 5 dang F , et touts permutatien g € Q@gﬁ

aim ' - < 2}
il sest i%médxat que ¢f est cncore une aggliaatzgn Beiiﬁam&?@ de E

; : :
dzns F ; aulrement dit, le sous-enpezbls %fﬁ ,F} de G fﬁﬁmélﬁﬁﬁ

= e RS E T 2E s B e 3 2 G S
wilicaticons n-iinédaivss de E“ denz B egt invariant pour tous les
&= s 3’ Pereoa L R AR A St SO 5

{ %} woir chap.l, &7,exerc.7a). Si D est le nembrs d'éléments de I gui
ne sont pug invariunts par ¢ , ‘ls proposition @sﬁ évidente si p=2 ,
. ear o st alors une transpositicn. Bupposons la démonirée pouvr p <€ m
at démontronse-la pour p=m ; zolt Hole partic de 1 formée dep éléments
de I nor 4 ts par ¢ ; 81 41éH , j=o(i) sppartient & H ; soit
ls tremsposition telle gue 7(i)=j ;. T(3)=1 ; la permutation o7
laisse invariants les indices n'apparicnent pas & B , et en ontre
1%ipdice J , donc eile o8t un produit de trapspositione, et il sn est
pay d&m ¢ de méue de ¢ .
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ies opera‘seurs du grgupa ("; ; de plus, l'applinamon ? 5 gf est

un automorphisme de la stmcbure de A-module de a@ (En F) Par suite,

1'ensemble des applzcatmns n-linésire smctriggg {resp. antlsméw

trigues) de g dans F est un gous -module de V{J (En ) .
i E admet une base (a J\.) A ei. , on pait (§ 1,n%) qu'une application

n-linéairc f de E® dans P est déterminée par les valeurs des 6léments

b L i =f(a$1,ai‘a_2,..,a ) pour toutes les suites distinctes
n hoy : _
(jk,,s }é 1, 96 p 6lénents de L . Pour toute permutation o & gz“- . on a
d T 535 ' %

§oo ﬁa‘k )"’-‘»'f(@,jg’

. e ) ; en perticulier, pour
' iy (1) Aa(2)’ P hy(ny :

.,z@

que f soit symélrique (resp. antisyméirigue), il faut et il suffit

gulon ait

b ) e

A@'i‘ﬂ.}!%ﬁ{g}’ e-i‘§>~ {a}? }'? J‘?&* ?o&’
(resp. by je& A € j )

j& } jﬁga} g ~)‘x 243 ﬂ

pour toule suite

2. Fonctions multilg.g;é.zr gs _alterndes.

i)
e

80it £ ume ap El? cation z:aslmaazre aantis mé%x*ig“a de ?3 dans

suppesone gue, dans 3;;’; s iz relation 2y=U0 entraine y=0 {cec gui sera le

i
B

cas lorsque E et F soni des pspages veetorisls sur un gorpe K de

garsciéristique f&z"‘. Dene ces conditions, on a identiquensni

£(x, ,%5,..,%,)20 pour tout X% =(x;) ayant deux coordonns es eeles.

£n effet, pour un tel ¥ , il exisite une iransposil tion T telile gue

& e F=3 754 y i Tosiy = e o
ce gui entraine F£(X )=0 d'aprés l'hyrotadse sur B .

hio}

(4 g A s 4 B~ < & Pt g ©

ipversenment, sujposons gue ¥ soit 1 appiiecsiion n-linéeizre ds %

= % 3 o 90 =l hs & 2 Lo o
dans F , tells gue £ x )=0 pour tout X =(x, ) ayant deux coordonnéec

& ¢

& =3 £ T e L s w5 2 R S SRl e e
€848 ; aAL0OYS (Sals sucuns hypothese sur §) , T est spiisynétricus

s W TR o A
en effet, on a ldentigueusnt




4 .
(1) \f(x1’°"xi«i’xi+xj’xi+1"”Xj_é;Xi+xjﬁxj+?$’°”’xu)“@ .
pour tout couple dl'indices (i,j) tel que 1< J ; si T est la trans-
position qui échange i et j , on voit aussitBt que la relation (1)
quivaut & ¥ f=-f ; donc (prop.1) £ est antisymétrigue.
DEFINITION 1;« un dit gu'une epplicaticn n-iinéaire f de E° dans ¥
est pltemée sl £(x ,..,% )=0 pour tout X =(x JeE syant doux
lea. = :

11 est clair que les applieations n-iinéaires alternées de B daas
F forment un sous-module de =ﬁfnﬁﬁﬁgg} :
Hous venons de ddmonirer qus : '

PROPOSITICN 2.- Toute fonclicp p-lindaire sliernds est anlisvadirigue.

Inversement, si, dans ls moduyle 7

toute spplication n-lindeire antisymé

5 4= o g g % o e >
83 E sdmet une base (2, ), pour gue
A
o e = £ B i
suffit que les &léuents b, 5
w,% laimdf 8
G
= 5 s 5 .
oient

Benargue.- Lorsquion pe suppose

f ® , une spplication antisyméirigue
Soumey.

% A T e 5 P S Pt 52 s SR R e S S
sairensnt alternée. Par exenmple, si K est un corps de carpctérisz-

non nulls

w
i
B

2
5 Sy N RO 7 o
Ie o0us. CCnoue 4@ 5 oD
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% @o_.ﬁf de E® dans F . 5i B admet une basge €aA) et si on pose
‘e,

' bj“ij“ - -.f{ad\_ ,aj_,),.,,a‘,\_ ) 1’an‘bisy'wtrlsée a,f de f esl déterminée

par les elementa

&f(%\_ 5;1‘& ""’a;k )E cg:@m 3‘*‘0‘(1) ﬂsa)."’l (2)

PBOPOSITIOI\I o= L’antig Eétriaée d'une apvlicstion n-lixxéai re guel-
congue de E" dans F est sltornée (done antisymétrigue). Iuversement,

21 E gdmet une base, Loute epplication n-linéaire alternée de B~ dans

¥ est égale & l'antisy application n-lindaire.

néiricés d'une

En effel, considérons le sous-groupe d'az'dre' 2 de @n formé de la
permutation identigue el d'ume iransposition T ; il existie %i permnn=
taticps distinctes cfk de @; tellas que @ s0it formée deg n!
yamatatimaak et ‘Zf‘gk ; pour une applmation n-1inésire quelgcongue £

23

de & dans F , posocns ffaak“gk" pour tout indice k ; on gam éerire
afr(x }:%(fk{%)afk(@;z }) d'oh & ( A)=0 8Ll X=72x , ce gui
montre que &I est alternée. '

Inversement, supposons gue E admeits vne base (a _A) Pour toute suite

() 3/ de B indices distinots et tout sléuent be? , déss,g,nana par

gj‘.ﬁ .;.L Aﬁﬁb i’&‘gplie&z,iaﬂ n-alizzéalre alwx'nee de EB daps F déTinie

par las ﬁﬁﬁﬁlii@uﬁ 8L A ] = e b pour

& = ( #a o v @ g
27 Hn e ﬁiz ‘A’G(H" 3‘0‘(;’11 .
ite nermutati 2 C i+sB =0 our ue
toute permutation o y Qj& "“é"wu ?,H %, . %ﬂ) P out
suite ( £, ) de n indices pe se déuuissnt pas de la snits {«/’& } nar une

rermutatior de & 11l e#si clair cue toute appliaati@a ﬁa},:s,nea}_r&

ﬁ.
-0 - ; \
zlternce g Ge B duns F esi unc goubipsison linémire des DBl 4 i B
/ Ty o g S

3

est l'antisynéirigée de l?agglmauim nelinéaire f

v
2 %

i s S S ] ¥ : 5 : Rt P 2, s
ﬁa“ﬁ' AL © ‘(}’ “:zf ﬂ'*'a\ig-f?}i ﬁag 59 c&/é ,3‘;:@ & @‘2& f{%ﬁ» gy 8 }m{,‘? ﬁ@&r f.&@ 305

Ly 8 T, dta # gfu }2}&; i
3 T RES ;

= [ S L ré 1 s R A omge R

(¢ ) de n ir dices distincte de (4 .) ; uil dézontre la

oo
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L . e
@E est 'ag_qi du @onge d'ogérataurg (; (cha.p 1,8 7,11 ©2) pour la loi
exlerne (o,3) -, 0% ; pour tout.e application linésive g de @E dens F ,

on a slors ‘ . :
- {2)  agls) = glo”ts) .
cet Le relaﬂon esl bien conforre i la méthode ggénérale at extensmn
un g,rou;,e de transformations & un ensemble d' applioations
: (chap.!, §7 0 )) on pout dlailleurs retmm, 1z définition de
ltapplication s —poz par celie méthode énémle, en partunt
dé_ la définition de és‘_ comme cpsemble quotient de A(En )
{ $1,0%2) ; nous laissons an lecteur le soin de fairs cette
vérification. G .
un dit encore qutun tenseur s € éz est symétrigue (resp. antigymétri-
gug) si, pour tout o e "G'n , On & oz=z (resp. trgcea_z). On appelle

5 9% ;
il est immédiat d' apris (2) gue, pour touta application linézire g de
,@E d:ans un module ¥ , on &

{3) &e(z) = gl&s) . ,

Hemarques. - 1) wn vérifie imméciatement que 1'application z —3 oz
' el un auLoaogghisy de la structura d'ggnggg tgnsorie { §1,n )
de @Jb : :

2) L'antisyaéirisé dfun tensexizf z est "ani;ieymétr:l@iie, ngis un

antia;gmétr:}.sé d'un tengeur z ; €t on nbté é 2z le tenseur % g

. tersour antisymétrique n'est pas nécesssirement antisynétrisé

dtun aubre };engeur ; il en est a'msigtogzt_efois loragque, dans £ |
. 1'éguation nix=a admet une solubion et uae aéulé_pour tout as® .
~ En effet, si z est un tensew.; ’antisymétrique; on & ‘&zvzzﬁz ;.

si 2’ est le tensaux' défmi par nizl=z , on eurs nt(4.z')= @znﬁw .

, dﬁﬂ@ Z= &pz‘ \




Pour gu'une application n-linéairc £ de i dms P soit altéx;néa il faut
et i1 guffit que llapplication linéaire correspondanie T de @ E dans

F s'annule pour tous los tenseurs d&eom;caables ,x1@z.2®..; @xn , oh

deux des x, sont épsux. Comme 'f est linéaire, eile s'annule avssi daps

_ 7 :
le gous-module Gn( BE) (ou simplenent 'G'n) de @ & engendrs par ces
tenseurs ; domc (echap.II, §2 ,»Apop.1), elle est de la forme go 2

oh »ﬂz est 1'application canonique de é E sur le module ?;uotient
: - :

5
D E/Gﬁ , et £ une application lindaire de & E/Gn dans P . (n voit

donc que toute application multilindaire aliernés de E- dans P peut

s'éerire d'une seule maniére sous la formes _
3 o : b8 & %
{K?;Xg’wsvﬁxﬁ)“’;ﬁg(%‘(;g? @4&2® t.&@xa)jé
DEFINITION 2.- un appelle puissance antisyméirigue p-&mé du meduls B

e

A ;
et op note A B le module guotient @Eﬁ@g , muni de la strucpure

SRR

définie par llapplication (x,,; - ,xﬁ} — »*\g/{z,é@zf.g@ 0. 0 x?} : les
e ; ' : ot

»

6lénents de [\ E sont appelés n-vecteurs sur B . Tout m-vecteur de 1

forme f\g {x,% e %, @... @Xﬁ} est arppelé n-vectenr déeonposszbls st

vncté Az, A... A %, -

La définition précédente n'a de sens que pour za;?; 2 ; par gonvention,

ks &
2 5 A
ie moduls B s¢ note A E et l'amnesn d'opératenrs 4 se nots A B ;

o

= & pne 4 i P A %5 o ¥y T ¥ £ - e A S s 2o A
un 1-vecisur est donc un 6lément de E , un O-vecleur up 2lément ds 4 .

: an e s s e ey
e COCORIOBBOLES , DRISTUS

o) < S Pl s 2 3 iy .
PGut D-Ye0Lauy sLBT I g8l BOHAe G n=-VYectisy (5
T x
2 i 7S wm 5 2 4
- ; ™ 40 = = 5 FLTA T % -
vout clénent de W eSSl B0NNe (o LensScUrs GLLORDossilins.,
7 A A e 3 i 4 = : : i
Dtapres la définition de %;E , toul n-vecieur déconpossble
3 : .
(R 4 = Zis NG SR 4 2 ac e
x Ax. h... Az , dans lequel deux dee éléments x. sont &zanz, est nul.
(L 3 % vy i, SRS & o,
{ < : i
<
), g A 3 b Gl pos CIA - oy a7y 3 3 ey
B QUuLTe, DOUE TOULS o J‘gyliﬂgwiézﬂ lineauire £ ag 5 ceng ¥
/! 2 “
RS TP IS IS T Ty ;‘fa 2EYVEY “;*“” 52y h G P Tt S s 5% e Wi = oy T 2w 20 35: ﬁm» .’:E ¥iex ?s"‘
SiERar A .;;"_‘,;r‘uJ:z batd s Gn RAAIC  TRAiA LA0aLion N=11lBeslTe aliernee g 2 Sarniiim L o
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on & ideﬂtiquexent g(e .az)as .ag(z)ag(z} ; dene g(zmw ,az)ma '
.comme 1?appllcation canonique ”f de §9 E pur /K B carreqﬂcnd 8 une
appiication nallnaairofalﬁarnee, on a z-sgeczeéﬁh ; ¢lest-i-dive,
pour toute permutation o€ & ‘

’(44)' ' xq(‘;)!\xg(‘g}ﬁg A= )maxf&:»: é\.uf\x .

Pour définir une appliéatiga linéuire de A E daps un moduls F ,

o{n

il guffit de se dﬁaa@r une anp¢lsaflcn {x?,..gx ;wéaé,x,gy@,.a.xﬁé

e B” dans F , ol de verif er gue cetie ﬁgnge&tian est multili-

péaire sliernds pour 8tre assuré gulil existe vne ap piication
Yo
linédzire et une seule f de f% E dans F telle gus
» A e S 2 : e = :
£z hz !3,;,,g$ }zé(y %, 0%, ) ldentiq juement, Bn particulier,

{
2 n
il est inutile do var;ié gue lz reisticn

1
e

"%. A -'%5 fi a’i e i N £ % 7 %
P8 ‘%"“? 8 3 v8 b E =% i 3‘»30 7 @3’3‘@?&1@?} «.’sgé{: 2 & :3: :gge.??‘~k? z i s
ﬁgi 2 % $ 7 ef‘? iy::e’- -\yﬁ. = & # # ﬁj wﬁvﬂ;; 9@;@}
6. Ponseurs antipynéirisés et n-veclours.
2
Sous venons de VOir g ueaaz appiicatior n-linésires albernces ¥ de B

gui s'anogulent dans le gevammuﬁale G . cherchons de méne 4 guellss
-5 5 5.

. feaip e o = o~ % o e -
antisyréirisées £ . 51 f= &g ,ona f=4g , diod pour tout itenseur
£ E
< ot Wi oD, % - < e 2 e
= 3 7 2 £ e e < 4
2 ¢« DE , Tlz)=gla g} dlaprés (3) ; aulremat dit, T est la composée
=

REG S T P s A e a e

g'une applics h¢§§ linésire guelcongus g eh de llapplication g — 2.3
i R

i 7N e z " iy 3 % ATa 7F e S &

de O E sur le sous-zmodule B de (0 E formé des temseurs anti-
e : e /
-

S W s %3 5 7% o £ 58 ¢ il PR pr e S
Byuétrises. Soit B le pous-module de > B formé des tenssurs z doad
%32 e Jg 2, 2 4 3 X = St £Z 2o &y s
1fantisyuétrisé d.z est pul ; le sous-module B esl izcmoIphe &b

wezm - 5
A, Eol
- 5o T (\7’?}3 Wi‘ﬁ' = ) o - -2 i i G 3 % B
module guctient B/ ; de Tagon proclies, 'applieation 4
i 7
e

1 Rl e ] SRS e wabr A g s e e e P
biunivogue aﬁ&& cide & liapplication 7z —» A 2z est up isomorvbisue
_ e s , -

-

STy 4
7 £ Fap TR 2T 5% e ey % 2 o3 5 2a i o
de Uy B/B euzr B . On Dsul done cire fonec




qui correspondent aux applications antigyaétrisées T sont celles qui

slannulent dang H (chap.11, §2,prop. 5

Comre Loute arplication n-lindaire antisymoirisée esi alternée (prop.3),
on a Gnc 'Hn . 51 oh ontre E acmot une base, la prop.3 montre gue
G ==H ; dong : "
PROPG%I"‘ION 4.- 8i B egt un module ac:’zagtant une base, 1?ap§>lication
lin¢aire biunivogue associée 4 1'sy)licalion z-.., & 2 de é E sur
ls sous-nodule Sn des tenscurs antis;{;nétrj:_sa_i_g, est un isomorphisme du
module A B sur s,

Cet isozorphisae et son iﬁozagrphis_me réciproqm’ soﬁ‘t dite caponic ugg s
on identifie souvent ; au mofyen de ces ilsomerphismes, un n-vectour el
le tenseur anlisyzétrisé qui lui correspond.
Henargue¢.- La prop.4 est encore exacte lorsgus E nladmet pas de
bage, mais sst el cue l'éguslion nlz=a ail uns ::s::l&u ion et une

soule pour toute a€FE , car lfigprlication
o}

(3{,2 r ’X’n) —> X, /\? N.. [\x est alors antisyzétrisde (n 3)
(cf. oxerc.4) .
7. Base d'une puigsance anlisyiéiricue.
Pans le te de ce chapitre, nous adoplerous la convention suivanis |
8tent dornés ure suite finie (x. ) dtéléments dlun A ule upitairs
‘ i°1<i¢n
E , pour boute psrile B ds p élémentis de 1l'intervalle ?‘ega} de N
nous désignerons pav :«;E le p-vegteur x; Az 1 Ax,  ob
: 1 2 P
(4,), .. , =eal 1s suilo siriclement croisssaie des p éléments de H .
LR AP
oy o ? -

Cetie definition nlest valibie gue pour ’r:.»Zy € ; par convention,

N

L e i Sl S
pvour une partie H= 11¢ rédulte & us élénent, nous POSRIODS

o ;
wpl SR 12 partie vide gﬁ' 7 ff“ﬁ > 4 { 27 Zonen A3 %5
ﬁ.z%m;{. ; 8% pouy 4 Deloie Vil ,,} Re gt /}; 3 ».x.f{) 56 Lelailent BRlte
2 :2. 2 @ L3 d 1,}
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PROPOQ:[TION 5.- B0oit B un module admeitani une base iime (e ) 151 ¢n >
8 pga le zodule ﬁE admet pour base lz famille (a’ ) ob H Qarcourt
l’engemble des (n) parties de p éléuecrtis de {1 ,n} s si p>n , le modu-
A E est re&ult 82 .0,

Haisonnons dans le soas-module Sp deas tonseurs antisymétrisés, gui est

s;..,

alors isomorphe & f& E (prop.4). _Lorsgue (i ) k)1 ¢kep pdrcoum 1'ensemble

de toutes les suites de 1 élénents ds f't n} , on =i ( 1,00r.2de 1

\ﬁfi

prop.4), que les itonssurs 8, @ei ®...0e; Tforment ume base de @ B
Ig 5

on en cemolut aussitt qw, lorse csae (ik'} rar%cﬁrt ltensenble des guiltes

.8t mtmentcrem jantes ds p &léments ds E@ n j 1ss antisynét Séﬁ

des tenssurs e @ i“ forment un sysiéne libre dans JP ; en outrs,
£es tsn@éurs a.xtz.sg a‘é rc; gnrendrent f__“ép , ¢ar pour toule pemnutation
g e {ép , 1'amtisynétrisdé de 86613{ : B... ®§i§,f ) e2t le méme gue
celul _;7,3_? e, ®...%e, , et diautre ;é«mi pour %émte suite {ik; ayant

- e 5 : S O/ s
deux éléments égaux, l‘fm’%;mgmé‘tmaa de ‘e, @...0e, est nul (n6)
52 : i S
Comme 3;*;&_, eg cozms;&anﬁaﬁtg par l'isomorphieme cazponigue, aux antisymé-

trisés des tenseurs e, .. - Be; - pour toutes les suites strictement
croissantes (i } s la premisre partia de la pmposltwn est dénonirée.
La s@nw@.@ re@u.lt:e de ¢ gus, i D ;n i1 n*y g aucuns suite siricte-

m&ﬁt sgunte de D 4léments de E’% gm;

P /
COROLLAIRE 1, - Si E admet vne base de 1 ﬁlémemsq les modules AE et
W :
A B sont isomorphes mm} 0Lpgn .

En particuller, E admet une base formée du seul élénment s 5 A &, Nooo ﬁ'@m’-

i

COROLLAIRE 2.- 81 E admel une base de n Sléments, toule gutre base de B

egt finie el adumel n éiéments.

fn effet, n est le plus zrand des wti ers p itels gue i Z pe soit g:aag:é,
réduit & 0 , done B ne psut admettre de bsse finie ayant un nombre
d!éléments fn D'autre part, le raisonnement de la prop. 5 prouve gue,
' finie, aucun des modules ,% B niest réduil & 0 .

2

Y
“‘Na

si B admei une basze in
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5 . Puissences antisymétiricues d'une application linéaire.

#oit u upe application linéaire d’un A-module B dens un A«module P
soit v l'applicatxon lindaire de @ E dans é? : produit tensoriel
de p aﬁplwations linéaires identiques auw . Si G (E) (rasp. G (F)) est
le scus-module ds é B (resp. @F) engendré par lea produits tenscriels
ge P vecteurs dont deux au zoins sont égaux, il est clair que
u (G (E)) co (F) ; par W (ns. R, §5,2%8) , on dédui't
don.c ds u, use appliestion linéaire do Ae= & E/6_(E) dans

j‘,ﬁ F= @ E‘/ G (E) , quton apnalle puissance anbisyméirigue n-éme de
lgappliaamm u , et qu'on note A o . Diaprés cette dé&finition, on s

done idezzz:};z:s ag;eme@t

(5) fiu{x fax. f‘z.g}gﬁ )x&(x }f\uaxé%,w,@f%&{ )

$0it ¢ un trolsidéme .é’%ﬂzzodale, v une application linésire de F dasns G .
11 résulte anssitbt de §) qu?m a -

L

(6] R vorahv3e () i . -

81 u est une amz::i-.eé.tion de B sur ¥ , 7@ v est uvne spplication de f% B
sur ﬁ F;=in zst un isgméghiam de Bgur F , f\ B ezt un isomorphbisme
de AEB sur AF. o -

Par contre, el u est un is mrgﬁﬁ.ma éi E dans F , A u nfest pas

£

(. nécessairement un iscmerphisnme de ,%% z:; dang . P (exerc.5) . Touitefois

' g s B s s A A o : Y
ge Fdoans B , /AT egl Ji 58000TDALENe 06 [} # dang [N E .

Z 5,
F A i [, ESr i % ) ST L 24 ] e et 7% %
Gela Tésulte zussiiti ds la for: vdu;au des Daces 48 f"% B et A F

- x - R i 2 < 3 5 "
& pariir des Dzees (8. e ¢
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o

)

wemumr par 1'applice ation la puissance aolisyndéiricue /\ﬁ avec

le sous-module AL( A F) de
eont p 6léments cueleoongues de 7 , on peub identifier le p-vecheur

Xy A’xa A. i\x , oh les x5 sont congidérés comue a anrtemt g F , avec

le p-vecteur X'E /\xz A.. Axi) ot les xi sont conaideres comme angartenant

8 B

; en d'autres terzes, si x; (1$igp)

9
As

On sourra en particulier toujours faire cette identification
quand ¥ est un espace vectoriel de dimension finie et F um sous-
gspace vectoriel guelcongus de E .

9. Produit ex turleuz dlun p-vecteur et dfun ﬂ-vecteur.

Etani donné deux puissances tensorielles @ F P éL de E z considé-
_rons llspplication (z,z')->zz! de ( B) x( @E) dans @ B (%”ﬁ

n°11). Avec les motations précédentes (n°5), il est elair gue s

P == y & ! ==
tions z, ng {n0d. C 3, z) %,zé {mog. Gq) sntrafuent z2! = 2,2}
(pod. G . On peut donc déduire d.e lfapplication (z,5%) ~»zz! une
p+q P 1 pe

application de ( A E)x( ;' B) dang A E par passege aux guotientis
(Ens.H, 2 5,n°8) pour z ot z' . 3i u est up p-vecteur guelcongue, Vv un

q»va@ueur quelcongue, lz valeur de cette applicalion pour ls couple (u,v)

ost un (ptg)-wecteur noté uw A v , qui esl appelé le produit extérieur

de u et de v .
On étond celite définition au cas of p=0 (resp. g=u) en convensni
cue le produit extérieur a Av d'un scalaire a et d'un g-vecteur v

{resp. le ;::mciz}.it «téricur u *a d'un p-vecteur u et d'un scaslaire

2845

& ay [(resp. ou).

foud

&
At
@
0
L
S{}\
UR

de

Par passsge aux guotients, on voitl gue l‘fapplicatian (u v) —2ufhv est

bilinéapire ; aut trement dit, si v, ,u, soent deux p-vecteurs quelconguss,
&

v, deux g-vecteurs guslecongues, oB a




[N
) X
£

o
et, pour tout sceluire o ; ‘
(8) (a7 = u'i\(&v)za(uf\v)

51 u=x, Ax A ./\x et v=y, A Yo A : Ay sont décomposables, il en
est de méme de u Av qul, dfaprés la uufmition, est égal & |

1Ax2A...A l\w1/\y2/\'.../\y

On deuun de la, et de 1as relation (4), 1la valeur du (p+q)-veeteur
vhu en fouction de ulv :
(9) vhu =(-1) "% Av

En effet, si o est la permutlation de (i,?&q} telle gqus -a(i):;:c%-i pour

1igp et G(l)—-iﬂp pour priSigptg , on a acz(-i)Pq , cear gom‘ |
tout couple (i,s} tel que 1i<j , la différence 6{j)-o(i) ne peut &ire
<0 que s1 1<% igp et pr1LJg {ptq ; dfok la forzule (5) lorsque u ot Vv
sont déconposables, et la relsiion (7) pernet d'élendre cette relation
au cas o 1u et v sont guelconqgues.

Enfin, si u esi un p-vecieur qﬁelcenque ; ¥ un g=vecteur gueloomgu.e,
W oun févecteur jucleconque, on a |
(10) (uAv)Aw = u Alv Aw)
comne on le vclt aussitlt par psssage aux guo Lisﬁts & ;pértir de 1a
relation analogue pour le produit des tenseurs. La vé;laupcarrzsauﬁe deg
deux mesbres de (10) se zia?;e sussi uhviw .

%

10, Alsébre extéricure.

7= 4,%,

Désignons par AE le module somme directe de tous les modules f‘t E
non nuls pour n»0 . La céfinition du produit extérigur pemet de
géliuvir sur- ,ﬁ E une muecwe d'alcébre par rarport & A . En effet

out éldénert z&fa Er se met dfune seule :aame?zm sous 1z forme g= 2 'z
ol z_ est un p-vectenr (nul sauf vour uu nombre fz,m. G'indices) .

i T n g Ao e A <= :
3i z'= 2, 7' est un second &lément de I\ E , on pose z Az'= 3z A 2!
o , » 17,7 ;
F .




o

A
%

A,
fhe

D'aprés (7), la zultiplication alnsi définie dans AE ecst doublement
distributive par rapport & l'adution ; elle est associative, en veriu {
de la relation (10), qui s'étend & des éléuents guelcongues de N E

par la distribulivits ; enfin, d'aprés (8), on s a(zAz')=(az) A 2z'=z A (az!

pour tout scé.laire @ , done A B est bion une algébre sur A , qu'on

nomne alsébre extéricure sur le modnle E ., Elle admet comme élément unité

1'6lément unité € de A , ot esl non commutative en général, d'aprés (9)
en vertu de l'assoclativité de la nultiiplication, un p-vecteur décompo-
sabls = AXZA . Axp n'est sutre gque le co mposé (pour la sultiplication

dans N\ E) de la séquence (x,) d'éléments de E , ce qui justifie

1€1¢p
la notaticn cwmmn ad@ptée pour le produit sxtérieur st les; p-vecteurs
décomposables, ot montre en méme temps que l'ensemble A UJUE est un

/stéme de sépérateurs de J\ B

31 B acmet une base finie (e, ) , A B admet une bage formée

?<2\n
des 2° @lementg ey (n 7)g ot H parcourt l*enaembla de tcutes les parties
de 1'intervalle ii,n} de /. Le table de multiplication de cette |
base est donmée par les relalions suivantes

(e Ae—o si BHNK+#9;

(11) 3 3 - :
@ = i
- (epl8 =9 05 # EOF -0
avees 5?3 (=1)% ., »p 63'53.30 le nombre ces couples (i,3) tels que 1 ¢H ,
7 ﬁu’d; ,‘ :
ek et 3 <1 .

deux mpmm“merz& solent

uénéral iser su cas ofh B osi somme directs dfun nombre fini

iR 4 .y s G
D G8 BOUS-OGULES,

guelec




A . montrer que A.E nfest pas réduit & O .

- bé o
2) Soit E un A-module, i un sous-uodule de E . lontrer que le nodule
/\_(E/m) est iso*norphe an module quotient ( A m)/ K, of il est le

sous-module de A E engendré par les n-vecteurs %, Ax < e I\x

dané lesquels un des x; au molns appartient & i (méthode de 1'ex. 1)
3) 5i un module E est engendra par p ¢&léments, J\ E est récuit & 0 .
4) a) Soit A un anrcau d'intégrité eyaht un 4lément unité, X le corps
des fractions de A . 5i E est un aous;wodule de K (considéré comme
Aemodule), 1'espace vectoriel E par rapport & K asgocié & B (chap. EI,'
5 n°2) est identique & X . En dédnire que tout tenseur (@ontrava»ﬁ

risnt) d'ordre n sur E esl symétrigue (utiliser 1'exerc.10 du 21),
et par auite gue l’anfisymétrisé'de tout tenseur sur E est nul.

b) Déduire de a) que gi, dans B , 1'éguation 2%=s admet une solution
guel cue soit & s ‘ﬂ,E est réduit 4 U pour tout um >1 ,

c) On §raﬁd pour A llamneau K 1;.?] des polynomes & deux indétermi-
nées sur un corps K de caractéristiqus 2 , pour E 11idéal (X)+(Y) de
* — f

5) Donner vun exemple d'annesu & ayant la propriété suivante : dans
2

le A-module E=A" , il exisie un sou%:modnle ? tel que, i n est 1l'gp-

?licatisa f&ncniq%f ds ¥ daﬂavE - jlu.soit identiéuement nulls,
7

sane que [\ E ni _ﬁ P solent rédmi s 8 0 (cf 2 1,e%07C.4).

é} soient B el F deux ésyaaes vectoriels sur un méme corps commutatif,
v une 9@&1:@&510@ Aiaéhzre de rané fini r de B dans F . montrer gue le

"

rang de j@ U est ézal & i} sl T 2>n el que j% u est idemtiq&emg:t
pulle si r<n {prendre dans E une base dont r vecieurs Torment une

base d'un sous-espace supplé: entuzzm‘d- a‘ﬂ} les sutres une base
4 ; ‘ :
£

7) Montrer que 1'algdbre extéricure /A E sur un nodule E est isonor-

e S ST e e g o Niiaal e s o = el
phe & l'alsobre quotient de 1'a2lcdbrs tensorielle %{ } auzr B par
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1'idéal bilatdre (% de T(E) engendré par les élénents x &@X , oh %

parconurt k .

8) Soit H une pariic guelcongue de 1l'ensemble [1 ,n) . Pour toute
application n-linéuire f de 2 dans P (resp. tout tenseur 2z € @ E),
on zppelle antisymétrisée de £ (resp. znbisyuéirisé de z) pour les
indices ieéeH llap pilcation n=linésire

éﬁ f = Z ~<)'f ‘

{(resp. le tenseur HZ = Z; t-: .0% }, of o pc«rcourt le sous-groune

de C‘;n {isomorphe & @ ) f’orme, des permutations 1&19%111; invarianis
tous les indices n?ag;par'&enant pes & H . 8i p est le nombre d'sléments
de B , one &(4& £)=p! 8¢ (resy. &{&Hz)*pgé,z)
iontrer que si z est un leuseur d'ordre p , 2' un tenseur afordre g,
tel que 4z'=v, el s1 E posséde une base on &  &(z.2')=0 (remar-
guer gque si H désigne la partie {@H,p&-@} de {'i ,p-%q} , on a .
%(zz‘)az.éz’), Ep déduire que, Bi z= &3z, , 2'=s @_,}z; sont lsaz
asatisymétz;isés de deux tenseurs %:Z/} d’erdres"respactifs' p et g ,
ie tezzseur &(z ,z } dfordre pt+g ne dépend gue de z et 2!, ot non
des te.ﬁseura 1’34 dont 2z el 2' ‘sont les :mtis;y":aét’“‘is . 81 on
identifie z (resp. z!) au p-vecteur {resp. q-veeteur} qui lu.i cor-
respond par ’womorphisme canomqua (pm;g 4}, le tenseur sntisymétri-
86 &(z. z’} est ideatz,f;e au produit emémaur z ﬁz‘ .
. . %4, l}atarmwams et p-vecleurs décomposables.
bans ce ;az'agréphe’et le suivant , 11 ne sera plus guegticn gue de modu-

. o
les aysnt vne base finie par rapport & un annesn commubtatif 4 ayant un

&lément urité.

(3\

1. Défin itwn des dét@ imntﬁ

Soit w un endomorphisme d'un A-module B ayant une base de n éléments ;
{45

2 3,n°8) est un endororphisme

la puissance antigymétrique n-2me A u (

&

Ey




Vea
5L

du module A B ; or, ce dernier a une base d'un_ seul élément (§3,n°7),
sutrement élt,%est ise: norphe & 8 (considéreé coune A-z*odule) ; tout amdo- -

morphisme cec \ B sst puz suite une homothétie z —> ALz (ecnap.II,
§ 4, prop.1 ). . , - -

DEFINI’I’I_ON 1.- On appelle déterminant d'un endomomh;sme u de E et on
note det e_peal: : jue _;f u goit

identigue & l'hgmogé'i;ie Z -; (det u)z de A E .

Dlaprés ls définition de A, . le déteminant de u satisfait &

l'identité
‘(1_) ulx, A u(xg)i\ o Aa(xﬁ)a(det u)x,i A Xy K., .é’éxﬁ
quels gue soient les n éléments x. de B .

i 2 ’?ﬂv .
81 v est un second erdomorphisms de B, ona ﬂ {%a)a(}% vie(fAu)

{ “‘939{1 8,formule (6)) : d’aprés la définpition des déterminants, cotte
formule éguivaut &

(2) : det(veuj=det v.det u

sutrement dit’, le détsiminant du composé de deux éndamrphim@s' est
6gal au produit des déterminents de ces q.eux endomorphisnes.

DEFINITION 2.- Etant donnée une matrice carrée X d'ordre n sur un smesu

cgmmutatif A , dont I est llensemble df indices des lirmes et des colopnes,

on spuelle déterminant de Z 2t on note det X ou }X| le déterminsnt de

1'endomorphisme du A-module Az dont X esl la matrice gusnd on le rapuorte
L (cf. chap. 11, 96,0 ).

& la base canonigue de 4

et ob on = dope ZX= 4 le déterminant de X se not

encore deb( Sij%éi-%a,'i <«;§§g wu, simpl@m nt da"&m T .} gi aucune

s

>
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confusion n'est possible) oun , Ou encore
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. .
; ‘ %11 gm e gm
'%21 §22 §2n

43 6€ 299 9000C0006 8

%m %na ?nn

si (ei) 1<3 ,' ¢st le base canonigue de A" l'endo*norphimme u dont X

<
oy &

est la :aatmce egt tel que u(e } s0it la colopne x = Z €. %32 de X ;

,\

d‘aprés (1) 1le céterminant det X est donec défini par la relatwn
(3) o x?/txzfﬁ,..ﬁxns(det g}a%f\ egﬁ,..,ﬁan
ce gul conduii & écrire (ef. chap.II, §1,n°8)

ey 1o Ailifeh A
" Ui fey

Bxemples.~ Le détermipant d'upe matrice carrée dlordre un est égal
8 l'unigue é&lément de cette matrice. Pour une matrice dlordrs 2
‘, e
a - o
fig e \

N2 /i

on a, avec les notstions précédentes ,
: £
x'@ A xg.""’“"{@? ﬁ:@ 1'{'32@2? ) ﬁk‘(‘ﬁ‘! G‘-,Eg"g'@ggvgg} =
&%'2“22?3A82+“2@ 32@ ﬁe

2,
dlod
g-, 3
Ve e
3 L. 4
! iz 08,.0,.°0,.0,,
0 - i 22 12 21
H Lt Ay i
4 s T T >
Poet 2z |
T & s e 2 £, =
Hemaygue.- Lorsqu’on reisonpe sur le déterminant d'une matrice
ol = 3T S T TTRAT. TS M Ty % s s el Y T e e cres = AW 2T
P -7y QL 88 DOTMeLLLa sSOUYSLL, par alus 49 loigacre, d2 Dallal
2 251‘3
3G [ B o i i e g Sl ok B8 3 fo e wini 2 LY e Ry £ 4% 3
dog felcuments du délerninant? ; des Yiignes du déterminant’, des
: e {
3 2 3 PURET L & % 3 s G A e
"golonnes du déterminent®, en entendant par la les éiémernis,




oOOn
Bl X ot Y sont deux natrices carrées d'ordre n sur A , la matrice

produit XY correspond & l’endomor;hisme composé des endomcrphlsmes

- correspondant 4 X ot & ¥ ; done, d'apris (2)

PROYOSITLION 4.~ Le déterminant de la nmatrice produit XY de deux matrices

&

gcarrées de nére ordre. est ézal au produit des déterminants de X et de ¥ :

in d'sutres lcraes, si on considére sur a et sur 1'cpsemble M_(a)
des ’atrlces carrées c'ordre n sur a les structures algebrigues détermi—
nées par les seules lois pultiplieatives de ces deux anneaux, on peut .
dire que X —» det X est une regrésentation de M (A) dans A .

En particulier, si on restreiut cetle reprssentatloa au groupe
(@ultiplicatif) aga %atrxcas‘inveﬂsibles d'ordre n s A (isomorpheau
groupe linédsire %@&, ga)); on obuisnt une rep résentatvon de ce groupe
dane le groupe des alc ents lnversibles de A . Par suite ;

CORULLAIRE.- 31 X es 2t _une malrice ga=rré

L=y

¢ _inversible sur 4 , §92_§é§§£2ér

pant est inversible dans A , et on a

(4) deﬁ(x”’)=(det o
On noters que 1'imsge de M o(A) ver 1llapplication X —s det X
est l'anneau A tout antlar, car le déterminant de la matrice

diag @nale

1 ﬂ'bi,\yl g
{) L A2 ‘?,j

98t 6gal & o . le n@ae raisonnenment montre gque 1'imss

e

2 par

’

LS

7

£ —»det £ du gzroupe des natrices imvexs bles gst identique au
groupe des élérenis inversibles de A .

nene déterminant.

v )
L3
£
L8
£
e
=
g
el
‘n; g
et
e
o

ok

2.,= Deuz mairices garries sﬁmﬁiablgﬁ on
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51 §;et X' sont aeﬁblablee, 11 existe une matrice invergible P télle
gue 1'3232'1A; la proposition résulie done de la prbp.1 el de son.
coroiléire. On peut aussi la démontrer en resarqueni gue deux natrices
semblables peuvent_étre eonsidéréés comme les matrices du méme eundomor-

- - -

- - 43 < -
phigme de &4 , rapporié & dsux baeges différeantes.

COROLLAIRE.~ Le délerminant d'une matrice ne chance pas si on effectue

1a m8ne perzutation sur les licnes et les colomnes de la matrice.

2, Cgleul d'un détérminsnt.

PHOPOSITION 3.- Le déteraminani d'une matrics X d'ordre n esi une forme

meltilinéaire slternée psr rapport aux n colonnes x, do X .,

La prcpositicn est une conséguence immédiste de la formule (3) st

du falt que (2{,1 sEo g0 sFy ) — x A x? A i‘ng; est une applicstion

multllineaire alternée,
gn particulier, un déterminpani dont deux colonnes sont identigues
est nul. Si on effectus la permutation ¢ sur les colonpes diun
déigrlinamt 11 est multiplid par € . Si on ajoute & une colonne
dtun d&ielmln%ﬁt un muihzg&éqﬁﬁggg—e sutre colonne, le déterminant
ne chavge 1as. '

81 on remplace desns la formule (%) chacune des colonnes Ki par son

; % <
expression 2. 8. 5:4 » il vient, en développant le prodult sxitérieur
3;3@, *g o :
£ A c < C : A %
det Do, fe, A... A = 2> % 3 o s
£ 43 ty > i% e« o8 § L 4 o4 s Z D N4 S A 2]
== | 2 n = f‘ éo’&‘}’? )@gg};‘g ;gka}g fo%s! {j,i‘é‘zif,e ¢
: ¢ Aoz i 1
et comme e , . fie A e BE .8 _fie. N he @ ¢
o+ L 4 hikadd f&{?% ?<2/}4 o8 g ”3{3?_ & q \wgﬁuweaw ¥ ﬁig (&g*}
on & '
e § o
i5) det X=det( % . . )= £,& . n“ e
7 ‘5‘,2; & Cy PEGE g ¥ g.jﬁlaj‘% « <y
" 7o
la somius étent éterdus aux Al perautailions ¢ 04 groupes -
. A COnG sabre de (8 apt ornsld ,1{ it io 4 ;’?w AT T
Lo second meabre de (5) est appels le \MJJEMQ;, e LovaLs G CoLel




uoza
Comze A esl commutatif, om a, pour tout couple de permutations ¢, ©

du groupe @ -

% Ci) 4%o~cz)z, %—w = i—a:@)) (1) %a-.-(%z))l 2(y) Eo‘“ (T (™), B

m prenant en particuliar £ = 0-1 ot rezarquant que € 1=F
: G

on
g’

voit donc qulon a auesi

o3 -ﬁ" : ‘ £ 0
(6) A del X = 2,5 £ o % ﬂi}%%@@} %% e on)
gi pour tout couple d’ln&icea (1,3) on pose Ny 4= gj , les foruwules

{5) et (é) prouvent que det(n,,)zdst& Eij} . en dfautres termes :

PROPOSITION 4,- 1e ﬁébﬁrmlﬁaﬁﬁ ae 1a ﬁraﬂﬁpQShﬁ d'une natries Qdfrfé X.

est éral au déterminant de X .

Un exyrima cneore cetie propridts en &13ant qufun déterminant

garde la méme valeur quand on échanse les lipnes et les colonues.

2

COROLLAIRE.- Le déterminsnt d'une mairics 6arrce X est une forme muliili-

e

néaire asliernée par rapport aux ligpes de X .

11 suffit pour le voir dlappliquer la prop. 3 & la matrice ﬁranﬁpéséa
t& .
Op en ftire les me‘es coﬁséqaenc&u w&e de 1a @rop.ﬁ, sn rvmpgag 7
dans les énonecés le mot Wcal@nn@ﬁ par le mot %"ligne® .

3, Jineurs d'upe matriece.

: A : . . ‘ : 7 -
A toute zmatrice rectengulaire X = y‘ doni les onsembles d'indices

LT s : N i
ipects, mais ont meue NoMore

d'éléments n , on a vu (chep.Ii, %?53@3) gulon peut, de plusisurs nani
res, faire Qarraggﬂnﬁxa une matrice carrée diordre n dont l'enseuble
d'indices ﬁes,ligneé et des colonnes sst l'intervaelle gﬁﬁﬁ? s en rap-
; ¥ 7
geant les éléments de L on une suitle (,,) ot les éléments de B en une
a i

suite {?‘ } la matrice carrés corrcspondante est 1z matrice

1 : SR T e P
2 . . Toaptos les matricss carress.
S o

Ui Y

Tij} .. on ‘ﬁ

g
o™

E
ié\

L
AN
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obtenucs de celte méniére & partir de X ne diff2rent que par llordre
des lignes ou des colonnes ; leurs céterzinanis sont doue les ménes,
an signe priés.

DEPISITICN 3.- Dans une matrice rectanculaire ( % ) )ﬁa”'l‘* cnos et
colonnes, on a}pvlle rineurs dlordre p (p < Min(m,n)) les détermipants

gmmges 5 carrdes df ordre_y oblenues & pariir des sous-patrices &

D lizpes et P colounes de 1l matrice (% . i) ; en rangesnt les indices

des lines ot des colonnes de ces gous-matrices 8 _par ordre croissant.

Soit H (resp. K) une partie de p &léwents de l'ensemble d'iﬁdi@@ﬁ'

£ m {resp. {1 m ) nous désignerons rar A le mineur prove-
L ! ’ H,K

B

‘I
(shguiclz]

s
Yoo

J 82

nant de la sous-u atmce de la matrice X=( 35.%)‘? <i<n 1<i<
en supprisant dans X les lignes d'indice 1 € g H et les colopnes

g % 4 Qi ) (resp. (J )) est 1a suite des indices appar-

E/

resp. K) rangés par ordre QTQlaﬁﬁﬁtg ie mlnaam 7 _— eat
ag"

ione d&fini par ls relation

: = k & -

2 1‘ £ _é"@ % +9 o+€"3' ‘%' ] }ﬁ e 8 2 ﬁ(e" % 3 +eix+@ ‘g 4 )

Sa.% ‘Sl;} 3% . 12 1233 . l},} 7 lgzi l'i i-; 3 | i{.] ”i;}aiz)
= %gg%{‘ﬂﬁﬁ fiaver"}f

La notion de rineur d'une matrice permet dlexprimer les compogantes

d'un p-veciszur décomposable xﬁf§x§ ﬁ,.eng% par rapport & la base (ey)
7 i & g

de f} & qul correspond 4 la base (e, )}, en fonction des composantes
2 b &

” : 5 v oy o e : % 3 2, .3 i d ‘ 50 e 2 F Z, S -
&LM) Z}g }J&iu '?&Lili}gct &, {@i} ; QIA eff@@; .’?,-3. cé; 3-8- A4 ,’s{:rl{}@ & ,gi:g 3 Zé

b colonnes dont la colonne dtindice j est x, (1 <3 <p) , la

Lk

#
i n X s -7 e ST o g8 T e o A 4 o o Y
formule (7) montre que la composante d*indice H de Xﬁg-gpﬁ,agmz est
i -

le mineur d'ordre p de X dont l'ensecbls d'indices des lizpes ost H .

dlun détermin Vt

Reprenons la formule (3) donnant la valeur du deigrﬂl nant d'une matrice

corree Eg%‘fi%} dfordre n ; pour tout indice ] , on peut l?ﬂc rire
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(8) (-1)37x A(x l\...f\x Ax )\..af\x )=(det X)e, Ae A... he,
' Or, si on pose H = E ;j , on v1ent de voir que le (n»‘t)«-vecteur
x}\ /\xj,,/\x ...Ax est égal & % exxﬂ,oﬁxpareourt
l'enseuble des purties de n-1 élérenis de f‘! ,n] Poricns cette
valeur ders (8), ainsi que 1'ex},ressmn de x 5 ei.%ij ; si on tient

w2te de la table de multij slication de 1f alg Lbre extérieurs ( @ 23,

Pormule (11)), on voit gu'on a e Aexzu sauf gi K= g il} ; auguel

cas e, fﬂeﬁ-.( 1)4- A I\ f\@ . Désiznons par }(ij le nineur
XK A dlordre n-1 o& zsi = € %,3.} s 0 = g%;ﬂ; ; 1a foruule (11) domne
pour le déteruinaent de X 1 ’expressma suivante :

(9) det 2( 1) ¢ j%“

gu'on appelle développezent de det X sulvant Jja colonne d'indies J

On notera gue lses mineurs 7@“ (1€1¢n) ge dépendent que des
éléments de R appartenant aux cclonnmes d'indice #] ; de cetle renarqus,

on décuit que, po&r tout indice k?h , 00 a

(10) S (-1 5 A
(=%
En effet, le premier menbre de {10) esl, au signe prée, la valeur dn
déterminant de la nairice obtenue en remplagsnt, dans X , la colonne
dfindice k par }.a_ao‘},oma ﬂ*ind.ic@ J ; comme la matrice sinsi formée |
" g deux ¢ emw jdenticues, son @éterminant eal nul.
En considérant le éétemmmt de 1a tronspoeés de X , on a, dlaprés

la prop.4, de nouvesux "développements? de det X , preeéﬁwt celte fois
suivant les lisnes cm déterninant. ,

1e caleul d'un dét z:’”";mam" gse fait le plus souvent & 1l'alde de déve-

sinples, par &p
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Exemgles.— 1) Déterninart de Vandermcnde. Btant donnée unc suite

(Z) 1<n
nonde de cetie snite le déterninant d’ordre n

4 i |

de n ¢léments de A , on appelle déte-mznan+ de Vander-

,zf e o3
2 2 2
z5 25 ... g

2 ¢+ 626 205 S U

V(z1,zz,..,zn)=

n-1 n-1 0 |
zq zz L B B 3 zn
lious allons montter aqunfon %$
(??) < VK“,@Z ,,..,Z )“ iw“< E i(? '3 )}
=(p+ u

Le praprisk proposition étant immédiate pour n=2,'rgisonncns par
'éécurraaae sur n . Pour chague indiee k 32 , retranchons de le
ligne d'indice k la ligpe d'indice k-1, multipliée par Z, ; lg
valeur du déterminant nfest pas modifiée, et on a done
1 1 ..

2. - e %5 2006008 AR
o 4 n" %

V(z1,32’oné2n)g 0 22(22'21) 50282 ¢08 Zn(znfzq)

3 TR I T X8 PRI LEGE e T DSt ey

Q ‘22 m(Z ”zf) véos e 0 z

0& en dévelcppant suivani la premiére colomns, puis mettant en

p

fagteur 3z, -z, dans la colonme d'indice k-1 du mineur ainsi obtenu

7 i % Ao e \ST
%i@ §E93eugzﬁjwézﬂﬁ&€}src<ﬁg z?}%(ggﬁzﬁgvaegzm}

1. 2 e 9
ce gui établit (11).
2) Lonsidérons ure matrice garrée gui se présenie sous forse d'un

@ o < P e - Sz {}
o SR e “Aa Vs Sl fioza 1A
ttablean carré de matrices® {@u@p,izﬁ,gggﬁ 5)




%] est une combinaison linéaire de 842859258 et'xg une combinai-

1
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;X“M F e e ?Xﬂp
Q 3.22 CRCE ‘X_2p
z_’-‘" .uoctooooe.coooooo"
0 6 . .
' "PP

ot toutes les zatrices situdes au-dessous de la diaionale sont mzllas
.‘.aontron.fs qu'on 8 -

1 det X=(d¢et X, )det X )...(det X

ious raisomnerons par récurrence sur p , la proposition étani éviden-
te si p=1 . Soit h l'ordre de X ; dans la forzule (3) les colomnes

T ,xh de L sppartiennent su saus=zﬁodule ayant pour base

?

eﬁ,z,.,,eh,et on a : : :

(13) - Az A Axp=(aet X, 0e Ao, Al he,

Dfautre part, pour tout indice 1>h , on peut écrire xi~x§+x§ , o

son lingaire de e ,..,8 . D'aprés (13) on a x, .Axgﬁ.” A=, f\_a;igg
pour tout i>h , done

xﬁﬂle\,..f\x =(det X __,“)e,fAe A.:.he A(xhﬂfixm_qi%‘”f\x”)
Jlais on a
x Mﬁw h... Axg =(det Do, Aoy, A ... he,

2

Ky e X \
x

|
L
i

aaeeooéae;oac¢e

§:&§ﬂ
o

o ..
done on a finalesza@m‘g d'aprds (3)
det XZ=(dst X, Ydet ¥)
ce qui démontre (12) »uisqmo @@t e formule s 646 supposée établie

Fa

POur vnp tchwc»m carré dlordre p-1 .

: - . l | ' | L m
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5. Sysiémes libres et p-vecteurs décomposables.

Jusquté ls fin de ce paragraphe, nous ne considérserons plus que des

puissances auntisymétriques d'un gspace -vactorial E ds dimension finie
n sur un corps comuutatif K . '
PROPOSITION §,- Pour gue p vecteurs x, (1 $1gp)' forment un systime

1ibre dans B , il faut et 31 suffit gue le p-vectwur décomposable
x,EAx?_/\..,Axp ne soit tas pul. '

En offet, si los x, forment un systéme 1ié, l'un d'eux est égal &

une combiné.ison linésire des autres (chap.II, §5,pz'op.1) ; en le rempla-
¢ant par cettg cgmbinaison dans le pro@uit x,i/\xz N I\XP , €8 dernier |
devient une somme de produits extéricurs dont deux facteurs sént lden-
tié_ues , et par suite est nul. -

51 au contraire les x, forment un systéme libre, il existe n-p sutres

vecteurs de E forment avec les x; vne base de E ; le p-vecteur

k
x, Az - ... Axp esL alors un 6léument de la basse correspondante de [\ B

(%5,119 7) , donc n'est pas nul.

sur uvn corps comnutatif XK

L=

PROPOSITION 6.- Le rang p(X) d'une matrice X

est égal sy plus prand des entiers p tels gu'il existe un mineur d'ordre ’
P de X guil ms soit pas nul.
#n effet, p(X) est le noxbre zaxizmur des colonnes de X qui sont

linéairement indépendantes, asutremenl dit, dont le produillt extérieur
2 3 it

By

b

'est pae nul, d'sprés la prop.% ; coume les composantes du produit
extcérieur de p colonnes de I ne sont aulres que les mineurs d'ordre

pde L (n¥%) , la proposition en résulie.

i
&0
]

3y

G Taim s T4 T ¢ - : e 2 e =1 5 e # v s o TSN
CoROLLATIRE.-» Four cu'une maltrice carrde dordre B sur up corps coumut

PR e s | 2% m i A 2 G RN A R aty i~ St
inverasible, i1 faub et il suffii que son déterninant ne soit

od s

%

Lif soll
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sn effet, il feut et il =ufit que la matrice soit de Tanz n
(chap.iI, S 6,prop.4) . '

6. Avplication & la résolution des Gaouations linéuires.

La notion de déterminant permet de mevire sous uns foraze sizple lss
conditions dl'existence des soclutions d'un sysiéme d'éguations lindaires

(scaléires) sur un corps commutatif K , et l'expression des solutions

d'un tel sysiiue lcrsqu'elles existent.

Consiuérons un systame de n euuatlons lindaires & n inconnues sur K :
(1) 4. 13% (14 €n)

La matrice és(aij de ce syatema a donc n ligmes et n eslonncs.
51 B est la matrice & r lignes et nt1 colonnss obienuve en bordant A
par 1la (£+1)-8me colonne (ﬁi), on sait (chap;ll,é 6,7rop.5) que pour

gue le systome (13) admelis une solution, il faut et il suffit que A ot

B aient réme rang. Supposons que A soit de rang p (ranz que l'on peut

calculer & l'aide de la prop.b), et que les p premildres colonnes X,
g 3 i

(143 &p) do A forment un sysitcme libre (ce qulon peut toujours supposer

.en faisant une permutation convenable sur les indices j) ; pour que B

‘soit de rang p , il faut et il suffit que la colomne y=(B,) soit une

corbinaigon linéaire des Xs 4 sutrement dit (proy.5) que lton ait

X ﬁx A”.AK Av=0

ou encore gue tous les mipeurs ﬁ9ﬁrd§g pt1 de B , dont les colonnes ont

pour indices 1,2,..,p et nti , solent nuls.

Surposons ca Le e@ﬁditaun vérifiée, et suivosons en ovlre gue les p

=

premiéres liznes de ﬁ soienl linésiremenl indépendantes (ce gu'on peut

_~

3“‘3

toujours supposer, en Taissnl une permutation convenable sur les indices

i} ; alors llensenmble des solutions du systéms (14) est identique &

-

l'ensenble des solutions du sysiéme formé par les p premiéres Sguations

q ol 7
480 % ~ e S s 5 il A A e e O : 4 L s e i o
(14) (CEEDQXA§@‘%QQKQE&K}Q Antrement dit, on peul sSULposSer gue pP=m
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et par suite B »m ; avee les notations précédentes, le systéme (14)

est amrs éguivalent & l'equ.it:.on

(s 2,5, =

dans l'espace vectoriel Km :
Yultiplions (extarmureanent) les deux menbres de (15), & gauche par
x,/\xal\ .../\x;l 12 droite par xjﬂﬂx +p A...Axm ; i1 vient

§ (x A=z, A.. /\x )*z A ..Ax AyijH]\;..Ax
, Z §£’ﬁ'}1 ...ij,i/\x th\xduj\..,f\xg

4=4
ce qui peut encore s'écrire, d'aprés la formule (3)
: N4
{16) &%: e‘l = A, %;”m ' (j.—:?ﬂe":,...;‘tﬂ}
? 3 a1 Jao i

ot [\ est le nineur de A formé des m premiéres colommes, [gj le
déterminasnt obtenu en remplagant dans A 1a colomne d'indics j par
y=(8 ) , A ls_déterminant abtenu en remplacant dans A 1a colonne

1 g perta, Jit .00 indice
d’indch-i—h”%;e A . Comme par hypathése A;éc les formules {16)

‘donnent une valeur bien deteminée pour chacun des % d'indice < m ,

icrsque l'on & cdonné aux §m o (1<h <n-m) des valeurs guelconques ;
comme on sait par ailleurs que dmns ces conditions, 1'éguation
e e <

Z .?jzy'« g, X %mﬁl ac;imet une seuie sélution pour (§19 ?2" . w%ﬁ)‘

}:.‘L g

les Valeurs tirées de (‘!c) donnent nécessairsnsnt cet’ue sclution.

Hctons deux cus "partzculmrs, fréguemment utilisés, des resulta‘cs
précédents

rRDP(} 3Ly 7.- Poz;az' gu'un sysiéme de n aﬁumia ; linéaires & n

inconnues SUr uULn Corps @omnuta‘tlf sdrette vne solution guelg ous

solent les scconds 'a@”m.ws, 45.}» fdu‘t et il suffit qae le déterninant

de la matrice du gystéoe pe soit pas nul ; dens ce ecas le sys énme sdnet
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Cetic solution eést donnée par les forzules (16), gui se récuisent

ici a4 . A ,
(,'7) : : , §j = —Afl ~ (331 20y - oan)‘

et sont dites forsules de CLramer,

. PROPUSITICE 8.- Pour gu'un systome homogéne de n éguations linéuirss &

n_inconnues Sur un coOrps conzutatif, admetile une solution non nulle,

En considérant toutes les buases de V , on fai

il faut et il suffitzgue ie déterﬁinant de sa metrice soit nul.

7. socus-egpaces vectoriels et ﬂcvacteurs éeﬁo@pﬁﬂables.

30it B un espace vecicriel de dimension n sur un corps commutatif K |

ei soit V un sous-espace de dimension pde E . Pour toute base

( L A ﬁ‘ Ao
X’)’<i,<“ de ¥ , le :-vecteur décomposable x, .\x n'est pas

o Y P
nul, d'aprés 1s prop.H ; en ouire, si ‘y ) . ©8L une autrs base ds
. tXIL LD
¥ , chscun des y: esi une combinzison liﬁéaire des ZX. donc le p-vecteu
Ny d3i 1 £
) . . - on Y as oA

3@/§32;\.,,ﬁayp est multiple scalaire (non nul) de u&iﬁwajkn-ofkhp

o

asinsi correspondre au

sous-espace ¥ une famille de p-vecteurs ﬂécalﬁosablea ne diffsérant deux

& deux que rari dn facteur scalaire (autrement dit, formanl avec

llorigine wre droite dans 1'espace veclorizsl E ). Hous =zllons monirer
gue, réciyroquenent :

PROPOSITION 9.- 8i deux u-vecteurs dwCﬂ;Loaables non nals z?kaef\a;. XP

s

ot ¥y !\y fiﬁ..fiy ne différent gue var un facleur scalzire, les sous-

espaces de dimension p emgendrés respectiveuent par les vecteurs

sont identicuss.

xT,xz,..,,zE’$ei par les vecleurs y ,32,..33p :

T effet, on a slors yglﬁyziﬁ,,,jig 51 x,=0 pour tout indice i ; i}

'

en résulte gue pour tout 1 Zy appartient an aeua=espac@ engsendré per

yﬁsygg,..,yw.g'saﬁs quoi les pHl Vectours y,,¥,;--:¥, ot X; formeraisnt

un syst@*ze libre et dlapres la prop.5 on aurait y% ﬁy? A .v,!\ypf\xi%& -

contrairement & 1'hypothéss

;‘ ; ;' 7.’ . ." 1- . . ?i?

b
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COROCLLAIRE.- Soit V (resp. VW) up _scus-espace Vecioriel de dimension p

{resp. a) g_g L, tels que DPKA ; soit»,(xi)‘iéi.gp (resp. (yj)1 <i gq)

unc base de ¥ (rosp. W). Pour que VW , il faub et il suffit gu'il

existe un >(q=p)~vecteur z_tel gue y,t/lygl\..,é\y = zAx Axél\ Axp

Zn effet, si VC W , W est somue directe de V el d'un sous-espace U
de dirnensidn g-p ; si (zk)1§k§:q=p esl une base de U ; les %, et les
z, forment une buse de W , donc il existe un scalaire A tel que
¥, /\y;_;a A A :;q:]\.z1 A 2, A A 2 f\x f\x, A f\z . Bsciproguement,

s'il existe ur (g-p)-vecteur z Lul que y, j\ v, A. f\ y =z Ax Ax ﬂ - /\x

on & y, f\yzl\ f\‘y f\x,wg pour toui indice i tel .qgﬁa_ 1€1<p , daone
le raisounenent ds ia prop.9 prouve gue xi{;, % opour toub indice 1 . e

par suite VYC W .

PROPOSITION 40.- Zoit ¥ (resp. W) pn sous-espace vecloriel de dim@ns’c:«f e

(resp. q) de B ; goit x (resp. y) ur p-vecieur dé m sosable (resp.

3 2

g-vecteur ddécomposable) correspondant 4 ¥V (resp. W) ; pour gue Vﬂ“—:’f:%;{}},

il faut et 11 suffit gue xAy#0

] },,..J

: le (p+g)-vecieur decomposable zhAy

corresiond slors & 1 somme (uirecie) VHE .

=

Bn effer, si x=x, i x ... ﬁ}i , et y=y, A 75 A Ayc , dire que
: vien : 3 :

YO x%@}.éguiVam & dire cue la somme V+HW esi dimecle, ou encors gue

le systéme des pry vecleurs Xx, et ¥y ('i ig¢p , 1€ Jga) est libre ;
& : 3

1a proposition ent domc une copséyusnce de la yrop.H .

8. ng:acri;érifza&i(m deg p-vecteurs Géconposables.

Soit z un g-vecleur neom nul guclconuue sur un espace vecioriel © de

dimension n ; ll'onsemble des vecieurs Z &k  telp que A 70 Ilor o

Svidenment un sous-cspace vectoriel V de B . Seoit (x. ), . -, ue base
S 17143449

de V ; il exisie n-g vecigurs %

une base de B . avec les notations a




)

formé des vecleurs x lels cue z/\x=0 goit

9
de lu relation gz Axizo, on déduit domec que az=0 pour iloutes les
parties H ne contenanl pas 1l'indice i ; coume ;ar hy.oilhdse on a
zll\xi=0 pour 1€1igqg , ona O0gy=U suuf poui les yarties H qui contien-

nent l'intervalle [‘i,ql - On a done pxpq , et il existe wn (p-q)-vecteur

¥y tel gue z=y A x1/\x2 A... I\xq . Réciproquenment, s'il existe un r-vecteur

décomposable u=u Au, f... Aur tel gue 2=vAu , of v est un

(p-r)-vecteur, on a zAukz-O pour 1<$kg¢r , donc les u, appariiennent
& ¥V , ce qui ontraine que rgq el vue le g-vecteur x=x Axa A l\xq
est produit de u eb dfun (q»r)=vscteur (cor. de la prop.9). On peut -

donc dire ce fd,c,on inagée nue le g-vecteur x , corresspondsnt au sous-

espace V , esi "le plus .rand® (& un facteur scalaire prés) des
r=vecteurs cicomposables cu'on psul "reilrs en faclteur® dans z .
En particulisr ;

PROPOSIY .zu; 11.- Four gu'un -yecleur z non nul sur un espace vectoriesl

B soil décon aposgbie, i1 faut ol il euifit gue le sous-cspagce V de B

€34

¢_dimensiocn p .

de B , la relation z/\x—-:ﬁ

b
N
=
(‘3

sportant z et X% & ung base (e.)
éguivaut n un sysiéme de ( _} Sguaticus linfairas_et honosénes par
rapport aux cozposasntes de % ; on'obtient les conditions nécessaires et
guffisonies aue deivent remplir les composantes ce z pour tue ce p-vec-
. : .

teur soit Jécomposable, en scrivanl cue les { . ) formes llnealres gui
congtituent les premiers membras é@ﬁ scuations précédenies sont des
cozmbinaisons lineaires de n-p dlenire 911@~ {cf. exerc;.22 et 2% etv
% 5, exerc.6)

Zxcreijces.- 1) bans un déiter ipant & atorcre n, si on r@m;l&@@}

o

pour chequs indice i, 1z coleonne d'indice 1 par ls somne des

~

colomnes o'ipdices i e uémr nina.t obs en1 esl ézal &
/ 2 :

(=1) (n-1) A on retranche, pour chagus i ;

o
®
S
o

S
e
o

s

£
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1z somme des colomnes d'indices #i de la colonne d'indice i , le
: =1
déterminaat obtenu est &gzl & - e(naa)an A - pour
2) soit A= det(aij) un déterminant dl'ordre n ; (A€i <n-1 et
1< j<n-1 , on pose '
o 5
i ;
i 2 %541, 31
Démontrer que le déterminant det ( Bi'}} dtorédre n-1 est égal 2

3) Démontrer 1'identitsé

X 7, a, Gyg =:- O

i i3 in
=
X X Vi a iy
A D “ e2 24 en
% 1S = 3
} X AX x g
AyfoXz I3 5 g 0

A %)

4!.Oif'l..'ﬂﬁ"’O‘!@OﬁQ‘C‘..tw"s‘k.‘!"; :;(x‘ioA?yq)O..(x%ﬁ&e %4 ‘i

V 3 A A ; 4 E v
‘)%2,"'&'(5.@”?» Jxlgs ‘Jv’ﬁ.oﬁ;xﬁ }L@u 5 é,%m@%?‘; @S ;’%{n . Xn

-

Bn déduire les identités suivantes (les é&léments des déterminpanis

dtant suppesés apparienir & un corps)

g

1 Jé 1 4 & 2 o }g
Qz ,,3 ﬁ.? s s 8 & &’i

T = {(a, - =k 2 la =
b ’z}? a & {a,% b,a}é;ag 12) (an"an)

—b hﬂr %}« @ 9 ¢ W a
4 = 3 b5}
a,b &, b, £ . a2b
i 12 13 1'n
- %3, 3
z%p ﬁ,,i,:‘ &ﬂ 2 a“bz o) &ﬂ%
(A AT Pt a & o
: = e : = oy
a,b. 8. b ab .. &b =abfab-abl)...(ab -a .0}
13 23 5 5 3 n a2 4 12 n m-1 pn-1n
@ S W B B S & & % 0 B D 9 * S R B A GG 50 TV
8. b a.b b .. a9}
4 n Fady s ’}, I ]




3233..a
b b ..
3

25 3" n

® 5 & 4 & 8 o

azaj"bn

8, &

} 4'.& b,‘

3 4..& a
} 4..‘b b

® & ¢ ¢ © % 0 0 9 00

8334..bnb1

- 74 =

a4..a b1b2 e aqhgbﬁ., .

4..a a ba e a1 5 5.. ne1

%”aaa.““.%%%”%q

n12

e 4 606 009 ¢ v VO 9O T OV OL SO s e e P09 I

34..bnb1b2 ......Vaﬁaaai.,anrq

( £t b
= aa coa g ¢ o ;
42 n 1 2 o}
> a a s 8 1
1 e n-1
a % 8 L8 1
4 2 ne-1
a8 2 x Ll 4
4 o -1
t s 8 s 0858 ¢ & v 2 P800 s = (X”&ﬁ}(}l"&ﬂ}.s,(:{*&)
i < b ¢S
, a. e x 1
e? 8, aﬁ 1
= A , 1
2, agl aﬁ an
_ a8 at',:, s 83 &
i | 4 n
a X s ¢ B
9 2o ®n :
s 00 &= + ‘i“‘ +w-+ = Xoo. =
a, ag % a (= a, ta, an)(x a,) (x an)

(ramener ce dernier déterminant au précédent).

4) Calculer le déterminant

(exprimer

aﬁ+b1

b
/i

o

G 8 e D & B BB BN Fes 0L eI Oe I ET OB 2D -

A  &1faidede A ) .

bi ‘ b1 cais b1

? 2 b;"j: v 6 3 & @2

bﬂ, bﬁ ) aﬁ J;v_l

maﬁj ;

iy

]




5) Démontirer 1l'identité (entre élémenis diun corps)

det(

6) Soient E,F deux A-modules, (a )1< 1¢m une base de E ,
Soit v une appllcatxon linéaire de E

)1 ¢34
dang F

bages (ai),(bj).

u , rapporiée sux bases (a ) et (b ) est la unatrice

liznes et ( ) colonnes, formée de tous les mineurs dlordre p de

a. +bj) “,

une base de F .

7% -

1l (afa;;)(b -b,)
TT (a;+ by)

, X 12 mairice & n lignes el m colonnes de u rapportée aux

monirer gue la malrice de 1l'application linéaire

(H yarcaurang les parties de p élézents de Eﬁ,é}

parties de p élénents

puissance entigynétrigus pL’a de X , et on ls note

de {?,m} ). on

En dndulre que, i X est une matrice & n lignes et m colonias

Y une usatrice & p iizn

& p lines et m colonnes, les mineurs dgerdre q de Z sont nuls si

es et n colonnes,

dit gque cette natrice sgt la

Z-YX la matrice produld

n<q guin(z,p) ; 81 g¢n , ils sont donnés par

L H

{utiliser ls forzule (

) soit l§ =

e

i (1€igx) ou désign

dans A 11élément &ij

>terninanis

£§i

n dé

g . par 4. . . x ‘our
dfindices invariante par lz permutation o
n déterminants L, (18i<n) est &zale &

A
21

suivant la ligne d'indice 1 ).

Z‘YL KXKH

od K parcourt l'ensemble des parlies de g &léments de [1,113

6) du %5)

o par &5. le déte
par B.-pour <3
at

(16ign)

det(“ii) un déterminant d'ordre n ;
rninant obtenu en muliipliant
¢n . Montrer gue la sonmue

bzele & (By+Byt. oot ) A

un déterminant d'ordre n , et o une permuta-
le déterminant oblenu en remplaca
1€ 3<n ; si p est

mnontirer

&)

‘{szH) . P

<y

=

K 1l'enseable des

ﬁ

Az .

pour chague indice

nt dang £§
le nombre

gue
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9} &) doit X une nmatrice carrée d'ordre n ; pour toute partie H de
p 8lémonts de E?,n} ; aontirer cu'on a la formule suivante |
("développenment de Laplace")

det X Z 53 H’SK K K HXKQ H?
ot K parcourt 1*ensemble des parities de p élémenis de [E,n}
H' désipne le coaplémentaire de H et K' le conplémentaire de ¥ par

rapport 4 g‘l ;0] (cf. 93,formule (11)) ; les mineurs X, - et
| . ’

XK',&' sont dits complémentg;res..

b) Hontrer que si i; est vne partie de n-p éléments de E*ﬁ,n}
disstincté de H! , or,z a

. g ik 0

(K parcourant l?arzsemble des parties de p éléments de [’t,zﬂ

10) Soit A une malrice carrée dlordrs n , B une sous-matrice de A &
p iignes et g colonnes » £ lz matrice oblenue en multipliént, dans 4 ,
chiacun des éléments appartenant & B par un m8me scalaire a . ,zsicntrer
%ue chague terme du développement total de det £ est égal au terue

correspondant du développesent total de det A , multiplié par un

scaluire a® , o rp p%—qf:_n (faire un développement de Laplace de

det C , en prenanl pour H l'ensesnble des indices des colonnes apparte-
pant 2 B ), 7

11) Soient T ’, A\ , deux déterminants d'ordre n ; soient H et K ,
deux parties }quelcoﬁques & p éléments de E‘i,n} ; (ik) {resp. (,jk))
les sultes oblenues en rangeant les éléments de B (resp. K) d,zm‘é

l'ordre croissant ; soit P le déterminant obtenu en remplacant

5,E
dane |°' la colionne d'indice ﬁ“k par . la colonne d'indice ;j}; de zfj,, pour

1 &k<p ;| A o le déterniinant obienu en remplacent dans [\ 1la

o

e
e o T E TR e <
coionne d'indigs j

&‘3

, 9e A 'par la eoloane d'indics zik de %@?p@ur
i A <

1<k<p . wonirer cus, pour toute partie H de p &lémenis de %,n} on &
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S? Zk ;Z: I?H ;K K,H

o K parcouri 1! enqemtle des parlies de p éléren. - de [},n)
(utiliser 1l'exerc.9) |
12) soit A le déterminant d'une matrice carrss X dlordren , A

jo |
- : . . Nl n :
le déterzinant ce la matrice carrée X d'ordre { ) . Montrer gu'on a

A A - (3)

{(viiliser l'exere. 9)

13) Un déterzinant det(a. ) d'ordre n est dit centrosymétricue

{resp. ceniresyaéirique gauche) 8l on a a, n-i+1,0-3+17% 4

(resp. 1;}) pour 1Sign, 1<di<n

G o
n-i+ti,n-ji +17 ,
2) iontrer qu'on peutl metire un déterainant centrosymétrigue dtordre

2ir 2p sous fcrze du produit de depx déterminants dlordre p , et un

e

déterzinant centrosymétrique d'ordre impair 2p+1 sous fome du

predudt d'un détemminant dfordre p et d'un déterminant d'ordre phi

o

) donirer gu'on peut metire un déterminsnt cenirosymétrique gauche

£

"ordre pair 2p sous forme du produit de deux déterminants dfordre p .

Uz déterninant centrosymétrique ganche dlordre inpalr 2p+1 est nul si,

ii peul so meitre sous la forme du rreduit ds ﬂ?p par deux détermi-

14) 5i une matrice X sur un corpe coamulatif esl de rang » >0, 1o
puissapce aﬁ@is;ﬁétfiquﬁ f@é est ure natrice de rang 1 .

18) Soit L& = dat{@.jj un detarmxnan* dfordre a , figj ie aineuy
diordre n-1 , coupidrentaire de G;. . Montrer guon a

8285




@L11 0.12 e oo (&111 X1
G’21 0>22 eo o Uozn x2

® & 6 2 0 ¢ 5 6@ 0 % PO O BOCOO

an1 ana & o 9 (Lnn xn
i Y - ¥ B

si A

minant pré

=0 et =1 les a.
1]

t

édent est

appartiennenti &

un co

produit d'uns forie linéaire en L S

s, asontrer qus le déter-

2 et

d'une forme lindaire

(utiliser l'exerc.i4). ponner

e 43359099,
un exenple ol ce résultat est en défaui lorszue 1l'annesu des sezlalres

A n'est pes un corpe {prendre pour A l'anneszu Zi/{é) , 6t n=2)

16) Dizortrer llidentitsé
G ? 1 ‘i % o o O fk
A
é a '{-—ﬁr -%" o & @ b —§—
O ;185 &1 23 3,2 an
1. a +s ] a.-ta ... a +ta
2 2 250

3 a5+a,2 a§+az

T 2 © ¢ @0 & 2 e p e L O 90O L5 L =0 99966

a§+an

¢ 8 9 2 0

N3
:(@1 )nzn 12 a

1

1. 8 +a 8 +a2

a * e

& 180 8148y, -

(utiliser 1l'exerc. 15)
47) soit X une natrice sur un corps comnutatif. Pour gue X soit de

rang p , il suffit qu'il existe un mineur d'ordre p de X gui soit £0 ,
ot tel gue tous les uwineurs d'ordre ptrl contenant ce minsur d'ordre p ,

soient nuls (montrer que toute colonzne dé §'eat conbinzisou linéaire
des p colonnes auxquelles sppartiennent les élémenis du mineur d'ordre
p considéré). '
18) Soit E un nodule sur un amnesu corsubatif A , zyant une bzse fTinie

(1€igp) d

st il suffit gqu'il exicte un zcaluire

: B fordent un gystéue 1is, il faut

?&?O tel cue &gx»lﬁﬂiaﬂ a'neﬁx‘ngg

pour que p ¢lonents X
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(Pour wmontrer guc la condiiion est sulfisanic, se ramensr au cas ol
le yrocuit par @ d'un nineur d'orure p=1 deo la mutrice dont les xi

formenl les colonnes, n'est pas pul ; ruis ¢crire que le rroduit par p

¢'un sipcur o'ordre p=1 vo lu matrice dont les x; formeni les colomnes,

ntest pac nul ; puis éerire gue le jroduit rar P de chacun des

nineurs ¢'ordre ; comtenant ce wineur d'ordre p=-1 est nul, en le

dévcloppanl suivant sa dernifre ligne ; enlin, utiliser (10)). Zn

rariiculicr, si p)n , les x. formenl toujours un sysitéme 1ié.
: 2 LA ) o

i
Fon daduire gue, sl (x. )'Aest un sysiéne libre de p élémentis de E ,
ies ge-vecleurs XB , o8 H parcour‘o lt'ensenble des parties de ¢ éléments

ée gxmm [1 ,p) forment un sysi¢éme libre (qgp)

19) Soient E,F deux A-:.&odulea, adzeltant des bases finies ayant res-

pectivenent m el n élsmenis. Pour gu'une application linéaire u de B

dang F soit ur igomorphisms de E dans F , il faut et il sulfit cque

2 g n ; et gue, si X désii,:ﬁa la matrice de u , rajportée & deux bzass
quelconques de B ot F , il n'exisle pas de scalaire Ww#0 tel que le
produiti par e -;ieE’Lous leg mineurs d'ordre m de X soient nuls. Dans

B
ceg conditions, /\ u est un isomorphisme de A E dans A F pour

p<n (utiliser 1'exerc. 18)

20) Soit

: N &
iy

4= By (1<ign)

%

un gystine de m éguations é, n ipconnuss sur un annesu commutatif A .

L!w

=%

@Qx

Avec les notations du n° 6 , on suppose guc, dans la matrice éiw(aij}g
tous leos mineurs d'ordre >p soisnt nalsa mais que X,A %, n. . ﬁxq'ﬁ.} :
Pour que lc systéme zit uno solution, il esl nécessaire gue lion

e B g [ 44 . = ‘% RE o

&:Li"w ﬁai gﬁaf{vuwﬁ-‘{};}jﬁg{ = Q °

Réciproguensnl, si cette condition est veérifide, il existe nii

7,
éloments 5. (1<j&mt1) de A tels que £ 40 o
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SQ

Zai % B §n+1 (1< igm)
21) a) Pour qu'un uysteme de n éguations 4 n inconnues
%1’0-13 % = ﬁi’ (1<€4ign)

ait une solution cmel oue soit y-(ﬁi), il faut et i1 suffit cue le
déterminant det(aij)'soit inversible. En déduire gue, pour qu'un
endomorphisme de A® soit un automorphisme, il feut et il suffit que
son déterminant soit inversible.

b) Soient E,F deux A-modules, admetiant des bases finies ayant
respectivement m et n éléments. Pour qu'une application linéaire u de
E dans F s0it une applicetion de E gur F il faut et il suffit que mpn ,
et gue, si X désignéla matrice de u , rapportése & deux bases guelcon-
cues de E et P , il exisie un mineur d'ordre n de X gui soit inversible

(utiliser a) et l'exerc. 20) .

22} 2) Soit z un p-vecteur sur un espace vecloriel B ds dimenmsion
finie sur un corps cemmutatif’ﬁ , z' le tenseur antisymétrisé d'crdre p
(}uiv cor_respénd & z dans l'isomorphie csnonigue (§ 3,bT0p.4), zf! un ten-
seur d'ordre p tel que z'= g_,z; . Momtrer que, sl z est un p-vecteur
déconpossble 1'antisymstrieé du temseur produit z}.z! dtordre 2p
pour ses ptl premiers indices ( fg 3,exerc.8) est nul (considérer
dans E upe base dont p élénents formeni une base du sous-gspace vectoriel

correspondant & z) . Si a' z}:ai 1.4 ° e. est l'expressin
- 2 200

. ©
de z' 4 1l'aide de ses composanies relslives & une base quelcongue (e, )

de £ , en déduire gyu'on a les relatio

(“’) X - g a 3 = Z a e . o x“

5 .?5/550‘ ‘ . l’":é’r**i‘»’. et 3 . LB ) 52 ool g
Jadprdp dpiatadat tper Lt Mgl Gy g dpig B Iy Ryl

pour toul couple formé dune suite stirictement croissante m ) de
p=-1 indices, et d'une suite gtriclement croissante igk, de ;@M indices,

apparienant a g’i 3*1} .
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e
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b) Inversement, si los co.ﬁposantes de z' vérifient 1eé équations (1)
pour tout couple ((ih),(Jk)) , % est un p-vecteur décowposszble (utiliser
la prop.10, en nontrant que les conditions (1) entrainent que le critére
de la prop.10 est satisfait).

23) soit z=2 0n8p un p-vecteur décomposable non pul sur un espace
vecloriel E , exprimé 4 l'aide de ses composantes relalives & une base
guelconque (ei) de E . Soit G une partie de p éléments de [‘i,n] telle
que @70 , (3. )‘iéh les indices de G rangés en une suite croissan-
te, (jk) <k n-p les ;z,ndlce@ du complémenizire G' de G par raspport a

[1 n} , raozés en une suite croissants. Pour toui, couple (h,k) d'in-

dices tels que 1<$hgp , 1{k¢n-p , soit By 1o cor nposante @ de 2z

eorres;g}ondant & la partie E de [’i,n foruée des pa‘t indices de G

distincts de i, , et de 1'indice Jp + s0it X la natrice (By) & p li-
gnes el n-p colonnes. Eiant donnée une psrtie quelcongue # de p 814~
zments de E’& ,n} , telle gue Mﬂg(} el ang::a aient q >1 éléments,

1
montrer que (a )% o, est égal au minsur d'ordre g de X , formé des

lignes d'indicg b tel que 1hc—:snﬁ % et des colomnes d'indice k tel
que jke anﬁc; (écrire que z est de la forme a.Gy,,fi'ya A ...Ayp ofl
les vecteurs s sont tels que, dans la matrice Y & n lignes et p colon-
nes dont les 5 sont les colonnes, la sous-matrice formée des lignes

dfindice appartenant 4 6 soit la matrice unité dlordre p ).

35. Dualité dans 1'algdbre ext rmure,

Dusl | 9%3 puigsance antisyméirig

Soit E un module sur un anneau commutatif A , admeitant une bass finie,

Par définition de la puissance antlsymétirigue A® (S 3,0 5) ilya

I .
corresponcance biuvnivogque entre les formes iinéaires sur A et les

- formes peliuéairas alternées sur E° ; Ltoute forme p-lindaire alternée

pouvant s'écrire
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(x,l,xz,..,x)-»f(x /\12/\---/\1) _

ot £ est unc forme linéaire sur A E , déterainée de fagon uniqus.

D'autre part, conme E acmet une base, il y a idenntb entre forzes
3,0rop.3).
iizis on sait gqu'on identifie (par une correspondance canonigue) les
formes p-linéaires csur E® ot les tenseurs covariants d'ordre p sur E
(%1 n°6) ; par cetle correspondance, les antisynétrisées des formes
pelinealres sont identifiés aux antisymétrisées des tenmseurs covariants
dtordre p . En effet, au tenseur covarisnt découposable z'-—-x}i B! B ...

2
e @r;}') correspond la forme p-linéaire f telle gue

£(x 10%01 1% )=z, ’%! ><x 1X5 > (x ,x' >. tn a done

a&f(.ﬁ,z  yEy)= Z € f\zo_"(?),xa,a),.. ,,xg(p)) 2@6(1),z1> e
<30(l})’x' >__ 23 <x1,x6(1)> L% ,xg{p)‘} (en vertu de la

relation £ -1 =2 ) ; cone &f correspond bien au tenseur antigymétri-

sé 4dz' , Enfin, comme lo dual E* de E a vne base finie, il y a iso-

morphie canonigue entre le module des antisyméirisés des lenseurs covas

riants d'ordre p sur E , et la puissance antisyuéirigue p-Sme '

iE* (%3,@1‘0'9.4)

vn peul conc, en vertin ée ges rerarques, définir une isomorrhis

B x
cancnigue entre le dual de AB et le odule A E . Pour :rccisez'

cette isororphie, il suffil de uéltermiper la forme linéaire f sur f‘*
gui corresyond & uu p-vecleur Gécouposable x; A xé A Az; sur E £
(%ﬁgn%} ; d'aulre part, les valeurs de f seront connues pour tout

3

. A . L
p-vecteur sur E sl on connalil fix /‘\ x5 fﬁ cail) xp} pour tout p-vectsur
. ! [ Lo .

déconposable sur F .
Or, dtapris ce qui préceds, f correspond camonicuemeni an lLenseur

P
£ 3

&
rll
Qﬁ
\:-w’
Za.ﬁ
t.i

2 nt vnt:.a::*“f*:mtmeﬂ du tenseur x! @ﬁé@“.@z{; , Clest-i-dire au
k

-
@"""

Corme p-lindaire dont ls valeur, pour (xj)f@“* est

1S
a

tenseur > e xl (1}@3{ (2)@,.9@%_(@) Ce dernier est id@ntiﬁé & le
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(1) 2 e K2 xi ) > HpsR 5y o LBpaEL 0y D

L'expression (1) est donc la valeur clercude de i\x,,, xg_[\,.. J\xp)

d'aprés la formnla (6) du %4, cette expression s'écrit aussi :

det(<xi,x5 >). Autrement dit, 4si on identifie (comme nous le forons

. déso‘mais) le dual de /\ E & A E* par 1fisomorphie canonigue que nous

venons de préciser, on a la formale | |

(2) <x1/\x l'\...f\x ,x'Ax A...Ax'): det((xi,xj>)

Les éléments de A E ps-veci,aurs sUT E* ) identifiés einsi aux

formes linéaires sur A , seronl encore é,ppalés p-formes sur B .
Soit (e.)

‘une bass de B , (ef) la base duale de B
3 b i n S £

£ign 1&1%

1s formule (2) montre qu'on a

<e. i\e A "“"91 ,e’ /*‘ef A Ae‘ >« det\<e=7 , "j >)

Or, le c.ateﬁ“iﬂant du secona "sembre a une colonne nu.lle s'il existe
un indice jk gui est distinet de tous les ih ; en d'autres termes, on a,
: - . o :

avec les notations du c‘g},n 7
Legiof 7= 0 ol HfK

L -
<@ﬁgeﬂ>~ 1 | |
pour toute partic H de p € amants de E ?u} : on voil donc que {el)

H
est base duale de la base \e ) de f\l E .9 x=3 G, est un
H‘, pid X ¢

St

(3,

p-vecteur guelcongue, %' = Z, cx,.;eé vne p-forme guelconque sur E , 0B a
' : H it : : :
3 i v iy t
(4) Lx,x D= z,@g@%
> E{ “ Sy
H parcourant l'ensemble des parties de p &léments de gi r,ﬂ i
Rerargues.- 1) Pour p=n , la for;szum {4) nmontre en parviculler gue

S SR ) 5 e S B S S A S e v B P e e < % o~k 7.3 5 2
toute ,.;Qﬂme,_“ﬁe}g,;lz;emmwau,u@_m._aw sur B esi up mpliiplse serlaire ce

- o L0 S ime Cas
ie itomae =118l vso




£ty
h i X

S 5a &
dont la valeur (qu'onm note pé.rfois [x1;x2,..,xn]) est le déter-
pinant de lz matrice dont les colonnes sont les X, (rapportés a la
base v(ei)‘).. ' '
2) Lorsgue x est un p-vecteur docomposable, x' une p-forme décompo-
sable, le formule (2) donne 1'expression de <x,$c'> en fonction des

conposantes des % et x! (par rapport aux bases (e ) et (e’)

‘respeciivement). Ea effgt si x,= Z Eki ; x’ ?lr :

on s < ,xj) Z,; §ki 81 X est 1a matmce a n lignes et

D colounes dont xi est la colonne d'indice i pour 1K ig¢p , X'
la mstrice & n lignes et p colonnes dont x3 eal la colonne dfindice
J pour t<jcp . on voit que le second merbre de (2) n'est autre
gus le déterminan't de las malrice carrée d'ordre p - tm’

PROPOSITION 1.- Solent E et P deux A-podules ayant vne base finie, u

une applicetion lindaire de B dans P ; la transposée de i'application
£
A u s pulssance antiuwetrmue peeme ge u , est iden“tique, & ls Euissfmce

antisymétrigue p-€me f\ (tu) de 1z tr;.ﬂkgo..,ea de u .

En effet, désignons gar v la trzusposée e A u ; vour tout pe-vectemr

décomposable x4 I\x /\ xp sur E , et ioute p=forme décomposable

v’*‘ Ay' /\y’ sur F , on & par définitiocn (chap,ll,’é-@,n‘??)
{x I\x /IX (3} Ayai ,--Ay£)>==<u(x,‘)i\ u(x,)A... A
.-al\x(fcp),y; Aagh... Ayt >
donc, d'apras (2) |
<x Az, .. /\x VT Ay M- Agd) D =det( ulx, ¥} /)-—det%x ) u(,ﬂ ) D)=
-\xi,%x f\,.f\x , u(}fwﬁtu(gé}/\.,.{x uf >

ce gui démonire bien r“vt’ on a

_ b B
() YN AW
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COROLLAIRE.- gi u est un auto*’;omhisme de B , 1la contraprédiente de
P
1'gutozorphisme A u de A E est la puissance antisxg,etricue /\ ‘1’1

de lua contrag redlenie % de u .
Cela rosulte a.ussitot de la for‘nule (5) précécente, et de la formule

(6) du S}, .

2. Les isonorphisaes cancnigues enire p-yecteurs et (n-p)-formes.

$0it E un module sur un annesu coxmutalif A , adueltani une base finie,
et soit (e. <1 4a une base Ge B . Consiiérons un p-vecteur x sur E ;

pour tout (nep)wec’ceur y sur E , le produit extérieur yAx est un

n-vecteur , qutor peut donc écrire ¢'unse seule maniére u(x,y).e , oh e

est le an-vecceur €4 /\e A... i\e , et u(x,y) un scalairs. %‘C ela étant,
1'application §— ;,u(xﬂ) est uns application L:Lnéalre de ﬁ}& dans A ,

sutrement 4il une forme linéaire sur le module A 5 5 dle pré le 14

c@tte forme est identifiée & une (n-p)-forme (élément de
cue nous désignerons par o(x) ; cette forme est donc définis par
1tidentité en x et ¥y
(6) . yhz ={y,9(x) .0
A tout p-vecteur x nous faisons ainsi correspondre une (n-p)-forme

o(x) ; montrous que ¢ e3i un isomorphisme du s-zodule A BE sur le

2 <
a-module [\ E* . En effet, il est inmmédiat, dfaprés (é) que 9 est
iinésire ; caleulons d'autre part cp(eg) pour tout élément g de la base

de /\E ocorrespondant & (ei)' : 11 sufPit pour cels de donner dans (&)

o8

% la valsur €5 o & y successivenent les valeurs ey , ot K parcoubt

1'enmerble des parties de n-p éléments de E’I,n} . Or, on a e f\eﬁs()

K
gauf si K=HY (e;om.pl‘ entaire de H par rapport & Ej } ), anquel cas
< , o S :
on a ugﬂfs a = Eg He; (539 for ule,s {(14)). n a d@m@\@wvﬁ(a}i}>-«&

gi F:f&{ s at Qwﬁa,@&w )> gge i ; d'aprds les formules (3) ,

ie culon 2
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; 7 -— : 1
(7) o) = O gy yol
ce gul déuontre la progosition.

2
7

L'isomorrhisme 9 sinsi défini dépend do ls base (ei) de B coit (‘é"i)

une auire base de B (Quata nécessairement n éléments), et soit 9 1'iso-
morphisme de E sur KE* corresjondant &4 cetle base, Dfaprés (6),
on a idenliguement -

- Kya)ye ey b he =yFy S AT, k.. hs,
Or, siv[§<ﬂﬂ.le déterzinsnt de la matrice de passage de la base (ei)
& la base (&;) , A est inversible, et on a E1A32A"'A§i1 =
= A -eq N e, h... /\en ; par suite, on a identiguencnt ‘
<y,<p(x)>== A<y,?§(x)> , clest-t-dire
(8) - s - Ay

L.es isomorphismes ¢ correspondant aux diverses bases de E sont done

idepticues & un facteur inversible prés. Un dit gue ce cont les

B
: : : #*
igomorphiszes caznconigues de K E sur /\ g .

ve la forzule (7), on déuuii gsue, si E est un ospace vectoriel et x

un p-vecteur décougosable, 9(x) est une {n-p)-forme déconposable, car

on peul toujours trouver une base (ee) de E de sorie gue le p=vecleur

% soil égal 4 un ey ; ©u outre, sl V esi le sous-espace vectoriel de

divension p correspondant au p-vecteur déeomposable x (% 43n07), lg

- . % :
forsule (7) monire gue lc sous-espace vectoriel de E correspondant au

= - %(3: =
(a-p)-vecieur o(x) sur B” n'est autre gue ls sous-espsce V! orihogonal

&V (ehap 11,8407 2) .
- - : o 7 o - o«
tn particulier, tout (n-1)-vecteur sur E est de lz forme olx) ,

0@ X est un vecieur de E , et par sulte est déconposable ; comue

+ o e R S ot A A A BT o e e L e
LOUL esLals Vecicriel de Gimensiocn n eub elre considéré comne

A T o g G P L A 2% , 3 .3 s t\- S 7 B : 5
ie dual d'un espace vecloriel de méme dimension, om veit

2N

ﬁn?}cveetaar SUT un espace vectoriel de dimension n est
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Revenons au cas z8nérel od E est un A-aodule quelcongue a;yaht une base
de n ¢éléuents. Considérons le A-module ,'\ E , somme directe des nti
modules f\ E (0<p¢n) , et le A-module A E”, somme directe des n+1
nodules ﬁE* (0¢p<n) (nous ne munissons pas l\ E ot A E de lemrs
structures d'algdbre définies aw § 3,n°10) ; on vient do défimir, pour
une base donnée dans E , et pour chaque valeur de p (cg<pgnm) ,
isomorphisne de /\E sur /\ E ; Cces isonorphismes sont donc les
restrictions d'un isomorphisme bien déterminé de /\ B sur f\ E* ; que
nous désiznerons encore par ¢ ; nous écrirops <p°1'l' isomorphisme réci-
progue de @ . Quand on prend uue aubre base de E , l'isomorphisme ¢ de
'\E sur fX : " correspondant 4 cetie base est encore domné par la formule

(8)

Avee ces nmat;ons, on a la proposition suivaste :

PROPOSITICN 2.- Pour tout automorphisme u de £ , lz puigsance antisy-

n=p o
-~ méirigue /\ u de lz contirag rediente da u est donnée par
: ‘n.m?
(9) N ¥=(aet u) ¢ of !\ u)eq”!

Posons pour sic pla.fuer u = f\ n Bl u."‘i est lfautomorphisme récipro-

: 4
gue de u , l’duto*norpﬁisme reciuroque de up , Que nous noterons u -

b
n'est auire que f\ (v’ 1) : de méme, la prop.1 montre gue la transposée

tx;.p n'est sutre que f\( a) . _ ' ' .

On sait (3 3;n ©10) que les zz.p (0 p¢n) sont les restrictions aux Az
dﬁm sutomorphisme u de la structure d‘alg;ebre dge NE ; par suite, on
déduit de (&) gu'on &

(10) e (x) = 9@(}!)}*«1 (e)=tst(u). Ly,9(x) pe
avpliguons ¢ w) an reripiagant x par u_;{r; 1( 1}), oh x' esl un élément
cuslcongus de f% B, ot désj,f hons par v 1lfautormorphisme mu:?a @”1 de
h}éwﬁ’ ; il vient

(11 u)fw“%xw-»dmw/ v(x') e

31 08




- dais d'apris (6), on a aussi '

| ' (12) (y)/\rp (xt)= Lo (7),x" e ={3,%0 p(x1) e

dfot, en comparant les secondg¢s membres de (11) et (12), la relation
(1}) b‘unep =(d8t u)qzou;o <p-1

et en prenant les sutomorphismos réeiprogues de chacun des deux membres,

on a laz reletion (9) .

3, Produit intérieur d'un p-vecteur et d'unec g-forme.

Dans la foi*mule (6), remplagons x par <p-"1(y’), ob y' est une
(n-p)-forme guslconque ; on a |

vho '(31) =3,y e

Or, l'isomorphisme g fait correspondre au n-veciour e 17é&lément unité
de A (identifié & la forme linéaire %-—; % sur A) ; on a done
(14) Ly, >= oy Ao (3')) '

le second nenmbre de cette foruule garde un sens lorsque y est un
p-vecteur, y' une g-forme, p et g étanl guelcongues ; mais comue <p=1(y')
est alors un (a%q)evecteur, le second membre de (14) est toujours nul
si p+(n=q)>n , ¢lest-a-dire p)g . On est done conduit & poser 1a
définition suivante :

DEFINITIOR 1.- 8i 0¢<p<qa<n , on sppelle produit intérieur dfun

p-vectenr x ot dfune g-forme x' la (u-p)-forme @(x}\@“?(x?)} gu'on

note {25 .
Dlaprds (8), le produit intérieur <x x'yest indépendant de la Bass

choisie pour définir l%sowrphime cp . I1 est clair que of ‘egt une

spplicalion bilinédaire de ( A E) x( f\ B ) dans /‘; B . 81 (e ) 2@’&;
une ws@ de B , (e ) (r@s@. (egt)) les bases correspondantes de Aoz

at j\ 1‘:“ , on 8 éeﬁgeﬁ/o @(e A@ 1(@?}) g qu\eﬁf%‘eegg dfaprés
(7). k' ¢ stent le corzplémeniazire de la pdrme K da g éléments par

ropport & {mfg ﬁ%waa les forzules (41) du ésj , OD 8
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ona e fle =0 =i HAK' n'esl pas vide, clest-é-dire si H ¢ K .

au contraire, s HCK , on a Hl\el{’ SH,K’eHuK' donc

<a ,e! >- Kt, Kg)H Kt 3H'n‘( HU K qu (H' complémentuire de H dans
[1 ,n] ) On peut aunhfmr cotlie expression en remarqguant que d'um
maniére générale, si L,M,N sont Lrois parties de _E‘i ,n] sang élément

‘ s = .
commun deux & deux, on a LauN °L %3%3 d'aprés la défipition du
43,010 . On a donc &
3 : : =8 : =3
g,K? Swnx,a UK' H,K'BH’(\ X,H‘gH'nK,K' X,K! SH’AK,H
puisque H <K , ce gui entraine RBU(H'NK)=K . D'autre part, d'aprés

les forrmules (9) et (414) du %3, oL & 3.,, ;{,z(u‘i)Q(nQQ)sK. : dloh
g &k g & 5 “’ :
finalemen t :
_ {08 »= 0 SI H4X
) L ogset H=(- 1)elm-als o si EcXK
! > H'NK,H B'NK
Si Z Uy est un p-vecteur guelcomgqus, x' = 3 a'e! une g-forme
x KK

que leenque, on décuit des formules (15) qu'on a

O

L vparcourant l'snsemble des parties de a-p éléuments de [j,n} -

t“\

P

H parcoursnt, pour chague ensemble 1 , 1'cnsemble des parties de p
élérenlts de {1 ,§ quil ne rencontrent pss L . Kn particuller si qg=n
et x'= pe! (avee *“a%e’ ..,f\e ) ; on a simplement <x x.'} g olx),

Lorsque E est un gspace vectoriel , x un p-vecleur décomposable

correspondant & un sous-espace V de E , de dimension p (g 4,n97) z° une
£3 TN 9 e : - 2 - % -
g-forme décomposable correspondant &4 un sous-espace W' de E° , de dimern-
gion g , :p”ﬁ(xf) est vn {(n-g)-vecteur décomposeble correspondant au
b S | : ; ey = ¢ % % : =1 g :
sous-esyace W ce B orthogonal & W' (2 4,prop.10) ; done xfho” (x') est
un (ntp- q)-vecteur décompos sable, nul si VNY n'est pas rédult & O ,

el correspond £ la corme directe ViW danc le cas contraire.
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8i V! est le s0 ous-espace de E*orthoggonal 8 V , on en conclut que
<x x! > est une (g-p)-forze doconposable nulle si la dirension de
VINW!' est >4-p , et correspondant & V'AW' dans le cus com;ra,:.re.
Revenons au cas of B est un module guelconque ayunt une base de n
Slémente. On sait que B psul &tre cons comue le duul de sop dual
B ; en iutervertissani lss roles de B et E‘. , On peut done définir le
'produit irtérieur d'un p-vecteur x et d'une g-forme x' lorsgue p 2 a
de sorie ¢ue ce 1.1"0::11.1;1: coincide encore avec la forme bilinéaire fonda-
montale <;<.,x’> lorsgue p=q ; ce procuil gu'on notera encore X,%'> ,
gera cetle fois~ n (p-q)-vecteur. Nous laissons au lecteur le soin de
forrmuler pour ce preoduil les propositions aﬁalogues a4 celles gui précédent
Bxercices. 1) Soit E un module aysnt une base finie de n élénments.
gfolt x un p-vecteur, y un Qavséteur sur E . On arpelle produit
réorosgif de x el de y et on note xV 7y le (ptg-n)-vectesur
@’1(cp(z)/\ o(y)) si ptg-n 0 , et O dans lé cas contraire. Ce produitl
nlest défini gu's un facteur inversible prés gui dépend de l_a base
choisie dans B pour définir 1l'isomorphisme ¢ . ‘lontrer que
vV = (=?)(nep)(EQQ)XVy ; et que le produit régressif esi associa-
1if oL distributif par rapport & l'sédition, et aéfinit sur AE
une structure 4f algébré isomorphe 2 celle de l'algébre extérieurs.
Expriner les composanies de xVy en fonclion de celles de X et de ¥.
2) soit B un espace vectoriel de dimension n , X un p-vecteur
décompossblie, y un g-vecisur décomposable, vV {r.@sp. W) le sous-

espace de E correspondant & X {(resp. gj, Pour gue fi\/‘&f-ﬁ il Paut

g.....v
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suffit goe VHW=E ; le (,'x«irqga}awmaur xVy est alors dsecome
g b .

'?3

sable, et correspond au sous-espace voctoriel VN ¥ .
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3) Sur un espace vectoriel E , soit %!=x! /\xé A... hz! une r-forme

décorposable, produii extérisur de r formes x;!l linéairexnent indépen-

a

dantes 5 50it y un p-vecteur, z un g-vecleur sur E . iHontrer gue,
el plgqgr, ona
{7hzx! )= 2 On 1 < u><z”‘a >
7 H parcourant l'ensemble deu parties de p élézents de [1 r) H' dési-
gznant le complémeniaire de H par rappori & [1,1:] (prendre dans B
une base dont las xj'_ soient r élémentis, dans B lg base duale).

4) Dans un espace veci‘oriel E de diméasion n, sailt V un sous-espace
de E ce dizension p , V' le sous-esg;é,ce de ol de dimensicn n-p ,
'mho;_r;onal & V ; soll x un p-vecteur décomposabls correspondant & V ,
x! une (n-p)-forme décomposable correspondznt & V!. Soit z' une
a- -forme sur E (q¢p) ; pour gu' on alt {7,2'> =0 pour tout g-vecteur
déconposable y=y, | y2 o..;’\y , ot les y4 appertiennent & V , il

faut et il suffit que ltune des deux condltlons équivalentes suivantes
soit remplie : a) {&,2'>=0 ; b) x'Az'=0 .

5) Soit x un p-vecteur sur un espace vectoriel E ; 1l'ensenble des
forzmes linéaires y' sur E lelles r;ue.la (p=1)-forme <x,y’>’ soit
nulle, est un sous»espacé V' de E” . dontrer gue le sous-sspace V de
E , orihogonsl & V' , esi; le plus petitldes sous-espaces W de B tels
gue x soit somme de produits extérieurs de p vecteurs appartenant |

aw. ,

6) Soit z un b-vecteur sur un espace vectoriel E de dimension n ;
pour gue z soit décomposable, il faut et i1 éui‘f’it que, pour tout
(nupe_‘! )-vecteur décompossble x , on ait 3 iz Az):O {(pour voir que
la condition est éuffisaﬁta » 1'appliquer en prenant pour x les p’ro-»'
duits extérieurs ae n-p=-1 des vecteurs de base, et en déduire cutil
existo n=-p formes u’ (1& S1<n- p) sur E , lindéairemenl indépendantes

b

4
et pour lesquelles f**{a:,m *t}.,q = 0 }a
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7) Soit E un mogule ayant une bese finie de p élémenis. Soit x un
p-vecteur sur E , x' une ¢-forme sur E (qu) : x peut 8ire identifié
& 1'sntisymétrisé éxﬁ d'un tenseur contravariant Xy d'ordre p , x' &
un temseur covariant dfordre q (antisynéirisé). 5i, dans le tenseur
mixte x,!;x' on contracte le k® indice contravariant et le k° indice
covariant pour 1 <k £p , montrer gue le tenseur covariant d'ordre
g-p obtenu est antisynéirisé, et peut 8itre identifié & la (g-p)-forme
bpale & (-1)3(m=a)pla-P) o, x . '

8) soit E un nodule ayent une base finie de n éléments. 5i X est un
pe-veciteur sur E , x!' une g-forme sur E , i:-éls que g p , montrer gue
le (p-q)-vecteur <z,;a’> est égal 3 @’ﬁ(x?A@(x)).

9) On appelle adjointe dfune matrice carrée X sur un corps, et on

et
désigne par X , ia pulssance aniisymétrique A X (ctest-a-dire la

“-\

matrice (X*9) formée des mimeurs d'ordre n-1 de X) . Montrer qu'on s
> n~1 s Ar -
det f=(det X) » et que toul mineur X, . d'ordre p de % est domné
3

-par la formaule

(1) s a0

= ] 2

‘i) , Xﬁ)g L) X Kt

oh H' et K' sont les complémentaires de H et K respectivement par
rapport 4 (’i,n} {(utiliser 1l'identiié (v)).

10) De toute identité @ =0 entre mineurs d'une metrice carrée
générigue X d'ordre n sur un corps, on peut déduire une auire identiité

fon

D =0 dite complémentaire de (P =0 , en appliguant 1'identits =0

7 nS
sux mineurs de 1l'adjointe X de X (exerc.9), puis en remplacant les

3

nineurs de i i’omcti@n de ceux de X & 1l'sice de la formule (1) de

(b2

llexere.9 . L“nontre"“ de cetlie maniére 1*1@@:\'&41.@ suivante :
1 k. hk
ii "33{ = 723:' jﬁftf}a = {det ;}g‘.}‘, L,

izne le minevr d'ordre n-2 de X obtenuv en supprimasnt

dans X les ligpes d'indices i,j et les colonnes d'indices h,k .,
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11) Soit @:0 une identité entre r:ziileurs d'une matrice carrde
générique dlordre n sur un ecorps , @:O l'identité complénentaire
(exerc.10), k un entier 70 . Soit Y une natrice carrée pénérigue
> ~ ~

d'ordre otk , -Y-o lg sous-natrice de la nmatrice adjointe Y , formée
en sujprisant dans’_Yt les liznes fi\:indice Sk et les colonnos d'indice
<k . 5ion applique 1'identité é:() aux mineurs de 'io , puis si on
rerplace chague®aineur gui figure dans cette identité (coneidérs coame
aineur de E') par son expression en fonction des mineurs de ¥, s
l'aide de la formule (1) de 1'exerc.9, on obtieni vme identits @kzo

enire minsurs de la metri généricue ¥ , qui est dite exlension

ice
d'ordre k de 1'idantité @:O -

By particulier, soit A=(q ,}} une matrice carrée inversible
&

s

d'ordre ntk , B 1a sous-natrice d'orcre k de A obtenue en surprimant
dans A les ligues et les colennes ¢'iniice -k Aij le déterninant
de la mairice d'ordrs k-1 obtenue en bordant B par la ligne d'indice
k+i et 1a colonne d'indice k+j de 4 ; si C ‘déSis—f.né la matrice ( A‘ij)
d'ordre n , démontrer 1'identité

det C=(det A)(det B)*"
(zontrer que clest l’e.,itension"_d’ordre k du développement total
d'un déterminant) .
Enoncer les identités obtenues par extension du développement de
Laplace (%ﬁamz’c&?}, et de 1l'identité de liexerc.2 éd— .
12) So0it ZX=( %i;}) 119 matrice carrée a'crdre n sur un corps commu-
batif K , H une puriie de p éléments de ['l—ﬁnl » H' le complémentsire
de H per rapiord é,' Zs n} y O suppoge .cus pour lout couple dlindices

hed |, kcH! _ on g

e

% ;
Cuonad 5 %4 = 0 2
=4 21h 24k
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sientrer que, guelles que soient les parties L, de p éléments de

[1,11} , On a
ﬁ&,m'XL,H}Lﬂ',H'"SL,L'Xii,HXL',H'z 0=

(Considérer les colounss x, dlindice h€R comze des vectours de E=K" ;

s nd ¥
les colonnes X},; d'indice k€H' comme des vecteurs de E ; en se bor-

nant au cas o¥ X esi inversible, montrer que la (n-p)-forme xé? est

proportionnelle & cg(xﬁ) )
13%) Soient T o1 A,, deux déterminants dfordre n sur un corpe commuta-

iif T.. le déterninant obtemu en romplacant dans I' la colonne

ij
d'indice i par la colonne d'indice j de A . iontrer que 1'on 2

(développer Fij uivaent la colonne d'indice 1 , et utiliser 1lfex.9).

14) Soit E un module guelcopgue sur un snneau commutatif A, £ et g

dgeux formes multilindaires sur E , de degrés respectifs pet g . Om
désicne par fg la forme multilinéaire de degré pig

(2y,.00% . ) -:->f(x1,, o,:»:p)gs:;(xw_,i,,. =

=

X )
ptg
dontrer que si 4g=0 , on a &(fz)=0 (remarquer que, si H désigne

ia partie [pH,p—t'q\i de l'ensenble E’l,p’rq} , on a %H(f‘g)sf. asg
(cf. § 3, exerc. /)).

En déduire gque, s8i f= éif,{ ) &=&8, sont les wtisymétriaées' de
deux formes £,,g, de degréé respectifs p et g , la forme %(fﬁgq)
de degré piy ne dépend que de £ et g , et non des formes £ 184 dont
T et g sont les antisymétrisdes ; si on désigne cetle forws pur ia
notation fAg , montrer qulona ghA? =(-1 )qu/\g , et :
(ng)fi,h = 2 h(gdn) » Guelle que soit la forme antisymétrisés h .
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