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On a déja défini d'une menidre générele la notion de groupe &

z 3 ’ Ao o T G, . e 5 : . . o . oo
gpérateurs (Alg. I, é;é,n.y), Hous nous proposons icl de considerer

plus spécialement le cas des groupes g opérateurs gui sont azbéliens.
ia loi de compogition interne d'un farcll groupe sers sys tema+1quement
ncﬁée additivement.

I1 est olalr gue les soue-brcunes (stables), les groupes GuOuleﬂts
(par desfsous-groun es stables) et les proaulto de Hroupes abeileas a

opérateurs sont des groupes anellens & opérateurs.

Sommes de sous-groupes.

Soit G un groupe abélien additif. Correspondant & 1!'addition dans G

nous avons une loi de composition (aussi notée additivement) dans
1'engemble des parties de G (cf. &lg., I, n%) : si X et Y sont des
parties de G , X+Y est l'ensemble des éléments de la forme xt+y , ol

XEX , ye€Y . L'addition ainsi définie dans 3’3 (G) est commutative et

associstive. Il en résulte que l'on peut définir la somme d'une famille |

finie de parties de G (Alg., 1,5 1,n°5). On vérifie immédiatement que,

si (Xﬁjjzél' est une femille finie,@e parties de & , Ziié T X, est
1'enseuble des éléments de la forme Zﬂ o of x <X _ pour

tout tel

Proposition 1. BSoit 6 vn groupe abéliem & opérateurs, et so0it (Ei}1,e1

yne Tamiile fiﬁie de soua-groupes-stables de G . La somue §:LéI Eﬁ

est alore un sous-groupe stable de G .

+ H la somme en question. 11 résulte immédiatement de la form“‘e

- jz&é; - Y = 2 (=x ) gug -H = Z%cT( -5 ).’Chaque Hﬁ; étant un

sous-groupe, ona =H =58 o dleh oH =B Dlautre part, on a

H + *._E

.Lw-

: ‘ o -
+‘E¢e 1 i Za4izcﬂ¢ T2 = e =8 , car,
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ug greupe

:> 11 importe de remarguer & ce propos que les parties stables de G gul
— ne sont pas des sous-groupes ne sont plus nécessairement stables dans G1k

11 existe un subre srmeau qui joue ua rdle important dens ls théorie

d'un groupe ebélien & opérateurs G - elest 1'annsau des end morphismes

gues de & , tandis gue o est un opérateur guelcongue de & Y
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':3’>’~O':’=r eea e i o s e Crmpa oy s e Sl Aon 6 oY e s s S e = P N e é/ 33 = ‘
L ECPOBTCY0OTE *r o S01 0 Ul srouce soelien & opergosuTe; L SOR% ASE T A

e L R S e e S S e A e = pre e b A
.68 endonorphisnes e & Sont ceux Ges encomiorpnigies e & gul Ccom s Cer®

Scit ¢ un endosmorphisme de G el soit a un operateur de G 3 llopéra-
¥ 2 : 3
75 /\/ :
teur o faisons correspoundre un endomorphiskte b de G par la Tormule
V2
A G N = & = = 22 7 -
b (x) =« x, pour tout ¢ G ©n s dore (9 b )x) =06lh (x)) =
s = &
— ( "\ — r ,"—\ — -7 1 —— »‘ & \ ~ ‘,\‘} e
= glo x) = ag(x) =18 (9(x)) = (b, ¢)(x), d'ott ¢b =0 ¢ .
Or les &léments de la forme b engendrent O ; il en résulte que ¢

oy o o e S g e e AN B e R P 1 % s DS s = S e 3
proproguement “f un endomorphisme de & gui commute avec toub élément de

0 . 6n s donc er particulier h = u&”f d'oti Y (a x}z’?(ﬂ&(x)}:
= (Y h@)(:fz) =8 VT ix) - n (Vv (x)) = ay(z), ce qui montre que

st un endomorphisne de G .

Remarque. 11 résulte de la démonstration que les endomorphismes de &

s i e, e P

peuvent aussi 8tre carsctérisés comme étant ceux des endomorphismes ée

~S Z = e - 7
¢ qui commutent avec leg endomorphismes produits par les opérateurs

ot
@
o

Gorollsire. Les endomorphismes d'un groupe abéliem & opérateurs G

forment Un anpesu..

Cela résulte immédiaﬁement‘de la proposition précédente ét de lé

proposition 2, Alg.,l, 78, 0" 2. |

Cn observera qu'il n'est pas vrai en géncral que 1'ammeau opérationnel
d'un groupe abélien & opérateurs G éontienne tous les endomorphismes du
groupe abélien sous-jacent qui commutent avec les éiéments de l'anneau
des endomorphismes. Néanmoing, il en est ainsi dans certains cas
importants gue nous examinerons plus térd.

Pour conclure, démontrons la proposition suivante, gui joue un réle
de premier plan,dans la théorie des groupes abéliens & opérateurs

simples ou semi-simples :




—O-

[

Proposition 5. Soit G un groupe abélien & opérateurs simple.

L'asnnesu des endomorphismes de G est alors un corps.

Soit en effet ¢ un endomorphisme # O de G . Les ensembles
-;(U), ¢(G) sont des sous-groupes stables de G (Alg.i,.§6,n°ﬁ2,
Théoréme 9). Puisque ¢ # 0, on a _3 (0) # &, 9(G) # %O% :
Puisque G est simple, il résulte de la que -é (0) = 30} , 9lc) =6 .
L'dpératicﬁ,¢_esﬁ donc‘uﬁ sutomorphisme ds la structure de groupe
& opérateurs de ¢ (Ems., R., §8). 11 en résulte gue ¢ admet une
application réciprogue —é* gqui est sussi un automorphisme de G .
Les éléments @-; et _é ¢ sont tous deux égaux a 1'élément unité
de 1'snnesu des endomorphismes du groupe sbélien sous-jacent de G ,
ce gui montre que ¢ admet un inverse dans l'annesu des endomorphis- -

meg de G .
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o = oy Shio s O i cox oy s
T x,y,i,...,.{',g) = {x..,z“l‘z\/,::,....,f "i‘fb}_, d,(z{,i,-...,gaﬁj—(aﬁ/i,...,&zsﬁi

ol

(ot CgFgge sy sont des éléments de K). Hous conviendrons de désligner
per K 1'espace vectorisl sur K gui se réduit & son élément nul.
elinition . Soit V un espace vectoriel sur usm corps K . Un appelle
sous-espeace vectoriel {ou simploment sous-espace) de V un sous—groqae
s--hle ou zroupe additit de V (V‘éﬁamt considéré comme croupe sbélien

e o5 ik ST i Sy 2 P SR 0 s LB Sy e = e L e =
Paites euivants @ &g) ia strucuure incuile SUTL & par la strucunre de
R R s S IR Tt deniy i s St R e A O er A
groupe & opéraleurs de V o5t UNS SLIUCLUIS dlespace vectoriel sur &
By e eatrhoeture OF P T ey N Ay o R 3 i sat une strueture AL Aeme e
b)) Lla structure Ge ZXoupec G Opérateurs g ¥/ d esl Ulle S rueture ¢’ espace
SRt B S oy P U ) O Sl s - e e
vectoriel sur K . On dit que V/W est llespece veclorigl guotient G
&3 oy oy s
V¥ par W .
Do finition 5 Sodeont ¥ ek W des espaces Ve Ford el soT U5 corps &
AJa‘{»\JJ.——Ar‘—lU-LV*’- ] UL S % LoD uS;qc‘uCOz: vCuLa.J.vu—S (1o [GHRE 5] [ B B R
& e Simte e e AT A Y o borreraa g e de
On avpelle gpplication linéaire de V dans W Ln HOTOMOTPAISHS CO <8
oo So ey s s O e e L s i s e s e
structure de V¥ ceiime groupe & opergtell’s Lavecd K comme domaine
TV Ao A e e A mae g9 P ¢
dlopérateurs ) dang ce.iec 06 W .
e N e s A e A S oy TRy 2o SC R R e
giie &_E:_J;::Jllcdb.Loﬁ 1inésire de Y cens s €8T GO0AC vae anglchﬁulOﬂ @ Ge

(6]
-
o
!,....
o
‘._.l
©

v i s conditions suivantes : ol(zty) = olx) +ely) ,
elaz) = a,$(x) (ch x,y sont des éléments de V el a e K) '
S0it {V’)A o ume fPamille d'espaces vectoriels sur le corps K .

Le produit T—rieI v; se trbgve muni d'une structure de groupe abélien
5 opérateurs, avec K comme domaine d'opérateurs. On vérifie aisément

que cette structure est wne structure d'espace‘Vectoriel sor K . 7

L'espace vectorisl obtenu de cette manidére est ap pelé le produit

des espaces vectoriels ¥V, . La projection de 1 - Vl sur V.
T

cst une spplication linéaire de [LLéI Y. sm V.

T




2. INDEPENDATICE LINEATRE, ASES.

S50

|_.h
<

un espace vectoriel sur un corps K et soit x vn élément de V.|
- b

b

application & —>ax{(ackK) est, comme on le voit tout de suite, une
: 7

(N
=
Q
O
®
o)
0
()
Y
)
a
o
@
o)
oF
o)
=

‘ J
®
'._J

application linéaire dans V de la structure

_g.

)
ot
l.J
(e}
B
®
n
C
o
(o)
()
Q
U
o
&
U
®
w0
()
@
Q
®

ur Kk E'_L:aar/e de K donnee par cetie applicat

yectoriel de V , gu'on désigne par Kx . 81 x° £ 0 , 32 *1; ication & —ax

- est un isomorphlisme, comue il résulte immédiatemsut de la proposition

Proposition 1. Soit V un espace vectoriel sur un corps K , ot s0it &

un élément # 0 de K . 81 xeV , ax = 0 enbtraine x =0 ;
L S e iep ' AF Avn s e ORI A S (i - e ¢ -—\_/ o e =il e
Soit en effet o 1'élcment unité de K . On a x = ex =(a ‘a)x = (ax)

=8 . ee gyl o.\,-“ouc o g proposition .

Soit maintenant (x ). une famille d'éléments d'un espace vectoriel

¥ sur un corps K . Nous allons définir la notion de combinaison linéaire

= e ot o SR S T g SR T s
telle gue af{+ ) =0 pour tout v n'asppertenant

At = | e o ° 1 ‘ i =N 4 b W o o 0 % et % et =19
condition satisfaite ; si J of J! sont deux parties finies de . ©Te-.165
- ¢ - 2 e e S Ea e
gue alt) =0 pour tout t gul ou bien n'est pas dans J ou bied N'E8t
= bt = 2 e st -
tas dape &' , on & - . - . alcox
- € o z 1€t

J
Hous définirors > __alc )x comme étant la valeur commune de Tous

LeT
ST S e R R s e = e
> =t relatifs aux parties finies J de I Telles
7C J v
¢ pour tout T o
= 1 5+ ~ I "r*'\w‘:llg AatATémerts 113 oaoSnao ccto-
béefinition 4. S03 o une famille d'éléenents ¢'un sgpace Vecto
mE
viel V sur un corps K . Nous dirong gu'un élément X de V est uune Combl-
ngison linézirs des élements x s1il existe une application




- =4 -
| X = ZSLeT al+) x . BReprésenter X comme combinaigson liméaire des X
f - S :
i ctest trouver une aprlication < —> 8l ) qui domne lieu & la fomule
| précédente ; les élémentis al 1 ) sont appelés les coefficients de la.
i représentation en gusstion.
ﬁ Cn vérifie tout de suite gque les applicalbions nulles & infini de 1
b . e el
| dens K forment un sous-espace vectoriel de llespace vectoriel ¥° de
3 toutes les appliications de I dens K ,
{
|
| Désignons Ce sous-espace par (;il)‘f Boit (X‘c)ze;i une famille d'élé-
{ <

N ments d'un espace vectoriel V sur K ; on vérifie facilemat que 1l'appli-

7

(¢f. Alg.I,56,0° 12, Théoréme 5). Si © est un élément guelcongue do I,
1'application de I dans K qui fait correspandre'é"t 1'élément unité
de K et & tout autre eleuvnt de I 1'6lément O de K est dans (K ), ;

T'lmaée ée cette app;lcgtloa par ¢ est l'élément x d'ot il résulte

gue tous ides xt' appart;ennent =) @((Ki)f) . Réciproquement, il est

¥ clair gue tout sous-espace vectoriel de V gui contient les x contient

m :
I sussi toutes les combinaisons linéaires des x . Il en résulte que

J @((Kl)f) est le sous-espace engendré par les éléments X :
|
I Hous avons conc démontré la
Proposition 2. ﬁoit (x, ) vne famille d'éléments d'un espace

el
vectoriel V . Le sous-espace de V’enge drd par les éléments de cevie

famille coincide avec l'ensemble des combinaigons linéagires des

&léments de cette femille.

Définition 5. poit (Xz) Loy Uue femille d'éléments d'un espace

‘vectoriel V sur un corps K . On appelle relation linéaire entre les

élémentis X toute formule vraie de la forme §5¢ei a(1,)x1 =0

(ot 4+ —sal+) est une gpplication de I dans K, nulle & 1'infini).




. e 2
0 [ e @
eSO I RO 0 I ) i a
R R T 4 ) 0 0 ' B DR )
: ! @ D B D e o o 3 42l 8y O A ;
@3\ ) S E O @ 2o S e (s ER (1) B S )
£ = NGH D gl S R Do) 12 iR BN (0]
oo oy ) oot S O R O G Wi O ew () mw (0} o= 4
o] O] £ SRR s | O] D L S ot = O ol
~ 24 e ] (7 D @O ) P T R T - ] @
o o @ YRS . - (O} £ 8.\ o , 0] i 0w S0)
0 (] (0} (AR B el ) o o ] & 2 a0 ()] 23 T < D o
sedl AR L B s L B e , st WM G ol o) ot (23] i |
ol ol | o} e 0 \—/ DA | o v
] O [ | D) (0 e O NGl & s A SN e () ()
(g | R S R E el ) () O ke s = &
) e W ot O RE ] - 42 o O RATS) [ SRR S 4 Q
() 08 BRERT | AT vy R S i NG & i | Q - 9] ® () (O} MR
0 ¢ e~ ) S B o) Q () Lo (i 0 ot e 0] ¥ P Y 4 ]
O) o " o o sy Fusam el e B o O o) g s e &)
] 0 R ST : Sl o w4 a o o B o1 s e B e [T o
@1 ERIET o] ) B R s o i S ) S e e @f O
] B | \© @ ol o o PR R R S w) e £
e} O} R o) s s ne Tl e et 4 DA : D ) o) o B )
\ e 3 0 (RN ORI U | ] o o o €0 () GO Rty () 0 v & ()]
()] (o f R Sy 1) o ) 4 Qe (3] ()] ) o oo o | ERC
o | O} M ~oan O = o : R ST REROY e | T O R
gl iy g el B D © O e ol 3| sof 6
! & Boosad e g e T ol Al g o
o F T B | RO (] ~ 0 5 » SR &) ] B0
! & ) s e LR oY) ®] e 1) R ]G B . el i B el RO &
QPO Q Sl R e < : O S e B T s e BOE) B
el of i g aliist i Gl e B O ey o
{0} B oo X ~ o o 43 N o (1}] ~ ] Q
“ rw 0 Gy i~ \(w ol D) wv % o S e i . o o
) ) L : 4 Gl s e G o] o
4y it 4 Q Q ol4) [} D o (-t (4)] ) W . 4 et o
s o) 3 (i 43 & ) 0 S 0 “ Al e o 4
0 2 & o EEEREE Y O M D " SR S M 3 @
1 W s 0] & o @ o g . ) e S D o -
be Ao (0) . , & ADE e D o 0] (73] o3
e R | B a4 3 L £ e S i D ®
vl ) RSN O ; (] T (03] o = OF i 4
(0} ¢ G- u et D O] R ¢ (6} i § 1 W +
DRSS | ORI <J o) o mlo M i <
3¢ BN (1R ) T | R s A (OF B (1) e ®
@ O+ e ) o @l 42 ol & o B} i
M@ ) ol dl ol 8l e o 0 , 0} BRI O]
g N U o T N ] O R @i ® Q) bl
alwtl - of o oo @ Of e \_/ s el gl el ©
of @ o e Bl = E m )i i
D 53 ) w & £ ! &
&l . By o= @ e o e v BN i
e © 0] ()] 4 g2t @ ] B (GBI o) n { 84
| = o B e = o) 43 3 42
[iv} o i j qes] (Tt e | R | TRl Crsiten (6} o
Ay & i R : ) [y V3] CH S 1 o Q » [4))
salen M v SRR e 4 Al e DA
0 N D G ] A0 FAVEE O G - & DD S ok
el MR u M bt e U D = ) D sy Q O o b} )
_ i il B @ s sl el et e e 1l v e K
o AR R QNG O ) 43 D et Eeraa | R GO B S i o
OF e @ o] 1 (@ O o - ! o 4 o T o S
o e o O (1] (ot | B g 6] 0 0} O ot e o ) @®] e
Bl (f | R et [ o] (R Qe R il )
(o] MRG0 T ) BT M L OSBRI TG DG B S ] ) e e R o
(] LSBT | B R e B ) el BN R R oy R0 R U L} ) EE
QD (o B B b @ o O o & D 2 ] g (O] T | il
RO R | B R vt R M B R A bl i 5 O
] ) B S SO RS |l Lo B B e i B | SO e S B il
| ol &9 ) LT A o R R T s R B o D) = B i L ot ke
& (@] R O By | RS Bl e L) N el B - ,w (%) Z (0] FRe) B | B | (RO
i) O 0 O L F B Sy G B e e 3] e m SR | R e ] N ,




; d : I Ll :
o : 0} QD : (0]
o ~ 42 £3 £ 1) ot W &)
(Ko - W = £ < ). i i | 4 3
gafi < 20 sl el o R D o LA R ) A2 e
@l o - Oytala i 0 & e | L () KU D ) 40 M
Of ! ) R  wy ¥ D@ @ e Sf o LB B L S ( 0]
2 X 5 « \/) T 2 m Jw AU w mw % %u m oy o w* N
= £l ha i) Nae o Ty i o ' & B < 3 R 5 i oy ey . ; -
(SRR SRR g 0 (EeaS IR R i e LS ey =4 4 R |
o ® L2 ) @ QD w QN O ey (s B Ve St
L B Qw2 ettt B s o e g SR =l W DR (ORI
o o @ 8 - oy U \D 0 @ i
_ ! 0 B o 0o e o & S i O e o 0N b w {2 ot ot
) e S e WS O S B = e Sl _ W 0
g X B R e B sl B e o ) Qf e Z D et )
o} ) O e B e et @) (O S ORO) 43 ) ORI R B
= (] o O DI 0 Sy L ] < b O n < ) & N0
] D NI BN AD IR I G R B R S (R e 0} R R0 L e O )
(0 B 0} ped i D e 8] ] g o 0 o) b B o S B g | -~
D OO e S ND e (0] =4 (| o3 Q B O bRERI R o
. N S gl g o e R ol o e e i ksl
W gime s ime W O g o & of (i 0 N R
D) ) Gy LT R R B e i D e R - S R R s e R G o 1]
4 - i 4 R g 8- S e 0} D ; o AL el )
o O R s 5 @ el el 0 m (0] s o ! () ;
o) L) 2 e B 4D B TR Y ol © @ b4
o) Y | I R  TE O) . e e (0} 0o L e
)] o 42 ,,n.“ o ) 143} Ne) S Q o~ oo ,Mw e .ﬂu -3 o) o 3 ] v
42 o g B e SR R T e B e 9] ) 01} i A R Q2
af A D o + @ o ] el i Oy ED () - ol OB R BHEER e s}
o 0 = ! 42 s B el QoD SR . 42 e B 193] e )] (@)
gl o SR o8 oL s b O el o RS D el 42 G« [ T T
B o = b (D T (L IS (0] 0 O QU O RO TR (o] IR Sy o) Qi e i,
) W O & i o R o 5 R 42 24 4 Gy (v} (0 T DA ) &y
@ R = { = 0 o) fik) Tu Ef;.m Qi £ (i) i H 42 e oy u
@ Ry Jh P D R (G G | K RO w R &l (6] o3 Lo Y (@}
1 o 4 e M s bR s @ mooe Q b} © () (3 B Q0 [ £
: Mo Qe 42 RS & (GBI i 0] , % (2 s R R S o, 0
O R ey o L N BT B O . e R ST T e R ot O YT o R S B ) )
Groviet i o i : R PO ) g0 _ -1 ® T G DI e T 1] |
0} W =4 S BRI o B : 1 0] e £ g TN
| 1 = N e ) o g oy e MD e (451 BT | o) Q @ AN U
() BRERTE ) () ) o 0 B ) S e B 4 O s e
o G ! e~ o v e | @ S I | O 3] @ WA
o s o | Q1 ND e 03 0} wE oM 0 (w0 (et | ] o
e g s & Ledi Hm s Qs 0} . .w pofia o]
Blelo W o 0 Mg H 8 o o & v gl Gole g o |
) IR D 4 @i MR e SO Qg TG B ) e By o3
= At [ S = 2 s 0 e A L S ) o] (6] 42 D b 3 4 | Q 0
N} N 8] (i3 (B e $ 455} 3 ol g o .ﬁ_ ] o ) - 2 o) st
o a A - () L e BT i B R o 2| [ONE L)
O] AT R T i T O [0 e o ORI s I i L = e [ B ool e e 0}
& e | SN0 5 Q D & 5 5] () i (0] o ) Dasuag o i3 O o L
o | R | B (8 AR R G R P4 > SR TSRS S H n e O (0] I 6] 4 A
i el A i ey < o , < NG 4P @] £ s fiE R o )
) L&) N BTN O B0 42 L9 e e R ECE D e | ) s ) N i)}
DA R R B o ORGSR D e s S s e (o) o | B Shenag i o D
SETE ) R R SL SHEROR S A o) . (@} Tl O &
i | L el R R - KR e ~ o B Y G0 LD e
S 4+ i 0. = b e . e O W T O R ) e B D DTG e S
b (RO Y e By e sl Gy WoOw e R e G | R e 0 wd O &4 ()}
O Qf R BN i OFER i D N o S B S B e
) g | R DAL R W D (s e @ u ® oAl e o il [ |
G O Gy e 4 i el G 0 sl e (@) e
i} ) > O P A U Sl o R RS e @ =
s i | O o 2 = e ¢ 0] () aped DA 2 ) ] ) °
i o e S 90 0o Q- ol ol © @ e ®
, § S sk uy & O R ey R bdlen e B O el N e S 21 O el A P P Mooa
| \ sl £ | &Q o QD <J (o} B B S o D Mo 2
Ll v | U g et gy e G e e gl el e e Ol b | m A B «L o
! ] Fia | ] 3! $€ faan = e | @) 193] 84 0 < Q ; o & e 8 81 R Gy e ol ) 0N o |




LS

(x)x =0 , d'ot alx) = 0 pour tout xeB puisque I

ect 1ibre. On en comclut que alx) =0 pour tout XecE , donc gue &

11 résulte de 1= proposition 3 gue lz propricteé pour un sous-ensemble
d'un espace vectoriel V d'étre libre est ume propriété de caractere fani
ez, Bas, B, %r,gp §) . Donc, tout ensemble non vide de sous-ensenbles
iibres de U possede au moins unm olément maximal. - 2
Definition 8. Un sous-enéemble libre maximal d'un espace vectoriel V

1

o D S o - S
est oppelc une base ée V¥ .

s Sl e e T 2 S S A L s T = : e S S R
cuni soit sussi un ensemble de générateurs de V (i.e. Y ost enpgendio
e et Ak Aoy Pt T:‘\ R T @ {52 o] rlo-ﬁg une Nooo (o i

har Les eiengios e ) . s SOBSSHIUL Bl e URe Dage Uo 2

R AT e i ,,; LT L oo = 7 S 3 Y e A ~ ) o Sl A S i 10 A, 4... »I 3
Soit x un élément de V non contenu dans B . ~UISQUS L engendro v
OO &S 3 "ﬁﬂi AT st ant *7-7. G4 én: e A AT Aaney = , .
comnme combinzgison linegire G cleliclivs €6 o 0

a(b)b . Soit e 1l'élément unité du corps sur lequel V est

{(b)b +(-e)x =0 , et;

éléments de B Lfix} . On voit doune gue B LI{X} n'est pas libre.

11 résulte alors immédistement de la proposition 5 gue B est maximal
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Soit B un élément maximal de 1l'ensemble des sous-ensembles libres
gui sont contenus dans E , et soit W1 le sous-espace engendré par les

6léments de B . 51 x est un élément de B non congenu dans B , l'ensemble

By %x}.n'esv pag libre ; il existe doné une relation linfaire non

'tr1v1aie de la forme az.+~§1o‘£m a(b)b = 0 , ot a et les a(b) sont

des éléments du corps Ge base K de V . i on avait a =0 , on aurait

a(b) f\u pour su moins un bel et 11 eylsteralt une relation 11nealre
non trivisle ZSb«£B alb)b = entre éléments de B , ce qui ne se peut
Das . vore a #0 et ona X-= ZSbczB_('a-qa(b))b } dlot x<5@1 o

On a donc B CW, , d'od W W, et par suite W =W, . IL résulte alor:
de la proposition 4 que B est une base de W . Bi Zibéag efb)b =

2313633 a'(b)b sont des représentations d'un méme élément de W comue

combinsisons linéaires d'elemenﬁs de B , on &

0=2 o (ar(p) = (b)) , atoh at(b) = a(h) pour tout BEB
ce qui montre qu‘un»élément de @}ne‘peut se représenter que d'une seule
maniére comume combinaison linéaire g'élemente de B . Soit enfin C un
élément meximal de 1lensemble des parties libres de V gqui contiennent B;
C est alors une base de V‘contenaﬂﬁ B . '

Corollzire. Toute partie libre d'un espace vectoriel V est contenue

vne partie libre de ¥ . 11 résulte alors de la
proposition 4 gue B est laz base du sous-espace engendré par les éléments

1t en conclut au moyen du théoreme 1 que B est contenu dans une
& pe 92

}.l

S ot L e R 2 Tr S | app. < S R a AT ‘:-' R
'homomorophisme cgnonique de ¥V sul J/d - Spit B une partie do V

= S e R e S P et e T APt e T eI ot : .
gue 48 Tailliic drtéléments ce v’/‘.} dgefinie par ia restricuvildon Gt 8
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Corollzire 4. Scit U un sous-o8peCe dlur espace vectoriel V Al eXisv
™
! : - 2
- g z o oF AT AT ey y ~4t A G A1 =
slors un sous-esvpace W de V Lel guse / soit somme directe de U et de & .
g e A% S z Pt S e e b PR ML
=1 9 est un sous- c (MVLQCf one satisfeisant cetite condaition, 1a

de & awec V/U .

150001 u_ll SHe
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Sy L S T e L e e ; e e e TS AT
renant veur & i crnsenple vide. 2010 1 a @ -resSttlC

¢uacue

: R R e e § g
Tout eiecment Ce 3.3_81

ot ; pour chague * ,

1tinfini de B~ dans 1o COIDS a

: -
Zzél X7’ 9

roposition 6).

datol done

7 b, L'ensemble
B

P
i B ce quil démontire

TOout 4/ 3

contenu dans U :

g’: .n%6), dloh B

1,; oo,
des B , domc gussi chacun des U, ;
2 :

o
Fe
|

rer que B est une base de V
Une relation

: Z : & B =0
Z’Lél( .’01 651,2“({)1’;) /”) v %
une application nulle &
»-23 a(o@)QL

= tout o hdg&, %o,

bacse e V . Posons X
pour

a(b )=0 pour
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Proposition 7. 01ent V et V' des espaces vectoriels sur un corps K

B
et soit“une base de V . Toute gpplication ?s de B dans V' peut ge

prolonger Glune menidre et d'unme seule par une spplication lingire @

de ¥V dang V' . Si ¢o(B) est un ensemble de générateurs de V', on a

g(v) = V' . Si ls Famille d'éléments de V' définie par l'application ¢

de B dans V' est libre, 1'aspplication ¢ est bi-univogue. Si ¢, spplique

bi-univoquement B sur une base de V' , 9 est un isomorphigme de V sur V'.
Soit x un élément guelcongue de V , et soit X = ZabezB a(b)b la
représentation (unigue en vertu du tneoreméi/oz) de x comme combinaison
linéaire d'éléments de B . L'spplication b —>a(b) de B dans le corps
X &tant nulle & 1'infini, on peut définir un élément ¢(x) de V' par la

formule ¢(x) = T, __ a(b) g (b) . 81 x' =2, 5 a'(b)b est mn
gutre élément de V , om a x-x' = Zjb ‘B (a'(b)-a(b))b , dlot g(x-=x')
o(x) - ¢(x') ; on voit de mime que ¢(ax) = ag(x) pour tout ac k. .
L'application ¢ est donc linéasire, et on voit tout de suite que ¢ est
la seule application linéaire de V dans V! qui prolbnge P, - Les autres
assertions de la proposition 7 sont des conséguences immédiates des

géfinitions.

Corollaire. $Soit (U¢)14 . une Panille finie de sous-espaces d'un

gspace Vectorlel Vv telle cue V soit somme directe des esgpaces UL/ -

| - : : -
i Soit V' un espace vectoriel ayant le méune corps de basge gus V . Donnons
ous pour chague 1¢€1 une amplica:ion linéaire @ de U dans V' .

T

=]

I1 existe alors une application linéaire ¢ et une seule de V dans V!

e e e Sl FanAment T = e Sy 1S P i na A
gui prolonse simultandment toubes ies applications ¢ .
| T
-
Pl Rl SR e e - 1T AN DR e A e L s o e Tl
j Soit, pour chague < , sz me base de U, , 6T 801U B lg reunion aes
il
i
At s e LR S N T P S SRy P T S = e ~
ensembles B . Un saitl gue les ensembles B, sout deux & deux sais élémer
) NTGIIY % & ~ f: \/ { AO P et e r/ A
conitunn €% cue B est une basge de V¥ 1 2, proposition O :
3 i< J

<

(o
5
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Il existe ume application"T; Ge B dens V' gui prolonge simultanément
les restrictions de toutes les 9  aux B correspondants. &'application
linéaire de V dans V! gui prolonge ”j; est évidemment la seule appli-
cation linéaire de V dans V' qui prolonge simultanément toutes les

applications o -

Proposition 8. Soient V et V' des espaces vectoriels ayantle méme corps

‘de bage. Soit U un sous-espace de V et soit £ 1l'homomorphisme canonigue

de V gur V/U . Soit B une partie de V telle gue la famille d'éléments

‘de V/U gdéfinie par la restriction de f &4 E soit libre dens V/U .

i

Donnons-nous une application linéaire ¢ de U dans V' et une application

guelcongue ¥ de E dans V¥'. Il existe alors une gpplication lingaire
(] :

de V dans V' qui prolonge simulbanément les applicaiions 9 &t Y
7 o

S0it W un sous-espace de V contenant E et tel oue V soit somme -

ool [ oo

Z = : O - o . - e
directe de U et de W (ef. n 2, proposition 5). st une base de U,

N’
oy
H‘
[
CD

)
53]
ct

ke
o
hl
05}
@
P
ot
(]

llencemble A U B est libre (l.c. ci-dessus) ; il en
de mBme de E . On peut done incorporer B & une base C de W . On peut
prolonger “¥ par une application “V e § dans V' , puis par une

application linéaire “r uufﬁ dens V! (proposition 7). La proposition 8

résulte alors du corollaire & la proposition 7 .

©

-+ A Ao A o o1 Ao T = TT
base. et soit U un sous-espace de v . Toute applicatior linéagire de U
dans V' veult zlors se prolonger par vne applicacion -—incalle age V
dans V! .




béfinition 9.

spplication linéaire de V dang le corps de base K de V (ol X est consideéere

comme espace vecitoriel sur K ; cf. a2

Proposition 9. Soit B un ensemble de formes

~

exenple 1) .

)

linéaires sur un espace

vectoriel V ,. L'ensemble des &éléments x de V tels gue

ftx) = € pour

tout Fe€F est alors un sous-espace de V . Réciproguenment, tout sous-

7z

espace de V peut 8tre défini de la manidre vrécédente au moven dlun

encemble convensble F de formes linéaires.

La premiére assertion est évidente. S0it maintenant U un sous-espace

T

en tout élément de U . §i xelU, ona f(x)
maintenant y un élément non contenu dens U ,
canonigue de ¥ éur_V/U’. tna b(y) #0, et
ments de V/U définie par la éontracticn de h

T1 existe donc, en vertu de la proposition 8,

On & T F , ce gul montre gutil existe dans

de V et soit F l'ensemble des formes lingaires ui prennent la valeur O
5 ¥

= ¢ pour tout F£ecF ., Soit
et s0it h 1'thomomorphisme

var suite la Famille d'élé-
& l'ensemble {y} est libre.

(9)

n° 3 une forme dinéaire f
K

P uyn élément gui ne prenc pas

= <} =
i

une femille ¢Ge

Formes linéaires sur V telles cue U soit le

sous-espace formé de tous les sidments x eV

7

33 e e e i | A ey R R s S o o 4 A EIRURPER R e
an systome ¢'équations-de U est d'un systeme

=r

Fot e s el ca e L 5
egment génerigue X 46 ¥ €U gul a ‘&

iu systéeme ne deviernent simultanément vraies
A TEE U
pn elément o .

tels gue

ol -»—) S
e e = W
7 N

e e e geleet luer e e e a e e Sy S A G ey
tout eI . Cn dit alors gue les formules T {(x) = 0 (ou, simplement
-~
o 7\ e S e e ey T XY
£ = 0) constituent un systéme d'sguations de U .

= e
engeliple 00U SIlscil

de formules contenant Ui

gue si on remplace X par
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péfinition 10. On entend per probléme linéaire Tout probleme guil peul se

SR e e =S e CeE e B e s 3 e % ey
formuler de lg mgnierye sulivante @ eLaut tohues ¢es ©5Paces voctoriels V

Z

et W sur un mBme corpe de bace, une gpplication lindsire ¢ de V dans W

ot un 6lément w Go W , trouver les éléments x (sg'il y en &) de V tels

gue ef{x) = m ; ces éléments sont alors appelés les soiutions cu probleume.

—_—=
S5i w=0 , on dit gue le probléme est homogene. 5i un probléme esth

dé6Ffini par une application ¢ de V dans W ef un élément w de W , le

probleme de trouver les éléments y de V tels gue ¢(y)=0 est appelé le

probleme homogéne associé au probleme donne.

Bxempleg. Les problémes lingaires se présentent si fréguemment dans
toutes les parties des mathématiques que l'on n'a gue l'embarras du choix
pour en donner des exemples. Nous donnerons un exemple purement slgebri-
gue et un exemple tiré de l'analyse.
1. Boient n et r deux entiers >0 . Posons In ={1,...,n}-e?
-

' =2 . Tt Soient domnées deux famill e =

II’ % 3 ’ } 3 es de illes (alj_)(l,j)_é T 1

(b ) d'é6léments d'un corps K , la premiére ayant I _XI = comme
j‘iel x b :

ensemble d'indices et la seconde Ir . Considérons le probléme qui

A - n
congiste & trouver les éléments (Xq,.,.,gn)é‘K tels que
- |

3

(1) ‘ Zﬁ:‘ix

S ! o
a.j = bi \1$1<I‘)
Chacune des r formules (1) est appelée une gguaticn lindaire, et le

systéme de ces formules est sppelé un systéme d'égquatbtions liuéaires.

Les éléments_ai4 sont eppelés les coefficients de ces éguations, tandis
3 A : :
que les éléments bi sont appelés les seconds membres. Une éguation

Jinéaire cont le second membre est O est dite homogdme. Le systéme (1)

343 A s S

tant donné, soit @ l'application de K dans K. définie par la formule

O~




ation linéaire. Le probleme

‘..aJ
H

Op vérific tout de suite gue ¢ est une &op
de trouver les éléments x = (z%;...,x )E:Kn pour lesguels les formules
(1) sont vraies ést donc identigue su probléme de trouver léé §léments
xek tels que gl(x) = <b1""’br> : clest un probléme lin éaire. Le

probléme est homogéne dans le cas od le
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Ou notera gus, i étant un indice enire 1 et ¥~ Alapplica

& E:n' = e - _n
= - x5 -  x.a.. de K dans K est une lorme linésire sur K .

4 2 J=1 Seast il : 5
On désigne en général (par sbus ce langage) cette dorme lindaire par

"
l'“i@feSSiOﬁ E) X.8 . olle-m8me. On peut Gone dire gue le premier
SRS Bt

e
i
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membre d'une éguation
sur Kﬂ'.

¥ 5. Tne éguabion différentielle linéaire d'ordre n est une éguation

3

~de 1la forme

ol ab,..,,a#,b sont des fonctioné données d'une ﬁariable réelle,
“éfiuies sur un intervalle ouvert ]:xgés[. Une soiution de (2) est une
fonction ¥y, définie sur ‘}g ; 5( et y admettant des dérivées jﬁsqula
1'ordre n telle que (2) soit vraie.o Ceci 4it, le probléme de trouver
.le solutions de (2) est ud ““obluwe linéaire. 4En effet, ilse nseﬁ"Te ¢e

toutes les fonctions & valeurs réelles définies sur ) e ﬁrE est un

Golles de ces fonctions gui admettent des dérivées jusqu'a l'orxrdre n
o - = n i i,
est un sous-espace F, de ® . L'application ¥ > 5; ai(d y/dx ;
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Prhéoreme 5. ooit P vn probleme lipéalre, €t soit ¥ 1le vprobléeme horogen
£ 3 = £

o)

Cma Zon w7 et e - 2 R e 3 e % 25 3 3 =
associé. Toute combinaison linéaire de solutions de »r | ©5¢ glors une
solution de P . Bi le problecme T admet au moivns une solutionm xX; , on

- , =
obtient toutes ses solutioms en sjoutant a Aﬁ‘lﬁs solutions de P .
suoposons cue P consiste & trouver les éléments x d'un ©5Dace vectoriel
: = = = e SR e R g
/ tels cue oflx) =w , ¢ écent ude spplication 1inesiro de V dzns un
cgpace vectori 7 ot w étant un 6lément de W . 351 (£ (y) = 6
cst un systime d'éguations du sous-espace ¢(V) de W , une condition

}..Ju

sante pour oue le brobléme P admette une solutcion

s moins est que l'on ait fﬁ_ﬁw) = 0 pouxr tent cecl .

_ -1
Un sait que ¢(0) est un sous-espace de V et gue g(V) est un

sous-espace de W (cf. ﬁlg51,§tnzl1£,théoréme 5). Les solutions de P _
- . - - . 2o = L
sont les éléments de ¢(0), et les éléments w pour lesguels P admed
et -

su moins une solution sont ceux de ¢(V). 81 v et v' sont des solutions

e P, ona ¢(v-v')=0 , de sorte que v-v' est une solution de P

o

)

([‘x\

13

.ciproguement, si v" est une solution guelcongue de ?o,; vr!  est une

solution de P . Toutes les assertions du théoreme 2 sont donc

démontrées.

Remargue. Un probléme linéaire homogéne adumet toujours au moins

olution, & savoir la solution G . <Cetle solution est souvent
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6. _hbx ACRS VBRETORIELS DB DISENSIONS FEbiEo,
Tk g '::~-\lsf~ 47/1{@,. ¥ 2 e g 0 T 09 i G 25 A % ~ S aTTNS O
TI vésulte immédistement de la proposition (¥, 1 5 gue S81 Ges sgpaces

guipotentes, les espaces V et V! sont isomorphes. ba récivrogue de cette

assertion est vraie ; clest-a-dire que,si V et V! sond isomorphes, toute

base de V est équipotente & touté base de V' . Coble assertion egt éviden
ment éguivalente & ce*le gul. cousiste & dive gue toubes les bases d'un

5

néme espace vectoriel ont l1a ménme

JOiC‘/Lt .A./[ 30 ’J. — d % £ k= 2 L";%‘;‘;Xl
(0<kgn) ; i1 est clair gue V, esy la somme CGireCie 4 Vg 4 et de Kxy
(1< kg<n) et par suite gue “&t’k/&h_,l est isomorphe & Kxi . 81 y est un

"/l e ! 7 ‘s 5 BA 5
% =8 7 et par suite nx? = Ky ; il on résulbe gue KX, es8? sinple
en tant que groupe a opérateurs. Donc la suite = (vﬂ,.;.,v&) est

-9

une suite de Jordsn-Holder de V . Soit B' une base guelcongue de V ,

et soient K%,...,%& des éléments mutuellement différents de B! .
PosonS"V':='2:. <l Kx! peur 8 <k <Lm et.Vﬁ =V done
_ 7 3 7 . :

=
de V . En vertu dm théoréme 8, Alg.,I, § 6, n°14 et de son corollaire,

) est wne suite de comJ051 tion strictement décroissante

il existe une suite de Jordan -ﬂolder plus fine que fﬂ’ , 6t cetlte suite
est de longueur n . On a donec m<m , ce qui montre gue B' est un
ensemble Tini dont le nombre n' d'éléments est au plus ég gal & -
Bchangeant les rOleg joués par B et B! , on voit de néme gune-n < nl

d'oh n =n' . Le théoréme 3 est donc démontré.
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DéFfinition 12. Soit V un espace vectoriel gui admeb une base finie B .

On dit alors oue V est de dimension finie, el on sppelle dimengion de V

le nombre d!éléments d'une base guelcongue de V . Ce nombre se désigne

var le symbole dim V .

Proposition 10. Soit u un entier positif et soit K un corps. L'espace

- s - . - e - e -
vectoriel K est alors de dimension n , et tout espace vecuioriel Co

)
Y
s
TN

®
‘,.!
Clty
I
L&
0
e
‘. de
T
Tl
@D
Il
(O}

fi<gcn), dlot ‘(::f:1 o )

O
f”OpOSlulOﬂ 4, n 2

sertion de 1z

N L e F
_},)Of)iul@ﬁ / i oFLile

U)

H ik S = S
espaces vectorisl

soit de dimension

e e el s s i RGeS ¥z PV 2 iy - '_'.‘ = |
Considérant d'abord K cseulement comme un ensemble, on sait gu'il ‘
TS = |

£ ot & S 5 = i 1
existe ure application canonigue de K or X \
1 :
{

uite gue cette spplication

canonique est un isomorphisme de la st tructure dl!espace vecltoriei de

. Ceci dit, la proposition 11 résul
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el de gimensior fipie 0, €5
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Proposition 12. Soit V un espace vecior

soit W un sous-ecspace de V . L'espsce W est alors de dimension finie.

oma m<n ; 1'épalité m = n entraive U= v et

1'espace %/U est de dimension finie égale & n-m .

51 on observe gu'un espace vectoriel gui est smmme directe de deux
soug-egpaces ést isemérphe-aa produit de ces SOUS-S8Daces (ﬁlg.l,w§6,
n° 6, prop. 6), on voit gue la'ﬁropositibn 12 résulte immédiatement du

ol e O o R
corollaire & la proposition H , 2 et ¢e la proposition 11 ci-dessus.

Corollaire 4. Soient x ,...,xm des élements d'un espace vectoriel V
i | Z
et soit r lao dimension du sous-espace engendre Dar X.,...,%, . ! espace

des relations linéaires entre Epgeeer®y est alors de dimension =m-r .
Bi 2

Soit on offet ¢ 1lapplication linéaive de K dans V définie par la

Al : : g | ‘rrm\ =5 9
foriule @\31"“’%3) = ZS‘ a x . b'espace ¢(K ) est 1'espace

i . = ; - o
engendré Par E, ;... ,? cst isomorphe & K/ @(G) (Alg.I, 26,n 12,

P
B
o
ct
@
O]

thé oreze 5). L'espace (C) étant l'espace des relations linéaires

entre Xysee-a®y o le corollasire découle immédiatement de la prop. f1z.

-7

“Corollaire 2. Soit V un espace vectoriel de dimepsion n . Si un ensemble

3 e e & 5 Aieres SR s - e S = et s e e
de n éléments de V est un sysooiec C cénératevrs de V clest une base
weres— L J

= 3T
ge v .
e e R Ehp el S SE o S e e S
T4 reésuilte en eiifed GJ corollaize 1 que llespace deg relavions
Bt L ST S e S e & " SROLE G
“lineaires enitre Ho0sS I éléments est de dimen gion © , done gue ies

2 O
i M 3 - 3 <3 % Yy
résulte slors de la proposition 4, n =2 .
3
SR CA L L s R T AR o = s = S T L e N
Corcllaire 3. Scit ¥ un espece vectoriel deo dimension n . 10LG ensemble
"‘\'; o iy e A/ T ey 2 B ‘Y," o 1 V&3 e (et "‘
libre de n élemspis U8 ¥ S50 L€ UaSo o ¥ .
Tl cenace e Al aTaaTe Annoaires el tie des T Al Zmenta de dVense nble
= o Te218010Hs Lllipali il oo Tl vd o LD 1o Tl oLl U O o L SHpTUIULT
=t 2 = : e S S = 3 = o
etanty Ge Cinernsioln L ; i1c oO‘\lb—f:?b_,.u(.G c‘.’;déuv....d pal ceg glenents SSU ae




dim U £ dim W

dim (UHi) = éin © +,£im.{ﬁ+%Z/U.i

(Aic 1, S; 6,n 93 . théor. 6

ia piop. 15
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7. L!'ANNEAU DES ERDCUORPHI; ESPACE VECTORIEL.

S0it V un espace vectoriel ; nous savons déja gue le s homomorph&smes
de V dans lui-m8me (V étant considéré comme groupe abélien & opérateurs)

1. n%2). les

LV

forment un suneawy, l'anneau des endomorphismes  de V (ct.

éments de cet anneau ne sont sutres gue les dDDllOaulOD linéaires

D
t._.l

de V dans lui-m8me. L'snmeau des endomorphismes posséde un élément uniteé,
5 savoir l'application identique de V sur lui-i méne.

Soit ¢ un endomorphisme de 1'espace vectoriel V , et soit a un élément
éu corps de base K de V . L'application ag de V dans 1lui-méme déﬁ' iie par
T e Pormal 34 _— {~ Y 7 1 T *]A SHig T TR 27 o -
1s formule (ag)(x) = ap(x) (pour tout xecV) est toujours un homomor
phisme dans lui-m8me du groupe abélien sous-jacent de V (c'est-a-dire
gue (ag)(x-y) = (ag)(x)-(ag)(y) =i (x,7) eV V). Hais, sl a n'est

pas dans le centre de K et s1i ¢ £0, ag n'est pas une spplication

soit b un élément de K qui ne commuule pas avec a ; oOn a alors
(ag)(bx) = ab ¢(x), Db(lagp)(x)) = ba g(x) et (ab ba) ¢(x) % puisgue

a¢ est une application linéesire.

Q
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o
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C.i.
O
&
ot
¢
(O}
(63!
£
<l
@®
o
(0]

Soit & 1'8lément unité de 1'suneau O des endomorphismes de V . Si a est
ération ae appartient au centre de O .

Soit en offet ¢ un éiément de O ;=i xeV , on.a ((ae).0)(x) = ap(x)

(¢.(28))(x) = ¢lax) = ag(x), ce qui démontre notre assertion. lous allons

3

voir gue, réciproguement; tout élement a du centre de (¢ peut se mettre

ic V . 8i b,b! sont des éléments de B , il existe un clément

ks =Bl . ,\b") = 0 pour tout Db"eB
bb! bb




../a_

3 - - c;- O - s £ o

différent de b (cf. n 3, proposition T 51w = B aluju est
£ u e

un élément guelcongue de V , on & (x) = a(b)b'€Kb!' , d'on

—\O]
(¥) = KEb' . 1a formile a@bb! = Q% montre'que a(b?!) € Kb!

e

Popt
soit donc a(b!') =vo(b')b’ , ob e(b')eK . Appliguant une fois de plus.
la formule Gy .; = Pppil , il vient _c(b)bf = c(b')bY , dlod 0(5) = c(b!)
Soit ¢ la valeur commune de tous les c(b) (si B n'est pas vide) ; on a
donc (o - ee){(b) = 0 pour tout beB , d'oh o =ce (en vertu de la
proposition 7, no %). Supposant toujours B non vide, on a € % 0, d'ad
il résulte (en vertu de ce que nous avons dit plus haut) que c doit
appartenir au centre de K ., 8i B estvvide, V est de dimension O ,

0 consiste en un seul élément et il n'y a rien & démontrer. Nous avons

donc prouvé la

Propogition 14. Soit O 1'sznneau des endomorphismes d'un espace vectoriel

V sur un corpe K . Si a est un élément du centre de K et si 9 ¢ O

i = . pa—N

nous désicnons par a¢ 1'élément de ¢ défini par (ag)(x) = ag(x)

e

|
} pour tout xeV . Le centre de ¢ se compose alors des éléments de la

ﬁ forme a& , oh a décrit lecentre de K et ol e est 1'élément unité de e
i

i : - e = 5

j (Définiy 1'endomorphisme de V/L induit par un endomorphisme de V gul

k conserve U) .

R

a
| 9 -
l Remsrcue. L'application a — ae est un homomorphisme d'anneau du centre

se réduit

1]

de K dens 1'anneau ¢ , comme on le vérifie aisément. S5i Van

O pour tout a # 0 ; le centre de K

W
(0]
0
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e
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ct
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o
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b"j
(v
1)
(G}
-

oS G A s A A AR G s e e R S 2 i N e e e e < .
étant un corps, il en résulte que le centre de ¢ est un corps

} Proposition ﬁﬁ. Soit V un espace vectoriel de dimenmgion Pinie sur un

| corps K . Les asscrtions suivantes, relatives & un endomorphisme ¢
de V , sont alors éguivalentes les unes aux autres : a) ¢ n'est pas
diviseur de zéro & gauche (dansg l'anneau des omorphismes) ;




b) ¢ nlest pas divigeur de zéro & droite ; ey olV) = ¥V ;

i
d e(0) = {O} ; e) 9 est inversible dans 1'anneau des er ndomorphisie

On sait que g/'é(u) est isomorphe & ¢(V) (élg.l, §b,m012,
théoréme 5), d'ol, en vertu de la proposition 12,“300,

dim V = dim ¢(V)+ dim (_@(U)).‘ Les conditions ¢) et d) sont donc
éguivalentes en vertu de la proposition 12, n°6. 5i elles sont vérifiées‘
est un'automorphisme de la structure dfespace vectoriel de V , et

¢
psr suite admet un esutomorphisme réciprogue, ce gui prouve gue chacune

QJ

es assertions c¢),d) entralnme e) . Il est évident que e) entraine
a),b) e) et d) . Tl suftirs dénc meintenant de montrer que &) entréine
¢c) et que b) entraine d).  Soient U et U1 des sous-éspaces de V tels
que'v coit somme directe de U et de ¢(V) et aussi de U, et de -%(O)
(ef. n° 2, corollaire & la proposition 5). I1 existe un‘endomorphisme
'ﬁ’ de V qui qoincide aVec.l'identité'sur.U et gqui applique o(V) sur
io} (ef. n° 3, corollaire & la proposition 7) ; on a domc Vo= 0 .
'assertion a) entralne < =0 , d'ob U’zzQ} X =0ly) . De néme
il existe un endomorphisme € de V qui appligue U, sur $0} et qui
colncide avec l'identité sur -%(O). Cn a2 ¢6 = 0, et par suite b)
entraine © — @G , d'ol —;(O) = {O} . La proposition 15 est ainsi

complétement démontreée.

s XRER

Les endomorphismes d'un espace vectoriel de dimension finie pour

lesguels les conditions énoncées dans la pro position 15 sont satisfaites

par rapport & la multiplication) de




- 30 -
: Soit B une base d'un espace vectoriel V de dimension finise,
Tout endomorphisme régulier ¢ de V appligue B bi-univoguement sur
tune base B! de V , (cela résulte immédiatement du fait que ¢ est un

<!

; si B! est une base guelcongue de , B! et B ont le m8ne nonbre d!'élé-
l : : v

5 ments, de sorte gu'il existe une application bi-univogue de B sur BY
jeut se prolonger par un endomorphisme régulier

de V , ce gul montre gue deuxlpases guelcongues de V peuvent 8tre

transformées 1'une en l'autre par un endomorphisme régulier.
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:] 8. RESOLUTION EFFECTIVE DES SYSTENMES D'EQUATIONS LINEATRES.
I

z

' lous nous proposous de montrer comment, un systéme d'équations linéai-

E res étant explicitement domné, il est possible de déterminer si ce systeme
admet une solution et, si oui, de trouver toutes les solutions du systeéeme.

lous considérerons d'sbord le probléme suivemt. Soit V un espace vecho-

riel de dimension Ffinie n sur un corps K dans leguel on a donné une cer-

W taine base B = gxﬁ,...,xi_g. Soient w1,...,ym des éléments de V dont

i on donne LX£1¢01ue¢ ent les expressions

L "

y

i Y. = Z G K.
9

-
ey

o )

mme combinsisons linéaires &
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2) ceux des éléments de B' qui sont contenus dans l’eusemble,iyﬁ,,..,yﬁ }

forment une base de U . De plus, la solution de notre probléeme sera

pour ¥ y. comme combinaisons linéaires d!'éléments de B! .

|
| ; .

) ey - A n 5| ey Y ~n AT
i éléments de B soient les vuns dans B , les aubtres dans l'ensemble




o<

N
i
1

: T i . LS : 2 '
(%) x. = 2,0 .:\:(f) (1< 3 gn) s = Z, c ;;(I> (1 <k <m)
- 7

i i gEat k o
de X%,...,Ak,y{,...,y comme combinaisons linéaires d'éléments de Br -
m
e L o - ()
Un peut supposer les éléments de B remges dans un ordre tel Gue X, ...,

(r)

b.d Porment nrne base de U . 891 ona € 0 pour tous les
d’I‘ & vl
3;>ar s appartient & Ur et gn prend alors B ., = Br . Supposous
qu'il n'en soil pas alpsi ; on peut alors supposer les €léments ds Br
rangés dens vm ordre tel gue y = €4 1,7+ f 0 . Hous poserons alors
(e#1)  (¥) r
] L : : : ;
; %= qonr g P+ X: aq =3 . Hous allons 4'al
> = = 4 + 1, o+ Tppq ¢+ Hovs allons d'sbord
meoptrer gue B o5t U base de ¥ . Uo =g
% they vl |
i 0 =1
[ v(‘L/ o _1,- SR v Y DRy ]
T r e

engendré par les éléments de Br%” . Ce sous-ecpace est donc V , d'ou
il résulte qgue Bf‘ est une base de ¥ en vertu du corollzire 2 & la
M‘T‘/i ; /
R0 e 45 '-’“1{—\ ¥ [ e % TF ,.(‘t“s'" T S T'r"‘,“ o j t '."3» ,’:"". =7 = X[
proposition 12, n%6. L'espace U, ost U, + Ky, ; L'elément 7 .,
n'appartient pas & U puisgue NERD zz“xxmxxﬁ n'est pas une combinaison
- -—A
T (r)
T2 il e 7 3 N \ - o & ~
linésire des éléments de la bDase iXﬁ goee s Xy } de: b . 14 on ¥¢ te
z :L'A

gue la somme Ur + ﬁyr+1 est directe et gue l'ensenble

(ett) {rit] cr) o J ﬁ :

' @ i) —— 5’ AT E i) < 7Y i
.{:_,‘ ,...,Axd—ﬁ—i«/z = iX’k ;..g,.A.],Il ;JI"“}‘/‘ } est e pase ae L}'f—t‘/‘
Les éléments de Br?ﬁ étant lindairement indépendants, aucun élément de
t :

- oo 2 (I‘—%‘./‘ ) (rT/l ) 1 3 L . - -
in different de =, ge-e3%Fg 44 A8 peut apparterlr 8 l'ensemble

‘ » 7 _
T T . ks base B satisfait donec bien les conditions reguises

e

- L9

: Er 5 . :
Se souvenant gue x; ) = Aé‘ ) pour: f df+1 et substituent l'expres-

dans les formules (1), on obtient explicitement
expressions de Xq,...,Xn,yﬁ,...,j% comme combinaisons linéaires
d!'éléments de Br+1 . La base Bm que nous obtiendrons & la fin de notre

us inductif sera évidemment une base B! satisfaisant aux condi-
tions 1), 2) imposées plus haut.




Appliquons maintenant les considérations précédentes zu probleme

de la résolution d'un systime d'éguatons lingaires
- :

2 z : Xim = b o i r

(2) ,_i‘J i3 I vEe s )

S . e "o el L
Soit ¢ l'application linéaire de K dans K définie par la formule

n .
!
e - (> s D wa

L S5t o1 -—r 7 o - -
et soit U le sous-espace @(Kn) de K . Nous désignerons par p la
dimension de cet espace, qul s'appelle le rang du systéme (2) . Soient

- i / r
iu ,...,u.‘§ et %v N }1es-bases canonigues de K et de K Trespec-
1 n 1 r ' z

c=A

tivement. L'espace U est donc engendré par les n éléments @(uj) = 25.

85 V3 (j =1,...,n). Hous pourrons donc déterminer explicitement p

¢léments u%,...,ué de l'ensemble %u%,...,un.} tels gue @(ua) e
@(ué} forment uvne base de U , et T-p éléments v5+1,...,v£ de

G ] S ; 0 / g i : L

1'ensemble lv%,...,vr}tels que @(uﬁ),...,@(upi,vp+1,...,vr forment
une base de K° . Nous désignerons par u;+q,...,u£ ceux des éléments de
1'ensemble zuﬂ,...,uhi}qui ne se trouvent pas parmi les éléments

u{;...,ué et par v%,...,vé ceux des éléments de 1'ensemble iv1,...,vr}
gui ne se trouvent pas parmi V! ,,..;,v; . lious obtiendrons les

expressions explicites

e - : .
om ) - leibhj\cp(u‘i ) 1 <h sn-p)‘ -

pth
Z:f o _ _
= : (13 ¥ J 3 '
vi A:iciﬂ (p(u./L ) 2 ‘_[3‘: f+1 Cij J
do g(ul ,),...,008),%, ..,v, come combinaisons linéaires de
@(ua),...,¢(ué), V{,...,V% . On a donc
i - i (r)+Zl (> el )n
e o L Ty e

Pour gue notre systéme d'équations ait au moins une solution, il est

t - i =
nécessaire et suffisant que 2, b;v, appartienne & U , donc gue les
L‘:’.’
conditions
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2 p et 0 HM<i<r)
Ll:i i lJ (p = 3 = ) .
soient satisfaites. Supposons gqu'il en soit ainsi, et posons alors
T Z £ :
. - = .
f P 7 > A1 = A — ’ 7 '

P 7
o : : . - - .
tout de suite que ¢ Zagi'bj_ uy )= 2%;4bivi , ce qui nous dommne
une solution particulidre dm systéme (2). Pour obtenir les autres
solutions, il faudra ajouter & celle que nous avons déje les solutions

du systéme d'équations homogeénes

; =
(3) : xa, 5 =0.
s e
e 4 s { = Z/ ! =
On voit tout de suite qu? P (up%h A:ﬁbhA uJ.> 0, et que

les éléments u! . b u! fournissent n- solutions linéai-
- p“%"ﬁ, ./[:-1 h-/\- -A- e
rement indépendantes du systlime (3). Or llensemble de toutes les

- - -1, o & :
solutions de (3) est le sous-espace ¢(U) de K , qui est de
= : ; - o = . .
dimension n-p puisque dim ¢(K") = p . Toutes les solutions de (3)

sont donc combinasisons linéaires des n-p solutions déjé obtenues.




A e e

1'application ag n'est linéaire gue si a appartient au ceuntre de K .

Hous zllons maintenant, et dans tout ce gui suit, supposer gue K est
commutatif ; s'il en est ainsi, 1'spplication ag est toujours une
application linéaire de V-dans e

On vérifie tout de suite gue les applications linéaires Qe,v dans V!
forment un groupe additif, 1'opération d'aédi%ion,étant définie par la
formule (¢ +'$)(X) = o(x) + “((X) . ‘Ll résulte de cette formule de
définition gue, a étent un élément de K , 1l'aepplication 9 —> a9 est
un homomorphisme dans lui-méme du groupe additif des applications 1iné-
aires de V dans V'. Ce dernier groupe se trouve donc muni d'une. siruc-
ture ie groupe abélien & opérateurs avec K comme domaine d'opérateurs.
5i ¢ est une application linéaire de V dans Vi et si a et b sont dans K ,
on voit aisément que (atbjg = ap + by , (ab)e = a(be) ; de plus, si e
est 1'élément unité de K , on a e9 = ¢ . lous avons donc défini sur
il'engemble des applications linéaires de V dens V' une structure d'espace
vectoriel sur K ; l'espace vectoriel ainsi obtenu s'appelle l'espace

des applications lindaireg de V dans V' . EN particulier, les formes

linéaires sur V forment un espace vectoriel sur K , l'espace des

formes lindézires.
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Soient maintenant V, V' et V" des espaces vectoriels sur un méme
corps commubatif K . Soient E l'espace deg applications linéaires de v
dens V' , B' celui des applications linéaires de V! dans V"
si ofeE , '€ B' , nous désignerons souvent par ¢'e¢ l'application
9'ogp de V dans V" ; cette application est évidemment linéaire. De
plus, on vérifie aisément la validité des formules suivantes, ol 9 ,~f
représentent des éléments de E , ¢' , Ar’ des éléments de E' et a un
élément de K :

(o'+~+')e = 9'e +¥'9
9'(g +Y) =9'9g + o'y
alg'e) = (a 9')o = 9'(a9)
Dens le cas o ¥ = V' = V" , les espaces E et B! coincident avec

1'ensemble des endomorphismes de V , gui se trouve ainsi muni d'une

structure d'espace vectoriel sur K . L!addithon dans B et l'opération
(¢ , ') —>¢'e deviennent respectivement 1'zddition et la multipli-
cation dans 1'smneau des endomorphismes. Si € est 1'élément unité de
1'armmesu des endomorphismes, et si ac€K , 1topération ¢ —> 2 @ peut
sussi s!interpréter comme multiplication (dens 1'anneay des endomor-

Proposition 4. Soient V eb i des espaces vectoriels de dimensions

. s e o el 2 g 5 e 2 — s e ATt et
S5 I-’:S;_)::‘C"Gl\fd‘.ﬁ-ﬁ.{lu cogles a 1 et & n'! sur Ul CcoIps commutatif &K 3

Bl = u‘;...,u"} des Pases de V et V! respetivement. Désignons par
gt n

e. . 1'zpplication linéaire de V dans V! déPinie par e .\ m.) =@l

ey ig J

e (o) -0 =i kza HECd;, EQH, i ¢Jjgn'). Les epplicaticus &, .

i 0k > iJ

Farment lors une base de

Torment 8l10rsS Ulde Bast uo Br5s




2{A

PE S )

T1 suffira de démontrer la seconde assertion (on notera gue
llexistence et l'unicité des applicabions e, . sont garanties par la
~J
2 2 )= = =
proposition 7, §g, n-%). Scit ¢ une aspplication linéaire guelcongue
%l
de V daus V' ; poson QU&)= > g uf fbsigcn , a-- <k j o

<
leg yortn dc ‘o pravosition 7,02 . v 3. 9 - . 5 &

o et r e 5 ' -

osition 1 résulte immédiatement de cette formule.

On notera que, dans le ecas o V = V' | les applicalions e se
multiplient entre elles suivant les formules

e ., =0 si

e
i
(=N

-

Dens le cas ol V! est le corps K (considéré comme espace vectoriel

sur K), on 5 n'=1, ce gui montre g

) e . 2 mm Aes
jue l'espace des formes linéaires

sur uwn espace vectoriel de dimension finie n est de dimension n .

(1)
©s
p«'
O
'.- 4

On peut prendre pour base de K l'ensenble compo
de K . Ou wveit alors que des formes linmcaires £ ...,

=0 sgi k#+£i, £.{(u.)=e TFforment une base
: / ? 2k L

{i

par les formules £, (u,

de llespace des formes linéaires.
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Soient V un espace vectoriel sur un corps commutatif K et F 1'espace
des formes linésires sur V . Si xeV , feF , posons

(1) gix £ - f(x)

fait les conditions suivantes

1) si x' est un élément guelcomgue de V' , llapplication X - 5 plx,x!)

? . de V dans K est linéaire ; 2) si x est vn élément cuelconcuc de ¥V,
{

x,x') de V' dans K est linéaire. Lorsgue V' est

Plappliecstion X!

1'espace F des Formes linéaires sur V , la forme bilinéaire B définie

par la formule (1) ci-dessus est appelée la forme bilinéaire canonigue

sur ¥ XF .

Soit @ une forme bilinésire sur VxV' , et soient F et F' les espaces

des formes lindaires sur V et V! réciproquement. Si xeV , désirnons
! o a = s e hats : 2 i
| par J(x) 1'élément de F' défini par (IH{=x)})(x') = p(x,x') ; J est done

i
| 3 s 27 T o A - i S
1 : une application de ¥V dans F'. SixEm x et y sont des éléments de V', on a,

| pour tout x'e V! , (J(=y))(x') = Blz-7,x') = glx,x")- fly,x') =
= (I(x)-d(y))(x") , dlol J(x-y) = J(x)-d(y). On vérifie de méme que,
pour a €K , on a J(ax) = ad(x) . L'application J est donc un homomor-

phisme de la structure d'espace vectoriel de V daus celle de F!' ; on

; 1tappelle le premier homomorphisme asgocié a4 la forme P . On définit de
? ndme le second homomorphisme associé & f : clest l'application J! de V!




= A
A7
dans ¥ gui fait correspondre & tout x'eV'!' 1s forme 1inésire J(x1)
définie par (J(x')j(x) = Blx,x'). BRéeciproguement, on voit aBsément gu'

g sur V xV! tells gue J soit le premier homomorphisme associé & B
9 S = W o L e e A B A o o ,_
il suffit de poser PBlx x¥) = (Alx) ) (x*) .
VAT 9+ (L~ gy X T S N e g 0 T G T ot 2 el N1 ':--w‘- Ny T o Nt ad g F
Définition 2. Soient V,V' des espaces Vectoriels sur un corps commubatif

K . Une Torme bilinéaire f sur V xV! est dite non dégénérée si les

conditions suivantes sont satisfsites : 1) x éteant un élément # O
de

i
v 1 exisgte toujours un élément x' de V' tel gue P(x,x') # 0 ;

2) xV éteant un &élémegt # 0 de V' , il existe toujours Bn élément x

Jn voit tout de suite gu'une condition nécessaire et suffisante pour
linéaire B sur V xV' soit non dégéneérée est que les
homomorphismes J et J' associés & B soisnt, le premier un isomorphisme
de V dens l'espace F' des formes linéaires sur V' et le secémd un iso-
morphisme de V' dans l'espace F des formes linéaires sur V . On obser-
vera que, méme s'il en est aingi, les espaces Jd(V), J'(V') peuvent
fort bien €tre différents devF" F respectivement.

Propositiom 2. BSoit V un espace vectoriel sur un corps commutatif K ,

s 2 = 5 o e P s
canonigue sur VxF est alors non dégénérée.
W o= 1 e Tt = T el = <
Sif est # 0 dans F , il existe par définition un xeV tel gue
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Proposition 4. Soit (v,V¥', B) une paire d'espaces vectoriels. So0it W

1) W' ecst

. sous-espace de V , et solt W' 1l'ensemble des éléments x'e V' tels gue

nonl tout el . Dansiee

A7l
ons, on a les résultats ¢:

ne dépend

s
un sous-espace de V! ; 2) Bi x €W , la valeur de @(X =1

gue de la classe x' de x' modulo W' ; si on pose

BE(x.x)

WX (vr/m)

B o5 ocn

8(x,x') , B est une forme bilindaire non dégénérée sur

; %) Si 1'un des espaces W ou V'/W' est de dimension finie

cst de mbme de l'autre et les deux espaces ont la méme

dimension

LI 2 o

I'assertion 1) et la premiére partie de 2) sont évidentes.

plx,x!) =
Finte w® o
Soit x!

(®)

et so0it xé un élément de V' asppartenant & la classe x! mo
alors B(x

un élément % G de W , le caractére non dégénéré de B impligue l'exis-

e peut affirmer dans ce ecas que.tout élément x de V ce‘ cue

= & pour tept xtcl' &

un élémegt - de V'/u' tel que B(x,x!) = 0 pour tout xeW ,

%,2')] - @ pour teut =cl A dloh xlc W X! =0 . 81 x_ est
U 9 2

lasse de x' modulo W' . L'assertion 2) est denc démontrée.

n
o
{0
]
(i3]
=
BE
L
hul
<
(¢}
[0
ot
o
Q)
BJ
=
@
s
(43
}.J .
Q
=

on a daim ¥ =m— dim W .

. 91 ¥ est de dimepsion Tinie m , 0B &
STy A 3T 713
glm g = G338 ¥ 3/ Wt )

n® 6 ot proposition 3, n° 2)

b1

aim Vt=dim W' =m - dim W' (ef. prop. 12,%2&
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Corollaire. D01t ¥ Uil espPace vectoriel ae aim eS ‘C'.CJ. AL ulC Al S SEE O
S ATl et TR ot s o e N oe O = A5 m Tl encem

corpa commutatif et so0il W ¥ Scus-egpace ae YV de dimension m , ' elcell=
Nl e = S P e NG alornrnalent anr W P

ble des Tormes lliealrles I gul ¥ gul S8 afifuitociiv S 4] LC epot=g-0Uld

telles cue f(x) = 0 pour tout x€W) est un sous-espsce de dimension

m-n de llespace des formes linésires sur V . Un peut géfinir W par un
~ 7 fo Hoon s 3 N Lo P L -0 2 fa £3 aE 3 £ 5
systeme de n=m éguatlons T Upeeer® o = 0, ot £oaeeestnm sont

La premidre assertion résulte tout de suite de la proposition 4 ,
eppliguée & la pailre (v 2,8, ol F est 1l'espace des formes linéaires
sur V et'@ la forme bilinéasire canonigue sur V xF . 81 §f1""’gmaﬁ}
est une base de l'espace des formesvlinéaires sur V qui s'annulent sur
W, tout xeV tel que fq(x)=0,,..,fn_m(x)=0- sera aussi tel que
f(x):O pour toute forme.linéaire f qui s'annule sur W , et il résulte
de la proposition 4 que Leé-équations fﬁ= 0,...,fm_n = 0 formeront

un systéme d'équations de W .

Corollaire 2. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un

corps commubatif, et soient f1""’fn des formes linéaires sur V .

Soit W le sous-espace de V formé des éléments x tels gue fi(x)

(1¢1gn). La dimension de W est alors n-r , oh r est la dimension de

1'espace des relations linéaires emtre £ ,...,f . Toute forme f gui

J" Il
s'annule sur W est une combinaison linéaire de fq,...,f :
Soit en effet G le sous-espace de 1l'espace F des formes lincalres
sur V gui est engendré par f¢:°--:fm . L'espace G est alors de dimensio

= [ o - — AT Hetink = X
on pose B(f,x) = £(x) pour tout (f,x) € F x 1
S S N S S O e S S Qs
Considérons maintenant un systéme d'équations linealires
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sur un corps commutatif K . m01t ¢ l'application de K~ dans K
définie par la formule
9(xp,...,x ) = 22 %58 - rﬂ

JELY ;;4 3 5 =

Nous avons appelé rang cu systéme (1) l= dimension du sous—espacecp(Kg)
,,I' i e N s 0 z

de X . D'autre part, nous avons dit gu'on désigne communément par
. n . e o
25 Z g ls forme linéaire sur K gqui associe & tout (Xq,...,Xn)EEK

5 s
11'é1ément > x s ds K
21 Foi s

Il

Proposition 5. Soit 2@ X 13 b, (1<1gr) un systéme d'éguations
71 J

i
linésires sur un Corps COJMataLif ¥ . Bi parms des T foymes linéaires

> 58 (1<igr) on peut en trouver p mais non p+1 gui soient
}:i <
linésirement indépendantes, le systbéme est de rang p . Les sclutions

n
S 717 7 e e A qz= 5 TS S Y -
forment Un scous-espace de A ge elmcnsion k=0 o
LS T 5 S S R T S LA g e s et o 7 e i < SEe
Utilisant les mémes notations gue plus haut, On cbservera gue LS
.» . s
dimension Ge 4 'espace @ ) des solutlions QU . systele X & = W

i B i Bt e e B L S 3 S P R RS
est égal & la dimension du sous-espace e

= ,,Il i S £ : 15 " ( = SA 7 X o LT =
sur K engendré par les r formes X:a. (1 xa<r) Lz croposiv on

= A oy 7 Z i e S = - o i 4
Le rang d'un systéme de r équations linéeires a n 1ncONNUSS €sv
PG ) o e e St S SR e = o~

évidemment au plus égal au plus grand des nombres r €t u . La
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Blx,(al"
(Yiz)

= ay (o(x),7') + by

ce guli démontre les propositi
Froposition /. »Boient (U.U

d!'espaces vectoriels sur un o

@+b“ﬁWMWN=

n élément guelcongue de V xW! . Cn a

;37) = y(lag £ b ¢)(x),51)

om b

W',y) des paires

', a),(V,V',B) et (W,

n8me corps de base. Soient ¢ une applicatiorn

i

et
2}

16aire de U dans V et Y,

81 les aspplications ¢ et e

une gpplication linésire de V dans W .

'tAV S

= =
admettent les duales ‘9 et

dans W admet une dusle gui est

1'application Y ¢ de E

P N S £ T
Y(ﬁf¢(A>,Z‘J-w\@ (x),
ce qui démontre not gssert

(V,V

élément gquel OxW . On &

(1)) = alx,(P)(* v )(z"))

congue de

B) b des paires d'esgpaces

e o B ey
e Dase. SUpPposSons aue

V s0it de

V dans W

}.J
Q
)
(e
}<
O
B
}__.
!,.:1
)
&
i
=
(¢h)
@

geilliontre Aisg

secend homomno f"TJ..’l.L.SJ.e gssccle & 418 iorme g . Hous sS2vVons
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d!'éléments de B , définie par une application (i,j) — 2 5 de l'ensemble
[ﬁ,;];c[ﬁ,4 dans B . Les éléments aij sleppellent les coefficients
de 1a matriee ; 85 4 s'appelle le coefficient d'indice i et j
i 4 < :LO £ m, la femille définie par 1'application (1,3) —€>aioj de

-
1 1.n] dens B est appelée la ligne d'indice i (ou la i -idme lime)
Kl b, o =2 =, IO L LES

de la matriee ; si 1T <J <n , 1la famille definie par l'application

(1.1 - = de [%,m] = %1} dans E est appelée la colomne d'indice
o)

J, lem 1= J -icme colonne) de la matrice. Une matrice de type (m,m)

est appelée une matrice carrée ; le nombre m est appelé le degré de

cette matrice carrée.

Les termes de "ligne", "colonne¥, "matrice carrée" proviennent de
ce gue l'on représente souvent une matrice (aij)' par un tableau rectan-
gﬁlaire gque l'on imagine divisé en mn cases, les coefficients de la
i-iéme ligne de la matrice occupant les cases de la i-ieme rangée

horizontale, ceux de la j-iéme colonne, les cases de la j-iéme rangée

verticale :
a1,1 ® ¢ o o a1n

)= © 6 0 000 0 0 00

(a.j
: Py 8
Il existe une application'unique de l'ensemble vide dans E . Il est
souvent commode de convenif que cette application est asussi appelée une
J

matrice : la matrice définie par cette application est appelée la matrice

vide. Si m est un entier ;,O guelcongue, on convient gue la mirice vide




- 49
ost de type (0,m) ou (m,0). La matrice vide est domc la seule matrice
gui soit & la fois de plusieurs types différents.

Donnons-nous maintenant une famille (Akl)1<:k:§p,1 o
de matrices & coefficients dens un ensemble B . Supposons que Akl
soit de type (mk,nl) (clest-a-dire gue le nombre m, des lignes de Akl

ne dépende que de k et que le nombre ny des colonnes de A, ne dépende

que de 1) ; 501t akl le coefficient d'indices u et v de A;q .
- = o s
Posons B = 2% nl : hr = %i1mk , g = .5

(B Fgp ,U<qu) . On a done © = M <§i£, ...<&‘ =M,
0 =18,<F, <...<F, 0 O g)c[1 m]ﬁh],nousposons

a- - = & o RE -_E{r §
13 0 St g1 s

. 3

e

ot les entiers r et s sont définis par les conditions Mi_qui.smr -
N, <J <N, . On obtient ainsi une mdrice (aij) de type (i,N) & coef-
ficients dans B . La structure constituée par les données de la matrice
(a ) et des matrices Akl constitue ce que 1'on appelle une matrice

campartlmentee ; on dit gee les matrices Akl sont les blocs de cette

natrice compartimentée. Une matrice compartimentée de type (f,H) est
uniguement déterminée quand on donne les décompositions I = = mj
I = qu_ deg entiers M et H ; et, si on donne arbitrairement des
décompositions de M et de N en sommes d'entiers >0 , on en déduit

une compartimentation de toute matrice de type (i, ). Deux matrices

compartimentées sont dites compartimentées de la méme maniére si les

. , i z o1

décompositions U = m , i= > n jul définissent les compartl-
f-1 £ TE o i)

mentations de ces matrices sont les mémes. Une mirice A étant compar-

timentée au moyen de matrices A, . (f<k<p 1 sk <o}, onconviens

de représcuter A per le tableau rectangulaire




=

e

dont on imagine les cases occupées par les lettr Aql . On notera gu'il

¥ a 14 un sbus de notation, puisque le tableau (1) devrait de droit

représenter la matrice de U
ces A - . Cet abus de notabion n'est pas dangereux en pf“tigue,,car il

est rore. cque l'on =it & considérer des matrices dont les coefficients

x[ﬁ,r;l . Cot engemble se trouve done muni d'une
is

. sur E (cE. 02, %4, exemple 2). 51 (e

et (B, sont des éléments de cet espace vectoriel, on a (aﬁj) b )

S -
: (%
) = (aa. .) pour tout acK . On remarquera que,

e (p,q) dont -les coefficients sont les matri-
4 .L)..}

Désignons par B. . 1a matrice de type (m,n) dont le coefficient d'indices

m a alors (a..) = = . g, .5 dlot résulite gue
- s to i mdciom g 2
l'ensenble des éléments B (isism, 1<jgn) est vne base de

sont des matrices
dans K , oma (
_L“;+B: ¢ 6 o © 9 ¢ 06 066 0 0 00 & o 2 ¢ O * a__éj_: © 0 2 6 ¢ 60 ¢ 0 ¢ 0 8

4 =5 4 ip s o
Bl “pg " pg pi 5 )




‘corps K . On entend par famille basigue dans U une famille libre

A; 73 TR A AT s e ADDTTOAATTONS TTNRATRES
Por e o fudr UL Uiy saal il 1LES APPLICATIONS LINBAL Rlo,

Définition 2. Soit U un ¢

e

finie m sur un

[©)]
(@]
©
Q
(0]
A4
4
®
Q
(o
O
=
‘.J .
()
—
pa‘
@
l..’ .
]
@
B
m
}_' .
©
o

a'éléments de U définie par une spplication dans U de ll'engemble [},m] :

11 résulte tout de suite du corollaire 3 a la proposition 12,§;a,nob
gue l'ensemble des éléments d'une famille basique dans U est une base
de U . '

Définition 5. soient U et V des espaces vectoriels de dimensions finies

m et n sur un corps K , et soit ¢ ume spplication linésire de U dans V .

Soient (u;), . deg familles basigues dans U et dans

s
V . Posons o¢(u

&
ion £3,1) =

de [’I ,n] ,4[1 ,ml dang K . THous cirons gu

e ~ est la matrice gul
& ST
S A e e e paTTOTE . 9115 'F“‘"""':kfh{/’f‘ S e '
représente ¢ (par rapport sux familles basigues ty. ) ot [%. .
== o
z et ( Z o =S e A - e g o
Les familles (Li; et (v.) étant données, on voit gu'il existe une
J
correspondsnce bi-univogue entre les spplications linéaires de U dang V
ot les matrices gui les représentent ; de plus, toute matrice de type

te une application linéaire de U

£33

e ; £ A e A AT Pl r T e o D
densg ¥ {C.L. Droposit .@Olb?, ga, B ) o0l K est commutetly, ies

2 7 s

Eha t il § Q;a & o

1 Y semnae Y e A emenor Al e ey S P A PPI AT N T e Gang If

sur l'espace oes matrices €& Lypoe n,my 2 ecoecflicients Gals K .
ol ~ Sy e - —~ R - X7 I~ G -~ = AT -
@4 nous vprevrons en particulier pour V ll'ensenble K considéré comme

s i E \ 3
egspage VECLOricL ic dimensgion T sur n , €% our fomille bagslgue tg




=
- - —
Je
3 e e R st s e e e 2 el /
ia Torme lingeire £ sera représentée par la metrice (a,,...,a ) .
AL

2 3o = = - S EC - e = o

ang ¥ derdnie par @ (e ) = X , 0n oblient un lsomorphisme de YV sur
i locrmace des Y o O AT { /] & oeltPicieonte dan W (n i
Loegpace Oes Qo tT1CEs Ge L¥De (1, g coeriicicntss GarsS A S Un Dol
..... il e e < st o gEosaiie i s e g oiae
natrice qui représente un xX€EV e sSont auLres gue ites cociileients ae

(ui) et (v.) identicues 1'uvne & lleutre. 8i @ est un

. 1o dimension de 1l'espace

-@»

Définition 4. Soit qz une matrice de type (n,m) & coefficients dans
un corps K . Cn gppelle rang de @ lg dimension du sous-esnace de

l'espace des matrices de type (n,1) gul est engendré paxr les colonnes

On notera gue la notion de rang d'une matrice & coefficients dans

un corps K , telle gu'elle est définie ici, semble dépendre non seulement
de la matrice, mais du corps K . Hous verrons cependant plus loin
(corb&laireba, a8 la propu4,§ 5, n° 2) que, si les coefficients de la

matrice appartiennent & un sous-corps K'! de K , le rang de la matrice
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\J

~ 53

est le méme, gu'on la considdre comme matrice & coefficients dens K ou

dans K! ' '
On a donc les résultats suivants :

Proposition 4. Si une matrice <@ représente une application lindaire ¢

d'un espace vectoriel U dans un egpace vectoriel V , la dimersion de

1lespace ¢(U) est épale au rang de @

5 = n - . - 7 -
Proposgition 2. Soit zie Xjaij — Di' (1 {ig<m) wun systéme d'éguations
&:i

linéaires sur un corps K . Le rang de ce systéme (cfhf§8,n08) est égal

L
au rang de la matrice (aij) -

. : L : - .
oit maintenant (U,U , B) unme paire d'espaces vectoriels sur un

tn

corps comzutatif K . Supposons que U soi

t de dimension finie m ,

e
soit (u:) une famille basique de U . Il existe alors une famille (

- = > K = ; 2 £ : : Gie s
d'éléments de U’ telle gue ﬁxui,u? J et 0 81k % i et soit 1!'élément
A9
s S, . ; = o - <
unité de K si k =i ; de plus, 1la Temille (u est basigue dauns
(ee. pres. 5, o5, n® 2). Nous diroms que (u’ ) est la famille basique

T A o Bt = A e apmit et Y - SA
de dimeunsions finles sUTr Un €Orps commutatir A , €U soit ¢

‘9 de ¥ dans U , dusle de ¢ par rapport & B et y (proposition &, ,
6} Z S : S = - ,
n 4 § 5). Boient {ui) et (v.) des familles basiques dans U et dans V ;
|
o
. 1 % ' %N - firs <. 2=
soient (ui) et (v”) leurs duales par rapport & P et y respectivement.
&
% 2 % %,
i o st e en e Tl Y e TN
Posons @lu. ) = > 8.7 . 0n = tlore Bl oly o ylel oy
= 71 A 1 3 23 3 ji
AL nt
= = Z R e ey SA G S R G % * = eaia S s
d'ot on dééuit Ffacilement gque ‘eolv. ) =2, a..ul . Un voit domec que
% 7N / 3 i3
J = (% Kand it
1 e G S o iy ¢ - .t “ ey T Ny T P el \ | et Ao x
la matrice quil représente "¢ par rapport aux familleg basigues (vj
oo i '* = 4 ot & e S A ST - aT o il sl oy q
S (ui} cet la matrice définie par 1'application (i,]j) ——>a.. de
G 33
-~
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Definition 5. Soit A uune matrice de "i-e (n,m) définic par une appli- |
|
cation (3,1) —f>ajﬁ de [ a] [1 ] dans un engemble B . La matrice
e type (m,n) définie par 1l'applicatiom (i,3]) ~<>aij de [ﬁ,m:]x[ﬁ,n)
dans E est appelée la tramsposée de A ; on désigne cette matrice par 4 .
lious avons donc démontré le résultat suivant

Proposition %.

ient

(u,u”,8)

vectoriels de dimensions finies sur un corps K

et

K -
(V,V', y) des paires d'espaces

o

; 80it ¢ une application

linéaire de U dans V

J

et s0it

t

duzls de ¢ par raDpdrt'é P ety .

basigueg dans U

par rapport a B et vy

regpectivenent .

et dang V

.

J

soient (u 1ot 6

% *
¢ l'application lindaire de V dans U ,

Soient (u.) et (v.) des familles

) leurs faﬂlllec duales

Boit @ la matrice gui

représente ¢ par rapport aux familles (u;) et (vj) . Lz matrice agui
représente 1'application t@ par rapport -aux famill (vg;) et
(uf ) est slors ls transposée de la matrice & .
/
11 est faecile de voir gue 1'opération de transposition est un
somorphisme de 1l'espace des matricees de type (n,m) & coefficiénts
lang vr certain corps K sur l'espace des matrices de type (@p,, &
coefficients dans un corps K . Faisant usage de la proposition 3 ,
le résultat peut aussi se déduire de la proposition 6, T 4, % 5.
A = o B e C]




Ao )

2

Soient U,V et
sur un méme corps de base K ;
dans V

familles basigues (ui),(vj) et
"

)
—
(e
et
]

hflf\‘@§39?w§k§§§\7\+\rrxxg

de types resvectife (m.m) ot
i) Vg

e T e A
Ll g"ui.);«'@.i..i.i‘}' !J.fOu.L-.A. |

T MM DT T AMT K
HUITTIPIICATI ON

&
=
!‘(:5
o
=
“a

s

soient @ une gpplication linéaire d

(Wk) dans U,V et W , et posons

(i< 1)

e U

st “f une application linésire de V dans W . Cholsissons des

des matrices

i
()
S
&
~t
Qo

coefficients dans un corps K .

b
(4]

o G 3 It T as oo Bes A At AAPImY e mar 1o
E A€ ) - s - 2 CGO0DE LS COS T I CIeHTs S0 el iiig par tes
—_— KT i< e <3 H
- 74
formules €. = > s

Bemargues.

x

- eV e a R a a s .
(i’;,ul) nltest pas défini si

type

e ,
Tor matrices carrdec
geliz favrices Callrees

de type (1,1), produit de la k-iéme

ligne de LF par la i-&me colonne de §§ :
: e N i S e L S e Gl S e s homis e =
3) 8i A est un sous-anneau du corps K et si les coefficients des
ot '31 et Pots i T et o e T 8 23 Ay oot A ~-«S ne doe e :f""-‘-:
LgLrices A gppartiecnmentc 8. K o, 11 €1 e85t de melle des Coeliii=
cients ds L{J @ .
: e
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4) L'ensemble des matrices de type {n,n) & coefficients dans X
tossdde une structure d'asnnesau produit de nm snneaux identiques a K . {
Lo multiplication dans cet anneau est différente de la multiplication
Eéfinie plus haut ; teutes les fois gu'en parlera de produits de

matrices. clest & 1la multiplication décrite dans la decfinibion O
b P

0
{3
e
5
n
o
)
©
)
@
(5
@
{
(W]

@}

Le résultet démontré au début de ce n- peut maintenant s'exprimer

Proposition 4. Soient U,V et W des espaces vectoriels de dimensions

Hh

inies dans un corps K , et soient (ui),(Vj) et (Wk) des familles
; ¥

basicgues dasns ces espaces. Soient ¢ ume application linégire de

€

-

convenzsbles




- ‘9" i
So0it maintenant ( @ Yo une séguence de matrices & coefficients
: (Al S 7

dans un corps K ; supposons gue @ solt de type (mi,ni) et guse
L

n, =m (1¢ize Lr). On peut alors, en opérant comme dans la défini-

ALy
biomw 5, Bl L. % 1,n%2, définir le produit de la séquence ( cﬁ ), pro-
5

T < : .
uit gue l'on note I | (P .51l = Z r est une décomposition
(2

c=1 wu=1 u ﬁ
de r en somme d'entiers >0 , on a | l z &J = || L[-/ ou on &
. b ey "'L u=4 A ? ;
o T > co Tést '
z g * e it o«
posé o i B = 'V'<u,ru' ; ce résultat se démontre

. A = - e : e O
exactement de la méme maniére que le théoreme 1, Alg.l, gv’z,n D

Proposition 6. Soient U et V des espaces vectoriels de dimensions

finies sur un corps K , et soient (ui) et (vj) des familles basiques

dans ces espaces. Soient ¢ une application lindaire de U dans Vet &

la matrice gui représente ¢ par rapport sux familles (u;) et (vj.) .

Soient v un élément de U et % la matrice cui représente u par rapport

, Tamille (u.) . Dans eces conditions, la matrice gui représente

_i
<
e i s S ey = ey = aa = Lol 3
Soit ® l'application linéaire de K (considéré comme espace vectoriel
e e 17 PRt | s VAT ~ e o o 4 ~ &
SUL .‘h.) dans U gul gppligue 1l'écicment unité sur u . L'agpplication ¢ ©

7 e z
(5 % i e Z»;J._b_hJC‘ S1 U101 i ©
A ok S e e el S D U e SRR
L L0051 L0 201 et ST geg HabIices Ccolpartlilientees &
e s o oy Y = o
55 e v =97 & 2 = o o ]
CocTECACHTS Gagip U COrPDS A . Ui DOS0OLS ue

S e (e Y Epis 5 Ny = ‘- Sl 2

gue @ : SOLT e Gype (W-,1.) el gue L{J S01% ae Lype (;;_:,J_ﬂ,)
T ~ R e

LS FoCulbt L{—{ ES b al0rs el o el @R .8
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_jd_

G S

- -

Pz

P A
ey BT Sles e s
'ug’};‘(“; (\i;’.&’} ;. Ce (_g_Lx..t. moncre

ol I‘ _ est 1a colonne d'indies ®! de '-l—’ . 81 nous DOsoOLS
b
o=
"= - =
¥ 3 J8 5 8 -
:
D
1Ll e
Jo.
J
i LR e e e Tae 4 Y dont 1'unicue coecfficient es
oy S8 tg Matrice G LYDS (l,l/ gontc 41 'unigue SEEIE ent esv

o P 1 e = St = ] PO e T e
de &L, C est le coefficient el dlindiess A et o dans @ '—}J
L 0 '
- 2 3 y s ol A A L P e P P R 4 A
(cf. remarqgue 2 ci-Gessus), tandis gue l'unigue coefficient de J. T.

24 2/-}

est le coefficient c =) - d'indices A et @' dans @

9
| o donc c_’Lw= Z CJV-(;),

Proposition 8. Soient @ et des matrices & coefficients dans un

: et S T SR el : S A : {5
corns K . 8i le produit CP est défini, il en est de meme de L\J .té )

et on & {’/Wt@_izt(@‘-{-’).
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La proposition 8 se déduit tout de suite de la proposition 7,§%j,n 4

(v

en Teisant usage de la proposition j,noa et de la proposition 4 ci-dessus.

Soil € d>)A <icp Ume séguence de matrice 8 coefficients dans un
L e
corps commutatif K telle que le produit l . soit défini. Posons
e

—t A - . - ‘>
%ﬁ = iir saq 5 oom Qe¢ult alors alsetht de l proposition 7 (par récur-
(/ . .

rence sur r) que le produit i \ 4J est défini et égal &
c=1 c

L —TT;fi @?L ) -

Nous avons déjé observé gue les matrices carrées d'un certain degré n

ot

chefficients dans un corps K forment un anneau. Cet annesu possede un

o

-

élément unité, car il est isomorphe & 1'=zmnezu des ®ndomorphismes d'un

espace,vectoriel de dimension ©» sur K . De plus, on voit tout de suite

-

gue cet élément unité est la matrice (aij) définie par les conditions
a8, = 6 =2 143, 2. = © (oh e est 1'6lément unité de K) . La matrice

= 0
3 2 JAE Ty e e o e Fori oKy e 3
se deduit tout de guite de la proposition 1, n°2 et de la

= - . 4
el onec T Y O AT A T Ao oo fiicd oo T i =l
e s S ,-‘-Le ~ S Culiag Gl U r_) U_\'/ 192 O.L&-i. V:—S ke O.{J- _L~ EL;. @ °
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Béfipnition 7. oient U et V des espaces vectoriels de dimensions finles
m et n sur un corps commutatif K , et soient (ui) et (v.) des familles

L=

basiques dans U et dans V . Soit B une forme bilinédaire sur U x V;
= 3 g LTSN g . 2 . Pt a g
pogors. Pl v ) =B A <i<m 1 g el 5010 la matrice (Db; -

? € J 34 : J
llous dirons gue B représente la forme bilinéaire P par rapport aux

=

smilles (ui) et (vj) ;

Soient J et J' les homorphismes associés a p (cf. § 9, noe).
Soient ¥ 1'espace des formes linéaires sur U et (fi) 1& famille baéique
de F , duale de la famille (ui) par rapport & la forme bilinéaire cano-
nigue sur U'x B . tn = done 'J'(vj) = .Z%’llef . On veit donc que
la matrice B est la matrice gui représente J!' par rapport aux familles
basigues (vj) et (fi) . Soit G l'espace des formes linéaires‘sur V et
s0it (g;) la famille basique de V, duale de la famille (v'j) par
rapport & la forme bilinéaire canonigue sur V xG . On voit alors que la

matrice qui représente J par rspport aux familles (ui) et (gj) est t‘B .

11 résulte tmut de suite de ce que nous wenons de dire gu'il y a une
correspondance bi-univogue entre les formes bilinéaires sur U XV et
les matrices gqui les représentent, et que toute matrice de Type (m,n)

coefficients dans K représente une forme bilinésire sur U XV .

o

ions étant les mémes gue dang lg définition 7 ,

une condition nécessaire et suffisante pour gque P soit non dégénérée

Fie o SRR B e - L B | e o Z5 R g
Si f est non dégénérée, l'application J' est un isomorphlsue
3 ~ 7 = - A - = i3 3 - 43 47
de V¥ sur E , d'oh il résulte tout de suite gue B est inversible.
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- - = 5 <l Z sy il 2 > St
Proposition 12. Boit (u ) . e famille basigue dans un espace
idainm
= s T e SR e = 17 b S e e ke : - s i
vectoriel U , sur un corps K et soit \L{), <1 oq UHe séouence de B
M ‘ N s‘u‘_
Jigicmela Lo - L = : Y 3 + i =X
éléments de U . Posons u! = > 8, .u , ob les a, . sont des cléments
= %4 Ki k ki

isante pour gue (uv'!) soit une
3

famille basicue est gue la mafrice carrée (aki> soit inversible.

Supposons cette conditiocn gsatisfaite, et posons u = :ZI pb:ui c
: i '{t’_:d- (i

la matrice (pki) est alors 1l'inverse de lg matrice (aki) -

Soit ¢ l'endomorphisme de U défini par les conditions ‘@(ui) = u%
(1t<{ig¢m) (cf. proposition 7, 2, noj)>;}il est clair gu'une condition
nécessaire et suffisante pour gue (ué) soit une famille basique est gue
¢ soit un automorphisme, i.e. que ¢ admette uﬁe application réciproque.
La premiere partie de la'proposition 12 résulte glors tout de suite de ce
que (aki) est la matrice qui représente ¢ par rapport & la famille (ui).
Si ¢ est un sutomorphisme, on a '% (ui) = ZE%j;pki -% (ui) z-Zizl Py % o
de sorte que (pki) est la'mafrice_qui represente °$ par rapport a la
famille (ui) , ce-qui démontre la seconde assertion de la proposition 12.

(Ajouter ume proposition pour la transformation de lg famille basiqué'
duale (7)). '
Notations. Dans le reste de'ce npv, noug utiliserons les notations
suivantes : 7 . V

U et V seront des espaces vectoriels de dimensions finies m et n sur

un_corps K ; (u ) et (u') seront des familles basiques dans U ; (vj) et
» i L ,
(vé) seront des familles basiques dans V . Nous poserons

B — ,:i;n D .ul v, = qut q. .v! . Nous désignerons par P la matrice
: kik 7 ] g = = S

carrée (pki) de degré m , et par Q lz matrice carrée (qu) de degré n.
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Proposition 13%. Soient ¢ une spplication linéaire de U dans Vet &

matrice gui représente @ par rapport aux familles (ui) et (Vj) JDans

ces conditi

(ul) et (v

Posons

al'  sont
i

défini per

phisme de V défi

ons, la matrice qui représente 9 par rgport aux familleg

1
J

cs

-+
U

i

S B &

Q & P

phisme de U

jsbj.

el par X llendomor-

(1<

On a donc

3 Ao o o Ko Adena e e AN o
ddnegires G Rogans Y Ul gbhpiiaue € Sl V-
B e PSR P e e 3 EaR A s e LD = o - S
Corcllaire 5. Soient T uvne Forme linésire sur U , et ;? la metrice gui
représente f par rapport & la famille {ui). La matrice gui représente T
3 . =
I = e A 5 >
par roppert & lag famille (ul) ost alors j,:) :
T e
On premdes jel @ = f . Y — K = v =
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2. Bbi i? est une matrice carrée, le probleme de trouver une
matrice /\ de forme aussi simple que’possibie qui so0it de la forme
A @ ifd (ot A est uné me trice carrée inversible) est un probleme
beavecoup plus difficile gue celui dont la proposition 14 donne 1la

solution. Nous asurons & traiter de ce probleme plus tard.

Provosition 15. Le corps K étant supposé commutatiff, goient B une

forme bilinédaire sur UxV et B la matrice gui représente g Pl

repport sux familles (u ) et (vj) . La matrice gui représente B

par rapport aux familles (u{) et (VS) est alors P71, i?.@"1.

- : _ ~ -1 - :
Posons en effet P~ = (Pki), g = (qu) ; on a done

G-
N~

; Sl
u! = g vl = s cf. proposition 12 d'ot
i Z%};:Lpl{i k! J 2_'4:4. ql'] J ( - P. : ),

wL
plul,vl) = .

tj “?&':1 ’621

"

La proposition 15 résulte immédiatement de cette formule.
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soient L un corps, K un SOUS-COIPS de is €T U un espaee vectoriel sur L.
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La restriction & KxU & 1'application (a,x) —ax de LxU dans U est

une loi de composition sterne entre éléments de K et de U . On verifie

1ol de composi-

(D N
ct
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5
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i
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Qo
L
Q
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tout de suite gue la structure d
tion ef par 1l'addition daﬂs U est une structure d'espace vectoriel sur K .

Défintion 1. Soient U un espace vectoriel sur un corps L et K un sous-

corps de L . L'espace vectoriel sur K donb les lois de composition sont

l'additiogﬁdansAU'et ls restriction & K xU de lg multiplication entre

cléments de L et de U est appelé l'espace vectoriel déduit de U par

restriction & K du corps de base.

Nous avons déja observé que, si K est un sous-corps dtun corps L
le corps L possé&de une structure d'espace vectoriel sur K (cf.§ 2, n°1,
exemple 2). Quand nous voudrons parler de cet espace'vectoriel, nous
dirons que cfest L , considéré comme espace vectoriel sur K .

Proposition 1. Soient L un corps, U un espace vectoriel sur L , K un

sous-corps de L et U' l'espace vectoriel déduit de U par restriction &

K du corps de-base. Soient S une partie libre de U, et soient V et V

les sous-espaces respectifs de U et de Ud gul sont engendrés par S .

L'ensemble 5 est alors une base de Vo»5 toute partie libre de V_ est
aussi re dans U ; toute base de V, est susei libre dens V . Soient B

- b Y
= = - S e g L
sur L | 'application (@, u) —> eu sppligue alors K) x B bi-univogue-
= 1 ] gt T - r ey T T = -
Hent Su e pase de peilpt s 8 B G J S & v = n UF J &. . S5 l‘:;
Y,
S e ? Lo
souUus-—espaclte e 5 DD s
T = oo § 5 e S iTer =5 2 e S
Al g SRS G ST S SO B B e ?J g pPas Ge-Tetat]lOn tlrneglie 1oy cvrivigie Sl e
cléments de S & coefiiciéents dang b 3 donc gue S €8st une base de VY
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@lujck pour-tonut HWeB . Bl B c 5, Do condition nécecsaire st

suffisente pour que xci est que ¢(u) = 0 pour tout ueB F\EvS .

supposons de plus gue U soit de dimension finie m sur b et gue L soit

de dimension finie 1 sur X . L'espace U' est alors de dimension

e A ey s o R
finic égale a 1m .
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Définition 2. Soient L. un corps, K un sous-corps de L , U un espace

vectoriel sur L et U, un espace vectoriel sur K . Supposons les condi-

%ions suivantes satisfaites : 1) Uo est un sous-espace de 1'egpace U!

2it de U par restriction & K du corps de base ; 2) il existe une base .

ded
de Yy oui est aussi une base de U . On dit alors gue U est un espace

vectoriel quivrésulte de'Uo par extension 4 L du corps de base.

‘Proposition 2. soient L un corps, K un sous-corps de L , et UO un_espace

vectoriel sur K . Il existe alors un espace vectoriel U sur L et une

application J de Ub dans U gui satisfont aux conditions suiveantes :

1) J est un igomorphisme de Ub sur un sous-espace de l'espace déduit

de U par restriction & K du corps de base ; 2) U résulte de J(Ub) par

extension & L du corps de base.

Soit B une base de U_ , et s0it U 1'espace vectoriel des applicstions

T BT T

nulles & 1'infini de B dans L . Nous savons gue U posséde une structure

v

ZolE X = Z

d'espace vectoriel sur L . - a(u)u un élément de U, ;
1ll'application a(u) peut 8tre considérée cmme un élément Jix) de B

11 est eclair gue J'est un iscomorphisme de UO sur un sous-é&space de
1l'espace déduit de U par restriction a kK du corps de base. 81 y<U

on a, comme on le voit tout de suite, y'='§5ux53 y(u)J(u} , ce gui

~ 5o N e - ey T - S
montre cue J(B) est une base de U . La proposition 1 esv conc
démontrée

TS n e S = 2 - S A T T < < s
Propogition 3. Scient L vn corps, K un sous-corps de L , U, Lo 85PaCo
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Proposition 4. Soient L un corps, K un soustcorpsde b , U ot V _ des
. s — '
cehoces vechoriels sur K 1 de I dansg Y
250 bt Ty S5 VA e .Lv.h-b 2D Rte 3 % W AL 2 o L Al D v
&9 & = Q7
T et ¥ oul réesultent ¢e U, et V. par extension
et o B2 iy
; S e o il S B £ e e i Al e
& 4v QU COTDS OB DdbT. 11 exaste alors pre application lTinéaire @ et
: 0 —
TASA et Y - i ; ) X7 4 e 3 ¥ L I M T = & o] ¥
une senle de U dens V gui prolonge ¢, . Le sous-espace ¢(0) de ©
résulte de ﬁo(”) par extension & L cu corpsde base, et le sous-espace
o(U) de V résulte d U par extension & L du corps de base En
@;} TS e 5?0 6 iJGAJ- e »beﬁs.'_ n g v CO i S € (=h=] ° L

particulier, i % est univalente, il eh est de méme de ¢ ; €L si

9, (U,) =V, ,0na o0 =V.

5oit B une base de Uo gui contienne une base Bo de l'espace —;(U) 5
B est slors sussi une base de U (en vertu de la proposition 3). 11 existe
une application linéaire ¢ et une seule de U dans V qui prolonge 1lg
restriction L ¢ & B ; il est clair que ¢ prolonge 9, - Seit Bd

appligue donc bi-univoguement
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Bemarcue 1. 1I1 résulte imm ﬂflaze“eLt au sl ie s
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(1) admet une solutiom unigue dans L, cette golution ﬂs* dans K

Remargue 2. Les notations étant les m8mes gue dans le théoréme 4 ,

gupposons de ylus gue K appartienne au cehtfe de L et

admette une solution . S0it S)2 une base de L

(Xﬁ,...,Xn) dans L

i

ide

P

(consi comme

alors

e

e de b Poseons . 0n g

J

%j,(w) €K

20)651 ‘%} o) ,

= >3 o

'-\/ - 5 — 4

- @c 2 91 gJ(w)djim 7 bj. v glsm)
d'oh > j(c)aji =b; (1¢ig{m), ce qui fournit une nouvelle

démonstration ds la pxeml dre assertion du théoreéme 1 et permét de

construire explicitement une solution du systeme ( ) dans n
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