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_CHAPITRE II - (Etat 4)

ALGEBRE LINEAIRE
31. Modules et espaces vectoriels.
1. Définition des modules et des espaces vectoriels. Définition 1. Etant donné

un_annecau A , on appelle scdule & gauche par rapport & 4 {(ou, par

abus de langage, module & gauche gur A , ou encore A-module & gauche)

un ensexble E muni d'une siructure slgdbrique définie par la donnée :

1° d'une loi de groupe sbélien dans E (motée agditivement) ; 2° dtume

¢ loi de composition externe partout définie (a,x) — aTx dont le
domaine d'opérateurs est l'anneau & , et gui satisfait sux axiones

suivants :

(Ml) a'r(ﬁ-y).z(q.‘rx)-%-(ary) guels gue soient ae€h , xXe€B , yeE s
(:—.&11) (atB)Tx = (a.'ri)v'-(ﬁ'rx) guels c;:ie soient aeld , Beh , x€E ;
(#;:7) o T{BTx)=(a)Tx guels gue soient aehd , €A , x €k .

Si,. dans cette définition, on remplace l'axiome (;¢) par :
(;Ain) a T(ETx)=(Ba)Tx guels gue soient a« €A s BeA , xeB ,

on dit que E , muni de la structure algébrique ainsi définie, est

un podule & droite par rapport & 4 , ou (par sbus de langege) un module

& droite gur A (ou encore un A-module & droite).
Le plus souvent, la loi de composition externe d'um module & gauche

(resp. d'un module & droite) se note pultiplicativement, en écrivant

l'opérateur 4 gauche (resp. & droite) ; la condition (yrr) sféerit
alors af{fx)=(aB)x , la condition (5&%.{1) sféerit (xBja = x{Ba) .
e
. PQ 2 - : = 3 ..
Si A” désigne 1'anneau opposd (chap.l, $8) de & , tout module A droit

sur l'szpnneau A est un module & gauche sur llanneau A~



Il en résulte que, dans 1'étude des propriétés générales des modules,
on peut se borner a4 ne considérer que des modules & gauche ou des modules
& droite ; dans ce parasgraphe et le suivant, nous n'étudierons en principe
que les modules &_gauche, et lorsque noue parlerons de module (sans préci-
ger), il s'agira d'un module & gauche, dont la loi externe sers noiée
multiplicativement.

11l n'y & évidempent pas lisu de distinguer les notions de moedule &

droite et de module & gauche par rapport & up apneau commuiatif .

Bemnargue. Un module est un groups sbélien & opérateurs particulier

(chap.X, $6,p99) : l'sxiome (MI) signifie en effet gue ls loi exierne

d'un A-module E est distributive par rapport & 1'eddition dans B

Ltaxione {W&EE signifie qus cette loi externe est distribuiive
par repport & i'ensemble des deux lois additives dens A et dsns B 5
1'sxione iﬁzz;} enfin, gu'elle est gssociativs par rapport & la

«

Les applicetions 2 — ax d'un module E dans lui-ufnme s'appellent les

homothéties de B ; co sont des endomorphisaes de ls siruciure de

groupe abélien (sans cpérateur) de E , 59aprég-{£1} ; on a done a.0=0

pour toul & €4 . Elaprés {ﬁzz}, on a zussi OU.x=0 pour tout xcE :

81 on s'est donné sur un ensemble B une struciure de module & gauche

par repport & un annesu A , et si B est un sous-znnsau quelecngus de A

dene & et la resiriction de ls loi sxterne aun
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Exeaples. 1) Uu annesu est & lu fois .oduls a rauche et zodule a
aroite par ra;port & un ruelconyue de ses sous- aunsaux, et en
particulicr par rapport 4 lui-z8me. Lorsque nous cousidérerons
un anneau A comme A-codule & gauche (reep. 4 droite), nous 1'éeri-
rons AS (resp. Ad) 8'il y a lieu, pour éviter tcute confusion.
-2) La structure de groupe a operateurs définie sur un groupe
abelien G (noté aduitivement) par lu loi externe (n,x) — n.x
(chap.I, §6,n%9) est une structure de wodule par rappert & 1'anneau

Z des ecrtiers rationnels.

3 5 B 3 72 25 -~ ey LS 3. M =T . S~ 7 o ety i z
3) 50it G un groure abélien notsé additiv ecent, et ?g ilzinesn des
Iy’
B b O, . S W 1 S
epdoBorinisies de 6 (chap.I; §8,n"1 : on rappelle wuse le .rocuit

fg ds deux

i

e Y T e et Yoor ol T ann T, L Fieid + 2 & b D T i

4) G dési;nunt toujours un groupe abélien adaitif, et A un annsauy
- ] e~ v £ S a {3 s3v g o P e e e W SR e il <
gueicongue, on definit sur G une structur & 4¢ A-:30duis & gauche

en posant ax=0 quels que soient «eldA et xel .

et
)

ition 2. On dit gu'un A-zogule 8 gouche B est uni

aire si lianneau &

T e an o e Ml Y s AR e, Zo ;
yssa@dv VR eiosgnt Unite £ gul est en seme femps o .érsieur neutre vour la

z R e e e SRR Bt ey 5}
24 phblbiads b U922 THNOURIeS SR T veTvVigesn _5 5*.‘ .&p,@- CSZ‘E
-
s PaTe 23 = 2% s : r: ~ i
noduies unitaires. 51 un ang S4du & OS5 tde Un
A oA dne A sF A I U A L S s L b e Aaa ] 3 n e e
Hoadvulies 2 L A, BONL eVidergent unitaires ; +28 T0GUIes 4&Iinis
2, e

g2 v~y o
2% ) Cl‘i&&?tz‘}ais- k“’v‘yv xﬁﬁ» Es(x,&-».{._s..qx
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- Les plus isportauts des iouules uniluires sont ceux dont l'anpeasu
b i
d'operateurs est un corys

Definition 3 . Un appelle cs;ace vectoriel & pauche (resp. & droite)

sur _un corps K , un K-zmodule & gauche (resp. a_droite) umitaire.

Les élozents <'un espuce vectoriel sont souveni appelés vecteurs ;
les éléments du corps d'opérateurs sont ulors qualifiés de scalaires.
EXenglas. 1) 8i K esi un corps cuelconque, les modules Ks et Kd
soht des espaces vectoriels pur rayport a4 XK .
?2) Ltespace nuisériyue & trois dimensions F§§ de la ;écométrie
classigue sst un espace vectoriel par rajport au corps des nonbres
réels R , le _roduit t# d'un noibre réel + et d'un peint #
. @& coordonnées xi,xa,xj étant le point de coordonnées
iz, tgaﬁ txﬁ . Ue n&1e, l'enseuble des fonctions nunériiues

Gefinies dans un ensexble guelco

IS
5
&
&
o
¢
0]

par rapport & R, le .roduit ©f d'un nonbre réel t et dfune

teile fonction étant»lu fonction numérigue x —> tP{x

S
il

Bans un ssiace veclorx 1~1 E sur un corps K , toute honothétie x—a x

cerresbonuuut & un ¢lén ent a#l de X , est un gutororpnisie de la

szructure de brauye abb«l&u {sans opirateur) de E , car de-Is relation
= £+ Sty = ;

y = (E.X QIZ &I‘e ﬁe& \g‘}'j Q J e

-nodules et iodules guotients. Soit B un medule & gauchs per rapport

_ S = % = et e i & Sne s PSS e | 3 P okt 4 e 25 iy
& un anneau a ; sl i esl un scus-groupe siable de & \chap.1, §6,0°10
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Toutes les .o yl‘letbs aes sou»,-brou‘-as stables sont dune applicables
sux sous-uodules. Eu kurticallbr, 81 .8 ot N vont deux sou: ~modules ¢ 'un
zouule B , leur soxme MIN et leour intersection Mf\N sont des sous-
modules de E . ' '

Si E est un zodulc unituire, tous ses sgus-modules sont unitalres.

Es ,srticulier, tout sous-module d'un espsee vectoriel £ est un 8spuace

vectoriel, qu'un appelle cucore scus-espuce_vecitorigl de B .

Exzeuples. 1) Dans un nodule guelconyue E , l'snsemble réduit & O
est up sous-mnodule (sous-module nul)
2) Soit A un annesu, £y (resp. E,) l'ensexble A nuni ds sa siructiure

. de A-uodule & gauche (resp. & droite). Les sous-zodules ds Ay

7§res;. Ad) ne sont sulres que les idésux & gsuche {(resp. jcésux &
droite) de l'anneau 4 . _
3) Soit E un A-nzodule & gauche, X un élément de £ , (¢ up idéal a
 gsuche de lfanneau & . L'enseuble des ¢léments ax , oh a parcourt &,
est un sousémodule de & , gqu'on note =z .
4)‘Dans un groupe abélien additif G , éonsidéré conme nodule :iar
rapport & Z (avec la loi (n,x) —n.x) tout éous=groupe de & esi
auséi un sous-module. 11 en est de méne guand on aunit G de la
structure de =wodulse war razpert 4 un anneau'quelconque A ,Vcé 1e_
produit ox=0 guels gue soient aeh et x€G .
Reisargue. Scit E wun A-iodule, B un sous-uanncun de l’aﬁaeaﬁ A .
EZ_ Toul sous-zodule du A-iodule B est sussi un sous-module du

B-module E , mals 1l réciproque est imexscte ; psr exem: ple, si A

oo
byt

e sapa L o tae o ;
Loaent uniié, Ggui soil aussi éldient unitd de B

[N

adael un

B-module & gauche B n'est pas un A-module si B £ A
s ;
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90it E un sodule u . uuche .ur ru.;ort & un swneau A . Toute relution

d'¢cuivaleuce goaputibie (chay.l,§«4) avec lu struclure de .:odule de E

ezt de lu forae x-y €il , oh & est uu sous-groupe gtable de E (chayp.l,
§'6), donc un spus-czocule de E . Eu outre, on vérilie inmédisteaent
(ef. chup. I, 89) yue lu strocture de ;rouje & o:érateurs du groupe
quotient E/M (chap.I, §6) ecl une structure de A-rodule & gauche ;

wugl de cette structure, EfH est u;pelé zodule yuovieut de E par le
H S i

sous-zodule i .
51 B est un A-couule unitsire, tout moduls guotient E/é €31 unitulire,

car i'élézent unité £ de A l.uisse invariaznt tout <lénent de E et par

%]
Cae
S
F4H]

Lo :*
Pad
e

uite toute classe 30¢.& . Bn particulier tout sodule UG

cgpuce vecloriel B ol un es.uce vectoriel, Lufon ajpeile £0.aC8

vectoriel yuotient de E .

Exe:ple. Tout i1déul & guvche ¢ duns un anneau A dé
Hak 2B &

i
-

ioit un asodule
guutient AS/&% du A-.aodule & gauche AS z
note scuvent, pour ubréger, A/ , mais, lorsque ¢4 est un idéal

¢e odule guotient se

7/

Eziz bilstére, ii fuutl se purder de confondre ls structure ulanneau

guotient de A/ {chup.l, §8,0°5), et se structure de module &

Les reiations entre les scus-modules et nodules guoticonts d'un zodule

s e L T P 7 1 7 e : S ] & a5 < ey :
3 €S = YL Faf g LS ES s Ble e 3er et o 3 E s oyl 3T, L SELE P
‘1xi!¥e{!;.v.é:@_§;2g a-»it»';)» 5 el les spus-acdeles ai nodules GQUGLLELRLE Ge & ; aunt
T = E s = $ ~ s £ : S kR 5 = A
Tepulees ar la prososition sulvante {si iple tracuclion du th.6 du
r'd
= T X
i«i;&gﬁ o !g 6 I
Y e faSE s e R SR ol R 13 2R g AR
£PoP08iL108 1. Sgli M oun sous-module df DI TO0BLEe B Pt R vlication
— - e A e =
cznonigus de E sur i€ @odule gugtient E/¥ = B .
Y 9 —s""
Eere i =% = Y 5 : A~ Wi N . ofme
%) 21 B' esi un sous-uodule guelceongue ce Bj , % = I{I"} est un sous-
Bilale ’?'3 e o st oan.. % Ee S F 24 BT 3 - e 3 -~ 3aa 2
;ﬂ@au==t/k et Con byal»’wuci 5 on 2 }-3 =1 i 3% } 2 S ¢ E5% 180 2{;7-:«:“& 23 ’.Q&u&e

muobient =
s il &48{& i ~
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b) 8i N gst up sous-.odule de B contersut & , et MN'=f(H) , le moduie

-

guovient a/H esL_isounorphe su wodule guotient EQ/N’
c) 8i N est un_sous-.iogule_guelcougue de L , £(N) est un socug=nodule

de B/d , isozorphe sux soculus guosisnts (Nid)/sk et N/(UNK)

—

En raison de a), pour un sous-mcuule N DM , on icentifie le jlus
souvent f{H) st ﬂ/ﬁ ; la propriété b) s'énonce alors en disant jue
E/N est isotorphe & (®f.4)/(N/d)

Z

2. _Frodull de zodules. Soit (E)) une fauille de odules & gauche

1€ 1

rapbort & un m8me unnesu A . Un vérifie imadcistenent gue, sur
i'euseable produit E = el B, , le produit des structures ds groupe

& opdéruteurs des E, (chup.I, §6,0915) est une structure de azcGule &

A

gauche par rupport &4 A . dunl de cette structure, l'emsenble E est

[

ayvpelé le Licdule produil des aodules

s B_ . Toules lus propriGiés des

ey

proculis de grou.es & opérateurs ¢tablies au chap.I (§6,0%15) sont

-

applicables aux produiis de rodules. En par rticulier, si zour tout

t€1 W est un sous-:zodule de B, le uroduit i = Z * 4, est un
: e v Tiel T

scus-aodule du ;rouuit E , isoczorphe au produit ces “Qdul&ﬁ.&@ 2

pour tous les inuices d'une partie d de I , ¥ =
%4
J

e

s W S
Ajl QIl b-’}?é?a.ic- &éb’: P

A
&
Sumaggrened

pour les iuacices ‘zeg: , 1€ module "Bl = i E 8, est isocsorphe au

aedule produit £, = 16 E_ . Lorecue e¢sl un ensetbie radult & un

o

seul élézent X , le scus-unodule E§ se nole encore g% ; 11 est iso-

morphe & B, , ¢l on 1'appelle le sous-amcdule cox

2 i e 2 pr T e e R e e Sa st
e y ., be LEEG, 81 8 200 Un souUCencduls CuzliConcus e B

{
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81 tous lss .odules Eo sont unituires, il en est de né€le de leur

yroduit. En particulier, le ;roduit d'une fanille d'espuces vectoriels

est un ceguce vecloriel.

Un exesnple iiportant cve roduit de zodules est celui ot tous les
nouules facteurs E? sont ideuntigues au nocule As (ensesble A uni de
sa structure de A-.iodule & gauche) ; on le désiyne par la notation Ai
(ou siuple.ent par AI guuanu sucune coufusion n'est & craindre) -

ies élénente de ce zo0dule sont les applications de I dans A .

4. Transiorteurs et annulatcurs. Soit E un module & gauche sur un anneau A ,

é un sous-nodule de E . 81 F est une partie non vide gqusiconque de B,
on appelle trunsporteur de F dans i l'euseible des &1énenits ae i tels
que a.Fc ¥ (clest-:-dire que, pour tout xe¥F , axeil) . 8i deux
parties F,G sont tellss gue Fc G, le transiorisur de & est ecatenu
¢uos celui de ¥ . Si (F_ ) est u:re réunion de parties non vides ds B

£

le trausporteur ds ls réunien UJ F, dens ¥ est ltintersection des
1

o

trsasporteurs des F, dans ¥

il est im:édiatl que le lransporteur d'une purtie non vide F de B

dans un sous-zodule H est um jdéal & pauche de A . Le transporieur

‘dans il d'un sgus-uzodule N de E est un idéal bilatdre de A : eﬁiéffet,
8i ax€ i pour tcut xeR , on a asussi i{gk}é M pour tout xél\f
et tout €A , done uB a,,4rtlen au transporteur de H dans ¥ pour
tout Be4h .

Lorsque u@={0} , ls trsusgorteur dfune partie F de ¥ dans M prend

= 30 i ey =]  r R 5 18 i 3 = A os ¥ e : i
i€ noa dfzooulaleur de F : clest ll'ensesble des oeld iele que ax=0U

e - 3R i g = = = -
¥ Z 15 3 oS3 — e % S S Py ES
pour tout xé€ Lfappulzteur G'une partie F de B est l'intersection
ges annulastenrs des dlavente da F 1,48 = Ve amticoriarigd e
Oo LIl LeUrs U8 ciahienLs e 3 o a4 fAlid] u&.au. i:ﬁ? U L°3n 8¢ US =100 e_;,,s,{} e &

g = 32 " 8 - % 2 e : -
- 155 nis 13 o ntere o s R s lEe T e = s a5 3 £ >
L8t e Lariicuiierx : LYannulateur g & ilui-medne 1 Es t un idésl i 3 avere
£ 2
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Exernple : caructéristigue d'un groupe abélien. Soit G un groupe abélien,

écrit additivement, et considéré comze module par rapport & Z .

L'annulateur du groupe 9 est l'enseible ues entiers mé Z  tels que
m.x=0 pour tout xeG ; c'est un idéel principal (e) (chap.I, §8,n°°
5 et 6), intersection des annmlateurs de tous les Glizents de G

coine 1'sunulutenr d'un élézent x est (0) 81 x est dlordre infiuni

dans G ; {p) si z est d'ordre fini p > 0, on voit gu'on aura o¢=0 si G

admet des élézents d'ordre infini ; dans 1

o

o

cas contraire, ¢ nfest
autre gue le p.p.c.m. (chap.I, §8,n°6) des ordres des &léaents de G
d¥ordre fini. En particulisr, si G est un groupe fini diordre n , ¢
est un diviseur de n (chap.I, 96, cor. de la prop.3)

Le noﬂbrs c est appelé la caractéf; tigue du groupe addif

£

5
LOR R

S1 A est un anneau quelcongue, sa garsctéristicue est par définition
iz caractéristique de son groupe additif.

Au chap.VI, nous verrous que la carszetéristigus d'un corps

est O ou un nombre premier

Remargue. La notion de trunsporteur peut aussi se ramener & celle
dtannuluateur : en effet, si f est liapplication cencnique de E

sur le module guotient ;/ﬁ le transporteur de F dans M est
identique & 1'annulateur de £(F) dans B/H ; on peut en conclure
en y&r%ica&ier gue le trausporteur de ¥ dans U est identique au

transporteur de FHid dans M .

Définition 4. On dit yu'un é1évent x d'un sodule E est résulier si son

sopuloteur est nul

P

autrenent dit, si la reistion ax=0 entraine a=0).

‘ ‘@

On_dit gue E egt un .odule réesulier si tous ses &léuents £0

Lo
0]
[
b
oS

§éﬁuliﬁ4g

Fraz
3 =~ .
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duns
x=0"
LU,

de E

un zodule regulier. Tout sous-module d'un aodule régulier est régulier ;

M

80 i

Xx€E est répulier, la reiation ax=Px entruine a=p d'aprés (M.II);
un sodule régulier, la relation ox=0 est ¢yuivalente a4 "a=0 ou

. On peut encor:z exprimer yu'un movule E est ré ulicr en disant

pour tout a£0 , l'nonothiétie x —pax est une application biunivogue

duns B ; cela uonbtre en particulier jue tout esyace vectorisl est

tout

b

produit de nodules réguliers est raogulier.
Resarcues. 1) Dire qu'un éleent §'€£§ est regulier daus le

A-sodule A signifie que § n'est pus diviseur de zéro & droite.

En particulier, 1'élesent unité de A (e'il existe) est résulier

existalt d,eux ¢lé.ents non nuls a€h , BeA , tels que aB=0

dans A_ (et dans A.) .
8 G =
2) On observeraz yue si, daus up A-wodule B , X est un &lénent tel

2 #1

gue le sous-module A.x soit % $0} , ce sous-module (et a fortiori

zéro ; en effet, il existe yed tel que yx soit régulier ; st¥il

on aurait (uB)(yx)=0, ctest-a-dire a(Byx)=0 ; comme a#0 , cels

~ gptraine rait qu h}uotnese B{vyx)=0 , et comme yxf@ , on anj

On dit gu'un module B est poraal si son annulateur est pul

concluruit B=0 , contrairement au choix de a et B8
Feil est

w

clair gu'un module régulier sst norasl, usais la réciprogue est 1nexacte.

Par exeaple, si A est un gnnesu ayant un éldézent unité =

i WF

module A_ est moraal puisque, pour tout «#0, on a Ge=uz0 et

a -&
3 e i3 4 3 5] 35 s - = ®
= £ ra T i - = 4 s :;
pad 8ulvg L4 B0 § 7 g{}j o £l CoH ""‘L‘?E fie .‘,&g&ﬁs-y re:_‘;._v,i:!:ﬁr gue Bi & 5e
L = =
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D'une fa;on géunérzle, si on Gésigne ar u, 1'hosothétie x — ax définie

par un operateur a €A dans un A-sodule B , il résulie des axioves (Mn)

et (mIII) gue 1'a;plication ¢ —>u, de A dons l'annesu des endoiorphisaes

du groupe abélien (ssus oipcruteur) E , est une représentulion de A

dans'é[; 1'iznage riciyroiue de 0O » »&T celtle représentation, est préei-
sézent l'idéal bilatére (¢ , spnulsteur de E . Si o est un é1¢:ent guel-

congue de l1'aunesu yuotient A/QM s 1'éliézent ax de E est le 718me pour

tout a€G ; si on le udsigzne par 4x , la loi de composition (&,x) —>d x
d&finit sur E une étructure g¢ tiodule poranal pur ra.port & l'anneaun
s'operateurs A/Zb ; 2unl de celte structure, B est aypelé le zcdule
pornal associe sk A--odule B . O observera jue tout sous-unodule d'un

g = |

A-.odule E est égulessit un sous-nodule du module normzl associd & E

et reéciprogusement.

Rezarcue. Scit E un groupe abolisn & o.érateur

o

rovs o Y raias ivan > W
guelicongue, noté

&Y
[
o
-
o~
Jrts
L oty
D

i
&
3
ot

A

1'annesu des endgrorphismes de la siructure de

ojérateur a d'une quelcongue des lois externes L de E , soit u,
l'application X —> aAXx predulte par a ; par hypothdse, U, est un
&Elénent de l9anaeau'é . S0it slors 4 le seus=aanaauaﬁa‘§ engendré

e

sr les u, correspondant & tous les opdérateurs de toutes les lois
...eXternes de B ; il est ianéciat gue 4 est le Bous=-groupe additif
ds f% engendré par les conposés d'un noabre fini=ﬂ9§ﬁd03@rphiszes b
91 aiors on cousidére sur E 1u siructure de A-wodule définie ;sy ia
loi externe {?,K}-§?{X} {(cour tout endomorphisre ve A), tout
sous-groupe stablie de E (cour la structure de groupe & ouér

o o gy
LeBUTS
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{ v A B Y e = U~ T | ; S 2 e s R K S
dopnee sur =) esl un pous-:cdule de E et récijrojuszent. De i8me,

= Fod § ok s ah = e ) 3 - 5 C
81 F est un grou:e abelier a opwraleurs hozologue (chap.I, § 4,n°1)
0L05UE | 3 g



o
e

de & , el si on unit F do ls structure corresjondunte de A-odule,

toute ragrggenhxtion du groupe & o, uwrateurs E duns le proupe &
op¢rateurs F esl aussl une re;risentation du A-:odule B dans le
A-sodule F , et récijzrocuesent. Un peul donc raiener l'étude des
groupes abéliens e 0:Cruweurs généraux & celle des nodules ; clest
poﬁrquoi nous un'avons counsidéré gue ces derniers.

2. iodules monogémes. Dans un =module B , la notion de sous-iocdule étant iden-

ltigue a celle de souu=groupe stuble, le plus :etit sous-moduie ¥ conte-

0

(¥R

nant une ;urtie jyuzlconyue ¥ de E est identijue su sous-groupe stable

engenuré par F (chap.l, %6,n°10) ; on dit que ¥ est un systéne de

EeLeTa teurs de i .

Lppa s 2 33 T > Ao gt e P Nt e e . = 5o e
Définition 5. On_dit gu'un nodule est monosdne s¥il st ensendré par

zodules zonogénes du zodule és ngd} ne sont sutres zus lss

idéaux principsux (cﬁ;g.l,%é%n@é) & llauneau A4 .

= Un sura soin de ne .us confondre les notions de g&0¢Je onosdne

L (cnuk I, %6 n°7) et da_uoduae nopogdne. Tout groupe mc¢9usﬁm

consicéré comnue ﬁodule-yar rapport & Z

¢

monggeéne. Par contre, le groupe sdditif
“ouule Loncgine n'est nullesent un grouge nonegtne en gindéral

par exe.ple, le corus ig des noubres rationunsls

: i :
= = &
75 2 1 b ] = =
/| e o ~ P ' 3:- 39¢ Y3z £x > £ 2435 ~, : 5 o3 a3 3 e =
-wodule, est un wodule ucnogdne, sis son groure additif
o E’ n ~ 313 b e n1te s '€ Lup oo 3 ol Ty - e Sy 3
e & SUAAE Ll wdll e Gl TLUDPOTY 8 un sunesu A souy
o £ 5 37 3 e & Z e 1 %
vlosent €% . i 30U taule engendre sar a 2st l'ensenble A.a des
5 ) e
& Ry = 5 X 2 = A o 2 = - = -
élécents A s i A garcourt 4 ; euw effet, contenant
e i & . - = %
= o % 27 s s & 3 e £ A = e e PRt s P! 42 e o = 3 ~
& coutient =ussi A.g ; Ov Ol 8 aen.ag , rulsgus s=sa (e éléaesnt units
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: “meAy .
En particulier, si E est monogéne, il est identigue au module A.& :

pour tout élément a qui 1'engendre.

En‘vout-.r,e',».l'gp’plication 4 —>Aa est une reprég_eg;&tion da module &
gauche A : éur é. a=B , d‘ayrés les anoaes (Hfl) et (A‘“‘I ; 1'ingge
réciproque de 0 par cette mpresentation est 1'annulateur ¢2 de g :
donc E est momorpha au Zedule gmtien* A /0” 2 Béc:i;&réqnament,ai & est
un anpeau ayant un é.uezr.snu umte € ot /4 un idéal & g'uczhzs queloongue
de 4 , le meciule guo n:.lant A/ (s‘c un A-module’ monogine 'Gﬁazzge;&ﬁré par .ia -
clesse € = &+ L de & i en ei’i’ec, la ¢l iz 5@ = P+ gtpn éiéﬂié&t

q&elcazzque }‘béé » peut s’ecmr& ;»6: . &ipnsi

Ez‘gnosi on. 2. Sez,z: é B c.gneaa ayazzt un Slézent unitd. Youl nodule

mezzsgéna uﬁ&taw re 'z‘}ar mjsr% 2 A est isomorphs & wn me fjs ig guoiisnt

‘*“”3 - _.gg vt 8st un idéal & gauche ,ﬁiéalsangaé as A ; ,fésiﬁregggmaa%,

’z—czzt- maﬁ&l& ,,Lems&z de & sst un Lo v}_e _Aomczéne vaitsirs,
Waaré iz prop.i ,‘_qmz; .ﬁi?'!iﬁ_""ﬂﬁf». 1le dfun ﬁ-mg:s.zﬁa unitaire st monogine

E est agﬁs.:;sszze,@;’zﬁ & un modulis guotient *g//é%i y 08 UL ot B~ ‘sont deux
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6. Somme de sous-modules. La.notion de module monbgéne permet de préciser

la maniére dont est obtenu le sous-module .engendré par une partie
guelcongue F d'un module A . En effet, pour tout =x¢F , ce sous-module
contient le module monogéne engendré par x ; i1 est donc identique au
sous-module engendré par la réunion des modules monogdnes engendrés
par les éléments de F .

Nous sommes donc ramenés & étudier, de fagon générale, le sous-moduls

engendré par la réunion d'une famille (M ) de_sous-moduleg de B .

17z¢el
Proposition 3. Le_sous-module engendré par la réunion d'une farille
(m£}t¢I de sous-modules d'un module B , est identigue au scus-zroupe

engendré par cetie rdéunion, el se cozpose donc des sommos finies de

1
la forms é%;g %Z, » 08 J g5t ung partie finie guelcopgue de I et

et x c#¥ .
(74 K%

La démonstration est la méme que celle de la prop.? du chap.l, e 8 .

Lorsque | est fini, le sous-module engendré par la réunicn des M

— oo
n'est guire gue lg somme {%fz M_ . Par extension, on pose la
défipition suivgnts
Definition ©. On sppelle somms dlune femille guelcongue (ﬁ,)?é.,

g 532 L =
'ﬁ : - - - 3 ":-—g Ag 1
de sous-uoduies dfun module E , et on note 4%41 ¥, , 12 sous-module
e el %
engendré par ls réunion de cetite famille.
Si {X}}’e . est une famille infinie d'éléments ds E telle que x. =0
- 1L e i
sauf pour les indices sppartenant & ums Partie finie J de I , on con-
< i:’ :
vient de désigner par 2: z  ls sonme fof %, , et de lfsppsler encore
1€ 1 et Ty i
ia gomme des éléments de la famille infinie (x ) ; conventicn gui
: Sy e :
est justifiée par le fait gue, pour toute partis fipie E O , On 8
;ﬁ%; X = ‘féb %, - 9p vérifie aussitdi les Fforaules
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(1) i Ty o aen (3 )
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(2) O el v T aET

Bien eutenau, lu notation Zezlx“’ n'a pus de sens pour une
7

(o z8);

fazille (x‘ )te p bour laguelle x_ #0 pour une infinits d'indi-
ces 4 (tout au =oins taut gue B n'est ;as ~uni d'une strueture
topologigue (ef. Top.gén.,chap.III, £4)). Lorsque, daus ce L ivre,
nous exvloieruvns cette notation, il sera toujours sous-entendu
gue x_=U sauf [our un nosbre fini d'indices.

svse la notation ainsl introduite, lu prop.3 s'exprine encore en disant

-

&l«. le Godule enyendré par la réunion = s, d'uns fanille queicongue
v

ot

i@ -sous-sodules est iudentigue & l'ensemnble des so mes ? X 5151

el "t ?
u: )véi pureourt l'enseible ¢es fazilles d'élé ents de E teiles gue

x{‘e 4, pour tout + , et x_ =0 sauf pour un nonbre fini d'indices.

Lefinition 7. Up apjelle cozbimsison lineaire dfune fazille (a_)

t€el
dl¢léments d'un module E sur un snneau A , iout &lézent de la forze

Z' b - g Par3lliz dlaldien { ; 03 55 N
e ;8 ; o8 (Ab )zéz est ung fazille d'éicqents de A (appelés
iés cpeificients de la cosbinsison linéaire) teile Lue A:, =0 sauf

T P 2 4 3 32
zgur un nosbre fini d'indices <+ .

hvec cetie définition, les nLrop.2 et 3 donneni ls suivante :

<

Proposition 4. Dans un module uniiusire B , le sous-zodule snyesdré par

ung facille {a,b)f’é:L dleldnepts de B , est l'enseiubls des conbinaisons

linéaires de ls fanille (34,)‘

7. So 148 _.airects de_sous-unodules. De 28uae yulon vient ¢'étentre ls notion de

)

%2

sozme d'une fa:ille de scus-médules su cas dlune fszilis infipie, on




A+

- v =-

Dgfinition’ 8. Ou_dit gue lu. sosiue d! ll.e (M ) de sousg=-1odules

¢l
d'un nodule K est _dire ct.e 8l tout ¢lé.ent de. cette soiuuue ne peut s'écrire
an i

ére sous la_forme 1‘,%“1 x, (o x € i, 6 pour tout  ,

unc fau

sue o'une seule ugn

et x =0 sauf pour un nombre fini d'indices).

Lu définition 8 signifie gue lu relation 221 X, = 1,%1 I, » ch

x €4 ,y,€ W , eutruine x =y, pour tout ¢, ou encore (en vertu

=
de (1) et du fait gue les 31' sont des sous-uodules) gue lu relation

z2,=0,0h z€ “1, y entre;‘;ng z, =0 pour tout 2€ I .

1el
On peut sussl zettre cette condition sous la for:ae suivante :
Proposition % . Pour cue ilun somze d'une feuille (»& ot de sous-modules

d'un_:aodulg E poit cirecte, il fuut et il suffit yue pour iout x€ 1 ,-
2

LS
[t..o
c»)-
(l'
]
n
s
&
i
e
O
0

! de 4., ei de lo somc-g des uodules ¥ dfindice *# &

La concition est évidement pnécessalre a'uprés lua déf. & ; clile est
2

suffisunte, car l. relation Lzé’v z, =0 s'ecrit, pour toul x el

A Z ( =%, } et eatbruine done z_ =G .
. 81 E est soume directe dfunw fanille (M, ) de sous-modules, & tout
&€

3

i
£ correspond unme fuzille (x ) ucigue teile yue x = § X, i pour
ciague ¢ , l'élément X, \iui corresyond 4 X es¢ g pelé le qo::ge’sant
de x duns le sous-uodule #_ ; si on le désiyne par k (x), on a la
: % . ;

progosition suivante :

Prozosition 6 . Quels gue scient xekE , yeE et aeh , cn

a
% e -i—ri i 7 Y
&5} A k,b(x,};) = xi‘gx}% x{’(y)
{4) kodex) = s,ia,l (x) -

‘i"fr&"x&[f? gt ¥ esl Uns Irsi.roseae t"d. i = ‘ﬁ’-i" Boganir e eIl e
AU LIQURIL Y Ay s-..,é’ 8L Ung Tei. = 20100 CGU CLuLs £ sur le sgusenadulie
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Er. effet, on a, d'une et xby = 2; kﬁ(x+y), de l'autre, d'ayres
(1) xty = Dk (x) + Lk (y) =k (x)+k (y)) ; la déf. 7 entrulne
% z vV Py (] v

donc (3) guel que soit ¢ .  Désonstration anaslogue pour lu forule (4) .

Q

81 N est un sgus-iudule uelconyue de 5, k$(ﬂ) est ui sous-uodule
ge d_ , qu'on appelle eucore 1o composapt de N daus & .
Ca szit (cnap.I, 86, n®6) yue lu somue directe dlume furille finie de

ol

sous-odules est isciorphe & lsur produit. Dtune facon générule, si B

&3l soaie ulrecte d'ume faiille guelcongue Lﬂz)zel

if'zypplication biucivogue yui, & tout X€eE , fuit correspoudre la fasille

de sous-inddules,

(xt) de ses coiposautes, est, en verta de lu ,rop.6 , un

(dit casonigue) de E sur un sous-zodule d' du prodmit i =! ! 4
zZals, cosme un élésent guelcongue de ¥' n's Jassis qu'un neabre fini de

cuordonnées #u , ' pe psut 8tre identicue & ¥ gue s8i I est Ffini. Dans

= . . > Qua s
tous les cas, ' estisouce girecte des modules composants &; (n"3) du

nroduit 36{1 # , respectiveaent isomorphes aux i .

Etant donnée une faiille (uclcongue (i¢)¢c:i de A- cdules, on ueut done

défipir un mouule qui st soume directe dfune fuiille de sous-zodules
rezpectiveacnt iscuorphes nux 4, ; il suffit de prendre, cuns le produit
};E-£¢ » e codule #' , sonze uirecte des modulss compcsants z&; $

par abus de languge,; on dira (lorsgu'aucune confusion n'en peut résulter)

cue d' estl la somze divecte de la fuuille (M@) ; lorsgue tous les U

sont isozorphes & un m8me odule ¥ , leur sowne uirecte se¢ note M

s 3 2 % 3 3 4 = S L T, 3 = . 7 3o 35
Proposition 7. Soit {i@j upne fuzille de sous-uoduies dlun iodule B

0

<8 sous-uodule N de E , somee ves £ , est isonorphe & un_zedule guotient

n

= it - S - [Tt i | & 5
cirugtle de la Pa:ille (i )

du_voduie ¥ , sgom
En effet, tout élcuent de i est de laz Fforme {xﬂ) , o x_€id  pour

tout ¢ , et x_ =0 ssuf pour up nouhre fini clindices <
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2z

X
1€l "t
définit 6vide~ ieni une rg roegentalion ve M sur N , en vertu des formules

81 4 cet ¢lo.cub, on fait corresiondre l'élcaent de £ , on

(1) et (2), d'olt ia jro;osition.

4

B
-
i\gb‘

b Painition Y. Uirs un_oduie B , oo dit _gue ueux sous-ioduivs

sout suppléeutzires, sl B ect so.ue dirscte de ¥, et de i, .

L'apris la prop.H, your jue M, et ﬁg soient supplénentaires, il fasut
- e3P 45 T it 1 i:‘- = i ’ . = =
et il sulfit  ue l'on wit B = M #HL, , et 4 N4, {o)}

Proposition 8. 5i 4, et i, sont ueux sQug-iodulos supplesentzires

duns un cogule B , le uouwuiv suoticul E/a&1 eslL isouorphe & &, .

Lo

Ly elfet, l'a,plicution xa—>k2(x) gui & tout x fait correspondre son
conuosant daus J?, usl une regrésentutlion de B sur i, (Lrop.b6), et
- L 74 o

1'inape réei,rogue de G ;ur cette représemtatioun est &, (fig.1).

1
On pourrsit sussi désomtrer catte ,ro,ositicu ea staupuyant
sur l'iscnoryhise derﬁ et ue<mix Mg s 61 le Tait gue (;4;<32)/m1
est isomorphe & ik, (chap.I, 86) .

CuBCLLali¥., Deux souge-sodulcs suipléientuires dfun méme spus-sodule

Yo

zentl iscrnorphes.

51 E est sgme directe clume fanille {M@)ie - de sous-nmodules, et si
(J,,9,) est unse _wrtition de 1 , lee nodules N, = M, et

<3 :

N, = 27 4, (ot ies scumes sout évideunent directes, d'uprés la
e 2 A

o 3 « - ST E a5 - — 3 3% s ,,,' 25 % v e g B T

111’0},’»52 SO0V BU. . Dis GELELTESS Uans i cur on & ovicesment B=N HH

et lz relatiocn

) 3 3 < s Y 2 . g =
i oY 3 5 e v tH o 1 o e Y | N S
£iUs8 gelieTsi8 gnv, 51 (d iy 281t Ulie LarLlioion yuelconyus 48 4 .,
25 ATAE D
s .é) o £
Pt S =] & £ — " & § car A 133 5 = A = o
oL S1 0 €1 HY DU A 5 w2, PR s e gul est 0iTrgstue j, & egstu
L 2k dJ) o F = -
4 € e
L
g S 52 e - & bl fof ik A
S0 LiTgCLe dg i £8020 LTOGUSLENINL ,, ©1 L g nlilg M S8t Lelig
A 2 1 & 7T
= =5 e R U=
= Rty
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pour cnsgue A€L , lu ‘sonme NA de la famille ml}zéJA soit directe,

et cue E soit some directe de 1z fPamille (NA , E est éiulement

)AeL

Ll

so.:me directe de la fazille (M'p )ze !

Systénes libres. Bases. D¢éfipition 10. UDuns un A-ucdule unitaire & , on

¢it_gu'upe fazille (aﬁ)“‘ d'élc-ents distincts et #0 est un systéae

I

libre si_lu_so—me des 1odules onugines A.a  en sudrés pur les 8

zg8tl dircets.

Cette définition éyuivaut done & la suivante : ls relastion 22§A1a9=0
1€
{on 1\‘ =0 suauf jour un nombre fini d'indices) entraine .A% a, = 9

pour ‘cout 7€ 1 .

Bu gepérul, guand (at) est un systéwe libre duus un mooule B, la
22_ relution 2; A&L&b = Q0 entrazine 4&1a¢.=0 0ur tout 2 , 2ais nonm
nécessalresent A%_=@ pour tout < . Il en est toutefois =inei lorsque

tous les a, sont des éléients répuliers de B , et en particulier

lorscus (-‘?‘1, ) esl un systéue libre dans un espzce vectoriel. S1 une

faullle d'élérents d'un espuce vectoriel forment un syr téme libre, on

wlt encore cu'ils sont lindsirement indépercdants.

\ Tuuﬁ faiille d'dlézeants distinets c'un zodule E , yui nlest vus un
sggté;e libre, est encore appelée systdie 1ié ; lorsqus E est un espace
vectoriel, on dit aussi que lus ¢lélents a'un systlie 1i4 sont

sinégirenent depenuaunts.

&y

¢ ca la daf e : " s : 28 P = i £y A=
D'syrés ls déf. 10, zucun ¢lézent 2, d'un systése libre (a_ ) ne
&
-eut Stre &.al 373 crbinais liminim R Ne b5
~EUL ULTe egpal g une conbDipaiscon lindsirs des &, aindice 2 “ .
vI
i3 AmMmUeaTea ot s Panah il o P it 8" .
=ud S lnveIseicub, une iadilic (s ) cul remplit cette condition ntest
s 5 Y, % 4 3 = Zom 33
paf npecesswirezent un systéme libre.
o) - ] S A Tk e e i 92 $ - mtdn =t 2
far exeaple, s0it A un annsau 4°inte,/, Ti1%e syuntl un 4&idient

unite, considerc conse A-7odule ; si & el D sont deux olésents



s .
distinets et fU , la cobinsison linduirc (-b)atab est Spule

& 0 suns gue 1'on u2it ub=0 , donc a et b for.ent un systéme 1ié.
dais il n'ezicte pus em géucrul ¢'oléient xe A tel que bexa

ou a=xb .

Toutcfois, “ans un cspuce vectoriel B, on u la .rovosition suivaute

Proyosition 9. Pour cu'uns fuzille (a¢) a'eléents cistinetls ot #0

slun esiuce veclorivl svil_un sietéce Libre, il faut et il sulfit gue,

rour sueun indice x , &, bg soll_éxal & une cotbinaison lindsire

3 [ =3 A" 5
ues gv clindice ‘# &L -

Bi ¢ffet, siona A a_+ :Z,J( a, =0 , svec A #G, on en tire
®x & cFn v 1 b A

Be_urcue. On noters ca'un systése lié cens un soccule I sur

i

13 i
A (=3

un anneau A joutl uevenir 1ibre gusnc on consicire sur k

structure ue soculils obtenne on Teolrei;uent le o saline diopéra-

in

Leurs & un scus-snnesu de A . Par eXerple, soit XK' un scus-corps
afun corps K , cistinet de K ; 81 € est 1'élérent units comaun

de K <t K' , et & un éléuunt de K n'a purionant pas & K' ,

€ et §' forient un systdre 1ié duns le K-aodule X, wais non
s :

dens le K-soduic obtenu en restireignant & K' le gowszine

.'opérateurs de X .
: 5

B < 3 P 4 3% So ivws an R a Y Ve st 73 e ciae 1, < 3 . i 1 =T 1 (e
vefinition 11. Uu zopolle busc d'un module wvnitsire E s Ltoul sysiéue

ve gonerateurs de B gui est un eystéie libre.

i‘h?

Bn a'usutres teries, um module unitsire pul wdset une base

St an ] = EE s O s Vasiisn ~ Fent 3 15 5 o T R S e oy rerian )
wodule sorie ulrscte uw'lune +8111€ e Sgus--glulss SOOGenes, un aeduls

I E . S s < =ik AT i s L XF R i ML & 3 % oy F = e dtn YA A =z o 3
YHliLdil'e nong:tne sdsel évideiment une Duse ; Loubt 8lézent qui llensendre
,'C:a

S

S o ~ 3,2 v 1 2 on e i = - o
<OF2e 8 Lul ssul uns base d%un VL mgduie,
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D'ayrés le def.11, tout odule unitaire engendré par un syetlae libre

admet pour base ce systeéze. Plus généralenent, si un module unitaire

est sozme dirccte d'une fzullle de soun-nodules (d‘)té T et ei

hacun des M¢ adizet une base (a la réunion des fasilles

) )
o XéKt
a ), est une base de E .
1
Un aodule unitesire nfaduiel pas néesssairement de base. Par exeuple,
dans un anneau d'intdésrité A ayant wn élément unité, et cousidéré
conme A-scuule,; nous venons de voilr gu'il n'sxiste pas de sysidus
libre ayunt plus d'un élément ; un idéal non principal de A ne
veut donc avoir de base ; or nous renconirsrons plus tard des
annesux dans lesguels 1l existe des idéaux non principaux (chap.V).

cfinition 12. Soit A un srmeau avapt un éldzent upitéd. On dil gu'une

base A-module unitlaire est ré uliére lorscue tous les élémenta de

colte base sont résuliers.

- Par exemple, toute sovme dirscte A

d

=

es éléments e,; (LA €L), ob e, Gésigne l'éléunent dont tous lis

©
mn
Y
=
s
&

oaposanis sont nuls, & l'execepntion du comp

i
unité & de A ; cetie base est appelée la basse

i un aA-u0dule uniisire E posséde

; = > : : e f“‘;}
(aj )Aézas il est isoloribs su qodule ﬁ; ) . B effel, toul X ss zetl
® ey e
ous l1ls fPoro i = Zl % \ 131 st T A1 Amarnt &
53&5 la forme x S PAB) o0& non seuleionl les édlémentis Eﬁkaﬂa
Yot e . e me e s 29 e g 5
sont déterainée de facon umigue, mais aussi les éléments ?£é A
1'&lément Eg gfa; . pelle la gospesunte dlindice A {ou, par abus de

e . e T s 3 4G a2 8 2

«alggre, CooIiClnes L 100188 /[ de x ; G¢'spres la prop.o y + 8 LLiICE-

3 = - ~ St 2 e e i e Yy C 3

LA0n (Ui 8 Z 1aly COTFregpinare ig rfamillie { Yyl ... € BES €0RD0s4nLS8S
A (e >



5i un nodule unitulre E par ra;port 4 un snnesu A posside uue

base _rg ulilre (aA,)' l1tanpulateur o'un éléuent x£0 ne yeut

contenir ue ues diviseurs & gauche de 0 dans A , car si

%} E)_ak.' et ax=U , on a a §A.=U pour tout ﬁ., ct i1
existe zu noins un EA #0 . Eu particulier, si A n'as pus de

diviseur de O , E est un :odule régulier.

5. deUles sinples. uogules complétement réductibles. Dofimition 13. Un

a*“eile zodule gia

lg_un 730dule E pen réduit & O , et ne contonant

aucun sous-mgdule asulre gue lui-:z8me et iOE

Fropesition 1U. Pour gu'un A-module unitaire B soit siuple, il Paut

et il suffit gu'il satisfasse 8 l'une des deux conditicns suivantes

0 p oa T PN L OO Y LS 472 :
1 E est en eudre par un guelcongus de ses éléuents #0
I
~ kvl = 2T e ok = Fa e ek s S . S b % 3 oo E <
29 E est isosorpbe & un sodule guolisut A [k , 08 ¢ est un
Ly ou g5 Ul

A

ment sizple, dlaprés lu déf.13. Iaversenment, si E est sinple, et si
a€® esl £0 , E conlient ls sous-zodule monogéne A.z , qui ntest nas
nul puisqu®il contient a ; done E = A.a .

2% pour yufun mouule guotient ﬁs/ot de A solt sinple, il faut et

b1

il suffit que (X scit um idéal & pauche nmxizal, car fout sous-iodule

3

de &S/éi est de lu forme i;/0i un idéal & gauche

W
(@)
fie
Gl
{0
[63]
IS i

de A contenant (£ . D'autre part

2 3 - B |
, 81 E est siaple

r Sl iR A VRIS P At T i amt e S 3 ;
TCLUCLI0LE UB1Ltal Ty aldlely Gone ung base

§ orm e s
¢apres la prop. 10 .
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théorése 1. 8i un tiodule F est sozme d'une fazille ( de

‘JIL) tET
us-asiodules sinples, il _est cosplétezent réductible, et soume

.

80
i

-
e

recte ¢'upne sous-fasille (M ) de lu famille (Mz)ze

1EJ I
Ce théoréne va €tre une consiguence de la proposition suivante :

Proposition 11. Scit B un aodule soime cune fanille (H%)c de

€l
sous-zodules siuples, N un sous-zodule guelcongue de E ; il sxiste un

gous-sodule T sopiplénentaire de R, et _somme cirecte d'une sous-fmiille

Pt e

e oy s " s Yaake
in Jeeg S8 1l Pamille (L‘r%’tél .

Le th.1 correspond su cas purticulier de lu yrop.it o ¥ :%*% g
= S 4

@ é, J A o e ST e
intersectlion rTéouite & O : % tos s vide. car 1 =rtie vide de I
S38 V3 o ud L el L2 B z Q8L =t V.LU»«; (3 bk piEd AT F148 i3 AL
33 < =3 S 3 P % A % v T 3 = ¥ ¥ 3 2 21
apparbient s gf . Dlaprés la défipition d'une sonme infinie de modulss
% o T2k sl + 4 BT < % 113l e d = 35w 3
et la prop.% , la .roprietd ¥Je & ¥ est Suuivalenie & "toute partie

3

saximal J_ , en vertu du théorése de Zorn. Pusons P =<2 M ; lsg

» o
sonme NP est yirecte puiscus NN P :{@E ; nous allons montrer gue

gul établirs la proposition. Su.uos

s e =z | ” 3 v st 2 E . Lot Z o am o ee i o T 7 A
exisie slors un indice A tel quse ﬁj’ ne s0itv pas conitenu dang NP
~ 7 &ff rzt im ic i fy ““7‘P g““‘} 3 PR e S
comme i, est sizple, on a BaliiiP)= 10y . On concliut de 1la -us

SOTTe et = }};—*«{ET? i oot dirsots Q3 e T 23 =Xk y 3
43 SBQTaIs xw,} = ATy wl_} 56 GlTeCuLe. oci OO o859 &, = %J A 5

t £9 < i 's} ’
b3 :
3 ~ it 2 - A LRE T E =2 -~ s ey A - 2
ig sonne <4 &, = f+ia, esl done directe el son inlersection
e g, % Fie
&
: 3 P = T & i =t =
u¥eC N se redult 24 O , done on a J, €T |, ce gui contrsait la
@
Ce o
(8]
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bggargyue. Lorsrue B est somme d'une fasille finie (;;ii)1 i de
~
sous-nodules siaples, on peut déuonirer lu prop.14 sans fuire

‘intervenir l'uxiose de choix. Soit eu effet H 1. yartie de 1'inter-

valle [1,n] de M formée des indices i tels yue Mi ne scit ras conbe-
J<i
Miﬂ (4 322:1 Mj) ={O} pour tout indice i€H ; on en conclut par
réc%rrence 4ue, pour tout indice k tel que 1¢k<4n , lus somme

nu duns l: soanme N+ Mj ; comnme Mi est simple, on a

. Y . ; & : w7 A o = a s 5
1‘44%2&4}1 o esl somme direcie de N et des rii tels que 1i¢H et igk ;
= J ]

en prepnant k=n , on cobtieut la prop.11 .

%)

Bn a.pliquant lz prop.11 daue le cas particulier of B est souus dirscle

soume directe dfupe fanmille (ﬁé%)fcél de sous-zodules simples. §i N est

un sous-module gueiconcue de E , il exists un sous-zodule P suppliénen-

isire de K , sozze (directe) d'une sous-famille (M, }té ; €e la famille
u) : : |
(i Vet

Ce ihéoréne déteraine conplétemsnt la ctructure des sous-nodules et

des mouules gugtients d'un anodule complétezent réductible -

o

Provosition 12. Soit E ug cdule coinl

h S e i Gy A e o A G R S T
Lesent Teducliible, sonms dirsche

de_sous-uodules sizoles. S8i W est un sous-nmodule

T
gvedlconcue de B , N zot conplétement rdéductible : il existe uue -artie

P = % e 319 ¥} N > < 2 s 3 e
K de I et ung fanille {,l‘zt}ﬁé de sous-amodulics sinples de N telle gue
23
kg e S e e - % Z 5+ - } =
N, soit iscucrubs & AE{’ pour tout e K , gue E s0ii sowme directe de ls
F o 2 £ Y 3z -4 - -2 - % A : 3 if o z 3 3 :
famille (N ) + » % gue I soil soume cirecte de N et des ¥ d'indice
- s m- A ,L % i{ s - e Ay -
ve él;.z{ :
3

i R = e ok s N Al e Fis L e T = S R Bt e =3 ™, ik

=g elfet, uvec les notutions du th.2, soit K le comvidnentalire ge J
% - T - e - s 3 ED)
dgns 4, el .osons ¢ “2ex P2 > Y €3 sy plinentaire de P, donc



A e - db ;
donc (cor. de la prop. 8) iso wrpha é N ; cet.'té resarque et le th.2
entruinent la yrop.12._ ‘ -
Cn peut encore exprizer la prop.i2 en disaut que, caus la famille
(Mt)te I

ce t€ K avec le sous-sodule siuzple N, de néme indice, saus que B cesse

dont E est sommevdlreCLe,qn peul échanper chacun des i1’ d'indi-

d'8tre soame directe de lu nouvelle famille obtenue {(dioh le non de

"théoréne d'échange" donné zu th.2).

Proposition 13%. Tout odule guotient d'un module counplétewent réductiblse

=

E est conpléteuent réductible, et isomorphe & un_ sous-module de B .

Clest un corollzire izmeédiat du th.2, en vertu de la prop.8 .

Tnéordzse 3. Scient E et F deux nodules conplétement réductibles isomorphes,

gsommes directes res:eclivezent des fasilles (Mi>€éiT et (N_ ) . de

Si l'ensemble 1 est fiul, i) existe upme spplics-

-——— oo

;ioa biunivogue ¢ de I sur K , tells gue N@(@) soit isomnoryhe & M

;Gﬁr tout € 1

Taat reviant zontrer gue l'snsenble X sest fini : le thécorédae ntest

2
gu'une traductiog, pour les modules, de ls prop.13 du chap.l,

;1us alors
é _re lative sux groupes & opérateurs guelconyues (uroposition gul est

ei; e-m8ce une conséguence imnédiate du th. de Jordan-Hoélder).
5oit n le nozxbre d'éléients de I ; pous alloms monirer guten fait ls

-

nosbre d'élénents de X est n . Sinon, il existerait unp scus-zecdule

H ue F , cistinct de F et sonme directs de n des sous-modules siaples N
8i g esi un isonorphisze de F sur B , gl{H) seraii un sous-nodule de E ,
cistinet de B , et soume direcle de n scus-wmodulss simples ; B serait
spmuze directe de £(H) et d'un certain nonbre p » 1 de sous-nodules U |
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On ;eut aussl donper du th.3 une désousiration s'appuyuant sur le
th.2, :rais ntutilisant pas le th. de Jordan-Hlder. Un  raisonnc
par récurrence sur le ho:bre atéléients n de 1 : le th. est évident
pour n=1 ; sujposons-le désontre pour oL m . Soit £ un isomoryhisﬁe
de E sur F , U, un des sous-uodules de la famille (Mz) : f(Mq)
est un sous-nodule siaple de F ; il aduet un supplémentaire dans
de (N_j

x2eJ ek
suite f(M“) est isomorphe & la sowme directe des R, a'indice

F , sonme directe d'upne souc-fazille (N o
s 2 ) =2

® € CJ ; ecuze f(i:é ) est simple, QJ s¢ réduil nécesssirerent §

- 5 Pl & q:-‘ﬂ hA X
un seul indice B . duis les suiplénentaires 2 ¥ et 2 N,
t#£% 2 z#ﬁ

ge @& ot N
& g

lsoésrrae& respeciivesent & %/m et F/L{&

respectiveient dans E et F sont isonorphes, étant

;o=

esl sonne directe de -1 wodules sinples, le raisonneament par

=

récurrence s'appligue, et achéve la démonstration.

Co&ne conscyuence du th.3, on voit gue s'il existe deux familles

sous-modules sizples d'un sodule E , telles gue E soit soume directe de

chacune dfelles, et si ltune dielilec

dfelénents ; ce na“aﬁgg Gul ne dépend donc gue du module u@ﬁpiat@@en@

Sk

réductible % ,

1

o

de sous-

oo

dit

réduct

s6.m 5]
Le

Th et L e s v . omociigd crgnie 3 3 3 e o :
vorolizdire 1. Uuas un module se i-sinmpls E de lon.ueur n

%
L3

3

est fipie, elles ont le méme nombrs

'i
D

St ¢e Gue nous svons appelé sa lomgueur {chap.I, $6,n°15).

qu'un module couplétenent réductible somme directe diune infinits

nodules simples est de longueur iunfinie. Un module compietement

tle de lomgueur finie est encore dit parfois gezi-ginmple {chap.X,

& o Yhao 3 43 T
th. 3 entraine les corollsires suivants

(&
Peat
'tr«\
n
[}
K
n
9
@)
o
[
b=
L

2

8 >y ~ e = - z o= s 5 - ~ . 5 A =
EgL_Ug longueur b un scus-=odule Ce longusur n est identi g 8 £ .
{32 };“ et Lo, = e 2 I o
2l B esi cierents de tout systése libre at'ilézents
3 % oe - - Sy B o et 3
ge B est re de n élézents est uue bsse de B .
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51 E est unitaire, le nozbre d'élenents de tout systéue libre d'éléments
de E est (< n ; tout systéne libre de n ¢ldaments _est uns base de E .

Eu effet, si N est un sous-nodule de B , P un sous-nodule suppliésen-
taire de N , lua lopgpueur de E est 1= sonme des long ueurs de N ot de P .
Lz seconue partie de l?éndncé résulte de ce gue la longueur d'un sous-
nodule de E en;endrs sor un spstéae libre de p éléments est R

Corolluire 2. Scieunt i et N doux sous-modules coaplétement réductiblss

gfun module & , de lonrueurs respeclives m et n. Si l'interssction

BN est de lonmgusur g , 22 sonme MiN est un zoduis complétesnent

reguctibis de longueur p telle gue

”} " ptg=mn+n
&a effcts {M%E)/(ﬁ!ﬂ N} est somme dss zodules M[{E.f%ﬁ} et

£

H/(ﬁlWIN; de longueur m-g et n-g respectivement {c

ol

2

%

hap.I, §6,0%13) ;

g ¢

+{n-q}) .

)L.)

celle somme est évidemment directe, donc p-g = {m-

Corolluire 3. Scit E un module compldteuent réductible, H et N deux

Bgus-modules de K tels gue Ef# et E/H soient ¢e longueurs finies

m}gﬁ 1 . Alors E/(i!ﬁ N) a une loueasur finie @ , E/(Jaﬂ; a_une

iuaéueur finie p , et on a

(b} prtg=zFfa . :
Eu effet, E/(LN N) est somse cirectec d'un nodule isomorphe & E/i
et d'un module isozorphe & i/f&‘FEEI ; ce dernier est isomorphe &

{M%ﬁ}jﬁ ; lui-méme sous-uodule de m;& ; done de longeeur finie ; on volit

: 3 Iy T 53 Iano 3 A it Tak b

en oulrs gue i f f1 §) a pour iongueur g-m . Ds uBme HB/{BIIN) a
s cre it g

120 e e~ - - >~ AL RT Y S

pour longueur g-n ; dome (MHN)/ (MM H)

& 2 ! L

P ~ EYa ' — e . PP

8t Ce MZ“M“ j s 8 pour longusur 2g-
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. Beaargues. 1) Le th.3 pout s'étendre au cas ot I est un
ensexble infini queleongue (exerc. 15)
2) Gn peut généraliéer les th.1,2,3 et leurs COnSSyUONCes
aux groupus & oyérateuré non conirubatifs (chap.I, 6,ex.18)

10. Structure des espaces vecgtoriels. Duns un espace vectoriel E par rapport

& un corps K , tout é&lé:zent xfO est répulier, done le soﬁs=espaoe
vectoriel monogeéne K.x engendrsé par x est isomorphe & Ks ; cozie K
ne contient pas d'idéul & pauche distinct de K et de (0), K.x est un
acdule gimple. Or, & est la réunion des sovs-espaces K.x , lorsgue x
parcourt lfenseuble des éléuenis #0 de E ; & fortiori, E est lu sowme

de ces sous-espaces ; le th.1 prouve slors que & est cozplétensnt

recuctible, et est somme directe dfune fasille de scus-espaces

vectoriels ionogénes K.a ; de fagon plus récise:

Thécréns 4. Juelle gue ggit lag fa.ille (a )zé;I afélénents d'ug espace

-'vectorlel B enisudrant cet GSpdCS, il ea; te une sows-Ffanille

(51,)163 de (81,)261 gui est une bace de B .

: ~~ Par exe:ple, tqut aaneau conternant un corps K , st don?
itélécent unité est aussi élézent unité de X , est uﬂ‘ésyace
vectoriel & gauche sur K , et posséde donc une base par ra: port
& K (voir 84). En purticulier, tout sur-corps a'un corps K

posséde uns base |

;47 rapport & X . Clest ainsi gue le é@r@g

des nozbres réelg R admet pne bass (infinie) jar raypert au

corps des noubres raticnnels §2 ; toute buse de R par fa;g@rt

& est appelée une base de Hauel.
Zoutl es.ace vectoriel E sur un corps X est done iscnorphe & un espace
(L)
- = R "{' = -~ 3 -
de 1z forzme K ° ; de fugon 1réeise, si aaébyiéises& une basa de E



)]

1;)
/U

- <9

il existe uﬂ'iBOJOTphiB.a de E sur K

(L)

applicuant a/l sur le vecteur
e, de ls buse canoni ue (nOS) ie K(L)

Le théoréne d'échange (th.2) aonne, »our les espaces vecloriels
i'¢noncé suivant

Théordmne ». Scient (a )161 une_base d'un espuce vectoriel E , et H

ui_sous-gspuce vectoricl yuelcongue de B . Il exisie un sous-espace

Yecloriel B' su;pléentaire ce de H , et ayant_pour base une sous-fauille

(at)zeJ de la buse ag‘,’)teI 2

= WL Qs " L N oo 1%, S T e rectoriel E f §
Corellaire. 53 (az)ce p 3k ume bese d'up sspace vectoriel E , (b,), .

y

i

Ul sysis

¢

cue_tibre cuelconcue u'élétents ds B , il existe une ,artie J

.
o
o
(D
Uu
(o}
f:i
o

gde I telle rus lu funille foruzde des b, (A€ t) gt les

e

J soit une base de B .

e

il suffit en effet d'sppliguer le th.2 su sous-espace vectoriel
sngenaré par le systéxme libre (b, ).

Re:arcue. De ce corcllaire, et du th.1, on uéduit plus gonéraleent

que, si {bA.LLeIJGSt une fa:ille guelcongue u'éléments de B , il

existe une pertie H de L et uns rartie J de I teiles que

FaaiiN

by Jjen so0it un systize libre enpencurant le plue Sous-gsLace
vectoriel V gus la famille (bk z&gi , 8t gue la Tanmille for.ude
<&

des b, tels cue A€H et des a_ tels que z € J soit une base

arpel a 1'sxioze au choix, par exexzple par le ruisonueteni yus nous
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un systéze lié ; solt i le¢ plus ;etit des indices i tels que &y
80it co-binzison lincaire de bA. et des a d'indice #i ; alors bA
et les a; d'indlce #i, forient une buse B, de E , cur s'ils ne
foriuient ;pus un s stése libre, pAi seruit uue combinaison linéaire
des a; d'indice #i, , el par suite il en serait de u8ve de 311 ’
contrziresent & l'hyjpothése.

51 bAa en;endre V , la jroposition est daduontree ; sinon, il
existe un indlce.Az tel gue 'bAz et bAi' fornent wn systiue
iivre ; par le ~me raisonueaent gue ci-dessus (en reiapiagant la
base BO par B, ) , on veit qu'il existe um indice izfi1 tel gue
2

de E . Contipuunt le raisonne:ent par récurrence, on aboutit & uae

3 bﬁa, et les a; d'indice #i, et %12 forment une base B,

-

forinée de p n éléuents bﬁ"i (1< k ¢p} de la fauille

- b

base de B

(b, J et de n~p éléments de lu base (a.) , les b,  formant une
o .

buse de V

Lorsque I ot L sunt des ensevbles explicités, st (ue les coupo-

sautes des b, par rappoert & la base (ai) sont égulement explicitées,

le procédé yue nous venons de décrire perast de déterminer.

¥
expliciteuent les ; en eff i = - 1indi 5
apliciteme 3 bl&’ ; en effet, si bAi 2; psa; , llindice i,

est le plus grand des indices i tels yue pi¢0 ; on 8 par suite
1 - .
a; =9, : 3 Zz. p. piai » 8% en portant duns les bA.
1 1 1_ ogiy °q9
dtindice % . i 0Z & leurs composantes exy; itées psar raghg*t

8 la base B,i » €8 qui perimet de continuor expliciten

(0

nt la :ésuraﬂ
rence (méthode "des substitutions successives®),
Enfin, du th.3, on déduit :

FE

Inéoréme 6. Si un espace Vecioriel E z une base ficie de n éiéisntis,

toule sutre base de E s sussi p &lénents.




11, Bestriction du corys dfopérutuurs dlun

oYa

e
31 un espace vectoriel E » L&Y rapport A4 un corps K a2 une base finie,

sa longueur n'est autre ue le nozbre d'élénents de cette base ; on
1'appelle plus souvent le ragg ou la ginension (ou encore le noibre de
dlmgns;ong) de E par ragport a K. Op aprelle rang d'une partie que lcongue

i d'un espace vectoriel E lu dimension du sous- -espace vectoriel enpendré

par 4 (lorsque ce nombre est fini).

Corolisire 1. Spient E et F deux espaces vectoriels sur un ndue corps K ,
four gu'ils soient isozorphes, il faut

dont l'un est de dimension finie.

et i1 suffit qu'ils zient aéme dizension par rasport &8 K .

C'est une conséquence iméciate du th.6 .

ctoriel E , n , ut systénme

ﬁcrollaire 2. lans un espsce ve de diugsension

iibre a (en d'autres out _emsemble de m

Z >n)

termes,

B_¢lénénts su plus

léients est vn systéme 1ié si tout sysiéme libre de n

Y

cléaents est une base de E .

Clest la traduction du cor.1 du th.3 pour les eospaces ?8@?@&&&;86

r.2 et 3 du th.} 5
SQLt

8si..0e vegloriel., : Bk espace

.

vectcr&’i par rapport & vn corps K ; si on restreiut l'ensenble des

Q;ar@aaars & uD SQUs-annesu A de X , E est un A-module régulier. On

notera yu'en général un sous-uodule ds B (Lar ragport & l'annesa &)
sous-espace vectorisel de B .
A-zodule,

nisdmet

3 7 ~ $- = ] 3 3 = 3 o -~
Par ezeuple, si A est un apnean d'in un éiéuent
2 T = 1 RN = %
uniie, et X son corps des fractions ;, dans K , consi-
GeTe comme A-zodule, il n'existe pag de systene libre ayant plus
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Nous cousidérercns plﬁs yarticulicrencnt le cus ol on restreint

l'enze:ble d'opérateurs dé E 4 un gous=-corps K' de K ; E devient alors

un espace vectoriel par rapport & K' , et d'uutre part K lui-z8me est

sussi un es ace vecloriel par rapport & K' . On a en outre la ;ropo-

sition suivante :

Prggos; tionm 14. S8i (aJ\.)AéL est une base de E par rapport & £ ,

(y )(ACJ une base de K par ra.port & K' , (y aﬁ)(A,H)eLxﬁg‘S"

une base de E par rapport a K'.

En effet, il est izmédiat gue la fanille (y ) engendre E
o s

b
considérc¢ comme espace vectoriel sur X' . Elle forae 4d'sutre part un
systéne libre, car unme relation de lz forze Z, JER TN =0 avec
Paw €K' {(p, =0 sauf pour un nombre fini de couples t:'ﬁ, Fw,}

PL
2;, pi Y }aé,b.:ﬁ} , donc entraine %‘4 Q}L%&‘»{?L:Q guel que
r suite pAif-:Q quels que solent A et ¥ .

Corolluire. Si E est de dinension m par rapport &4 K , et si K est de

Tang n par rapport & K!' , B est _de diveusion mn par rasport a K¢

Toute fumille d'élénents dstincis de B , 4ui est un systéze libre
per rapport & K , est a fortiorl un systéme libre par rapport & K' ,

Bals, comme mous l'uvons déja remarqué, la réciirogus n'est pas vram :

2
cependant, on a la gsroposition suivante :
D P - AL ooosa f : e S B A e X e ColR = e
sfopesivion 2. oSoil ta, j Un systeme librg par ranport & K , eb soit

tout se rasnéne
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un systéie libre par rupiort a4 K' ; il existe u-z éléuents du systdume

libre (ai), bar exenple Byyeer8y o

H' (par ra;port 4 K') , douc les n éléuents a; sont des coubinaisons

formant avec les bi une base de

n ?
ces terniers engendrent par suite le sous-espuce vectoriel H par

iinéaires, & coefficients dans K'c K , de a1,..,anqm,b1,..‘,b

rapport & K , et comne H a n dimensions, ils forment nécessairement

un systéze libre par ragport a K .

Coroilaire. Si #' gst_un sous-espace vectioriel de H' (pur ra. gort & K'),
4 le sous-espuce vectoriel de H (par rajrort & X) eppendré par M » 00 a

' =N B .

En effet, soit (b, ) une buse de M’ pur ruprort & K' ; {b,) est uuesi

une base de d par rapport & X , c'aprés lg prop. 15. Un a évidesment

'CANA" ; olavlre part, si xe ¥ NH' , on peut éorive x = 22 b

avec p €K
4-

N

ar

LR

sutrement 4it, x et les b, forient vn systéme lié p
rarport a K ; comme ils appartiemnent & H' , ils forment zussi un
systeme 11é par rapport a X' , ¢'aprds ls prop.1Y ; cente les b

-~

forzent un udgt?fﬁ libre [ur raprort 4 K!' , X esl égal & une cosbinai-

»p

on linéaire des b, , 4 couificients dans XK' ; sutrezent dit, on a

e, € X2 ., d'od xelr .

12. Bimodules. Soit E un ense.ble =uni d'uns loi de groupe abélien et de deux

lois externss cdont les opdérauteurs sont respectivenent ceux annesux

Pl -

A et B ; supposons cue chacune de ces lois externcs definisss V(avec

la structure de groupe de E) une structure de zcdule sur E : @i en

k

M

cgtre les deux leois externes sonti perautsbles (chap.I, § %), on dit

gutelles defipissernt sur E {avec lz loi de groure de E) une struciure

&

e hi=n i33 F s rigs s Ty e 3133 3 F3T) 5117 A
Ge DisoGule par ra,port auX amiesux A et B,
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S& lec clructures de A-~odule et de Beinodule sur E sost-touics-—doux

FO8—4 P8 64— A0ille—ot-de Bsodulesur B sont toutes deux Ces
structures de iodule & pauche, la permutsabilité des lois exterucs
gfexprizne pur L'iventité a(Bx) = 8(ax) quels que soient o€A , BEB ,
X€E . Si su contruire E esl par exeiple un A-.odule & zauche ¢i un
B-.odule & urcite, la per.utabilite¢ des lois exteraes stexprime par
i'ideutité a(xB) = (ax)B .
Exeuples. 1) Supposons donuée sur un ensezble E une structure de
wodule & pauche par rapport & un unnesu A& . iunissons ésaleent le
greupe abélien E ue lu structure de :odule par rapport a Z.
dont la loi de composition externe est (n,x) —s n.x . Ces deux
siructures de nod#le uéfinissentl sur E une structure de bimodule

pal ra.port 8 A et Z

wd

-

2) Sur un amneau A , 1l'sddition, et les dsux 1

i
¥

ig sxlernes dédult es

car dédoublement (chapol,g‘j) de lu multiplication, définissent

ung siructure de bimedule par ruyport & A lui--8me.

- Coame les nodules, les bizodules sont des groupes sbdliens & opérateurs
particuliers ; toutes les ;rupriédtés générsles ve ces derriers: laur sont
donc applicables. Toul sous-groupe stubie d'un binodule E esi un bizodule

(it pous-binodule de E) ; tout groupe guotient (& opérateurs) de B

par un sous-bimodule esi un -bimodule, dit bisodule guotient de B .

Tout produit de biodules est un biuodule. Nous laissons su lecteur le

soln de trznsposer, pour les bimodules, les suires doéfinitions et Pro-




s

ou un B-:odule. rur exenple, daus un annesu A, considéré counme
" bimcduie jar ra.port a lui--@ue, les sous-biiconies sont les

ideéaux bilaleres ; up iudzl bilatére winimal n'est pas uices

vauirenent un iaéal 4 gwuche ainizal (pi un icéal & droite :iniwmal ;
voir chap.VII). '
2) L'anulo; ie qui appuralt entre les bi.odules et les modules
sera ,recisee au chap.lll, 32, ok on verrs que, duans les cus lus
plus intléressunts, on peut Yassi-iler" une structure ds bivodule
par rapport a deux annesux A bt B , 4 une structure de modulse

par rayport & up treisiéne unpeau C .

Exercices.- 1) Soit A un anneau ntayant jpus d'élénent unité,; A
i'anneau obteuu j;ar adjonction 2 4 d'un élézent unité, sulvant la
méthode ge l'exerc.? du chap.l, §8 . 51 B est un A-210dule cuelicon-
que, montrer gue sa structure peut Stre considérs conse obtenus
paTr resirictiocn &4 A du douaine dfouérateurs dfun A'-module unitaire
2) Boit E un A--oduls, p un éléuzent centiral de 4 tel gue

Wwzxs= ;Azx gour tout ze€Z (ce yui 2 licu en particulizr si’ 28

est un idenpolent (cha;e.‘l,g‘l,nclﬂ de A} ; montrer gue E ssi

&
Girvcte du sous-module fE , et du sous-nodule U formé des yeE

2

tels que y y=0 . Bu particulier, si € est &élérent units de A :

pary

E est somme direcie du sous-module unitaire €E ot o'un gous="10dule

B tel yue o=y (uel que soit aeh .
3) Si E est un A-2odule quelcongue, le sous-ucdule nonogéne
engendre par un élésent a€E est icenticue & l'ensemble des

<3 i
¢léwents n.atAa , o n parcourt Z , et A parcourt A .

<f

\J!
s

P'.,...‘



4) Soit M et K deux parties d'un A-zodule E , 1 et u- leurs

annuluteurs, ; montrer que l'annul.uteur de MNN contient #mt + n

e

donner un exeuple oh il est distinet de 444 + o .

5) Dans un nodule produit [ E, , l'annulateur d'une partie F est
i'intersection des annulateu;g de ses projections.

6) La caractéristijue d'un A-:odule unitaire est un diviseur de la
caracteristique de A .

'7) Si un A-zodule unitsire E aciet une suite de Jordan-Holder de
longueur n , il existe un ensesble de n élénents engendrant B
(remarquer que, si Ml et N sont deux sous-modules de E teis gue M/N

soit un nodule simple, il existe a €l tel que i=Ntda)

8) 81 un A-module E admet une base infinie B , tout systéme de
génerateurs de E a une puissance au a0ins égule & celle de B
(remarquer que s8i 8 est un systéme de générateurs ds E , l'énéemble
ges élénesuts a), ds B tels gue le composant d'indice A atun.
élément au moins de 8 ne soit pas nul , est équipotent & S ; en
deéduire yue si S otait de Quiseauce strictement inféricure é:éalle
de B ; il existerait un éléuzent de B qui serait une combinaison
‘linéaire des autres). En déduire gue, si»B' est une autre base de
E , B et B' sont éguipotentes. _

v) a) Scit A un éﬁneaﬁ ayunt un élément unite, st tel gue le
A-module 4, aduette une suite de Jordan-Holder. Hontrer que le module
Qroduit &g ne peut 8tre engendré par moins de n éléments {utiliser
la prop.7 pour montrer gue la somme de m < n sous-modules monogdnes
de Ag'est de longueur g mp , si p est la longueur de .AS 3=

'b) Soit B un sous-anneau de A ayant 8ze élément upité que A .
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Montrer de méae que B: ne peut &tre engendré par moins de n éléments .

(en copsidérant Bg comme une partie de Ag , montrer que dans le cas
contraire, Az serait avusei engendré par moins de n éléments). kEn
déduire que si un B-module unitaire E admet une base réguliére dfun
bombre fini d'éléments, toute autre base réguliére de E a le méme
nombre d'éléments.

10) Soit A un annesu sans diviseur de O et adunettant un éléent unité.

Montrer que, pour n>1 , le module Az ne peut 8tre monogéne.

11) Soit 4 un znneau sans diviseur de O et adnettant uvn élément

dontrer que, si tout idéal & gauche de & est un A-module monogéne,
4 scmet un corps des quotients & gauchs (&hap. 1,%9, exersc.8)
(utiliser l'exerc.10 ot l'exerc.9 du chap.I,§9) .
12) Soit 4 unm anneau sans diviseur de O, ayant un élément units.
a) 81 A admet un corps des quotients & gauche K » et 81 B est un
espace vectoriel sur K , ¥ un A-module contenu dans E , montrer que

toute partie de M qui est un systéme libre par rapport & l'sonean A

est aussi un systéme libre par rapport & K (remarquer que, gl a et d
sont deux éléments #0 de A& , il existe deux élémentis c,d de A tels
que &b '=n la ).

b) Pour gue dans le A-module Az ; 11 nfexiste pas de systldme libre
de plus de n éléments, il faut et il suffit Que A4 admetis un éorﬁs
des quotients 2 gauche (pour woir gue le condition est néseasaire;
utiliger l'exerc.9 du chap.l,3 9 ; pour voir gu'elle est suffisan ante,
utiliser g))

13) Soit U un module simpls par ra pport & un annsau

1



> g

Montrer que, w on a oMl ={0} pour tout a €A , et i a un nombre
fini p d'éléments tel que p soit premier, ou bien pour tout a0
appartenant & M , on a M=Aa (remarguer que, pour tout xell
AxC il , et comsidérer le sous-module de M formé des xe M tels .que
Ax =20}); dans le second cas, si ( est l'annulateur de a , & est
un idéal & gauche maximal de 4 , et M est isomorphe & A/ZL .

14) Soit E un A-module compldtement réductible, somme directe d'une

famille (M ) de sous-modules simples. On dit que E est homogdne

tE]
sl tous les M_ sont isomorphes deux & deux. En général, si les M@
sont guelcongues, tout sous-module simple de E est imcmorphe & unm
des M, (prop.12) ; ei, pour chaque i, , oo considére le sous-module
G, de E , somme de tous les sous-modules simples de B isomcrphes &

B, , on dit que les G, sont les cowposants homogdnes ds B . ﬁiozztrer

gue E est somme direcie de ses w:m@sd,ﬁ‘us bomogénes distingis et g
€, est la somme de tous les i, ls@m@rphas & B_ (utiliser la proep .5

et la prop.12) .
19} a) Soit B un A-module complétement réductible homogépe (exerc.14)

somme directe d'une famille (k!i ) de sous-modules simples deux &

teEI
Geux isomorphes. Si E est somme dz.recte d'une seconde famills

(Nx_ ) vl x de sous-modules simples, tous css sous-modules sont iso-
morphes sux Bﬁz_ , @t X est équipotent & I (czis‘tiﬁgaer deux cas dfaprds
ltexerc.13, suivant que A.E={0] , ou non ; dans le premier cas,
considérer E comme unm Z-module compldtement réductible ; appliguer

ensuite dans les deux cas lisxerc.8). Cas pariticulisr des espaces
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51 E est somme directe d'une famille (Mz)zé:I de sous-modules simples,

et somme directe d'une seconde famille (Nk:)zsz de socus-modules
simples, il existe une application biunivoque ¢ de I sur X telle
que pour tout ¢ , Ré(t) soit isomorphe & M (utiliser a) et
1texerc.14).

16) Soit K, un sous-corpe d'un corps K tel que le rang de K par
repport & KO soit égal 4 2 . Soit E un espace vachorisl a4 gauche
par rapport & K , EO un sous-ensemble de E gui soit un espace vecto-
riel par rapport 2 KQ . Soit‘V’l& plus grand sous-espace vectoriel de
E (par rapport & X) contenn dauns E, ; monirer gue, si ¥, st wn sous-

espace vectoriel par rapport & KQ , Bupplémentaire de V dans Eo le

Dy

sous-espacs vectoriel W psr repport 4 K , engendrd par %@ , est tel
gus VN W =i@§ (autrement dit, la somme V4% est dirscis) (sl

X,3%55--,%, €8t un systéme de points de ¥, , libre par rapport au

1]
“ %
corps Ko , montrer qufon ne peut aveir 3 f&kxkésgg que si tous
e ‘
les A, appartiennent a Ko 7 on éerira les L, sous la forme
+ e K K e 3
0, T ug , ot uek et PLeE, » o Ko)

Lorsque B 2 un nombre finl de dimensions par rapport & X , monirer
qus, si Eo et Eg sont deux sspaces vectoriels par repport & go 5
contenus dans E , V et V' les plus grapds sous-espaces vectoriels

de E (par rapport & %) contenus dans B

%

et E; respectivenent, pour
qu'il sxiste un asutomorphisume de E trensforment EQ en Eg , 11 faut et
il_suffit que le nombre de dimensions ds EQ par raypport & KQ soit
égal & celui de Eé » L que le nonbre de dimensions de V {par repport
& K) soit 4zal & celui de V' .

17) Soient E et F deux modules seni-simples isomorphes, V uz sous-

module de E , W un sous-module de ¥ ; s1i V et ¥ sont isomorphes,
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E/V et F/W sont isomorphes. montrer par un exemple que le résultat

correspondent pour les modules complétement réductibles de lon-
gueure infinie est inexact.

18) Soit E un bimodule & gauche par rapport & un anneau A & droite
par rapport & un anneau B , les structures de A-module et de
B-module de E étant unitaires. Montrer que, si ac¢ % ; le sous-

bimodule de E engendré par a est l'ensemble deos sommes ,Z: a{@i :
ol (ai) et (ﬁi) sont deux familles finies {ayani néme ﬂogbres

d'éléments, dlailleurs quelcongue) d'élénents de £ ot de B

respectivensnt.
19) 81 A ot B sont deux anneaux dont les carsctéristigues sont
des nombres premiers entre eux, tout bimodule sur & et B est

Béduit & 0 .,

22. Fonctions linésires. Dualité.

fonctiong linéaires. Définition 5. Solent & et ¥ deux modules psr rapport

gy méme snneau A . On asppeile applicetion linéairs de E dsps T une

représentation de E gans F {chap.l, 24} .

Autrement dit, une application linéeire u de E dens F est une.
application telle que ul(xiy)=u{x}tu(y) quels que =vient =xc% , y<E ,

et u{Ax)=Au(x) quels que sclent x¢E et Ac & .

Hemaroue. korsgue % et F sont deux groupee sbélisns, considérés

comme modules sur ltannean 7 (&

£

du grouvpe E dans ls groupe ¥ es

= = 5 e S0 7\ e i T

de E dans F , 1s relation u{nx)=nu{x) 4tent une coaséguence
3 +3it4 12 { . = ) o e

de 1'identité ul{xty) = u(zxiuly) .



Exemples. 1) La projection pry d'un produittL L E, d'uge famille
de modules sur un produit partiel £¢5J E, est une spplication

lindaire. De méme, si un module E est gomme directe d'une famille
(Mt) de sous-modules, et si kt(x) désigne le composant de X € B
dans Mn'( 31,n°7), k_est une application linéaire (§ 1,pr0p.6).
2) Soit E un module & gauche sur un amnneau A, g un élément de E ;
l'application ﬁ.-9,A,a du A-module AB dans E est une spplication
linésire ; ei on la désigne par.ea , et 81 E est un module uni-
taire, on a (en désignent par € 1'4lément vnité de &), 83(5}:

Toutes les propriéiés des représentations des groupss & opérateurs
(chap.X,& 6) sont valables pour les applications linésires ; nous les
rappellerons bridvemsnt :

Pour gqufune spplication d'un module E dans un moduls ¥ scit un 4
iszgmorphisme do E dans F , il faut et il suffit gue ce solt upe gpplica-
tion linésire biunivogue de E dans F .

Si v est une application linéesire de E dans ¥ , u(E) est un sQuSamodule'
de F ; H:Gé(O) est un sous-module de E , u(E) est isonorphe au module
guotient %/H , u est conposée d'un isomorphisme de E{ﬁ sur u(B) et de
lthomomorphisme canonigue de E sur E/H . 851 M est an‘sgus=mcdule ée E ,
u{M) est un sous-module de P , isomorphe sux modules quotienis .M/{M M H)

et (M+H}!H ; en particulier, si la somme MtH est directe (c'est-a-dire

si ﬁ’?.ﬁzzéi ), la restriction de u & ¥ est un isozorphisme de M sur u(M).

Si ¥ est un sous-module guelconque de & ;, la fonctic

u est compatible

3 = O s - PR
(Eps.R, ¢ 5,n"8) avec les relations de congruence x =y (M) dans E ,
4

x'=z y' (u(M)}) dans F ; par passage aux guotients, on en déduit une appli-
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cation u de E¥ dans F/u(U)

! (18 = = 2 Th g = s 2
gur Q(E}fgiﬁ; (chap.I, 26) ; 8i ¢ est l'homomorphisme ganonique ds E
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sur E/M , Y celui de u(E) sur u(E)/u(Jl) ,ona uo9 = Y u .

S8i M' est un sous-module de F , u(M') est un sous-module de E , conte-
nent H ; le module quotient u(MJ)/H est isomorphe & M'ryu(B)

81 S est un systéme de générateufs du sous-module ¥ de E , u(sS) est
un systéme de générateurs de u(M)
: Enrin, sl E,F,G sont trois modules sur un enneau A , @ une application
lingaire de E dans F , v une application linéaire de F dems G , la
gdméosée veu est une epplication linéaire de E dans G .

2

‘Nous désigneroms par K?(E F) 1'ensemble des applicatione linSsires

lv.ms

d'un module E dans un xoduls F . Si uw et v sont devry tellss an pplicetions,

1l est immédiat que -u et utv eont sncore des. applications lindsires

de E dans ¥ ; done g( BE,F) est un sous-groupe additif du module prodult
‘5;‘ % : g s P 2
-/ ¥ {(ensemble des applications de E dans F) ; par contre, ei A n'est vas

commutatif, w=au n'est pas en général une epplicat iop lipdeire ds E

dans F pour un a€A ; en effet on a w(A x)=au{ix ,mQaJ Julx) , et
Aw(x)=( La)u(x) ; on n'aura en général w(ﬁ.x) Aw(x) pour tout Aec &
qgue si o appartient au centre C de A . En disutres termes, ‘:(E F)
neest muni que d'une siructure de module par rapport & € (et non par
rapport é& A)

2. Applications linéalires d'espaces vectoriels. Soient E et F deux espaces

vecloriels sur un corps £ , u une application liméaire de E dang F
=1, e
8i H= u(0) , u(B) est isomorphe & l'espace vectorisl E/H ;3 done, si G

est un sous-espace vecioriel de E gupplémentaire ds H (&14,%h.5)

o
&

u(E) est isomozphe ;» @t la restriction de u a & est un isomoxhisme

£o

2D

), les éléments

€

base de & ( &1,n%1

ﬁ“

¥ = = 2 %% = 7 3
e G sur u(é)=u(B) . s {a_) est un

(<

EAVe

v

{a ) forment donc une base de u(E) .
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Définition 2. Si une application 1linéaire u d'un espace vectoriel E

dans _un espace vectoriegF est telle que u(E) ait une dimension finise,

cette dimension est appelée le rang de u , et_se nmote p(u) .

Lorsque u{E) a une dimension infinie, on dit encore que u est de

rang infini.
Proposition 1. Soient & et F deux espaces vectoriels de dimensions

respectives m gt n ; pour toute application linéairs v de ¥ dang F ,
on_é
(19 p(u) < ¥in(m,n) ;

un

pour gue p{u)=m , il faut et il suffit que u soit*isomorphisme de &

dens F ; pour gue pef{u)=n , il faut et il suffit gue v soit une appli-

cation de B sur F .

e

- “ela résulie aussitdil dee remarques ci-dessus et du cor.1 du th.3

dua ¢1 .

WS

Cozrollazire. Soit P un espace vectoriel & de dimension finie n ; bour

pplication linéaire u de B dans lui-n8me goit un automorphisme

de E , il faut et il suffit gue l1'une des trois conditions suivantes

golt vérifide :

-8) u est de rang mn ;

. .b) u est une application biunivoque de E dans E ;

.¢) u_est une application de E sur k .
- Aa comtraire, lorsque E est de dimension infinie, une a?pii@aa
tion linésire de E dans lui-ménme peut &ire biunivogue ou
eppligquer B sur lui-m8ne, sans &tre un automorphisnme de B

{exerc. 15) .
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2. Applications linéaires ‘d'un module gﬁotient; So0it E un A-module, H un
sous-mnodule de E , ¢ l'application camonique de E sur le module gquo-
tient B/H . Si £ est une application linéaire de E/H dans un A-module
F, f.9 est uhe application linéaire de E dans ¥ , qui s'sunnule pour
tout xeH ; réciproguement, si g est une application lindaire de E
dans F ayant cette propriété, la relation x=y (mod.H) entraine

g(x-y)=0, c'est-a-dire g(x)=g(y) ; g est donc compatible avec la

relation x =y (mod.H) {Eus.R, § 5) et par suite est de la forme f.¢ ,
ol £ est une spplication de E/H dans F ; on vérifie asussitdt que f

est lindsire. Bn dv'autres itsrmes :

Pragosition 2. Soient E et F deux A-modules;, H un sous-ncdule de E .

Le module qﬂ(&/d P) (par rapport au ceutre € ds A sst isomorphe

ai_gous-module de o (E,F) Pormé des arplicetions linéaires de E

dans ¥ gul stannulent dans B .

%, Avpplications linéaires d'une somme directe. Soient E et F deux mcdules

sur un méme anneau A ; et supposons que E soit somme directe d'une

femillse (MA) de sous-modules. Pour tout x€¢E |, soit by (x) 1le com-

posant de x dans 4,;0on3a x= Z hA(x) ; 81 u est une application

-

linéaire de E dans F , on peut écrlre ul{ x)=uf 2‘; h,(x})= 2_ u(k,(x)) =

&

:'% uy (b, {(x)), en désignant par u, la restriction de u, su sous-

m@di@le B, . La valeur de u pour tout =x€E est donc déterainée par

la conneissance des restrictions de v aux M A inversement, donnons-
nous, pour tout A s une application lindaire vy de M X dans F ;
8i, pour tout x€E , on pose ul(x)= %Z u, {(h, {x)) (expression qui

ur ur

foi

v |
(@]
;c‘:.

e T Y6 :
. & uvn sens, puisque h, (x)=0, donc u, %i},z s (%) )=0 saun?
o5 £ £y :

nombre Tini d'indices), il est immédiat gue © est une spplicatio
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=
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Proposition 3. Soient E et F deux modules sur un anneau A , tels que E

80it somme directe d'une famille (I i ) de sous-modules. Quelle gue soit

la famille (u, ), oh v, est une application linéaire de ¥, dans F ,
il existe une application linéaire u et une seule de E dans ¥ , telle gue

la restriction de u & MA soit_égale & u, Dpour tmut A
Corollaire. Le module o (E,F) (par repport au centre C de A) est

isomorphe au module produit IA] A (4 4 ,F)
La prop.% montre en particulier que si E est un module unitaire admet-

tant une base (a, i ), toute application linéaire u de B dans ¥ est entidre-

ment géterminée par les valeurs des u(aA J. Mais en génédral, ces valeurs
ne sont pas arbitrairss dans F, car pour tout ac A tel gqus aa

on doit avoir a,u'-ia.A )zu(a,a}‘ )=0 ; toutefois, si (= {) est un
L % :

@
cjl
&
43}
o

r@galier et les bjx des élémentis arbiiraires de F , il exists une

application linéaire u (et une seule) de E dans F telle que u{s, )=

pour tout A : clest l'application gui & tout élément %
Pl
21O

correspondre Z b, . Cette remargue s'sppligque en par
T WA

E st F sont des espaces vectoriels.

Heprenons les hypothéses de la prop.3, et supposcns de plus que F

soit aussi somme directe d'une fanille (N P‘-) de sous-nodules. Bur

tout ye ¥ , désignons par k}"_(y) le composant de y dans EI% ; avec

les notations précédsntes, pour tout =x Aé .11 A3 om peut &crirs

3=

ﬁjét(xﬁ_);% k,(u,(x)); si on pose W=k ou, , onvoit que

i'gpplicetion fa} est bien déterminde par las comnsissance des

icns linédaires u“}& de ”ﬁ"éja dans les K ; muis ¢

t

I}“"
(&
ot

g

K?)

z-:-

i

tte famille
2

d'applications linéaires n'est pas quelconque, car pour toud

%, €H#d,, 1]l n'existe qu'un nombre fini d'indices p# tels gue

=
L
e
b

'E:}Q . héciproquement, si pour chaque indice ;. on se donne
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2 une application linéairqu#_ A de M ‘A dané N “ ? cee applications
eatisfaisant & la condition précédente, et si, pour tout x A € i A
on pose u, (x)L )= %‘, u’“{(x/\_) (expression qui a un sens en vertu
de 1'hypothése), il est immédiat qu'on définit ainsi une applieation
linéaire de M.A dans F , telle que kHo u,= u#)_ pour tout indice y.

Tepant compte de la prop.3, on voit donc que si on se donne une
famille (u‘ul), ok uf“}' désigne une application linéaire de H,

dans Ht" , telle que, pour tout X, € Mz\ , 11 n'y ait gqu'un nombre
fini d'indices w pour lesquels u!u}s,(zﬂ )£0, il existe une applica-
tion linézire et une seule v de E dape P telle gue, pour Lout couplse
a'indices (A, k), et tout X €8, onait k, (ufx; ﬁé‘%eﬂgxﬁ,}“
S0it G un troisiéme modules sur A , somme directe dfune femille {P‘QI
de sous-modules, et soit v upe applicaticn linéairs de I dens & ,

(v, %é‘) la famille des applications linédaires gui lui correspond
étant une application linéaire de N g dens P, }; pour tout

v{u,(x,)) = %v(u‘”h(:v{’;L )} = %vgﬁ(uw&(};k ))

(1a dernidre somme ayant un sens puisque u " A(x % )=0 sauf pour un

op By
sauf pour un nombre fini d'indices V). bésignons par Wy ) 1feppli-

pombre fini dfindices y , et, pour ces dernieys, v ;(x;))=0

cation X;{"Z vg%(nﬁ,\(xﬂ)) de 8, dans P,y ; om écrit par sbus
m :
de langage

1 résulte de ce qui précéde que la famille (w, é‘) ainsi définie

-4

€orrespond & l'application lindsire SOmposEs ¥ou .

». Endomorphisues d'un module. Soit E un module sur un annesu A ; conformément

aux définitions générales (chap.l, £4), un endomorphisme de & est une

application lingaire de E dans E ; ll'ensemble de ces endomorphismes sst
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- est donc l'ensemble que nous avons noté af (E,E) ; nous le notercns
désormais o() (E) pour abréger ; il eet imnédiat que c'est un anneau doni
1'élément unité est l'application identique de B sur lui-méme. Ls loi
externe (y,u) —»yu entre opérateurs y appartenant su centre € de A .
et éndomorphismes ude E , définit sur o(J (E) une structure d'annesu &
ogérateurs (chap.I, ‘558) » tar pour deux endomorphismes guelcongues u,v

de B, on a (yu)ev = ue(yv) = y(uov) .

AN

Lianneau QC (E) (sans opérateurs) est un sous-znnesu de 1'annean &

des endomorphismes du groupe additif (sans opérateurs) de E ; si,
pour a €4, u désigne l'homothétie x-—sax de B , on sgait qus les

u, forment un sous-anneau A;i de é » isomorphe 4 1'anuneau guoticnt

/ A
&/ , o& & est 1l'apnulateur de E . Le sous-anmneau of (
: )

e

Su

St
)

8ire défini comme forné des éléments de ‘é perzutables avec tous

7 o8~

les élénents de A, . On a déjé remarqué ci-dessus (ng"%} gulen

o

général une homothétie quelcongue de E n'est pas un sndomorphisme

du module E , autrement dit que aé (E) ne contient pas A, en général
. bes gutomorphismes dfun module E ne sont autres gus les Sléments iaver-
sibles de llamneau £ (E) ; ils forment un roups, qufon désigne per la

rotation @L{E} , et gu'on appsllé groupe linéaire relatif azu mednie E

X

daens le cags o8 E = Az , on écrit aussi 5 'ﬁ;ﬁn(&) su lieu de (5 LQA?} :

6. Formes lindaires. Bual d'un module. Définition 3. Etant donné un module &

gauche % gur un enneau A& , on appelle forme lipésire sur £ une applics-

Pt

ion linéaire de E dans le A-modals A'g {anneau A considérid comme medule

& gauche par rapport & lui-m8me).
; b : s >
L'ensemnble o {E,A,s ) des formes linéaires sur B forme un module par .
regpport au centre C de A . Malis en outrs s pour toute forme lindesire u

et Lout a¢d , 1'application x —u(x)a est encore une forme linésairs,



s _-. ‘00 ‘-_,

car pour tout BéA % on a u(Bx)a (Bu(x))a B(u(x)o.) on désignera
cette forme linéaire par ua , et on voit qu'on définit ainsi sur

af (E,A ) une structure de module & droite par rapport & A . Muni de

cette structure, o (E’Ae) s'appelle le module dual (ou simplement le
dual) de E ; nous le noterons désormais E! .
Remargue. Le fait qu'il existe une structure de A-module 8 droite sur
l'ensemble des formes linéaires tienit & ce gqu'il existe, sur 4 ,

une structure de A-module & droite, dont 1z loi externs est permutable

avec la loli externe du A-module & gauche A . D 1o méme manisre, il
ez;stera une structure de A-module & droite sur llenssuble Vf}EgF},
chaque fois gue F sera un bimodule (& gauche et & droite) par
Hf@psrt & A .

Qé Géfinit de méme menidrs le dual d'un A-medule & droite ; cfest un

Awmééule 4 gauche.

?f@g@sitioa 4. 8i A est un snnean ayant un 8lément unité, ls dual du

ggdule 4 gauche Ag {resp. du module & droite Ag} estl isomorphe su meoduile

& droite A; (resp. gu module & gauchs 4_)

; 8t & 1'6lément unité
de A , on a pour tout Ac & , u(A)=u(Ae)=Au(ed= Aa , en posant

En effet, si u esl une forme linéaire sur As

a = u(e} ; réciproquement, pour tout aeh , A W“QJLQ est uze forme

s e

Llinésire sur AS = l‘applicatioa u-—>u{e) est donc un iscmorphisme du
éuaivd@ ag sur Ad . Démonstration analogue pour ﬁ@ .

. 8n raiscn de cette isomorphie, on ideontifie d'ordinsire le dual de !
(resp. éd} & A, (resp. AE), une forms linéaire u étant identifiée & uls).
= Bemargug. Il peut se faire gque le dual dfun module non raduit a O
;‘s@it zud ; par exemple, supposons que liasmneau A n'sit pas de

diviseur de O , st soit E un A-module & gauche dont l'mzmulateur oz

ne soit pas nel ; pour toute formwe linméaire u sur B

a0 o



. T .

xcE et tout a € L', on'doit avoir au{x)=u(ax)=u(0)=0, et comme il

existe des 6léments #0 dans (¢ , on doit avoir u(x)=0 pour tout x¢E,
c'est-a-dire u=0 . En pareil cas, on considdre souvent, au lieu du
dual de E (qui ne présente alors aucun intérét) le dual du module
normal associé & E , qui, lui, n'est pas nul en général.

Soit E un A-module & gauche, E' son dual; & tout couple d®éléments xec B |

x'c B! , correspond 1l'élément x'(x)e A ; on le désignera souvent par la

potation x,x'> . L'application (x,x') —>»{X,x"> esl appelée la forme

bilinéaire fondamentale définie sur E xE' (cf.chap.IiI et VIII) ; on 2

io;entiquem_ant

(3) | {xHy,x' D =<x,x' >+ ¥, x>
{2} ‘ CE, XY=L 2,1 +x,7">
(5} {8x,x= 0 {X,x'>

P
£

{x;x%a=(x,x' >a .
Toute forme linédaire x' sur E peut donc 8tre considérde comme ltapplica-

Z G - =
ticn partielle (Eus.R, ag3,n 13) = - %,x'> engendrde par la forme

ey

ili éaire fondanentale.

LR

néme, pour tout xek , l'application partielle xX'>(%,x'> est

8

une forms linéaire sur E' ; si on la désigne par X ; on volt gue lYappli-
cation x — X est une spplication lindaire (dite canonigue) de E dans le
- ;
duasl I¥ de_sonm dusl (qu'on appelle souvent ls bidual de E) .
Cette application n'est en général, ni ume application de &

gur E7, ni un igomorphisme de E dapng B (cf. exerc. 9) .

27 (3

rigogonalité. Définition 4. Soit E un module, B' son dusl : on dit gufua
it X< E gt un élément x'€ E' gont orthogonsux 8i <x%,x'>=0.

2T

On dit sussi que X est orthogomal & z' , et x' orthosonal & x

[

% P o I3 . : tl} 3 oa
La d6T. 4 exprime que x appartient au gous-module ~z'(0) ds E

o
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Un dit qu' une partie non vide M de E et une partie pon vide ' de E'
sont des ensembles gorihogonsux si, quels que soient xec M , xVe M!

x et x' sont orthogonaux.

O

Définition 9. Etant donnée une partie non vide quelcongue # {resp. ')

de E (resp. E'), on sppelle sous-module totalement orthoponal & M

{resp. M') (ou simplenent sous-module orthogomal a M (resp. M') par abus

de langage, quand aucune confusion n'est & craindre} itensgouble dss

€ B' (resp. x€E) gqui sont orthogonsux & tous les éléments de M

. s . i g L
{resp. %) ; on le note ¥ {resp. M'™ ).
Cette définition east justifiée, car si x' et ¥' sont orthogonanx &

ous les x€H4 , il en est de mdae de x'Iy' et do z'a pour tout aek

[P

de mBme pour les éléments de E orthogomaux & tous les élézents de M1,

:1 M et B {(resp. ¥' et N'} sont deux parties de E {zresp. B') telles
' b L o s s e L L N oy g N
gue M F (resp. ¥i'cl'), o a Hc ¥ {resp. Bf T e BP0}, 83 (M)

{resp. (Mf ' }} est upe famille de parties ce E {resp. E }, ls sous-moduls

N e b
orthogonal & ls réunion des ¥, {resp ¥° ) est 1'iptersection [ % M
1' 4
e e A
P £ A 5
tresp. | 1 B! } ; ce sous-module est aussl le sous-module scrihogonal

au sous-module engendré par la réunion des M {resp. B2 Y.
Hemargus. Il n*existe pas d'élément x'e E' suire que O gquil soit
crthogonal & tous les x€ B |, car la relation < %x">=0 pour tout
) < ™ 2 ¢ - 4 74 3 D @ - <
ek signifie x'=0 ; on a donc B —_:éﬁg . £8T gonirs on psul avoir

°

B ;.&‘5125 ; cfest-u-dire qu'il peut exisgier des élénents 0 de E

J qui spoulent loutes les formes lindaires sur % . Up &lézent X €E

gauche de 9

W e

& g
pour tout =x'e B , ad{x,x'> = {ax, x> = <0, x> =0 | ¢ gui enirai-



: 3 2
o de
Pour toute partie non vide ¥ de E , le sous-module M de E , ortho-
gonal & M “, est l'ensemble ®s x ¢ E qui annulent toutes les formes
linéaires s'annulant pour tous les éléments de Y , ou encore

=4 5
llintersection des sous-modules de la forme x'{0) gui contiennent ¥ ;

AL z = v z s
M contient donc le sous-module engendré par ¥ , mais il pent en
8tre distinct .
C'est ce gul se passe par exemple ldrsqus B!+ =‘3€}% , 8t quion

prend M =$0}.

kS

De mézs, pour toute partie non vide M' de EY . MI™*  est un sous-
‘module contenant le sous-module engendré par M' , mais peut en 8tre
distinet (voir n° 9) .

. d'un module guotient. Dusl d'une somme directe. Proposition 5. Le dual

é'un wodule guotient B/M est isomorphe au sous-module ¥ do E!
orthogonal & ¥ .

Cette proposition n'est qufun cas particulier de la prop.2. DV apzféa
;a denonstrailon de la prop.2, on étszblit une isoncrphiec entre le dual
de E/M et M en faisent correspondre & toute forme linéaire u sur B/M
ia forme linéaire uw-¢ sur E , od ¢ est 1l'homomorphisme canonigue

de B sur /i .

Proposition 6. 8i un module E est somme directe d'une famille (4, )
de_sous-modules, son dual E' est isomorphe au module produit | % Lﬁ;

des duals des B

&

A2 ,
Clest un cas particulier de la prop.% : on Y a vu gulon 4tablit une

e

- £ E > . - - -~
igonmorphie entre E! % | ) Iif;; en faisanl correspondre 3 toutse forme

L
%

linéaire x' sur B la famille (X?ja} de ses restriciions aux ¥

e

Lorsgue Z eost somme dirscte d'un nombre fini de sous-nodules ;- 48

L]

prop.6 se précise de la facon suivaute
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Propositionlz. Soit £ un _module somne directe d'une famille finise

(2, )1 de sous-modules ; pour tout indice i1 , soit Hi le sous-

P

module Z M, , gupplémentaire de U, . Le dual B' de % est soume directe

des _sous- modules N corthogonaux aux N , et _pour cheque indice 1 ,

H;’ est_isomorphe au dual ﬁ' de M, :

So.,.t | (x) le composant de x€E daus le sous-noduls M . On &
Z h, (x) et par suite, pour toute forme lindaire x'e¢ B! ,

Y
X'(z) ;—,» Z %' (b, (x)), sutrement dit =x' = Z,x:'c»h. . Pour xeH; , ona

¢z%
hi{x)zi) , dong x’ahi appartient =zu sou.?,amodule E et on 5 bien
Vo
TR ; 2
B = Z Ii ; dtautre part, cette somms est direc‘i;e,, car si une forme
&;'

linéaire x' appartient & la fois & I%’ et & }f 2:; , o0 a xi(xz)=0 pour
27

_J;é.ﬂi et x'{x)=0 pour xe i, , puisque 'ﬁgi est coutenu dans tous les E&j'

et H: sont sugsplémentairas: on & x'=0 . Pour

LY

d¥indice #1 ; comme M

[N

établir la dernisre partie de 1l'énonesd, il suffit d'aeppliqusr lLa prop.5,
en remarguant gue Mi . sup;plémentaire de f‘.!i , est iscmorphe & ﬁ/ﬁi %
‘Bn raison de la prop.7, on identifis souvent le dusl ! de i, au

' i : 335 : : % :
sous-module B , en identifiant & toute forme linéeire u sur H. la
2 vz ok

P

3 < & K3 Fd P
forme 1inéaire xVe zﬁi gqui prolomge u sur E , et est bien déterminée

en voriu de la prop.3

2

: : Er
..,orolldz.re 1. Le sous-module af" ; orthogonal & éii ; €8t ézal & o E3

T
oo

0(\

tn effet, comme M, est contenu dans chacuy des ¥, d'indice #i ,

i o = -
M contisnt ;Z‘;,&ﬁi ; d'autre part, la prop.7, appliquée & la décon-

i
2

position de E en goume directe de Mi st N, , montre que E' sst somme

i ;
e o e L . : - i
directe de 8, et 2, ; comme &' esl aussi sommne dizrccte de 2, 8,
1 i 45 d
=1 % = .4 &
et de B s 0N 8 M= 4 .
CGorollsire 2. 5i un soug-module M de E admet un supplémentsire, le dusl

wiegs Bne cocuscguence imméd

ix-.)o
)
L
M
{o
&
#.m‘
{0
bl
]
L]
il
3
ey
)
Pt
e
i)
o
€
©
o
(@]
i
L
bt
I
i
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i' Lorsque M n'adwet pas de supplémentaire dans E , le corollaire

précédent n'est plus exact en général (voir exerc. 8)

Un cas particulier iaportant de la prop.7 est celui oh E est un
A-izodule & gauche unitaire admettiant une base répulidre finie
(a)1¢i¢n
et 7 que E' est isorzorphe & Ad . De fagon précise, pour tout x= Z § &,

. Comme E est alors isomncrphe & A , i1l résulte des Urop 4

dés;gnons par a'(x) la composante § de-x ai est uvne forae .Lir.zealre

sur E gu'on ay‘pelle forme coordonnée d'indice i (relative & la base {ai))

il est facile de voir qus (a } est une base résuliére du 'iglpl Bt
en effet, pour toute forme lmnazre x'¢BE' , ona x'(x)= } .,}:'{ew)
‘K. “w L=

= 4,4 a’gx)x (a.) , ou encore Xx'= 2, al.x! (a : ‘Em;ersameétg pour
f=4 yz. L=

toute forae linéaire y' = £ Ly as ,;S ; on a y*xai}zﬁi puisgue a:z{ai )=£

(élérent unité de A), et aé(é%):@ pour j#i . Si on poss Mi:sﬁa,,ai

voit {avec les ,gctations de la prop.7) gue ii{;“; a;-.,A . La base (ai)

est dite base duale de la base (a_) ; elle est carachérisée {prop.3)
: R :

\w'\'\’\

t.\

, on

par. les relations

; = t = : fN = £
(?_) _ <al,ai > > <ai,a > 0‘—» pour J#£i
- Pour deux élénents x = ‘,2_.; %ia ;o Xl= Z af ‘j» , on a
? = < ) €4 i
AN <
(8) L Ex D = & ¥ % -

§

Les relations (7} prouveni que l'application X -» X de E dans son

bidual BEY esi un isomorpuisie de E gur EY ; aussi identifie-t-on en

gézléral E et E¥ (& l'aids de l'isonorphisme canonigue), ce qui permest

!
@J

identifide avec la fanille (x‘“' J Ge ses restirictions sux ¥

v, ce qui revient au n8me, avee la famille ( £,),08 §.=x'(a,



i)
]

W\
O

- g .
les §' sont appelées les coordonnées de la forme linéaire x!
(relatlvement & la base (a, ) de E) ; 8: x = % 5,8, »ona

X% > = Z, fjt S)L On notera que, si M est un sous-module de E
ayant pour bage une sous-famille (a)L )j\.e ; de (a)L )A L s le
sous-module orthogonal ut est l'snsemble des formes linéaires dont

les coordonnées d'indice A ¢ J sont nulles ; 11 est donc isomor-

s

phe & JJ eiK, MY , o% K désigne le complémentaire de J dans L

Un peut encore défimir, pour tout indice A s la forme coordornnés

3.9} s qui, & tout z , fait mrreapordrc 88 compasante 4'indice A

relative & 1la base ’a/&} {clest-n-dire la forme dont toutes les

cocordonnées sont nulles, & 1'exception G2 cells

'?

'Dﬂ

indice A
égale a4 =). Le sous-medule aj -A est identifié avec ls sous-module
ccmgos ant d'indice A du produit ’r" Mj (31,n 93) ;mais la somme
(dizegue}_ des aﬁ A n'est plus ;&enuique & BY, En outre; ligppli-
cation canonique x — X de E dans son bidual E" n'gpplique plus
E gur B* (cf. n° 9) |

ualité dans les espaces vectoriels. Tout espace vectoriel & gauche E

sur us corps K eost isomorphe 4 un espace vectoriel de 1a forms %i ’

{%" th.4} ; son dusl B' est done {prop.6) isomorphe & l'sspace vecto-
S i = : g o
riel a d4droite .e{d_ . En particulier :

Yroposition 8. Le dusl d'uin espace vectoriel a gauche E d¢_dimension n

28l un espace vecloriel & droite de dimension n : 1'sopnlication canonigme

7us
X —>x de E dansg son bidusl Ef est un igomorphigms de B sur E°

81 K est comautatif, le dual EB' d'up espace vecicriel E de dimension n

est donc igomorphe 3 E .

32 o g% A2 = s : . 2 :
— Si au conirasire lfensemble d'indices L est infini, 1*spplication
/ z, LN :
k! - S 27 3 E . p = %
—~—— Cancnique X —5x de E=X dans son bidual nfappligus plus E sur BV

2



En effet, si (641) est la base cauonique de &£ , (eL{) la fazille

aes formes coordonnées (n%8) correspondant & cebtte base, le
socus-espace vectoriel H de E' engendré par les é}_ n'est plus
identigue & E'. Il existe aonc des formes linéaires sur E! (qui
sont nulles sur H sans &tre ideustiguement nulles (prop.3) ; une
telle forme u ne peut €tre identique & ume forme lindaire
x'—>x,x' >, avec x€E , car la conditiongx,6% >, =0 pour tout
AEL signifise gque x=0 .
Tout scus-espace vectoriel M d'un espace vectoriel E adaet un supplé-
sentaire ( §1,th.5) ; donc (prop.7), le dual de il est igonorphe & Ey/ﬁﬂ%
Bn particulier, d'sprds la prop.8 :

[rs T

fhéoréme 1. S8i A est un sous-espace vectoriel ds dimansion » d'un espag

=

o

A - e gt 3 ; e
vecioriel & , le sous-espace ortnogonal # adust dans le dusl B! un

supplérentaire de dimensivn p ; 81 4 gumet dans E un supplérentaire de
£
dimension p , 8™ est de dinension p .

Corollszire. Soit E un_espace vectoriel de dimension finie n ; 21 ¥ est

‘- - 2 - . 'j‘ ) = |
gsous-espuce de E de dimension p , le sous-espace # orthogongsl & M

B

roposition 9. Si M et N sont deux sous-espuces vectoriels d'un es1ace

4 4
vectoriel E ; on a (UANN) = Mt §t,

o effet, ¥ esL somme directs de N K e

er
o)

'un sous-espace ﬁ1 ; N oest

e = g
P désisne un sous-

N

£n
fosdn

T

somme directe de NN et d'un sous-easpace ﬁ1 ;

o
a

2space supplémentsire de MiN |, E est somme directe des guatre sous-
espaces MNN | hégyﬂ et P . Désignons par A', B!,C' D' les sous-espaces

¥

&y

de E' respectivement orthogonsux & M 4N +P , (MAN 1N, 4P
: 11 ‘ é

& YN o = f 88 ~ ) 5 o I + o L 5 § - 3
MBjHE P ot (MAN)}HE +E, ; E' est somme dirscte de al,B 0o -
s 8 H] 4 2 &
2§ T s 4 I 3 ;e f ~ { ft“v?‘e‘%s 3§ SN gL T
G apres .e cor.1 de ls prop.7, on a (MNH) = Bi4Ci4Dt



b o
My = AVHCUHDT Ny = A'4B'4D' , donc, comme H=(MNN)tY

M =(MNN)"N Uy = C'+D' , et de méme N*=B'+D' , d'ot la proposition.

Définition 6. On appelle sous-espace vectoriel maximal d'un espace

vectoriel K un élément maximsl de l'ensenble des sous-espuces vectoriels

dirférents de E , ordonné par inclusion.
Pour qu'un sous-espace vectoriel H de E soit maximal, il faut et il
suffit que 1'espuce quotient E/H soit simple, c'est-a-dire de dimensicn

un , puisqu'il y o correspondance biunivogue enire les sous-sapacss

vectioriels de E/H , distincis de io}v ot de E/H » % les sous-espacss
vectoriels de E contenant H |, distiancis de H et de B f% 1,prop. 1)
On peut donc dire gue les sous-espaces mgXimsux de B sont les

supplémsntaires des espaces de dimension 41 de E .
En particullier, les sous-espaces dm dicssmsx maximsux d'un espace

de dimension n sont les sspeces de dimspsion n-1

Propeosition 10. Pour toute forme lindairs x'?@ Sur un sspacs vscioriel

=

B, ‘%9{@} egt un sous-espace maximal de B ; réciprocuemsni. pour tout

SQus-eSDuCe maximel H de B , i) existe une forme lindaire z'#40 sur E

4
So ol
teile que H = z{0Q) .

=

"£0 une forme lindaire sur B , et soit z & B tel que x'(x,)=qa

4

it

%

“H.
&

si, pour un x€E , on a x'(x)=A , on a, pour tout scalaire I

e oo T e = - = =1 5 5
dfmwm%pﬁﬁga,azwwdm pgka , 00 & ﬁ&&g%jﬁsd%u

(0

‘34 e = . 2z - - ﬂtz Va N
X- X appartient au sous-espace vectoriel B ="x2'(0). Comme x €0 ,
nela prouve gue E est somme directe de H et du sous-espace Kx de

- el

dimension 1 , donc que H est maximal.

7 e = & = 3 e 3 T 4 3 = (e e
fieciprogueneni; sl H est maximal, H est de dimencion % dans E!
&
L arnrsa 1 i = . + Ay 2. i0y - - - S 37 S - S L fr
dfaprss le th ; pour tout x'#0 appsrtensat 4 H |, op 5 dope He %9 (
! \
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i H est un sous- espace mdx1mall pour tout x'£0 de H‘L, on dit que
x'(x)=0 est une &quation de % 81 x’(x):u est une équation de H ,
toute autre équation de it est de la forme x'(x)p.—o .

Théoréme 2. Tout sous-espace vectorie 1 # d'un espace vectioriel E est

l'intersection des sous-espaces min imaux gui le contiennent.

1l suffit de montrer gue, pour'tout X € Eﬂd , 11 existe un sous-espace
maximal contenant ¥ et ne contenant pas X . So0it N un sous-espace
.supplémentaire de M , y le conposant de x dans N ; par hypothdss 7#0.
Soit (aﬁi) une base de N ; il existe unm indice p- tel gue la conposante
dfindice § de y soit #C ; 81 P esl le sous-espace ayant pour base les
2) d'indice # ¢, P est un sous-espace Baximal, ot ne comtient pas x
Corellaire. Pour tout sous-espace vectoriel ¥ d'un espace vectoriel E ,

Li =
=M

on a #

Cela signifiec en effet que M est l'intersection de tuus les sous-
@spacss de la forme x'(O) contenant # , et est donc équivalent an

th.2, compte tenu de 1la prop.10.

Proposition 11. Soient x',xg,.ao,xé p formes linéairss sur um espace

Yechkoriel E , formant um systdme libre dans E'. I1 existe umne base

gans E telle gue les p formes x{ solent des formes coordonnées relatives

fo-
-
(&
+'
et
o
oy
iy
n
0]

récurrence sur p . Par hyr sothése, il existe donc une base de E formée

de £-1 ¥Yecteurs Xgr-+5%, 4 5 ot d'une famille (a_ ), telle gue

5 “
P e -—;_;"E ™NOII T = S o | <v 1N 33 AL 5 = -4 1 L 3
e g PO sl <Xl S50 pour: i<t 1 Ldg p-1

Ak = 2 r= .2 < 4 = & 2 = + = = 2 .
8t i1#3 , et enfin gx§;>:ﬁ pour 1< 1iCp-1 et pour tout x appartenant

A3 owd ok 29 kg = g 1 s S = = 25 = 38~ <
qu'il exisie ueid tel que <:35§é;?%@ ; 81001 on auraitl X4 | et
o = %

.
g'm
4
(5]
b
L)
fe
¥
oy
[
n
{0
M
oy e
&)
o
9
S8
=
(P
Q
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;}aﬁ
1




O\
)=

28 -
d'indice < p-1 , contrairement & l'hypothése. &n multipliant u par
un scalaire convenable, on en conclut gu'il existe xpéM tel que
<zp,x1')>=1 . Soit d'autre part N le sous-espace maximal «;}%(G} ; B eat
somme directe de Kx_ et de N ; posons alors xi=yi+Aixp , avec ¥, € B

b °1
~ (%31 T =1 s sy = %4 / %) ' ?
pour 1<igp-1 ; ona <xi,x{>_<yi,xi“7 1 et <z, 3‘7 <Yy0X iV =0

s

pour 1igp-1 , 1£JKp-1 et j#i . Dl'antre pari ¥ est somme direcle
ds ,e):xp et de MNN ; 8i (bx) est une base de MNN , on woit que

PR PYRE ,,ypg,s,xp et les b, forment une base de E pour laguelils lesz

x; (1<i¢p) sont p formes coordonnées.

Uzse conséquence immédiate de lg prop.i11 est ls théoreme sulvant

’ia&greme 3. Soit M' un sous-espace vectoriel, de dimensicn fipie p ,

du dusl E' d'un espace vectoriel E . Ls_sous-espace M'* dg B |

orthogonal &4 M' , a un supplérentaire de dimension » , et o1 a

e g a
Mt oo

3l

vy Ll o] 3 <§i‘~: 2 > £ G
En effet, soit (x 3 8 1¢igp une base de M' ; M'= est identique

9@ semble des €2 qul sont orthogonaux & tous les x| mais si on

b e
¢

[M

prend une base de E pour laguelle les x! aent p fomes coordonnbes
i

et ei x, {(1€1i¢p) sont les p vecteurs de cette bsse tels que

sZI>=1 | 11 est clair quse Mt eat engendré par les &lénmenis de

, dfof le thdéordme.

La ssconde partie du t}zé éme peut encore g'sxpriuner de la fagon
suivaenie : g1 V est, dans E ;, l'intersection dfun nombrs fini ds

5

—

£ - o S 55
(0) , toute forme linéaire gui

- =1
sous-egpsces vectoriegis maxXimsux X7

Berargues. 1)} worsque E 2 un nombre fini de dimensions
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é 2 2) Lorsque M' est un sous-espace ds B! de dimension infinile on

peut avoir Mﬂ*‘#ﬂ' . Preaons par exemple une base infinie (aJL)
de E , ef soit #' le sous-espace de E!' engendré par les formes -
coordonnées a}L correspondantes ; on a vu que ¥' est distinet

de B' , mais on a M'" ={0} et {0} .

10. Egu atione linéaires. Soit (F )tél:une famille de modunles & gauche sur un

itéguation ulx)sy équiveut & ulx)=ulx,) , clest-i-dire & u{z-x. )=0 :

néme anneau A , et, pour chague z , soit u, une application lindaire
d'un A-m@dule E dans F , et y, us élément de ¥ _ ; par définition, le
systéme d'équations linésires (& gauche)
(9] w (x)=y3, (1e€I)

est la relation "quel que soit eI , u, (x)=y, ". La variable x est

appelée l'inconnue du systéme d'equations ; tout Kaé.ﬁ satisfaisant §
cette relation est appelé ume goluticn du sysidme ; les y  sont dits
les seconds membres du systéme. Un sysiéme guelcongue (9)

~

linéaires est éguivalent & une seule équstion lindaire : en gfet, soit

v

*§5?;€§.F ie produit des modules 3, . bosous ys(yi), et s0it u lt'sppli-

cation lindaire (u,_ ) de E dans F ; le systdme (9) est Squivalent a
;ﬁéguaticﬁ linésire wu(z)=y .

;?&a théorie des équations linézires est l!'étude des deux problémes
séi?aﬁts : 19 déterminer g'il existe des soluticns dfun systéme (9)
;?_dams l'effirmative, déterminer 1l'énsemble des solutions ds ce aystéme.
_téamsquﬁil tagit d'une seule éguation u{r)wg . la premier dé ces

Bigmeg revient 2 cha cher si gwgu{&} ; 1o second & déterminer a{y).

une fols connue uns seule solution d

=y

)
=
P
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|
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en d'autres termes, 1l'ensemble des solutions de u(x)=y n'est autre gue

xb+'ﬁ(0). On remarquera gue '3(0), qui est un sous-module de E , n'est

jamais vide, puisqu'il contient O (qui est appelé la solution nulle,
ou solution triviale, de l'équation homogdne u(x)=0) . Pour gue 1'équa-

-1
tion u(x)=y ait gu plus une solution, il faut et il suffit que n(u):{u},

autrement dit, que la seule solution de l'éguation sans sscond membre
scit 0 , ou encore, que u soit un igomorphisme de E dans F .
Lorsque dans un systéme (9), les modules F,_sont tous identiques & Ay ,

on dit gu'il s'sgit d'un systéme gealaire d'éguations lindairss : un

tel systéme est donc de la forme

-{10) x'(z) =1 {(ze1)

L.

-

cf les x; sont des formes linéaires sur E , les n, des élémsnts de

.Tﬁam_n@aa 8-
Qrsque F est un sous-module d'un module groda.lt A’E ; une é&guation
linéaire u{x)=y , obh yeF , est équivalente au S"’Suéﬂl@ scalaire
pr, (u(x))=pr, (y) (ze1)
- 51 E est un A-module unitaire ayant une base régulidre (s iy )] Ae1, @b
£i on posse X = %:. §Aa)u pour tout x€E , un systéme scalaire (10)
est éouivalent aun systine

{11) . gl%ig’)w =1, (2 I)

ok a, =x'(a, ). Inversement, tout systdme d'éguations de la forme (11),

ol on suppose gue % 1 =0 sauf pour un nombre fini dlindices ; peut

‘L)
gfecrire sous la forme (10), en prenant pour E la somme directe A;i;f .

pour {ai‘ } la base canonique de ce module. Les composantes % de x

= £

gont encors appelées les lnconnues du systdme (44 }, les @,} ges
%

&
o

P
&
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o b4
Un systéme (11) est aussi équivélent, comme on vient de le voir, &
une seule éguati.n u(x)=y , ot y=(nb)e Ai , et ol u est l'application
F i e v ¥ .

de E dans A définie par les conditions u(a)')~(gAz’)L€;I ; cette
éguation peut aussi s'écrire

12 Z b, =

(12) AelAATY

oh by = u(aj_). Réciproguement, une relation de la forme (12), ot };k=0
sauf pour un nombre fini d'indices, les yk. et y étant des éléuents de

i C § S - : .
&s , est équivalent au syctéme (11) gu'on obtient en projetant sur les

espzces facleurs de Als .

Nous nous cccuperons dans ce n® des sysiémes scalaires.

Proposition 12. Pour gu'il existe une solution au moins du systéne

scaluzire (10}, il faut que pour toute famille {p } d'éléments de &

{nuls sauf pour un nombre fini d'indices), telle gue X! g =90,

S %!
¥ 48 | 4 YA
= %
v

om ait 2. np =0 .

74
-3 LT

La proposition est évidente & partir des définitions.

La condition nécessaire auinsi obtenue n'est pas suffisante en général

pour gue le systéme (10) adaetie une solution. lous sllons nous limiterg

dans ce qul suit, au cas od E _st un espace vectoriel sur un corps K

(coanuilatif ou nen), et azu cas of le sous-espace du dual E' engendré par

les formes lincdaires X! est de dimension finie r ; on dit alors que T
est le rang du systéme (10).

Proposition 13. Pour gu'lupn systéme scaluire {(10) d'éguations linésires

sur un espsce vectoriel ¥ , de rang fini r , adaette une solubion, il faut

[l

et il suffit gque, pour toute famille (p ) de scalairss (nuls sauf pour

%
un nosbre fini a'indices), telle wue 25 & p, =0, on 8it 2in e =0,
gé_xo est une solution de {(1u), l'ensemble ues solutions de {i;} est
éé ig_Torune zd%’ ; o8 V est un sous-espace de E admettant up supplémen-
talre ge vimension T .




En effet, il existe r des formes x! , solent x;£i (1<kgr) formant
une base uu sous-espace U' de diﬁension r du dual E', engendré par

les xL . Pour tout indice ¢ distinct des Ty 2 022 donc
L
1 = ! o
x! = é%% x@ﬁ Bk,¢ ; 1'hypothése entraine qu'on a aussi n_ :? N &Pkgif’
el par suite, l'encenble des solutions du systéme (10) est identique a

l'ensemble des solutions du systézme partiel forné des r écuations

Ao

' (x) = n/k (1<kgr). D'aprés la prop. 11, il existe une base de E

forués de r vecteurs 8, (1<kgr) et d'une famille (b telle que

M)B
chacune des formes x;’k s80it égale 4 la forme coordonnéde a! corresncn-

dang & g, dans cetle base. Il est clair alors que lfensembis des

solutions du systéme {(10) est identigue & l'ensemble des &lénente

X= 2. M ak-+ 22 3 br(, ot les ;f sont arbitraires (nuls sauf
424 Ty}

un nombre fini d'entre eux} ; ce gui achéve la démonstration.

Un systéme (10) est toujours de rang fini r s'il n'a gufun nombre

fipi m dféguations ; on a alors rg<m ; de méme si B est de dimension
finie n {ce qui, dans un systéme {(11), correspond au cas of il n'y a
éue ! 'incamlues)s on a rgn . -

Eg pérticulier :

Corollaire 1. Un systérme (10) sur un espace vectoriel, formé dfun

mombre fini d'éguatiuns dont les premiers membres sont des formes

ii airement independantes, admet toujours des solutions.

bC”Dlla re 2. Un systéme (11) (& coefficients st seconds menbres dans

un corps K}, form¢ de n éguztions a n inccnnues, dont les preniers

:embrss soni des formes linésirement indépendanies, admet une sclution

el une seuls.

Bemargues. 1) Un peut compléter la prop.13 dans le cas (le plus

3

importani) dfunm eystéme de m Squations & n inccnnuee
R

T % : s %

xx) = 2. §a.. =1, (1< iga)
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8i (a ) eet la;baﬂerduai

wéthode des “Bubatitutions»,

la bae'a (a ) de E-, on peut, par la
uccessives" ( $1,0°10), trouver une
bese de E' formée de r fomes Jinem_res xsk (1kgr) et de n-r =
fornes coordonnées a (1 h<an r) ; pour tuut indice j distinct
des ce procéds donne l'ex ression x! x! de x' .

s . T 3
La condition necessalre et sufflsante pour gue le systéme sdmette
des solutions est ‘done n Zﬂ n,,B . pour tout Jj distinct des Iy -

ﬁa.i. Jk kj

Dfautre part, le procédé des substitutions successives domns, pour
Tout indice i distinct des ih , 1'expression de &i & l'aide ds la

nouvelle base de B

% 7 =t
8! = 2 x! - 22 a
: i, £t 3k 4431 Rt hl
donc, s8i x = ;Z} X.A. 68% sgiutlgn du systéme, on a
' £ v — a
{13 = : S % i S
pour tout indice i distinct des ih ; €t on obtiendras toutes les

solutions du systéme, en dcomnant sux é'i des valeurs arbiiraires

dans ces formules.

Etant donné un systéme d'équations explicitbées, on a doanc tounjours
le moyen, par ume suite explicitée d'sdditions et ds multiplications
dans E , de déterminer si ce systéme a des solutions, et dans

l1'sffirmative dcbtenir une représentation paranétrique expliciiée

de l'ensemble des solutions.

2} Le critére suffisant de la prop.13 n'sst plus valsble pour un

M‘

éme scalgire (10) de rang infini ; si on suppose par exeunple

que les x' sont les formes coordonndss dans l'espace E = g 1) :
2] = 2 8
le critére est vérifié gyuels que soient les seconds nenbresg

' sont indépendantes ; mais le systéns (i0) niadmet

de sclutions que si les n sont nuls & l'exception d'un nombre fini
= ;

dlenire esux.
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un’s§§§émé{Qﬁelcanue (11), on remplace tous les &, s

3) 8% daas
dont l'indiée«k'appartieﬁivé une partie donnée J de L , par 0 , il
est clair que si le nbuéeau~éystéme a des solutions, & toute solu-
tion ( :A)-ﬂ G(TJ de ce;systége correspondra une solution ( §A_)ztéL
du systéme (11), ot fj\_: CSA pour ./\.GCJ 5 ’}1\:0 pour Ae J .
Inversement, si ( ?A ) est une solution de (11), éomme il n'y a
gqu'un nombre fipi d!'indices A tels gue §A.%O , cette soluticn
s'obtiendra par le procédé précédent & partir d'une solution du
systéme obtenu en annulant tous les @), correspondant aux indices
A telsfqae“»§$.=0 .- Toute solution de (11) esi donec sclution d'un
systéne de.rang fini ; mais ce systéme dépeﬁd de la solution

de (11) considérée.

Proposition 14. S8i les coefficients st les seconds membres d'un systéms

(1) appertiennent & um sous-corps K' d'un corps ¥ , et si le systdme
ft/ gpbartiennen US=Corps g_ul_coripe »

A

admet_une solutiom { ?A’)'fbrmée d'élénents de X , il admet sussi uzne

sclution ( %;_} formée d'élénents de K! .

Ulaprés une resargue antérieure, on peut se limiter su cas d'un

systéme & un pombre fini n a'inconnues X 3 3 le systéme est alors

écuivalent & une reliation de la forme
: o :

> b=
23345 =7

o ¥ et les bi appartiennent a4 F = Kg ; d'aprés l'hypothése, y et les b

=

appartiennent en outre zu sous-espace vectorisl par rapport & X' engendré

Par la base canonique de F ; ils forment par hypothdse un systdme 1ié

of

. , donc ils forment aussi un systdme 1ié par rapport

N>
A
P

Q-_ oo
0
&
i
©
L
(o]
n
(=0
("‘"
e

on en résulte si les 'bi forment un systéme libre par

rapport & K' ; dans le cas contrsire, on peut exprimer les b

b

combinaisons linéaires d'un certain nombre dlenire eux bi
= ol
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- (formant un systéme libre), a coefficients dans K'C K ; portant ces
valeurs dans la relation y = ‘2; Sib , on en déduit que y est combi-
naigon linéaire des bih ) & c;g}ficients dans K ; il est donc aussi
conbinuison linéaire des bih & coefficients dans K' , ce qui démontre
dans ce cas la proposition.

ba méthode des substitutions successives conduit aussi & ce

résultat ; en effet, dans les formules (13), les coefficients Yieq

et Shi appartiennent alors & X' ; il suffit de donner sux §j‘h
des valeurs dans X' pour avoir ume solution du sysidme Pormée

d'éléments de Xt .

Corcllaire. S8i les coefficients et les seconds membres d'un sysitdme {(11)

gppsriiennent & un sous-corps X' dfupn corps ¥ , et si le sysidms admet

voe seule solution formée d'éléments de X , ces élénents appariiennent
é E! -

ijlmﬁggggégsée_qiggevapﬁligationﬂlinéai;e. Socient B et F deux modules sur un

méze apneau & , E' et F' leurs duals, u une application linéaire de E .
dans F . Pour toute forme linéaire y'e F' , x'=y'cu est une forme
linéeire sur B .

Défipition 7. On arpelle transposde d'uns application linéaire n dfun

module E dans un module F , et _on note u*'3 1'application y' 5 ylou

du dual de F dans ls dual de E .

La @ranagosae de v est donc définie par lﬂlde té en x et y*
(14) ' Lulx),¥y'> = {x,u4y")>

= e

La trensposés u” est une gpplicati@a linéaire de F' dans E', car

&

pour tout Aeld , (y'Adou =(3ou) A .

[
(o}
ot
L
¥
i;a
.

-81 u et v sont deux applicaylens linéaires de E dans T , on &
\ ro *
€1§§ €ﬁ+‘7} =0u+v et {(Au }'? g A
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- So0it G un troisiéme module sur & , u une application linéaire de E dans
¥ , v une application linéaire de ¥ dans G ; d'aprds (14) on a identi-
quement, en x€E et z'c !
< vlulx)),z! >=<ulx),v(z') >=(x, u*(v*(z'))>
d'oﬁ la relation
(16) (Vou)* =u%v’.
Lorsque Jes applications canoniques de E et F dans leurs biduals
respectifs B" et F" sont des isomorphisumes de E ot ¥ sw L% ot #®

363

- Tespectiivement, el qu'on peut donc idsntifier E et EF , F st F7 | 1la

relation (14} prouve que la transposée {u*}” de uv* est_identigue

et que toute epplication lindaire de F! dane B' est transposie d%uns

application iinéaire de E dans F . Il en est aimsi, en particulier,
lors sque E et F sont deux modules unitaires admettani des bases réguliéres

finies (et plus particulidrement, lorsque E ot F sont dee gspages

yecioriels de dimension finis).

Définition 8. Scit u un isomorphisme d'un module E sur un medule F
e — %z S < 2 == et il S ooaerd 2

¥ il'isomorphisme réciprogue ; on appelle contragrédiente de u et onm

¥ £
Dote u Lransposée de l'isomorphisme v .

s & V e * 2
Propositiop 1%. La contragrédiente u d'un igomorphisme u de E gsur F
est un isomorphisme de E' gur F', dont 1'isomorphisme réciprogue est

iz trapsposée u¥de u .

= e )
__un effet, la relation x'=y'>u entraine y'=x'ov , donc u”™ est un

= 5 e = 3
isomorphisme de F! gur E

: = ¥ S R -lwie s sz o ™
On voit donc gue-u esit @éfinie par i'identité en x€¢E st xf:z B*
ooy A = ‘-{I 9 3N, 6~

{‘?le <§’i ,},\;E&,i‘z /;/:;‘)IKZK‘,/) .

Tidh oy Acrnan arnmliead e 7 = ’ =
. &tan% donnde une applicsiion lindaire guelcongue u de E dans

sa 2 f
‘58{30

"\-w»"

Darnd
oo
ﬁm’
{
£y
&

1

nontre gue, pour Lout ¥' tel que uw'(y')=u , om a




mO/.—
on a <:u(x),y'>>=0 , autrement dit, y' est orthogonal au sous-module

u(k) de F ; réciproquement, si y' est orthogonal & u(E) , on a
<x,uy')>=0 pour tout xeE , donc u™(y')=0 ; on peut donc éerire
. L =1

{18) (u(E)) " = uX0)

On en déduit les conséquences suivantes :

Proposition 16. £i 1'équation u(x):yo sdmet une solution (au moins),
Jo &8t _orthogonal su sous-module “$*(0) de F' .
Proposition 17. Si u est_ume application lipnéaire de E suxr ¥ , sa

trapsposée u” est un isomorphisme de F! dans B!
-1
In effet, on a alors u*(0) = F-=io0} .

Les prop. 16 et 17 n'admetitent pas de réciprogue en géudral, car dirs

p ;. =3 5 R
que y_ est orthogonal & u™(0) signifie d'aprds (18) qulon =
véaé » 7 = % é& 5 3 3
ygegiuég)) ; 8t en général {u(E)) est distinct ds u{k} . Touisfois,

2 S ik . )
on & {(u(E)) "=u(B) si E et F sont des espaces vectoriels, (cor. du

Proposition 18. Soit v uyne application linésire d4'un espace vectoriel E

danﬂwunﬂes”ace”?ectoriel ¥ . Pour gue lféguation u(z}"y ait au moins

s

uﬁe solution, il faut et il suffit que ¥, 80it orthogonel & & {Q)

afog_g;t ion 19. Pour gu'ume application l;nealre 2 d'vn espace vecloriel

E dans un espacs vectoriel F 301tmanewan;lle atiop de ¥ sur F , il faut

et il suffit gue ©” goit un jsomorphisme de F' gdaug B! ,

supposant toujours que E el F solent des espacss vectoriels, le dual

- ; - = Vi “§° ~ e o
du sous-espace u{E)} de F est isomerphe 3 F/{u{B))" , clest-d-dire &
Ft/( u‘{@)} dfaprée {18) ; msis cet espace quotient est isomorphs &

w™(F') ; donc :
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- Théordme 4. 8i u est une application linéaire d'un sspace vectoriel E

dans un espace vectoriel F , le dual du sous-espace u(E) de F est
isomorphe sy sous-espace u' (F!) de E!'. En particulier, si u est de

ang fini, u et u” ont méme rang.

12 Apgllcatlons pemni-linéaires. Soient A et B deux anneaux isomurphes, E un
module sur & . 8i A — X est un isomorphisme de B sur A , on définit
sur E une structure de B-module en posant, pour tout Ae B et tout
x€E , Ax=A%, la loi de groupe additif sur E restant inchangée ;
on vérifie immédiatement que les axiomes des anodules sont wérifides
pour ceits nouvelle lol externe ; su outre, si E est un A-poduls

unitgire, le B-module alnsi défini sur E , que nous noterous Eg »

(=

g...lz

gst lu

aussi uvnitaire. 8i M est un pous-module du A-moduls E , cfest
encors un sous-module du B-module E; , car pour tout Ae B et tout

€M ,ona Ax=A%el; en cutre on & E /4 =(Bfu)
. : . _ ¢

, car pour
toute classe XxeBfM et tout AeB , A% est précisément la classe
de A% pour tout xex » €'est-a-dire la classe de 1'8lément A x ,
de E_ , ou encore la classe A x dans B @/g :

Soit x' une forme linéaire sur B ; pour tout A B, on a
x{Ax)=x"{A%) = A%%'(x) ; on en conclut gue liapplication
x5 1 (x))" ! de E_ dens B (¢~ isomorphisme de & sur B , réci-
progue de g) , est une forme linéaire sur Ea ; qufon note x' 0'94 -
izrgersaﬁeentg 8l y' est une forme linéaire sur Eg , T'9 est une forme
linésire sur E ; l'application x' — x”f‘i est donc ubne application

biunivogue du dusl E' de E sur le dual (B C?}? de B . On peut d'ailleurs

éfinir sur E' une structure de B-module 8 droite, comme ci-dessus,
en posant x'A =x'L Y pour tout LeB et tout x'ec E! ; 81 (Ef}g

=

ss¥ le B-module ainsi défini, l'gpplication x'— x'9  est un

o

isczm@rg hiswe de (B')}_ sur (E_)!
4 v
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Congidérones maintenant un B-module F ; on dit qu'une application u
de F dans E est une application gemi-linéaire relative & 1'isomorphisme
o , 81 c'est une application linéaire de F dans le B-module Ea ; 11
revient au méme de dire que u vérifie les identités u{xty)=u({x)tuly) et
u{ A %)= A%i(x) ; on peut dire également que u est une applicaticn
linéaire_du A-moduls (F)0_1-dans le A-module E . En tent qus fonctions
iinésires particulidres, on peut appliquer aux fonctions semi-lindsires
iouﬁes les propriéiés des founctions lindaires démontrées ci-dessus 3
n@as nous bornerons & signaler seulemeni quelques particularités.

Eu premier lieu, uns application semi-linéaire biumivogue de F gur B

n'est autre gu'un di-isomorphisme de ¥ aur E (chap.l, $4}. Soient

o

au
&

N
&Ga

trols modules sur des anneaux isomorphes 4,B,0, ¢ un isomorphisue de 5.
sur & , 7 un isomorphieme de C sur B ; si u (resp. v) est ume applics-
Tion linéaire de ¥ dans E {resp. de G dans F) relativs & 1'isomorphisme
o {(resp. 7 }, i'application compoads uey est une arpllc tion senmi-
linéeire de G dans E ; relative & l'isomorphisme Te0 e € sur A .,
Si u est upe applicetion semi-lindsire de P Gans & , relative &
sgm@r hisze ¢ , pour toute forme lindaire y' sur Eg'; v%eu est une
forme linéaire sur ¥ , ot l'application ¥ —3J'%u est une spplication
linéairs de {Eg}* daps P! , transposée de l'application linéaire u ;
maig en vertu de l'isomorphie de (Eg}f et {E*}@ , on en @gd&zt une

application iinédaire x'-5x'0C L1 de {E*)g dang P! | clest-8-dire ums

aﬁaiica,ﬁaﬁ sexi-lineaire de E' dans F', relative & l'isomorphisme ¢ @ :

e
i
5
tw]
§3
©
s
3]
=
Red
[0
[}mJ
°,.~m’
(€]
=
m
e
Bof
&
o
B
m 3
NS
o

a8y a%&s de langage, c'est cetie appliecatio

é@ u et gufon ncte ag’; la relation (14) est donc remplacse Dar
!/g % 4 i # 3 ﬁ
sﬁ} <@t‘x§}-§§>z<a§,?u r{gif;}
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En pratique, les appiications semni-liréaires qu'on rencontre le plus
pouvent sont relatives, soit au cas ok B=A (et ok o est donc un

automorphieme de A), soit au cas ok B=A® .

Exemple. Si A n'est pas commutatif, on a vu que pour unm ac¢ A
n'appartenant pas au cenire de A , 1'homothétie x-, ax n'est pas
e général une application lindaire de E dems lui-méme ; nmais £ si
o est inveraible, c'est une application semi-linéaire relative &

1'gutomorphisme intérieur % ~7>@§<L°1 car on & alAix)=(a i o~ Vylax)

Exercices. 1) Soit v une epplication linéaire 4fun espace vectoriel
E de dimension n dans un sspace vectoriel F de dimemsion m ; le
sous-ospace H:‘é(Q} de E est de dimensiozn m-p{u). 83 V est un
ﬁssusuespaca de E , de dimension p , et si VAH esu de dimemsion g ,
nonirer que u{V) est de dimeusion p-¢ . Si W esi un sous-eszpace de
P tel que WNnu(E) soit de dimension r , montrer gue gé(ﬁ} est un
sous-espace de B , de dimenmsion zim-plul.
>;} solent £,F,G trois espaces vecltorieis de dimension finls sar
un corpe K , u une applicstion ilinéaire de E dans F ;, ¥V une appli-
cation linésire de T dans & . Monirer que uQE)fE“%(Q) 2 une
dimension égale & p{u§=@(vcu) ; en déduire gue, sb F est de
dimsnsion aA, on 3
#ex(0,0(e)ro(v)-n)  alvou) ( Biniplu),o(v))

et que p{v.u} peut prendre touts valeur eniiérs satisfaisant &

5

kg
P
~

B un gustridmes espace vectoriel de dinension finie sur
>3

ication lindaire dg G dans II . Honirer gue
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-3) Hoatrer que, ei E est un A-module, F= EEFQ un produit de
A-modules, le module (par rapport au centre de A) a{f (E,F) des appli-
cations lindaires de E dans ¥ est icomorphe au module produit

T oL(z2) .

4) Solent ¥ et F deux modules monogénes uniiaires sur un annean A

& et b deux élémenis engendrent respectivement E et F , (2 ot 4

les smnulateurs ds a et b respectivementi. Si € sst le sous-groupe du

groups £dditif de A formé des élémenis pcA tels que (rp ¢ -g{% .

N
P

montrer que ls groupe sdgitir a«’f%’E ;F} des applications linéaires

de E dane F est isomorphe au groups guotisat &/G- .
. En déduire que, si £ est 1 tapnulateur & droite de “4 daus 4 ,

le dusl do E esi isomorphe zu A-module & droite 4 .

5) 8oit A us ennesu non commutetif sans diviseur de O, ayamt un

Nos?

vi
élément umité. Pour tout iddal & gsuche CE#(0} de A , coneidéré comme

)
déduire gue si A ne peut-

Ef?

sous-module de A  monirer gue (f e 'Jj ;

z £
S » LR © = . * 3
étre ploungé dans up corpe j‘?} ; 11 exisie deux sous-medulss H,E de As

&
tels que (MnN)" # ¥*+ N (utiliser l'exerc.9 du chsp.I ,$9) .
b) 501t E un espace vectoriel de dimension infinie. Monitrer qa*il
existe une famille infinie (M ) ée,smzsees;acas de E tells que .
(f} éé@} # 2': Lf {gr@mﬁm pour les &E . Gdes sous-espaces uaximbaux
dont liintersection se wéduit & 0).
7} Soit E wz egpacs vecloriel ds dimension imfinis. Monirer gue si
H* et R' gont deux sczzaws“ae& ds E' , de dimemsion fipie, on s
(B Eéf::j‘"z B+ w7 et gu'il existe des sous-egpaces M! N' de B' ,
de dimension infinie, tels gue (M'NFV )" £ ur™+ W% (prendre M' et u°
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8) Soit M un sous-module ¢ ‘un module E ; xgl désignant la restriction
& M d'une forme linésire x' sur E , la relation x;& = y;é équivaut &
x-y'- ﬁ‘t’; en déduibe que l'application x' -—-»x& est une application
linéaire de E' dauns le dual Mi de M , et que la représentation biuni-
vogue associée de cette application est un isomozphieme de EY/ ue
d__é_._gg 4' . Lorsque M n'admet pas de supplémentzire, montrer gue cet
isomorphisue n'applique pas nécessairenmsnt E’/ M= sur ¥' . en considé-
rant le cas o& E:AS s & étant un ammeau sens diviescur de O ayant um
éldment unitsé, et éizz’%@a?é, {a non divissur de 1'unité).

- - o a4
9) Liimags récipreque de O par l'application canonique X -»x dlun
module E dans son bidusl E¥ set idenitique au sous-module BIS |

e} =

190} So :?,t B un module somus directe de deux scus-nodulses 8 st H .

n

Si M' et H' désignent les duals de ¥ ot H zes eciiﬁ@emazw,'mentz'@r

E "‘:"” *Eéﬂ £ ::*;:a\ @y T ’»:‘

quicn a2 EBU = ¥ E'S, M= MAETT, = Bhut™,

Donner un exempls de module E tel gue .’e’z’é’ §Q§ ; mais ok il existe
des sous-modules ¥ tels gue M ™"# M {cf. exzerc.h) .

11) Soit (iéi) une fanille ds sous-modules dfun modnle E - tells gue

ééf:fj“z d, pour tout+. Montrer que (ﬂ B )‘Lég f\g ¥,
12} Soit u une epplication linéaire d'um module E dans un nedule F :

pour toul sous-module M de E et toul sous-modnle N de P!, on g

.5"“'»,&,=3
= *"f{ ¥H et (WF(EY Y =AW ‘é"}v
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14) Soit u une appl catipn linéaire d'un espace vectoriel E dans un

espace vectoriel F . Pour que u" soit un isomorphieme de E dauns F |
il faut et il suffit que u” soit une application de ' sur E! (pour
voir que la condition est nécessaire, montrer gue, si x' est ume
forms linésire quelcongue sur E et (eA_) une base de E , il existe

une forme linéaire y'e F!' telle que <e, sXT > = <6j,, ,u*(y“}) pour

tout A .

15) Soit B un espace vectoriel ayesnt une bass dénombrable ( en),
#ontrer qu'll existe des isomorphisaes de E dans lui-méme st des
epplications linea;rea de E sur E , qul ne sont pas des sutomorphismes
de E (définir une application linéaire u de E dans luji-méme sn se
donnanit a{ea} pour chagus ).

16) Soit :{;(x)z 1, {(1€1} un systdme scalairs d'égustions dans wn

%
espace vectoriel E (sur un corps X). Pour qgue le systéms solt de
reng r , il faut et il suffit que l'application x —»{xt{x}) ée E
“_g‘ -
gans X~
<)

17 Secit

5C0it de rang r .

un A-module & gauche simple.

3

M
2} 51 oM = ga} pour tout @eéé , et 81 B a p éléments {p premier,

A

R

ef. ¢ ? yexerc.13), le dual de ¥ est isomorphe & 1%idésl § droite e &4
forméd des &léments dfordre p de l'annulateur 4 droite de & .

b) 8i ¥=Aa pour un ac M (cf, g1,exerc.13), et si ¢¢ est l'annula-
Teur de a , le dual de ¥ est 1l'isomorphe & 1'ennulsteur & droite £
de (£ . Pour gue -§¢§(@)2 il faut et il'suffit quiil existe des
idéaux & gauche de A isomorphes & ¥ . Dsns ce cas, on s Mi% = %QE',

18) dontrer que les th.2,4 ot les prop. 18 et 19 s'étendent sux

- =

:protement réductibles tels que le dual dlaucun de leurs

&
fol
£
et
o
(i
3
(o]
)
Ll

sous-sodules siaples ne se

L
£
€2

écuise
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19) S0it L un eneembla d'indiéés infini K un corps quelcongue.
#ontrer que toute baae de l'espace vectoriel produit ;(L a une puiseance
au moins égale & oelle de Ip(L) (s0it (a ) el la famille des
élénents distincts de Kﬁ dont toutes les eoordonnées sont égales & v
ou & 1 , E le sous-espcace de KL engendré par cette fanille, M upe
partie de ¥ telle que (a#)wex s0it une base de E (§ 1,th.4) ; pour
tout indics K= {,N soit a#- Deﬂj"lﬁa:? ; en projetant cetie
relation sur les espaces facteurs de KL , montrer gue les A e ? BPLET-
tiennent su sous-corps K de X engendré par les Slémenis € et 1
par applicstion du cor. de la proy. 14 ; en remargusnt gque E{Q est
dénombrabls, montrer que N st M sont équipoteants ; conclurs en utili-
sant le th.% du ¢ 1 et l'exerc. 15 du ¢ 1). _

S5i la puissance de K sst au plus égals & cells de ’,-?j(ﬁé} , monbrer
que toute base de Kgast équipotents & ﬁ (%) V

dontrer gu'un espace vectoriel sur un corps comumutabif eyant uns
base infinie n'est jamais isomorphe & som dual.

20) Soient E et F deux modules sur un annesu & , Vu. une application
linéaire de E damns F . Yontrer que l'application (x,y) —s (x,y-u(x)) |
dun module produit ExF dans lui-m8me est un automorphisgms de ExF .
En déduire que, si v est ume application linésire de F dans E , et
sl & o5t un élément de E tel que v{u(a))=a , il existe un auvtomor- |
phisme w de ExF tel gue w(a,0)=(0,ulz)).

241) a) Soit Z’éz,z.:; sspace vecloriel sur um corps ¥ . Toule app lication
f de E dans E permutable aves tous les dutaﬁ@rgisres‘@e B {ciest-a-
:}.;::ta telle gue f{u(x))=u{f(x)} pour tout =zcE 2t tout zutomor-

P e e % = 2 e . = 3
phisme u; est de la forme x —ax (e seslsire comstant).

e £ % )
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b) Soit f une applicaxion da E)(E.dana 5 , telle gue, pour tout
sutomorphisme u de o on ait identiquement f(u(x),u(y))=u(f(x,y)).
Hontrer que, dans l'ensembla‘des couples (x,y) 1linéairement indépen-
dants d'éléments (fa B 7 “on'’ a f(x,y)-a.x+ﬂy , o a et B sont deux
ecalaires constants et qu'on a f(Ax, ux)=0(A ,x)x , ¢ étant
une application arbitraire de KxK dans K . Si en outre on a
flu(x),u(y))=u(f(x,y)) pour tout endomorphisne v de B , on &
f(x,y)=axtBy quels gue solent x et y . Généraliser aux appliea-
tions de E® dans B .

_Hatrices sur

Un gnuegu

“£

t. Définition des maitrices. Définition 1. On appelils mairice gur un spnesy A

&?){;‘gcf.)éi,xéé ,
dont ilensembie ¢ 'indices est le produit de d deux ensembles non vidss
L¥ . rour tout Ael , ls fomille {a, g'-}

cornutatif ou non) Loute famille {a

g'éisments dg £ ,

Bes

diindice 4 de la matrice ; pour tout we M , la Femille (e wires

est_sppelée la colonne dtindice i de la matrice. Uns matrice eost dite

finie =i elle a un nombre fini de lirnes et de colomnes (autrement dit >
el les ensembles d'indices L et ¥ sont finis).

Les déncaninations de #ligne® et de ®colonne® proviennent ds ce gque,

dans le cas (de beaucoup le plus intéressant) dfune matrice finie

%, :) o imagine les éléments ds la mairic posde
13°1¢1 ¢m,1 j«ﬁ,n’o Z 8 s & matrice disposé
dang les %osses® d'un tableau rectangelaire syant n liguss

{rangées horizontales) et n colonnes grazwees veriicales)

&

i,’ Gs,i,.i &.32 o s es ?ﬁ \%

T G “wes

: 21 22 : %on
i

3
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Une sous-famille (a'l\lﬁ)(i, “,)eHxK d une matrice (a. )(A ) exd
dont l'ensemble d'indices est le produit d'une partie H de L ot d'une
partie K de ¥ , est dite ggus-matrice de la matrice considérée ; on dit
qu'elle s'obitlent en gupprimant les lignes d'indice /ﬁ,g EP et les
colonnes d4'indice Ze E K ; inversement, on dit que la matrice

{a i p ) % P") chxy ° ‘obtient en bordant la sous-msirice

(a, 5"’)@2“- o .2

d'indice g.é,%

«x Par les lignes ¢ 'indice Ag gH et les colomnes
K :

w'r'

On désigne d'ordinaire les matrices par des najuscvules italigques.

Llepsexble des matrices sur un aoneau A » Correspondant & des enseaxbles

= -' '{ ® # < &3 o?% ~
d'indices L,M donnés, nfest auire que le produit e ; on peul donc

< 3

le-munir de la structure de groupe additif produit des structurss de

groupe adaitif des facteurs A ; la somme de deux matricss

K’ziﬁ%; } = i
= A‘*“ﬂ-iﬁ'{A “)eL sl et ¥ (nll}‘}(A,,gf.)eL gy o8t dgnc la natrice
£L =(Fapt Ja:«e)()«,,g,)eL M-

La somme de deux matrices X , ¥ n'est donc définie gue s8i les
snsexdles d'indices des lignes et des solonnes sont les némes

pour ces deux matrices.

= L x¥ : =
On peut de méms munir &~ %4 ge la etructure de A-module & zauche

(resp. de la structure de A-module & droite) produit des structures

correspondanties des factsurs ; le produit X (resp. Xp)} d'us opérateur
p€2 ot d'une metrice X =( E}. ?.} est la mairice (p § g&} {resp.
f’ibf"&,} Ces deux structures définissent dtailleurs su:f:: pbxd une
g_tz-zgétare de bimodule ( §1 gnd‘%z} Par rapport & 4 .
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tells que o.hk..o pour (h k)f(i 1), ot u'i; =€ ; lorsqu'on munit

1'ensemble AL” ¥ des matrices & m lignes et n colonnes sur A de l'une

des structures de module précédentes, les mn matrices _1 j forment une

base réguliére de ces deux modules, qufon appelle leur base canonigue.

2. Matrices et spplications linéaires. Soient A un anneau ayant un &lément

unité, L et ¥ deux ensembles d'indices quelconques ; considérons les

(L) F_'A(u)

deux A-modules & droite E.A . ; soient (e/ ) e 1 (f )

les bases canonigues ('g ,1 9) de ces deux modules. Un sait f gzayrop 3
la

gufune application linéairs u de B dans ¥ est déterminds par doznée

ot
]
&
=]
(o4
(e}
oy
{
o
sy
iy
.
St
£
o
i
@
O]
[
e
[
ot
s
o
0]
)
i)}
o
&
Y
¢k
(@]
F.l
£9
o
J'w-h
AW
&3
Badi
[
&-..l
&

asfgc , pour tout AE a gh= 0 sauf pour un nombre fi;ﬁi d?igéicﬁs e
ges. indices dépendant de A ) ; les @ A sont bien déterminés par ls v
dennée de u , et imversenent detemlnerag les ule A ), donec u . Désignons
par M{a} lsz mairice (“y}‘)( o, A)eMxL gulon fait sinsil corres-
pondre & u : la golonne d'indice A de cette mairice est done forade
des coxnposaantes Y de ule A } relativement & la base canonique de F |
et n*a gu'un nombre Tini d'éléments non nuls. Nous dirons qu?ﬁge matrice
n'syant gu'un nombre fini dfélézents #0 dans chague colonne est ume
matrice gemi-fine ; on voit donc que l'application u —» ¥u} est un
isonorphieme de la structure de groupe additif de 1'ensemble £ (E,F)
des applications linéaires de E dans F , sur celle de Fenaembie des
matrices éern%finies » ayant M comme ensemble d'indices xies lignes,

L comme snsemble d'indices des colonnss {ensenble gul est &évidemment un

% = ol ° % £ -
sgus~groupe du groupe additif i de toutes les matrices sur A

=

oc ensembles d'indices).

£

ayant
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Cette application est méme un isomorphisme de la structure de

A-nodule & gauche de q?(E,F) (structure dont l'existence provient

de ce gue Aém) est nuni d'une structure de bimodule ; cf. §2,n%)
sur la structure de A-module & gauche de l'ensemble des matrices

seni-finies.

Il résulte de la définiticn de 1'isomorphieme précédent que, lorsguion

se donne la matrice g(u);(aﬁk;) correspondant & une anplication linédaire

v de E dans F , les composantss 7

o
de u(x) dans ¥ , pour tout xz e e 3

}-. 5_[

"

ﬁ‘

sont donnéss par les formules

(1)

%gfz Fie L %A E}»

Remargpes. 1) Lorsque l'anneau A n'a pas 4'6lément vai

formules {1} font encors correepondre & tout &%4ment ( £,)ds la
i T

sonme dirascts A&“ (&0&31ierea comme sous-mbdule du module produil

A7} un &lénent {% } de A » & 11 est inmmédiat qus cette applica-

%,

or
.-h
©
)
]
n
e
@u..:
fenta
£
[N
&
fto
g
[13]
i3
Y]
(=
0]
o
fomet
£
W
[
[}
be]
)
4]
=)
o
¢
5]
[t
0
(>
th
o
et
)
<-’-
i
s
€y
»{
®
U
e}
g
o
&
¢
QD
ffrard
(&
]
0}

définir ds cette manidre la méme application linéaire. et d'autrs

part, il psut exister des applications lindaires de Agh} dans Aég)

qui ne peuvent s'obienir de cette fagon. |

2) S0it A un enneau ayant un élément units, et considérons les
epplications lindaires du module somme directs E:Aéz} dans le
poduie produit G=&§ ; une telle application u sst déterminde par

les éléments a{e}}h )z;gﬁ de G ; si on pose 5 (;,%A}%wé&i on fait
cs

correspondre 4 u la matrice g{a};(a§A§} qui ceite fols est uns
: i X I gt =y : :
matrice guelcongye de AT ¥ ; on définit ainsi un isomorphisme de ls

structure de A-nodule & gauche ds 5&(55&} sur celle de Ao =k

o

lcfsausgn se donne la matrice Miu)} = (agdﬁ} correspondant & une
application 1limédairs u de E dans & s les coordonnées 3, de u{z) =ont

encore données en fonetion des composantes §, do

[ ”"R

fod

ies forn Mul%g
'fé';

£ e

b
B l*‘]

T8,

‘,n'\

b2
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2. Produit de deux matrices. Soient L,M,N trois ensembles d'indices , A un

anpeau ayant un élément unité, uw une application linéaire du module

(L) (u)

d danse F=Ad » ¥V une application linéaire de F dans
. 81 M(u)=(a

8 droite DP=

b:A(N)

U(v) = . sont
pA e ayenan 2 B =0y
les matrices semi- finies correspondant respectivement & a et v , cher-
chons les éléments de la natrice M(m)= WQA)( >, A)eNxL qui corres-
pond a 1tappiication cc;mgosée ®=V.u . Avec les notations du n°2 , et en
désignant par (g, ) Jey 1@ base canonique de 6 , gn a

= = 5
wle, J=v{ule, ) }=v( fégfww— PG L ne m:(\ 2o By By oy l=
(

=

= : .ZJ - a=t
veN 89 ?LeMgfs@G’éf*ﬁ’

‘- 8 : » z
{gui = un sens puisque les matrices ;g{u} et ¥(v) sont semi-Ffinies).

Cn dit que la natrice HK(w) dont les éléments sont définis par (2)

est lg produit de la matrice M(v) st de la matrice M{u) , et on la

note M{v}¥{u) ; définition qui 'pemet dtéerire la Zormule
£3) Mlvou)= M{v)M(u)
s 29 oy Y -- g 4 o 3 =’/ 2
Bemarques. 1) &8 produit d'une matrice X \39%)( Y, 1 )€ Exkl et

d'une matrice X=( §§A_A,)(g, 4 )et .y R'est dono e*sf.azu que gi
: .

ilensenble des indices des colennes de Y est idemtigue 4 1fensem-

bie des indices des licnes de X ; en partieulier, si LAE ; le

produit XY n'a gucun sens . Dans la formule (2) figurent les

e 2z

1 Yr..@zlé:s dfune méne ligne de M(v) muliipliés & droite par les

(1R

&
éiénents d'une 18ms golonme de M(u) : on dit que la multiplicatior

ge deux mgtrices se fait "lignes par celonnes®.

2} Lorsgue 4 est un annesu sans ¢lément unité, on peut encore
Géfinir le produit de deux matrices semi-finiss sur A par ia
Torsule {2) gul zarde un sens ; on vérific sussiths gue
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que l'appiicat:_lon linéaifé de Ag")_ dans AC(IN) qui correspond &
cette matrice pxoduiteest encore la composée des spplications
correspondant gux matrices facteurs,

%3} 8i omn premd pour modulé G , non la somme directs, mais le
produit Ag , les formules (2) gardent un sens et donnent encore
les éléments de la matrice M{vou) ; on dit encore gue ceitte matrice
est le produit de la matrice guelcongue Y{v) et de la matrice
semi-finie M(u). On notera par contre que les formules (2) nfont
plus de sene si les matrices (“?Lk) et (g}éﬁ} sont toutes deux
quelcongues, la somme du second membre comportant alors une

infinité de termes non nuls en général.

Toute propriéié relative 4 la somme ocu au composé d'spplications

linéaires se treduit en propriéiés relatives 2 la somme ou au produil

de matrives semi-finies, grice & la formule (3) et aux formules

gﬁu%¥33§€a3+g(v} ; ¥(au)=adi(u) . Bo particulier, on s los rézles de

distributivité et d'associabivité

I(Y+2) = X¥4%2
(2L = Yz2+Z%
1(xz)= (XX)z
a{iX)= (aX)X

valables chagus fois que les opérations qui y figurent ont un sens.

En traduisant de le méme manidre la formule (2) du § 2;3Q45 qui
donne la conposée de éeé; applications 113@313@5 de modules décom-
posés en sommes Cirsctes, or obtient une intéressante foruule pour
le calecul du produit de deux matrices.

S0it en effel X une matrice semi-finie correspondant & une

= = L) ¢’ :
sprlication linésirs u de Aé ‘ dans éé . P01t {Li} une partition



de L en p ensenbles, ("3) une partition de M en q ensembles, et

soit E; (resp. Fj) la somme (directe) des modvles composants de

(L) (resp. Aé >) dont l'indice appartient & L (resp. M Yoi

Aux décompositions de Aé ) et Aéu) en somme directe des b et des

Fj respectivement, il correspond ($ 2,0 ) une famille (u

31!
Gfapplications lindaires, ot uji est une application lindészire de
Ei dans Ej , définie par la condition que, pour tout zééEi 5
u i{x) szt le composant dans ?j de u{x). 11 résulte de ceite

hY

efinition que la matrice g(uji, n'est autre gue la goug-mairice

F s

Fe)
{

e HE & M

=

d
g.. de X obtenue par suppressica des lignes d'indi

€

3 z
&t des colonnes d'indice ﬁ.éi3i ; 1a matrice X peut donc s'imaginer

D
it =
2

comme un "iLableau de uwatrices® & g ¥lignes et p "eolonnes®

)

N
éﬁ'ﬂ 52479 © 0 0 o ;,ﬂ %
17 i Eg 4

=04 =20 .. Sy

‘l

1

!
X e p
;

H

f

c e 5 o 8 e € Q6 CO6OCFE S s &

SPT————
et il o

X A AN 4 //
~at a2 ~gp

(M)
Considérons maintenaﬂt une application linéaire v de &5 * dens

45
éN>, el s0it X la naurlce.m(v) Si on considére la néme pavt1tlon

(JJ) de M , et une partition (hk) de N en r ensembles, la matrice
¥ est de méue mise sous forme a’un tablesu & T lignes ét q colomnes,
forzé des sous-matrices ;kag(vkj), ol (vkj) est la,famille dea?i.
plications linéaires qui correspond & v et aux partitions (Mj)

et (N ). Si maintenant on traite de méme i'application conposde
w=vel1 pour les partitioas (a ) et (N ), la matrice produit Z%YX

qui iul correspond appurait comme un tablesu de 1 ligmes 8t P



e

la forsule (2) au §2,ncl’£, on a Wyy= Z Yy J g » dome
Z

-

Ly dlautres termes, le tab;eau aeg Zy; slobtient en formant le

Y"produit” du_ tabicsu des ikj per celui des £.. conme _si ces

Ji

tableaux etsient des atrices dont les ij et gii seraient

respectivement les &lénents ; c'est ce qu'on appells effectuer

le produit IX "par bloecs® .

La foraule (1) gui donne les composantes de u{xz)}, peut s'interpriter

& l'side de la notion do produit de matrices, de la maniédrs suivanis
e R > ¢ : (L) .. . :
zoui Siément x = T €, I, ¢Cs E= & déterzine une agpplication
] - = g i3 z ;A
linészire ¥ > x % (gue nous avons désignéde par & au ¢ 2,n%1)
(i : X
de A dans A 7Y . & cette applicaticn correspond ls mairice & uve
. & e
colonne M8 = . 3 Tie i T RS A A s i ? ornlie
seloune M8 j QEA‘Z@@L . Do méme uixj= oy T, 7, eétermine lappli
(s}
cation linéaire gu’x) de ﬁd dens Ad , & laguelle correspond le
kY

maitrice & une colonae g(eu{?g)zgay ) or, ou = u{z‘i}zu&z)é

el ’
autrement dit @u{xjsucaf ; en traduisani cette relation ea natrices,
on obliznt les relations {1). Le plus souvent, lorsgu’aucune confusion

nten pent résulter, on identifie 1'élément x€E & ls natrice & une

colonne §{8x§ (fornmée des gomposantes de x) qui lul correspond ; avwec

cette conventicn, les fornules (1) psuvent denec s?écrire

(5) u{x)=iu).x .
4 Mairices carrées. Définition 2. On appelle mairi carrée ung mairice




- 07 =
soit L un ensemble d'indicee quelcongue, A un anneau ayant un élément
unité € ; pour tout endomorphisme u du modul ( ), 1la matrice corres-
pondante M(u) est une matrice carrée Bemi*flnle aysnt L comme emsenble
dés indices des lignes et des colonnes ; en outre, ces matrices forment
un ansneau et l'application u-— M{u) est un isomorphisme de 1'anmeau
q?(E) des endomorphismes ds E , sur l'anneszu de ces matrices. Li1&lémsut
unité de ce dernier est la nmatrice I=( 31\-&")’ oh 5&,%:;@ pour ,};% o,

et 5&&3 € pour tout A€ L ; lorsqu'il s'agit de l'snnean des matrices

carrées finies dordre n , cet élément unité (dit aussi matrice uvniid

dlordre n) ses note parfois Lﬂ ; torsguion veut éviter toule confusion.

D'une fagon gé.érals, dans une matrice carrée X;( % J: les éléments

%j dont les deux indices sont égaux, sont &g?elﬁb élémaatﬁ disgonaux,
et la famille g§£¢il&é£,85t sppelée la diagonale de X .

_Qae matrice dont les éléments non diagonaux sont nuls est dite
matrice diagonale ; la matrice unité I est évidemment une matrice
diggonale; ainsl gque tout multiple pl=Ilp de cette matrice par un scalaire
¢ (matrice dont tous les éléments disgonaux sont 4zaux & o) ; on noiera
que, pour toute mairice carrée X , on a (pI)X = pX et X(pl) = Xo .

Il est immécéial gue, si X et Y sont deux matrices disgon=les, dont

[

} et (nqé} sont les diagonales respectives, le produit XY est le

.matrice disgonale, ayant pour diagonale (E, 9543

l’a

o)

ies mairices diagonales

S

forment donce un gous-snnesu, isomorphe & 1'snnesu produit &° , 98 1tan-

; les matrices pl

>

forment un sous-annesu, isomocrphe & A , de l'annesu das matrices
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Plus généréieméﬁt;'cohéidéroﬁs une partition (Li) de l'ensemble L
en p ensembles, et mettons'thute natrice carrée semi-finie

Y ] ] v A 4 4]
(§A}*}UL , k)eLxL soues forme d'un "tablesu carré de matrices
correspondant & la méme partition (Li) de l'ensemble L pour

les lignes et les colonnes

L, & o L’ap \
X St ® & ©C x E
21 T22 —ep
‘ ¢ 5 o0 © @ ® 0 €& 2 & O T
\%1 592 Z”np
Chacune des matrices éii ezt une matrice carrée dont les ligpes

et les colonnes ont pour ensenmble d'indices Li
Cele &tant, celles des matrices carrées semi-finies pour lesguel-
lés 1o tableau précédent est un tableg@;gggggggéﬁ c@@a%é%méir@
tel que X jaQ pouv i#£) , foiment un gnneasu, comme le mgétre le
produit fpar blocs“ de deux matrices mises sous lsg fg‘ms précédente
(n®3). Si Vi ddgigue le somme (dirscie) des modules composants de
: AﬁL}, dont l'indice agppartient & Li s Cee mairices correspondent
sux endouworphismes u de A‘#L) ; tels que u(?i}c:, Vi pour 1 gi;gp.

é
5. Iransposée d'une matrice fimie. Jusqu'sa la fin Ce ce paragraphe, nous ne

considérsrons plus, en principe, que des matrices finies sur un amnsau
L syant un &lénent unité € ; les matrices & m lignes et b colonnes

sur A correspondent donc biunivogquementi aux applicstions linédaires de

n m
f\é C}. S0 3 e
d d
= - = n c ars
En particulier, les formes liméaires sur EB=A Gorrespondent biuni-
=9
voque 6 et n colomnes. De fagom préecise, si

-~

(8 ), » Z i est la baee canonique de E , & la forme linéair
o 55;:;\@ %if,ia -

@
Lo
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On sait gue le dusl B! dé'E peu: atre ldenﬁifié au module & gauche A
la base ®snonique (e') ds ce module étant base duale de (e ) (¢2 ,noﬁ)
la metrice & une ligne M(x') est alors formée des comgosantes de la
forme x' ; on sait que, si x = ée § , on a X,x! >=5,“" %U' 5}& ;
en identifiant comme d'ordinaire x & la matrice 4 une coloé%a (§ i)
cette relation s'éerit encore (cof. formule (5))
g <E:x'D>=Wx).x .

Remarquons maintenant que tout A-module & gauche peut &tre considérs
comme un module & droite sur l'amnesu Af, opposé de A . En particulier,

n

: 1 . - =
i Eugé , F=hw nous considérerons les duals resg@gzzfﬁ E'=4

m 2 e }ﬁ. 3 ﬂ&:~££
EQ:&; de ces nmodules, comme les 2° -modules & droite (& g et (A7)
a’ o
respsciivenment. 81 u esi une applicetion linéaire de E dans P | s=a
traneposde u® est une application linésire du A%-module 3 droite Y

i’,"i

d
fans 1g A -medule & droitse E'. Cherchons lg relsticon entre la matrisgs
£
7

léments dans &) et la matrice M(u¥) (& éléments dans 47) .

e!} et {f%} celles

<

3) sont les bases canoniques de E et F |

respectivement, 1'élémnent Qi. de M(u™) appartensnt & la

L

indice 1 et la colonne d'indice j est égal & ls composante sur
9 AT IR ? s s Fro1 3N - Al PN :

ef de u iﬂé) ; Gfest-a-dirs & <<§.,a {f,;>> <:u&aa),,.:> ; mais

Luls, ;xfw‘>-ﬁ,88u autre que la compossnte de a(e ) sur f% , Gone 1761é-

meat a.. appartenant & la ligne d'indice J et la colonne d'indice i

. Dfune facon générale, si X@{‘§ est une ﬁaﬁfi“” & m licnes

trensposfe de ls matrice X ls matrice ( %iﬁ) ; & B lignes et m colonas
=137 1 {gannasan }S tellis gue §I_% e %g 2 8 & 1L 5<y o
Eias ""»,_g:.:'bii‘%:“_‘ 2 = JT oA H i‘:ﬁ = j::;i p@hr \:é 5‘:?3.& 5 i *&;‘;’3 \“‘;Li £
cn dit aussi gue X se déduit de X en Schangesnt les lispes st les

colcnnes de cetle metrice. Avec cetie notstion, on s dome

L) £ B %
(7) M(u™ )=(M(u))™ .
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L

il est immédiat que (_I;*)*=_7_I_ ; en outre, si Y est une matrice 4 n lignes
et p colonnes sur A , il résulte de la formule (16) du § 2, donnant la
trausposée de la composée de deux applications linésires, guion a
(8) (I3 =15 %
en tenant compte que les produits qui figurent dans les &Slémente de ls
matrice du second membre doivent &tre pris dans l'anasau 8%,

En particulier, la transposée de la forme linéaire x' est l'application
linéeire de Ag dans EB'= (A ) , que nous avons désignée ci-Cessus par & .

on retrouve zinsi le fait gque la transposée de la mairice

o

matrice & une colonne dont les 6léments sont les composantes, §! de x!
i

sur la base éag) {ces compossnites &£tant comsidérées comme fes élémentis
ds .éc) ; conme, suivent ls convention générale, cetis matirice & une
colonne est identifiée & X' , on voit que la zelation {6} peutit encore
siécrire
(23 x> = x*.x ;

D'aprés lz fommuie(5), pour toute forme lindaire y'€ F' , oz &
‘i&% v¢) “{u*}.zﬂ ; d'aprés (7),(8) et {(y); on a done

(x,w%3) 7 = M)z

et la formule fondamentale (14) du §2 prend 1l'aspect ds lia ?égla

Giassociastivité du produit de nmatrices

77 (e} .x) = (y7F(w)).x .

3 ° P 3 e Vl < 4

l'applicaetion contragrédisnte v ( 32,n°11) est un asutomorphisme de
£ c‘}ﬁ e 3 3 4 % & 3 s =

B'=(A~ ) , réciprogue de la transpeosde ut de u , et identigue & ls

e -1 # ey =t ¥ 2 = e i S
la matrice (X ) =(X7) ; on la note £ ot on l'appeile 1a gontragridien
te
A



Tl
o R o
de la matrice X d'aprés (8),_pdur deux matricee carrées inversibles

et de méme ordre X, Y sur l'anneau A, ona

N
(10) ;XX:E'X

(le produit étant relatif & 1! anneau APy

6. Matrices finies sur un corps. Une matrice X & m lignes et n colonnes sur
un corps X correspond & une application linédzire u de Kz‘ dang E"Zg -1
rang p{u) de cetie application est per définition le rapg de la matrice
X ; comme c'est le nombre de dimensions de u{E‘?} ; 11 revient su méme

(en identifiant les colonmes de X aux images par u dz lz base caronioue

ﬂ“.’

-de zﬁ'ﬂ} de dommsr la définition suivante

Défini%ion 3. Op appelle rans d'une matrice X & m lisnes ot n colomnss

=

sur zn corps £ , et on note e{X) , le pombre de dimensions du sous-
%11 i £
espace de i.{ﬁ engsndre per les n colompes de X .
L6 2
Un peut dire aussi gue le rang de X est ls nombre m BgXimum des colonnss

&

de X linédairement indépendentes. Un 2 ‘3?1,‘;%3@5 d'sprég ls définition
3 , o(X) < ¥in{n,n) . Pour toute sous-matrice Y ds X , on = e{Y) < e(X)

Ls th.4 du $2, et la définition de la transposés &'uns

@
k3
10
o
3
fode
(o]
o
Qo

Propgsition 1. Le rang d'une matrice finie X sur un corps, est Sgal

- *
2u_reng de sa transposée X .

- Les matrices carrées d'ordre B sur K correspondent aux ent domcrphismes

4
de £ ; ellss forment un annes annssu isomorphe & l'annesy J(KEE des
endomorphisnes de Z&.ﬁ . Aux automorphismes de ﬁ"é correspondent les
G o
matrices carrées inversibles ; par suits (32, cor.de la prop.1) :

Sait drmvoremd b ] e 5= . DOS = Saer e i £ 2
804t Jnversibie, i1 faut et il suffit gue son rape scit S¢a2l 2 n
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Z..Application aux éguations llnéaireg Soit A un anneau gyant un élément

unité ; considérons un systéme de m éguations linéaires (a droite) &

o inconnues, & coefficiente dans A
‘Vb

(11) a.ij §5 =84 (1<igm) .,
81 (e ) deslgne la base canonique de A 5 (f ) celle do gg .

boee X = 4L f ’J y ¥ = Eg'e , et 8i u désigne 1%application
2 =4
linésire de Ag dans Ad 5 deflnie par u(f 6—,22 8%,
v,:‘l

{ $2,n°10) que le systéme (11) est equlvalent 2 l'éguation u{x)=y,

el on
a . , On a ¥u

i
cu encore &

e e <

=<
24 o
La matrice ﬁaﬁ{&?s(@zgﬁ . & B lignes et n colonnes, gui correspond

& une soclution r€¥l6§§ dfarrss {%2} & dire gue ls nmatirice 4 une
& 2

colonne gsggi} est une gombinsiscn lindaire des n colonnes de 1z

Corsidéreons en particulier le css d'un systénme (1%) sur un corns X .

A

Gt

ors, llinterprétation précédente, et la définition du rang d'une
matrice, prouveni que :

Ercpositien 2. Pour gu'un systéme (14) d'équatiors linésires sur un

corps ¥ alt une solution, i1 faut et il suffit gue ls2 meirice B

elte condition est toujours remplie lorsgue magé gt goe

2, c'est-i-dire de rang B . Ea outre, si on identifie
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par la foraule

(13) x=2"y

8. Changements de bases. Soit A un anneau ayant un 61ément unité. Au %2,
nous avons*iéfini une correspondance biunivogue entre applications liné-
aires de AE dans Af; , et matrices 4 1 lignes et n colonnes sur A .
Plus généraleme_ﬁt, rolent B ot F deux A-modules & droite unitaires
eduetiant recpectiveneni des bages réguliéres finies (¢ 1,n98),
(a )'i <i<n et (b )1 $iem? & toute application lindzire u de E dans

’Wi

F correspond biunivoguement lu fanille des éléments u(a =2, b. 5% 3q
2,3@ o

et rar suits ausei lg natrice (s,j.) & n lignes et n colonnes. IHous

dirons gus cetvie matrice corrsspond & l’appli:;aé;i@a u , rgpporiée sux

bass_es iai} at (bg} (prises dans cet ordre), =t, lorsquiil y aura lieu
-.-_A.r;_,a’eme;er toute awzbiguitlé, nous lo désigmerons par M(u;{a. }"’@3}‘“

S@lt G un treisiéme A-module & droite naitaire ;, ayant une base .

rég;li&m {c, )_% <k<p » 81 v est une gpplication lindsire ds F Gans G
le méme ralssma'ﬂent guiau n°3 prouve qus
(14) , g(veu,(ai),(ck))%(v;(b-),(ek))éé(u;(a-),(’b ))

B particulier, si on identifie tout élément x = Z 8y §; .de E avec
1s Aatrlcp & une colomne (§i) de ses composantes sur la base (a ), et
de méme tout Slément y = Z‘, b. i3 de F avec la matrice & une calozme
(qa,; on & la formule anal egz.z.e a (5)

”5; u(z) = U.x
g tsnt la matrice ’3@1‘1‘@8"@3@5@& & u , rapportée aux bases ( a; 7 et (b }
.‘ §giedt E' 3t F' les ncdules duals de E et F respec tivement, considérés

coms des modules & _Groite sur l'anneau A° opposé de A . _S@iegsﬁ; (af)
% &

i
- cemant nplan BnoO6 m ra 1 s £ 2 L f
rTaigennensnti gu'au 0”5 montre que la matrice %w

g‘a; (b} les basee duales de {&.) et { 3; respectivement ; ls mime

)

{ )

ﬁ'“h.
sy

a

%,,.,d'

(b

W o

b

&-..’\: “

§
£
€



S
de la transposée u” de u , rapportée aux bases (b3) ot (al!.), est iden-
tique &4 la trangposée de la matrice g(u;(ai),(bj)),, |

Considérons & présent dans E une deuxiéme base régalidre ('a'i) ayant
mﬁme nombre d'éléments n que la base (ai) (ce qui sera toujours le cas,
bar exemile, gi E est un egpace vectoriel,d'aprés le th.6 dugdt ; cf. g1
exerc.9) . Soit a. Z_. a.,G ; 1a matrice carrée Pséaji) est appelée

S - e
la matrice de passage de la base (a ) & la base (a:) On peut dire gue

E

P est lz matrice de lvapplicaticon identigue e de E sur lui-n éme, rzppor-

‘teze aux basss {Zi) et (a.} (dans cet ordre) ; comume e esi un sutomor-

phisme de E , P ect uns maur}‘va invsrsible, et gon inverse P  nifest
autre gque la matrice de passacs de lz base (a,} & 12 bage {(=,), &° aprés
- ’ EN i X fant

Récivroguenent, =i on se donne mze natricse inversible P={a,,)

dfordre n , les n Sléments &= 3‘7 P
& 7z
de B ; en effst, =i on pose u{a, }»3

{1¢ i £nj, ,;.?e;zc’;cm@z'g;higma ude B
nsi défini est un gutomor h;s.sme ca g eat autzre que la metrice
.E:Eiu;(a J.(a3}).

Soient (a’ 3, (‘ﬁ”} les baszes duales de (a ) et (a ) respsctivenment

=

B

dms le dual E' de E (considéré comme meame & droite sur é, ) ; comme
.3..3. transposdée de liapplication identique de E est ligpplication idenglgue

de Et , la matrice BH(e® ,(a,’)j(a!); est la transposée de la matrice

gie;{gi}g{ai}}zé ; cela signifie gue la matm.ce de psssage d2 la baes
{aé ) & la Dbase (ai; est la goriragréd z,ente\?/d ia natrice de passege E

de le base (s,} & la base {Ei), Revenant & ls structure de éf-s* odule &

Zauche sur E' , or s done

Y
==
161 = £
6) al = 2,a, .a'
Fa = };8 o
S P = ¥ = &
2 E 2 s = Xt T — = e 3 2 e z
g'ou, si 2= Z, & §.= 3 B %t , en remarqusnt que ¢ =<zx.ald
= R £ % Aed 5 2 2 = - = S & s &
2> S <t s 2 F 3 i 3
== o
& Z = -— == N
et % =<x,38'>,
#F = * l‘
i



(17) ‘5,1 %,%,  Usicn)

for wlcs dites du chgggemeut a.e coogdgnnggeg on reaarquers <a'eclles
exprinent les cousocantes do x sur lo base (a ) en fonction deo conpo=
saute:s de x sur la buase (a ) et des éléuents de P , clest-n.=dire de la
matrice des conposantes dus sr.i sur la base (a ) : on dit que les conposzn-

tes de x se transforment de fagon gontravarizmnte (ou contruzréciente)

-

pur un changement de hase. Lbes formules zaaloguos exnrinont les } 3

en fonction des § t sont

7‘—
(18) 3 3 (1<ign)
4 i }»3 id §.‘l
ot (Qéi =P . 81 on désigne par X et X les astrices & uno colonue

(§ ) et { § ) respectivemcnt, les foraules (17) et (48) écuivalent sux

c‘. sux. Toruules (a,cu.wal n‘b@s)
{

(19) = x =P X
x=g1 x

On peut a'ailleurs déuontrer dii-ectezz:ent les foraules (17 ) en
*,g.l acant les s,. par leurs valeurs dans 1'iventiteé

%1 a, § é z §i ot identifiant les coefficlents des &
aux deux :’:a:;zbrem ; o1 peut aussi obtenir ces foraules sous la
forze (42) en appliguant la foruule (15) =u cas ot u ezt 1'auto-
morphisne identique ds B , rayorté sux bases (B‘;) et (n i)

_ (dans cet ordrse).

am ize;i.z de :8uze que, 61 2 est une forme lindaire sur E %9 sos

@@ ;pasa%tss sur lz base (a” %.i ses conposantes sur ls base (a,-‘i on 2

(2@} _ } },a.i | (1€ign)

"
%]
)
Beto
e

e

ue

-

28 €0 :g;z@saﬂtes d“uae fc:m linéaire sur B ss trencfoment

de fagon govarizsunte (ou cosrédisnte) par changen=nt de base ; si ® et 1
sont les natrices & une colonnse (g;) et ( j?_) , Gont les &lément doivent
g :



i

(@ L)

5,

étre considérés comme apgg;&e;;gt a Ao , on peut écrire ces formules
x! = 2:*8'

la multiplication se faisant dems a° ; ou sucore, en revenant asux
matrices & éléments dang A

(21) At¥ = ¥ p

9. Matrices Sguivalentes. Soient E et ¥ deux A-modules unitaires & droite,

ayant respeciivement les bases régulidres firlea ( et

? €ign

P
,b3)1<:%‘< ; 80it u vne gpplication lindairs de B d&zs F
correspondant &4 u , rapportée aux bases (a.) et {(b.). Soit maintenant
2 i
(a ) {resp. (b ‘} une autrs base régulidre 4o E {rasn. F) ayani clnms
zadbrc d?elemeuts que (z,) (resp. {tg-
{(rogp. de {b

"n-u‘ &“"

de Dassage de (a -1 (ﬁ.

correspondant & u , rappertea aux basas (ai}

et
e : % = =
Xe= > 8 % sZ§i§ et u{xi.-Zb.n = Zu DA
4 l""i i 4 : 3 -5 2
ies formules (15) et (19)

Q('f’i15 UP(g.) et (nj)zgh(gi;‘

'cs qai donne 1'expression de U*

(22) gr= gl

Définition 4. On dit gue deux matrices I,X' , & z lignes ot n colonmes,

§g§'aa apoeau A evant un &lément unité, sont dguivalentes, § 'il existe

une matrice carrée inversible P d'ordre m et _une matricgs carrés

t—

‘ioverpible @ dlordre m , islles que

(23) X' = PXQ .

Avec cetis

oY

d¢éfinicion, on peut donc dire que lorsguion change de base

SR EThL

dans deux nmedulss E,F (syant des bases Téguliéres finies}), ls matrice

d'une spplication linéaire de E dane F ; rapportée aux nouvelles basses,

e % ~ G —
2UF BRCIGLROSE [REES.
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Une autre interprétation consiste & considérer, coame au n°2, les

m
applications linéaires wu,u' de &g dana & qui correspondent asux matrices

d
X,X' respectivement, et les automorphismee ¢ et Y de AS et Ag , qui

d
correspondent respectivement & P et Q ; alors la relation (23) équivaut
a u! = Qou-y
Avec 1l'une ou l'lautre interprétation, il est clair que la relation

#Z et L' sont équivalentes™ est bien une relation d'éouivslisnce

-

dans liensemble des matTices & m lignes et 2 colomnes sur A , ce qui
Justifie la terminologie adoptée.

Exemples de matrices éguivelentaes. %) On dit gus deux matrice

g;{‘gij} et X’“{‘ggi) ;, & m lignes et n colonnes, ®pe différent gue

Bar liordrs des ligmes™, s'il existe une permutasiion ¢ de lilinter-
e & - . i

vmia;%&}éeﬁftmiegwaymz 1€igm , 1 ¢j<n , on git

s & -

R T SRR . 5%il en est zinsi les matricss X et X' sont

>4 Ja(1);3 3

éyuivaientes ; en effet, avec les notaticns précédentes, et en

Gésignant {e ) {f. ], les bases cancnigues de

- N 1€ jgun ? i‘fgign o

il

A" et éd ’@SQ&G&lY%ﬂ@B%S on a uf=g.u , ¢& 9 ssi l'aniomorphisue

de ﬁg Géfini par les relations @{fi)zf y bour i<igm ; dﬁoa

o(i
A'=PL , 04 P est la matrice dont la ligne d'indice i est identiqu

& la ligne d'indice o{(i) de la matrice unité I .

. eme

On dit de m&ne que X ot X' pe différent gue par lbrdre des
: : " " ST, b
colonues®, s'il existe une permutaiica 7T de ?15n§ tells qus
: = = &
ré g
5157 31,7

(3) Dour tout couple d¥indices (1,3} . On nontre que
o £ '
dans ce cas X et X' sont éguivalsntes, et gue de Tagon plus précise,

=

Gt

ce

fndo

on a A%=ZQ ; of § est la matrice doni 1z colonne diind
7

(3)

- '3
e la matrice

o
£
&

iy
el




e 7 o =

2) Supposons maintenant que, pour un indice j déterminé, on ait,
pour 1< i gm , §£j= fij-l-fikr. , ot k est un indice #j , et p
un élément quelconque de A : on dit alors que X' se déduit de X

en gjoutant & la colonne d'indice j de X la colonne d'indice k

multipliée & droite par p - Honitrons encore que dans ce cas X et X!

sont éguivalentes ; en effet, avec les mémes netations, on a

u'(ej)=u(ej)+u(ek){i= u(ejJrek!AL), donc u'=u- Y , of Y est 1'au-

; . By T 5 1=
tonorphisme de Ay défini par Y (e.)ee +ek Hu o, Wf/ (e p /=8, pour hij

(il s'agit bien d'un aazo"xofphwme, car l'application linéaire ¥/

¢éfinie par ‘e.)=0.-e, u Y'(e, )=e, pour h#} , eat bien réci-
!} J k H }‘A h L é

progue de Y ). Oz a par suite X'=XQ , ou 8 est la matrice qu'on

obtient en ajoutant & la colonne d'indice j de £, 12 colonne

23

d'indice k'de cette matrice, aultiplide & droits per @

On a on résultai anslogus cuand X! se déduit de X en sijoutant & la
gue ¢ & L3

ligne d'indice i de X la ligne d'indice h#i , uzultipliée & gauche
bar un éiément quelcongue A€ A ; cette fois on a X'=PX , okt P se
déduit de I en ajoutant & la ligne d'indice i de cette matrice la

ligzze d'indice h multipliée par AL ¥) |

Proposition 4. Pour gue aeux mstrices & n lignes et n_colonnes sur um

corps K soient éguivalentes, il faut st il suffit gqut elles aient méme rang.

Il est immédiat gus la condition est pnécessairs,car si X et X' sont

-

éouisa},e:ates, el si u et u' sont les applications linéaires de i{d dang

¢ gui leur correspondent, on a u'=g-.u. ﬁ&' : o4 9 est un sutomorphisne

“:'53

\ "‘J’

de K et Y un automorphisme de Kf il en résulte que u;(éiﬁ} et

u*(Kg) ont mdme dimension.

Pour voir qgue ls condition est suffisante, nous allons vo 3ir que toute

Y

metrice & de rang r (r¢ Hin(m,n)) est equivalenie & la matrice Us=(p _

& 7 =2 = %
igigr , et K. .=0

2 #
o}

Dour




Pour cela, nous montrerons que, si u est l'application lindaire de Kz

dans Kd gui correspond & X , il existe une base (aj) de Kn et une base
(b ) de Kd telles que la matrice de u , rapportée 8 ces nouvelles bases,
soit identique & U

En effet, H:'&(O) est un sous-espace & n-r dinensions ds E{Z ; Boit G
un supplémentaire de H dans KZ , et prenons une base (aj) de Kg tellek
qu.e, pour 1 j<r , les aj forment une base de ¢ , et pour rH1 <j gn ,

une base ds H ( $1,th.5). Alors les vecteurs u{a.) forment une base
b g

J
de uf 2; - go 2 1<J<r ; oa peuit denc trouver une base (b, ) ds Kx;l
i a
dont .165 vecteurs dfindice L<r solent identiques zux u{a,) . Il est
&
clair slors gue U esl bien la mairice de u , rspporides aux deux bases

ainsi construites.

La matrice U est appelée mailrice csnonigus do rsne r . & & lignes

5 =

8t ©n colomnes, sur le comps X .

Matrices carvées senblsbles. Soit E urn module unitaire sur un snneau A

eyant deux bases régulidres (ai) et (Ei) de n éléments. Scit v un endo-
aorphigie de E ;| U et U' les matrices carrées correspondant 4 v,
Tapporiée respectivenment aux bases (a;),{2;) ¢t sux bases (a Yola, ) ;

N

8i P est la zzirice de passage de la base s,a,g} & la base (a,) >

o—-»e-a

résulte de 1z formnle (22) quion a

P

=

(24) U=2

D&F3 m.t:;;zn 5. *Oa dit gue dsux matrs.ces garrées X.L' d'ordre n sur

o &

%?«

un ag}:zag«.; & gyani un ¢lément zmité sont semblables. g'il existe une

matrice cerxrée imversible P dlordre n , telle gue

L o | - ’1
(25) g; = PXp
fvec ceite 4éTinition, on peut donc dire gque, lorsgulon raspporte

o)
Pl
W
]
3o
L
06
ks TR Lo
et f 7
(o
(€3}
&y
¥
beY
Y]
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Une autre interprétution consiste & considérer les endomorphismnes u
ot u' de A" qui correspoundent respectivement aux metrices X,X' , et

s}
1'autonorphisme ¢ de a gui correspond & la aatrice P ; la relation (25)

a
éguivaut alors & u'=<pouo<p'1 :
11 est clair, ici encore, gque la relation "X et X' sont senblables”
ezt une relation d'écuivalence dans l'enseable des matrices carrées
d'ordre n sur A .
—, Bemarguss. 1) $i on échange deux lignes {ou deux colonnes) dans
dﬁ une uzatrice carrées I , on obtient une umairics éguivalente & %

mzis pon geubiiskble & L sz générel. Cn obiient upe meirice semblsable

& X=(%,.} si on effectue lu gfue permutaiion ¢ sur les lignes
et les colonnes, clest-a-dire si on prend la matrics X7'=( %‘54} :
= <2
< - .« oom
o8 ' =% . . pour tout couple d'ismdice
= i3 “oli),o(d)

2% Deux nairices carrdes semblables sur un »8ns coros X ont

dvidennent néne rang, puisqulelles sont &guivslentes. iHals icl

N

cette ceadition nécs:saaire a'est plus suffisante pour que dsux

s

matrices sur K soient seiblables ; au chap.V, nous donncrons des
conditions nécessaires el suffissntes lorsque K ¢st un corps
cozzmutabif.

3) Soient X,:fi* deux aatrices carrées dlordre n , qui s'écrivent -

sous forme de "tablesaux diagonaux® de natrices carrdes :

fllé 8 oaa‘ G \ 'é’ Q -eec‘ g} ‘%
e - ! 1 \
-+ X ... 0 » 0 &Y 50y 5.
A= i : al= = ‘ -
s iz k&-.etolo.aa‘:uvu Anc;oeeeeeneeaeb : g
“‘ 0 < 5 %i £ ;;‘
- \5:3 = Q T e o .& > ‘3 U - &ec: X§ f
P 7o




- 4-')/ .
= correspondant & la méie partition de l'ensemble d'indices [1 ,n]

pour X et X!, Si, pour 1§i€p , 2('1 ot _J_Q' sont semnblables,
=1
1 B3  —
X et X' sont seibiables, car si Xi -I')'ixin,
P 0 ... ©

B
0

o ——
& & ¢ &6 ® ¢ &6 e o 0 0 0 0 & 8

2 o ¢ G
o O e ¢ o P
P

=1
, on a X'=PXP , avec

B=

conme il résulte ds la forazation du produit "par bloes® .

1. Matrice d'une suplicabion seni-linéaire. Soient A et B deux snneaux

o —>a’ umn isonorphisns

o

isomorphes, ayant um élédneat upité, et soi
de B sur & . 9@11::‘ touts aetrice X=( %}‘ ) sur B , on désigne nar Xg
la natrice (g ) sur A ; il est immédiat qulon = (%+¥)7%= g*:}iz_
fﬂ}c f (ax; =a X‘Y et (Za) i"j % (les opératicns éerites
étant supposdes avoir un sens).

‘ 3olent E un A-noduie uniteire & droite ay=nit une base régulidre
(a,), <igpm » T uB B-nodule unitaire & droite aysnt ume base rézulidre

(p.) Solt u une spplication goni-lindaire { §2,0°12) de F

1€ dgn s
dans B , relstive 4 l'isozorphisze ¢ ; si om pose uébJ: S a.a

o s s o i
11 cerrespond 4 u la tn.atrice 2 lignes et & colomnes (a 3) s & 816-

‘ments gans A i om dit encore gue c'est la astrice correspondant & u ,

rapportée sux b: £823 fbj) et (a,) , ot on la note- parfois M(u; gbj) (a i}').
Taries £\ 8y ,

Nm’

- 81 on ideutifie cowie dlordinsire un <leiwent x€F {resp. yek
avec iz matrice & une celonne foruée de ses coaposa. les sur la base

(’9 )} (resp. {a;)) , on a ici

4 g
26 . w(x) = U.x
U étant la a1airice corres epondant & u , rapporide aux bases (b.) et (2, ).

@
A- 2 3 4 z f
.- 501t C un iroisidne amneau isomorphe & B et & 4, g =8 un

i
phis:z de € sur B , G un C-nodule & ﬁI’G:;.'ﬂ&; sysnt vne base réruliérs



i

» My =

(ck)1<:k}<p . S80it v une application semi-linéaire de G dans F corres-
pondant & 1'isomorphisne 7 ; si V est la matrice correspondant a v ,

rapportés aux bases (ck) et (b,) (matrice dont les éléments appar-

J
tiennent donc & B), la matrice qui correspond & l'apnlication seni-
linéaire composée u.v (relative & l'isomorphisme ¢oT ), rapportée

aux bases (ck) et (a ) , est la matrice Q,Ec , comme il résulte de (26).

Soient (a;), (b') les bases duales de (a ) et (b ) respectivement
dans E! et F' ; on sait que la iransposée u* den eut une application
semi-linéaire de E! dans F? , relative & l'isomorphisme o ; de la

ve
formule (19} dn % 2 on Géduit aisément gue la natrice correspondznt &

VS 5 =1

u® , rapportée asux bases {ai) et (bg) est la matrice (U° )7 ,
-1 : | .
iransposée de la matrice U9 ', U étant l= matrice aui correspond &

rapporiée aux bases (BJ) et éai)
ﬁﬁflﬁg 8l {ai) est une seconde base réguliére do m élémentie de B ,
{533 une seconde base régulidre de n éléments de F , P (resp. Q) la
matrice de passage de (af) & éﬁ,) {(resp. de (b.} S (ﬁ.}}g la matrice
forres spondant & u , rapportée sux noLvelleg bezes (b. } at (@E) egt
y=2 09 ,
comme il résulte des formules (19) et (26) .

Exercices. 1) Soit A un anneau ayant un élémemt unisé, QLi)
Vil
{(1<1i<p) une partition de 1l'intervalle i@,ﬂ} de N . On met

woute matric

@®

carrée X d'ordre n Jur A , sous ls forme d'un

=

tableau carré de matrices (X, ,) correspondant & la mére partition
193

QL: de l'ensemble commun des indices des lignes et des colonnes.
a) Hontrsr que les nmatrices X pour lesguelles le tableau {;i%}
19

n'a gus des zéros su-dessus de la disgonsle {clest-a-dire sue

f(




o
(T
Moty
fads
piae

T o~
msirices carrées d'ordre n sur A . Commnent peut-on caractériser
les endomorphismes du module'Ag auxquels correspondent ces matrices?

b) Si chacune des matrices diagonales X.. d'une telle matirice X

=ii
est lnversible, montrer gue X est invarsible, et que £-1 est
encore un tableau de mailrices n'ayant gue des zéros au-dessus

de la diagonale. Lorsque A est un corps, montrer que cette condi-
tion suffisante pour gque X soit inversible est aussi nbécessaire.
2) Soit X une matrice & m lignes et n colomnes sur un corps K ;
montrer gque le rang p(X) est le plus grand des rangs des sous-
matrices carrées de X (soit p(X)=r ; si a 42°°:8, 800t r colonnes
de X formant un systdme libre daas Km s €L 8i on compléte ces

»

r éiéments par n-T des veciteurs de ia base canonique {e,

1igm
m

s KQ , montrer gque les composantes de aig&g,..‘gar saz_las

r sutres vecteurs de 1l base canonique forment une natrice carrée

[t

nversible d'ordre r ).
3} Scient X,X',Y,¥' quatre matrices carrées d'ordre n sur un
annaau ayaﬁt un -élénent unité ; on suppose en outre que g:ggit
inversivle. Pour qu'il existe deux matiices carrées inversibles
P,8 telles que X'=PXQ et Y'=PYQ , il faut et il suffit que
X' soit inversible, et que les matrices §§=1 et g}gf‘f. soient
semblables,

34. Algebres.

ition dlune algdbre. Définition 1. Btant donné un znneau commutatif A

)

z

gyant up éelement unilé € , on appelle alglbre {ou systdme hypercomplexs)

o
o
|
e

bn _amnesu 8 opérateurs E , dont 1s loi externe s 1%smnesu A

pour cusomble d'opéra ev?sﬁ et définit. avec 1'sddition dans £ , une

gw:»

structure ds A-module vnitairs Sur .




M

A
- VY =
En d'autres ternes, une algdbre sur A est un anneau E muni d'une
loi externe (notée multiplicativement & gauche), ayant A comme domaine

d'opérateurs, et satisfaisant aux identités suivantes :

(1) o xty)=ax + ay

(2) (a+B)x = ax + Bx

{5) {(a8)x = a(Bx)

(4). £§X = X

(5) | alxy) = (ax)y = x(ay)

(ach, 6€6A4, x€B, yeE)

On en déduit la forzule générale de disiri

(6) (Z oz N2 8,75) = 2, (g 80(x;55)
F & f (,‘/
Qgié,é. i P,EA , X, ek, y . €F) .

Exzemples. 1) Tout anneau B ayent un 8lénent uniité psut &tre muni

e

d'uns structure d'aslgébre par rapport & son gentre A , le ccmposé

dun opérateur zg¢c A ei d'un élénent x¢E &tant ls produit
zx (=xz)} pour lg multiplication de 1l%anneau.

2) 81, sur un amneau quelconque E , on comsiddre 1a structure
d'anneau & opérateurs définie par la loi externe (n,x} — 2.x ,
of neZ {chep.I, $8), cette structure est une structure
dialgebre par rappert 4 ll'annesu Z .

Sur une algébre E ; la structure d'anneau & opérateurs opposée &
cells de £ esi encore une structure d'algdbre ; on dit que E , muni
ée cette structure, est ;*algébre opposée & l'aigébre donnés.

8i on restreint la loi externe d'une algdbre E sur un annesu A , &
un gous-auneau B ds 4 (ayant ~8ne élé&ment unité que &), cette loi
définit {avec la siructure d'annean de %) uvne mouvellie stiructure

d'algébre sur l'ensembie E , structure qu'on sura soin de distinguer

)

s £ = + 38 2 AR % = A Arna s 3 2 g
de la structure d'slgebrs ayant A comnme domaine diopérateurs
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Remarques. 1) Nous aurome plus tard & considérer des structures
algébriques définies, sur un ensemble -E , par la donnée de deux
lois internes et d'une loi externe ayant un anneau commutatif comme
ensenble d'opéraieurs, tous les aiiomes des algébres étant vérifiés,
& l'exception de l'gssociativité de la multiplicetbon dans B ; par
extension, un enseamble muni d'une telle structure sera dit
"algébre non associative® .
2) On pourrait tenter de généraliser la déf.1 en supprimsnt ls

P

restriction de commutativité faite sur l'annesu dlopératsurs 4 ;

mais en fait, si on se borne au cas f[le plus intéressant en pratigue)
ot toul &lément de E est égal & un produzit de deux Sldments de B
(entrement dit, le css ok B.E=E , ce gui a toujours lieu, en

particulier, lorsgue E possdde un &lément unitéd}, cetite généralisa-

tion ne serait qu'apparente. En effet, pour acA, 8cA

)
M
N
tm
@
(48
=

on a, d'aprés (3) et (5)
(a8)(xy) = a(Blxy))

et dfautre part

(8a){xy) = B(alzy)) = B((ax)y) = (ax)(By)
d'ch {aB-Ba){zy)=0 . Comme par hypothése, tout élément de E se met

]
]
#

a{x(B8y)) = (ax)(By)

sous la forme Xy , on voit gue 1'idéal bilatére {?’é@ A engendré par

les éléments aB8-Ba , est conmtenu dans l'annuiabeur ¢ ¢du A-module

E ; or, i1 est clair que A/{; est commutatif, domc il em est de
281e de l'saneau A/bz :(Ag{; Zf(LZ/{;=) ; 81 on passe de la siruc-
ture de A-module sur E & sa structure mommale associée, on obtient
sur & une structure d'algdbre par rapport & A/dL , qu'on peut

assiniler & iz structure donnde.
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11 arrivera souvent qu'on ait & cousidérer, sur une algébre E ,
une structure de module & gauche par rapport & un sous-annesu
;Ei~ non comnutatif B de E ; on se gardera de croire que B soit une
algébre sur 1l'anneau B

2. Bases d'une algdbre. Table de ¢ de multiplication. Les algébres les pluas

intéressantes soat celles gqui, considérées comme modules par rapport

& leur anneau d'opérateurs A , adnettent ume base régulidre par rapport
& A (321,098) ; clest toujours le cas pour les algdbres sur un gorps,
qul socat celles gu'en rencounire le plus fréquemnent.

Uans une algébre E aysnt uns bass Téguiidrs par rayport & son annesu

d'opérateurs A , la nultiplication est bien déterminde gi on connait,

e
2

d'une part ia multiplication dans L'anneau A = et d!'autre psrt les

~ broduiis deux & deux des éléments d'une buse régulidre de E : csl
résulte de la foraule (6). Si (a{_}&éz,QSt une base régulidre de E

- par Tappori & A , tout élément de B s'derit d'une seule manidrs scus

s = < s 14 ‘-ﬁ o A,
d*une combinsison linédaire %_, G A8 5 le calcocul du produit de
<

léments de B est ramené & ceiui des produits a, &gé’ et conme
£

B

o

Eﬁ o

i &
13}

th

{n

o peul &crirs
iz connaissance des 418 meuts»?& eA qui figurent dans ces rslations
dé*ermime complétement la multlpllcatlon fans B ; on dit gue les

<

ralat;ons (7} constituent la table de muitlgllcatlcn de 1a base

- Témlidre ga ) considérée.
Co noa vieat de ce que, dans le cas oﬁ l'ensemble d¥indices L est
un intervalle §1,a§ de # , en 1mag;ae les relations (7) éerites

en disposant lez seconds mexbres de ces relastions en un




LR

o
=)

e
L]
e
com
D rep | POD supfoem P cmpliiey cmfcar comfoen v e vew

o
b

©

vanf ovn com fvan

o

tazsl e vemp f vem
volie camfoas senfren e

X
tey ctevfoas cmofeas dew]

(]

TR Y

venfirem rem |}
vapflcen ted e

o] rem voeofean

.
omd cemfjoan D isom "W s fiveni vl vew taml oy S loum omp
L
-

e semicc® caofrem 1w Tliop covfomn rewfoen twfior oo

bran cemlf com

a4

om

élant entendu que 1l'élément qui figure dans la ligne de

colonne de aj est la valeur du produit 2;8

j

e
&: ©%
i E

Les éléments ¥}§LQ qui figareat dans les relations (7) ve sont pas

arbitraires, car om doit avoir les relations G'associativité

(3} (&Aa )a a)‘(a a,)

1

quels gue soiemt les indices A » £ 5 0 ; dtaprds (7), ces relaitions

éguivalent &

¢ ) - =2

»9) 'z?: YJ\‘#'D'?Q&G' = é?; Y}_QQ’YP.?Q
cuels gue soient les indices ) , b0, 0.

Béciproquement, supposons donnés un A-nodule unitaire E , tne base

L3

régulidre (a)& J ds B , et une famille (YA. 9) d*éléments de A satisfai-

sant aux relations (Y) ; on peut alors définir une multiplication sur E

sant = = =
ez;_v Posant, pour X Z §A A Y Z A8, » X J{g:?i‘_
ila vémf;c ation de la uls:,.mbutlvme de cette loi par ragpozi;

A

=

z.z; dans E est immédiate ; les conditions (9) entrafnent son
cité, %t par suite cette loi st 1'addition dans E 4&PF3 inissent

une siructure dlamnesu ; enfin, il est clair que la Ioi extern

<

¢&rinit, avec cette siructurse dfamneau, une structure d'algdbre par

g
£
fod
0
(&
o
¢ A
e
ey
L]
ke
L]
{a
Ly
o
W
£
O
b
ot
&3

ition dune algldbre est fréguemme:
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Un notera que les élézents !Apv dépendent de lea base réguliére
(aﬁ’) choisie ; en général, la table de multijplication change
de for.e quund on change de base.
5i 1l'algébre E est définie de lia maniére précédente, on définira sur
E la structure gpposée en prenant, pour la méme base (al ), la table
de multiiplication dont les constantes soﬁt ! = Y

Apv HAY
lier, pour gque E soit commutative, il faut et il suffit que

. En particu-

Y9 = Yy Quels aue soient A, ¢, V.

En d'asulres termes, la tabls de multiplication de 1l'algdbre

opposée de E {par rappori & la m&me basse) s'obtient sz prenant

{\...t

s pynétrigue ds la table de nultiplicabtion de E par rap

& sa%diagonsale pr;nci;a;e”° une zlgébre comautative ost
caractériade par le fait qus sz table de multiplicsition est
symétricue par rapport & sz diagonals.

De m8nme, pour qu'un élément a, de la base rémulidre considérie soit

x
élémeont unicé de E , il faut et il suffit que a,a,=a,8a =a,
quel gue soit A , c'est-i-dire que Y,

wd

=’{AE££=@ pour ®# A ,
et_ *{LU‘; yﬁz}&= € , gquel que soit A

Une algébre E par rapport 4 un corps X est un espace vectoriel par

rapport 4 X ; lorsque E 2 un nombre fini ds dimensions par_rapp@rt a kK,

: 1 F=
ce nombre se note {E: :K| , et s'appelle le rang de l'algdbre B per
rapport 4 K ; lcrsque E a we infinité de dimemeions, on dit encors

que scn rang est infini.

' esl un pous-corps de K , E est sussi une algdbre par rapport

~

; 8i {a; ) est une base de B par rapport & X , (¢, ) vne base de E

] ¢

it

0o

par rapport & XK' | ipyz;é} est une base de E par rapport
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Propogition 1. bi les rangs [E:K] et [K:K{] sont finis, il en est

de méme de [E:K'} , 6t on a

(10) [B:x1] = [E: K] [x:x1]

; r
Réciproquenent si {F-"‘] est fini, il en est de méme de {E:K}.gg LK:Kﬂ s

et on a la relation (10)

Sous-alg: bres. ldéaux.

Algébres quotienvs. Soit E une algébre par rapport
& un anneau A . Il est immédialt que, sur un sous«anneau gueleongue F

de lfanneau & opérateurs E (chap.I, §8,n 4) ) la stracturs iuduite

par la siructure dalgsobre de E est encore une structure dfalgdbre psr
rapport & A ; muni de cetie structurs, F est sppelé une sgus-slgdbre
de E . 81 4 est une partie guelcongue de E , l?ens%mble H des éléments
a b ra

de E permuizbles aves tous lee éléments de M , est une sous-algdh
5& 2 A{chap.l, $8,prop.2) ; en particulier, le ceatre de % cst une
il n'y a & pse & revenir sur la notion d’ldé&l {& gauche, & @r@ite ou
blla&éze} deng une algdbre : elle a &été définic plus généralement pour
un anneeu & opérateurs guelcongue (chap.I, §8,n %) .
. 8i UL est un idéel bilatdrs d'une algébre E (par rspport 4 un gonsean A)
;a structure d'anneau & opérateurs du guotient E/%i : est uns struciure
dfalgsbre par rapport & A , comme on le vérifie aussitbt ; on 4it

que Efé% ~ est i'algsSbre guotient de E par 4 .

4, Roprésentations. Soient E et F deux algdbros par rapport au méms sunesu & ;

oz & déja défini (chap.I, %8,3@8} les représentations e E damns P

rappslone gu'unos application v de B dans F est une représentation =i

)

sa f ot "'m's' f - - { 3 =& %4a 3 e 3 4 “ =
alxtylsu{zituly) , ulxgl={zluly} , vlax)=cu(x) CW W ¥

g
¥y
@
wy
2
LN
N
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On peut donc encoure Cire que @ eat une. re gra,sentation de E dans F

si elle est une z;plication linéaire du A-:odule E dens le A-nodule F ,

et ume reprcésentation pour les t"zﬁlti;'slicat;ons dans E et dans F .
Toutes les proprridtés des re:réseutations dlannoaux & opérateurs

s'sopliquent en rarticulier aux représen;;ations deoc algébres : si u est

une rerdseubaticn de E caps F , u(E) est une svus-ulgébre de F ;

e ="&(0) 8t un idéul bilatére de E , u(E) est isonorphe & 1l'al fbre

cuctient E/ '8 S ét u est cospusée d'un isonorphisme de E / VL Sul

P

u:'(?,;') et de l'hounosorphisie canonigue de E sur E/(}; gi &G ast uvne

e

sous-algébre de E ; u(G) est une sous-algébre de F , icomorphe & 1talge-

bre quctient G/(6 N ) et ausel & 1'algébre guotient (Gv-z;z}/u’z ;

53 B adiet une base rézulidre (e, ), unme re;résentation £ )
d:ms :: est entidreient ddter:inse psr les el;, rents & f(e ) ( $2,prop.3);

-

mwers went ; 1z domnée de ces ele rents oe‘ber.ulne une ag pl cation

fre

.llzaéa ire £ du Aw.:oo.ule E Gans xe A-: ‘odu.x.e F ; pour gus catie agg}.leas
mgn sm.t une re:rosentation de 1'alfebre kE dans 1° algeba.e F ; 11 faut

t'il 1815, u'agrés 3.“ foraule de dlstrlbatlvltu {6}, gut o ait

ii‘fz
vb‘)

Bﬁtl uezent f€eA ‘“,)sf(exl )f(e ) pour tout couple (1\ 3;&,) at indlues.

a..orsqae B possede un &léaont unite e ', itapplication @ —rae est
éwa reg csent-umon h de l’ameau A dzns l’alg_;a,bre E {4 étant considérs
eo e algdbre par ra; )port a lm-meue) si a.e-O ; 00 8, Dour t@at xe E
Gﬂ:ﬂfs{ex}?—__{ ae jz=0 , (mnc l';dea.s. bilatire oz h(O) de & n'est avk

Lslour { § ,;‘__‘4) d.e‘ E, et h{A) est uns _sou.sa lvebre de E —

- Lorsgue la structure de ;.,s;:aedale de B est noriale
o5t iz cas le rlas fr @.iu. at Gore les aﬁ:.;.;;;f’am@z;

n{A) est isonorpke & A ; coue cax»(aesﬁ X Gl m;;
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considérant donc l'anneau d'opprateurs A co';me une pous-algébre de E |

contenue dans le centre de E et ayunt 7m8ne élézent unité que I . Cuand
on eut fuire cette iuventification, on noterz que tout idéal de 1l'annesu
E (sans o;crateur) est ausei um idéal de l'algébre E {par contre un
Sous-annesu de l'ansecau B sans o, érateur n'est pas nécessairement une
sous-algébre de E).
Beiargue. Om & déja signalé (chap.I, §8) gue lorsgu'on considérs
gur un suseible E plusieurs structures d'anmeau & opéralevrs
(et en particulier plusieurs structures d'algdbre) symnt uéme
structure dfanmneau souc-jacente, il y & lieu de distinguer soigneu-
sement ins sous-algébres, idéaux, représentaticns, ebtec., relatifs
., & ces diverses struciures. BEn particulier, considérons sur un
~anpesu B, ceux structures d'algébra par rapport & des souc-abnesux
_;,”d;st;ncts A B de son ceitre, et soit o un éléuent de A u'apparienant
iw,gag_a B ; pour toute re;résentation f de E , considérée comme

”'aigéb:e sur A , on doit avoir fax)=af(x)=f(a)f{(x) quols que

£0it X €E ; an contraire, si g est une représentation de B ,
consldérée coaue algébre sur B , on sura glax)=gla)g(z) , uais
en général glax)#ag(x)

2. Produiis el somies directep d'alpdbres. Soit (& ) une femille d'algdbres

sur an;m§ﬂe anneau A ; il 98t iwnédiat que 19anneau & opérateurs F—‘T‘TE -
péééalt des E, (chap : = &8;n°101 ost encore une al&ébre sur A , gquion

. a@pelle l*aigebre prodait ées algebres B, ; Sontes les prgprleaés dss
ﬂradalts ﬂ?anneaax & optrateurs s’appliguent en gartlyulieA aux preduits
d'aibebre '

- moit F une a;géhru sur A , (F ) une famille de sous- algébrea de A ,

gaﬁln que ¥ , considéré comme A-module, soit soume directe (g 1,2°7)
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- des sous-modules ¥ ; par abus de langage, oa dit encore que 1'alpébre F

est gomme directe des sous-algdbres F . Hals, il feut distinguer
soisneusenent cette notion de celle de produit d'aslgébres : méme lorsque
l'enseable d'indices est fini, 1'algdbre F n'est isozorphe au nroduit
des pous-algebres F_que lorsgu'elle est leur cozposée directe (chap.I,
;§8,n911), ce qui n's lieu que lorsque les F, sont toutes des idésux
giigtéres de F , ou, ce qui revient su méme, lorsgue E P, = 30} pour
%;ozit couple d'indices distinets (chap.I, 38,prop.7). Il en résulte que,

si les F,_ ne sont pas tous des idéaux bilatdres de F , le loi multipli-

cative dans P n'sst pas entidremsn cterninde par les lois nultiplica-

tive d@ chacune des gﬂaSualgebres F_: pour la “utermine“ il fant

eavcix en out e comment ge mulviplient deux éléments agpaztaaanb deux

F mdlstzncts

6 Exauples dfa lgébres.: Z _Annesux d*eadomq_ggpsééa. Soit E un nodule &
wrgi*a sur un annesu A ay:nt ua eieaeat waité ; nous avens vu {£3) que
’enhaaale df(E) des enaozoryhlsmes de E est munl»"’une structurs
a‘anneau et d'umne loi exterﬁe U — YU ayant pour domaine diopératsurs

l-e‘

eentre ¢ de I'annesn 4 ; ccame cette loi externe et l'addition dens
&f(ﬁ) definissent une structure de module unitaire, et que d'autre pazt,
on a Y(uo?)—(YQ)aV = ue(yv) gquels gue solent veC et les enaomog@hls=
mes n et v , on voit qua g{?(E) est alnsi @uni &’une structure d’algébre
par rapggrt & G , ayant pour élément unlsé_l’agpllcat;om ;deatlgus,d@ =

@fsar,xuiembme.

Lcrcau le plus important csi celu; cd B est un module & droite unitairs

af uaﬂ base réguliére s u elemeate,; alors a{’(E) est isomorphe &

L*aﬂ&euu des agirices eafrees i’ordre I sur l anpesy A que nous dési-

P o

ga@r@;s par M ,(A) . Lorsque A est commutatif, .ﬁ%aéﬁj admet une base

e de p® 6léments par rapport & L , forade des matirices gij.,
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ot E&j désigne lo .aatrics carrée dont tous les élénents sont nuls &
l'exceytion de 1'élinent appartenant 4 la ligne d'indice 1 et la
colonne d'indice J , gqui est égal 4 1'6lément unité € de A . On dit
que cetie base eet la base canonique de .ﬁﬂn(ﬁ) . Su table de multipli-

cation est donnée par

(11) | EE, =0 sl j#h
Ei?gjk =& &
Li¢lénent unité L de M. (A) est égal & 2 s 1'anneau A peut
’ ord +
8tre identifié au sous-annesu des matrices al (@@gA} ;

7. Bxenplez dlslgdbres : II. Extensions guadratigues 4'un annesu. Soit A un

anneav comuutatifl ayant un élément uniisé. On gppelle sxisunsion guedra-

-

;i?ug ég_é_u@ algebre B puT rappord & A ayant une base régulidre

-~

gifie_ﬁaac # & un scus-sanesu de ¥ , l'éléuent unité de E étant iden-

tifié avec l'élénent Qﬁltb de A . que nous nolerons 1 . 8i u est le

) .(‘\

pecond &leésent de 1u base méguliere considérée, tout Sléuent de B

sléerit dope d'une seule aonidre sous iz forme atbu , oh ach et bEA.
G@m&a f.u=u.1=u par hypothese, E ¢si gomsuls L;;s et lz tsble de
maltiplication de la base (? ;1) est entidrenent définie par la

xi@nﬁe@ de ug P

'egt-gi-dire la relation

e
(12) vPsqutp  (ae4, BeA)

gu* d;f;Jut Lg ; les conditions d'associativité sony rswplia@ qvels

) saiant 2 et § , qui peuveni donc &ire pris arblarazrcm snh a;ns

LW'

e

. Btudlons la struciure de E lorscue A. est un goris de csracidrisitique

#2 ; 81 on reaarqus 4ue

4
’af

'i‘-",} ﬁoagﬁ.w&é’

PN
W
'“k
5’3
el
i
pe
8
i
4
3
..pﬁl
Py
&2
w‘
9;..
pey
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en faisant b=1 , a~~a/2 dans ce.te fbrmnle, on voit qu'on peut prendre

connie nouvells base de E les élémants 1 et v-u-'g , avec v°= ¥,
o& vyeh . Celu &tant, di%inéuons plusicurs cas :

1° vy n'est pas un carré dens A . Alers E est un corps ; en effet, ei

atbv#0 , on & (a+bv)(a=bv)=aa-b2§¢0 par hypothése, donc

g

a2-v%p
*

~ _EQ“__ ¥ eat inverse de é+b? .

Lorsque A est le corpa des poibres réels, -1 n'est pes uvn carréd
dans A ; les élénenis de l'exteuslsn guadratigue BE correspondant

a y=-1 sont appelés pombres coaplexes (c¢f.chap.VI et YLop.sdn.,

chap.V

= }%‘.

=20 v 8t un carzé~§43¢c prenons 2i0rs conne nouvelle base de E
TS A2 Smranta = i da ;‘E‘s < o = i == cﬂ:?i,, e A ‘2.,: 42.,, s
&%@imgge?zﬁ ; B est done goaposéd direct des deux corps a2, , A8,

“¥=0 ; ll'enseible H=Av est alors un idéal dans B , tel que

{l

(0), et l'algébre quotisat B /c¢  est isonorphe su corps & .

y

Lorsgue A est lo corps des moubres réels R, les &l éients de

l%alzebre E sur R ayant pour bazs 1,¥ tels gue vazu sont appelés

ponbres Jdusux. .

8 Exaﬁples G'al; gbres : EII at@?nisns. Soit A uu annsau caﬁmutatif-é?ant

vz bl&Jeut dﬂlues E une a15 bre sur & agvn% une base réguliére de

gggtre elenentsg égnt le pren;e* est ele'eat un&ue de E , gu'on identifis

L unité 1 de & |, et dant lesg tro ls agures notés j,k, 5

dts nres la tc}‘b};@ :
~ 3 323
s e =
F=k = £° <1
k= kg =4

o
e
£

h

P

A‘b‘ i
(]
ey
o

i
it
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On vérifie sans peine 1 ue cette table de aultijlication satisfait
gux conditions d'associativité ; l'algébre E ainsi défiunie, qui est
non conmutative si A n'est pus de carsciléristique 2 , est appelée
l¥glscbre des gusternions sur A . La base (1,3,k,{2) de E est appelés

iz base cznonigue de E .,

. - & - 4 o
L'algebre des guuternions E est isomorphe & l'slgdbre ovnosdc E

sur A . rour toul guaternion z=a+bj+ekﬂ}£, désignons en €fet par x
is quaternion a=bj»ck=d€r, yufon apps.le le cguaternion conjusné de x ;
1'a,plication xX-—»X esb évidemment une agpllcaugan lipnéaire biuni-
vaégé de E sur K° , 8t 05 & 3k-5=#~2= +kj = §?§), at on vwoiti de
ﬁéae gue k1 =0 ¥ s 43 =3.4._. Dorc. x 5% eat un isonorphisme

ds B sur E@ » qu'on peut susei considérer co=as un isomorphisue de

2

EY eur E ; on diil aussi guo clest un zubiasubomorphisie de B , st
en tant guiapplication de E sur E , il est identique & son applica-
tion récivroque. En outre, on a xix = 2z€4 s 6t xx:xx:ag+b +C *aé A
le produit xx est aussi appelé la norms du gisternion x , et noté
parfois H(x)

') 3 e 2 ' et 3 A S l %, P

Considérons eﬂ‘kQAtécaxépr e cas ci A est un corps, dans leguel
= = ‘; ' ; :
la relaticn %yg+r-*z =0 entraine x=y=2=%=0 (c'est ce qui s lieu

¥

par exemple dans le corps () des nombres rationnsls, "cu ls corps R

1)

des noubres éals?é ; Voir chap.V1) ; alors l'algdbre des cuaternions

E sur A4 est un gorps non comiubstif, car les relations xx=xz =E§z)?

<

pour tout x# wans B, nontrent gue x sdmet un inverse x°qz X _
| , ¢ interse (6]
dane E .

On notera gue les éléﬁ&ﬂt&. atbj {resp. atck, aﬁd{fﬁ dge I forment

slors un gous-cerps cozmubsibif, extension guadratique de A corres
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9 Exenples d'alggbres : IV. Algébre d'un groupe. Soient A un anneau

commutatif ayunt un ¢éléuwent unité, § un sonoide (chap.I, §1), que nous

(8)

noterons nultiplicativenent. Considérons, dans le a-module E=a

soame directe d'une famille (A ) de modules identiques & A , la

neg
base canonigue (eu} (nes) ; on Géfinit sur & une structure d'alpdbre

pgr rapport 2 A en prenant pour table de multiplication de la base (eu)

Bn offet, les conditions d'associativité sont satisfaites, car on a

=6
abec abe

tion dans S . Lialgébre ainsi définie est gppelés llalgibre du 1onoide

(eagb)ecze =g (ebe ) dfaprés llassoclativité ds la multiplica-

,“ rclat;ve & l’anneau é

RO

L’a plication. u->e, de 5 daus A( / {anuni de ls. —ultiplication

seale) est évideaneni un lsgmorphisme ; aussi ilcentifie-t-on § avee
ﬁgfbése canoalqae.{ez). autresent ait, tout é&lémont de,l?algébre A(S)
.é“*g it dluns maa;ére et d?uze sevle sous la forme ég;s a esvzggsgég).
§;;$:e t commuiatif, il en est de udme ds l'algébre A(a) ; £ sduet
ééﬁéle ment unité e , e est également élément unité de l'algdbre A(S)
éi T est une partis stable du monoide 8 , 1l'smsenble des éléme ts de
Aié) de ls forme ;%}T o..5 est une gous-slzebre de A(8) , isomorphe &
l'élgébre A(L) du nonoide T s @t qu'on identifie avec cette deralere

Toute reg*esen ion f d’ua nonoids S dens un zenoide 59 peut 8tre
preiengee q?uae Janlére et d‘une seule en une repxesentatlon de

}i%%%éare‘ A?B} daus 1'algdbre (3°) - en posant @(ééfé S.s)«é%% agf(s)
t~Si naintenant g sst}u&e eprcsemtatésn de ;?anneau—é sur un aaneau
conmutatif B , or définit une xegzwsantaulca h de iz stiructure dfamnesu
{sa&s oggrdtparg de 1t aigebre A‘S> du ménoids § relative é_l’aﬁnééa_& >
§gr_;a structure d'annesu de l'algébre B(S) du Aggg,ﬁ@n@ide 8 relaiive-

. e - = = = 3
&,llanncsu B , en posani W( Tz a..8) = 2. (e ).s
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Bi 0 adiet un élcent units, de sorte que A juisse &tre cousidéré comme

sous-anneau de A(S) » 1a representation h est un prolongement de la
représentation g .
Les nlgébres de monoildes les plus 11 ortantes sont les slgibres de
groupes (relatives & uvn ggggg) ; nous les étudierons au chapitre VII.
Exercices.- 1) Soit X un corus de caractéristicue 2 , % une exten-
sion quadraticue de K , ayant pour base 1 et v , avec u2=quﬁ6 2

Hontrer gue, si l'éguation %°-ax-8=0 n'a pag de rscines dans K |

E ost un corps ; si elle z deux racines distinctes, E est couposé

-+

Girect de deux corps isornorphes & X ; enfin, si elle s une seuls

-~. - racine {ce gui n'est possible que pour a=0), B est isonorphe &
3 S : Z = £ : : : R £ it Lo 3

.. 1talgebre ayant pour base 1 et v , avec vgzﬁ .

- 2) 8i A est un saneau commutatif aysot un §lément nniéé, et de

caractéristicue #2, le ceutre de l'algébre des quaternions sur A

= est ;éenzigue & A . ' . o

= §)YS§it:K un corps comautatif, de carsctéristicque #2, etidana _
;éggé; silest le carré d'un élémeni ie;K;;_montrer_gue l’algébre
des quaternieas sur K est isonorphe é 1'aléébre des 1“urbces dfordre
2 sur X (comsidérer la base éguivalente 8 . {1,3,k, L) f@rmée des
Slézents «g( +13) , %{1 13), w(k+if) 52&1: 14y .

&) bclt A an annesi uUaﬁdbdtai de caraciéristigue av; ayen ant vn
a;b,egg aaéte. dontrer gue 1-¢15 bre des qﬁgterni@ns sur A est
cornubtative st p@ss&de tne Pase (éaaﬁ,e fez, wesle qa@ gaeg ? =0,
948,783 1 €,9;=€,8,=0 . . e |

5J Seit K un corps comubtatif de saractéristicue #2 ; soit E
‘algebre sur X sy:nt uns base de quatre clénents 939?,'5_(? &lé-

ment unité commun de K et B), avec la table de ﬁulti;licatioa_,
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PP, fP=et, gk=ki=d , k€= fk=-3, £3=-3f=-k .
dontrer que E est isonorphe a4 l'algébre des wmtrices d'ordre 2
sur X {considérer lz nouvelle buss %(1‘*‘3) s %U"J) ’ %(k.—kf)
Fk-4))

6) Soit K un corps conmubatif de caractéristicue 42 : soit E
1':1g8bre sur K ayant une base du guatre élémnents 1,j,k (1 élément
unité comnuun de X et k), avec la table Ge multiplication

oty wael il drey o Pl

HMontrer gue E est conposé direct de cuatre corps isonorphes 8 K
{considérer la base de £ formée des élénents (1+ej){(i+e'k) , ov

€ ot ¢' sont égaux & +1 ou -1)

&
{:l»
»
o
o
O
o
D
e
5

Liglgébre & est 1lialgebrs (ralzmm & k) du pr
groupes ‘yc?ih os dlordre 2 . Généraliser & 1'algdbre du groupe

‘f’»rcduﬁ ds n groupes cycligues ci?erdre 25

) Le grouje gusternionigue ):é (chap.l, &b ,8xerc.20) est isomor-
phe au groupe des huit qﬁaternicna 4 il tk j;f ~ ¢ans uns
algebre de guaternions sur un corps de caractéristiqué F2 .
dontrer gue ;ﬁalgébre E du groups g sur un corps K de caractéris-
tigue ~ #2  est 'composée directe de quatre corps isonorphes 4 K et
dae }.‘a}.&,ébre des _qgatarﬁiens sur X (si ¢ est l'élément de ;? gui

correspond & -1 cans 1° ison@rpnie précédente, les . léments de Q

2

peuvent s?écmr@ e, sdsk A ,e eli,ck czﬁ considérer ls base de B
§f¢r;1ée des éléqenis %\eé*c, 5 «giefa} - % el z{ﬁ@)k -
fe-c)k , %é,@éfc.}é He-c)f ) . ‘

- 8) Hontrer gue 1! u.%ebre B Gu grovye dicdral J""n diordre 8
{chap.I, ;éa exerc.20) sur un cor: S QQ””.}‘E&.L X de caracidristicue
3-,&2 , 98t conposé direct de quatrs corys isomorphee & K ol de 1'algd-
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les deux gér rateurs de EDX

alpd (0<ig<3 , 0<jg1) ; considérer ls base Ge E forade des

s Les 6lérents de ff)g sont de le forie

$1.ents -(e+a ), 2(9- 2), z(a-i-a )5 %(a-a}) , et de ces
cuatre élements ultipliés & droite par b ; utiliser l'exerc.5).
idontrer de mme que 1'alsdbre F du groupe diédral ﬁ)é d'ordre 6
sur un corps I de caractéristicue #2 ot #5 , est couposé direect de
deuz cor;s isornorphes & K ot de 1l'algébre de natrices d'ordre 2

sur X ({(comsidérer ici la base de E forade des &léients etats™ -
2

ata”-2e » &-2 , et de sces trois éléuents multipliés & droite par [

9) Scit & un groupe, H un sous-groupe distingué de €. Hontrsr cuse
£ %
2(6/H)

i'=l; ébre de groupe qu groupe guotiont G/H relative &

un annesau A , esl lisciorphe & 1’algdbre guotient A“‘})/szz, -

o % est 1'idésl bilatdrs de 1'algebre de groups & ; @nsendré
par les éléucuts de la for:;;e ts-s8 , o& ¥ parccurt ¥ et 8 parcourt G
*a 0} Soit E 1a uOﬁ"‘&lg_,ﬁbre te l'algébre des wmirices dlordrs n
BUr un snneau A w;. =nt un élément unité), foride des satrices
<G'ij) telles que e’ifg pour 1KJ , et. % tn $+h =, pour tout
couple d’indices tol que i J , ot tout entier b {tel gue
Hhn et jthgn) . Hontrer que E ¢ esi isomorphe 2 1%alpdbre

cuotisnt de 1! aq.ucbz*e Alx] des polynoames d'uvne indéterninée

in

ur A , par 1'idéal prigeipsl éz J de AEXLE tu =




