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LOIS DE CO4POSITION

e

§ I. LOIS DE CCMPOSITION RELIANT DEUX ENSEMBLESa

= R D D o S e T

Nous considérerons une théorie mathématigue gqul comportie
deux ensembles fondamentaux gD et /%% et dont la structure est
donnée par une fonctiion définis sur 5? % ?ﬁ et & valeurs’

-~

fonction s'appelle une loi de composition

=
= "@ 5 s
de I % 75% , nous désignerons par a T a 1l'éiément de ¢ gui
S = o e ® ot a3 & Yoge e s
ilui® correspond par la fonection en guestion. On l'appellera le
T
composé de o et de a .
7=
L4 o - Lol s - 7 e : o f =
o étant un élément fixe de | , 1a fonction T (x} =067 %
a.
e el e 3L e e 2 N
ept une fonction définie sur ¢ et & valeurs dang ¢ , ou, si
- e Laaeian . > N = : <
on veut, une application de ¢ dans ¢4 . Un voil donc gu'a

ot

Inversemen

-
. e
z & ¢ e T - - ae ey e R X 578

a & § fasse correspondre une application £ (x) de ¢ dang

M s
Luil-mens, 1o
e, m
i
- D) Lo % .
de et &léments de é , donnée par la formule

T R o ¢
a7 oz~ T [x)
(:/ s
%

A étant une partis de ¢ , nous dirouns gue & est inveriant

= 1 Bl lanl
par les opérateurs de ™~ (ou plus simplen i i J
par les operateurs de | \ou plus simplement invariant par [ )}
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lorsque les conditioms a € §> , X € A entrainent o T x € A. Dans
ce cas la fonction a T x, dont on restreint le champ de définition
aux couples («, x) € §>zﬁ A est une loi de composition entre &1lé-
ments de 53‘ et de A : la structure définie par cette loli de compo-

i
sition est appelée la structure induits sur A par celle de @ -

Il est clair que si ;ﬁa est une famille ds parties de 2§W

invariantes par fj , llintersection des ensenbles de é;%’ est, en=

i : )
core invarisnte par | .

4 ¢ Py YA
B étant une partie quelcongue de 5“ , 80

ie toutes les parties de ig% invariantes par
2o e e L0 B ot .
B.A est invariant par ¢ 5 “QEUlGﬁb i et es

= o
AE A - o S = js j SRR e S = 2 et e e o f St TSI T
autre partie ds bV~ invarisnte per | et contenant B : cfest pour-
bal . ]

et _Con-

S T

guoi on appelle A le pius petil ensemble invariant par -

tenant B. On dit encore gue & est la partie engendrée par les

éléments de B ou que les élémenis de B forment un gisieme de zéné-

rateurs de A ou gue la structure induite sur A est la structure
engendrée par les éléments de B .
™ A L Q;““‘ £ e e 3 = e e e :
De méme, si 2. est une partie 0e ; ia Tonetion o T X,

on restrsignant son champ de définition aux couplies gui appar

= A
2 S < ¥ aérinit une loi de compositi e
e géfinit une lol de COMIOSitiON €Bvre ciclelve U 7

2 . A
aizis e 3 oy = 5 a8 Sl e ; :
et éléments de 4 . On pourra avoir & comsidérer des parties de vy

qui sont invariantes par /2

¥ Ee o« » . 3= 20, i
, sans i'Stre nécessairement par |

Considérons maintenant un second enssmble < admettant encore

@’ pour dﬁmaine dlopérateurs. 11 exists domec une fonction o L &
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 Considérons une application f(x) de T dane ? . Nous di-

rons”que ci;;ette application est une homomorphie de ’f’ dans @;Z 8i
l'on a po";;x,r tout couple d'éléments o & gﬁ , x £ o >
flaT x) = a 4 £(x)
Si de plus, £(x) est une application de o sur ¥ , onm
parlera d'une homomorphie de 4 sur (ou ayvec) %«7 :
La donné de f£{(x) définit une décomposition de U en classes -
donc une relation d'équivalence %x<CO x!' " qui sera vraie si et

seulement si f(x) = £(x'). Il en résulte que :

74 & m -
o Stent un Slément de [© , la welstion x o x' sotraine

&T 2 & T x*.
Inversement, nous dircms guluns relation d'éguivalence

" xe2 x' " entre éléments ds est compstibiz &avec iz loi T
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si la condilioun prédédents Supposens qu'il en soit
aingi : scit g lfensemble des classes d'équivslence déTinies
par la relation en question. “ff étant l°'une de ces classes, tous

gont équivalents entre eux

g

les éléments & T x (pour x ¢ P
et appartiennent & une méne classe que nous pouvons désigner par
a T "@ . Nous avons donc défini une loi dv composition entre
éléments de P ‘é‘a‘;; éléments de @Z ; s plus, l'appiication de /f’

-

: 2o ; aofe o i P
sury @ guil & chague élément de f faif correspondre lz clzsse

& laguelle il gppartient est une homomorphie de % gur £,

La structure définie par %Z et par lg loi de composition

> ) 2 .4 A A 2 = s
gue nous venons d'indiguer s'appelle une siructurse-guotient ds é .
Soit maintenant £{x) une homomorphis de f Y gur un ensen-

'x.f ¢ 2 “ - 0 7 > -
ble % structuré par une lol de composition désignée par le
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signe L emtre éléments de [ et de ?;yi Lg donnée ds f£(x) définit
dens Y une relation dféguivalence compatible avec la loi T , dome
sussi une structure guotient & de Y. 1La valeur de £(x) ne dépend
que de la‘claﬁse‘ﬁf € ‘5? & lsguelle sppsrtient x : on obtient sinmei
une fonction %? € définls sur %Z et & valsurs dans ¢¥?/3 gui
est évidemment une ispmorphis des structurss £§Z at ngf

Disong qu'une structure %?ﬁ définie par vne 1ol de composition
entre élémentis de §> et ¢s C%Zfesﬁ homomorphe &4 § e'il existe ume
homomorphie de i?k sury %Z/ : nous avors le théoréime suivant :

Toute structure homomorphe & ’Zﬁ’ sst isomorphe 8 upne gtructure-

guotient de f%y

loi de composition a 5 %W . Soit Bang} la relation entre &léments
e Y aqui s'exprime de la manidre suivante : %€ , %) étant les
classes de x, ¥, la proposition R(¥ ﬁﬁgfd eat vrais. B{x, 7) est

une rslation d'éguivalence enitre Elémenie de T. m sffet, %, ¥, 2
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dégignant trois &léments d:s

a) la proposition vraie T( %€ , 4 ) entraine R(x, x) ; b) la
€
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y) @st compatible gvec la loi des composition &T =.
En effet, si o € {? , la condition R(x,y) entraine B( % , %},

donc gussi R (aTH , a T A ) qui entraine R(a<F x, a T ¥).
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5 .
Ceci posé, les relations (% , %), B(x,y) définissent 1'une
une structurs guotient % ds _% , 1ltautre une structure uquctient
% de r . Les structures % } @Z/ sont isomorpheg. En effet,
%X étant dans 7}& , et @ étant la classe (par rappért & la rela-
tion " x~0 y " qui définit % ) qui contient x, désignons par
£(x) la classe (suivant la relation R) d'éléments dg;m%z 4 laguelle

f est une application de UV sur %ﬁ % é&tant un

oo

appartient %€
4lément de @ ; choisissons un % & % tel que ¥ ¢ 92 ot un
x € if’ tel que x € % : on a flx) = fﬁ , donc £ est une applk-
cation ds ff" sur @ . On g

£la T x) =a T £f(x)

donc T est une homomorphis de 755 sur % . Comme dlsutre part, les

- o

conditions £(x) = £(y) et B(x, y) sont éguivalentes, £ définit ume
isomorphie de% avec %
On remargueras gue la rel lation x Iy sntraine R(x, 7).
&nverseememm s0it R(x, v) une relation d'éguivalence entre
giéments de {fp compatible avec laz loi de composition oFT x et

L

telle que 1la relation X ey entraine R(x, y). Alors, les condi-
tions R(x, ¥y}, X e2 %', vy oo 3! entrainent R(x', 7') ; en effet,
les conditices x mo x', B(x, y) entrainent x! e~ x, R(x, y) et
aussi R{x', x), B(x, y), donc encore R{x', ¥y} ; les relations
B(x', y), y &2 7' entrainent R(x', y) et H(y, ¥v'), donc sussi
R(x% v?! ). Hous pouvons définir une r@iaman R z fy J entrs

Ve

léments de ? qui sers vraie si et seulement si les conditions

\

N

x &E® ,3 € ﬁ% entrainent R(x, y). La relation B est une
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relaticﬁ d?équivalence. En effet : a) les conditions x ET ,ye
entralnent x ~s y, done RB(x,y), donc B(® , &) ;: b) (& , 2 )
entrafne, si x € ¥ , VER , R(x, y), donec aussi R(y,x) et
ﬁ(% »€ ) ; c) les relations H( € , OF R(%-, 2-) entrainent,
sl xE6%® , 7 € , 262 , BR(x,y) et R{y,z), donc aussi B(x,z)
et R(% : F ). De plus, la reletion R est compatible avec la loi
de composition a T® : car les conditions X &€ ® , V7 & B
E%‘%T, %-) entrafnent R(x, y), donc sussi R(a ¥ x, a Ty) et
R( aT® o T%«},

De plus, si & partir de la relation B on reconstruit par le
procédé indiqué un peu plus haut vne relation entre &léments de

@fb on retombe sur B .

1 résulte de tout ceci gque :

2}

Les structures-guotient dfune structure guotient

définie par ure relation %"x oo y* gont isomorvhes aux structures-

5 ; AR A e 5 .
guotient de ‘f défimies par les relations R(x, v) qui sont des

relsotions d'éguivalence compastibles avec la loi ¢ et gui sont

des comséguences de la relation "xe&ad y? .

@"

II. LOIS DE COMPOSITION DaNS .

Un intérét pasrticulier s'attache au cas dans leguel on g

o
§

élénmente de Z(“

= ¥ . On a dens ce cas vne loi de composition X y entre

Hous avons d jé rencontrs plusieurs exemples de za,z‘eilleﬁ
on
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iois de compositi 1%expo-
iation sont des lois de composition dens l'ensemble des entiers

naturels.




=7 =

%g désignant un ensemble gquslcongue, soit Efa l?enaemblé des
applications de %? dans %? . f(x) et g{x) étant des applications
de %? dans %? , i1 en est de méme de f(g(x)). Cette nouvelle
application est sppelée le produit des applications f et g el se

désigne par fg. Cette multiplication des applications est une

ﬂy\v

lgi de composition dans |/ .

Ff\\’ P ° <. < z z £ 9 ra
/| désignant un ensemble ordonné, x et y étant des éléments

= - :
de Z%’ , on a ou biem x < y ou bien ¥y = X. Pogons dans le pre-

o5
G 4 : T wqes ( .“,.n} e e ~ -f 3 ey o i/_; o o n‘n"f,'{» 7~ { XF “l 1
mier cas borne (x, y) = z et dans le second cas borns (%, ¥v) = ¥.

s

5 < ; ; : 5 = P e
Nous avons ainsi défini une loi de composition dans g . On

définit de mdme 1'élément borme (x, y) comme égal & y dans le

premier cas et & X dans le second cas.

A
4

&

.r

8%

un ensemble guelcongue, aoit‘jg lfensemble

étant un engemble structuré par une loi

de composition ¥ ,

desg fonctions

définies sur %? ot & valeurs dans ¢ .  f et g désignant deux

# s o o -;'
éléments de éjg , la formule

~
B % = e e S N3 Lo w 2 %’(’ 3
YKy B LqXj ¢ EvX) \pour wouLt X & ‘”L’;/ J

Sl n L e e e e o T e P

definit vun nouvel 8iément b € =~ que l'on désigne par I T g :

= 4 3
Tt : . 5 77
nous oblenons ainsi une loi de conpeosition dans o
) - &L

bz R :

& S s 4% < o g s . 3 e o TPt o vy ie P ' s e

o # , 1l faut se gsrder de confondre cette loi de composi-

4 ’ r4 & m A = =l 3o & e 7
€j4 définie ves applications de ¢

-

R o . ;
80it ¢ l'ensemble des sui

!

¥

¥nfin, comme deranier exemple,

@

5 1 &1 dmanta dlun ansenble - 5 } B g - y
fipnies d @lemwwuu d'un ensemble {5 . Soient 8§ = (E 3%y cc0,Xy 4)

in

88

&

et 8! = {xgg z% so.0y, X! .} deux de ces suites. Hous pouvons

partir de ces suvites en ceongtruire une nouvells
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y = n w % S
8s {XO, K e0ee, Xn+n’=1) définie par les formules

x = x 8i n; x® = xt¢ si p n
B p<’pp=~:ﬂ L2

Nous dirons que la suite SS' résulte de 1a Juxtaposition de S' &

la droite de 8. On désigne souven:t ls suite 58! par la notation

N

& 9 ° o i3 o & 2 & &
(xo,xi,aeoax _q2 XL xi,,.&,xgvaﬂ). La Jjuxtaposition ainsi définie
est une loi de composition dans l'ensemble des suites Pinies.
L'ensemble J° étant structuré par une loi de composition T

entre ses éléments, cette loi permet de définir de deux manidéres 4

comme domaine d'opdrsteurs de lui-méme. a &1
on peut en effet lui faire correspondre les fonctions
T e . o L s
t(7l=aTy ; gly)=37Ta
a
qul sont toutes dsux des applications de ?f’ dang lui-méme. (s
fait introduit quelgues complications dans les notions de structure
induite et de structurs quotient.
i ) . 5 e 3 ‘ﬁcf}" a2 ST 3 S
A étant une partie de § » ous pouvons, pour définir pne

structure induite sur 4, dis tinguer plusieurs cas :

4 Cre o S - e = z iy o Ay D Z p
l a. 51 les conditions x € Y~ , a € & entrainent xF a & A,
e s o g 2 S - ; o
on 41t gue A est inverisnt & gauche bar ies opératsurs de 4 .

S X T () it 3 2 o D e T . T = e
on dit que A4 est invariant & droite par les opérateurs de ()

Dans chaecun de ces cas, il existe une loi de composition entre

clénents de ﬁ?ﬁ et de 4, d@f&jie dans le ces 1 a. par ls fonction
fzgg}, dans le cas 1 b. par gx(v
Zab Dans los cas brecédents, ?? Be trouve défini comme domaine
‘opérateurs de A. Mais on peut sussl chercher les cag dans lesqguels




Ao

- & -
éléments de A. Pour qu'il em soit ainsi, il faut et suffit qué_
les conditions x € A, y € A entrafnent x T y€ A . On dit alors
que A est fermé par rapport a 1la loi T . Il est évident gue
cette condition est remplie par toute partie qui est invariante
&4 gauche ou & droite. HMais la réciprogue nfest pas vraie en
géunéral.

Quand nous parlerons de structure induite sur une parties de
QZV ; clest au cas 2. gue nous nous référerons en priﬁcipa; sanf
indication supplémentaire.

Il est clair que }'intsrsection Gfune famille de parties
de ?{m fermées par rapport & la composition dans ?%a pesséde.
enéore la méue propriété. HNous pourrons donc encors définir,

comme au § %1, la structure induite engendrée par les éléments

d'unse partie de 5 » €t la notion de gysidme de générateurs

dlune structure induite.

Les mémes discriminations interviennent du point de wue de
la recherche des strueturSquuotiente Solt donnée une relation
d'équivalence "x a3 x' " entre &léments de ¥ . Nous aurons &
distinguer les cas suivanis :

1'a. Lg relation peut &tre compatible avec la composition &
gauche avec les &léments de Y~ : c'est-a-dire que les conditions

ye U ., xeox! entrafnent YT X~ro 3w x' ; dans ce cas,

1l'ensemble §¥: des classes d'équivalence admet Y comme domaine
d'opérateurs, la loi de composition étant définie de la manidre
suivante : si @3 est une clesse, y T R est la classe qui ;

contient tous les éléments y T x pour x ¢ 4@ .
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1'b. La relation psut &ire compatible avec la composition &
droite avec les éléments de ¢ : clest-a-dire que les conditions
YyEY , x &3x! ontrainent x T y~Jx' T . On tire alors des
conclusions analogues aux précédentes.

2'. B5i pous supposons maintenant que les conditions x av X',
yw y' entrafnent XFT yeu x' T y' , llensemble @;Z des classses
dféquivalence admettra une loi de bomposition : 2 et ﬁ?ﬂ étant deux
de ces classes YT %) 8eora la classe gui contiendras tous les é18-
ments xXT y pour x€€ , 7 & % . HNous dii’ons dans ce ¢as gue

la relation d'équivalence considérée est une relation de congruence

(par rapport & la loi T ).

Il est clair gue la condition 2'. est équivalente & l'ensemble
des conditions 1t'a., 1'D. .

Quend nous parlerocns de structure guotient ds 7" , nous nous
référerons, sauf indicstion du cortraire, au cas 2!

De lag méme maniéfa; nous aurons plusieurs catégories d'homo-
morphies :

1%a. Les homomorphies par rgpport & ls composition & gsuche
avec les &léments de Y- : ce sont des applications de ¥ sur des

n
ol

engembles %Z structurés par des loi e compogition 4 entre élea
ments de ¥ et de éz telles que l'on ait FixT y) = =4 £(y).
1"b. Les homomorphies par rapport & la composition a droite
avec les éléments de ¥ : ce sont les spplications de = sur des
ensembles %Z‘ structurés par des lois de composition L entre
éléments de be ét de %Zy telles que 1l'on ait £(zT y) = ¥ 4 £(x).
(gﬂe Les homomorphies (tout court) de 2?“; ce sont les applica-
tions £f(z) de i¥$ sar~de$ ensembles é%z munis de lois de composition

c
internes désignées par le signe L , telles gue F(xTy) = flx)a £(3).

T % gt




4

Conformément & nos conventions précédentes, gquand nous parlerons
d'homomorphies sans préciser, nous nous référercns au cas 29.

En raisonnant comms au § I, on verrs facilement que les struc-

tures homomgorphes & éE sont les structures isomorphes sux structures

guotient de 2?”0
On voit également gue les structures quotient d'une siructure
quotient %%7 , Géfinie par une relation de congruence "x = y" ,

sont isomorphes aux structures qus tient de ‘5 définies par les

relations de congruence qui sont des conséquences de "x = §y " .

> ' & vt .”\3“8
{§ 11,  Associnvrn
241 ASSOVIALI YIS

ignant trois &léments de ﬁ?& ., on a toujours
(x7 y) T a=x1 (v z)

=

Hous asvons montré par exemple que 1l'addition et

<t
]
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$uto
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o
%

lois de composition sssocistives.

U

tion des entisrs naturels sont des

ation.

fute
0

2
eny

oy
)

11 n'en est Das @a'mgms‘w3'19expgm
La m&ltiplicatiomldes applications d'upn ensemble 7? dans
lui-méme est toujours associative. En effet, soient £, g, b irois
de ces applications. x étant un élément quelcongue de ¥ , on a

((££)a)z) = (£e)(nlx)) = £lalhlx))) = £((gh)(x)) =(£(gh})(x)
ot (fg}h = £(gh). '

J

N,

-
Wii G

dans
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3) y€2<x; 4) ygx<2z; Y) zsxgy; 6) g
Dans les cas 1) et 2), les éléments borne (x,borme (y,z)) et
borne (borme (x,y),z) sont égaux & x ; dans les cas 3),4), ils
sont égaux & y ; dans les cas 5) et 6), ils sont égeux & z . On

g donc dans tous les cas

borne (x,borne (y,z)) = borne ( borne (x,¥),2)
ce qui prouve l'associativité de ls borme. Vérification analoguse
pour 53?335
Si U est un ensemble structuré par une loi de composition
associative T , la loi de composition T définie au @I dans

définies sur un ensei-

ltensenble des fonctions & valsurs daus
ble %é' est également assocciative.
Noue laissonsde méme au lecteur le soin de vérifisr gue la

Jjuxtaposition des sulites finies est une l@l de compositicn

Il est évident gue toute structure induite par une structure

4

ssgociative est associative (nous disons gufune siruc tur@ gt

=

associative quand elle est donnée par une loi de composi

o

tion
associative).
De plus, toute structure quotient d'une structure associativs

est associative. En affe

= ¢ 6’:}5// 7
et X, y, z désignant des élénenis de ces classes, ls classe
{48 T )‘?’§}~ contient (T ¥) 7T 2z = xT(yT z) qui est aussi
élément de BT %4 T 2 ). D'ot (% : )

On peut encore formuler autrement la condition d'asscociativité:

& chsgue X @,ﬁq' faisons correspondre lfopérateur de composition

& gauche avec x, soit fxiy} =3y ULlapnlicotion = - = fx est




51}

une spplication de 7 dans l'ensemble UL des applications de 0
dans 1{%, Nous considérerons (JL comms structuré par la multiplication
que nous y avons définie. Dans ces conditions, l'agsociativité de la

loi T est équivalente au fait suivant : 1l'application x — fx

est une homomorphie de 7 daas @ﬁ; Bn effet,la condition d'homomor=-

pour : :
phie est f Ty = fxfy’ clest-a-dire quéyfﬂﬁt z, on ait féf?y(z).:
fx(fy(z)) ou encore (xFT y)¥T z =x T {(y ¥ z) : nous retrouvons
la condition d'associativité.

Dans un enseamble 9 structursé par une loi de composition

nir la compositiosn de plusisurs éléments,

g..,;

associative, on peut defl

pourvu gu'ils soient rangés dsuns un certain ordre. Dtune maniére

Aci . ¢ 3
précise domnons-nous une suite finie non vide S :Ezzoaxijwcugxn 1%
d'éléments de Y. Définiseons par récurrence sur i (pour i n)
un élément yi par les formules suivantes :

= Al = 4 )
I, =% -5, 5 (0b<i=n)

o

L'élément ¥, ©e nomme le composé des éléments de la suite 5. On

le désigne suivant les cas pdr 1'une des notations

% % %

i1

@Q@ 3 it - e k3 °

ou xoﬁ= X T ... T x4 gi la guite S est définie par une appli-
(o ‘@5 i = s S B A 19 i3lhe

cation dans | d'une partie finis E de l'ensenxble des entiers

naturels, 1'élément composé se désigners par

cmmmET—

*,

e B
oS
.

tation dans laguelle on pourra remrlacer lﬁimdieatioa ié€E

par 1l'indication des conditions suxquellss doit satisfeire lientier

-

Q’)

i pour 8tre dans E . Si E se compose de tous les entiers i
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satisfaisant aux inégalités a < i £ b, ol a,b sont des entiers:
tels que a < b, 1'élément composé se désigne encore par la notation

m*&«
Y=
Ou.par- X TX X .. -
PR A T nT oA n
Il est & noter que le signe T que nous avons introduit ne
sert gu's noter une loi de composition arbitraire. La plupart des
lois de composition que nous surons & utiliser seront ou bien des
additions (dans lesguelles le gigne " + " joue le rﬁla_qu@ Jjous
le signe " T " dans ce qui préedde)}, ou bien des multiplications
dans lesquelles le composé de deux éléments -leur produit- se

désigne en écrivant les deux éléments & cbté l'un de llautre, avec

éventuelle interposition dfun point). Dans le premier cas, le
signe sera & remplacer par le signe J . , st dans le second
par le signe §~E . S étant vne suite finie, 1'élément
s'appelle 1s somme des éléments de lz suite et 1'élément T[] xz
s'appelle leur produit terme .

Signalons encore la nctatior suivante : si tous les éléments

d'une suite finie & n termes gont égaux & un méme élément x, leur
- R 3 .
composé se note quelguefois "X T X T .... T X .

. s ve %
f%@ étant l'ensemble des entiers natursls, posons Egﬁ: 2§=§€)§0
/ 2

La fonction _ n Pois
[14"‘.\ { % "‘aj ~——A >
(1) fin. x). = T ¢ x P .. =x

: o . TuF s e Lo 1 ;
est une fonction définie sur 4 "« [ ot a valeurs dans () :

clest une loi de composition entre élén
o ¢ e, /‘ e - s e L ® 3o o = -
Si ’Z = g%f el i T représente l'addition des entiers naturels,

;
: = e 7t L * e Yooy e 2 i 2 g 4
on a f{n,xj = nx. C'est pourquoi, quand la loi de composition T est

une addition (e'est-2-dire guand slle est représentde par le signe + ),
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on pose
vose souvent o foic
e

nx = f(n,x) =x+x+ .... +x°

Si Y = YU et si T rveprésente 1z multiplication des entiers

naturels, on a #£(n,x) = x2. Clest pourquoi, guand la loi de com-

position ¥ est uns multiplication, on pose souvent
2= f(n,x) =%.%x .... 2>

'une loi associative T quelcongue, on remarguera

Dans ls @és a
que, si m, n € 2@5/ on a
) fm + n,x} = fn x) ¥ f(n.x)
f(mn,x) = £(m,f(n,x))
comme on le vérifiera tout de suite. Ces formules donnent, dans

les cas particuliers de l'addition et de 1z multiplication,

; M '
(m + n)x = nx + nx i g
mn.X = Mm.nx 2B = (2

Lorsque Q?3 = ?ﬁf s ©n retrouve des formules cConoues.

Hotons gue la définition gus nous avons donnée du composé
des élénrents d'une suite finile s'applique que la loi de compeosition
soit associative ou non. idais 1'intérét de ceite définition repose

r le théoréme suivant, qui nlest vrail gue pour les lois gssocia-

o}
S

3
(®
tives :

“héoréme. Si uvne suite finie non vide S dféléments de 5

résulte de la juxtaposition d'une suite finie %Sgygﬁpeaoazﬁh 1}

g

de suites finies non vides (8 =58,.... 8 1), en a

@w?jr-'-zd"” 1
% r = % \:ETQ )

] 1

Nous le démentrérons de récurrence sur le nombre n des eléments

de S. La pro anwtﬁuu est évidente pour n = 1. Supposocns la
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démontrée pour les suites finies de n termes et soit

gxb, Eypeeey X ‘} une suite finie de n + 1 termes, résultant
de la juxtaposition de la suite é_s Sq,oee, i %

Soient 8' la suite & n termes gaxo,xﬁ,qeai naﬁj et S" la suite
4 1 terme gxhjgo On & S = §'S®. Distinguons deux cas :

a) On a 8, 4 = S". Dans ce cas S' résulte de la juxtaposition
de la suite de suites 23035‘39“"”“‘1@ .

j@&g(T}xTw w{ (Tﬁ}}
S Vi

7 &
u@ 5

%‘ d.:)m."
= { “T“ &\?

@ (D }
& Q:?@ 5;

_—
ﬂsal

b) On a Shaiﬁéégﬁp Dans ce cas 5, , se met sous la forme

e

(5
o

S9h ol S; 4 étant une nouvelle suite Ffinie non vide. La suite 8¢

résulte de la juxtaposition de la suite de suites g Sﬁgﬁﬁgqaagsh o

S % et on 8

. \x;,;-s ;?Tx; W{QTQTO%\} (?ml-ffﬁ

qul s'éerit encore, en vertu de 1° aﬁ“GClathLué

T T '}m

ce gui dém@auwo la tn@mwemﬁw

On remarguers d‘aat = part gue si F(x} est uns h@m@ﬂ@ypﬁie
d'un ensgemble @ﬁ»structuré par une loi de composit iam T dans un
sngsenble %Z structuré par une loi de composition & , on a

flx &= x 7 ' & 3 “(x ) 4P v Yl o Ply o)
o 1 n-1% n-1

Application. T~ &tant l'ensemble des saltes finies d'éléments
d'un ensenble %g , structuré par ls Juxtaposition, i1 est ¢lair que
l'application ds ’Z% sur llensemble des entiers naturels gui &
chague suite 8 fail correspondre son nombre de termes n{8) est wne

% : o
homomorphie de ’% sur 1l'ensemble des entiers natursls structuré

au moyer de l'addition. Il en résulte gue : si uwe suits finie S
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§ 1v. Zlbumer umTh
T évent un ensembls structuré par une loi de composition ﬁf;
on dit quiun élément e € ¥ est élément unité par rapport A
la loi de composition T si on a, pour tout x € ¥,
e T x.z XT e=ZXx

Par exemple : le nombre O sst Slément unité pour 1l'addition

des entiers nsturels ; le nombre 1 gst élément unite pour L&

5 T2 ] o 2 - -,’r:—- — o 4 P ™ ey
congue 1llapplication identigue s dé6finie par six) = £  (pour

»d é,%g } est 6lément unité de la multiplication

Sans %5 Sl @zp@@@rtﬁ stion deg entisrs

de &
SO An] SR G e A
pag 4'élénent unité.

Y étant un ensemble ordonné, s'il 2 un plus grand éliément

o, s eost éloment units pour la loi de composition borme (=, ¥) ;

S e 3 G B B e e SR A ey T oo
sincn, c¢shie lol ds @@mggwthga n'a pas &'61ément unité. Ts méme,

lément ({s'il existe) &”" élément unité pour la

g..v
4]
Lol
E.M
i
ey}
3
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i
bﬂn
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D e

lei de composition borms -(x, ¥).

7 e O W e Az e a : e et
S8i pn ensemble 2? est structurd par une 10l €6 composition

~a = - (3 o
2% £ «a 5
O 2288 @ g
o
4
oo gl e
CRG UAQ-&«; Lok 2 g if&,ﬁ

supposons gue chacun des éléments e, gf
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Convention de potetions. Si la loi de composition T est une

addition (donc, si elle est représentée par le gigne = }, son
€lément unité, si elle en a un, se désigune généralement par 0 ;
81 elle est une multiplication, il se désigne généralement par 1.

Il faut cependant prendre garde & ne pas confondre ces gignes avec

les nombres naturels correspondants.

g g

$ V. ELBJENTS INVERSES. hikumnrs RBGULIERS.

Soit % ur ensemble structuré par vne loi de composition asso-
ciative pour laguelle existe un ¢lément-unité e.

~

x_6tant un élémént de Y, on appellie inverse de x un &lémeny

x' tel gque l'on ait

2T x! = xl . Tex = o °
Un élémeunt x posséde au plus un inverse Supposcns sn affet
que x' et z" soient chacun 1uvaxgm dge x. On a
X =P o =P x T x! =g T x! = I

Exemples : pour l'addition des entiere naturels, seul ¢ a un

N

]

23
¢

inverse, qul est O ; pour la muliiplication des entiers naturels,

H

eul 1 a un inverse qui est 1, d'une manidre général, 1'élément

o

unité est touvjours son propre inverse. Dans la multiplication dss
applications bi-univogues d'un ensemble %g sur lui-méme, les
éléments qui ont des inverses sont les applications bli-omivogues

de %g sur lui-méme, ou @ermatatioms de %? s Bl énwic une pelmi-
tation de %? » 8on inverse est la fonction réeciprogue f (z)

ég% étant un ensemble ordonné, structuré par 1'une des lois de

composition borme, borne, seul 1'élément unité, stil existe, posséde

un inverss.
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Généralisant la notation relative & ce dernisr axemple,'ﬁéu&
noterons ici l'inverse d'un élément x quand il existe par az ;
I1 convient de faire remarguer que si la loi de composition est
une addition, 1'élément inverse de x se note -x et s'appelle
l'opposé de x. Lorsgue la loi de composition est une multiplication
on emploie concuremment avec lg notation a% la notation x“ﬁn
Désignons par fxiy} =x %3 et gx{y} =y Tx les applica-
-tions de ??’ dans lui-méme produites par un Slément x. HNous
avons le théoréme suivant 3

Théoréme. Bi x posséde un inverse, les spplications fyiy)

&,(y) sont des permutations de Y . Imversement. la loi de composi-

tion étant supposée associstive, si, pour up élément x, les asppli-

o

cations f£,(y), g.(y) sont des permutations de Y, 7 comporte um

éiément vnité et x g8 un inverse dans 2?’.

zz =1 .
; g :
En effet 1) #8i x a un inverse x , ona X T fxiy) =y el
‘='68 £ - » o
gziy}‘? X =y. 11 en résulte gue, a &tant un élément guelcongus
de ?r', il @Xﬁste un 8lément y et vn seul tel gque f (y; =35, &

savoir y = x T a, et gu'll existe un élément ¥' &t un senl tel

-4

que gx(yg} = 8, & gavoir ¥' = & T x . Les applications fﬁénggzéy}
sont donc des permutstions deﬁQ?’; 2) supposons gu'il sxiste un
élément x tel que f et 8, seient des permutations de 75% Lt
existe donc uh: élément a é)fzw tel gue fF{e) = x, dlob x T e =x.¥y
étant un'élémant quelcongue de ?f’ , i1 existe un élément z & 7
tel que ¥ = y(z d'ot Yy =2 T X%, 6t yTe=2TXTeo=2 ' E=Y .

On voit de méme qu'il existe un élément £ € T~ tel que

tout y 5,‘@ s onsgait Py = v ‘0On en

)
L)
¥y
Fto
6]
ct
D

a
l'¢élément e = £ est élément unité de ¢ . De plus, il
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6lément x' tel que fx(x') =e, d'ob xT x' =e. On s
XTx'T x=eT x=x. Les 6palités x T(x' T x) =%, xTPe=2x
entrainent, puisque fx est bi-univoque, X! T x = e : x' est l'inverse
de x, ce qui démontre le théorems.

I1 y a intérét & comsidérer les éléments x pour 'lesquels les
applications £, 8., Sans '§tre nécespairement des pernmutations de
’Eﬂ’ ; sont des gpplications bi-univoques de 'g\“ dans @@”: ces &€1é-
ments sont sppelés réguliers (par rapport 4 1ls loi ds campositiom“e‘?’},
Par exemple, tout entier naturel est régulier par rapport & 1'gdditior
des entiers naturelis ; tout entier naturel sauf O est régulisr par
rapport 4 la multiplication des entiers naturels.

’@}m étant un ensemble ordonné structursd par l'une des lois
de composition borme, borme, seul l'élément unité, s!il existe, est
régulier.

% étant un élément régulier par rapport & ls loi de composition

- 7 P B - i 2 =
T , on a la propriété sulivante : x' et x" &tant des élémentis de ¢ ,

<

W

1'égalité x T X' = x T x" entraine x' = x" ot il en sst de meme de
1t6galité 2x' T x = x" T x. Inversement cette propriété f:a,ra@tér‘_iﬁ@
les élémentis régulisrs. On l"exprixﬁe a:a‘ disant que l'on peut simpli-
fier par x des égalités telles que celles Qu@ nous svons écrites.

S8i A est une partie de 7 fermée par rapport & ls compos

daug ’ % , tout élément de A gui est régulier dans

dans 1a structure induite sur A. BEp effet, les applications

de A dane lui-méme produites par cet élément =sont bi-univogues.

Si 1'élément x en guestion s un inverse dens Y et s8i x & A on
1 A :
a aussl e € A et x est l'inverse de x dans laz structure induite sur A&
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1
En effet, la formule e =X T x jointe aux conditions =x é.&
-1
7! 6 A entraine e g A, et x est évidemment l'inverse de x da.ns A.

U est une

partie de 7  fermée par rapport & ls loi de composition, et il en

L'enserble R de tous les éléments réguliers de

egt de méme de l'emsemble I des éléments gui ont des inverses.
En effet, soient x, y des éléments de ¥ . En vertu de 1'asso-
ciativité, on a fx%’y = fxfy et By = BBy 8i x,y €8,
2 . =L - . -
:x’ fy’ Bys gy sont des applications bi univoques. Il en est encore
£

de m&me de f fy et de gyg . Bl x oy 611 T 8ys By sont des

X&‘ v?

permunatlous, et il en est sncore de méme de £ fy et de gygx i

La structure induite sur R est une structure dans laguelle

tout élément est régulisr. 8i on remsrgue que l'inverse de l'inverse
d'un éilément x n'est autre gue x, on voit que la structure induite
sur I est une structure dans laguelle tout élément a un inverse.

ety 6tant deux &léments de I, l'inverse de x 7 y est
3; . “”? = <= :
?xﬂﬂnd%monaX?3T§=?fxxvefxizeﬁm
T

ef 0
S

clg 8‘1 e % pa ’ s
Z T XTy=9F ToTy=e . Llune maniére générale, si

Sy
e

%XOQ Eggecces X 1% esl une suite Tinie d'éléments de I, l'inversse

-4 -4

est x et e e
iT i i

plugicurs éléments, il fautb

et el

g
=9

da ¢ ogé x o g
L compos O?Kdzqﬁs - Tﬁ

-1
pour prendre l'inverse du compogé d

G

g
prendre le compogé des inverses, ep les rangeant dans l'ordre

inverse de celui des &léments donnés.

Si maintenant nous considérons ure structure gquotient ”%L et

Bde

' o z S ey § o 4 2 o Y g s ;/’:a
@ ; DOUS avons le résultat suivant : gi up élément x de ¥ a2 un

inverse dans @ » Ba classe € a2 un inverse dans Q%Z . En effet,

PR

si 1%/ est la classe quil contient x et si 4 est la classe unité
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de % sona BTy =% = €'T%€ . Par contre, il peut arriver

que x soit régulier dans J sans que sa classe soit réguliére dans |
|
I

Conv

ention de mo

tations. Nous avons déja dit que, quand la loi
de composition T est une addition, 1'élément inverse, ou oppesé,
d'un élément y (s'il existe) se note -y. D'une maniérs générale,” L
on pose

X-y3=x+ {(-y)

x-y est donc le seul élément z tel gue 1'on ait x =2 + y. On

gL,
Il n'y a du reste sucun inconvénient & supprimer les parenthéses
LS

e e s = 2 L o Sl S AR ]
aUX SECOnCE mMenbres dsg fornules que Roug venons a'ecrire.

=3

J

Definition. On asppelle groupe un ecnsemble @EZ structuré par

une loi de composition essociative + gui comports un &lément unité

e et dapns lequel tout élément posséde un inverse.

. , V4
Par exemple, li'ensemble des permutations d'un smseuble 1

P
structuré par las multiplication des spplications de e
e@nsﬁitﬁe un groupe : le groupe des permutations de -
ensembles de méme puissance ont évidemment des groupes de p@rmuﬁatien.
isomorphes.

Si %%— est un groupe (avec ls loi T ) et %? un ensemble guel-
7

congue, l'ensemble éjZ) éss fonciions définies suz*~%? et a4 valsurs

L}
2

¥ &
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dans %?—, structuré au moyen de la loi de composition T définie
au @II, forme un groupe. En effet, nous savons déja que la loi de
compositioan danségg,est associative et comporte un élément unité €.
£ désignant un élément guelcongue de £, soit £' la fonction définie
de la mgniére suivante : pour tout x 62%? , £'(z) est liinverse
de f(x). Ona £TE =F'"FT =€ ; £ est 1'inverse de f par
rapport & la loi T . £' se désigne généralement par 27! . ne pas
confondre avec %q .

%§i étant un groupe, et ¢ une partie ds %ﬁf fermnée par rapport
& la composition dang gﬁi , la structure induite sur ¢ nfest pas

en général uvne structure ée groupe. 8'il en est cependant sinsi,

gg.J muni de sa structure induite, sers appelé un sous-grounsg

de égf s
/- S

% étant une partie won vide de %ﬁ%’a 22

{f
et suffisante pour gus ¢ sScit ug gous-groupe est gue les conditions

ition nécessalrs

o 3

tnent X T Yy € §§,°

o
b

x € , ¥ € v epnir
@% 2 yéﬂﬁ/) &
Ls condition est &vicdemnment nécesssire. luversenent

la remplie. ¢ np'étant pas vide contisnt zu moins un &

o
- =1 o : .
On a =X I z, € £ ; x Stant un Slément quelconque de %
G - 3 i
i
-1 .4 -
ona X =eT X €¢f ; Xety désignant deux é€lémnents de cf
é;éf o &
1 a 1

soit z =35 ;onae z €0 ,d'oh XTy=-=%xTz &€ & . Done &
sst Ffermé p

ar rapport & la compositior dans CZ? ; comnme ds pi&ﬁ-;ﬁ

contient 1l'inverse de tout élément de Egﬁg %Z est un sous-groups.

Q

Toute structure guotient d'un groupe est wn groupe.

lous avons vu déja cue lg lol de composition dang unne structurs

guotient d'un groupe est associative el comporte un élément unité ;
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de plus, tout élément du groupe ayant un inverse dans le 'g}ouﬁé,
il en résulte que toute classe de la structure quotiant a ‘uﬁe
inverse : la structure quotient est un groups. .

‘ Les groupes que l'on obtient ainsi & partir d'un groupe
groupes-guotient de % -

11 existe des relations remarquables entre les groupes gquotisnt

sont appelés les

et les sous-groupes diun groupe % En effet :
: ' ’ &
% étant un groupe guotient de % , 1a classe unité ,,,/ @?y

est un sous=groupe de Q/Z :

Jd

e

En seffel, nous savons déjd gue gf; est fermé par rapport & la
composition dans ( . D'autre part, soit x un éléwent de ¢ ; si

4

donec on s %’ = % ; ce qui montre que x € ¢f . ot que par suite

% est um sous-groupse.

Ds plus, lz relation e.@ congruence qui définit @eat entiére-

e 4

ment déterminée par la donnés de % . Boit en effet "x = y" cette

£ 3

relation de congruence. X et y étant deux elements de Ul ', solent

. /ﬁ’ leuvrs classes. La relation %z = 7" est sguivalents &

" e = igf " gui est elle-mdme éguivalente & chacune des relations
g
gﬂ//j'ff’/é;f w@z” W”@’E’“’% = %‘ . La premisre de ces relstions

; 4
i S <= &l
sat qmv&ea‘w 5 'x T 5y ¢ % " et 13, seconde & "x' T vy e o "o,
g >

1% en résulte que la relation "z = y ea“ﬁ: éguivalente & chacune

des rels tlong UETE s y & ?} W:vcr’*e”;y € u. ", ce gui prouve notre

Le groupe quotient lul-méme est donc déterminé par la donnbe
de % . On 1l'eppelle le groupe quotient de % per g ot on le

-

désigne par %}7/ % - La relstion de congruence C._'i).l. le détarmine
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s'appelle "congruence modulo %”a On la note "x =y (mod %)"
Inversemant,gi 4tant un sous-groupe, chacune des relations

"X T ;1@ g 1 nz! y €9 " est une relation d'équivalence. En

effet : a) x %1 =e € ¢ est une relatlon vraie pour tout

€élément de % b)) 1s eondition z = x' T y 6, % entraine -

y“ri'l = 21@ % ; ¢) les condztlons xXT y @% YT zqé

-

entrainent xT 2 =XxT y T 37T 71 € % (démons’w*a,tlons analogues
pour la seconde des relations citées). La premiére des relations
en question est compatible avec la composition & droite avec les

éléments de % . Bn effet les conditions XT3 € o , X' @»gz,
: . g

entrainent (x T x')T =4 = XTX'? i’é?‘i’ﬁ =xXT ¥ & oL -
\3 = x1) g

On verrait de méme que la seconde des relations est campatlbaf.@ avec

la composition & gauche avec les éléments de %ﬁ:ﬁ Mais, en généra
aucune de ces relations n'est une relation de congruence, de sorte
que si gg est un sous-groupe gquelcongue, il ne définit pas en général
un groupe guotient é)ﬁ/g? .

Si g@ est la classe unité d'un groupe quotient, nous avons vu

e

Inversement, supposons cette dernisre condit

-

que les relstions "x ¥ §§é§@ﬂ " nzl v é’g@ " sont équivalentes.

“

ion vérifiéde
chacune de ces relations est une relation de congruence. En effet,
puisgue l'une est compatible avec la composition & droite et 1 T gutre
avec la composition & gauche, leur éguivalence entraine que chacune
‘est une relation de congruence. Cette relation de congruence définit

alors un groupe guotient, dont %’f est la classe unité.

Définition. On appelle rmal un sous-groupe de % gqu

4 : Q«i :
les relations "X T ¥ ¢ G Tl x 1.5 € % n sont éouiVa?emeso




Gon

Il en résulte qu'il existe une correspondance b‘iauniv'c;qu@
entre les sous-groupes normgux dfun groupé % et les groz;ipes |
guotient de . .

On peut donper une autrs forme & la condition de normalité.

En effet, % étant un groupe normal, soient z un élément d‘fe'% et x

un élérent de 7 : ona x7 27T z € % : en offet, si 4 est la

classe de g/’% qui contient X, la classe de X T 2 T xﬁ est
-4 v '
T T = o . Inver t, s8i les conditi ; X
€ % % % sement, si les con 3.033.8}2;6%, 6(%/2

entrafnent x¥ z T x € % » ©lles entrainent aussi X LT x € % ;

| % est alors un sous-groupe normal. En effet, la condition |

-4 - =1 =1 -1
IT ¥ 6%(@3@%)&@@&&1@ Y ¥ x=2x T(x?y)ﬂrxé%
=1 =

et ausel X ¥ y € % ; lg condition x ¥ yé% entraine

it

-1 -4 -4 ; 1
v¥ X x Thx v y) Tx @%etaussz,x?’y@% . Done :

La _condition nécessaire et suffisente pour gue le sous-groupe %

goit normal est gue ies conditions 2z € % S x e % énfcraizmnt
X 2% .%1 € % - .

' % étant un sous-groupe normal de % 5 ?ﬁnsidérons un groupse
quotient de %/% par un sous-groupe normal % de %/% ,ﬁi %
est la réunion des Qlassas {mod. % } qui sont éléments de % y
on voit facilement Que % eét un sous-groupe normal de % >
D@aﬁ,lleurs, les relations BT ;%; € f et X T ;;% € Z,ﬁ 86 COrres-
pondent par le schéma de correspondance établi au $I. Il en

résulte gue '?u:-;s groupes ( %/% )/f et %/f sont igomorphes.
D'autre part, les groupes f/% et % sont identiques.

zD

%’ _ or 51 % = f/% . jﬁ’ est un sous-groune normal d.é‘ %/%

Inversement, si % est un sous-groupe normal de % contensnt
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(ecf. §I) et les groupes %/f (%/? )//f sont lsomoz'phese_-
Si est un sous-groupe normal ou non de %?i contenant Z

on voit facilement que éf%/gi est un sous-groupe de gﬁZ/ég ,’cé qui

6tablit une correspondance bieunivoque entre les sous-groupes de

éﬁ?//g& et les sous-groupes de

L'intersection d'une famille quelconque de sous-groupes d'un
groupe %%ﬁ est évidemment un sous-groupe de é%f > L?intersactionngg

de tous lss sous=groupes gui contiennent une partie B de gﬁf glap-

gui contiennent gg

pelle le sous-groupe engendré par les ¢léments de B ; on dit aussi
que les éléments de B forment un systéme de générateurs de 2% :

11 faut se garder de confondre cette notion amvec celle de la plus
petite fermée par rapport & la loi de composition contenant B .

Le rapport entre ces deux notions est précisé par lﬁassertiom
guivante :

Agserticn. $Si les éléments de B forment un systéme de zénéra-

teurs du sous-groupe ;g ; g@ gst la plus petite partis fermée par

rapport & ls loi de composition qui contienne leg éléments de B

et leurs inverses.

Cette assertion découle immédistement de la précédente

&

S VII. COMMUTATIVITE.

Y
Soit 2%’ un engemble structuré par une loi de composition T .

Cette loi de composition est dite commutative s8i, X et y désignant

Sie s : Py
des éléments guelcongues de 6“ ; 00 &
x‘fyzy“’ﬁ’z{
Par exomple, l'addition et la multiplication des entiers

ngturels sont des lois de composition commutatives.
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si 7 est un ensemble ordonné, les lois de composition borne
ot borne sont commutatives :

borne (x,y) = borne (y,x) ; borme (x,y) = borne (y,x)

La commutativité peut encore s'exprimer de la manidre suivante :

Les deux spplications =£fx3 fx(y) =XT Y, gx{y) =¥yT X Qﬁ.’gw

dans lui-mefie gui sont produites psr un élément x € J sont égeles.

Hous suppossrons & partir de maintenant que nous avons affaire

& une loi de composition commutative et associative.
=

On notera gue dans ce cas les propriétés pour une partie de ¢
d'8tre invariante & gauche ou & droite par la composition avec les.

Fr

¢léments de {§ sont éguivalesntes. De méme, la propriété pour une

)

relation d'équivalence d'8tre compatible gsvec ls composi

4

tion & gsuche

<

cu & droite gvec les éléments de % sont équivalsntes. Toutes relatioz

A/
atd
o)

dféquivalence qui posséde l'une de ées propriéiés. est une relation de
congruence par rapport & la loi de composition eamsiﬁéfé@,

vSi & est vne pariie Go ?f“ fermée par rapport a_la composition
aans 1{°3vla structure induite sur A est une structure commutative
(nous sppeions commutative uhe struoture définie par une lol dse
composition commutative). . A

De m@még on voit gus toute structure guotient dfume structurs

comuntative est une structure commubtative.

Convention de potations. Si up cnsembls J est structuré par une

o
)

multiplication associative et commutative, et si un &1
4

ément y possséde

un inverse y , cet inverse se désigne souvent par ‘% {1 représen-

B

tant, suivani nos conventions, 1'élément uvnité). De méme, x &tant

5
&5

un élément quelconque de l'ensemble, xy°? se note souvent
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5i y' est un nouvel élément'pourvu d'un inverse, et X' un nouvel

éilément guelcongue, on a

EEL - EZE EY = X
5y 5T w7
8i x posséde lui-m8me un inverse, l'inverse de %’» est % .

On devra éviter soigneusement d'employer cette notation, dite

fractionnaire, dans le ces d'une loi de composition non commutative.
Dtautre part, nous allons montrer gue la aommutativz 6 s'étend

8 la compeosition de plusisursg élémenﬁsf Diune maniére précise, S et

5! désignent deux suites finies %u.g Wypeeonsly 1%» et

%&é; Bfyese,B) ‘i% d'éléments de P , ayant méme nombre n ds termes,

nous dirons gue ces sultes "pe différent gue pariordre des Lermes

lorsqu'il sxiste ume permutstion £(k) ds la section I de l'en-

semble des entisrs naturels telle gus l'on ait

Ui £ af{k} {gi ﬁg‘/jy é \g%’ }.

Le fait de ne différer gqus par 1l'ordre des termes constitus

évidemment un

&

relation entre les suites S et 8! : nous ncherons

5

8]

cette relation par le symbole "Sowo8' ® (nous montrerons t@uﬁ &
1'heure que clest une relation d'équivalencs).

Nous allons maintenant démontrer le théoréme suivant :

=7 cEETRE

Théoréme. Si les suiles 5 = §m,gaﬁﬁgoﬁ3 et
= (e i c 3”“—2

v ¢ { 4 B 2 T =
gt x.igﬁg wla.. . ! L ne ﬁ&fIéfOLu 0ue par AQ““”f@ des termes, on &
o By e 2} ot %ﬁ‘fé- P4 )
., = |  w,
%LQ & &

b= o
Nous démontrerons la proposition par récurrsnce sur n {gui est
néeesgairamamtjg;@}a Blle eat évidents pour n = % ; supposons la
démontrée pour tous les couples de sultes ne différant que par

l'ordre des termes et dont les nombres de termes solent < n
3

=




=}‘3e

D étant un entier > 1. 8§ et 8' étant les deux suites ds 1l'énoncé,

il existe une permutation f de In telle gue l'on ait

u& = uf(k} (k €2 )

Posons & = f(n-1). Les suites 8, = fu % i¢n-1 8 8! = %u’%lfga

sont des suites & n-1 termes gui ne différent évidemment gue par

l?crdre de leurs termes. Diloh

%@g,ﬂ =0
§ 2 u/ = é&QJ‘T (} %, }
oio o ige ¥ R P ve

et

‘m?é

“w, {mrm ) ( {“nm'%j}§<fég i:z

:, @’7&. ; / e

=0

e‘/?&s b<ﬁ4 &?% 7 é, -
ce gui démontre le théordme pour les sultes €,

On remerquers gue la relation S ~38' " est une relaticn

= . oe ; e . a il
dféguivalence entre suites finies. Bn eoffet : a) il esl clalr gue
% o 4 o 4 o SRS 2a Y '7- oy A s o 2 -

i ] {‘,’,?__1 £ f;f}?lﬁjﬂ!&l = g {—%ﬁ?’ Ei3 e L’J} gglﬁl g (&) 3:?1; 5 ‘%:4 &= '4,3 51@2 &.,ﬁ geooe 5@.@:"” ¢§ &

L
8! = %uégujgoaooguf %ﬁ : mg = Warqy,y 0% £ est uvne permubation de 1
g s i =4 f R £

¢) supposons gu'on ait en outre 8'euS?, 5" &tant une troisibme sul
Tinie %‘aﬂg u339003uﬁ 4% 9 8Ves ﬂ% = a“,b}a g étant une permuta-
. «y 8% gf est encors une permutation ds
k g(f(k)) ;
la relstion "SE S " d6finit domc un partage en classe de
1'ensemble des suites Pinies d'éléments de [ .

Définition. On appelle sy

éme fini d'éléments de P ume

yot
classe de suites Tinies ne difrérani les unes des suires gue par

ltordrs do leurs termses.

<a :
"2 :
?azw T T %'0»2 ﬂv.:mxﬂ 5uf.~f]/m“4}) ww—n ;
W, 2 “w, ff%éhxkﬂ u | o

£ ezt aussi une permutation de I, et on a uy = @?wi(L} dlot 8%, 8;
- i

*‘!
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Nous venons de démontrer que, pour une sulte finie S non vide,
la valeur de l'élénent aTjk ne dépend que du systéme fini U
auguel appartient S . On peut donc désigner cet élément par me %o
on l'appelle le composé des éléments du systéme U.

La relation d'équivalence 7S o2 8! " est une relation de
congruence par rapport & la juxtaposition des suites S : le lecteur
vérifiera en effet facilement que les conditions Sev8', TEIT?
entrainent ST & §'T!, 11 en résulte que l'ensemble %%i des sys-
témes finis d'éléments de ?f’ peut-&tre considéré comme une stiruc-
ture-guotient de l'ensemble des suites finies, structuré par la
juxtaposition. L'ensenmble %&Z,comporte donc une loli de composition,
gu'on appelle encore juxtaposition, et gque nous d981 merons additi.
vement par le signe + : U et V étant des syﬁémasvflnls, U+v
serg le systéme fini qui contient toutes les suiteé ST pour SEU,
TEV . ‘ | " .

Diautre part, on voit facilement que, S et T étant deux suites
finies, on a STOY T3. 11 en résulteque U+ V=V +U: 1g
Juxtaposition des systémes finis est une loi de composition commu-
tative.

On désigne généralement un systéme fini en donnaﬁt 1'une des
suites qui le compoéente Ainsi, on garlera du systéme fini
ixog Xysecoey xna1§ 5

Le théoréme sur l’associativité de la composition de plusieurs

€lénments prend pouz une loi de composztlon associative et commuta-

tlve la forme sulvante 2
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8i {UO’U1""”Uh,1} est un systéme fini de systémes finis
d'éléments de § , et si U=1U+ U1+°'°+Uh , &st leur juxtaposi-

O =
tion, on g

m?‘ me ( ﬂrw o))

sz@
Nous allons malntenant donner un autre moyen de définir un

systéme fini. Soit d'abord 8 = éxc,x1,°,°,x 1% une suite finie
£
d'éléments d'un ensemble %f . X désigznant un élément de b , soit
7 ' 3 s = x log
Ex,S l'ensemble des entiers i é.In tels gue Xy x EX,S‘ ntest
différent de l'ensemble vide que si x appartient & l'ensemble des

¢lézents de la suite. Désignons par Es(x) le nombre d'éléments de

Ex g- Ce nombre NS(X) est appelé le nombre de fois que x figure
s : = e

dans la suite finie S.
S0it maintenant §' = gxé, x%,chax; 1% une suite finie ne
% 2

différant de S que par l’ordre des termes. Il existe donc une

permutation f de Ip telle que x = f(k} OUn en déduit
o= = cPLR et
x,81 k Kgs)

A ng(x) = Ks(x) |

Le nombre NS(X) ne dépend donc que du systéme fini U auguel
appartient S : on péut le Qésigner par KUCX}. On appelle N (l} le
nembre de fois que x figure dans le systéme fini U. INous ailons
maintenant montrer gue le systéme U est bien déterminé par 1z donnée
de la fonction NU(X)D Pour cels, Sbt 8! étant deux suites finies,
nous allons montrer gue 1'égalité Ns(z) = HS?(K) {(pour tont x)
entraine 8Seo8!. En effet, soient F,F' les ensembles des &léments
des suites 8,5'. Les conditions "x ¢ Fn, “Ng{x) % or . ”ﬂse(x) f on

"x € F' " sont éguivalentes. Diow F = F'. De plus, on a




(W8
“\J‘K

~ 4
I = Z E = B
7 xer %8  xep %,5°
Pour chague x € F les ensembles Ex g EX gt ont par hypothése
a g :
m8me puissance. Il existe donc une application bi-univoque f de
E ,8 sur Ex S ;1a fonction f définie sur I par les égalités

f(k) = x(k) si k 6.E est donc une permutation de I On a

5D

f (B n} B, gv 5 ot par suite x dloh Se3s8! : clest

*£(x)’
ce que nous voulons démontrer.

Inversement toute fonction NH(x) définie sur ??-3 prenant ses
valeurs dans l'ensemble des entiers naturels et telle gue l'en-
semble des x pour lesquels H(x) f 0 so0it fini peut servir &
carszctériser un systéme fini d'éléments de J  qu'on construira
facilement.

On remarquera que, si U et V soni des systémes finis, on a

o Ne .
U’V(X/ = NU(X; = Kviﬁ).

? VIIT. PROLONGEMENTSDE STRUCTURES

Nous svons vu gue dans une structure 5 définie par une loi
de composition T , il faut en général distinguer les notions
d'élément régulier et dfélément ayant un inverse. Nous dirons gue

la structure ?T' est achevée (par rapport & la loi T ) si tout

élément régulier y possede un inverse.

Nous allions maintenant démontrer le

o

Théoréme. Tpate structure associative et commutative sst

izsomorphe & une structure induite par une struciture schevée sur

l'une de ses parties
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Signalons tout de suite que ce théoréme extrémement utile
devient en général faux si on y supprime la condition relative &
la commutativité. Ce fzit est a l'origine des grandes cdifficultés
gue l'on éprouve & étudier certaines structures non commutatives.

Pour démontrer le théoréme, nous désignerons par YV une
structure associative et commutative définie par une loi ds compo-
sition T , et par B l'ensesble des &léments réguliers de 7
Si R est vide il n'y a rien a démontrer. Nous supposerons gu'il
n‘en est pas ainsi. Nous formerons alors le produit T x B et
nous y définirons une loi de composition (éue nous désignerons

encore par T ) au moyen de la formule

(x,9) % (1! ¥ ) = (x wxl 3¢ yi}
(x,x'€d ; ¥v,' € R)

On vérifie tout de suite que la loi de composition ginsi
définie dans fﬁﬁx R est associative et commutative.

Nous allons maintenant définir une relastion %i{x,y) = (x!',y')"
entre éléments ds ??bx.ﬁ de la maniére suivante : la proposition
"(x,y) = (x',y')" sera par définition équivalente & WXWFy? = X' y".

La relgtion ainsl définie est une relation dl'éguivalence.

En effet : 2) la proposition (xgy) §a(xgy} est vraie de tout
élénent (x,y) € 7T xR ; b) 1la proposition (x,y) = (x',y')
entrafne x' T y = x>yt dloh {x! yt') = (x5) . c) ics propo-
sitions (x,7) =(x',y) et (x',y') =(x",y") entrainent

x Ty =x'T y ot xt7 vy - Z'f y', d'ol, en tenant compte de
1'associativité et de la commutativité, x T y' T y* = x'T y71 y" =
! Tyl o=y %IX¢“¥ yi=e. oy = ixl g y‘T_y’ . On en déduit 1'égalité

(xTy") T y' =(x" T y) Ty quientraine, en tenant compte
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du fait que y' est régulier, x T y" = x" T 7y, c'est-a-dire
(z, )= (X“, ).

Montrons maintenant que la relation d'équivalence (x,y)=(x',y')
est une relation de congruence par rapport & la loi de composition T
dansg (5";: R. La loi T étant commutative, il suffit de montrer que
les conditions (z,u) &€ xR, (x,y) =(x',y') entrainent
(z,u} T (x,y) = (z,u) T (x', y'). Or les conditions données entrainent
xT yl=x'tv v, dloh. 2z T x Ty T u~-2z7T x'T ¥y T 1 onencore
zX¥ x T BTy o Ex' T U Ty clost-a-dire (z 7% b T v) =
{(z T %', uT y') qui est précisément ce que nous voulions démontrer.

ba relation de congrusnce ainsi définis nous donne donc une
structure quotient C% de ’5’\’% R : c'est 1la structure cherchés
c-orme nous allons maintenant le montrer.

x étant un élément de P, comsidérons tous les couples (y,z)
tels que z € R,y = Xx T z. B n'étant pas vide, il existe de ces
couples. 8i (y,2),(y',2%) sont deux de ces eouples; gl oy - X7 %
et y' =x T 2! dlofl g Tyl =2 x 2! -5 5 z! =y 2! ot
par suite (y,z) {y',2'). Tous les couples en question appartion-
nent donc & une méme classe B € % . Nous DOsSerons f{x} m"% :

f est donc une application de ’2?’ dans "?}Z - .

x' désignant un nouvel élénment de ’?f , Bo1t o un €lément de R.
Posons y=2T 3z, y' =x' T z, d'ot (y,2z) € Hx), (v'.2) € £(x').
Oba xT 272! Tz=y3T3' =(x¥x')T(2Tz2), et 2Tz € R.
Yn en déduit que f£(xT x') = £(x) T £(x') : £ est une homomorphis
de “§ dans %Z ; ; '

' De plus, 1'égalité =£(x) = £(x!') entraine (y,2) = (3',2),

ou ¥ T 2 =3'T z; z étant régulier, cette &galité sntraine v =yt




% = £(x) est régulier dauns % . Bn effet, soient

- ' . \

dfoi xT 2 = x' T 2 ot,z étant régulier, x = x' : T est uns 3
application bi-univoque. £ est donc une isomorphie de ¥ avec
une partie 2( Y ) de g .

Reste &4 montrer que la structure C?% est achevés. Tout d'abord,

elle comporte un élément unité. En effet, z étant un &lément de R,

on a, pour tout couple (x,y) €& WX R, (x,y)

0

par suite la classe % uk de (2, z) est &lé

: 7

i/ adies z z =25 7z . s
€ é4tant un élément régulier de F ,

& la classe € . Nous allons montrer gue

r dans ,ng . Soient x' ,x" des éléments

U]
O
il
&)
s
Ledo
m

X F %! = x 7 %% 0Ona anect [(x.y)7T (x! .7
d'oh, puisque € est régulier dans % ,

P

T ¥y. ¥ étant régulier on en

&
]
¥
]
i
s
=
e

régulier. Il en résulte que (y,x) s

e

2 : - e ~ 8 £z
Cn remarguera que si x est régulier dans ¢ . 1!'élément

i

deg é4léments de % tels que BT 4’ = BT B©Y

dans @ , B©% deés éléments (x',y'), (x",y") : on s
(z 0 x',  y =y ) = (x 0 x" vy v a) opi pout s'cerive

i 75 <

7 e i 2 ° o= 2 4 Zier - s

byl = x v 3y XV R y! o x gy clant réonlior on eu
3
Vi

o
s
o
o
fde
et
™

=

O

=3
{

U T oy fdfon (x! gt
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De plus, la structure ? gue nous venons de construire est en
un certain sens lag plus petite structure satisfaisant sux conditions
imposées. D'une maniére précise, nous allons montrer que :

Soit @ une structure aéfinie par une loi de composition T

s

entre éléments de ? et gui jouit des propriétés suivantes :

1) 11 existe une isomorphie ¢ entre 7 et une structure

induite par %Z sur l'une de ses parties ;

2) L'isomorphie ¢ change les éléments réguliers de U~ en

——trao
éléments gul ont des inverses dans %

SR

Alors %Z induit sur l'une de ses parties upeistructure iso-

morphe & g

B désignant toujours l'ensemble des éléments réguliers de 7 ’

et (x,7) deolgnant un couple de U x R, nous poserons
o(x,7) = ¢(x) T o (y) i congruence (x,y) gg;,(x"g;ﬂ) entraine
ZTY =x'Ty, d'ott ol(x)T oly') = o(xt) T 9(y) ou encore
9(x,7) = 9(x!,y') : autrement dit, la valeur de ep(xpy‘} ne dépend que
de la classe ¢¢ de QZ & laguelle appartient (x,y)} : nous pouvens
désignegmcette valeur que (<2 ) : 9 est une application de C-%Z
dans vaz . - '

» ﬂzgf et 4’ étant deux éléments de 7 , sodent [x ) (x! v1)
des couples de f’ X R tels que {xgy)(i; ® , (x',y') € %’ . On 5

7 (¢ T®)=elz7x' , y77') =9(z x')v 3 (yFy') =

= o(z)T o(x) T 5 y) T+ 3ty J=9(x,y) T o(x?,y )=
=9 (€ )To (%)
Donc ¢ est une homomorphie de QZ dans %" - De plus, si nous

supposons ¢(¢ ) = 9 (-g/), nous avons o(x)T o (y)=o(x') T ;1{,;1”)
ou e(xTy') =9(x'T y5) ot xT Yy =x'T y d'oh € = @/

W,est donc une isomorphie de ? avec une partie de
_démont o e WAY Y
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On remarquera de plus gue, si T est 1'isomorphie gque mnous

avons construite entre 7 et une partie de %Z’ , on a, sur 7,
gf=9

La structure %Z est parfaitement déterminée par la donnée
de ¥ . DYautre part, paermi les structures jouissant des propriétés
1), 2), elle est carsctérisée (& une isomorphie prés) par la
propriété supplémentaire suivante ¢

%) Tout élément de égy se met sous la forme g(xz) T ;ﬁ(y)
avec x &0 , yER.

On remsrguera enfinm que l'ensemble des éléments réguliers

de f%f constitue un groupe par la loi de composition T . Cet
ensemble, est, comme nous l'avons vu.aé,caurs de la démonstration,
identigue & i'ensemble des élémemﬁg de <§? gui psuvent se metire
soug la forme o(x) T @ﬁiy} , avec X, ¥y € R . En particulier, si
tous les éléﬁents de @v sont réguliers, la structure {%Z est

une structure de groupe commutstif.

§ IX. SYSTEMAS A COuli OSITION MULTIPLE. DISTRIBUTIVITE.
Trés souvent les structures que l'on a & considérer comportent
simultanément plusisurs lois de composition.

Considérons une structure (| définie par des cnssmbles

: ) J Lo
fondementgux ’@ Saag ?3 f ... ainci gie por lg donnée de

> > < - /‘ - o -
diverses lois ds composition entre Elhﬂgﬁhs de ¢ et de lois de
o 2 2 P B4 = J 1 : f L >
composition entre les éléments de . et 8léments de 7 .

Pour trouver les structures induites par la structure en

question, nous aurors & considérer des parties A ds i?’qui gsoient
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simultanément : 1) fermées par rapport aux diverses lois de compo-
sition dans Y ; 2) invariantes par les opérateurs de 63 9»§3},.ooo

Il est clair gue l'intersection d'ure famille de parties dont
chacune jouit simultanément de toutes css.propriétés jouit encors
de ces propriétés. Nous pourrons donc encore parler de la structure
induite engendrée par un%partie quelcongue B de P , et définir
rateurs de fgw o

Pour trouver les structures-quotient de 5 , nous devrons

prendre des relations d'équivalence entre dléments de ??B gul soient
simultanément : .1) des relations de congruence pay rapport sux
lois de composition dans ’Ew c2) compatiblés avec les compositions
avec les éléments de §) - §>9 .

Lé encore, toute structure gquotient d'une gtrmctare guotient
de ’5“ est isomorphe & une structure quatient de 2?’9

Considérons notamment le cas o® on donne 1) une loi de composi=
tion x T y entre élémentis de 'Eb 2) une loi de composition ol i x
entre élénents a € ? et x £ .

Définition. Qn dit gue lz loi ce composition .o est distribu-

Live par rapport & la loi ¥ si on a, % gg,y désignant des &léments

gueiconqugg de 4 s 8L o vn élément guelcongue de §>
6L (xTy)=(alx)T(aLy)

Par exemple, supposons que la loi T .soit commutative et

associative, que §> soit 1'emsemble Y0 ==%}3§ des entiers
naturels autres que § et que la loi L soit définie par ls formule

(ef. & 111}

a fois v
i
... T X%

SRR /N
@ Lo = T
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Dans ces conditions, la loi L est distributive par rapport &

la loi T . En effet, on a, en vertu des hypothéses faites sur

o fgis .2 foin
ez Ty) =Ty T EZTIT....T(x77) =(xFTxT...7 %)

o fois
Ty vy T vy - (0t )T la L)

Dlautres ezemples se rapportent au cas ou ED = U paT
exemple, dans l'ensemble des entiers naturels, la multiplication
est, comme nous l'avons vu, distributive par rapport & l'addition.
Enfin, supposons que la loi ¢ soit associative, et soit ?3 liegn-
semble de ’§” qui ont un inverse par rapport 4 la loi T . a étant

dans ? et x & Y , posocns

-1
@ dox =0 XN e

=

° - o -z z - @ X 2
Hous obtenons uzs loi de composition entre éléments de 0 et

de P . Cotte loi sst distributive Par rapport & 12 ol © . EBn
effet, on a, en désignant par e 1'6lément unité de la loi :
( ] e QJ& £, ':‘ié
ailx Tv) - a v x5 YT &6 =0T XT e TyT a =
,
= -1,
flT?Tﬁ)T%?y?a}s@£?H%a$ﬁ
e ; :
Dans le cac ol ) counstitue un groupe par rappert & la loi ¢
on yoit que les sous-groipes normaux de ¥ sont les BoOUS-groupes

qui sont invariants psr 1aom@°* & la composition au sens de ls loi

L avec les éléments dg %3 {qui sont . ici les mémes que ceux de P ).

(‘D\

On peut formuler zutrement la déf11¢tlan de la distributivit

de la lai 4o lg loi T . En effet, aett@ distributi-

A AT

vité est equivalente au fait suivant : 1'gpplication £ (x) = a L x

s

T P

Ao O i b e, 5 s 7 2z >
de p dangvie el produite par un élément a € %J est uns
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On vérifie tout de suite que toute structure induite par une
structure définie par deux lois de composition dont la premiére
est distributive par rapport & la seconde jouit encore de la méme
propriété. Il en est encore de méme des structures-quotient d'une
telle structure.

Dans le cas o@ f? = 'EV, donc ot & et T représentent
deux lois de composition entre &léments de B , il convient

encore de congidérer ls double distributivité

ﬁ étant un ensemble muni des deux lois de composition L

et e e

. T 1la loi & est dite doublement distributive par rappori & la

et

2 =) = &7 R
ol ?} B8l 00 a. pour x.v. 2 5

o

Ly T 2) = (xLy)v (x iz) . (y v 2)2 v-
= (yi x) T (z Lx)

ezno

Si la 1loi L est commutatite, cetite propriété est équivalente
butivité simple de 1la loi 4 par rapp@r% ada loi F

Digutre part, la loi & &tart supposée doublement distributive

T3
]
b
i
Y]
(e

o)
O
L)
+
o
ot
fy]
ot
8
@]
s

)

=y

O
48]

osins gue cette dernidre =so0it asso-
ciative, et gue 1la loi 4 comporie un élément unité e . Dans ces

sur 1'ensemble R

U"

conditions, la structure induite par la loi F

des é€léments réguliers par rappclt & T est commutative. En offet

7

soient x, y deux éléments de R\ On a

Fos ot ¢ 3 Ao ;
(xT y) L (e Te) = ((xTy)io TUxT y)L e)=zxvyTxTy
et aussi
b 4 =T 3 = f ey "
(xTy)a(eTe)=(zxrleve))T (3 1leTe))

=X Tz vy
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x étant régulier, 1'égalité x T(y TxTy)=xT(xvTyT7)
entrafne y TX Ty =xXTy Ty ; y 6tant régulier, cotte égalité

entraine & son tour X Ty =J T X, ce qui prouve notre assertion.

En particulier : si la loi s comporte un élément unité et

B8i ‘6 constitue un groupe rar rapport & la loi T , c€e groupse

est commutatif.

Les relations qui peuvent exister entre diverses lois de
composition sont extrémement variées. Nous aurons l'occasion
d'en rencontrer divers types par la suite. DNous les décrirons

au fur et & mesure des besoins.




