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ALGEBRE (Btat 3)

CHAPITEE
STRUCTURES ALGEBLIGQUES

ué 1. Lois de composition internes ; associativité ; commutativité.

. Lois ae composition internes. Définition 1. On appelle loi de composition

lnterﬂe entre éléments d'un ensemble E une application £ d'une partie

A do ExB dans B . La valeur £(x,y) ge f pour un (x,y)e A s'appelle

le composé de x et ¥ pour cette loi.

mk

Par abus de langage, on dira gu'une telle loi est donnée (ou définie)

Oo,-.

sur & . Les lois de composition internes les plus imporiantes sont

celles qui sont définies pour tous les couples (x,y)€ ExE : par abus
de langage, on dira gu'une telle loi est définie partout sur B . Le
pius souvent, guand il sera guestion d'une lol de cozposition interne,

on supposera, sauf mentiocn expresse du copbraire, gu'elle est définie

Dlaprés nos définitions générales (Bus.H, $8,n 2), 1s donnée d'ume
ici de conposition enire ¢léments d'un ensemble I délermine une
structure sur cet ensenble : c'est la une espéce particulicrs des

slruciures alzébrigues uon? la cdéfinition générale sera LOﬂnee au § 4

»

de ce chapitre. Une telle struciure est dite déterminée sur E par ls

loi ds composition (x,y) —>f(x,y). Conformément aux aénmes définitions

(Ens.R, $8,0°%), si B et B! sont deux ensembles, f(x,y) et
\

s énérales
f1(x',y"') des lois de composition définies respectivement entre &lé-

ments.de B el &léuents de B' et sur des priies A de Ex B et A! de

J

(par rapport aux structures
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- envisagée (signe gu'on pou

\\} e

- g e

dont l'extension 4 ExXx i appligue & sur A' et telle gue la relation
z=f(x,y) entraine laz relation z'=Ff'(x',y') entre les élémen.s ! gyt o1
_cdrrespondant & X,y,2. S'il existe un tel isomorphisme, E et E' seront
dits isomorphes (par rapport sux structures déteraindes par les lois

£,£7).

-

Le composé de x et y se note souvent en écrivant x et y dans un
ordre déterminé et les séparant par un signe ca

ra convenir d'omeltre

di) )

les sigpes dont llezploi est le plus fréguent
il

+ et ., étant convenu en général que ce dernmier peut s'¢
avec ces signes, le composé de X Xty s ol

X.y ou xy. Une loi notée par le signe + s' appellera le plus souvent
addition (le composé x+y siappelant zlors 1a somme de x st y), et or

dira qu'elle est notée additivement ; une loi notée par . s'zppellers

le plus souvent multiplication (le composé x.y = xzy s'appelant alors

Qroduit de x et y), et on dira qu'elle est notée multiplicativenent.

Dans les raisonnements généraux des §§i,2,3'du présent chapitre, on
se servira ordinairement des signes 7 st 1 pour noter des lois de
65méésition‘quelconques.
- Exozples. 1) Les epplications (A4,B) =AUJB et (4,B)—=AN3 sont
des lois de composition internes (partout définies ) entre
parties d'un ensemble B .,
2) Dans l'ensemble N dec entiers naturels, l'addition

multiplication, llexponentiation sont des lois de composition

partout définies (les composés de x e # et vy ¢ & par ces
lois se notant respectivement x+y,x.y=xy et x°) : v.Ens.,
chap.IIl, @ -




— =
3) B étant un ensemble, l'application (4,B)—> Ae B est une loi
de composition entre parties de EXE (@gg.ﬂgéfi,neﬁO) ; 1lappli-
cation (f,g) —> fog est une loi de composition entre applications
de & dans E (Ins.R, 92, n® 11).

4) Soit E un ensemble ordonné réticulé (EBns. H,96) : si on

désigne par sup(x,y) la borne supérieure de l'ensemble formé des
éléments x et y , 1l'application (x,y) —sup(x,y) est une loi de
conposition entre éléments de E . De m8me pour la borne inférisure
inf(x,y) . L'exenple 1) ci~-dessus rentre dsns celui-c¢ i, en consi-
dérant %f(g} comme ordonnéd par inclusion.

5) 80it (x,y) —> xTy une loi de ¢ ompeosition entre Lé.@nts

de E , définig g sur une partie A de EXE . 8i X et Y sont des
parties de E , l'ensemble des éléments X Ty ds E pour xeX ,

vyeY , (x,5)e A (clest-a-dire 1'image par (%,y) — z7Ty de la
trace de XXY sur A) est une partie de E qu'on désignsra
b’é

(pourvu que cette notation ne rréte pas & canfusi@ﬁ)_par X6 Y -

o

1'applicatior. (X,Y)—>XTY est une loi de composition partout

,

éfinie, entre partiss de E .

Voici un exemple oh le principe de notatio: gu'on vient de
poser préterait & confusion et ne cdevra donc pas s
supposons qu'il s'agisse de la loi de composition AU B entre
parties d'un ensemble E : d'aprés la rigle formulée & 1'ex. 5

a = :
o SRt i j i o 7 07 Coesgiait e e B el & )
parties de éfﬁﬁ), B(U, B) étant l'ensemble des AUB pour A € U

N o o\
2 L %7 154 = z S 7 !::\/ S per
B & )d mals fﬁ(ﬁﬁg J3 ) ne devra pas se noter (U U JJ , cetts
L3 v
' 4 : s £ V2
notation ayant déja un sens différent {(réunion de (L et S5
oYY

considérées conme parties de )
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blcments de

position partout définie, gui sers dite opposée & la précédente.

la loi xTy

chaque fois que (X,y)éi-l (Ens.R,

une spplication de

Soit (x,y)—> xTy une loi de compos

est définie sur une partie A de ExE, on aura (y,x)€ A

\

4

- -

ition partoutl définie entre

: 1l'application (x,y)—> yTx sera sussi une loi 4o com-

Si

é},no4), donc (x,y)—>yT X sera

4
=l

A dans B , qui s'appellera encore ls loi ds compo-

siticn opposée 4 la précédente. BEn d'autres itermes :
Définition 2. Deux lois de composition (partout définies ou non)
enire élémentis de B sont dites opposées si chacune se dééuit de 1l'autre

par composition avec ls symét:

7 1igue de E . 81 1'une est

pariout définie, 1l en e¢st de méme de l'autre.

Lois de composition associzlives. Définition 5. Une loi ds composition X7y
pazbéut définie, entre éléments dlun ensemble E_ﬁmesc dite assogciative
Si ifbn a , guels gue soient X,y,z cdangs E :

(zTy)Tz =x1t({yTz)
Lorsque la loi XTy n'est pas partout définie, on dit parfois
qu'elle est associative si la loi de composition XT Y qu'on
en déduit (v.ci-dessus, ex.5) entre parties de B , et qui, elle,
est partout deéfinie, est associative ; dl'autres fois, on dit
qulelle est associative si la relation (xTy)Tz =xT(yTz)
est vérifiee chague fois que les deux membres sont définis.
Une partie des résultats qui suivent s'étend, avec des modifi-
catlons convenables,; =zux lois associatives non pariout définies.

S, les suivantes sont associatives : AUB et ANB (ex.1);
-~ £ %) © - - =~ = ° YAy {'v‘ E 3 7
2.y (ex.2) ; AoB et fog {ex.3) ; sup(x,y) et inf(x,y)
- 91 xTy est une loi associative sutre éléments de E ,
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XTY eost une loi associative entre ¢&léments de lf(E).

En revanche, l'exponentiation x¥ entre entiers aaturels

(ex.2) n'est pas associative ; en effetl (2 ) #9(1 )
Lorsqulon s'est donné une loi associative, il y a lisu de défini¥ le
composé d!'éléments en nombre fini quelcongue, pris dans un ordre déter-
miné ; on le définira par récurrence sur le nombre des €léments : XTY
étant défini par la loi de composition, xTyT2z sera par définition
la valeur commune de (xTy)Tz et z“?(y“fz). Plus généralement :

Définition 4. On appelle séguence d'éléments de B une fomille (x

d'éléments de B dont liensenble A des indices est un ensemble find

totalexent ordonné. Les éléments x s'appellent les termes de la

croissante de A sur B .

On sait (Eps., chap.IV, § ) qu'un ensewble fini non vide, totalement

ordonné, admet toujours une application biunivogue croissaunte et uns

et b
seule sur un intervalle §@;ﬁ”ﬂj de l'ensemble N des entisrs naturels;
~

toute séguence non vide est donc semblable & une suite finie el une
seule admettant un tel intervalle pour ensezble dfindices.

Soient XTy une loli de composition associative sur & , (x ) _, ame

ALk E
séouence non vide d'éléments de E ; & toule partis non vide B de A
e s 5 s s

on peut faire correspondre un élément de B , qu'on notera

de la maniére suivante :

O 3 =S 1 = E > SNy
1°- 81 B =3B , on posera weB %o =%
29_ gi B a plus d'un élément et & pour plus petit élément B , et si B!

dec1gne l'ensemble des éiémenis > 8 dans B , on posera
= ~ S
= = {
aen %o =% T gen %)
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eOe
En effet;, on voit par récurrence sur p gue ces conditions déterzinent
E X

d'une msnidre unigue aé;B o pour toutes les partiegs B de A &4 p

éléments, quel que soit pg n si 4 est & n élénents.

Définition 5. L'élément E o X4 , déterminé par les conditions ci-

dessus, s'appelle le compesé de la séguence (x ) e p Rour 1a loi x7y.

Il est clair gue deux séquences semblables ont méze composé -
posé d'upne séquence a deux Lermes X, 1 %g (correspondant & Az{gyﬁ} ;
a<< 8) nlest zulre gue x* T X -
G, B
Lu point de vue des notations, le composc d'une séguence se notera
i 9.6 pe. (et ﬂ.,é’;:::ﬂj ~ e
{ 4 pour une loi notée ¥ ; ., & pour une leoi notée L pour

A
4 & A

une loi notés + (addition) et pour une loi noté

O
T Q
=)
=
St
o
Pt
@)
= ¢
e
@)
4]
ot
faa
O
&
N
£

il est d'usasge de le désigner respsciivement par les notations sul-

o =
vantes , -
. ;EL - . 5 § -
aeh > et a & A &
{gatte derniére devant cependant &tre évitée lorsgu'elle peut entraliner

confusion avec le signe anslogue de la Théorie des Eunsembles).

= ; -
tervalle éuv1ﬁ I . te également
»‘ﬁ;—i’
b x 0 X % sow 1K
i 3 o Xni1 ' Fnp T “Xﬁﬁf

définie partout, on peult encore la couserver, mais on ne définirs ainsi
de composé gue pour les séguences satisfaisant & ceriaines conditions).
intérét de cette définition tient avant tout au théorime

sgi?aﬁ* gui ne vaul gue pour les lois assocliatives :
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Théoréme 1 (théoréme d'associativité). Soit A fini non vide, totalement
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(1)

to
Ay

ordonné, réunion de parties non vides B (1<igyp

B, al 1 i ib = soit ix une séguence
y€B;,, entralne x<y guel gue soit i<p ; soit | c;)c-,e . g

d'éléments de B , eyant A pour ensemble d'indices =L0n 8 o 0PS. POouUr

toute loi associative T donnée sur E :

£
£ X'(L = .{ f,: i e 3
o e A i<igp @_.éBi

On démontrera le ithéoréme par récurrence sur 1e nombre n des &léments

de A . Si n=1 , les B; étant non vides, on a nécessairement p=1 , et le

fomd

lhéoréme est évident. Sinon, le théordme étant supposé vrai pour un
ensenble d'indices & moins de n

;g)‘-Bﬁ est & un seul élément B . Soit C=B,UB, U... UB_ . Ls premier

s 9
membre de 1l'égalilé & démontrer n'est autre (par définition) que
i

X T % *3) ; le second membre n'est autre (par définition) gue

s’;‘, O é,C & 5 Con maem e N1"est agutrle (pa GeTinlitlion; gue
x. T % : 1'égalité résulte de ce gue le théoréms est
2 g \g '\A, }i

upposé ’r ali (C étant & n-1 éléments) pour C st B, s, 5
2 n

b) Sinon, soit B le plus petit élément de A (cone de B,) ; soient A'
1'ensenble des a B dans A , B'=A! B, : A' ost & n-1 éléments et
5 4 =

¥
1
les conditions du théoréme sont satisfaites par A' et Bl ,B

X = j o gL
®enl o (u. € BJ A'v*-) (
orpons le conposé de X, avec chacun des deux

B8 sEden

donc on a par hypothése

premier membre, par définition, . LA “a ; au second, on obtient

(en appliguant la définition d'une loi asgociative)
,_rw { — mgf x
T e er { - 33
<X§? (C},éB) ¢)}T \2<!<p {: B 2ol
: 1 S i
ce qui n'esi aulre chose (par la définition 5) gue le second membre

de

Bt

a formule du th.1 , qui est donc dézontré.




S g -
‘,Uh'cas particulier du théorsme ;énéral d'aésociativité est la formule
AT X T o TX '-';(KO‘T'K,‘TO.OTX 1)?){
qui permet de définit le composé d'une suite Tinie (ou d'une séquence)
péf récurrence en procédant "de gauche a droite® (au lieu gue la défi-
nition donnée ci-dessus procéde de droite & gauche) : les deux défini-
iiéns sont donec éguivalentes pour ume loi associative.

- Lorsque tous les termes d'une séquence de n termes sont égaux & un

ey

n

g6 notera <+ X pour une loi notée T , 5 x

o
O
o

zéme xeE , leur compo

pour une loi notée. L ., zP pour une loi notée . , et le plus souvent nx

pour une loi notée + (szuf certains cas ol cette derniére notation

pourrait préter g confusion, v. §3). Le théoréme d'associalivité devient,
si nﬂnf;ﬁag,fofmy sont les ncobres cd'éléments de A et des Bi regpecti-
s ' - ; i

vement (done n=n +n *...*n )} , et 81 x = x quel gue oit a :
5 S § > hs .

domc en particnlier, s31 . p=2

men n n
Tﬁ X =[5 )l )

A
4
A
e
;TE:
b
) S

81 X est une partie de B , on désignera, con?oraament aux notations

e

ci-dessus; par %=X 1'ensemble KqT’iAT’,v,,ﬁfX pour Afﬁx =,..=k =X ;
i : < o 2 je)
c'est donc l'ensembie de tous les composés x%?’xzﬁngtgi“xé' pour

v - = St

X, €X ; X,eX ,...,x € X . 11 importe de ne pas confondre cet ensemble

avec l'ensemble des éléments .§'x pour XxX€X . On posera
{
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b e (s et mee it 1 : Z 3 3 = 3
S ves Tainies \ACHC 2usSS]l de toutes ies seguences) dont tous les termss




5. Farties stables. Léfi:ition 6. Une pariie 4 de B est dite stable pour une

loi de cozposition entre éléuents de B si le composé de deux éléments

de A appartient . A chague fois gu'il est céfinmi.

2

Autrement c¢it, pour que A soit stable par rapport & ume loi
il faut et il suffit que l'on 8it AT Ac 4

'inlersection clune fanille de parties stables de E est évidem-

,‘_«
o
o

x
)
{-‘\-
e}
L)

ment stable, done en particulier il existe une plus e

tr3
Oﬁ"’

stable de & contenant une partie X donnée (Ens.R, 986, n 5), qui
: el S Js Y

est dite engencrée par X .

Théoreme 2. T étant une loi sssocialive sur E , lz partie stabls
; foel
de B engendrée par une partie X de K est T X .

{4

.AEn effet, 2 etdnt cette partie stable, on démonire par récurrence

SUr o gue lec cozposé de toute séguence

de n termes aprartenant 8 X
3 -~ :w 7 o Moo 3
appartleno nécessailrerent 8 4 , done T X C 2 . héciprocguement,

sl u et v sont des ¢léments de T X , ils seroni de la forme
u = 2z 5 = . s o aveec %X e X
u X, T X T i’xn 19 7 XBT’Xﬁ+1T= T’Xn+p , avec a
: oo
(0gi<ntp) , done (par le th.1) u<Tv = X, TXT...TX el X
: : ol
<
d'ol suit qgue T X est stable et coantimnt donec Z .

Définition 7. T étant uns loi de composition entre élémenis de B

définie sur une partie A de BEXE , on appelle loi induite par la

loi T sur u.e partie F de E la loi de composition entre éléments

do F ., définie sur 1'ensenble des (x,y)e FxF tels que (x,y)e A ,
7

XTyeP , et qui, & un tel couple (x,y) fai

xTy . La structure déterminée par cette loi sur ¥ sers dite induite

sur F par la structure céberninée par T sur B .

La loi induite par T sur F pourra (par azbus de gtre
S e ~ e T3 e SR SR T o
désignée rvar le méme signe T , quand cettie notation ne preivera pas




= e
& confusion. 31 la loi T est définie partout sur Ex B , et si ¥ est

une partie stable de E par rapporti a cette loi, la ioi induite par T

sur F est définie partout.

-

4. Eléments permutables : lois commutatives. Définition 8. T étani une loi

de composition entre éléuents de E , deux éléments x,y de B sont dits

- permutables (cu échangesbles) si xTy et yTx sont définis et si

e

XTy==yTX,

Uefinition 9. Une loi ds composition entre éléunentis de B est dite

s

commutative si cdeux élérentis gusleoncues de E sont permutables.

&
Exemples. 1) L'addition st la multiplication des entiers
naturels sont des lois caxmuﬁaﬁiveso
2) Dans un ensemble ordonné réticulé, les lois sup(x,y) et
inflx v sgnt connutatives : il en est alnsi, en pariiculier,
des lois U et M entre parties dfun énsemble B .

3) La loi de-cozposition (4,B) —>A-B entre parties de ExE.

23

est pas commutative (si E est & plus d'un élément) : car
soient 4 :%{a-b}% . B :i(b"C}}" et afc , on a AoBsi(ayc)}

4

est per.utable svec toute

o
ot
b
Q
o
|
&L
El
)
!,...
(o)
i
W
o
Pt
(3]
G5
®)
=
o)
bt
ol
>

partie de EXE . De méme, la loi fog enire applications de

B dans E n'est pas comnutative (si E a plus diun élérment),




e

Proposition 2. Si tout ¢élérent d'une partic X de B est persublable

{pour ure loi associative T ) avec tout &lément

c'une partic Y de E ,

tout élérent de la Lartie stable engendrée par X esi pernutable avec

tout ¢lément de ls tartie stable engendrée par ¥ .

En effet,

permutdble avec chucun des termes d'une séguence de n lermesg 1l llest

avec le composé de la séquence ; donc tout X eX est permutable avec

2

tout élément de la partie stable Y! encendrée var ¥ - il s'ensuit slors.
4 (& k b bl

par le méme raisonnement;

tout élément
Deax cas Darticulxer

Yaé } et celui o X=Y :

Corolla1re 4

il suil de la prop.1, par récurrence sur n, gue

de la partie stable X! eugendrée par X .

©1i X et y sont perauiables pour

21 X est

la loi sssociative T

pee—1

i en ost de méme de

mﬁyQ et n‘}O ; en particulier, 'T x et <

gue soient x,m >0 et n >0 .

Corollaire 2. 5i tous les élénonts de X sont

X sonb yerﬂvbab1e quels

perutables deux 3 deux

par rapport & une lol associative T , la loi induite par T sur la

partie stable engendrée par X est

assceiative et commutative.

Définition 10. On arpelle élément central de

v

& . pour une loj de

éléuents de B , tout élén

ent rermutable avec tous

composition euntre

On appelle cenlre de B

lienserble des éléments

les,éléments de B .

centraux

-

enlre de B

<
©
bt
©
Q

Ll résulie de la prop.1 gu
de_E_; la loi induite sur le cerire esi évide
Ly princiiale propriétd des lois associativ

en ce gue les comjposés de toubtes les séquences

une paruie

e

0?1

stable
cmment conmutative.
es et commuibativses consiste

gu'on peut déduire




= 4o =

dlune séquence donnée .ar perrutation sur les indices ont méme

valeur : ce gu'on va démontrer maintenant. \

Définition 11. On appelle systiome d'éléments de E toute famille

dféléments de & dont l'ensemble d'indices est fini.

;D'un sysié on déduit une séquence en ordonnant totalement llensem-

ble dfindices, ou {ce gui revient au méme, cf.Ens., chap.IV, ¢ ) |
le e |

> - S e |

en choisissant une correspondance biunivogue enitre cet ensemb t W
: |
|
|
I

Théordme %. Soit T une loi de composition sssociative et commutative  §

sur B ; soit (Kw)i;éﬁ un systeéme pon vide d'éléments de E ; guells

gue soit ls maniére dont on ordonne totalement A , le composé

R

O

- %5 2 une méme valeur.
- Le théoréme est vrai si A a un seul élément a_ , le composé étant |

alors x diontrons par récurrence sur p qu'il est vrai pour toute
-
partie de A a p é€léments : il suffira de montrer qu'il est vrai pour

un ensemble d'indices a p éléments s'il est vrai pour toute partie

£

de cet ensemble & moins de p éléments. DHit donc A= %ans@4,,,a,ap_1%

7

pour un ordre guelcongue ce A s0it a, le plus petit éiément de A
4 § 2 o b : b

i F
- ¢ - 29
A' l'ensemble des auires ¢léments de A ; ona | X = ¢ T (| 20
: » . aeh . o seh
Supposons dfabord 0<i<p-1 et posons oA s A } &t
2 s O ? 17 Cads ] "...’i)
E=la. ., > —.a V- dc thcovene otant s sé vrai pour A! on a
=11 el 2 5) 3

-

en appliguant de plus le théoréxe dfassociativité (puisque A'=BUC) : E

[ 5 -




¥

t-1 p-2 4o-2

:gk“=x T(—r'w)f(jﬁ (7wx )?A ?(l —7T}

72 5.1 ) e p

ol le dernier membre est bien indepenuant de “?orare de A 5 Sz 1:0 ou

by

i=p-1 , on trouve le um8me résultat mais ¢'une manidre plus simple, les
termes relatifs & B ou bien les termes relatifs & C disparsissant des
formules. Le théoréze est démontré.

Définition 12. Pour une loi associztive et commutative sur B , on

fie b

appelle composé d'un systéme non vide (xu). . d'éléments de E le

&4 e £
composé de 1'une guelcongue des seguences obitenues en crdonnant
totalenment l'ensemble dglnaloes A du systéme. ﬁﬁ__
' %

e notera a : de réme

(&}

Pour une loi notée T , ce composé
pour les autres notations.
Les th.1 et 3 se cozbinent pour donner le suivant

fheoréme 4. Soient T une loi sssociative et commutative sur B .

(X@)afiA un systéme non vide d'éléments de B . Si 4 est rdunion de
parties pon vides B B,,,,,;BLJ ; deux & deux sans e€lément commun,
on a —Emm P
| = By

ien w*Ej(aeB.%“

bpn effet, cela résulte du th.3 si on ordonne totalement A de facon
qua A et les Bi satislassent aux conditions du th.1 .
D@aprss le corollaire 2 de la prop.2, les th.3 et 4 s'appliguent

encore s'il s'agit d'vne loi associstive et de systémes d'éléments

deux 8 deuXx perautables.
: e .?’{.ﬂ \ LR 3 - b} 3 55 3= %
Exereices. " 1) ilonlrer que les seuls entiers distincts >0

<3 ~ T S > Yyt i = 1T STy 3 7 X7 3 > 2 T
qui soient permutables pour la loi (x,y) —>x* son
2) ucr trcr gque, pour la

centre est l'ensexrble des




%) Déterainer le centre pour la loi fo g entre applications

N\

g g

de B dans E .

4) Lz loi T étant définie sur B , on pose, pour h fixe dans E
X1y =xThTy : monirer que si T est associative, 4 llest
égaleuent.

5) Pour une loi zssociastive T entre éiléments de B, soit he B

tel que hTh =h (un tel élément est dit idempotent) : montrer

que liensezble des éléments hTxTh , o xekE , est une partie
stable de E .

6) A étant un ensemble donné, soient B l'eusemble des suites
finies d'éléments de A (séguences dont 1'ensemble d'indices est
une partie finie de M ) : si SEE , 8'e B , la relation

"S ect semblable & S' " (déf.4) est une relation d'éguivalence
S* dans E : soit L{(A)=E /2, . Soit S:(&i)ié ; uge suite
appartenant & B : ei I=I'UI" , et si Jjel! , k €I" entraine

j<k , montrer que la classe d'équivalence de 8 dans E ne dépent

que ces classes suxquelles appartiennent les suites S7=(a.)m,,l,;
S'=(s )lé In - La classe de S gera dite composée des classes E
de S' et S" par juxtaposition : montrer que cl'est 1a une loi de |
composition associative entre ¢lésents de L(A) , que L{A) est
engendré par l'ensemble A' des classes fornées de suites &4 un
seul &lément, et gue A' est équipotent & A . On dil gue Lis)

est le systéme associatif libre décuit de A ;, et que leg élé-

ments de L{A) sont les mots foraés avec les ¢ldments de A .
1 )

L(A?) zinsi déduits de deux

nsembles A4,AP éguipotents sont isomorphnes. ©Si A est finl et |

Cn

a n él ts, L(A) s'appelle le systéme associatif libre & n
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Pour une loi de composition

¥l e
f ¥ =15
L @ 2. Elément neutre ; éléments réguliers ; éléments
1 inversibles.
. 1. Elément neutre. Définition 1.
i

de & , un él¢ment e de B est dit élément neutre si eT x et xTe
sont définis et égaux a x , guel gue soit X€EE . :
Il existe au plus un élément neutre pour une loi donnée, car si

e,e' sont éléments neutres, on a e=ecTe'=e!

s'il existe, est peruzutable svec tout élément

central.

Exenples. 1) Dans liensenble

neutre pour la 1oi U | B pour 13 loi

ensemble ordonné réticulé, le p

neutre pour la loi

De m8me pour le plus grand élément et
2) Le nombre O est élément neutre pour

et 1 pour 13 multi

L'élément neutre,

°
°

des parties de

'addition

ication de ces entiers.

clest

un élément
E , & est élément
Plus généralement,
¢lément, sfil
X,¥) ; réciproque-

ici, il est 1le

inf(x,y).
des entiers

La loi

EXE , la diagonale est

applications de B

(x.v) =) 'a pas d'élément neutre.

3) Pour la loi A°B entre parties de

1'élénent neutre. our la loi fog entre

dans E , l'application identigue de E sur E est 1'61ézent

T entre &léments




l

2. Elén ents réguliers.

!

6

induite par T sur F . dais il peut se faire gque 1la loi induite par T

sur une partie stable T git un ¢lément neutre f sans que F contienne e ;

ou,méme sans qu'il existe 4!

b

€lément neutre pour T dans B .

Par exemple, si T est associative sur B e el bl hic h o

h est élément neutlre pour la loi induite par T sur llensemble

des éléments h T xTh , xeE (cf.§1,sxerc.4) ; il pourrs en
etre ainsl sans que h soit élément neutre pour T dans E . En Lar-

si la loi est asscciative et commutative.
Si donc d est la partie vide d’un en e G'indices.

3 1 & 3 v » = ey o - ¥ Nt e S
nague fois cue cette notatior ne risqusra pas d'entrai-

zéro'ou origzine

ner confusion (par exemple avec l'entier naturel O) - -peur une Iloi
notée - , il se noters t s'appellera unité, sous 1la

Définition 5. T élant une lei de COnp

s
o
T
s
O
)
PRy
Ui
o
({0}
b=
O
i
{
Cv-
(4]
1\._.,
s
©

définie, entre

pondant o a €l dlopplication x —>aTx

4 3 N SN s 1% & T4 5 4% ~ L wp e
lation & droite 1l'application X —>X T8 -
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aLes noms "translation & drcite®, "translation & gasuche” tiennent
uniquement bien enteudu, & la notation habituelle de la plupart
des lois de composition. Pér passage d'une loi & la loi opposée,
lés translations & gaucne deviennent translations & droite et réci-
yTOQupment
cn noters éventuellenent vy

Sa. les transliations & gauche et a

s 3
e

d:cite correspondant & &a€8 , c'est-a-dire gqu'on aura

a(x) =aTx Ba(x} ~x T
Proyvosition 1. Pour une loi assgciative T , la translation & gauche
y?ﬁ‘y corresponcant au composé de X et ¥y est l'application yyﬁayy
composce des translations vy ,y ; la translation a droite 31,
Xz y s 2 J‘.Ty‘
R o
est 1'application 3 o O ; composée de 0O _, 3
= _ y X ¥ X
- kn effet : (zvy)T2 = Z) = v (2))
_ Bn effe Yevryl2) = 2Ty) T2 = x7(y72) (v (2))
'\
S.r,i2) —sTlry) - Grary - 0 95(2))

stlnltlon 4. T ¢éiant une loi ce composition partout d finie entre

€léments de B , un élément a€BE est dit réeulier pour T si les

ranslations & droite et 4 gauche correspondant & a sont des appli-

i . = Z - ~ . X
cations biunivogues de B dans lui-méne.

_ Aatrpﬂenf dit, pour gue a soit répulier, il faut et il suffit que
chacune ces relations aTx =aTy , XxTa = yTa entraine X=y
(on dit gu'on peut "simplifier par a” ces égalités). 11 s'ensuit gue
)

si X.et Y sont des parties de E , chacune des relatio aX a7 ¥
T

K‘T a =Y Ta entraine X = Y .

=1
)

Exemples. 1) Tout entier naturel est régulier pour 1'addition ;
tout entier naturel %O est régulier pour la nmultiplication ;

tout entier naturel autlre que O et 1 est régulier pour 1'exponen-

ia
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2) S'il existe un élément neutre pour une loi T , il est régu-
lier pour cette loi.
%) Dans un ensexmble ordonné réticulé, il ne peut y avoir d'autre
élément régulier pour la loi sup(x,y) aque 1'élément neutre
(plus petit élément) s'il existe ; de méme pour inf{x y) .
Bn psrticulier, dans l'ensenmble des part ties d'un ensembls E ,

seul régulier pour M .

=i

¢ est seul régulier pour U ,

Proposition 2. Lfeaseublc des 4élémentis régmuliers pour une Lol associa-

tive est stable pour ceite loi.

e 5 - S e o = SR > i -
Lo effel, a1 Y sont biuniveogues, il en est de meme de

Yxry

Si

XL o %

oy (prop. 1) Be zéme pour .

Yo ¥y

un élément X est régulier pour une loi ¥ , il l'est aussi pour

la loi induite par T sur une partie stable 4 contepnant x (mais un

élément de A peul &tre régulier daus A et ne pas 1'&tre dans B) ;

en particulier, pour la loi induite par uune loi associative T sur

l'ensemble R des éléments répuliers de E , tous les éléments de R

sont réguliers.

3. Eéléments inverses. Définit ion 5. T étant une loi de com-position entre

¢léments de B , admetitant un clénent neuire e , on dit gue xek es

ot

inversible sfil existe x' tel gue xTx'=x'T x=e , el un tel elément X

est dit inverse de X .

Exemples. 1) L'élément neutrs, s'il existe, est inversibple et

est son propre inverse. Il peut arriver gu'il n'existe pas

d'autre élérent inversible dans B : c'est le cas pour lfacdition

plication dans A ; cfest ie cas aussi pour la loi

2) Dane l'ensenbl des 3 i de B dai n lea Alémentis
A uans ensemele Cces 8ppllcailions B ogns & ., 1838 ciemenus
1 Sra e ™1l ~ 3 = > 4 -~ - -
inversibles, pour laz loi fog , sont les spplications




=vaa vy

Proposition 5. Pour une loi associabive T sur E , tout &lément inver-

un z €l tel gue zTZX=y ; on 8 alors yTe=zTXTe=zTX=y . On voit de

- 19

biunivogue de E sur E : pour une telle application £ , 1l'ap-

plication réciprogue de f est inverse de f .

sible x est régulier ot & un seul inverse ; lecs translations & droite

et & gauche correspondantes Y, et Sx:: sont des spplications biuni-

1

VYogues ue L sur & .

Soit x! un inverse de X ; si XTy =xT2 , on aura X' TXTy=x'T X7z
ou (par llassociativité) eTy=eTz , c'esi-g-dire y=z . Do mbme, si
yTX=2TX , ona yTXTX'=2TxTXx' , d'ob y=z . Done x est régulier.

'=e -, done x'=x" : 1'inverse |

esil unigue. Enf Yy, est une application de E sur E : sutrement dit,

quel que soit yeE , il existe z tel gue y (z)=y ; car, si z=x'Ty ,
<

on a vy (z)=x+tx'tT y=eTy=y ; de méme pour 321,

Proposition 4. T étant une loi associalive sur B , si xebB est tel

gue les translaltions & gauche et & droite T Sy soient toules deux

5

des applications de B sur E , il existe un élément neuirs pour T , st
X est inversible.

Y appligue E sur E , donc il existe ee€B tel que yx(e}:x ., ou
xTe=x ; S applique E sur E , donc il existe, gquel que soit ye B 5

me {en échangeant v et 8 ) qu'il existe e! tel gue e'T y=y quel gue
= Vi 1

soit y . 4dsis 2lors on a , d'une part e'Te=e' , de llautre e'Te=e ,

donec e=e¢' , yTe=eTy=y quel gue soil y ; e est élément neutre. Alors,
il existe x' et x" tels que xTx'=e , X"Tx=¢ : donc x"T(xTx!')=x"

2

(x"Tx)Tx!'=x' , d'oh x'=x" , ot x' est inverse de x .

Proposition 5. 8i, pour une loi associative T , deux €léments x,y admed-

2 P St % = 7 - 2 - = = - & = <= s
tent des inverses x',y' , le composé XT3y est inversible et a pour
P & el o
. s T S S s Ko A v 3 e LA R
inverse y'T x! si chscun des é€léments X  dl'une séguence (x )
Bt 4 b a p : (6% Q ".:.’_if‘
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l %6  est inversible et a DOUT

a un inverse x' , le composé

oh 4!

est l'ensemnble ordonné déduit de A obtenu

T (95
=1
aeht7a
en remplacant l'ordre de A par l'ordre opposé.

inverse

“Le premier point résulte de (y'7T x'")T{xTy)=y'T{(x'T x) Ty=y'

et du calcul analogue pour (xTy)Tix'Ty') ; le

par récurrence sur le nombre de termes de lsa

T y=e

gecond s'en déduit

En particulier, si x a pour inverse x'! , + X a pour inverse +F X'

Corollaire. Pour une loi associative,

3

sibles est stable.

(g

Propositioa 6. Si, pour ure loi associative,

l’un de l Qtre, et si X est permutable avec y , il en est de ménm

de x° 2

QBn-effeti de xTyv-vyTx  ontire x'Tlxryitz'=x'TlyTx) 7

puis (x'T x)TyTx'=x'TyT(xT=x'), clest-g-dire yTx'=x'Ty .

Corollsire. L'inverse de

également au centre.
sussi que la pror.2 du $1 peut étre rem
par le résultat plus complet
s@iyaﬁt =

- 101

froposition 7. boit T une

tout élérent inversible du centre appartient

plac

uant un élement nsutre e

associalive entre éléments de B | a4

stable de B engendrée par la réupion X' de X , de %s} , 2t de l'ensemn-
&

ble des inverses des ¢lérente inversibles de X s sodent T B ot

Y?'forﬁé & partir de Y comme X" l'est & parii: de X .

:‘Aloré, si tout clément de X est permutsble avec fout élément de Y ,

tout élément de X" est rermutsble avec tout rléQSLZHCQ X




S oq .

4. Prolongenent a'une 101 associative et coms uLat‘ve. Un ¢élément x€ E , in-

versible pour une loi T , est ré;ulier pour 1l 1loi induite par T
sur toute partie stable de B . Ou peut se demander, réciproguement,
si, B et T étant donnés, on Pgut plonger B dans un ensemble plus

étendu B et aérlinil sur & une loi de conposition gui induise ¥ sur

E , et pour laguelle tout élément régalier de E , ou tout au moins

-

b

tout ¢élément régulier de E , soit inversible. 11 n'en est pas

o
&
£.3

toujours ainsi ; mais on a moins ltimportant théoréme suivant :

ot
e
ﬂ"‘
D
@
i
©
L&)
&
£
e
)
(517
Bt
<3
L]

g conrosibion associa

o)

Théoréme 1. Soit T une loi

entre elcments d'un ensezble B . Un peut définir un ensemble E ,

vne loi ce composition associative et commutalive T entre &léments
de B , et unec partie H de E stable pour la loi T , de maniére &

isfaire sux conditions suivantes :

-

1° tout élément de E , résulier pour la loi T , est inversible ;

inverses dss élémentis rérulisrs de H .,
De plus, B est déternminé d'une maniére unigus (& u omorpisme
prés) par ces conditions.
: Z 3 s ok Z
S0it E l'ensemble des élémentis uliers de E . S8i B esi vide,

- = s T Ve e e L Z oy S 4 = T = Z
il suit de 5 gue B dolit Stre égal a H : alors E est nécessairement

= = = 5 > = 5 SE i O = ~ A5 s
isomorrhe & E ; mais E satisfaisant slors aux conditions du théoremse,
2 -
tout et dédmoniré daca ~ o s = Ay Bl oo
Lot est demornwre aacs e cas. PUDPOSog Gong B * A8
14
s g oy i : - e = o
2i B satisfalit suX conditions ci-dessus, tout élément de E est
z ~ o5 B TR o i3 TI¢ 3 = A Taa
compese dl'un systeme d'éiéments de H UH' : par le th.4 du % 1
il est donc de la forame vyl ohn
¢'élémentis de H et v! a'un atél




L o0

onna uel - psrlarroy.H5  on o v'eH’. Dorc tout 8lément de E
est de la forme u—‘!':v' - o& u€H , et o v' est l'inverse d'un élément
régulier v de H . Soit u l'ense-uble des ¢€léments réguliers de H ; &
tout élément (u,v) de HxH" , faisons correspondre 1'élément u Tv!
de E , v' désipgnant 1'inverss de vV : on a ainsi une application de
HxH” sur B ; a (u,g ,v_,‘) et (uz,vz) dans HXx H% correspondra un méme
,i?v;=u2?vé ; v, étant régulier, ceite
relation est équivalente & u,“-‘f:v’?v,lzuz?v*;:v ; Clest-a=dire

6léuent de E si 1'on 2 u

1 2
= : e e ; = = — =
u,=u,TViTv, , puis (Vg étant régulier) a U, T V,mu, T VATV, TV,
cfest-a-dire & u,e“i’v2=u2"‘?v,§ ; enfin, =i (u, va) st {ug,vg} sont des

~ P 3 * A T = P /‘
€léments quelcongues de HxX H , auguels correspondent dans E les élé-

ments w =u, Tv! , wzzue? vy, & (u7T u,,,vq:t:vz} correspondra {puisque
> - &
l'inverse de v,g‘“?"’v” est v;?vé), 1'élément u;,s:??uq%a vIT eyl
-4 < 3 Ga
clest-g-dire W1?W£ .
3

Parfisczorphisme entre E ot H , & tout élézent (x,y) de EXE cor-
respond un élément (u, 'f"érixﬁ% , pulse w=uTv'e E ; 4 deux éléments
(X’Hy'l) et (xg,yz} correspond un méme élément w de E si LTV ~%T7 ;
et 81 & {x SEEP ) et (ngyn) correspondent respeu‘nement w, et w,

dans E , & gx,g‘f'xe,yz‘r’yz) correspond W, ¥Ww, . Bofin, si a x¢E

o

correspond ue€eH , a tout élément de la forme (XTy,y) dans EXE’,

> * 3 2 — S 2
oh yekE , correspond dans HxBH , 1'élément (uTv,v) o veH

=

3

correspond & y , puls dans E , si v! est l'inverse de v , 1'8léxent
(utv)Tv! , clest-a-dire u lui-n8me.

Or la relation % Ty,=%x, Ty, entre ciéments (Xj,yﬁ) et {x2§y2)
de BExE esi une relation d'éqguivalence B : car elle est évidemment




=)

P
=

I¢_é'eusuiﬁréue; si:E”esi défini,'ilféxisie une correspondance

5iﬁgivoque'entre,Ezéyﬁ;fengémﬁ;e quot;entJQe vE)<E% per la relation
;’Qui ;°encaf3 f}Bééi@qugemé@t;;sﬁppbédhé,E=éonné ; appelons B

le guotieant ae Eﬁ,ézfégr';g ré;auiop«E;g Soient Wy oW, des €léments

ae E ; soient (14334}.et'{z ;¥,) Ges &lb&edbs des classes d'éguiva-

leace dang LY B, qui définissenl respectivement w, et W, - la classe

&squlvﬁi ence gui contient {x1i°z“,yﬁw°yz} ne dépend que ds W,

car i on remplace {xq,yéj par un élément éguivalent (x ,y}), on

mwa ?,Tv % T of 1T 3 T T(y et
2 2. Ty =Ty, onc (x, Tx,) (33?,,2) (yi X) (v, Ty)

de zéme si on remglace (x1, 2) par ,(xé,y4) éguivalent ; avec ces
notatloas on Qes¢¢nera par W 7;w2 la - classe & laguelle appartisnt

{x Tx 2’y1T=y2> T est uge loi de composition entre éléments de E ,
. Gof s o , L
ev1acmﬁent dSSOLl tive et commutative. Tous les éléments de EXE
o :
de la forme (z,z), ot 2z ¢E , sont équivalents, et réciproguenent,

si (x, y} est éguivalent & {z,z) ; ona XTz=z2Ty , douc (z étant

.

* Sen = oF

regulz r,; X=y ; s0il e la classe formés des éléments (z,z) . Si
{g, )ciii:; , 8t ‘2¢B", (xiz,yv2z) est équivalent & (x,y) ; e est

— ey
7]

donec élément neubre dans B pour la loi T . Toute classe d'équivalence

: 2. Z. 3 3 ¥y '}’?
contenant un éléuent ds la forme (y z) oh ~yeE -, zek" ; est un

€lézent inversible de E , ayant pour cleﬂeﬁt inverse la classe qui
contient (z,y)., car le cbmposé de ces classes est la clssse de

(yi’z,yﬁ‘z) clest-a-dire 1'éiément neutre. Or, si la classe w qui

e
=

coaLLQQt = ;¥)EEXE est un élément régulier de B , la relation

w T w =W ?"wg enire éléments de B doit entirainer W, =W, clcst-a-
(si (Kirydg et (zg,ypﬁ sont des élénenis des classes w, et

}z(XT'X2)1°(y‘?yq) doit entrainer

: 1
dire que

=X, Ty, - en perticulier, pour y =y

4 la relation
1 2 :




puisgue Yy Ty, est régulier) entraine 2, T §,=%,T7 (elle-néme équi-
4 g J ) ¢

= = -
XTXquTy,t'zx‘!’x T yﬂq (Czui: est équivalente =3 ET X, =X TX,

91
valente & x;=X, puisque y, est regulier) : sutrement dit X TX,=XTXx,

entraine x,=%, , donc % esi régulier et tar suite w est inversible
et a pour inverse la classe de (y,x). L'ensemble E , avec la loi T
satisfait donc & la condition 1° du th.1 .

8oit x€E , et considérpns dans ExE*l’ensemble des élémenis de
la forme (T y,y) , oA _y”éE* : ils sont tous éguiValeats, et récipro-
quement si (xq,yq) est éguivalent & l'un de ces élézenis, on a |
XTyTy=%4 Ty , done (y étent réguller) %,=xTy, ; sutrement dit
les éléments (xTy,y) forment une classe d'équivalence, ¢t si on fait
correspondre cette classe & x€E , on a une correspondance biunivogue
entre E et l'ensempble H des classes de cetlls fcrma ; on vérifie immé- i
diatement gue B esl stable pour T dans B , Gue la correspondance en |
guestion est un isomorphisme entre E et H , et qu'a tout x régulier

dans B correspond ainsi un élément de H régulier dans B : la cordition

oom

2° du th.1 est donc bien satisfaite. Enfin, si weE est la class
P 3 L 3 %‘ = z =
dféquivalence contenant (x,y)€ExB’, e'est le compesé, dans B
¥*
ki

de la classe gui contient (xTz,z), ofh zeE , et de la classe qui

=0 }- £ o o - > -‘ b ~ Sog oy
contient (z,,y7 z@) ou z,€E : la premidre appartient 4 H , la
seconde est l'inverse de la classe qui contient {yﬁ=zﬁjz J, 8t celle-ci

est un élément régulier de H : la condition 3° ost satisfai

uant o l'unicité, soient Eﬁ, 51 satisfaisant aux mémes conditions
gque B ,H ; on notera sussi ¥ la loi de compositi

-

comme on l'a vu, correspondance biunivogue entre

- * e o
EXE par la relation B , clest-a~-dire enire uﬁ

deux élémenls de E correspond, d'aprés ce qu'on

¥




B

()

- 29 -

dans E , clest-a-dire gqus la correspondance en guestio:s est un isgmor-

phisme entre TE",} et B : enfin sl o € H1 correspond & x dens l'iso-

1

morphisme enire B et H, , il correspondra comme on l'a vu a la classe
¥ . r . ;

de ExE” qui contient (xTy,y) od yeE , donc l'isomorphisme entre

E et E’l applique bien H sur H1‘ . Le théoréme esi ainsi complétement

dénontré.

o]

n raison de l'importance du théoreme, nous donnerons uue

i - z - 7 : — o <
seconde démonstration de l'existencs de E . Pour yeE , soit
4 l'ensemble des éléments de E de la forze X7y , ot X€E ;

et - = ; o :
soit O l'ensemble des rarties de E qui contiennent une partie
de la Torme 4 . L'inlersection de dsux ensembles M € (23; - e o
g =

eppartient encore a gr‘J , car s8'il existe y ek tlel que

- . * , :
xTyeill quel gue scit xeE , et zeE tel que xvTzed!
guel gue soit X€E , on sura x T{yTz)&eUnil’' guel gque soit

XéE o /

22

Cela posé, considérons l'ensemble CE des applications f dauns

- (ol : -

E de 1l'un guelcongue des ensenbles ds cg;. ; gui possedent la
propriété suivante : quel gue soit yeE” , il existe z €k

tel gus f(}ﬂz)C, My . Nous définirons comme suil une relation
d'éguivalence entre éléments de @ : une application dans B

de M€ S et une application dans E de d'e€ C:S: seront dites

équivalentes s'il existe " € S , contenu dans M (Y M' , sur

1equel}elles colncident ; on vérifie immédiatement que c'est bilen

lz une relation d'équivalence ; scit W l'ensemble quotient
de @ par cette relatiom. Enlre &léments de Y , nous défini-

rons comme suiit une loi de composition : €tant donnés deux
o7 7 3 3 T : s 1 3 7~ -
éléments de W , cl'est-a-dire deux classes d'éguivalence dans

CE (par repport & la relation définie plus haut), soient f,g
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appartenant respeciivement & ces deux classes ; supposons £ défi-

1
tion de f 2 My ; Gui est équivalente a £ . Soit g défini sur

nie sur M ¢ @F, il vy a8 yéiE% tel cus Myc: ¥ ; soit £, la restric-

$ned ;i3 existera ze B tol gue g(é J& I . ot 5 g
resiriclion de g & M”~J’f! z s Qul est éguivalente & g et appli-
gue M" dans Ey ; alors £,°8, est ure application de #° dans B
dont on voit facilement qu'ellie avpartient é,é§ et gue sa classe
ne dépend que des classes de f, et g, , clest-a=dire de P et 2
lg classe a laguelle appartient fzogd sera par définition le
composé des classes de £ et g ; on vérifie immédiatement gue
cette loi de composition est associative et =dmet un élément
neutlre , & savoir la classe & laguells appartient ifapplication
identique de E sur E .

A tout aeE correspond ls translat Ion x >awx gl eot
une application appartenant & é@ ; 801t ¢ la classe d'éguiva-
lence & laguelle appertient ceite translation : la corre spondance
enire a et 9, est biuwunivogue, car pour gus les translations
X—>a,Tx, £—=>2a,T x appartiennenl & une mme classe d'éguiva-

lence, il faut qu'il y ait un d_ sur leguel elles cocipcident

|
- s
J
*
d'olt en particulier, si zeRB a, T YVvz =a T3y7¥z , donc 8,58, .
4 %
Be o e Tt e | A it bt s e d S Ol | oo TN TS SO e v s o 31
~#E& lad Prop.t resulte zgliors que La correspondarnce entre a st QD
-

€81l un isomorthisme.

Qi 3 ""‘%— = —f 2

»l Dek | ¢ admel un inverse dans Y , & savoir ls classe
i § A s % ~ 4 < 3 e Iin Nt e 398 733 + 3
G equlvalence ¢! dans C@ & laguelle sppartisnt 1 appilicstion
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est la classe & lsquelle appartient 1l'application identigue
de E sur &k , donc encore 1'élément neutre.

Celz étant, on vériliera Tacilement que la partie stable
de V' engendrée par 1'ensemble des 9, et des @é a bien
toutes les prorriétés énoncées pour B dapsile th. 1 .

ations. Dans les applications du th.1, il sera le plus scuvent

réguliers. On pourra dounc plonger f4 , d'une maniére et d'une seule

. soient inversibles, el gqui soit engendré par # et par les inverses

commode (cf.Bns.i, §8,n°%) d'identifier 1'ensemble E avec l'ensemble

ci-dessus désigné par H ; ce cui permet (par abus de langage) de

nvention de langage ssara

e
[}
ud
‘:\
e
e
w)
0
sl |
(@]
@
o
ct
@
()
Q

dire gu'on a "Plon

appliquée en particulier dans lss deux importantis sxemples suivants.

e 4+ 2 - 3 3 = 3 Ty o = o 3 - 7 v r i = S
1. Entiers rationnels. FPrenons pour B llensemble N des entiers

>1émentis sont

P‘:’
:J\
o
@
n
6‘)\

naturels, avec la loi de composition + .

4

(& un isouxorphisme prés) dans un ensemble gu'on notera Z , muni

d'une loi de composition gu'on notera encore + , oh tous les éléments

des éléments de # . Les éléments de Z , qu'on appelle entiers

raticnnels sont en correspondance biunivoque avec les classes d'équi-

velence déterminées dans jVﬁXJV’ par la relation entre (mﬁgnq) et

ui sféerit : m +n.=m +n, . L'élément m de # correspond

25 2> e {2220 o
sinsi & la classe ensemble des éléments de A x N de la forne (atn,n),

oh née M ; son inverse dans Z correspond & la clusse des éléments

{(n,mtn). idais tout élézent {(p,q) ds jykjyzpeut stéecrire sous la forme

(mtn,n) s1 D> q , et sous la Torme (n,mtn) si D<q ; il s'ecsuit
que Z est réunion de # ot de llensemble des rses des éléments
de WM . Dl'ailleurs, l!'élément neuire 0 est le seul élément de N

inversible dans H# .
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1l s'ensuit que si l'on note -z 1'¢lément de Z inverse de 1l'élément
m de A/ pour m%O, Z est réunion de # et de l'ensemble des éléments
-m pour mE€N n#0 . Par la correspondance ci-dessus définie meN
correspond & la classe dans A x A qui contient (m,0) , et -m & la

classe qui contient (U,m) ; on en décduit facilement (en tenant compte

de ce qui a 8té dit dans la démontration du th.1) la loi de composition
de ces éléments ; pour m €N , neN , n#0 :
a)8imp»n , ona mH-n)=p , p élant 1'élémnent de # tel que m=n+tp.

b) 8i m <n, on amt(-n)=-p , p étant 1'élément de # tel que mip=n .
c) 8i 140, on a (-m)+(-n)=-(mn).

Css relations restent vraies sans la resiriction n%@ et éveniuvellement

m£0 , en convernant gue -0 désigne encore l'élément O .
On convient d'ordomner Z en écrivant, pour ae€eZ ,bez ,axb
s'il existe m €W tel que a=b+m . Clest bien 1a une relation d'ordrs,
car elle est évidemment transitive ; et si a=btm , b=atn , meH
ne€eN , ona mn=0, d'oi m=n=0 , a=b ; et Z est totalement ordonné

par cette relation, car solent aeZ, bezZz , et ¢ tel que a=bic
(on a c=atb' , b' étant l'inverse de b pour la loi +) : si celd ,
on a a »b ; sinon, c est de 1la forme -m , meH , st 1l'on a
atm=b+(-m)+n=b , donc b y a (et wéme b >a car mn#0). Enfin, il
est clair gque l'ordre ainsi défini sur Z induit sur A 1l'ordre gui a

o

été défini dans Ens., chap.lIlI.

11 . Lombres rationnels positifs. Prenons pour B llensemble H s 28

loi de composition étant cette fois la mulliplication ° : tous les
éléments sauf O sont réguliers. L'ersemble €3+ (bien déterminé a un
isomorphisme prés) dans lequel # se trouve alors plongé par applica-

: il : : : - e . *
tion du th.1 est dit ensenble des nombres rationnels positifs si




= o0

désigne l'ensenble des éléments #£0 de N §2+ est en correspondance
biunivogue avec le guotient de Afx.ﬁr*far la relation entre (pq,q1)
et (pg,qg) goi s'écerit p1q2=p2q1 . On convient de désiguer par P r
ou bieun par p/q 1'élément de Q+ gui correspond ainsi & la classe
contenant (p,q) dans #x JVP*,. Si re Q+ , BE Q,‘A , on dira que T

est multiple de s s'il existe meWN tel que r=15 : on voit comme
plus haut que c'est 14 une relation cl'ordre cdans §2+ (mais §2+ nest
pas totalement ordonné par cetie relation). Il est inutile de donner
ici plus de détails au sujeil de §2$ ; car on reirouvers cel ensembls

¥

plus loinm (@ ) comme partie de 1'ensemble €2 des nombres rationnels

(dans lequel on définira les deux lois de composition + et - ) .

6. Notations de 1'¢élément inverse. L'ensemble £ défini plus haut permet de

: : ‘ - : i n
poser une notation qul comprend comze cas particulier la notation T x

définie au 91 . On a déja dit gue si, pour une loi associative il

existe un elézent neutre e , on pose %=x = e ; si de plus X est
o ; : : ; = = n
inversible et a pour inverse x' , on posers par définition «%X —

. = a o = 5
quel gue scit n QJY_, n%b : alors T x est défini quel gue soit

-1

a €Z , et on a en particulier "+ x=x' . On vérifie immédiatement
Z

gue 1'on a , gquels gue soient a € beZ -

a+b a b
+ x=(x)7(5x) .
= , = : e sb 0 S
_ lolons dés maintenanti que la relation +F x = + (+x) est également

_ valable dans les mémes conditions, si 1l'on définit comme suit la

multiplication entre éléments de Z (cf. 93) : pourmeN , ne N ,

m.n est le produit déja défini (Ens.,chap.lIl) entre éléments de # ;
i 7 % = 3 7 5 :
- et 1'on pose (-m}.n=n.(-m)=-(anj), (-m).(-n)=mn

Voici encore guelgues observations générales concernant la termino-

lois de composition écrites, soit

tn
f
O
!»J
s
!, 1
()
n

logie et les notation:
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soit additivement, soit multiplicativement :

a) Sauf indication formelle du comtraire, on n'emploiera le signe +

que lorsqu'il s'agira de noter une loi gssocialive et commutative

pour lsguelle tous les élémentg de B

tx

entre &léments dl'un ensembls

soient répuliers. Pour une loi ainsi notée, on conviendrs, si x€¢ & ,

de considérer +x comze une notation désignant 17élément x lui-méme ;.
et -x comue dési-ranl, si % esl inversible 1'élément inverse de X ,
gui, pour une loi ainsi notée, sera plus souvent sppelé élément
oggoéé 8 x . Ubn outre, on notera le couposé x+{-y) sous la forme
abrégée x-y . Bnfin, dans tous les cas oh on notera nx (pour new,

2z

n#0) le composé d'une séquence de n éléments tous égaux

-

X% , oD

conviendrz, lorsgu'il existe dans E un élément neutre, gue Ux désigners
= bt

cet élément neutre (lui-néme le plus souvent noté O comme il a été

dit) ; et, quand X a un opposé -x , on notera -nx l'élément n{~x)=-{nx)

b) Sauf indication formelle du contraire, on n'emploiera le signe
i b7 e

que iqrsqu?il stagirs de noter une loi asseccialive. Your uune loi ainsi

‘gétée, on noiers x> , pour a € Z , 1'élément gui, pour une loi notée
T , a été désigné plus haut par 2 x (de sorte qu'en particulier
ifiﬁvexse de % se notera Y.

é):ﬁésormais, Cans les ralsonnenenis généraux relatifs aux lois de
composition assocliastives, on se servira le plus souvenit de .a notation
ul iplicative (ou éventuellement additive guand les conditions indi-
guées en a) sont satisfaites).

Exercices. 1) Soit T une loi de composition sur E . Désignant

i Sty ) i e o 52 = 3 ™ 18 = y
par ¥ l'ensenble Fsomme® (Bus.B, 24,nY5) de E et d'un enserbls
% 253 oo — 2 Fael el ™ £ 2 e 4 S e
el & un élémeni, et identifient B et tel avec les partiss
) e
= 4 o D ] -~ 38 3394 S R T -+
corresponoantes 4g ¥, montrer gu on peut,;, d ' uUne meENiers ou
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d'une seule, définir sur F une loi de composition gui induise
sur B la loi T , et pour laguelle e soit élément nmeutre ; et
que cette loi est associative si T est associative. (51l nly
a pas d'élément neutre pour T dans & , on dit gue F se ddéduit
de B "par adjonction d'un élément neutre").

2) T étant définie pertout sur B |, pour que T soit associati-
ve, il faut et il suffit gque toute translation & gauche y, soit
peroutable avec toute translation & croite S;y dens l'ensemnble
des applications de E dans B (avec la loi ° ).

(§-B. Tous les exercices suivants se rapportent & des lois
associalives qu'on noters multiplicativement ; e désignera
toujours 1l'élément neutre).

3) Soit a tel gue ax=ay entraine x=y , et coit a1 tol Gne

|

aa'=e ; montrer gue a'! est inverse de a .
4) Jdontrer gue la relation X4Xy.. - Xp=e entre eéléments régulier:
X; entraine toutes les relations Ejpq e FnFX,. X =0 (isxin)
qui s'en décuisent par "permutation circulsire®. En déduire gue
le coumposé d'une séquence d'élézents réguliers est inversible,
chagque terme est inversible.

5) Pour une loi ussocialive sur un enseumble fini, tout élément
régulier est inversible. '

6) Etant donnés une loi ° sur E ot un XEN , soit A llencsenble
des X" pour né& N (clest-a-dire neN; n#0) ; stil existe

un elément neutre, coit B llensemble des x& pour ne M - si ao
plus x est inversible, soit C l'ensemble des x2 Dopr Z aacei] =

Jdontrer que, si A (ou resp. B et C) est inTini, il esl isomorphe

Mo
: e St e s N VBT e S e ST 2 Doz 5
\avec la loi induite par °) & AN '(ou resp. a fousa Z ) muni
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L)
}.J‘c
=
fess

7) lLes notations étant celles de 1ll'exerc. 6, on suppose &

monirer que A contient un idempotent h (v.exerc.5H du § 1) et un

seul (on observera gue si zF et x2 sont in dempoients on a
xP=xP4 - x2=xt2 , donec x—z*q) et gue si xP=h , 1'ensemble dss
o pour n > p esl une partie stable D de E telle gue, pour la
loi induite par ° sur D , h est élément unité et tous les éléments

de D sont inversibles.

©
L9
o
=
&
L
i—A.
©
e
¥
(]
b
@
ot
e
g

1
el op dégisne © v'%z yx . sdontrer gue,
pour gue x et

faut et il suffit que Xoy=e . Démontrer ies idsentitids :

(La troisiéme se décuit de la seconde en permuisnt circulairement

z el pulliplient menbre & membre les trois identités obtenues
7 3

B ¢

52. Lois de composition externes ; structures alg gébriques.

Lois de composition externes. Définition 1. On appelle loi de com—position
exierne entre éléments d'un ensemble ()} , dit ensembls des opérateurs
de la loi, et éléments d'un ensemble E , une application £ d'une
partie A de ) x E dans B . La valeur fle,x) de £ pour un (a,x)€A
s'appelle le commosé de a et x pour cetle loi. Les éléments de &)
s'appellent les ovérateurs pour la loi f .

Comme pour les lois internes, le cas de beauncoup le plus important
est celul des lois définies partout, clest-a-dire définies sur
AQQE,x_E ; et le plus souvent, on pourra supposer gqu'il en est ainsi,
sauf mention expreése du contraire. '




=

Parmi les nolstions les plus fréguemment adoptées pour le composé
de o et x , citons les notations multiplicative & gauche a.x (le
signe ° pouvant s#omettze & volonté), multiplicétive_a droite x.a ,
et expomenticlle x .

Exemples. 1) ° étant comme toujours une loi associative entre

A

= = n . : -
élézents d'un ensemble B , (n,x)—>Xx est une loi de composition

e = 7= -
externe partout définie enire éléments de N~ ei éléments de B ;

pour a € Z , {a,x)—>x® est une loi entre Z et B , non partout

définie si les éléments de E ne sont pas tous inversibles. Ce qui

slapplique aux lois (n,x)—>nx et (2,x)-—>ax pour un

o
y
(&N
(@]
(o8
(o)
<
Qs

E oth est donnée une loi écrite sdditivement.

entre parties C de Fx F (opérateurs de 1z loi) et parties B

de BEBxPF ,

3) Une loi de composition T étant donnée dans E , on notera xT A4 ,

popr: xelh AC B

AT

Q
)
o
CJ'-
o
(8V]
&
bt
O

1'ensemble ix}ﬁ°é)

de E (opérateurs de 1z loi) et parties de E .

4) Une loi externe L étant donnée enire () et E , Soitea, T

= — -
poursce () i dc B , Jlensembledes o Lox pour a e H. o oxek

o Lo Sy e SE e e
c'est 1a une 1ci de conposilion entre parties de AL et psrties de

Une loi de composition externs o & x étunt donnée entrs « € K2 ot

llensemble des xTy pour ye A (clesl-d-dire

loi de composilion entro éléments
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ayant {3 comme ensembls d'indices : (a,x)-ﬁ>f%(x) est une loi

-

(A

de compo-

sition entre {) et E . Il est done complétement éguivalent de se donner

uhe -telle famille (f ), ou de se donner une loi de composition entre

UXQ_ et e

2. Dédoublement dlune loi interne. L'ensemble L) des opérateurs d

externe est sussi appelé cdomaine dlopérateurs de la loi. 11

&ire dictinct de B lui-m8zme : sif)l =E , on se trouve en présence d'une

P

pli ation de B X B ;, ou d'une partie A de B X E , dans B

-également &tre considérée comme définissant une loi interne

éléments de B . Plus précisément, une application (x,y) — £(x,¥y)

de Ac ExE dans E peut étre considérée comme définissant 1

suivantes, gu'il izporte de bien distingusr
1© une loi interne pour laguelle le composé de X et y est
2° 1a loi interne opposée & la précédente (2 )

. ,1e composé de x el y est y7x=f(y,x) ;

3% une loi externe entre opérateurs x¢E ot éléments yé¢

xT y=£(x,7);

£ . pour

laguelle le composé de x et est xTy=f(x,y) ; cetle loi sest dite
s z y &f j 3

la loi externe & gauche déduite de la loi T ;-

_49 une loi externe entre opérateurs x€ b et &lémen

laouel¢9 le composé de x et y est Tx=P{y.x) : cette loi est dite
.1:“’ & o 3

la loi externe & drpite déduite de T ; c'esi aussi la lei externs

o
|

& gauche décuite de la loi interne opposée

- &= -t_g
rEout @6t

fote
=}

-
[
on

Pour une lo inie dans b , la loi sexterne &
décuite de T est celle gqui correspond (de la maniére dite

2 i : E Loty = : < gl e ook N
haut) & la famille des translations & gauche (y

10l externs

&
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- Un dira que les deux lois externes décuites c'une loi interne soni

=

_obtenues par dédoublement de cette loi. Chague fois gue le fait gue

le comaine des oOu érateurs {1 est Ldenthue a B risguersii{ de produirse
'Qes confusions, on ls remplaceras par un ensemxble E' en correspondance
'5iﬁnivoque avec E , le composé de xgé.E' et de ye B éilant f(x,y)
éiﬂi esi 1'élénent de E gui correspond a x'€ E' . Haturellement, on
transportera en méme temps 8 E!' , le cas échéanl, toutes les struc-

tures qu'on se sera donnée sur E (Emns. K, §8, n® 5).

5. Pariies stables. Par analogie avec les définitions du § 1, on est conduit

initions suivantes :

Définition 2. Une partie A de E est dite stable pour une loci de

e

composition externe alX entre opérateurs a € ) et élénents x

de B si le composé oix appartient & A chague fois gue xe¢ A et

ggg oL X o8t défini.
_ Butrement dit, 4 est stable si (Q L AC A .

L’; 1tersection d'une famille de parties stables de B est évidemment
stable, conc il existe une plus ptetiite partiie stable contenant une

3

partie donnée de E .

. Définition 3. aix ¢étltant une loi de cozposition externe entre opé-

T

rateurs o €5) et &léments x de E , délinie sur A < (3 »B , on

(‘,.x

abpelie loi induile par 1 entre opérateurs a € @ el éléments x
sarn 1}

: T ? 3 )
de F , pour o £} et FC ersemble des

J
(u,x € @AE tels gue (a,x}€h et aixeF , ot qui, & un tel
gg;x} , fait correspondre lo composé aix .
4 Si aacﬁae confusion n'est a craindre, la loi induite par )\ pourra

Stre désignée (par sbus de langsge) par le iéme signe. Lorsqu'on

& loi induite par L sur une
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partie F de E , on sous-eniendra toujours gue g@ =0 500 L
esl partout définie sur ) x B , et si F esi un

aduite zar £ sur F (et & plus

g,..a.

de E par rapport a cette loi, 1ls loi
forte raison la lc¢i incuite par L entre une partie cﬁl et 1L et F

est partout définie.

4. Structures al-ibrigues. L'objet de 1'Algébre est 1l'étude d'une ou plusieur:

]

lois de compesition, internes ou externes, simultanément données entre

élémenlts d'un ou plusieurs enseumbles. Le plus souveni, tous ces

33

ensenbles sauf un sont considéré

]

comze ensembles auxilisires, ce gui

2

conduit & poser la définition suivante :

Défipition 4. Par une structure algébrique sur un ensepble E , on

4 s 3

entendrs la structure définie sur E par une ou plusieurs lois de

composition internes entre élémentis de E , et une cu plusieurs lois

de composition externes entire des domaines ¢’

Uas

el B ., ces lois pouvant etre assuietiies & ssatisfasire & ceritsines

3,

conditions (p.ex. llassociativité n la commutstivité, etc.) ou a

‘avoir entre elles certaines relaticons (v. plus loin).

structure algébrique), ziusi gue la donnée des doanaines (1, & ,...

i

caractérisent l'espées de sitructure envisagés.

On définira ainsi, dans ce chapitre et les suivants, les stiructures
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gg{moyen de la correspondance en guestion (Ens. R, §8, n° 5) Pius
%é?ééeﬁt, on aura affaire & un transport de structurs entre les ensem-
ﬁlés B, O , & ., dlune part, et des eisembles BY, O gl
fae 1'autre (cf.Ens.k, q8,:;05) : on dira slors gu'on a affaire & un

Doly -isozorphisme (di-isomorphisme s'il n'y a gu'un seul ensemble

auxiliaire).
. Un iscmorphisme de B sur lui-méme s'appellera, comme toujours, un

*tomorphisme de B ; un poly-isomorphisme de B,L) , @ ,... sur eux-

S
Ic

1es s'appellera poly-auto morphisme (di-automorphisme s'il n'y a qu!

il

&3
. (D»

seul ensemblc auxilisire).

T

Défipition 5. E étant muni d nformément

(_-
=g
)
©
)}
o
e
L
%)
gk
&
o
o
o
g,‘.._i
3l
o
()
]
ot
0
£
o
Q
O

internes ou extermes gui définissent la structure de E .

L'interseclion d'une faxnille guelcongue de parties stables de E
est encore une partie stable ; donc en particullier il existe une plus

-

petite pertie stable contenant une partie donnée X de

(£

, qul sers

‘;;@e engendrée par X .

Définition 6. E dtant zuni d'une structure algébrigue conformément

4 la déf.4, on appelle siructure induite par celie structiure sur

S - 2 7 b T P = e S T = = b e = > 2T
hae_;artle ¥ de B celle guil est déficie sur F par les lois internmes

d
et eycerpes inguites sur P par les lois gul défipissent la structure
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é; f'ﬁéral si F est une partie guelconque de E {(on verra par exemple
éﬁ;$§4¥d la structure induite sur une partie P d'un groupe B par
5ié‘étrucbﬁre de grou-e de E ne sera pas en général une structurs

de groupe).

Strwctures guotients. On considirera dans ce gul suit des relations d'équi-

Valence E;8,..., entre éléments d'ensembles pourvus de siructures
algebriques. Comme il a %6 dit daus Ens. B, $5,n°2, 1a relation R
entre ¢éléments X,y s'éerira x =y (mod.R) ou simplement x =3

guand on n'a pas de confusion & craindre avec une sutre relation.

Définiticr 7. Une loil de compositbon irterne T étant définis entre

éilénerts d'un ensenble E ., on dira gu'lune relation a

erire éléments de & est compatible avec ls loi ¥ gi les relations

X-=x" (mod.R), y =y' (mod.BR) , z=x+vy , z'=x'Ty' entrainent
z:=2' (mod.R) ; 1la loi qui, aux classes d'éguivalence de x et ¥

2 faitl correspondre la cluasse de z , esit une loi de composiiion interne

-

éntre clénents de l'ensenble guotient E/R , cui s'appeilsra le guotient

ge daloi- T par B |

hd loi quotient de T par R est évidemment associative si T est

sssociative, computative si T esl commutative ; elle a un élément

“eutre si T en a un (& savoir la classe d'éguivalence & laguelle

St e e S P L A i e e e e =

& ull CLleldent InVersibie 4ans & correspond
y / 8] = = 7 G S s Nt ~ S

E/R . En revauche, a un élément régulier

. Gans B pe correspond pas nécessairement un élément régulier dans E/B_

(v. les exenples pius loin).
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Déflnltlon 8. Une loi de composition exterhe L &tant céfinie entre

aes operateurs a.€l) el les éléments d'un ensemble B , on dira gu'une

_Talatlon d!éguivalence R entre éléments de E est compatible avec la

doi L si les relations x= x' (mod.R) , y=a.LX , y'=oLx' entral-

pent y = y' (mod.R) ; la loi gui, 4 u ot & la classe d'éguivalence

de x , fait correspondre la classe de y , est une loi externs ocutre

gpérateurs a €$) et éléments de E/R , 0ni s'appellera guolient de

la loi L par la relation R .
S1 une relstion B est compatible avec une loi interne T , elie est

s TRy e Y S . .‘ 5} & ~ 7 = ) Y 3 5 N s i a3 Fooy it e
compalible sussi, d'une part avec la loi opposée, d'autre part avec

les deux lois externes qui s'en déduisent par dédoublement. Par cassage

o 7

1891proﬁueteA , 81 T est une

relation dféguivalence compatible avec chacune des lois exiernes gui

X'ty =%ty (a0d.B) si vy —v (bod H) x'7T y1 = Aty (196 R :

D S A D o S e A R R s ATy s )
Provosition 4. Pour gu'une relation «'éouivalence soil compatible avec

1)

ST = Fa $iooainy T 2
:‘L.J_:’_S A s R S PR EEL B SUlI1T L} .

elle soit
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Définition 9. Soit E un ensemble muni d'une siructure algdbrigus définie

par des lois de coz}oqltlon internes ou externes ; on dirs gu'une rela-

tion d'équivalence B entre &éléments de E esi compabible svec la strue-

ture de E si elle l'est asvec itoules ces lois ; la struciure définie

sur le quotient E/K par les guotients de ces lois par H s'sppelle la
L

gtructure guotient par H de celle de B , QE”E/B aunl de cette structure

s'arrelle le guotient par R de l'ensemble B muni de ls structure donnée.

Laturelilement, pour que la structure guotient ainsi définie sur Ejﬁ

3
o4
(O3

Scit ce la wméme e

n

pece que celle gqui a été donn

£

les lois guotients sur E/ﬁ salisfassent aux conditions caractéristigues

de cetle espéce de structure : ce qu'il y gura liesu de vérifisr dans
ehague cas (il en est bien ainsl par exemple pour les groupes guotients,

atineaux quotients, ete.., gui seront définis dans la suite de ¢

chapitre).

Exemples. 1) Soit A une partie d'un ensemble E : soit Xg ia

entre

n

v

v trace sur A de X E . La relation d'équivalence X, =Y

parties X,Y de B est compatible avec la structure déteminée
sur %f(E) par les lois U ., N, et le guotient de %j (E),

nuni de cette structure, par la relation précédente est isomorphs

fﬁf(A), muni de la structure définie par les lois U , N .

ps

2) Svit s e N : la relation entre me N , neH "il sxiste

peN tel que mnm=ntpa ou n=oitpa " est une relation d'éguivalence

. - e s AT £
compalible avec 1l'addition et la multiplication sur MY sgui
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I3

6. iheprésentations ; homomorphismes. Définition 1U. Soient B et ¥ des ensen-

2.

bles munis de structures slgébrigues de néme espéce, et £ une appli-

4

éatioﬁ de E dans F . Les lois de couposition correspondanies dans b

et I éiant notées dlun méme s igne, f s'appelleras une représentalion

ﬁé B dopsFE-s5i

j?) pour chacune des lois de composition internes T données sur &

et F , les relations x!'=f(x) , vi=P(y) , z=xTy entrainent

'2) pour chacune des lois externes L données sur B et F , les rela-

tions' x'=f(x) , y=aLx (oh & est un orérateur de 4L ) entrainent

f(y)=asagx? .

3z

fhéo éme 1. bes potations étant celles de la aef, 40, et les lois gui

Qeflﬁ ssent les structures de B ot P étanl supposées définies partout,

lvlﬁaga f{E) de E dans F est une &rth atable de F , et f(E), avec

l structure induite par celle de F , est isomorphse au guotient de b

l relation dl'écuivalence Flx)=f( 3) relation guli est conpatible

avec la structure de E .

P

héor

cﬂ'
<\>'
=]

A'L me est évident & partir des définitiocus.
Dans tout ce gui va suivre, on supposera que toules les lois de

composition qui interviendront sonl partoul définies, de Tacgon gue
e 3

3 3

le th.1 soit applicable. Cela étanl, ure rcprésentation de B dans F

cppe7le souvent aussi un homomorphiszme de B dans I ; on dit gue

c?est un homomorphisme de & gur F si f£(E)=F : dans ce cas F est iso-

. On dit que la représentation est un isomorphisme de B daps ! si f
est biunivogue : £(E) est alors isomorphe a E . Enfin, un homozorphisae




o i

s'appellera l'homomorphisme canonigue de E sur E/R =

3

7. Les tuéordmes c'isomorphisme. Proposition 2. £ étant 1'homomorphisme

caconigue de B , muni d'une siructure algébrique, sur le guotient E/H

de E par une relation B compatible avec sa structure, pour gu'une

application g de E/B dans un ensemble F muni d'une structure de méme

es&cce 80itl_une représcatalion, il Faut et il suffit gue gof s0it

une représepiation de B dans F .

H:Vé ification immédiate {on exanin séparément le cas des lois

1ntsrnes et des lois externes).

" s 3 = 2 3 = T o
8i 8 esl la relation g{x')=g(y') dans E/R , T la relation

g(f(x))ug(O( 7)) dans B , S est le quotient T/R de T par R (Bns.R,
5 o 9) ; et i1 y a isomorphisme entre llimage de E/R par g , ou

(ce gui revient au méme) l'image de E par gof , et les guotients
(E/B;/o et EfT . Si g est l'homomorphisme canonigue de E/R sur

(E/B)/S , on a le théoréne suivant :

e

Tneorame 2 (Prenmier théoréme d'isomorphisme). B/’ étant lse cuctleﬁt

a*uL cnsemble E , muni d'ure structure aslgebrigue, par uns relation

te relation &?equ1~

o
)

cfequlvalence R coxzpatible avec sa structure, toi

valence S dans B/R , compatible avec la structure de E/R , est de la

forze T/H , ot T est une recistion d'équivalence dans B , compatible

}.

avec la structure de B , el récirroguement ; et dans ces conditions,

la correspondance canonigue enbre B/T et (B/R)/(T/R) est un isomor-

s

DhicHe.

'f_ stant toujours 1lihomomorphisme canonique de B sur E/R , coit A
éme partie stable de K , avec la stractaré induite par celle de B -
?;,revnraction de I o & est
dans E/R ; c¢'aprds le th.1

A 1a velotion B incdasbo
@@ A par la relstion B induite




{Ens.R, & §,n° 6), B est enco

X€EB , yeB , clest-a-dirs

Y

xr er vy = vl (nog B

I

x 0

gui définissent la structure

{mad,m}g donc xTyeB ; de

gst isomorphe & £(B), et gue

Théoréme 3

stable de l'ensenble B muni

81 B est 1la partie de E obtenus en saturant A

ulil exists

45 -

<

pour la relation H

0y

re une partie stable de B : car soient

x'e 4 , y'e A tels gue

n sura, pour l'une des lois internes T
de 'l xVyyle A el xpy = xlg 3l

méme pour les lois externes. Comme B/BB

o a le théoreme :

f(B)zf{A)a

d!isomorphisme).

d'une struecture aleéb

elation dféguivalen

r
L compatible avsec cette

o
(]

gemble B décuit

urant pour

35 sont ies relations induiles par R sur A et sur B , elles sont

céﬁpai;blss avee les struciures lr i tes sur A el sur B par celles

§e E , et il y a isomorphisme entre les Gugtients A Hﬁ et B/RB .
?rolaﬁggmezi fgﬁLuAISLTéS%ﬂEaBlOLD Avant de donner des sxemples des résul-

sur les représentations des
commutative définis par aipl

interne associative et

2 . On notera multi-

et on identifiere

oy 33 Foe] g 3.9 £ s o
les ensembles notés H et E dans 1'énoncé de celui-ci.

1y, £ T T e G N st ZoA S B Fore Lo -z
Théoréme 4. Soil B pourvu d'une loi associative el commutative °

: 3 o L e e Ko s Ll 3.
pour lsguelle tous les élcments réguliers soient inversibles, et engen-
¢ o) {2

iy e S = 3 e S s o T T '“.2‘{ i - z

dré par ls réunion d'une pariie stasble E de B et de l'ensemble des
£

inyverse < e Q},‘;’-:‘{:'i._,[}r T AT T oTa Aa ;? > ani d £~ - hnym A g ama A .}?
Faverses 0es elcienls Yegullels 06 b ; S01it I un nononorphisms de b

. < ~ ol W13y A5 s o 3t s S 21 Aung
dans un ensemble F muni d'une loi associative, gui & tout &lément

Z 3 D e = et 17 Al Ament an ~ i A = ~
réguli de B Tasse corresioncre un clément inversible de P : slors
= . - -~ S ~ 38 St 2 v - Y =X =
f peut, diune maniére et d'une seule, &tre prolonzé en un howomorphisme
= ‘Zf;‘ 3 o)
:t.i,_% .'i! C—L%sig 2 ®
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L'image f(E) dans F est isomorphe & un ensemble guotient de & ,
done sur £(2) la loi induite par celle qui cst donnée dans F (et qu'on
notera aussi par °) est commutative. D'autre part, il résulte de 1la
démonstration du th.1 du 22 gue tout élément de E est de la forme
ky;q ; 08 x€E et ol y est un élément régulier de E ; si xyaﬁzx’y?“1,
co a 'xy’zx?y ; donc (par l'homomorphisme) £{x)f(y!)=f(x!)2(y)
ét'ﬁar suite, £{y) et f{y') étant inversibles par hypothdse g, el aussi

=% =1

perautables entre eux et avec fi(x) et £(x') : f(x)f(y) =flx!t ie 0yt ) -

3 e-j =y . ; . A
donc f(x)f(y) ne dépend gue de xy ' ; si d'ailleurs =%y € B ,

on sura zx=wy , I(x)=f(w)f(y) , donc flw)=Ff(x)fly) . En posant
(xy”*) x)fxy)° on prolonge donc & B l'application T de E dans F ;
i

eL on véri

)

ie, par un calcul snalogue sux calculs ci-dessus, gue ce
grclopgemenu est une représentation. L'unicité résulis de ce que
,

ST R SR s 5 = = S e : TN N e T
tout homomorphisme £ de E cans F satisfait a flxy. )=tl)tly) o |

9. Appligationg. I. Jultiplication

on a {Ens., chap.II1I) 1'iventité m{xty)=mxtmy pour xe W , ye M

gul exprime gue l'application X —p 01X de # dans lui-méume est une
représentation. On peut donc aussi la censidérer coume représentation

de A dans Z ; el a ce tilre lui appliquer le th.4 : on peut denc

3 hers 3 e . v g ¥ o + - 24 ] VT3 =5
iz prolonger en une représsutatic. de 7 dans T
4
= - ;
3 = e : ST = % > / 58 X 3
encore X ——unxX , B éianl par conséguent défini sux §A4¢ ; C'apres lg
LY

: oA z A et & { e 7 ¥
a nsiration du th.4, psr n{-x)=-mx y %X E 2

i £ 90 o YN Y i a a7 3 3 2 7 ~

‘eterninon maintenant toutes les représentations £ de Z dans Z
() Sl ta . 7.0 ey 45N o : FE g :
(les endomorphismes de Z ). Soit £{4 )=n ; ©L s0it diabord m > 0 .
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Cn a £f(x+1)=f(x)+m , d'ot s'ensuit, par récurrence, gue pour x €N,
f\x)ﬁm ; par application du th.4 a Z et N , onn done £(x)=nx
quel gque so0it X € Z . Ulautre parg, si n—-1n . n.é<ﬁf%g X —> «f(k),
éﬁplicatioa composée de X —> =X (gui est évidemment une représeﬁ£a=
'tisn) et de £ , est une représentation gqui applique 1 sur n > 0 ,
dé?c -f{x)=nx , et £{x)=-nx quel que soit x € Z : on posera encure,
;é? définition, f(x)=mx , c'est-a-dire que l'on pose (-n)x=-{(nx)
é@drl n egvf%, X6 2.

'Cn a ainsi défini le produii mx quels gue scient me€Z , 2 ¢ Z
éa;a , bour meéN , neN (et mBme plus généralement pour me Z ,
ne Z,) : m{-nj)=-mn , (-m)n=-mn , (-m)(-n)=mn , d'ol 1'on conclut
immédiatement que la multiplication est associative et counmulative
daps. 7 el pér ls maniére méme dont on a obtenu le produit, on a
é{;%g}:mz+my , diot (pgr la commutativitéd), (min)x=mxinx quels gue
géient m,n,%,y ; et m.0=0.m=0 , m.1=1.n=-m .

; @¢ verra au e comment ce gui précede se généralise & la délfini-
ﬁ;én de l'annesu des eundomorphismes dun groupe abélien.

=

11, FKelstions d'éguivalence dans Z . Soit a € Z : la relation entre

éléments x,y de Z qui s'énonce "il existe 2z € Z tel que x-y=az"
sst une relation d'éguivalence gue 1l'on convient, une fois pour toutes,
décrire x =y {mod.a) ou plus bridvement x =y {(a) , et qui s'appelle

une congruence modulo a . En remplacant a par -a , on cbtient une

relation équivalente, donc on pourra suppcser a » 0 ; pour a=0 ,

o
x =75 (0) entraine x=y , donc on n'aura une relation distincte de
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dit ensemble ces entiers rationnels modulo a , comme il résultera de:

la proposition suivante :

8i a >0 et xe€ Z ,, on peut, d'une maniére et d'une seule,

trouver - ge Z ot T € [O,acij tels que X:qa%r .

En effet, si x=qatr , avec O<r<a-1 , ona ga s z2<(gtl)a ;
d'od ma g x pour mgg et ma>x pour m>q , et par suite g
(s'il existe) est bien déterniné somme le plus grand élément de l'en-

semble M des m tels gue s

fod
[0
=
¢t
il
i
(6]
3""‘
b
A
L)
SN’
i

(cdr il contient m=0 si x3»0 et il conti
med il existe n tel Que'zwhzéii (i1 suffit de prendre n> x-ma)
doﬁc_,m+z;é£ chague fois que =z>n ; par suite, si p est le plus
5;&3@ entier de leinter?alle E09n=?) tel que nmipéeud , g=mip s6TA
lg;plus grand élément de il ; on aura alors ga < x<(

O0<r=x%x-gaga-1 ce qui démontre la proposition.

r s'appelle le reste de x modulo a ; pour Qque X = y (a) , i1 faut

ct

et il suffit que x ¢t y aient z€me reste modulo a ; il s'ensuit gque

le guotient de Z par cettie relation est en correspondance biunivogue
avec l'intervalle [Q;a } c'est donc un ensexnble a a éléments.
I1 est clair que c'est aussi le quotient de # par la relation x = J

(a) induite sur # par la précédente.

Guel que soit @ € Z , la relation x =y (a) est patible aussi

n avec 1l'addition qufavec ls multipl

o
Rde
(D




10. Produits de structures algdbriques. Définition

o 4‘/ -

modulo b , pour b >0 , avec la structure définie par 1'additiom et
la multiplication, est isomorphe, pour a > O, a multiple de b .

au quotient de 1l'ensemble des entiers modulo a ;, avec la sﬁfucture
analogue, per une relation d?équiValence (gquotient de La congruencs
;odulo b par la congruence modulo a ) qu'on écrit sussi, par abus

de langage, x=3 (b) . v

’i}Le th.5 montre que l'ensemble des entiers modulo a , avec la struc-
tgfe définie par l'addition et la multiplication, s'obtient également
éAlgaisant le guotient de H (avec la structure ernalogue) par la

congruence modulo & .

i1

i e 3
° SQ&,t f‘z:‘! } < 1 vlie

famille d'enpembles E. , pourvus -tous de structures alecbrigues d'une

5
Eﬂiln

“ e 1 o

zéme espéee, eb soit leur produit. Chacune des lois

{icternes ou externes) caractéristigue de cetie esvéce de siructure

T - 5 Flae e oy i - a A_' ° e ahas _ Z °
5tant pnotée sur tous les E, par un méme signe, scit, pour une loi

=)

i = =i Eori < ! T % = e 3 o 2
interne T et pour x=(x )eE , y=(y )eE , XTy={x_T ¥y ) chague fois
e 7 [ % >

ini guel que soit ¢+ ; soilb, pour une loi

gzterﬁe 1, rour un operateur a relatif g 1 . eof pour Xz(X®> -

a1 x(c | x ) chague fois cue a1Lx est dofimi guel gue soitl &

sur E par les lois de composition ainsi défi-

i
O
()

la structure déternir

pies & pariir des lois données sur les E, s'appelle le prodult des

<

structures des E, ; et E , muni de celtie structure, s'appelle ls

produil des B munis des structures dopnées.

Haturellement, il y sura lieu, ici encore, de s'assurer dans chaque
cas si la structure produil est ou non de la méme espéce gue les

structures données, c’est-a-dire si les lois définies sur E satisfont




f

)

S

P

e

= 4R

On verrs par la suite des exemples pour lesguels il en esi toujours
ainsi (structures de groupe, d'anneau, etc.), et asussi des exémples du
contraire (siructures de corps).

Avec les notations de la déf.11, si A  est une partie stable de E
A:fT:rAw est une partie stable de E ;, et la structure induite sur A
par celle de E est le produit de celles qui sont induites sur les A@
péf éelles des B . L'application pT, de E dans E, est une repré-

sentation de E sur E_; de méne la projection sur un produit partiel

)

guelcongque. 8i. £ est une représentation d'un ensemble F dans ;
: 4 £ T
(£,) est une représentation de F dans E .

-S5i E et F ont des structures de méme espéce, et quse les relations

.

d'éguivalence R entre éléments de E ;, 8 entre éléments

]
£
©
i

™
(03]
(@)
pendo
o
3
c.‘,.

compatibles avec ces structures, l'applicalion canonigue de
(E/Eﬁ x(F/s) sur (ExF)/(Rx%8) est un isomorphisme. !

8'il s'agit de structures déterminées sur chacun des E_ par une
seule loi interne associsatiive, pour qus e=(e, ) soit élément neutre
dans E , il faut et il suffit gue e, soit élément neutre dans B,
quel que soit v ; pour gue X#(xb) soit régulier, il faut et il
§uffit gue chaque x, le soit ; pour que zx=(x ) et y=(y, ) solent
igverses 1'un de lfautre, il faut et il suffit gus x , et y_
le soient guel que soit ¢ .

fEnfing la structure étant dﬁespécé quelcongue, considérons la cas
oh les B, sont identiques & un méne ensenbls ?', E dtant alors llen-
senble Fz des applications f(v) de I dans ¥ : pour chague loi
interne T , le composé de f£{+) et g{v) sera alors f£(¢) T gl*) ;

et pour chaque 1loi interne 4L , le composé de liopérateur ¢ et de

& Y - : s ‘4
fir) sera rone Ao Sl




o

1.

Pour I=F , il iaporte de distinguer soigneusexnent les lois
de composition telles que f(t)Tg{e) entre applications

de I dans & ot l: log (£,0)— for .

Rels L¢onu entre lois de composition. Dans la définition de 1la plupart des
structures algébriques figurent plusieurs lois de compos;tlon,
assujetties & avoir entre elles certaines reluticms ; les types de
relations dont il s'agit sont assez variés : nous allons énumérer
ici les principaux, et indiquer comment il est d'usage de les

metire en évidence dans les notations.

T Distributivité. Soit d'abord une loi externe L entre opérateurs

a€ Q) et éléments de E : cette loi sers dite distributive par

rapport a4 une loi interne T enire éléments de E |, 8i, quel gue soit

(o3 @.Ql ltgpplication X —> oL X est une rspréseniation de E

. Gans B par rapport & la siructure définie par T , c'est-&-dire si
=g ily , 2x7y entraiuent alz=x'Ty! _ Pour 1o cas

re de lois définies purtout, cetie disiributivité

atlxtyi=ltariz)nlary)
81 la loi T est associative, on voit par récurrence gu'on aura

(ggL Xﬁ.kf

‘pk,-
7

pour une séqguence guelcongue (xﬁ)) . a2 { Jk&zi )=

la lci T est écrite multiplicativement, on emploiers

&0

Hotations :

=

fréguemment la notation exponentielle x* pour la loi externe L -
' s (] L L e Y it a4 A & _0"
de sorte gue la distribubivité s'exprimera par 1'identité (xy) =x ¥ .

i 1a loi T est éerite additivement, on emploiera fréguer nent iz
b4

o

“notation multiplicative a gauche, o.X , ou & droite X.o , pour
lz loi L , la distributivité s'exprimant alors par a(xiy)=axtay

= B

- ! ) v - S —_— oy
gu. TIesp. pazr Xoy 6 = X& v & .
> o o
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Supposons mdlntenant gu'en plus oev lozs T ot o , on se soit dcnné
une loi interne, egalement'notee,fr ; d ns l‘enseﬂble4§1 des opéra-

teurs de la loi L . Celle-ci sera dite”diSLributive par rapport aux

lois internes donnéeS'dahs>Efe£i12L si, quel que soit X EE , ltappli-
caticn a —>a il x est une regrésantation de C) dans E (par rapport
gux lois T ) : pour des lolis aéfinies partoul, cela s'exprime par
(@%’8)431 = {aLx)T(BLX) . Le plus souvent, il s'agira de lois

T

internes notées sdditivenent dans Sl, et E (conc assccigstives et com-

mutatives, cf. 92, n° 6), et alors on emploiera pour lz loi externe L

la notation multiplicative, soit & gauche, soit & droite, la aistribu-

A

tivité s'exprimant par (atB)x = ax + Bx ou resp. x(atB)=xotxi ..
~Avec la notation multiplicative & gauche «.x , on dit en général

o Z

gue la lol externe ° est olstrlbutlve 8 gauche si l'cn a 1l'identité

{atB)x = ax + Bx , 1l'identité a(x+y)=qx+ay exprimant ce qu'on

appelle la cistributivité & droite (ces dénominations s'échangent

pour une loi notée x.a) ; avec les némes notations, la loi ° est dite

doublement distributive (par rapport aux lois +) si elle est distri-
butive a gauche et a droite . Alors, si (%AXAéj; est un systéme
gtéléments ds B {a,) Le] un systéme d'éléments de L ; on aura
= N
a_ ). L ta x.)
(2 =) % = heixs = A

(et de méme pour la notation & drolte) comme on le voit par récurrence

sur le nombre d'élémenis do A el de 1 .

Un Une loi interne L sera dite doubliement disiributive par rappor

& une loi interne T si les deux lois exlternes déduites de L par
dédoublenent, sonl distributives par rapport & T . Le plus souvent,
il s'aziras d'une loi T notée adaditivement ; on emploiers alors

= N e e P e e B o e e 4 3 Ao ¥ s ST 9 ons
crdinairerment la notation multiplicalive pour 44 . Avec ces notalions,
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et eu supposant de plus que les deux lois + el ° sont associatives

et cozumutatives, soit (Su)@ég un sygteme de systémes Saz(xak)ﬁﬁiLa
d'éléments de B ; on aura 1l'icentité (qu'on vérifie par récurrence

sur le nombre d'éléments ce A) : =

R = o, A 0y)
| oA D él‘T’L aeh ()

dite "formule générale de distribulivité" .

Exemples. %) Si la loi *© est associative st commutative

- - n : > o
;;) dans B , la loi X enire opérateurs n ¢ jf’ et éléments x BX
de E est distributive par rapport a4 la loi ° dans E : il n'en

sera pas ainsl en sénéral si celle-ci n'lest pas commutative.

8i la lol °, associative et commulative, admet de plus un
elle le sera pour n € Z si de plus tout élément de E est in-
versible pour °* . 51 au lieu d'une loi notée °, on a affaire
& une loi (associative et commutative) notée additivement,
le§ mémes résultats subsistent, la notation x® étant alors &
remglaéer par nx .
2) L loi = étant ‘SﬂOCldtlYCe la loi x® est distributive par
rapport & 1ls loi + dans ﬁf et &4 1la lol ° dans E , puisque
0y | g3 - est commutative, x® est donc doublement
istributive. De m8me pour la loi x , ne Z , quand de plus
tout x€E est inversible.

composition externs

i

(I)

) Pour X B K¢c BxB 1 loi de
(

K,X) —>K(X) entre opérateurs K el éléments X de %j’(E) est

digtiributive par rapport s la loi interre U dans %J {(E)
mais non par rapport a ) (Ens-R, 3 3,n97) ; elle esl aussi
distributive par rappor

= : - n e : = = -
eiement neuire, X sgera distributifl par rapport a pour nmEJV;

~7 s
t & U dans 40 (8xE) et Udans 4 (B)




: 52
c'est-a-dire que, si K=K'UK" , K(L)=K'(X)UK"(X). De méme
pour la loi externe AoB entre’epéraﬁeurs AC ExE et
éléments B de JI(FxE).

4) Dans ;%f(E), chacune des ldis internes U et (1} esi double-
ment distributive par ravport a ll'autre. -

Dans la multiplicabion est doublssent distributin
b

rapport a 1'addition ; 1l'addition est doublement distribulive

o

par rapport & sup(x,y) et inf(x,y) , et chacune des deux der-

b0

niéres lois ltest par rapport & llauitre et par rapport a elle-
k b

)
=
0]
s
ct
QJ
g,.)-
tn
B
i
oot
(or,
o
¥

méme..Dans N , la multiplication est sussi doubl
tive par rapport & sup(x,y) et inf(x,y)

6) Soit T une loi interne dans E ; la loi de composition inter-
ne gof entre applications de E dans E n
doublement distributive par rapport & laz loi interne £ 7T g
entre les m@mes applications, la loi externe a droite décduite de
celle-14 étant distributive par rapport & celle-ci, alors gu'il
n'en est pas de z8me pour la loi externe & gau@heg

I1. Associativité. Une loi de composition interne associative T étant

définie dans l'ensemble SL des opérateurs d'une loi externe pariout

10

définie L entre opérateurs ¢Sl et éléments x de B , celle-ci est

dite associative par rappori a celle-ls si on a l'identité
(a B v x=-a v (B x)

Autrement dit, si l'on pose féix)=a1=x - (f”) ~ étant donc la
famille d'applicalions de E dans E gul correspond & la loi L , on doit .
avoir fﬁﬁxg = f@o fg , clest~-a-dire que £ est une représeatatiqg‘
de ) {avec 1z loi T ) dans lienserble des applications de E dans

ke

de :!a-a, le_. (2} ®
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La loi T étant unolée multiplicativenent, on adopters le plus sou-
venl la notation multiplicative & gauche a.x pour une lol externs
associalive pér rapport a4 celle-14, l'associativité s'exprimant par

P

1'identité a(Bx)=(aB)x ; on adoptera, soit lu notation multiplicative

S a
& droite =x.a , soit la notation exponentielle x , pour une

Pt
(®)
(]

externe associative par rapport a la loi opposée & la loi ° , les iden-

o = ;. 5 ‘C&
tités correspondantes étant x{(Ba)=(xB)a et Xﬁa=<X§} $

Exempies. 1) La loi externe AoB entre opérateurs A c ExE
et parties Bc F xE est ssscciative par rapport & la loi o

entre opérateurs & . La 1loi externe Bo{ enlre opératsurs

£o-

CC FXF et parties B de E x¥ esl associative par rapport
la loi opposée & la loi ¢ entire opérateurs O .
2) La loi externe (f,x)—f(x) entre applications f de E dans

B (opérateu%ﬁ) et éléments de E est associstive par rapport & la

e

loi interne o entre les £ ; de uwéme pour la loi (£,X)—f£{X) ,
le domaine dfopérateurs restant le méme et muni de la m@ma 1ol
et X étant une partie généricue de E .

3) Si ° est ume loi assccialive entre &léuents de E , x est
une loi externe asscocialtive par rapporti & lg multiplication

LAy mn = : :
Y= (lz multiplication dans # étant

dans ﬁf%puiﬁque
commutative, il n'y a pas de distinction g faire entre elle st
la loi opposée). De m8me pour me N lorsgu'il y a un élément
neutre dans B , et pour ne€Z lorsque tous les xe¢E sont

inversibles.

111. Double asgsocialivité. Soienl deux lois externes psrtout définies,

d'une part o T x enire opérateurs o € €) et élénents x de B

w At i A T . f i e B S e T cx 5 )
d'aulre part B L x enire opérateurs B € oV et éléments % de E .
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/

e E Gk S s By 5
On dit gu'il y a double sssociativité entre q§§/101s si 1'on a

l'identité «T(BLx)=Br{aTx) ; autrement dit, (£) 5 ct
(gg)ﬁ‘écjétant les fanilles d'applicationshde B cans B gui corres-
pondent aux lois considérées, fa doit 8lre pormutsble avec gg rour
ls loi o , quels gue soient « et 8 . En général, on adoptera lsa
nétation multiplicative & gauche pour l'une des lois et mulﬁipiicative
a‘dfoiLe pour llautre; de sorte que la double sssociativité s?eiﬁrimé
éar itidentite {gui justifie le nom donné a cette relation)
o(x sz{a X))o

‘ Exemple. La condition ci-dessus est satisfaite pour les lois

AoB , BeC entre opérateurs AC EXE el parties B de FX E

d'une part, opérateurs C C;E‘x et varties B de F xE de

lfautre.

Egggpices; 1) Toute relation a'équivalence daus Z . cozpatible

avec 1'addition, est de la forme x =y (2) , avec a € Z .

En déduire qu'avec les notations de l'exerc.6 du 22,81 C

est Fini & a éléments, il est isomorphe (aveec las loi induite

par .) & l'ensemble des entiers moculo a avec la loi + ; de
mnéme, avec les notations de l'exerc:.y du § 2, pour D 8i D est
un ensenble & a éléments. »

2) Soit L une loi interne partout définie sur B : doublement
distributive par rapport a une loi interne associative T ;
nontrer que si X4 x' el yiy' sont réguliers pour l1la loi T
X1 y' est permutable avec y L.x' pour la loi T (on calculera

(zxTy)L(x'T y') de deux maniéres, en sppliquant d'une part la

(]

(O
0
L)
e
&
=,
0
L
™

distributivité d'abord & la premiére parenth

seconde, et d'autre part & la seconde puis &4 la preaiére).
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Lp particulier, s'il y a un élément neutre u pour L , deux élé-
ments réguliers pour la loi T sont permutlzbles pour 7”(*reﬁare
x'=y'=u) ; si tous les éléments sont réguliers pour T , cetite
loi esl commutative.
53) Soient données, dans E , une addition pour laguelle tous les
x €B soient inversibles, et une multiplication ° doublement dis-
tributive par rapport & + ; on posSe Xoy = Xy-yxX . Zour gue x et
Yy solent permutables pour . , il laat et il s*"fl* gue Xoy=U ;
et on & les identités

‘ Xo¥ = =YoX  ; xo(yoz JHyolzox)+zo(xoy)=0
(la seconde est connue sous le nom d'"identité de Jacobil),
La seconde stéerit aussi

xo{yez)-{xoy)ez = (xoz)ey

ce gui exprime lag "déviation de l1l'associativité" de la loi o .

L.

t L{E) le systénme

ke

4) Soit E runi d'une loi associative . ; so
associatif libre décuit de B (exerc.6 du §1) ; & tout éléuent u

de L(E), on fait correspondre le composé f{u) de 1'une guelconque
des suites qui définissent u : zontrer gue f(u) est un homomorphis
de L(E) sur E . Plus généralenent, si Xc E , et si 4 est la parti
stable enzenarée par X , montrer qu'on définit ¢'une manidre analc

< &

-ue un homomorphisme de L(X) sur A .

}.J

£X
f ]
5) Soient deux lois internes sur E , T et L , possédant chacune

ent neutre ; si la loi externe & gauche déduite de chacune

un éién -
de ces lois est distribulive par ra port a l1l'autre loi, tout

b=
@©
6))

t idempolent pour ces deux lois.
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2 4. Groupes ; groupes & opérateurs. °

1. Groupes. Léfinition 1. On dit gu'une loi de comnosition internc, onire

élérents d'un ensemble G , définit sur G une structure de groupe,

et que G , muni de cette structure, est un groupe, si 1a loi est

agsscciative, s'il existe un élérnent neutre, et si tous les éléments

de G sont inversibles pour cette loi.

Waturellezent, l'existence d'un élément neutre est impliquée par
* celle a'éléments inversi et est donc conséguence des aulres

conditions pourvu gue & soitl non vide.

ensemble muni d'une loi associstive

S
fos
&
©
W
Gl
B

EBxemples. 1

yant un é1lé MVLt neutre,

ot

a structure induite par cette loi

()

sur l'ensemble des éléments inversibles de B est une structure

‘)..-
s
D

b
)
L)
c-k
el
i
(@]
8y}
=
n
E’
{D
L]
)
Qo
]
(s
p,.‘
o
o
Boad
}..l
@®
]
&
ol
o
!\.,.a
o)
0
o
by
o
(@]
<t
&
L
®

de groupe.

déterminée par la loi o sur l'ensemble des ar;lic& .ions biuni-
1r av=| A3 m oamhlioe B . 7y P A - V-Q? ‘ 3 amnl
W Oqu.wu AU ensembie i ST G uil=mene L% 3’ 2;1, = 2 )5 Q1 ensemoie

des permutationa de E |, gui muni de cette structure, s'appellera

donc le groupe des perautations de B . lLes grouyes de permuta-

d e ?
tions de deux ensenbles éguipotents sont évidemment i rphes.
2) Ltenseible 7Z , avec l'opération + , est un groupe qui

s?appelie le groupe additif des en

#
3) L'eusemble {}? des nombres rationnels >0 (92,n%9) est

e T A e G e Ul e T e e LA =
ui groupe pour la multiplication. De méme, plus généralement,

= 7 3 % 3 e RS ARy S £ i e
pour l'ensemble des élémentis réguliers de tout ensemble formé
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17élénent inverse, est (d'aprés la'prop,S du % $2) un isomorrhisue de G

sur le groupe opposé, gu'on appelle la syagtrie ou l'application

:”xﬂetrlque de G sur lul- .Eme :Ac'éstrﬁné*pérmutatioh involutive de G .

: Dans ce @ , sauf indication contraire, nous noterons toujours
multiplicativement la loi de conposition d'un groupe, et nous
nolerons e 1'élément neutre d'une loi de groupe ainsi notés.
La symétirie d'un groupe G sur lui-m8ze s'éerit alors x —x 1.

g : i ‘ ) =1
Sulvant nos couventions générales (Ens.R, $2,n4), A sera

llimage, par la synétrie du groupe, d'une partic 4 de G .

— dais il imporze de noter que, malgré l'anzlogie des notations,
i "ji 2 =~ 73 ~ o =
(jl, A n'est pas cdu ltout élément inverse de A pour la loi de

composition (A,B) —A.B entre parties de G (rappelons que
A.B est l'ensemble des ab pour a€4, beB) :"en effet,
1'élément neutre pour cette loi est ie% ; et les seuls é1é-
7

nents de ﬁpf(@), inversibles pour cetts loi, sont les ensem-
bles A:%a} & un seul élément (un tel A , d'ailleurs a bien

- . . - =
pour inverse A ). On a 1l'idertité (AB) =B~ A  pour

AC G, BC G . On dit que A est syanétrique si A=A°ﬁ° Quel

-

] =1 s
guc soit Ac B A L/ﬁ. et A0V A sont synétriques.

Ligpplication aux structures de groupe des definitions générales

3
(&)
63
((
O
{n
©
for

u\

AN

o

onduit & examiner successivenment les structures induites

par une structure de groupe, et les structures guotients et produits de

7

une parbtie clun groure G : pour cue 1z lei indu lte sur

par la loi de composition de G soit part

r
soit stable, clest-u-dire (91, n® 3) que H.HC H ; pour

ju'elle détermine sur H uvne structure de groupe, il faut d'abord




a?{je

-

gu'elle rosséde un ¢élément neutre u , gui satisfers & u.u=u , dlod

i ; sutrement dit, H contient e

(u étant inversible dans 6), u=u.u
dqui est élézent neutre pour la loi induite sur H ; il s'ensuit gue,

si xeéH est inversible cdaus H , son inverse dans H n'est autre que
=1

X : pour gue H soit un groupe il faut donc que ngc: H ; la symétrie

de G en G transforme cettc inclusion en HC H’1 ;. on doit donc avoir

: -’:1 = = S ixr e : ¢ e
H=H et aussi H.H=H (car eeH entralne XC H.X quel gue soit

' H=H . Réciproguement,

XC G, donec Hc H.H), et par suite H.H 1=~
81 une partie non vide H de G satisfait =& H.H°1CZH . on =, tour xetl

=1 ; =1 =

A
R = 2 = = 3 =
x.x el ou eecH  guis o.x e H ou = cH rdone H e H

o : o : S A - s - 5
Gton (comme plus hant) B '=H- dloh enfipg B .Hc H : 1s 101 = eet

donc définie partout sur H , associative, elle a un élément neutre e

.ét'tout xeH est inversible : H esl bien un groupse.

Définition 2. Upe partie B d'un groupe G , sur laguelle la loi de

composition de G induise une structure de groupe, s'appellers un

sous=-groupe de G .

- = : 1 . o
Proposition 1. Si H est un sous-groupe de G, on a H=H =H.H ; reci-

proguement, si H G et Hff , B sera sous-groupe de G si on a ,
-1

ot nE .0 cofowl'ucw ot PR et B oW

Si H est un sous-groupe de G et K un sous-groupe de H |, il est

elair que K est sous-groupe de G . L'eusemble §e}- est un sous-groupe
de G : c'est évidemment le plus petit (il esi contenu dans tous les
¥ s P i _

sous-groupes de 6). L'intersection H d'une famille de sous-groupes

{on a ecH  quel que

T

.. ©st un sous-groupe, car elle ¢st non vide
. ; -

— = : g4 -
soit v ) et xeH , el entralne xy € H, quel gue soit

- ’ . = - s ;
Xy €H . 11 y a donc un plus petit sous=-groupe de G conteaant un

; = A e 3 e~ e T
XcC G donné ; on 1l'appelle le sous-groupe en-endré par X .

¥
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Exemple. S-oit H un sous-groupe du groupe additif Z des entiers
-rationnels : si H n'a pas pour seul élément 1'élément neutre O
- solboxell ., x40 éu'ﬁien x;>d , ou bien x<O0 et alors

zl—x>0 xlé€ HL,-donc lt'ensenble des éléments > O de H est
ron vide : soit a le rlus petit. Par récurrence sur n QJMr*, _
on voit gue ma€H ; donc aussi -ma€H pour n é./!/%, el comme
C€H — 11 suit gque nacH aguel gue boit BneZ . 51 xel |
on a (§3;no9} x=—geotr ;S OSsrica > eacl . donec x-goel 1 mois
par définition de a , O<r<a entraine rﬁiﬁ, gonc r=x-ga=0
x=qga : H est donc llensewble des na pour né Z ; c'esi-a-dire
H:a,iZ . Kéciproquement, a Z est évidemment un sous-groupe de
Z‘p’-our aéﬁf%; i a=C, a.Z =0 si a<0 et a'=-a , on a
a'>0 et a.Z =a'. Z ; il résulte d'ailleurs de la démons-
tration ci-aessus que a. Z est le sous-groupe engendré par
%ag , et que la partie stable de Z engendrée par a est 1l'en-
setble a. N des ma pour meNT.

Comme le monire cet exemple, il faut se sarder de cocfondre
la pariie stable d'un groupe G engencrée par X C G avec le .

endré

SQUE=sroupe en: ar X : celui-ci contlient toujours celle-lg,

FI]
()

{

Q

mails en est dislinct en général. On a en tout cas la proposition

Proposition 2. S5i X est une pariie non vide d'um groupe & , le sous-

2, - = : s 4 X - - OO 7 ,‘ 4 =
groupe sngendré par X est la partie stsble ¥ engendrée par llen-

semble Y = XU X :
EBrn effet, ¥ est l'ensemble des composés des séguences dont tous les
termes sont des éléments de X ou des inverses d'éléuments de X ; 1l'in=

verse d'un tel composé est un composé de méme forme ( ¢ 2, prop. 9) ,




: >0 B = o0
et si xeX ; ¥ contient x.x” =e , donc Y est un sous-groupe
de G ; réciproguenent, toul scous-groupe contenant X contient éviden-
1

¥ donc ¥

3. Groupes quotients, Passons aux structures quotients : il faut d'abord

recaercher guelles sont les relations d'équivalence compatibles avec
une struciure de groupe. D'aprés la prop.1 du ¢ 3, il y a lieu d'exa-
miner séparément d'sbord la corpatibilité & gauche et a droite ;

la guestion est résolue par le théoréme suivant :

Théoreme 1. Toute relation d'éguivalencs sur un groupe G . compati-

5 4
ble 8 gauche avec la structure du groupe,; est de la fome x gyc»:H

=

(ou de la forme équivalente ye xH), H étant un sous-groupe de G ,

et récivroguement ; toute relation compatible & drocite avec lg

structure du groupe est de la forme yx”16 H (ou yeHx) , H ¢étant

un sous-groupe, el réciproguenent.

-

- La seconde partie se déduit de la premiére par passage de G au

grgape,apposé. Soit conc R compatible a gauche avec la structure ;

&l x-¢ \moa,ﬁ), o = y.e (mod.R) quel gue soit y , done

=
v
a
™

=}

A
yx =y [(wod R) ; on particulier; e % . ona 6 —x (mod R
done - x = entraine X =@ ;s8l y=e6 ,0n08 yxX=73 =6 ;
donc, si H est la classe d'équivalence de e

H:He- H - H est un sous-proupe. Aloers, ci % — 3y (wod R), on o

bl

¥
&

x =% {mod. R) oux yeB ;. et ci x yeHl ,ona = v —@e

NIy v 2 ¢ Ya - 2 ~ 4+ 3T ~7 123 oot I N3 Pot SR ol el
premiére par la translation y , gqui est une application biunivogue
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anc cetite relation est symétrique ; si ye xH , ze¢yH , on a
z¢ x.Hi=xH , donc elle est transitive, et c'est bien une relalion
d?éguivalence. Si yexH , ona zyezxH quel que soit z , la rela-
tié@ est bien compatible & gauéhe avec la loi du groupe.
-Tout sous-groupe H de G définit donc ginsi deux relations d'égui-
valence dans G , 8 savoir ye xH et ye Hx : les classes d'éguivalence.

pour ces relaltions sont respectivement les ensembles xH , gu'on

appelle clssses & gauche suivant H (ou modulo H), et Hx , qui s'ap-

pellent classes suivant H (ou modulo H) . En saturant Ac 6

£
{2
]
(@]
pt
L
0

par rapport & ces relations, on obtienlt respectivement les ensembles

droite ; par la symétrie de G en G , tout sous-groupe H est appliqué
sur lui-méme, les classes & gauche sont transformées en classes §
droite el réciproquenent.

-Pour gu'une relation d'éguivalence soif cozpalible avec la loi de

il Paut et i1 suffit gutelle le soit & gauche et a droite ;
g g 3

si H est la classe d'éguivalence de e , H sera donc un sous-groups

DRI T e T ren TSk 3 o Do e Je e
Définition 3. Un sous=groupe H de G s'appellera sous-groupe distingu

9

i Eoeied 3 3 o 2 Sl e et iy ; B, R
(ou 1opvariant) de G s} on a2 xHx =H guel (gus gsoil xe -
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fé Théoréme 2. Toute relation‘d*équivaleace compatible aveec la loi d'un
groupe G est de l'une des formes équivalentes ye x ogu ye Hx ,
H étgnt un sous-groupe distingué de G ; et le guolient de G par cettle
relation est un_ groupe.
La prexziére partie résulte de ce gui précéde. Quant & la seconde
elle résulte de la remargue déja faite (§j§,n05) gue la classe ds
1'élément neutre est élément neutre pour la loi quotient, et gue les
classes de deux éléments inverses 1l'un de 1l'autre sont inverses 1'une
de l'autre pour 1a loi duotient.
Définition 4. Lo guotient d'un groupe G par la relation d'éguivalence
@éf;gieApar un sous-groupe distingué H s'appelle le groupe quob %cnu_
de 6 par H ; il go note G/H .
. On notera parfois x =73 (mod.B) ou ==y (H) la relation
équivalence définie par un sous-groupe distinguée E .
Si la loi de composition dans G est commutstive, on &
xyx‘@xxx~/y:y guels gue soient X,y , donc toul sous-groups
de G est distingué : clest le cas par exemple pour le groupe
additif Z . Les sous-groupes de ce dernier ont été détermineés :
ce sont les ensexbles a. 7  pour 7 > 13 rvelation
d?équivalence déterminée dans le groupe additif 7 par le
sous-groupe a. Z s'éerit x-yea.Z , clest-a-dire x = yla):
les congruencss sont les seules relations compatibles avec
Itodcition sur 7 > FPour o >0 1c guoilient AU groupc addita b
7 par la congruence modulo a s'appellie le groupe additif des
j entiers rationnels modulo =&




= 63 =

- Goset 2_8} sont des sous-groupes Gistinguds ce G (les guotients G/G
Qt'_G/’ie} étant isosorphes respectivezent & %e} et 8 6) : 51 ce sontl
;és seuls, G est dil simple. H étant scus-groupe distingsud de G si
’x§x°1é H quels que soient xelG et yeH , il se'ensuit gue 1l'inter-
section de toute famille de sous=-groupes distingués de G est un sous-
groupe distingué de G (on peut aconc parler du plus petit SOUSmgfoupe
22‘ distingué de & contenant X C G). ifluis on notera que, =i H esl sous-

groupe distingué de G et K sous-groupe cisiingué de H , K n'esl pas

&9}
®
154
Q
&3
oy
i
(0]
0
Nt

toujours sous-groupe distingué de G (on en verra de

2

4. Heprésentatio Les définitions el résultats généraux du ¢ 3, relatifs

e
0]

(]
=

aux représentations, sfappliquent naturellement aux groupes. Eu

particulie

o]

°
<

r

Définition 4. Une application f d'un groupe G dans un groupe G'

s'appelle une représentation ou un homonorphisme de G dans G' si

(G et G' étant notés multiplicativement) elle satisfait & flxy)=f(x)f(y)

guels qus soient x€G,y €C .
- $i f est biunivogue, on dira gue cfest un isomorphisme dans G'.
L'application cesnonique Ge G sur G/H , H étant un sous-groupe dislin-

gué de G , s'appelle homomorphisme canonigue de G sur G/H . we tn.1

du 93 donne ici (en appliquant aussi le th.2 ci-dessus) :

sprésentation alun gzroupe G desus un groupe

lhéoreme 5. £ étant une

Il
=
G! 1'image réciprogue fle') de 1'élésent neutre e! de &' est un

sous-groupe distingué H de G ; 1'imuge £(G) de G dans ¢! esi un

sous-groupe de G' , isomorphe & &/H ; et £ est composée dlun isonor-
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autresent dit, la décozmpocition canonique de f (QggwR,§ 5,n°3) donne
10 l'isomorphisme canonigue de f£(G) dans G' ; 2° un isonorphisme de
G/H _sur £(G) ; 3° 1'homosorphisze canonigue de G sur .G/H ;
»'Suivant toujours le §A3, une représentation ¢e G adans G s'appellers
un eucozoriliisse de G ; un isomorphisme de G sur G s'appellera un
automorphisse de G . Le conposé de deux endomoghistes par la loi °
serua encore un cndomorpnisuze ; lﬁenéemble.des automorphismes, avéc
cotte m8me loi, forme un groupe (sous-groupe du groups des permutations

de l'ensembls G).

Propositioun 3. 81 =x€G , l'application a de G dans G , définie par

4.
¥

=1 : -
ax(y)zxyx , est un autozmorphisume de G ; et 1'on g Gyy=0 o0 -
5 i 7 o = a Q
a_ est une représerntiation, car x.yz.x =(xyx )J(zzx SiueG ,

i1

Sad

4

S,
°

xyx’ﬁﬁu est équivalént'a y=x 'ux , donc il existe un vy et un seul
téi gue ax(y)zu s 6L a, est bien une éﬁplication biunivogue de_G sur
G‘,'cfest donc un autororphisme de G . Le second peoint se vérifie
inmédiatenent.

“ 2-¥>aX esl donc une représentation'de G dans le gsroupe des pernuta-
iions de l'ensesble G ; l'eusenble des_automorphismes o, est doncs
dfaprés le th.3, un sous-groupe du groupe des autoumorphismes dé G',

gui s'eppelle groupe des sutomorphiszes intérisurs de ¢ , les o,

s'appelant automorphismes intérieurs. Par le th.3, l'ensemble des

x€C tels gque a scit l'applicalion identique de G sur G est un

gous-groupe ulistingué Z ae G : or c'est l'ensemble des x tels gue

—
L
o

- . = . :

xyx =y guel cie soit 5y . cles =dire tels gue ZXy=yx quel que soit
e 1 X 2 O = oy )

¥ ; Clest donc le centre de G (84,n4). 11 suit encore du th. 3 que

le groupe des sutomorphismes intérisurs de G esl isomorphs su quotient

G/Z de G par son centre.

°
°
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Un zutomorphisme de G , el en particulier un automorphisme intérieur,

transforme évidemment uL SousS-groupe en un sous-groupe isonorphe ;
la déf.3 signifie qu'un sous-groupe est distingué s'il est trunsformé
en lui-méme par tous les automorphiszes intérieurs de G . Enfin (le
groupe étant noté multiplicativement) on pose souvent
vV =a )= x yx

cette notation étant justifige (d'aprés les conventions du § %) par
le fait que yx : considéré comme loi externe de composition entre
opérateurs x€G et élémnents y de G , est dislributive par rapport
8 la loi de groupe entre éléments y , et associative par rapport & la
loi opposée entre opérateurs x , c'est-a-dire qu'on a les identités

() =

o) Produibs de groupes. Passons enfin au produit de structures de groupe :

il est immédiat, d'aprés les rezarques du 23, n010, gu'un tel produit

est encore une structure de groupe, de sorte qulon peut poser :

Définition 5. Le produit de groupes ((}1")1’61 est l'ensemble G= &

avec lu structure de groupe déterminée sur lui par ls loi gui, &

x=(x,) , y=(y,) , fait correspondre le produit (v |

5i JC I etK=[J , la projection pr; de Gsur Gi= _ 5 G est

évidexzsent un homomorphisme de G sur GJ , dans lequel l'image réci-
progue de 1'élément neutre est l'ensenble des x:(xv) tels que x =e,
guel que soit ©€J (e, désignant 1'éldément neulre de G }J: cet

ensemble est donc un sous-groupe distingué de G ; il esli isomorphe
2 1m7= _
8. 6. = 1 G

K te Rt

Soit en particulier un produit fini G= @ E G. : 1l'ensemble des

i€ign 3

Xz(xi) tels que szej pour j#i est un sous-groupe distingué Hi

et on 1l'identifiera souvent avec GK

de G , isonorphe & Gi . Il est immédial que tout ¢lément de Hi est
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perzutable avec tout élément de Hj pour j£i - Si x:(xi)é G ot si

i iJ
n = o ; réciproquenent i = - cH (1Sisxn
on a x=u,uy..u ; réciproguement, si x=v VeV v.EH (t€ign),

= 127 = . S
ui-(uij) est 1'élément de H, tel que u, =%; =e, your it

1

L =i T == n =y donc =X v.=u_ : les u, sont
et si p i(vl) y. ,ona x (yl) , done  y;=x; , vi=u, s u, so

donc déterminés d'une maniére unique par x ; d'ailleurs x est aussi

le composé de toute suite qui se déduit de la suite U sus,...,0, par

une perisutation guelconyue.

2l

Réciproguement, on dit gue le groupe G est produit direct (si G est

ncté additivement, on dit guelquefois somme directe) des scus-groupes

H, de € (1€ i<n) si tout élément de Hi est permutable avec tout
élézent de H. pour j%i , et si tout x€G peut se mettre d'une

Lvl : Z
mapiére et d'une seule sous la forme x:u}uz,,,un aves uie Hi
(1<i<n). S'il en esl insi, u, ¢étant bien deter 1ind par x au moyen

de cette relstion, soit uizf;(x).- Soient yc:G . vjzfi(y) : on a

3 - i, Gl .
y=V,V,.. .V, ; jpar la condition de permutabilité sur les H, , on a

= £ S o
Xyz(u4v1)(u2v2).,c(unvn) : ce qu'on voil aisément en supposant que
u;=v.=e pour i>p , et en procédant par régurrence sur p (on obser-
i1 » I
Vera que apv P v4vq0.,vP u_ dl'aprés 1a prop.2 du 9 1).
5 y & 3 ‘ = !

12 o)
11 s'eusuit gue fi(xy)=f4(x)f4(y) : £, est un homozorphisme de G
dans H , et zéme sur h puisque f(Hi)zﬁi’ o1 dopne xe G |
o=t )€51;E;§ , les relations ui:fi(x) ; X=gUs. ..U établissent
un isomorphisme entre G et H= T}mﬁi , qui applique ﬁicz.ﬁ sur le
sous=groupe de H Tormé des u:(ui) tels gue ujze Tour G4 -
d?olh résullie en particulier gue les Hi sont des scus-groupes distingués
de 6 = ¢ produit direct étant ainsi isozorphe au produit rroprement

dit, 1l arrivers souvent cu'on ne fera pas de différence entre ces

deux notions.
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6. Groupes & opérateurs. Léfirnition 6. On appelle groupe & operabteurs un

er.semble G dont la structure est définie par une loi ce groupe, et

une ou plusisurs lois de composition externes distributives par

rapport & la loi de groupe .

Les siructures de groupe & oirérateurs gu'on rencontrers rar la

suite sont assez variées, chague espece élant caraciérisée par la

2 ‘ 2 2 38 o s e e s SEE G e e e
donnée de congines 4df Qperaleurs correspongants ; SL 16 piLug souvendy
3 : S e L s Ao So g e i 45
per des conditions Supbiemeniairss 10posees auX JLois Ce COonposivlion

dont il s'agit.
Dans une structure de groupe & opéraiteurs sur G , chague opérateur

AP 3t 3 Lt e G e e AL 3 2 3 = 3 155
“deflnlt un endomorphisme du groupe ¢ ; la donnée de chacune des lols

de COmp O“lthn exlsernes qal deuerﬂ;nant la structure revient a la
aannee dgune fagmille a?eanAOW“ ismes du groupe G , farille qui a Q

le domaine des opérateurs de la

v“‘"

pour ensemble avlndlces si QE. est

lOl ; la réunion des eusemblec d'endomorphismes appartenant & ces

diverses familles s'appellera l'cnsemble des sndomorphismes structu-
raux du groupe G . Dans ce gui va suivre, le groupe G étant noté
multiplicativenent, on notera exponentiellement les endo f‘ﬁismgsi
structuraux (suivant les conventions du ¢ 3,n 11), clest-ia-dire que

ie composé d'un opérateur o de l'une des lois externes de¥inies suzr

G , et de xelG , s'écrira x .

Un groupe peutl évidemment toujours étre considéré comme groupe &

1IN o 4 it 3 T P
reg 1ndpiaves, Les

strueturee oroonit o
S LA U0 vl on DU ELDS
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7. Soug-groupes stables. Les structures induites ne prétent & aucune remargue

particuliére ; il y a seulement intér8t & expliciter la définition
suivante :

Définition 7. Par un sous-groupe stable d'un groupe & opérateurs G ,

on entend un sous-groupe H de G , stable par rapport aux lois exter-

nes définies sur G (c'est-n-dire sppligués dens lui-m8us par teus

les endomorphismes structuraux de G), puni de ls structure de groupe

& crérateurs jacuiie sur lul par celle de G .

G et ,zeﬁ' sont tcujours des scus-groupes stables de 6 ; 1'in-
tersection de btoute famille ds sous-groupes stables est un sous-
t sous-groupe stable contenant X . G

i’

serz dit engendré par X : il n'est autre gue la partie de G , stable

& la fois par rapport & la loi interne et aux lois sxternes définies

-1

sur & engendrée par X U X . On notera qu'un sous-groupe distin-
3 o 4

gué de G n'est pas autre chose gu'un sous-groupe stable pour la loi

<4
=

e Bt / o : e =
de composition (s,x)—>x%x =8 xs , dont G est le domaine d'opéra-
teurs : cette loi, jointe a 1la structure de groupe, induisant donec
sur toul sous-groupe distingué de G une structure de groupe &

s

gpérateurs dont le domaine dlopérateurs est encors G .

s cuotients de groupes a opérateurs. le th.1 g'étend sux groupes

& orérateurs. 11 suffira de 1'énoneer pour une relation compatible

o

stable de G @ et réciproguement.

Par le th.1, la classe d'éguivalence ds e est un sous-groupe H ;




69

-3“,doit_l'§tre 8 e“:e', donc H%c: H , H est stable ; par le th.A1 -
la relation s'éerit x'1yé.H . Réciprogquement, si H est stable, vy ¢ zH
entraine yae;xa.H“CZ x*.H ; la relation est bien compatible avec la
structure.

Le th.2 s'étend glors immédiatement. De m8ms la déf.4 : le gquotient
d'un groupe & operataurs G par la relation définie par un sous-groupe
stable distingué H , muni de sa structure quotient, s'appellera le

groupe & opérateurs quat;eﬁf de G par H , et se notera G/H .

‘U

Conformément aux définitions générales, une app

=, e 3 s = ey iy =X 2 E 0t P B T
groupe a operateurs G dauns un groupe & opérateurs G' ayant une structure
na = = 3 > Py ee e G St N S s 2 T o
de méme espéce (donc en particulier ayant mémes domaines d'opéraieurs)
- s i s /

dentiquement, pour xX€ G, yeG , et pour tout opérateur «

(J’)
e

i Ltion 5
appartenant a la siructure de G ;

nt @

Z Y N o £ 5% 3
Plxy)=£(x)f(y) , flz")=f(x) .

Dn notera qulen particulier un endomorphisme du groupe & opérateurs
G (raprésezﬁa ion de G dans lui-méme) n'est pas autre chose gulur

endowor ﬂloxe du groupe & ersutable avec tous les endomorphismes
= VUPS s PEIIULE04iE

a
stru taranx % —=x

Le th.3 subsiste sans changement ; nous 1l'énoncerons

1'élément peutre o' de G' est un

=f Y o o : . ) e
£(G) est up sous-groupe stable de G' , isomorphe &

couposée d'un isomorphisme de %/ﬁ dons 6! . ct de

ganonigue de & sur G/E -
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La prop.2 et les th.2 et 3 du

g5 s'applicuent naturellement aux

groupes a opérateurs (done & plus forte raison aux groupes) ; en combi-

ﬁéhﬁ'ies th.2 et 3 du $

obtient le théoréme

Théoréme 6. Soit £ lhhomomorphisme ca

nonigue du groups

....

3 , et les complétant sur gquelques points, on

& opérateurs G

sur le guotient Gfi= G/B de G par le sous-groupe stable distingué H

L’;mag

sous-groupe stable de

réciprogue = f\K ) d'un sous-groupe stable K' de G! est unm

tel gue HC K , et la relation -Kze%(K’)

établit une correspondance biunivogue entre les sous-groupes stables K!
- : -~ - - -1

de G' et les scus-groupes stables K de G tels que HC K ; si K= £(K'),

cn g E'=f{K} , et K' est icomorvhe & K/H'c' 51 K’ est sous-groupe

distingué de G' , X est sous-groupe distingzué de G , et GjK est iso-

5 .. : P = = 7 ;- - f - ; 9

morphe & G'/K' , donc & (GH)/K/H) . Si L est un sous-groups stable

guelcongue de G , il en est de méme de L.A=H.L ; HNL egt scus-groupe

Staple distingué de L , et Lf(HMN L) est isomorphe & HL/H .

- Bp effet, 1l est immédiat que, si K' est sous-groupe stable de G' ,

=4
K= £(K') 1'est de G e

G et contient H

nécessairement K sur K', gui dans ces conditions est isomorphe & K/H

éarlle ih.5 . o1k o5t sous«groupe stable de G , la restriction de £

8 & est une représentation de L dans G! ; par le th.9, 1'image fécipr@qugv

;e”}ﬁ de 1'élénment neulre par ceite représentation est Sous-groupe

stable distingué de L , et £{L) est isomorphe & L/(LNH) , et aussi,

Qar_kf th.% du 2 5, au guoctient ﬁLjH , bpar H , de 1la partis L.H=H.L de
?lgELeLua en saturant I pour la relation yexH . Appliquant ces résultati

% ﬁ:ﬁ > H on aura KHC KK=K ;, donc XEH=K , K est saturé, clest-a-dire
. : ; ~ A >

qgue, si K'=f(K) , ona K= (k') : 1a correspondance entre K et K'! est

appiiquant G sur

G! applique alors




o= o

:I;;;
bien biunivogue. Enfin, le th.2 du g 3 signifie ic
sous-groupe stable distingué de G , K' l'est de G
ment, et gue G/K est isoznorphe & (G/ﬂ)/(K/H)
Parui toutes les con

9. Le theorewe de Jordan-Holder. ségque

du th.6, nous donnerons le théoréme connu sous ls

gui se rapporte aux suites finies de sous-groupes

dont chacun est distingué dans le précédent. Nous

°
°

guelgues propositions préliminaires

Proposition 4. Scient K,K' deux sous-groupes stabl

igue si KDOH est
et réciproque-

ences inmportantes

nom de Jordan-Holder

d'un groupe G ,

surons besolin de

es dlun groupe &

opérateurs G , et H un sous-groupe stable distingué de K : alors ls
trace B K' de H sur K' est sous-groupe stable distingué de la
trasce K/ K' de K sur K! .
Evidemment, KM} K' est sous-groupe stable de G , et H/MEK' de
KNK' . Soit x€¢KNK! : le transformé (HN Kg}x par liautonmorphisme
e . o x X X .
intérieur y sy de G n'egt autre que H"NK'" ; puisqus =z ekK' |
on a K'*:K' ; puisque x¢K et que H est distingué dens K , on s
EX=H ; on a donc bien (HNn XK' YX*=HNK!
Propositien_ﬁ, Soient K sous-gzroupe stable de G ; H et L sous-groupes
ﬂtabies alstln;ues de G et K respectivement. Alors L.E sst sous-
groupe staale distingué de K.H , L.(KNH) de X, et les guotients
Kﬁ/LB at K/L. (K,BJ) sont isomorphes. .
Soient £ l'homomorphisne canorique de G sur Q/ﬁ , 9 sa restriction
a kK % qui est un homomorphisme de K dans G/H ;
f(L}gLV ; ¢ est un homomorphisme de K sur K', donec 1l'image L' ,
de K' ;




—g(e')sz\H , done (psr le th.6), o(L')=L.(KNnH) ; par le th.6,
K/L.(KnH) est isomorphe & K'/L' (X, L.(KNH), X' et L' prenant
respectivement lg place des quatre groupes notés G,K,G! et X! dans
Iténoncé du th.6). Dfautre part, par le th.6, f(K =K H a;(L')=LeH :
la restriction de f a K.H est un homomorphisme, donc par le méme
4§éisonnemant L.H est distingué dans K.H , et KH/LE est isomorphe &
K*/L?

Proposition 6. Soient XK,K' sous-groupes stables de G , H et H' sous-

groupes stables distingudés de K et X' respectivement : glors les
quotients ((XNK!').H!)/((ENK').H') et ((XNK').H)/((H'NK).H)

sont isomorphes.

(‘ez éngrce implique que (HNK!').H' est distingué dans (KNK').H!

ét'd@ néme pour l'autre guotient).

tEn effet, KNH' est distingué dans KNK' (prop.4) ; dens la pr@po,g
remplagons alors G,H,K,I par K, H,KNK',KNH' respecti: vement : on
tromée que (KNK').H/(KNH').E est isomorphe & (KNK')/(KNH').
wﬂf; NH), clest-ga-dire & (ENK')/(KNH').(HNK') ;: dans ce dernier
uonweat K et H d'une part, K! et H' de liautre figurent SVﬁBtfin@-
menty et en les peraout tant on obtient le résultat annoncé.

Définition 8. Par une suite de @@meSition d'un groupe & opérateurs G

on entend une suite Pfinis {Gi)@<§§<: de sous-groupes stables de G ,
- 0<tg ,

I
ayant pour premier terme (_=G , pour dernier terme *:%@ , et
telle gue 44 S0it sous-groupe distingué de G guel gue soit i<n.

Les guotients €./G ., s'appellent les guotients de ls suite. Une

suite de conmposition >’ est dite plus fine gqu'une suite de composi-

T e e oS = e v
tion > Bk si > ect une suite extraite de > .

J




(o

=

On notera gu'en général une suite extraite

composition n'est pas une suite de conposit

pas

est une suite de composition, G. n'e
J

=it .

groupe distingud dse Gi pouzr

=

Proposition 7. (Lemme de Zassenhaus). Etant données ds

‘_;/{_:,

d'une suite de

ion, car si {Gi)

2

en géuéral sous-

i

x

Z

22a el

ﬂ)

L A
e

du gTroupe & o

composition Eliy Eiz

S/ de G , plus fines respectivement

composition >/ ,
4

et telles gue le systéme des guotients de Eﬂf
=

ds 2, .

(D

b

pour O0<ign-

0sjsp-t

de G! .
1J

-
i,

11 résulte de ls

- BT
i}

! & o
H de H! i

Jyitt Ji
Diautre part, on a G?

2

ot due ng/@
=G! =G H! =HTY

ip: it .0 1F] Jn 910

on formera alors de la maniers sulvante 13 suits

=K 51

3

c\1°c-

v ¥ B

on donnera & l'indice (ij) toutes les valsurs sati

N

ou & i=n-1 i'ensemble de ces npti

(13)< (33

s

hi vement, clest-a-dire uar. ¢ pour
paig 9 ¥ I

dans ces conditi

°
S

de compos
isant

valeurs étant ordonné

o

Q
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On dit gu'une suite de coiposition esl sans répétition si tous

les terrss en sont distincts deux & deux.

pefinition 9. Un groupe a opérateurs G est dit siuple s'il n'y a

aucun sou s-groupe stable distinzué de G autre gque G et %e}

Définition 10. On appelle suite de Jordan-Holder d'un groupe &

2

opérateurs G une suite de conposition sans répétition, telle gu'il

nlexiste aucune suite de composilion sans répdtition strictement

ion 8. Pour gu'une suite de composition sans répdtition

)
teg
o]
s
C
P
gm
ot

de G soit suite de Jordan-HOlder de G , il faut et il suffit que

c’+

Llous les guotients de la suite soient simples.

- 81 la suite donnée n'est pas suite de Jordan- F“ide clest gqu'il
¥y a une sulte ae composition sans répétition strictement plus fine.

bes ceuX sultes n'élant pas identigues, il y aura deux termes conséculif

\
%)
B
[

e 1ls premiére qui ns seront pas consécutifs dans la seconde :
sbit H le premier terme qui suit G; dans celle~cz, c'est un groups
gigbla distingué de G: gui contient. Gi+é ; 1a seconde suite étant
Dans 1'homomorphisme canonique de G. sur

%—.J

sans repétition, an‘;uiﬂo

&i/§i+1 - nage de H est donc un ~sous-groupe stable distingué du
guotient G./6, gistinct de celul -ci et de 17élémgnt neutre, ce
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Tnéordme 7 (Théoréme de Jordan-Hélder). i 5 ,‘222
: 75

de Jordan-Holder d'um groupe &

z

pérateurs G , elles ont méme pombre

de termes, et les sysiemes des guotienis des deux suites sont

identigues.

Appliguons la prop.7 : on obtient deux suites ‘21’ 25; plu

—

respectivement que ;Z;ﬁ et

- = J
Jordan-Holder |, 251
certains termes ;

& =t
de ggﬁ

est idemtique & 2,
le systéms des guotients de 234

en lui ajoutant un certain ncombre de Lermes

2

1z
;

£

celles-ci étant aec snit

a

es de

ou s'en déduill en Tépél

e
gduie e

sont deux suites
/ :
s fines

I
&
e
‘,\ Lo
i
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10. Groupes abéliens. Définition 1

groupe z@'% :

de Zﬂ

>° étant sans répét
i

se déduit de celui de ‘ZEJ en retranchant

1 / - yEEn =
l&@?o”phgﬁ & ée} . De mé&me pour 222 et jiz . Les systémes des quo-
R {":f 7 S i S 5 ik = Sl 3 S 4
tients de 2| et Eﬂz étant identiques, il en est donc de méms ds
ceux de >’ et 'Z;z; en particulier, ils ont méme nombre de termes.

Le théoreme sst démontrs.

1. Un groupe, ou un groupe

est dit abélien, gi sa loi de conmposition interne est congubtetive.

abélien sera souvent noté

.Un groupe

s -

7

neutre se notera dlordinsire et les

ivement,

un groupe ainsi noté se noterons dlordinaire nmuli

& zauche ou & droite (cf. ¢ 3).
Dans un erouna G 1 1 le sous-grou X engendré pnar un élément
¢ > L4582 C)"""J B C{J.e anqd 3 2 =7 z.Jun.l.S g&@u})@ 35 w...—.&»»?-é.w & “‘-l!\o--‘r—("d Uil S ACSHSD L
. . n -5 : . -
x€G est l'ensemble ces x pour n € Z , et sst toujours asbélien
. i - mip mp - n
d'apres 17identité x =xx , liapplication n —> x est vn homomor-
phisme du groupe additif Z sur X ; X est donc isomorphe, soit a 7 ,
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additif des entiers modulo a , si a est le nombre d'éléments distincts
de-X gul est zslors fini. . -

Soit G un groupe (ou groupe & opérateurs) abélien, noté multipli-
cativement. Par récurrence sur n , on vérifie que, si xe6 , yeb ,
on a (xy)nzxnyn pour n € Af*} de néme évidemment'pour n=0 ; de‘
m8me pour n=-m , m € /*, comme on le voit en remplacant X,y pér
Zwigy”? . 51 G est un groupe a4 opérateurs, et a un opérateur de la
structure de G , x > x* est un endomorphisme du groups G , qui
applique donc % sur (x*)” : quel que soit n € Z , X —>x est
donc uns représentsiion du groupe & opérateurs dans luiamgmer

En particulier, si G est un groupe abélien quelconque, Lgié multi-

plicativement, on pourra le considérer comme groupe & opérateurs,

o
§n,x}ve§xn . De méme bien entendu guelle gue soit ls notation :
gbar un groupe noté additivement, en particulier, la loi ss notera
{n§23-%ynx . Plus généralement, si G est un groupé & ovsrateurs,
on bourra toujours, le cas échéant, adjcindre laNl@i externe (n,x)—x
(ou, avec la nobtation additive, {(n,x)—>n.x) aux lois.déja impliguées
éans la structure de G . — ‘ »

videmment, le groupe des aulomorphismes intériesurs d'un groups

o

abélien se réduit & l'automorphisme identique ; donc tout sous-groupe
'a?un sroupe azbélien estl sous-groupe distingué. Tou§ groupe quotient
dfun groupe abélien esi abélien ; tout produit de groupss abéliens

est abélien. Le cenire a'un groupe quelcongue, ou plus généralement

Pt

)

¢5]

(@]

£

3
i

groupe d'un groupe quelcongue engendré par un ensenble

¢'éléments deux & deux permutables, est abélien.
: i 7
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11. Groupes de transformations. On va examiner plus particulidrement le

=

groupe des applications biunivogues d'un ensenble B sur lui-méne,
groupe gui dans ce § sera noté Gﬁ?{g}, de sorte gque si 8 € @?KE},
X — s(x) sera une permutation. On a déja vu (Ens.R, 2 8,n°5) qu'une
telle application en induit une de chacun des ensembles de 1'é&chelle

des types construite & partir de E . (et éventuellement d'en bles;}

o
Q
B
}
K.D
0
<
%s.l
g.v‘a

auxilisires) sur lui-méme. Ce résultat peut se préciser

Théoréme 8. 3i F est un ensenble ¢e 1f'échells des Lvoes constiruite

& partir de E et d'ensembles suxilisires cuelcongues, et si S esi

l'application biunivogue de F sur lui-méme induiis par 1ll'asoplieation

v

biunivogue s de E sur lui-m8me, ls corrssoondsnce s —> S est une

(@3
oo
]
1]
O
N
o
S’

reprégeniation de (G (E)

ﬁagpelogs dgabcrd la définition de S . Par définition de ltéchelle

des types, F est un enseumble construit & partir des snsenbles de

base (& savoir E et les ensembles auxiliaires), suivant un schéms

explicitement donné, au moyen des opérations "produii de dsux
ensembles déja construits” et “fermétion Qa l'ensemble des parties
d'un ensemble déje construit® , ou de la répétitiam de ces opéra-
-tions de la manieére rrescrite par leg schéma. Une dé;imit@@n'su
démonstration re;ative & P pourrs procéder par récurrence suivant
le nombre des opérations impliguées par le schéms de F : on n'aura
?oqr‘cala qu's la donner pour les ensembles de base, et dorner le
m@yeﬁ de l'étendre de proche en proche
aeja construit & l'enseuble de ses carties.

= :
Cela étant, soit 8 € Géf{ﬁ} ; besons S =8 ;, et

?a pplication id@nti@ue de F sur luji-méms chague fois gue F est llun

.&MJ

;’,\‘)
..4
Q
i
e}
D
€
o
(&)
w3
ot
A
]
0D
N
s

des ensenbles guestion dens 1'snonce du th.8.




s

Soit maintenant F appartenant & 1l'échelle des types dont il s'agit :
supposons d'abord que ce soit le produit de deux ensembles L et U
de cette écnelle, c'est-a=dire l'ensemble des couples (u,v) avec

uel,ved ; s ¢ 65?(3} étant donnd, supposons définies les applica-

tions S; , 5, de L et M respectivement sur eux-mémes ; si S est

lfapplication u —> olu) , S, 1'application v -%»T:(V); lteppli-
cation (u,v) —> (o(u), c(v)) de F=LxM dans F est une application
biuniveoqgue de F sur E.qui sera notés SF" Si d'autre part F est
l'ensemble des perties d'un ensemble L de 1'échelle étudiéde, et si

SL est 1l'application u —» o(u) de L sur lui-méme, 1l'application

U —>o(U) de F dans lui-méme, ot U désigne une partie générique de L,
est une application biunivoque de F sur F qui sers notée SF . & qui
préééda censtitue une définition parvrécurrence de SF‘ pour chacun
des ensembles F de l'échelle des types éona;ruita sur E et sur les
nsembles auxiliairas donnés : SF sfappglléllﬁapplication de F sur
lui-m8me gui est induite par %épplicati@n_s de E sur lui-méme .

Le th.8 se vérifie alors aisément par récurrence : la corrsspondance
= S. est l'applicstion identigue de Qg?(E} sur lui-méme, clest
donc une représentation de (g?{E) dans Q@’{E) ; 81 F est un
ensemble auxiliaire de l'échelle, la correspondance 8 —>5, faitl
correspondre & tsgi 5 & Q%?(E} 1%¢élément neutre @a.'6§?<§ﬁ-g clest

encore une représentaiion.
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LIVRE II (Etat 3)
CHAPITRE 1 (suite)
pérateurs (suite)

4. Groupes et groures & 0]

BExercices. 1) Déterminer toutes les structures de groupe sur un ensemble

de n éléments, pour 2<n <b . Déterminer les sous-groupes et les grou-
‘pes' quotienta de ces groupes.

2) Une loi de composition associative (x,y) —> xy dans un ensemble E
dﬂéfinit une structure de groupe sur E si elle satisfait aux conditions
suiventes : a) il exis-ﬁé' ecE tel que , quel gue s0it x¢cE , ex=x ; '

b) quel que soit xe¢B , il existe y<E tel qus JFx=e .
3) Dans un groupe G , toute partie finie non vide H stable (pour ls

loi du groupe) est un sous-groupe Q@ G (pour voir que xcH entraine
x’1é H , considérer le sous-groupe de G engendré par x).
4) Si A est une partie non vide d'un gruupe G ne coptenant pas 1l'élément
neutre, l'ensemble des sous-groupes (resp. sous-groupes diétingués) de
G qui ne rencontrent pas A , admet un élément maximal. ,
) Soient H,H',K,K' quatre sous-groupes d'un groupe G , tels que
H'cC H , K'c K . dontrer que '

(BNK)N (B'E* )=(H'N K)(HNK!?)
é) Soient H et%K deux sous-groupes d'un groupe & . Pour gue HE soit un
sous-groupe de G , il faut et il suffit que HK = KH .
7) 8i un sous-groupe d'un groupe G a pour indice 2 , i1l est distingué
dans G . ' '
8) Soit H un sous=groupe» fini d'un groupe G , tel qufil existe un
groupe quotient G/E ds G isomorphe &4 H (c'est-a-dire qgu'il existe un

homomorphisme de G sur H) ; montrer gque HNK ={a} -




~

PN

= 4] =

9) 8i B et K sont deux sous-groupes distingués d'un groupe G tels que

BHNEK ={e} , tout &lément de B est permutable avec tout élément de K.
10) Soit (Hi)‘t <i¢n U0 suite finie de sous-groupes distingués d’u.zi
groupe G . Pour gue G soit prodult direct des Hi il faut et i1 suffit
gue G = H1H2..Hn , ot que, pour tout indice k tel gue 1<k <gn-1 ,
(ByHy. B NE,, =fe} . |

14) Si G est produit direct de deux de ses sous-groupes distingués A
et B , et si H est un sous-groupe de G tel que AcH , B est produit
direct de A et de EHNB .

12) Soit (6,) une famille de sous-groupes distingués d'un groupe G ,
telle que}vQ G, =§ve§ ; montrer que G est isomorphe & un sous-groupe
du groupe produit ]:E’(G/G@) ,

13) Soit H un sous-groupe distingué d'un groupe G . Pour que G soit
isomorphe au produit Hx (G/H), il faut et il suffit qu'il existe ume
représentation £ de G sur H telle que f£(x)=x pour tou‘é xeH .

14) Soit G un groupe abélien, H un sous-groupe de G tel que G/H soit
un groupe monogéne infini. Montrer que G est isomorphe au gfoupe
produit H X(G/H). '

15) Soit H un sous-groupe @.istingué d'un groupe ¢ , contenu dans le
centre de G . Montrer que si G/E est un groupe monogdse, G est abélien
16) Soit G un groups tel gque, pour tout couple d'éléments X,y de & ,
on ait (xy)nz ‘ngll pour un entier n >1 .‘ S8i G(n) déasigne l'ensemble
des x , o4 x parcourt G , et G(n) l'ensemble ces x€G tels que =6 -
montrer que 6'%) et G(,) sont des sous-groupes de G ; si G est fini,
1%ordre de ¢{n) st égal & 1'indice de G(n)’

47) Soit A une partie nom vide guelcongue d'un groupe ¢ ; on appelle

normaslisateur de A l'ensemble K des xeCG tels que wx ! =4 .
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on appelle centralisateur de A 1l'ensemble K des x€ G tels que

xax '=a quel que soit aec A . Montrer que N est un sous-groupe de G ,

et K un sous-groupe distingué de K . 81 4 est ux sous-groupe de G ,
le normalisateur N de A est le plus grand ées sous-groupes H de G
tels que A soit sous-groupe distingué de H .

18) On appells

groups des commutsteurs, ou groupe dérivé d'un groupe G,

le sous-groupe C de G epngendré par les commutateurs oy de tous les
couples d'éléments de G ( ¢ 2, exerc.8). Montrer que C est un sous-

groupe distingué, steble pour tous les endomorphismes de & ; la groups
guotient GjC'est abélien, et C est le plus petit des sous-groupes

distingués K de G tels que G/K soit abélien.

Qn pose Gaﬂ(&), ot on deféﬂi? per récurrence le ké

groupe 448rivé
D (G) comme égal 8 ﬁ(D (G‘) : montrer que ﬁﬁiﬁ) es t Ul BOuS-groupse
distingud de G ; stable pour tous les endomorphismes de & . Si H est

un sous-groupe ds G , Dh(ﬁ)<;;ﬁg(6; ; 81 H est distingus, on s

p%(6/m)=(05(6)).B/H .

19) Oﬁ dit qu'un'groupe & opérateurs G est wésolabl@ g'il exisﬁe'une

guite de composition (G ) de G telle gue tous les groupes quotﬁents

6 /Gi%ﬁ soient sbéliens. Montrer que, pour gue G soit résgluble, 11

i
faut et il suffit qu'il existe un indice k tel que ﬁk(Q)w zs} -

dontrer que tous sous-groupe et tout groups quoiient dfum groupe

résoluble, est résoluble.

~ 20) On dit que'lea sous-groupes stebles appartenant & un ensemble @§7

de sous-groupes stebles d'up groupe & opérateurs G satisfont & la condi-
tion minimale (resp. condition maximale) si itout ensemble de sous-

groupes stables de G contenu dans (§> , ordonné par inclusion, posséde

un élément minimal (resp. ﬁaximal).




{rezarguer gue, si H sst un sous-gToupe ewabie de & , l'ensemble des

Ry
N o)

- Y2 =
a) On suppose que les sous-groupes stsbles de G satisfonti a la condi-
tion minimale, et on appelle sous~groapesvdistingués minimaux de G les
éléments minimaux de l'enseamble des sous-groupes stables distingués de

8 non réduiis & e . Soit 8 le plus petit sous-groupe de G contenant un

ensemble §§ de sbus=groupes distingués minimauzx de G ;'meatrer que S
est le prodult direct d'un nombre fipi de sous-groupes mzﬁ;maux distin-
gués de G {soit (ﬁ ) une suite de sous-groupes distingués mzniﬂaux de
G appartenant & ‘52, et telle gue ¥ rpq BE soit pas contenu dans le
sous-groupe stable eagﬁmdré_gar Eyﬁgg,gyﬁn ; soit 8, le ﬁ@&ségr@mg@
stable engendré par les K&, d'indice m >k ; montrer gu'on a %k%%sﬁk

4 partir d'un certain rang, et par suitls qus iﬁﬁ} est upne suite finie ;
utiliser enfin 1'exerc. 10).
b} Les hypothdses étant les m8mes, montrer que itoul sous-groupe dis-

tingué minimal ¥ de G est produit direct d'un pombre fini de sous-grou-

i

pes st&b*es simples et iscmorphes entre eux (sgcit N un sous-groupe
digtxngaé minimal de M ; montrer guse ¥ est le plus petit a@&s%greup@
stable de G contenant les scus-groupss aglla” , oh & parcourt G ; appli-
quer ensuite a) au groupe M).

c) Montrer {dens les mémes hypothé dses) qu'il n'existe aucup sous-groupe

&

ef

stable de & isomorphe & G el distinc de G (rai cnner par l'shsurde en
prouvant gue l'hypothése entrainersit l'existence d'une suite ' infinie
strictement déereisaaﬁt@ de sous-groupes stables ds &).

21) 81 les sous-groupes stables d'un ¢ réawe & opérateurs & satisfont

sux conditions maxinmale et minimale, G posséde une suite de Jordan- holdar

sous-groupes stables distingués de

élément maxinal).
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22) Soit G un groupe & opéraﬁeurs ; on dit qu'une suite de composition
(Gi) de G est digtinguée si tous les G, sont des sous-groupes stables
distingués de G ; une suite distinguée est dite principale si elle est
strictement décroissante et s'il n'existe aucune suite distinguée stric-
tement plus fine.

a)_Si X (Gi) et (Hj) sont deux suites distinguées de & , montrer qu'il
existe une suite distinguée plus fine que (G;) et (H.) (appliquer conve-
nablement le th. de Schreier-Zassenhaus). Donner une seconde démonsira-
tion de cette proposition, en copsidérant les sous-groupes

Gij= Gi(1§§i%1.ﬁj) et ﬁji = Hgfﬁiﬁé%ﬁ.ﬁi).

b) Si les sa&Sagroupéﬁ stables distingués de G satisfont aux condi-
t¢ens maximalie e* minimgle, pour tout saacwg“@%g' stable distingué B
de & ; 11 existe une suite principale (G;) de G telle que H = G

un indice 1 ; deux suites principales X (G, ) et

o5,

e o e —
& l'ordre pres. Béciproquenent, egi

Loy
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sous=groupes siablses distingués de
ot @imimale {(utiliser a}}

c) 8i G posséde une suiie ﬁﬁiﬁﬂig ale (G
de G salisfont & la condi tion minimals, tout g?@?p@ guotient &iféu%i
est produit direct d'un nombre fini de sous-groupes stable s simples et
isomorphes entre eux {utiliser llexerc. 20).
2§} Soit (ﬁb) ©ne famille gaelcc&que de sous-groupses d'un groupe G':

on dit gue G est produit directi de cette famille de scus-groupes si :

1© pour ¢ £ 2 tout élénm @ﬁ% de H est Parmuaaﬁle avec tout élément de
& 3 5o o

H, ; 2° pour tout x€G , il existe, pour chaque = , un &lément x € H_

et un seul, tel que X, #e pour un nonbre fini d'indices seulement, et

que, si 7 t
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on ait x=x 1x¢2. o X, - Gn d?t que G est convlétamantmreductlble
d ﬁ "
s'il est produit direct d'une fadille ée sguﬂmgro&pes simples.

a) ﬁontrer que, si & est produit direct de la Pawi;le de Bous-groupes

(ﬁba}

distinct de H s8i la fazille (H ) est infinie ; en dédu&r@ gus les B@

il est ;souorphe & un sous-groupe du groupe px@duzt % ;mfﬁ

sont des meuaegreapes distingués de G .
b) Etendre aux produits dirscts infinis et aux groupes nazplétemsd$
réducﬁibles ies y&&pesi@igﬁs. :
c) Soit G un grcane tel qu'il scii engendré par la ?a&ﬁi@ﬂ dtune

famille (H )} de sous-groupes distingués simples de G . Hontrer
L EX

£

(B, ),z telle qus G soit produit direct
- g

qu’il existe ume sous-famille
de cette famille {montrer & l'aide du th. de Zoras, qu'il existe une
?artie maximale J de I telle que le sous-groupe engendré par ls
réunion de ;a faﬁil = {E ;éé'J soit le produil dirsct de cette fanmille
prouver ensuite, & l’alde de 1l'exerc.9, que ce sous-groupe est iden-
tique & G}f

24) Soit L le systéme sssociatif libre ( 1) engendré per deux familles
(x }9 {y ) ayant le meme ‘ensemble dfindices ; le systéme quotient de L
obtenu en assujettissant les éléments x , §j, aux Islations

zy = y@xﬁ = @ quel qae goit ¢ ( % , exerc., ), est un groupe,

dit groupe libre &ngeﬁdre per la fazille (x ) ; si‘éuzi} est une autre

fanille d’élements ds L st qu?cﬂ,assagettgssp en outre les x, et T

& satigfaire sux relations u, = e pour tout x , 3@ systéme quotient
de L correspondant est encore un groupe, isomorphe & un groupe guotient
.da greaye_iibre.engehﬁré par lgs x, , ot gu'on 4it défini par les

relstions u, = e entre les générateurs x_ . Tout élément x du

gr@ups»libre'ahgendré par une fanille (x@} pout se metire diune mmidre




- 8y =
15 Fp -
et d'une seule sous la forme x41x¢2...xt » ot les &, sont égaux &
- .
+ 1, et ok si=ei+,f sz.vi.—.biﬂ -

Si un groupe G est engendré par une famille (x ) d'éléments dis-
tincts de G , i1 est isomorphe & um groupe quotient du groupe 1ibre
engzendré par cette famille ; on dit que G est un groupe libre s'il
existe une famille (x,) d'éléments distincts engendrant & et telle que
G soit iébmorphe au groupe libre engendré par éettslfamille, -
29) a) Soit (x, } une famille d'éléments engendrant un groupe € ;
soient L le groupe librs enaenaro par (x ) , et @ 1tapplication canoe
nique de L sur G . 8'il existe une représentation f de G dans L ,
tells gue x = ¢(f(x)) quel gue soit xef , montrer que & eét défini
par.;es,re;étiens x, = @{f(x,)} entre les générateurs x, {montrar
que toute relation enire les X, a8t une conséguence de ces “eralé res).

b) Soit G le groupe libre, eng&ndre par la famille (x$}z et soxt.ﬁ_
un sous-groupe de é =81l 931ste une gpplication g ds G dans G ,

telle que g(g(X)}zg(X) gle )-3 . ot que les relations g{x,wg(y)

et xy ﬁéfi soient équivalentes, l'ensemble des g(x) est dit un '
syst&me de repreaentants des classes & droite sui%aat . Mgntrezv:.b
qu'il existe un tel sysiéme de represeaﬁants R tel que; 51 - |

24 &
X X, 2 1 agpartlent & B , chacun des elenents X ?x 2.; X

o 1.2 o
appartient & B pour ’6 gm Ln (csns,lderer un systéme maxi 'nal E de

-

reyresenTantd de classes & droite suivant H , ayant la propriété
précédente, st p:ouver que tout élément de G appartbent & une claséé 
a droitevdent un ;eprésentant_abﬁartient & Eo)ﬁ -
c) Sl R est un_systéme de représeontants des classes & droite suivant
E ; défini par l‘applicatioa g ; m@ntrei que 1'snsemble des é€léments

zxﬁigﬁzxz))“% , oh z parcourt R , engendre le sous-groupe K




lg:’:-::/
_ - 86 -
7 4 ~€2 33
o tsi x_ 1x,£...z e&l, montrer qulon peut le netirse sous la forma d'un
n
composé dfé&léments de la forme zx (g(zx )) en prenant pour les z les
€, € €
| images par g des éléments x?‘:x ,’g.. .x,um , 00 1€<mgn ).
| : ! 11}

d) Déduire de ce qui précdde gue H est un groupe libre il*gppiicatian
de H sur le groupe libre engendré par les &léments .@zg@ xsgﬁigizxﬁ))bf
définie dans c) est une représentation f satisfaisant aux canditions
de 2) ; en pre#amt,poar R uﬁlsystéme de représentantis satisfaisant &
la condition énoncée dens b}, montrer gue £ est un lsomorphisme).

26) Soit Q le groa@g @ng@adré par trois éléuzenis a,b,c satisfaisant
aux relaticns wb ={a Q: =C , eaze . Montrer que € est un groupe non
commutatif d'ordre 8 ("groupe quaternionique®), gue tout se§s~§“0g§@
de @ est distingué, et gus tout sous-groups de @ distinci de 2@%
contient ¢ .

27) Soit E un ensembls, et £ une spplication de E
f(zﬁﬁzzg...,zm}sxfxz.,oxm ; on suppose que f satisfait aux conditions
suivantes :

° on a 1dantiquemnat

w e

, ;
€K%M“ MEppae Tonoy = BEEs B 08000 B

29 guels que soient 8580558, 4 5 les applications

X'-—*x& &&ooo% 3

z—-'-;’a a,,“a X8 ..a : 4 <3i<p-2)
T il ~4 tiisme
zwaiz%,,.s.a,ﬁ?_iz

gont des appiicati&ne biunivogues de B sur E .

éentr@f gufon a identiquement

.«.

ix,zxge az )K i‘?ae gxna_% ==X Xn’- - € i‘_‘v.ov i’i“fﬁ_’ 1“'&.‘%’%3 =.,w:ﬁ ‘%
(r

pour tout indice i tel que 1<igm-1 aisonner par récurrence sur i
N 3 & z

en considérant 118l1é ment

S

{igﬁg?.,x&}x FPRRS S Q)aiag..gmvﬁ ;




..5‘/..
: b) Quels que spient 81s85,--2,8 5 , i1 existe uecE tel que 1l'on

ait identiquement en x

X = Xa.,a_..a
172° " "m-2

(raisonner comme dans la prop. du 22).

U= Us8,...8 X
¢) Dans 1'ensemble EX des suites \a1, 2,...,uk) de k éléments de E
(1 <k ¢m) on considdre la relation B, : guels que soient xﬁ;xg,f.,xm_k >
, - ° . ' :
UyU,. U X, Eye Xy p =9 vg.,vkx ce Xy 5 0B désigne par Ek l'ensemble
quotient Eg/Bk , bar G 1l'ensemble somme de E,=£ 1By,Bg,. . B -

m-1
Soient a.€E, , §j eB_ ; si "’u'i’ug"’u“i) est une suite de la classe

i J
@ (qu“°zv3} une suite de la classe 33 , on considére la suite
(uq,ua, FL g,.g,vj} 8i’ 1+;<(m , 1s suite
(uq,u - .,ul+J ol U bt 55T, Yy )) i i+j>m ; montrer que la

classe de cette suite dans B, {rasp El+’ m+€) ne dépend que ¢a¢

i4+3
a; et 53 ; on la deszgae par a, ﬁ; . Montrer qu'om définit aiﬁsi?ééns
G une 1loi de composition 1nterae pour laquelie G est un groupe.

Montrer que EzE est un soas»grauga d&stlngae de G , gue le groupe
quotxent G/H est cyelxque d'ordre m-1 , 8t qu B est identique 3 une

classe (mod.E) engendrant le groupe G/E .

- Groupes de trensformations

g5,

1. Groupes de transformstions d'un‘énsemble E . Comme nous 1l'avons déja signalé

(@-4,n°1), l’ensemhle d@s appiicatiens b;univoqnea d'un ensemble E sur

=

1u;~meme forme un groupe pour la loi de composition f-g ; on désigna ce

groupe par la notation (E;E et on l‘appelle g@cupe symétiri igus de E >
8i E et E' soat deux ensembles nqulpotents, et ¢ une application

biun;voque de E sur B', ﬁ’ l’aypllcatlo reCLproque de ¢ , il est

e

immed;at que l'agpxlcatlen g «%a@efc‘? est un isomorphisme du grcupe

- (e - - -
symétrique %@E sur ls groupe syuétrique éb !




- 8g
Lorsque B est 1'intervalle {:1 ,n] de 1'ensemble N/ des entiers
naturels, le groupe syméirique @E se note @n ; c'est un
groupe fini d'ordre n! ; le groupe symétrique d'un enserble
quelconque 25 o éléments est isomorphe & @n -
groupe symétrigue @E est aggélé

groupe de permutations, ou groupe de transformations, de l'ensemble E .

Tout sous-groupe du

Définition 1.

On réserve le plus souvent le nom de groupe de permutations au
cas ob B est fini : tout groupe de permutations ds E est alors
e =g e - A
un groupe fini. On dit gqu'up sous-groupe de @E estl up groups

de permutations de degr

et S

Yeon

n

o

. x Pl £ - ¥
Exemples. 1) Groupe alisrné. Btant donnés une permutation 5 € ! |
e e STy < o7 P ﬁ g |

considérons le produit d'entiers naturels V= !

%

et formons le produit zz(‘fn} = 4

<
s
g €8t égal & +1 ou -1 . En effet,

un couple d'entiers paturels tels que 1 gh<kgn ; si

< "% = o = \ 2
n %{h}«g:ﬁ (k), on a k-bh = #(j)-u5(i), en posant’=xn

(V )=¢ .V g
ma} T s OB

j = 3{?{&;}‘ -; isz‘l au contraire E;%(h},} 5 (k) , On a _
k-h :.—.ve(zz(j}ozz{i}) en pczéan‘b i= 3;”'@(3%;) - jsz:"'%(h} ;: on a done
e =(==‘i")? s O& ¥ est le nombre de couples (i,;j} tels que
1€i<j<n et ml(i)>a()) (nombre gu'on sppells nombre
d'ipversions de ).

Le nombre €. est appelé la signature de la permutation z ; =© est
dite paire (resp. impaire) si e = +1 (resp. ﬁg‘?’&?@}. La permutation
identigue w {élémsnt ;zemrad@ @m) est psire. Opn appelle
Lransposition de deux nombres i,] tels que 1g<i<jgn , la per-
mutation ’Cé@n telle que T (i)=j ,‘ z2{j)=i , =z{(h)sh pour

h distinct de 1 ot j . Une transposition cst impaire ;
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en effet, pour 1<h<kgn , on ne peut avoir 7 (k)- Z(h)=-(k-h)
que pour les valeurs suivantes de h et k : 19 h=i, k=j ; 2° h=i ,
1<k<j; 3° i<h<3, k=j ; le nombre d'inversions de 7 est
donc le nombre impair 2{j-i-1)+1 .

Si =n,p sont deux permutations de Gn , et o==ap , ona

o(V,) = sp;x(vn) =¢e_.e .V , d'o& 1la relation

" ¢ n
; = =
(1) 559 .5
qui prouve gue l'applicatior =z — g, sest une représentation de
@ﬂ sgur le groupe multiprlicatif formé des deux monbres +1 ;, -1 .

L'ensexnble des permutations paires de @Q est 1'imsge réciproque
de +1 par cetle représentation ; c'est donc un sous-groupe distin-

| 4 Z
gué d'indice 2 (et par suite d'ordre %‘» ) de @zz , gu'on appelle
=
2) Groupes des translations d'un groups. 81 G est un groupe les
o

groupe siterné de degré n , et qu'on désigne par ls notation

- F °
translations & gsuche y (22, n° ) sont des permutations de £

22, prop.3) ; llensemble T' de ces translations est un 80US-gTouD!

de @G ; isomorphe & G . En effst, 1’app3.icatign X —> Y de é :
sur |’ est biunivoque, car la relstion Y entraine xze = ye
donc =x=3y ; en outre, cstte arplication est une rapréaentation,”

d'aprés la prop.1 du j2. ‘
On montre de mbme que l'ensemble /A des translaticns & droite
de G est un 80US-ZTOUPS de @{} ; isomorphe éu groupe opposé & G ,
éonc is@zﬁoz’phe a4 G .
Scit 9 un isomorphisme d'un groﬁpe G dans le groupe sgmém"iqua ‘:‘5

d'vn enserble E ; on dit que 1'image ¢(G) est une réalisation du groupe

G gomme groupe de transformations.




Extensions d'un gz

2° ona HM=PxQ ,o0h P et Q sont des ensembles de

Le 'groupe I' des translations & gauche et le groupe /A des
translations & droite d'um groupe quelconque G sont donc des
réalisations de G comme groupe de tramsformations.

roupe de transformations. Soit # un ensenble d'uﬁe échells

: d'ensembles (Ens.R, §$ 8) ayant pour base, par sxenple, trois eunsembles

E, F G . Sl £,8,h sont tr01s permutations de E,F,G respectivement,

on saxt définir de proche en proche dans 1l'échelle, une permutation

de M appelée extension de f,g,h & ¥ , et gue nous Qésignéroas par

.@ﬁ(f,g,h). Rappelons briévement comment on procéde ; deux cas sont

& distinguer :

¥t - -
1°© ona M=4(L), ok L est un ensemble dse 1'échelle pour leguel
9;({f,g,h) a ét6 déja définie ; alors 9, (f,g hj n'est sutre que

llextension de @Léfpg,h) aux ensembles des parties (Ens.R, 3 Z,BQ?}

o

*échells pour
ies@uels @P(f,g;h} et @Qif,g,“% cat été définis ; alors @ﬁéf,g,h}
est l'extension <@?gf,g§&), @Q{f,g,h) de @EQf,g;h} et %Q{f,g,h}
aux emsembles produits (Bus.R, § 3,0%14).

Si fqgg°,h@ sont troias autres permatatiéns de B,F,G respectivenent,
il résulte auséiﬁé? de ls définition précédente, ga?en.g
@@(fcff,goggghéhﬁ) = @ﬁif,g,h)o@ﬁif?,g’,h’} ; autrement dit, 9 est
une représentation du groupe produit Q5§>4Q;§34§;G daps le groupe
G, - | - '

Gonsidérans maintenant P et G comme dss anaembl&a auxiliaires, et

renons pour g {resp. h) la permzutation identique u (resp. v) de F
(yesp.&}. Alors, si l@enseﬁbl@ ¥ n'appartient pas & 1'échelle ayant
pour base les seuls ensembles F ot G , l’ayﬁii@&ﬁigﬁ fwﬁy@ﬁ(f,agv}

: =
est un isomorpbisme du groups syaédirigus \S ., danes le groups

synétrique éég:* En effet, si M z’gf(&} , b n'sppartient pas &




..y‘iw
1%'échelle ayant pour base F et G ; si M=PxQ , 1l'un au moins des
enéembles P,Q n'aypartient pas & cetis échelle ; de proche em proche,
on est donc ramené & vérifier la proposition pour les cas Qﬁ B est un
des ensezbles 'ij(E) - ExE . EXF  ExG :or siona i %EfQE)
$§{f> est 1'ayplication X~e?f(2} , @t la relation "guel gus soit

i
&

XCE, £(X)=0(X) " entralne f=f' ; la vérification du fait que 9.

cangpigue du
Définition 2. Soit M un snsemble de l'échel

engenble B et de deux ensembles suxilisirss

gm
D

pas a 1'échell

gr@u@@ de transforma

1' par l'iscomorphisae

sezble ¥ , l'image ds

o e C: s 7
trigue Sg dans le groupe symétrigue (5,

3, Invariante d'un groupe de transformatioms. Groupes d'sutomorpbismes. Soit [

un groupe de transformations d?an'enasmble'ﬁ : ot soit ¥ un enaemﬁl& de
1?échelle éyant pour base E et {par exenple) deux snsembles auxiliéifeé
F,G ; comme ei%dagsuss on suppose que M n'appartient pas & 1l'échelle
ayapnt pour base F et & ﬁeulga

Definition 3. On dit gu'un e’é@ant sl est un invariaﬂt du groupe |

(oun que 1' laisse iny arlaﬁﬁ s) 8i s est invaria nt par toutes les

S . e : iw - < .
appiications appartenant & l'extsnsion I du groups | & l'en-

»

On notera gue réce & cette ééfinition, on peut ramener lg
& & 8
con&i@érati@n de plusieurs inmvariants d'un groups {sppartenant &

un méme enssmble de 1'échells ou & des ensembles différ ents),
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4 celle d'un geul invariant du groupe appartensnt 4 un autre ensemble
{convenabiement formé) de 1'écielle ; de méme, la considér&tion d'une |
famille (s ) ‘el d'invariants de [ , appartenant 4 un ensemble ¥
de 1'échelle, se randne & envisager 1'invarient forné de l'ensemble
ré?réséntatifvde l’applieation t—>8, , gul est un &lément de

2

fﬁf(l;(ﬁ) (on considére alors I comme un enserble suxiliaire).

e

Il faut se garder, par contre, de confondre un ensenble d'inva-

;? riants appartenant & un m8me ensenble M , et une partie de M

;nvaf$ant6 par 1° (gui est un élément de ftf(% } invariant par T ).
S
1

Etant donpé un groupe de tzaagﬁu“natlﬁas
mination de tous les invariants de |' appartenant & un ensanbls donné K
de l'échelle des ensembles ayanit pour base B (et éventusllsment un

s

certain nombre d'enssmbles guxiliaires) constitus le probldme fondamsnial

; ] o - n 3 2 s e oy e o S
sugenbles gyant pour bsse un sn@@ﬂ@i@ dopné E (zipsi gufun gertain
- = o aamrd 3 iy % ¥ ] = e s = 72
porbre dfepsexbles guxilisires). Lfepsemble des permutsations £ & e
: E=4

i
de £ &4 ¥ , est un sous-groups de Qgg .

En effet, si s est invariant par ~§ﬁ{f} ot @%{g}f il es8% aussi

%

invariant par gg{fag} - gﬁ{f}0$§(g} ; ob, 8i h est i'application




- 2l .
L'ensenble des invasriantis de ce souségrcupe appartenant 4 M con-
tient 6videzment 1'ensemble A ; mals peul aussi contenir des
éléments de ¥ ntappartenant pas & 4 .

Considérons en particulier une sitructure o donnée sur un ensenble B
(Ens.B, 98) : c'est un ¢lément d'un ensemble M de 1féchslle des ensembles
ayant pour base E et les ensembles auxziliaires qui interviennent dans‘la
structure. Les permutations £ de E telles que o soit invariant par 1'ex-
tension z@&(f) sont, par définition (Bns. R, §8,n°%) i aultomorphigzes
de la structure ¢ ; donc :

Proposition 2. Leg autcomorphismnes d'une structure donnés ¢ sur un snsenble

A

E forzent un groups de transformations de B (gu'on sppelle groupe

dfgutomorphisnes de ls struciure ¢ ).

Soit o' une structure isomorphe 4 ¢ , définie sur un ensecmble B' ;. 9 un

i

isonorphisme de ¢ sur ¢t V l'isomorphisme réciproque : il est immédiat
$ : 9 : s

we lfapplicatiocc f-—w9.feV est un isonorphisme du groupe dfautoner-
I ‘ : f SIS & k e

phismes de ¢ sur le groupe d'auvtomorphismes ds of .

Exemple. Groupe d'sutomorphismes d'un groupe. Etant donné un

groupe G ;, les sutoumorphismes de G forment, d'aprés la prop.2, un

sous-groupe |’ du groupe symétrique (&, . Les sutomorphisumes

intérieurs & d4finis au $4 (z” ) forment un sous-groupe AN
Z

de [' : eon effet, on vérifie immédiastement 1'identité @ oa =a .
b b

€5 P or

Cotte relation montre en outre gue l'appiication x —- a_ est une

représentation de G sur A ; pour gue o  s0it lgappA$éati@n iden-
tique de G sur lui-méme, il Paut et il suffit que xgzcﬁzy quel
gue soit ‘36:3 - clest-4-dire Xy=y% ; autrexent ditg x déiﬁ &tre
permutable avec tougllas élénents de G Evd@n@ gpparienir au e@@tré

4 de G ; cecl montre & nouveau, d'aprds le th.3 du ¢ 4 ,




- ;f =

& gue Z est un sous-groupe disfinggé de G , et on voit de plus que
le groupe A des automorphisnes intérieurs de G est iscmbrphe'éﬁ
au groupe quotient G/Z .

On notera que le groupe /A peut Stre identique & I' ; il reut
aussi se réduire & l'application identique : il faut et il suffit
pour cela que Z=G , donc gue G soit abélisn. les automorphismes de
G gui ne sont pas des automorphismes intérieurs scont parfols appales

automorphismes extérieurs de & .

Lorsque G est muui d'une structure de groupe & opérateurs les

" : ; i) -
automorphismes de cetie structure forment um groupe | g ui est
évidemment un sor us- pe du groupe |' des asutomorphismes de la

/ & 1L x

f@
€
oy
@
~

structure de groupe de G ; on potera quten géunérsl ls grol

des automorphismes intérieurs n'est pas un sous-groupe de L .

4. Groupes transitifs. Soit [' um groupe de transformstions d'un ensemble & .
La relation "il existe £ e [' tel que y=f(x)" est une relation

s

d'éguivalence dans E ; en effet, elle est réflexive, car la permutation

identigue u appartient & [' , et on & x=ul(x) ; elle est symétrigue,
car si f€1 est tells que y=Ff(x) son application réciprogue g appar-

tient & T , et z:g{y) ; enfin, elle est iransitive, caer de y=f(x)

z=g(y) , on tire z=g(f(x)), ot si £ et g eppartiemment & T° , il en
est de m8me de gof

Les classes suivant la relation d'éguivalence précédente sont appelées

classes dlintransitivité du groupe I’ ; s'il n'existe qu'une seule
classe d'intransitivité (identique & E), on dit quavjff est un groupe
transitif ; dans le cas contraire, |' est dit intransitif. La condition
pour Que T soit transitif peut encore glexprimer de la fagon suivante :
étant donné un élément ac E , pour tout xe B , 4.3. existe f’_é.f t,;elie

que z=f(a).




<  Bxempleg. 1) Le groupe des translations & gauche d'un groupe G
est transitif, car si e est 1'6léuent neutre de G , ona
Yx(e)=x ; de mbme, le groupe des trenslations & droite est
transitif. |
2) i.e groupe A dés automorphismes intérieurs d'um groupe G
(ayant plus d'un élément) est intransitif, car @#(8):9_.quel
que seit xeG ; les éléments dlune méme classe d'intransitivité
de /A sont appelés &léments conjuguds dans G ; chacun des é1é-

ments du centre de G forme & lui seul une clesse dfintransiti-

};;n.

de

) : 5 ; -
i L' est un groupe de transformations intransitif dans un

e

D

it

<

€N

3
F

N

mble B , et A une classe d'intransitivité de E , les

@

D
r..)

nge

restrictions & A& des permutations de Eﬁ QQSblta@&u un gronps
g D

trans itif de trapsformations de A .

5. Espaces homogdénes. La donnée d'un groupe de tranafaxmaﬁi@ns ff d'un snsen-
e e o 3

ble E définit sur E une loi de composition externe &G;A}‘“ﬁ'6€X) entre
opérateurs g€ ' , et éléments e B ( §5,ne ). 11 est imédiat
gue cetté loi est ssgociative (¢ 2nS ) par raoport la loi de |
composition {interne) du groupe [’ .

Réciproguenent, supposons donnée, sur un ensemble B , une loi de
5 2

composition externe, notée maltiplicativemeat & gauche, dont le
domaine dfopérateurs & scit un groups pour uns loi iﬂiéfﬁ@ {nctée
aussi multiplica@ivemant} ; supposons gue 1g loi exisrns soit aésé@iaw
tive par rapport & la loi iﬂterﬁe de & (c'est-a-dire qulon s identi-
guement (o B8)x = a{Bx) pour o eCG , BE€G , x€Ej; enfin, supposons

‘que 1° nﬂ‘ cation X —ax de E dsns lui-m8me, gue nous désignerons
¥ y ™~

per £ , soit une permutation de E pour tout g €EQ .




0

Ui
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Alois‘l‘applieation a-yfh est une représentation du groupe G dans le
groupe synétrigue G;g : 81 T est l'imagé de G par cette représentation,
I’ est un groupe de transformations de E.; iscomonhe au groupe quotient
G/K , ot K est le sous-groupe distingué de G formé des a tels Que'fd
soit la permutation identique de E (eutrement dit, tels que ox = X
pour tout xe¢E).

Définition 4. On appelle espace homogéne un engemble E muni d'une loi

de compesition externe (a,x)-—>ax dont le domaine d'opérateurs est

un groupe & , et qui satisfait aux conditicnss suivanies :

8) quels gue soient o , 8 dans G, et xe¢E , {aB)x = alBx} (sssccia-
=i o » Pt ¥ = 4

$ivité de la loi externe par rapport & la loi du groupe &) ;

D) pour tout @« €G , l'application x —> 6x es8t une permutation de B

===

c) qu_elquue soient x et y dans E , il existe a<lé 1el gue ¥ = aX .
Avec les mizé‘tions précédentes, la condition ¢) de la ééf’iniiigm 4
exprime que le grbupe de tranaformatioss I' formé des £, est bransitir.
} _5@1‘5 & un élémén‘t de 1l'espace homogéne E , et cgnsiéémﬁs 1'ensenble
;ﬁx dgs q.e G tels gque =x=o8 ; col ensenble nfasb pas vide par ;@ypgﬁhése,
et s1 a et P en sont deux élémenis, on a 5”(@&}3& , clest-a-dire
?.'?a,e.ﬁa , et rééiproquemsnt, si aéﬁx , YE Ea , O B wgé-ﬁx S;L on
prez_z@,en par‘sic}zlier x=2 , on en déduit gue H::Ha est un sous-groups

de G ; et pour un x quelcongue dans E , BX est une classe & gauche o .H

suivant le sous-groupe H . 4 tout élément x€ E correspond done une

telle classe & gauche Hx ; réeciproguement, i a.H est une classe &

gauche suivant H , il existe un x et un seul tel que E =aH, &
savoir 1'élénent =x = @a .
Nous avons donc défini ume application biunivogue x —E = de B

sur l'ensemble des clssses & gauche de G suivant le sous-groupe E ,




=
c'est-a-dire 1l'ensemble gquotient de & par la relation d'équivalence
ﬁf%miaﬁ . Hous désignerons cet ensemble quotient par G/H ; on peut y
tranégorter par ltapplication biunivogue x-—e»ﬁx la structure d'espacs
homogéne de E : la loi de composition externe dens 1'espace homogéne ‘
G/H fait correspondre & 1'opérateur ae@ , et & 1'élément u=g8.H € G/H
l'élémént a.u=(a8).B de G/H

inversement, étant donné un groupe G et un sous-groupe guslcongue

H de 6 , ls loi de composition externe précédenie définit sur Gfﬁ une

5 AP = "3 s o ] B e Aemd PE S 9§ e s
la condition 2) de la d4f.4 est trivialement vérifide ; l'application

fomd
(D
Buned
U
o=
i)
&=
o

u —>a.u o8t une permutation de G/B , car si v=£.H ,

met
AT

=4 : - ; = ;
u={a B8).H est l'unique élément de G/H tel que v=e.u
w=5. H et v=y.HE sont deux éléments de G/H , on a w={(yB J.v , ce qui

démontre que la condition c¢) est vérifide. L'ensenmble @ii muni de ls

{611
: M-

-ructure d fespace homoglne ainsi définie, st appelé l'espace homogéne

Fgl

&fini var le sous-groupe H du groups & ; et om pout énoncer la

(1o FEE
I‘O\

proposition suivante :

Proposition 3. Soit F un espsce homogdne, G ls groupe dfopérateurs de
_opérateurs & tels qus

aa=e (a 6lément quelcongue de B), l'espace homogine E est isomorphe &

€ foraué des

E; gi H=H_est lec sous-groupe 0s

1'espace homogéne G/H , défini par le sous-groupe B do G .

Si b est un autre élément ds B , B est sussi isomorphe & 1l'espace
homogdne G/H, ; d'silleurs, si B est un élément de G Tel que

b=8a , les relations ab=bh et §=1%§a = g sont équivalsnies, donc
Eb ﬁﬁ,w gc Ltintersection K de ious les scus-groupes Qb - l@fﬁg@@ b

parcourt B , est le sous-groupe distingué K de G formé des a tels

gue az=x pour tout zeE ; on s vu plus haut gue .le sSous-groupe




W

&
Eamnid
G
e
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de @;E forné des permutations fa est isomorphe au groupe
guotient G/K . Bn particulier, ce sous-groupe sera isomorphe &

G lui-méme si E est un sous-groupe ne contenant aucun souS-groupe

distingué de G autre gue ze} .

Groupes primitifs. Soit G/H un espace homogdne défini par un sous-groupe H

d'un groupe G ; cherchons les relstions dféquivalence compatibles svec
la loi externe de cet espace. S8oit R une telle relation ; considéroas
d'gbord 1'ensemble des éléments u=o.H de G/H tels que u=H (mod.R) ;
il est immédiat que 1l'ensemble des g¢C tels que u=aH eit cetta_pro»
priété est un sous-groupse K de G : en effet, si afi=H , on a
@¢1(aﬁ}£&“1§i , done %Q%E—EE (mod.B) ; et si aH=H , PH=E , on a
a(BH)=cH=E (mod.R) . Le sous-groupe E contient évidenment E ; mon-
trons que les classes dféguivalence suivant B daus G/H sont les images

LD o A

canoniques des classes & gauche (mod.X) dans G ; en effet, liensemble

des classes v=8H telles que v=u = oH (mod.R} sfobtient en prenant

2 z 2 - “‘% SRR 3 ~
pour B tous les éléments tels que ¢ BH = H (mod.R), clest-a-dire

<

ds G
les élénments de la classe a.K . L'epsemble quotient de &/H

L&

e

par la rela-

tion R est donc en correspondance biunivogque avec l'espace homogéne

s

ﬁ/& ; en outre, @& un opérateur vel et a4 ls classe {mod.RB) de u=aH

v
033‘

correspond, par iz loi guotient de ls loi exterpe sur G/H |, la classe

£

SRl
UL QU8 3

faut

{(mod.R) de y.u = yaH ; on sn conc
Z.

Proposition Toute siruecture guctient d'un espace homosdrs G/H défini

17 ~ 172 Y 2 o] L e .7
un grouve & , est isomorphe &4 cells d'un espace

tel
4]
H
iy
L
o]
08
4
3
=3
&
&
T
®
3
=

homogdne G/K , ob K est un sous-grouns de
b Y8

n'zr;‘?' "o ﬂt &3 oF e el o A e o T S "\7% { TR T o B e ) '-,Q:Lp %y o Sov13d 2 SO
conLensn L& 8¢ 81 G0 0& Aftdlts el A LIV, ) TAD S OABRGECIL U SOVLYTEeLence
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a.’1§ €H (resp. 4'1361{), la relation guotient (Ens;B, g,ﬁ) S/R dans
1'espace homogéne G/H , est compatible avec la loi externe dans cet
espace, et la structure quotient‘éorrespondante est isonorphe 4 celle
de G/K . S |

Considérons en partlculler un groupe transitif de transfornatlons B
.d'un ensemble E , et la structure d'espace homogéne définie sur E par
ce groupe ; on dit gue [ est un'groupe primitif s'il n'existe aucunse
structure quotient de éettefStrﬁctﬁre d'espace homogdne, sutre gqufelle-
méme et la structure guotient correspondant & ls relation deéquivaleace
R dens E pour laguelle E est 1sa seule classe (mod.R) (structure définie
sur un ensemble & un seul élément) ; dans le cas contraire, | est

inprimitif.

8i A est le sous-groupe de ]? lgissant invarient un élément acton

voit d'aprés ce qui précéde que, pour gue ' soit primitif, il faut et

il suffit qu'il n'existe sucun groupe @ distimct de ' et

et tel gue A B T .

Ezaxelqgg. 1) Hontrer gue le nombre des conjugués d'un élément a

Z

dfun gr@gp@ fini G @st égal & l'indice du pormslissteur (% 4,

@xsrﬁd 17) de a et par suite est un &1?ib@br de 1%g drs de

G
2) 8i 6 est un groupe fi ni dfordre n | l@ nonbre éag automorphis-
- log.B
mes de G est <1 %82 (soit i By 098y } ?Lz&ﬁ@ﬁ@&@ de

€

générateurs de § tels gqus &; n 'appartienns pas au socus-groupe

x 3 ? m”&': :
engenire par a,,8,,..,8; . ; Bontrer que 2 ¢n ; et gue 1le
nombre d'automorphismes de G est < e

) B8oit I' le groupe des sutonorpl os d'un groups & , /A le

. e i . : s -
groupe des sutomorphismes intérieurs de € : monirer que /A est

%y
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permutable avec tous les automorphismes intériesurs de G , il faut
et il suffit que a”’ o(z) appartienne au ceutre de G , pour tout
aelG ; en décduire yue 8i le centre de G est réduit & 1° élément neu-
tre, il en est de méme du centralisateur (§ 4,exerc.17) de A
dans [’ .
4) a) Soit G un groupe simple nom abélien, ['le groupe des auto-
morphisnes de G , A }.a sous-groupe des automorchismes iﬁtérieurs
de G , /A le sous-groupe des automorphismes intérieurs des G
(isomorphe 4 @). S8i s est un sutomorphisme du groupe f‘ s montrer

que s{A)= A (remarquer en wertu de lfezerc.3, et de llsxzerc.9

du 34, que ltintersection A N s{ A) pe peut se réduirs &
2

que, si un automorphisme % de [

e

et g€l ).

éduire de b) gue tout automorphisme du groups 1 est uvn auto-

T
o

~ = . - 5 ™
5) a) 8oit G un groupe, > le groupe de ses automorphi smes, |

le groups des itranslations 4 gauche de G (isomorphe & 6). Montrer qus,

g

dans le groupe syméirique @@ , llintersection >, N [' se réduit

o

T = SEeo, : 2
4 1'6lément neutre st gue ['Z =2, ' ; en déduire que Z.I' = (L

o8t un sous-groups as @5‘, ; au'on appelle l'holomorphie du groups

e g o
G {fj“%, %;X@Z’Q,é}e
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b) antrer gue I' est un scus-groupe distingué de £). , et que tout
automorphisme de T' est de la forme vy —s a¥o°1 ol rg € 5
¢) Le groupe /A des translations & droite de G est un sous-groupe
distingué de Q) , et li'intersection I'N A est le centre de chacun
de ces deux groupses.
d) Montrer gue L) ' est le normaslisateur ( § 4,exerc.17) du sous-groupe
T dans Q;G,(soit T un élément du.normalisateui de T' ; si on

* &
pose z'yx'a‘* = ¥ 05 0 montrer qu'on a o(x)= T(xu) odh u= T~ (e)

montrer que ¢ est un sutomorphisme de 6 , puis utiliser c)).

e) Hontrer gue A est lo centralisateur (84, exerc.17) de T’
ik

dang Qéﬁ .

élément ée H (si ueG , copsidérer 1'automorphisme z —» uxu
de H). En déduire gue, si le centre de H est rédiuit 4 ¢ , G ost pro-
duit direct de H et d'un sous-groupe iscmorphe & G/H (considérer

le centralisateur de H dans G ).

7) On appelle scus-groupe caractéristique d'un groupe & opérateurs G

€7

tout sous-groupe stable H de G tel que of{H)c E pour tout antomeor-
phisme ¢ de G . On dit qu'une suite de couposition (6,) 4'un groupe
. ¢ o 7

G est une suits caractéristique si tous les termes de cette suite

~

sont des gausegra&pés saraeté?istiquea dg G et s'il n'existe aucune
suite de composition strictement plues fine syant 1la m@mé'@ragrigté,

a} 81 on identifie G avec le groupe ' de ses translations & gsuchs,
ut scus-groupe caragtériaticaa de G sst un sous-groupe distingué
a@ 1'holomox phie QO gu graane G (exerc.b) et $é@iprogu@m@mt; tout

~

P i ts ¥ 2 o wrxw H A Y s o oy ¥ = _'-; S s Fodn Lok
sous-groupe distingué de L. contenu dans & est sous-grou ups caractériss
: tique de G .

e
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b) Si les sous-groupes stables de G satisfont 2 la conditdon minimale
(¢ 4,exerc.20), et 8'il existe une suite caractéristique (Gi) du
groupe G , montrer gue chacun des groupss Gi/Gi+4 est un produit
direct d'un nombre fini de groupes simples isomorphes entre eux
{utiliser a) et l'exerc. 20 b) du‘ @ 4).
¢) Si (G ) et (H ) sont deux suites de composition de & dont tous
les termes sont caractéristxquss, il existe une suite de campositiam'
plus fine que (Gi) et (Hj) et doht tous les termes soaé_@aractériaw

tigues {(sppliquer convenablement le th. de Schreieer&aS@nhauﬁ}

K‘L

d) S8i les scus-groupes caractéristiques de G satisfont aux condiii

m»

maxinale et minimale (2 4 ,exerc.20), pour tout sous-groupe caracté

e

e o

o

ristique H de G , il existe unme suite caractéristiqus ég&}

o

5

telle que H = Qi pour un indice i ; deux sulites cargccéazgczq

4
*3)
LV

2
&

{Gi} et {EJ} de G sont isomorphes & l'ordre prés. Réciproquement,
sl G possede une suite caractéristique, les sous-groupes caractéris-
tigus, les sous-groupes caractéristiques de € satisfont aux condi-
tions maximale ef minimale (utiliser e¢) ).

8) a) Soit (E, ) une partition d'un ensemble E . L'ensemble des per-
mutations ¢ de E telles que o(E )=E  pour tout - est un sous-
groupe du groupe sgr;étrique @ B isomorphe au produit t? @E

{szemagrenpss considérer les sous-groupes Il ok I; est formé

o=

s permutations ¢ telles que o(E, )=E , et o(x)=x pour tout x¢E ).

e
b) Soit ¢ une permutation de B , (E ) le partition de E formée des

&

classes d'intransitivité du sous-groupe cycligue ds g engendré
par o . La composante de o dans le groupe Q;E engendre dens ce
1

TOUDS un groupe cycliqae transitif ; om dit que c'estl une

permutation circulairs de E  , et la permutation correspondante
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dans I:' est appelée un'gzg;g,da o ; lorsque le nombre des cycles
non récuits 4 la permutation identique_ést £ipi, o est égal am
produit de ses cycles. Lorsgu'un des E_ a un hembre fini d'éléménts,
on peut ranger ces éléments en une suite finie (a. )1s;i«<ﬂ telle que

i+1-a(ai; (1€i<n-1), et =a -g(an) ; le cycle correspondant

1

de ¢ se note alors {a.a B )

1%,
8i 7T est une permutation qaelconque de iéig ,- 0D @&

(1) z.{la.a -8 7 -»{?(a }E"(a )i ?3(@. })

d) Your gue deux permutaticns de Q; soient conjugudss, il faut
et il suffit gu'elles se déconmposent ez le m8me nombrs de Qy@l@a
; puisse fairs correspondre 4es cycies de l'une & ceux @é
sutre de sorte ygue les cycles CQE?&SEOEQ nts permutent le néns
nortbre d’'éléments (aient méne @lsﬁggear”° Ea déduirs gue, si ¢ sst

7

une uezmn@v ion é@ Q%E'éégampﬁgée er p, cycles de longueur t , p

&
Qd
0]
ﬁ,. 2
®
N
cl 4
@
g.,.a
&
{x
]
@
S
L
AW
@
o
o)
£
L2
€3
Yk
v
L4}
o
&
(]
O
S
£
(53]
B
&
(¥
Pt
@
£
Q
=
&5
by
(]

d'élémentis de an conjugués de ¢ est égal 3
o . Pq B
u?f(p1§ﬂ Pl 2

9Y) a) Montrsr gue toute permutation de an est un produit de

1i2 ...pniupn),

transpositions.

b) Bn déduire que (2; ezt engendré par les n-1 transpositions

o
13),...,{1n), et sussi par les n-1 transpositions

ATy
esd
N

o
N

2
(12),013),...,(n-1 n) (utiliser 1a form&léviﬁj'ﬁe_lfex@rc. Qe})ﬁ
) En déduire que é;n est engendré par ies'gggg pegﬁt&ti@ns (12)
et (123...n) (amdme mé&thode).
i0) a) Hontrer que toute permutetion de {ﬁﬁﬂ est un produit de

cycles de longueur 3 (le démontrer pour un produit de deux
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b) En déduire que 2], est engendré par les n-2 permutations (1 2 3),

n
(1 24),...,(1 2 n) (utiliser la formule (1) ).

¢) En déduire que, si n est impeir, unQSt engendré par les deux
pernutations (# 2 3Yet (12 ..n) , et 8i n est pair, par les deux
permuta.tions P23 et (25 .. n

11) a) Si un sous-groupe distingué de % contient un cycle (abe)
de longueur 3 , il est identique & 2], (utiliser 10b) ).

b) Soit [' un sous-groupe distingué de 71, (n>4), o une permuta-

-

88 invarisnis moins de n-3 éléments de [’%‘ 531“} 3

o
Es
(@]
i
=
()
rd
18]
et
foedo
fesed
W
i
M

montrer qu’'il existe un cycle {(abc)=p 18l que g§g°%a " laigse
invariant un élément de plus gue ¢ et est distincie de la pernutation
identiguse.

¢) Bn déduire gus %m est un groupe gimple si n > 4 .

d) Montrer gus;, 8i n#4 , CZ{,E esl le seul scus-groupe distingué

de (& distimct de 5, et de ie; {néme méthode gue dans b)).
; — -
e) Hontrer gue les groupss @5 et 64 sont résolubles (¢ 4,6x.19).

12) S0it T" un groupe transitif de permutations d'un ensemble B .
Pour que [ soit imprimitif, il faut ot il suffit gu'il existe une
artie A de E , contenant plus diun élément et distincte de B , et
b 3 b4 2

telle que, pour toute permutation ¢ € T' , on ait A O o(&)=

43) Soit | wun groupe primitif de permutations d'un ensembls B .,
dis

P 7y & 2 .5 >
stingué de | , non véduit & lsa

sxerc.12 & une classe d'intransitiviié de A 7

¥
&
3
P
%Q )
W3

5
&
fad
ot

-y
%
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14) Un groupe de permulations ' d'un ensemble E est dit
r fois transitif si, quels que soient les deux ensembles
1‘9.1 s3n, -0 ,ar} S 21)1 3oy 'br} d'éléments de B , il existe une
pernutation o ¢ T' telle quse q(ai)-:bi pour 1<igr , cette
propriété n'ayant plus lieu pour un couple au moins de sous-
encemblesde r+1 éléments de E .

s) Montrer qu'unm groupe T fols transitif est primitif si r>1
(appliquer 1llexerc. 12).

b) L'ordre d'un groupe de permutations r fois transitif d'un

ensemble ds 1 6léments est de la forme n(n-1)..(n-r+i)d , od 4

Fm b5 ey 3 s e st 4 4 A% Aot

tations leissant invariznis T eiemenis ).
"7..7 éi An s 33 £, nNeaNY 9 f"”xéi" T & T
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1. AnneauX. Emfln tion 1. O1

est une structure d'annean (et gue B , muni de cette structure, est

=

nn anpesu), si elle est définie per la dounée de deux lois ds composi-

tion interpes partout définies, dont la premidre est une loi de groupe

abélien sur E , et dont 1a seconde gst associative el doublement

distributive par rapport & la premisre.

Exemples. I . Anncau des entiors rationnels. Nous avons défini, sur
' e el 5 Ce s .
i1'snsemble Z des eniiers rationnels, l'addition { gfp-&Jﬁ} a multi-

plication ( 23,n%9) ; 1l'addition est une loi de groupe abélien, et la
multiplication esi assoclaitive et aaublaﬁont distributive par rapport
:a 1tag Ql§¢6? : donc 7 , mupi de ces deux lois, esl un anneau gu'on

appelle i9 snneau des entiers rationnels.
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- Anneau des éndomo:gg;smaa d'un_groupe_abélien. BSoit G um groupe
abélien noté additivement. L'enseﬁble GG des applications de G dans G
est muni de deux lois de composition associatives : d'une part la loi
(£,8) —f-g , que nous noterons ici fg ; d'autre part, la loi (£,g)-— fig
(rappelone que h=FPtg est 1l'application de G dans G telle gue
h(x)=f(x)+g({x) pour tout xe ) , qui définit une structure de
groupe abélien sur GG. L'ensemble E des endomorphismes de & est un

sous-groupe de ce groupé abélien ; en effet, si f et g sont des endomor-
phismes, et h=f-g , on a h(xty)=Ff(xty)-glxty) = £(x)+e(z)-(glx)Halr)) =
= (£(x)-glx) i+ ((y)-gly)) = h(x)+h{y) , donc h est un sndomorphisme.

Bn cutre, E est évidemment gtable pour la loi (f,z) —»fz ; enfin,

cette darnlé re loi ast doublement distributive dans B par rém?@*@ & la

T
loi (f,g) —>ftg : en effet, 81 ¢=f(gth) , ch £,g2 ot h sont des
ad

t.m,y
W
&F

endomorphismes, on a @(x)=flgl{x)lh(x)) = £(g(x) e (ni{x))
part, i \{ =(gth)f , on a Y (x)=g(f(x)Hh(f(x)). La structure
induite sur E par les deux lois précédentes est donc bien umne struciure

d'enneau ; E , nuni de celte structure, est appelé l'gnneau des

endomorphisnes du groupe G . Les annesux définis de cette manilre jouent
un rble considérable en Algébre (voir chap.Il st VII) ; oa n@tefa que
1'anneau des endomorphismes du groupe abélien Z est isomorphe & 1'annean
Z des entiers rationmels.
I1I. Sur tout groupe abélien G (moté additi¥emeat}, on peut
d4finir une structure d'anneau en prenant comme sscopde loi de
composition la loi (x,y) — 0 , qui est associative, commutative

et doublement distributive par rapport & la loil du groupse.

Comme dans les exemples précédents, on note d'ordinaire gdditivement la

3

loi de groupe abélien ﬁ@aﬂ annean A , muliiplicativensnt sz gect
s = =
A

("‘?“\
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Ligddition, et les deux lois externes déduites par dédoublement ( §3,n°2)
de la multiplication, définissent sur A upne structure de ggoupe abélien

4 _opérateurs, A lui-m8zne étant le domaine d'opérateurs pour chacume des

deux lois externes ; pour tout a€ A , on appelle homothétie & gauche

(resp. homothétie & droite) de 1l'anneau A , l'endomorphisme x —s ax
(resp. x ¥e-xa) du groupe additif de & .
8i 1a nultiplication d'un anneau posséde un élément neutre, cet élé-

ment est dit élément unité de l'anneau, et se note socuvent 1 (=i aucune
confusion n'est & craindre).
Exemgles. 1) L'ammeau des endomorphismes d'un groupe abélien G
p@sséde_taujours un élément unité, l'application identique de &
sur lui ﬁéme : -
2) Lt anpeau G cous;déré dans l'exemple EIL ci-deseus n'a ﬁas
afélément unite, si G n'est pas réduit é 0 .
) L*ensemble ées entiers ratlonnels pairs est un annesu sgésﬂ
- élément unite : v
11 est clair que la stricture opposée d'une structure d'annesu est
ené@re une structure d'anﬁeau ; deux amnegux, dont les stiructures é@ﬁt
p@gees, sont dits oggosés. ' .
Un anneau est dit commutatif ei sa multipllcatlon est commutative ;
11 est identigque & son opposé. '
Les anneaux des sxemples I et III sont commutatifs ; bar comirs,
1'anneau des endomérphismes d'un groupe abélien guslcongue n'est

pas commutatif en général (voir exerc. 2).
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2. Anneaux & opérateurs. Définition 2. On appelle snmeau & cpérateurs un
ensenble A muni d'une structure d'annesu, et d'ume ou plusieurs lois

de_composition externes distributives par rapport & l'addition dans &,

et telles gue, si on nmote (a,x) —»> ax une gquelcongue de ces lois,

on ait identiguement
(1) a(xy) = (ax)y = x(ay) .

-~

On voit que les lois de composition externes dfun anneau & opéra-
teurs A | et les deux lois externes déduites par dédoublement de la
multiplication dans A , définissent (avec 1l'addition comme loi interng
une étructura de groupe abélien & opérateurs sur 4 ; en ouire, la
condition (1) exprime que les lois extermes de lisnnean A sont
permutables (¢ 3, n° 11) avec chacunme des deux lois extermes déduites
par dédoublement de lg multiplication.

Les endomorphismes x —sax de la structure de groupe additif

de A oroduits par les opératsurs de l'snneau & . sopt souvent
b7 2

appelés homothéties externes de l'anmeasu & ; ils sont done

perautables (dans 1'anneau des endomorphismes du groupe additif
A) avec les homothéties & droite et & gauche de & ; ce qulon
peut encore exprimer en disant qgue ce sont des endomorrhismes

de la structure de groupe & opérateurs de A , définie par

i'addition etvles Geux lois externes déduites par dédoublement
de la multiplieation. |
Un annesu & peut toujJours &ire considéré comme snneau & opérateurs
avec un seui ensemble d'opérateurs, réduit & un seul élément a tel
gue GX=X @@ar tout x (opérateur neutre). I1 peut aussi &ire consi-
déré comme anneau & opérateurs avec pour susemble dfopérateurs,

l'annesu des entiers 7 , la loi externe étant (n,x)— + x
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(gu'on notera dfordinasire n.x omu simplemeni nx s8i aucune confusion n'en
résulte) ; les identités (1) résultent en effet dans ce cas de la
double distributivité de la multiplicsation par rapport & 1l'addition.
Aussi, dans toute la suite de ce paragraphe, ne parlsrons-nous en
principe gue dfanneagux & opérateurs ; les résultats que nous énoncerons

sfappliqueront aux anneaux comme cas particuliers.

3. Diviseurs de'O.vAnneaux d'intégrité. Généralisant la terninologie utilisée

pour les entiers naturels (Buns.,chap.lIl), on diras que, dans un annesu

& opérateurs A , uvn &lément a est multiple é gauche {resp. multipls
8 dro;ta) dfun élément b s'il existe @eaA;tel que a=cb {resp. a=bc) Z

on dit aussi alors que D est diviseour & droits (resp. diviseur

, oo

gauche) ds a .

52 On observera que, 8i A n'a pas d'élément unitd, un élénent ac b

&
@

n'est pas nécessairement diviseur (& droite cu & gauch@) de
lui-néme ; c'est ce que montre l'exempls III ci=dessus.A ﬁs mema
n.x Dpe sers pas.en général un nmultiple de x g1 A nfa gas
d'élément unité. Au centraire, si A posséde un élément uniﬁé e ,
on peut écrire n.x = n.ex = (n.e)x = x{n.e) |

Z Z - 2 2 : 7 2
Pour tout élément x d'un abneau 8 opérateurs A , cn a2 = zx(x+0)=x +x0
> b 7

d'ots x0=0, et de méme 0x=0 : tout multiple (& gauche ou & droite}
de 0 est égal 40 . Par suite, quels que soient x et y , on = f?
(-z)y = z(-y) = -xy , car i»x)y+xy = {-x+x)y = Oy = 0 ; on en conclut

qﬁe (=z)4=y} = Xy \régles des signes).

; 2 e 2
Par Iéé“f”@ﬂﬁ@ sur n , on voitl dons que {mxigz s8i n est pair
et =x) =-x' gi n est impair.
La relation zy~9 montire ausbz gue 81 un anneau A n'esti pas

réduit & O et posséde un élément unité e ; ona e £ 0 .
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Conformément & la terminologie introduite ci-dessus, tout élément xc A
devrait €tre comsidéré comme un diviseur (& droite et & gauche) de O ;
mais par sbus de langage (lorsque A p'est pas réduit eu seul élément O)

on réserve le nom de diviseur & gauche (resp. diviseur & drgiie) de ©

& tout élément a tel qu'il existe b#0 satisfaisant & le relation ab=

(resp. ba=0). Les diviseurs & gauche et les diviseurs & droite de O

peuvent encore 8tre caractérisés comme les &lémentis non résuliers
régulier, il existe deux éléments distinois x,y tsle gue

=9

iprogue =8t évidsnte.

e z L = a S e Ie z R
apneau & opérateurs A pon réduit & O , O est tou

£ TR e 4 d ¥
Gans uvn bel snnesu

On _appelle snneau d'intéerité un anneau § opérateurs

comnutatif sans diviseur de O .

Ezemples. 1) L'annesu 7 des entiers rationnels est un gnneau

d'intégrité ; par contre, l'amnesu des endomorphismes d'un groupe
ebélien guelconque sura en général des diviseurs de O (voir ex.2).

2) Dans l'exemple 111 donné ci-dessus, toul élément sst divissur

est pag Téduilt au sgeul élément O .

= 7 2 a A A g Q A
un gnneau & opérateurs, B une partis giable {% .0 4}

ds &4 ; pour gque B , muni de la structure indultie psr cells

teurs, il faut et il suffit que B =scit vn sous-grouns

)}

-
22 o
dit alors ¢

ds & . O
w{% &% & z

£
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Exemples. 1) Tout sous-gionpeﬁdnkgroupe additi? Z , é&tant de la
forme n.Z , avec nc¢ A , est un sous-ameaude Z ; il y a done
identité entre les sous-enneaux de 1'annmeau Z ot les sous-
groupes du groupe additif Z .

2) Dapns un amneau & opérateurs A , possédant un &lément unité e 2
les éléments n.e (ne Z .) fornent un ensenble B ., qui est un
sous=groupe du groupe additif de A , et est stable pour la multi-
plication ; mais il me sera paé stable en;général pour toutes las
lois externes sur A , et me sera donc pas un sous-auneau de A

au sens d6fini ci-dessus. |

Bemargues. 1) Les conditioms pour qu'une partie B d'un annegu &
aﬁérateurs 4 soit un'scus-aaneau s'éerivent sncors } B%BCZi?a
-BC. B, BBC B et 'a,B‘c:B pour tout opérateur a ds & ,

2) L'exemple 2 ci-dessus prouve que la notion ds scus-eanneau
d'un anneau & opérateurs A , dépend essentiellement dés lois
externes sur A , et non seulement de la structure d'annesu ds A
un sous-anneau de A reste sous-anmeau relativement & la structure

moips riche oblenue en restreignant les lois exiternes de A & dss

N

parties des domaines d'opérateurs donnés ; mais la réciprogue est
b4

e

e inexacte. Toutefois, un sous-annesu dans un anneau gsung opératsurs

ROt ST

£ reste encore un sous-anneau guand on considére sur & la loi
externe (n,x)?—e»n.x (= g x), car tout sous-groupe du groupe
gdditif de A est stable pour cette loi.

Toute intersection de sous-annesux de A est encore un souséanaeaa ; on

oeut dome définir le scus-anneau epgendré par une partie C de A comzs

‘e plus petit sous-apneau contenant C .
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- Proposition 1. Le centre (relatif & la multiplication) d'up annesu &

ogééateurs A est un sous-annesu de A .

En effet, le centre C de A est stable pour la multiplication (§ 4,2%);
il est stable pour chacune des lois externes de & , car si xz est permu-
table avec z , on & , pour tout opérateur a de 4 , (ax)z= a{zz)wa(zx)«zgag
dlaprés (1). Enfin, G est un sous-groupe du groupe additif de A& , car
8l z et y sent permutablae avec 2 ; on a (X”V)ZwKé“VZ~ZXw”YSZ(X°y),
donc x-y est permutable avec 2z .

Ce raiganﬁemant montre plus généralement gue l'ensexble B des
élénents de A permutables avec tous les éléments d'une partie
quelcongus ﬁnﬁg 4 , est un sous-anpeau de 4 . Far exemple,; soit G
un groupe asbslien & opérateurs ; dans llenneau E des endomorphismes
de la structure de greﬁae ﬁa'G ; les eaéemsr§higmés de lg siructurs

sont permutables avec

les honmothéties (54 n° ) de 6 ; ils forment donc un sous-anneau
: S 3 2

de B , qu'on appelle l'aunneau des endomorphi sue:

{Ii&i

du groupe a

¢opérateurs G
=is
2. Belations d'équivelence dans un anneau & cpérateurs. Idéaux. Annegux guotien |

Cherchons les relations d'éguivelence compstibles avec la siructure
d'un snneau & opérateurs A . D'aprds le th.4 du § 4, une relation R
compatible avec 1'addition ot avec les lois externes de A ﬁ'ést de la
forme x-yeH , ofi H est un sous-groupe du groupe additif de A , staeble
pour les opérateurs de A . D'aprés la prop.? du $3, pour '@zgprimer que ‘
cette r@latign esl compatible avec la multiplication, il y.a lieu

dlexprimer séparémnent guielle est compatible & gauche et compatible
it re

ﬁ)

5]

J

oY

& droite. Or, la compatibiliié & gauche signifie gue x =y (mod. F

@
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entraine zx=2zy (mod.R), c'est-d-dire que x-ye€H entraine

zx-23=2(x-y)€ H quel que soit zeA . On est donc conduit & poser la

définition suivante :

anneau & opérateurs A , tout sous-groupe H du groupe sdditif de A ,
stahle pour les opérateurs de A& , et tel que zﬁc:va {resp. Hz < H)
pour tout ze€A . Une parftie de A gul est & la fois idéal & gauchs et
idéal & droite de A est_sppelée idéal bilatdre de A . '

Définition 4. On sppelle idésl & gauche (resp. 3idésl & droite) d'un

=t

Tout idésl & gauche dans un anneau A est idéal & droite dans 1fopposé
3L myr e TR
T eaida 86 E;QM Qﬂkﬁ@mx“g L o0 p 2‘—
Hemargues. 1) Pour montrer gu'une partis E d'un annsau &4 opérateurs
1

fier les relations BMECH , -ECH , A,

et aHC H pour itoul opérateur o . Tout idéasl sst évi uﬁ@ﬁ@ga un
& =

.

GE S S o
les trolis espdees

e
P P

et réciproguement. Lorsque & est commutatif

A est un idéal & geuche (resp. & droite) de 4 , i

cH {(resp. B.ACE)

fd

(%

sous-anneau de A , la réciprogue étant inexacte. Les idéaux d'un
anneay srnt d‘ﬂrﬂsnazre dpsig 168 par des minuscules gothigues.

gauche dans un annesu & opérs-

o
5

} peut encore dire gu'un idéal
teurs & , esl un sous-groupe du groupe additif ds 4 | stabla'p@ur
les opérateurs de A , ot pour la loi exisrne & gauchs ﬁéduit@'ﬁe
multiplication (83, 62 |
3} Comme celle de sous-anneau, la notion d'idéal, dans un annesu
& opérateurs A , est essentiellement relative aux domaines d'opéra-
teurs considérés ; lem remargues faites ci-dessus pour les sous-

enneauxz s'appliguent égslement asux idésux.

-
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Théordme 1. Toute relation d! équivalence compatible avec la structure
d'un snneau & opérateurs A , est de 1s forme x-ye oz , o& w est un
idéal bzlatére de A ; et le guotient de A par cstte relatlon est un

suneau & opérateurs.
La premiére partie résulte de ce qui précéde. P'autre part, le quotwm

de l1'addition dans A par la relation d'éguivalence conmdérée B est une
ioi de groupe abélien sur A/B , et les quot}.ents des lois externes de
4 sont distributives par rapport & cette loi de groupe ( % 3 ; n° ¥

enfin, 1ls guotient par R de la nmultiplication dens A est une lai a880-

ciative dans A/B €373, ), doublement distributive par sa@@:«:ﬂ% =3

s - : C .
1z loi quotient de 1l'addition (83, n ) et satisfaisant aux identités
{1) pour tous les opérateurs a de A ( §3, n’ )

B

finition 5. le guguent d'un anneau & opérateurs A par ls relsatl

-
: J.OL}

par un idéel bilatére o g'appelle lfanneau

guotient de & par ¢ ; il se pote A/c’& .

Exeaples d'idéaux et d'anneaux guotients. 1) Un smnesu &
opérateurs A est toujours un idéal bilatére dans élz de méms,
l'ensemble réduit au seul ¢lément O est un idéal bilstére

dans A , gqu'on appelle 1'idéal nul, et qufon note souvent {0).
Lfannesu quotient A/TO) e isomorphe & & ; 1l'anneau guotient
&fﬁ est réduit &8 O .

2) Pour tout élément a d'un ennesu & opérateurs 4 , l'ensemble
A.a (resp. a. A) est un idéal & gauche (resp. & droite) de A& ;
on notera que, s8i A n_a pas d'élément unité, cet idéal ne
contient pas nécessairement g .

3) 8i ¥ est une partis quelconque de A , l'ensenble des 616-

ments x€ A tels que xy=0 (resp. yx=0) pour tout yei
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; :
est un idéal & gauchs (resp. & droite) gu'on appelle llannihila-

 teur & gauche (resp. & droite) de H . 8i A n'a pas de diviseurs

g P
@8 T

1
dons un apneau & opérateurs A , se note le plus souvent x = y (mod. ¢z )

de O , ot si M contient un élément #0 , les annihilsteurs de
¥ se réduisent & 1'idéal nul.
4) Les idéaux dans l'amneau Z des entiers rationpels sont des
sous-groupes additifs de Z , donc de la forme n.Z , chneN ;
mais réciproquement, il est évident que toui sous-groupe de celise
forme est un idéal de Z ; en d'autres termes il ¥y s identité

: de
entre les idéam\ﬁ’i{aﬂﬁeau Z et les sous-groupes du groups

additif Z

fed
i
el
O
A
[ ]
3
gl
E&
tﬁ
]
g
gé
les
o
)
D
o]
o
L
sl
i
&
o
]
@O

en général des diviseurs de 0 ; par eoxemple, ona 2 %0
mais 2.2 =0 (mod.4), done la classe {(20d.4) de 2 est divissur
%

de O dans l'apneaun Z/(4) .

lation d'équivalence x-y¢ ¢ définie psr un 1désl bilatere L

=y (o) , et s'appelle congruence modulo ¢ . Les relations

() , x* = 3' () entraipent done =xix' = yty' (1) , '
w) , xxt=yy' (o) et ax =ay () pour tout opérateur a

du calcul des congruences).

On notera par coptre que la relstion xy=xz (o) pfentraine pas

on génbral y=z (¢} , car la classe (mod. (& } de x n'est pas

nécessairenent élément régulier de A/, méme si x est

©
£
@]
Pt
4
6:),1
L
0
U3
£
@
e

voir exemple

. oo 3
S8 A §
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Propriétés des idéaux. Soit & un anneau & cpérétaurs, ¢ un idéal & gauche

=

A, Bun soué-anneau de A ; ll'intersection BN L est un idéal &
gauche dans l'anneau B . En particulier, si ¢ B, « est un
idéal & gauche dens B ; zais invéraement, un idéal & gauche dans B
n'est bas nécessairement idéal & gauche dans 4 .

Unridéal a gauche daps A pouvant étre considéré comme sous=-groupe
relatifvé une structure de groupe & opérateurs'définie sur A , toutes .
les propriétés des sous-groupes dfun groupe & opérateurs ( §'4,#° )

sont applicables aux idéaux & gauche dens A . C'est ainsi que 1'inter-

section d'une Panille ( & ) d'idéaux & gauche cst un idéal & ganche
P A Aot 4 bl

parnmi les idéaux 4 gauche qui contionnsnt une partie domnée M de A& ,
il en existe un plus petit; qu'on asppelle 1'idéal & gauche epgendrs

par M .

En particulier, dane un apneau gans opérateurs A ,.lgiééal & gauche
engendré par l'ensemble réduit 4 un seal.élémené z est ideﬁtigue &
l'ensenble des élé;nez;jts de la forme n.astza {ne 7 , Ké.&) @ar ces
¢léments appartiennent évidemment & tout idéal & gauche cant@ﬁaa? 8 ;
et on vérifie aussitdt que leur ensemble est un idéal & gauehe,:
Lorsque A posséde un élément unité e , 1'idéal & gauche engendré par.a
est identique & Aa , puisque n.s=(n.e)a ; en particulier, si un |

idéal & gauche contient e , il est identique 2 A . Lorsque A est

ccmmntatif, 1'idéel engendré par a se mote (a) ; tout idéal aimsi
éngenéré par un seul élément est alors dit idéal griﬁcigal.
Hous avons vu ci-dessus que, dans l'anmau 7 , tout idéal

est principsal.
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Soit (¢, ) une famille d'idéaux & geuche dans un anneau & opérateurs
A . L'idéal engendré par la réunion dés c¢r, est identique au soug-groupe
du groupe additif de A engendré par cette réunion, clest-a-dire & '
l'ensemble des sommes E’H x, ot x eor , et ol H est une partie
finie guelcongue de l'ensemble d'indices ; en effet, pour tout zeh |

‘ Zl =3 Z : &. . 2 7 6 =
on a z{ — x,) 7% o et zx & cr, ; de méme, pour tout opéra

teur @ de & , al Zp x ) = Z ax, , et ax € ¢ . En particulier :
1eH v el ~ s £
Proposition 2. Le plus petit idéal & gmsuche contenant un pombre fini

- = - < 5 A o ?-‘.\' 2
d'idéaux & gauche of. (1<ign) est leur somme 2, ¢, .

En particulier, le pius petit idéal conienant dsux idéauvx

5 i i i N e
(m) et (n) dans 1'anneaun 7 est leur soume (m)}+{n} ; cst
s~z s 2 g s - £ a3 IFN o 5 e
idéal est un idéal principal {(d) (deW ). Or, pour qu'un
Bhoyroiy et 3 A iz Tor £ 3 Ry e T s f‘= i s e vt
idéal pripeipal {a) contienns (m), il faut et il suffit éviden-

T 4 e g e w ARl e
ment qus m é(a}; zfgpt-8-dirs que 8 scit up diviseur de & .
LEyistld :

On voit donc guse tous les diviseurs compuns de m et n sont divi-

K}

g
@

SRR ~ “erpsy o o
8% iluli-mene Givi ssi?

seurs d'un méme &lément de N , qui

commun de m et n , et est par suite le plus grand des diviseurse

é

communs de m et n qui scnt >0 ; aussi appelle-t-on d le plus
on

grand commun diviseur {(en abrégé p.g.c.d.) de m et n ; et

voit gu'il eziste deux entiers (positifs oun négatifs) p,q, tels
que d=pmign .

De méme, le plus grand idésl contenu dans (m) et (n), clest-a-
dire leur intersection (@2)}/1(n) , est un idéal pzizmipai {r)
{r e A} ; un raiscnnement anslogue prouve gque tout multiple
commun de m et n est wun multiple de r , et gue r est le plus
petit des multiples commune 70 de m et n ; on liappelle ls plus

petii commun muitipls (p.p.c.m.) de m et m .
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On généralise aisément ces cousidérations & un nombrs fini
quelconqus d'entiers rstionnele (of. chap.V).

81 on revient & 1'1déal & gauche engendré par une pertie guslcougue M
d'un anpnesu & opérateurs & , 11 est clair que cet idéal comtient, pour
tcut ze A 1'idéal & gauche éfz engendré par le ssul élémsﬁﬁ'x =i
est donc“identique au scus-groupe engendré par le réunion dss btz .

En particulier, éaﬂé un annosu gens opérateurs A , 1'idéal &
geuche engendré par M est identigue & l'ensemble des sommes

> (ﬁjoai+xiai) , o8 (ai) sst une famille finie guelcongue

T~ 4maq A S e 1T TE 2 2 A
idésux maximsux. befinll

e

SRR A e = > T e Z % Zes 2
By gnnegu & opérateurs possédant nn éldément

W RO

& gauche #A est contenu dans un idésl & gsuche mximal.

R

)
O
(e
&
£
®©
S
P
S
b
ey
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bt et
Sy
g
5

Dtaprés le théoréme de Zorn {(EZns.R %693 il suffit de prouver que

= 5

l'erzsenble @%? des idéaux & gauche #A , ordonné par inclusion, est

inductif, c'est-4-dire gue, ai Q; sst une partie totslemsnt cordomnée

de gﬁ? , 1la réupign % des idéaux appartenant 4 é; est un idéel &

A

e

e ¢ ne contient 1°'élénment wnité e

o

gauche %ﬁ . Or, aucun des idéaux

de A , et par sulie

®
b
"
B
&
Ley]
!
ol
b
L]
sl
Jecko
&
=
P
o

/ = i = e
& 14, ; d'autrs part fout

3

foe)

: . .
; St =1 /3 . : 21 ¢ b 3% 5355 B £
in idéal 4 € 2 , donec zX Et ¢ %11 , ol ax € vt 7ug pour tout z €A
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- et tout,opérateur a de A ; eﬁfin, gl x et ¥ sont deux élémentquuelcon-
ques de 722, il exiéte deux idéaux e, ﬁL éppartenant a 257 et tels
que X ew , 3 e~@f ; comune l'un des deux idéaux ¢z, {? , contient
ltautre, xz-y appartient & l'un d'eux, et par suite & 7 .
' C.Q.P.D.
Définitions et résultals analoguas pour les idéaux & droite et les
idéa&x b;laﬁeres. .
Remargue. Le théoréme 2 n'est plus toujours wvral lorsqu‘oﬂ-ns'
suppose pas que A.posséae un élément unité (voir ﬁﬁﬁfﬁ; @@;.i
Exémgle, Un idéal maximsl dens l'apnmesu Z est dtaprés lo déf.5

un 3désl principal (p) ;vG& D >f1,@st_mg nombre entier caracté-

~ rigé par la prﬁgr?ét@ de ne posseder gucun givisseur g tel qus

1<q<p ; un tel nombre est aypeld pombre preuier ; on vérifie

immédiatement, par @Xsmylaiiqaa 2,3,5,7 sont premiers.
Le th.2 mémtze gue taat entier n»% possé&de un diviseur pre-

. mier ; on peut dﬁail&&uzs e prouver ici sans falre usage iu:f
théoréme de Zorn : en effeug si n est premier, ls ﬁrap@sitiééfest
établza . si"sm, il existe un diviseur g, de n tel que ?<;aé;in :
par récurrence, on etab it 1l'existence d'une suits str ctement
décroissante (a,) de dlviseurs 71 de n , et une tells suite est
nécessairement fiaie, donc son dernier terme,est premier (afnch.V)g

»

8. Eogﬁmarphiames d'un anneau. L‘application aux annesux & opcraﬁaurs des

G6finitions géneraleszﬁ; §§ donne la ﬁéflnl&iﬁﬂ.333¥ant@ :

Définition 7. Solent A,ez A® deux snpnesux & opérateurs de mgm%'eSPéeew

Une spplication T de R dane A' s'appelle une représentation (ou up

homomorphisme ) de & dsps A' =i elle setisfait aux identités suivantes :

(“‘
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F(xty)=2(x)+£(y) , flxy)=£(x)2(y) , £(ax)=af(x)
XehA , yeh , et guel gue soit l'opéraisur a de A .

guels gue socient

L'application canonique d'un anneau & opératsurs 4 sur un amneau

quctient de A est un homomorphisme, dit homomorp:

Théoréme 5. 51 £ est une représentation d'vn anpeaun & opérateurs A&

| , . =1
dsns un anpeau & opérateurs &' de méme espdee, liimage réciprogue f£{(0)

est un idéal bilatére de A ; 1l'image P(A) est un sous-apnesu de A' 5
isomorphe & A/¢k ; et £ est composée d'un isomorbisme de A/ ¢k

dans A' et de 1'homomorphisme capopmique de A sur A/ur .

z

Cela résulte du th.1 ci-dessus et du th.1 du 93, cer, ls relation
£(zx) = f(y) stéorit £(z-y)=0 .
Exenple. S@ij@ A un anneau sans opérateurs, non véduii & O st
possédant un élém,ex;t unité e ; l'application =z —n.e est une
éenrésen%atign de l'anneau 7Z dans A ; Le Bous-enneau de A formé
par les eié’nents n.e est donc isomorphe & un annsau guotient

Z; /‘{g} - oh q 77_0 ; le nombre g est appelsd la garaciéristicus

de l'annesu A& (ecf.chap.1I, %1) ; si q >0 , on peut définpir ce
nombre en disant que c'est le plus petit des entiers m > O
te.gs que, pou:' tout xX€hA , n.x=0.

rcgomtwn 5. Dans un soneau & ogerataurs A, 8i g est un élément

esﬁﬁunﬂautqm9?3n1§@§w§e A .

inversible, l'spplication x —> axa

= ~ 2 = =1 =
On a en effet a(:ﬁ-y)a = axa” '+ aya - , alxyla . =(axa )(aya i) :

£ Z
et, pour tout opérateur a de A , alax)a . = alaxa ') en vertu

de (1).
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9. Laésux et sous-annesux dans un snneay guotient. Théordme 4. Soit £ 1'homo-

w&&i&e canonigue d'un anneauy &

A'=A/o. de A par un idéal bilatdre ¢ .

_opéra

a) L'image réclgrogue B» f(B‘) ¢'un sous- annegu B* {resp. ;déal &

geuche, idéal & droite) de A, est um sous-epneau (reep. idéal &

ﬂmdreite) de A , contenant ¢Z ; op a8 B'=f(B) , et

7 2
B est un anneau isomorphe & l'anresu guotient B/&% -

-4
b) La relation B= £(B?) $teblit uns correspondence biunivogue
enire les sgus-gpnesux fresp idéaux & gauchs, idéaux & droite) de

A' ot les sous-anneaux 5 resp. idésux & gauche, idésux & droite) de

- E S SE g o vsad = = g ~
A , co 9eaa@t % . 8i G'et /’ sont deux idésux 3 geucne (resp. &
L W‘m I J =S . 5T
= e g -4 =%
- = 7 s % of £ e %
droite) ieﬁ?,oaa fvéwmﬂjzfyé%+fﬂf% >
9 - =1 o .9 ,:fg( D __Jgi y
ZEES yo : it o 4 7 &
2bin 1y TG NP =2 B0 £ ).
A e J 2 o G : = ‘i} A“’*‘ Z
) 8i {? est vn jdésl bilaglérs de A' , - = Fi est un

On #érifi& immediatement gue si B' est un sous-anneau (resp. idéal
: 1 - .
& gauche, idéal & dralt@} de &° , B= £(B') est sous-annesu

o

(resp. idéal & gauche, 1d6al é,drci%a} de 4 , et can@_g&%'5€f § 
comme £ appligue A gur A7 , il applique B sur B! , dome. B! est
ison rphe 2 B,Hw& é?agr%s s th.35 .

S& E est un Soue =aﬂ&eau,ggelc@nqu@ 6e A , la restriction de fjé B

est une M@gzéggﬁtﬁiiea 2 B dans A" |, et 1l'inms

w

05 1% v W3 e £y A g it S IR Foo A >
par ceite représentation est B (Y UL ; d'aprés ls th. 3 ,




2
4
El

0. Mcamts d'annesux. Il est immédiat (% 3,2°10) que le produit des struc-

T~
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£(B) est donc isomorphe & B/(BNt) . L'ensemble B+oz s'obtient en
saturant B pour la relation x-yecy ; d'aprés ie th.? du % 3, il est
stable pour la multiplicstion et les lois externes de & , ot comme
ctest un groupe additif, clest un sous-anneau de A ; le méme théordme
prouve que (B+¢¢ )/ck est isomorphe & B/(BN ¢t ). Si on appligus
ces résultats aucas oW B > & , on a B+d =B , B est saturé, donc

si B'=f(B) , on a B=-%(B'), la éorregpondance entre B ot Bf est bien

biunivoque ; d'ailleurs si B est un idéal & gauche (resp. & droits) :

.1l en est de méme de B' , puisque f est une application de A& sur A’

On a sinsi démontré a),d) et la premidre partie de b) '9 les zelations
-1 -1 -1 ‘
BB )= B AR ), 2N ety 5 24 R e sont

valables pour des sous-groupes quelcongues de A' (% 4,th.6). Enfin,

" ¢) résulte du th.2 du §3 .

Pour tout scus-snmesu B D ¢ de A , on identifiers en général £(B)

avec 1l'annesu quotient B/¢z ; la partie c) du th.4 s'exprime alors

en disant qus l'annesu guotient (4/c0 }/( ‘g’/ JL) est isomorphe & zz/

tures d'une fa;mile_(ﬁ@) dfanneaux & copérateurs de méme espéce, est
encore un annesu & oprérateurs de méme espéce ; on pose donc la
définition suivante :

Définition 8. Le produit de la famille d'annesux & cpérateurs (A 3

1€ 1

e A, , avec lg structure d'annesu & opérateurs

déterminée par les lois (l(xb),(gv)} —> (x + 3’4,) . {th);(y%))—«»(x@yﬁ)@

est l’ease*nble A=

{a,(x,)) —sla X@} (a opérateur quelcongue des A }.

8i § est un sous-anneau (resp. idéal & gauche, idéal & droite) de

& , r_ B est up sous-anneau (resp. i1déal & gauche, idéal & droite

fy
=

; el
de A . T,ﬁ, particulier, si J est une partie non vide de I , K= || J ,




1. Caapasgg directs de gous-annesux. Considérons un produit A =

a5
et 81 B=A pour ¢eJ , B,=(0) pour z¢K , le sous-anneau

A& = Je& B, est un idézal bilatére de A , isomorphe & 1'anneau produit

b
H

» avec lequel on l'identifiera souvent. La projection pr

J’«’.eJA J

ée A sur A.J est un homomorphisme ; l'image réciproque de O par cet

isomorphisme n'est autrs que A} done AJ est isomorphe & A/A% =

On a en outre Aé,Aé =i§} , G'aprés la définition de le multiplication

dang A : on dit gue les sous-annegux A'! et A% s'snnulent mutusllement.

J
1l en résulte gque tout idéal dans &é est aussi uvn idéal dang 4 .

b

i

On voit aussi gue tout prodnit d'annsaux nom réduits a 0

contient des diviseurs de O (autres que 0).

Lorsque J est un onsemble %ﬁ’% a2 un seul éééﬁant; on Gésigne encors
le ﬁ@uscamﬁaau &3 ; isomorphs § &,

un idéal & gauche {(rezp. & ﬁ?@it@} daus A , sz projeciion sur 4 est

un idéal auche (résp. drcite) dans A (th.4) ; en outre :

I
e

Proposition 4. S8i l'annesu produit & g un élément unité, 1'idéal

M A! est isomorphe & la projection de ¢ sur A@ , et oz est

isomorphe au produit de ses projections zsur les £ .

En effet, soit z=(x ) un élément de L , o, 1 élément uvnité éé 3@
@ i'élément unité de é? ; ¢¢ contient e?x , qui n'est sutre que
1'élément dont toutes les GQQrdOﬂﬂéSm sont nulles, & l'exception d@
celle d'indice s égale & x ; dloh aussitft la proposition. |
Cettes proposition eatl inexacte si on ne suppose plus que:

A 2it un élézent unité (veir exerc. )

#
& e

dfun nombre fini d'anpeaux & opérateurs A, ; avsc les notatiocns

précédentes roupe additif de A est somme dizeste (4 4,n

T Nt

24
St

L)
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que l'anneau & est aomme directe des sous-snpesux A') ; mais il y o
plus, car si x = Zﬁ =% 7 23 y; sont les décompositions (uniques)
de deux éléments queleonques x,y de A (x;€4,,y,¢64;) , on 8

xy = ;Eﬁ X7 -

Défipition 9. On dit gu'un snpegu & opérateurs & est composé direct

d'une fomille finie (Bi) de soggfanneggx de A s'j]l sst somme directe

; 47 M
des By , et sion o ideptiguement (2, % (2 }fi) = ,:% %7,
(z,€B,,y,¢B 1<1ign).

Si A& est composé diresct des sous=anneaux<ﬁi , i1 est done isomorphe

& leur produit.

-:) On szurs soin de ne pas confondre, pour lee enneaux, les potions

de soume directe et de composé direct de scus-apnesux : un asnneau
peut fort bien étre somme directs de sous-annezux (et méme

d'idéaux a gauche ou d'idéaux & droite)} sans 8tre leur composé

el

: gt >
direct ; on en verid des exemples azu chap.VI

Proposition 5. Si un spnneau A est somme directe d'une famzil@vfinie

a; A est cowpoge direct des Bi

2

d@MSQuswaaneaaxé_leﬁn;rowggit;ons suivantes sort égulvalentes :

@ o

b)

ies scus-annesux B, sont des idésux bilatéres dane A :
L 2] ]

¢} les sous-annesux B, s'annulent mutusllement.

;‘1

En offet, a) entraine b} puisque 4 est isomorphe & ., . By ;

b) entraine ¢}, car =i les B; sont des idéaux bila@sr@as on a
g“:eac;;s ﬂgj U
+

butivité de la multiplication, ei la d lnltlau g

pour i#3j ; enfin c} sgﬁraiaa 4} dfapres la distri-
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Exemple. * Gonsidérons , dans l'anneau quotient Z /(6), le
sous-anneau A forné des classes (mod.6) de O et 3, et le sous- §
anneau B formé des classes de 0,2 el 4 ; A est isomorphe &
Z/(2) , ot B isomorphe & Z/(3) ; Z/(6) est somme directe
de 4 et B, car on a 1=3-2 , et on ne peut avoir u=v (6)
u=0 (2) , v=0(3)guesi u=v =0 (6) ; enfin, il est immé-
diat que A et B s'aunulent mutuellement, done Z /{(6) est composé
dirsct devA et B , et par suite isomorphe au produit

(Z/(2)) #(Z/(3)) (cf. chap.V). .

Si A est composé direct des sous-anneaux B (1€i<n), le centre C

de A est composé direct des cenires G, des B, , et wz 2 C.=C N B, .

n outre :

Frorp agsz»z@n 6. Soit & un snnesu & opérateurs ayant up éiément unité ;

i le centre C de A est composé dirsct de sous-apneaux Gi

st sl 6€i est 1'idésl bilstérs de A engendré par Gi , & est composé

direct des OEi :
S0it e 1'élément unité de & ; on 2 e = g; e; , ok e, est 1'élénent
A ezl 7=
unité de C, ; pour tout €A , x=xe= Zi xe; et xs, & ﬁé; , donc A est

gomne des U@i . Heste & preuver que cente sonne est directe ; or,

4?

3

el
=1

1'ensenble des sommes de la forme U, %) oh w €A, 2z G, ,

.- ]

m arbitraire, est un idéal bilaitdre dé;s & , puisque chacun Ges %1

est permutable avec tout élémaﬁt de & ;: cet idésl est caat@ﬁa dans dzi

et comtient G, , dome il est identique & 5@ - que,
pour tout g e, , z68,=2 et'-zaﬁzg pour jf , car ces propriétés
3 = ~ g
- o "
sont vrales pour tout z< G, . Par suite, siona 0= 2 =x , avec

Hs
o,
]

L

X. £ L
g i

@
o]

on tire 0=0.e.=xz. , ce gui achdve la démonstration.

0
g
L
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Il y a donc correspondsnce biunivogus entre les décompositions de A

et de son centre C en somme directe d'idéaux bilatéres, lorsque A

posséde un élément unité.

Proposition 7. Scit A un avneasn & orérateurs, composé direct de sous-
gngeaux B, (1«1 <n) ; s8i ¢t; est un idég; bilatére dans B, ,
1'anneau guotient A/( .ZZ 0&1) est isomorphe su produii des asnneaux
guoi;ienté By /Uti . -

C'est une conséguence de la prop. du g3 .

Exercices. 4) Déterminer toutes les stn}ctures d'anneau sur un
engenmble de n éléments, pour 2<ng9% , ainsi gue les iddaux
dans ces anneaux. :
2) Montrer q&e 1'anneau des endomorphismes ¢éu groupe sbélien
Z,/}(Q}x Z_/(Z) est non commutatif et admet des diviseurs de 0.
3) Dans l'ensemble ﬂ(ﬁ) des parties d'un ensemble B , monirer
qu'on définit une structure d'anneau commutatif ayant un é&lément
unité (anneau booléien) en posant AB=AN B et
AB = (AN (:B)U(Bf\ (:A) . Cet anneau est isomorphe & 1f'annesu
K& des applications de E dans l'annsau K= 2 /(2’) & deux
éléments.
4) Soit A un ammeau (sans opérateurs) ; sur l'ensemble 7 x A
on définit l'addition et la multiplication de la manidre suivante:
(m,x)Hn,y) = (m"'n,r*'s)
(m,x)(n,y) = (mn,n.yin.x+xy)
Montrer que ces deux lois définiesent sur 7 XA une structure
dfannegu ayant un élément unité, et qgue A est isomorphe & un

idéal bilatére de cet anneau.
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5) Soit A un ‘anneau admettant un élément unité e . Si , pour un
élément ach , il existe un x¢cA et un seul tel que ax=e¢ , a est
inversible et x est l'inverse de a (voir §3, exerc. ).
6) Soit A un anneau sans diviseur de 0, adzettant un élément unité e,
'atude caractéristiqﬁe #2 . S1 T est une loi de compositéon interne
dane A , distributive & gauche par rapport & l‘aédition, et double-
.ment distributive par repport & la multiplication, ona Ty =20
quels gue soient X et y dens & (voir §3, exerc. ).
7) Soit A un snneau & ojérateurs, B une partie quelcongue de 4 .
Soit B' la partie de A stable pour les lois externss de A , engen-
drée par B ; soit B"=B'°° la partie de A , stsble pour ls multi-
nlicatian, engéadrée éar B - éontrer que le sous-amneszu engendré
par B est identhue au sous-groupe du groupe additif de A engendré
par B?. De a28ue, l‘ldéa‘ a gauche engendré par B est identique au
sous-groupe du groupe additif emgendré par B'A.BS - 1'idéal
bi}atére engendré'par B est identique au sous-groupe additif
eﬁgeudré pér B?+A.35,A
8) Soit 4 un gnnesu non réduit & O sans diviseur de 0 , et tel gu@
tout sous-groupe additif de A soit upn idéal & gauche dans A4 . -
Montrer que A est iscmorphe & ﬁn gous-annegu de Z , ou & &a amnéau
guotient de 1la forne Z/fp) ;, Ot D est premier {considérer iév"
‘greupe additif engendreé par unvélément a#ﬁ ; en exprimant gue ce
groupe est un idéal & gauche, montrer gu'il existe becia tel que ‘
’teut xcA 80it de la forme n.b ; on a done b =q.b ; en dédui?e
gue l'application g.n —>n.b est une rapresemtatzcn de l'onnesu
g. Z des nultiples de g , sur 1'anneau &}f
?)lﬁaﬁs un annesu & opérateurs, 1'idéal 3 droite engendré par un

idéal & gauchs o8t un idésl bilatére.
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10) Dans un -anneau & opérateurs, l'annihilateur & droite d'um idéal
& droite est un idéal bilatére.
11) Dans un enneau & opérateurs A , 1'idéel bilatére « engendré
par les éléments xy-yx , ok X et y parcourent A , est le plus‘petit
des idéaux bilatéres '{? tels que .A/%g soit commutatif.
12) Soit (& ) une famille d'idéaux bilatéres dans un annesgu &
opérateurs & , telle gue ffa\ ULg = (0). Hontrer que A est isomorphe
4 un sous-auneau de 1'anneau produit RTE [ o,
13) Dans un annesu & opérateurs A , on dit gu'un idéal bilatére ¢z
est irréductible s'il n'existe pas de couple 4'idéaux bilatéres

4% , &, distincts de ¥ et tels que Ul = {?(\4’. Hontrer gue
1fintersection de tous les idéaux irréductibles de A se réduit & O

{ remarguer gque l'ensenble des idéaux bilatéres ne ccntenant pes un
élénent 840 est inductif).

14) Dans un anneau & opérateurs A , on dit qu'un idéal bilatére
est ipdécomposable s'il n'existe aucun couple d'idéaux bilatéres
{7—, ; , distinets de o et tels que *{)rf\ L = et @'+ =4 .
Montrer que,toutvidéal bilatére est 1'intersection des idéaux
indécomposables qui le contiennent (raisomner comme dans 1'gxerc.13,
dans 1'snneau quotient 4 / o ). .
19) Deans un.anﬁeau & opérateurs commutatif A , on dit qu'un idéal
;3 # A eost premier si l'anmeau quotient .A/Yj est un anneau
d'intégrité (autrement dit, si les relations x £ V& ,p%
entrafnent 3?’%:%}

a) Hontrer que, si A possdde un élément unité, tout idéal maximal
de A est premier.

b) Tout idéal premier est irréductible.
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¢) L'ensemble des idéaux premiers contenant un idéal donné, s¥il
nlest pas vide, est inductif pour la relation > . 8i A contienl un
élément unité, l'ensenble des idéaux premiers contenant un idéal
donné #A est non vide et inductif pour la relation < .

d) Soit ¢ un idéal #A quelconque, & 1'ensemble des x¢ & tels
gu'il existe une puissahce e o {(pour un n dépendant de x). |
iontrer‘que {;.est un idéal, et qus, si'~g-#A , 1'intersection des
idéaux premiers contenant ¢ est identique & ig' {remarquer gue si
a ¢ & , 1'ensemble des idéaux corntenant ¢ et ne contenant aucune

£

puissance a® est inductif, et prouver que, si ;3 est un é1lémnent

maximal de cet ensemble, %ﬁ est premier).

b - ~ e e / » = 4 3

7 16&) Dans le groupe additif Q/ L des nombres rationnels (mod.4)
on considére le sous-groupe & formé des classes (mod.%) des nombres

rationnels ée lg forme kjpg' (k et n entisrs > O arbitraires,

25

T nombre premier fixe). Montlrer gue tout sous-groupe de G est de

forme G, , oh §g est le sous-groure des classes (meod.d

de la forms k/yzl {k entier > O arbitreire). Ep déduire gue, si
on consi idére sur G la structure dlanneau obtenus en prenant xy=0
quels que soient x et y dans & , il n'existe pas d'idéal maximal
ni iidédl premier dans G

=
17) Soit A un anneau & opérateurs possédant un €1

2

ément unitié. Si‘é

est gomme directe d'un nombre fini d'idésux & gauche ., (1<1i gnj,
- 2 w ; :

(o, € 7 i), on & e;=e; , aiajsﬁ pour i#3 ,

2 Y
et 8i e = 2, e;
: 75 = :
et Zi:&ai {écrire que z=xe pour tout x€A). Réciproguement si

vz &

n indeapotents ei

= : : 2 s = i
4 est somme dirscte damslﬁ idéaux & gauche Ae. . Pour gue les

%
sont tels que aéazzg pour i#j , et e= >, &

Bt

déaux é@i soient bilatéres, il faut et 11 guffit gus les e; appar-
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18) Soit A un anneau & opérateurs, e un idempotent de A .

a) Yontrer que A est somne directe de 1'idéal & gauche oL =le ot
de 1'annihilateur & gauche & doe {remarquer que pour tout =xcA ,
x-x0 ¢ & ).

b) Tout idéeal & droite P e A est somme directe de 7 N yr (idéal
4 droite dans le sous-anneau ¢ ) et 'ébr\{g (idésal & droite dans
le sous-annesu & ). ' |

c) Si Ae=eA , e est 6lément unité de ¢ ,  est un idéal bila-
tére de A , el A est composé direct de ¢ et {g; tout idéal & gauche
(resp. & droite) /£ de A sst somme directe des idéaux & gauche

(resp. & droite}) £F N et £ 0 g, de A.

1) Gn appelle annéloide un ensemble E nuni de deux lois de cgmpgsitian‘
2) une multiplication (x,y) —> xy partout définie, et associative :

b) une loi notée additivement (x,y) —> xty , non partout défiris,

el salisfaisant aux conditions suivantes :

1° 8i xty est défini, il en est de méme de ytx , et xty=ytx ;
on it alors que x et y sont addibles ;

2° x et y étent addibles, pour que xt+y et z soient addibles, il
faut et 1l suffit que x et 2 , d'une part, y et z d'autre part,
scient addibles ; on a alors (xty)tz = xt(yi+z) ;

39 i1 existe un élément neutre O s
4° i x et z , d'une part et z d'autre part, sont addibles, -
2 3 s :

et 8i xtg =gtz , x=y ;

{ {._-\a

5% 1a multiplication est doublement distributive par rapport

4 1'addition.
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Tout annean est un annéloide ; pour gqu'un annéloide admettant
un élément unité e soit un anmeau, il faut et il suffit gu'il
existe un élément x addible avec e et iel que e+x=0 .

kxaminer comment peuvent s'étendrs aux annéloides les définitionms
et résultats du 26 et les exercices ci-dessus {(on appellersa
idéal a gauché d'un annéloide B une partie ¢z de E telle gue
E. . C ot , et que la somme de deux éléments sddibles de o
appartienne & L ).

20) Soit G un groupe & oéératéurs, f et g deux endomorphismes de G .
Pour que l'application x —»f(x)g{x) soit un endomorphisme de & ,

il faut et il suffit que tout élément du sous-groupe £(G) soit
perﬁutable avec tout élémént du saus=groﬁpe g{(6) ; si on note

alors f+g cet endomorphisme, et fg 1'endomorphisme compesé
x-§f(g(x))3 montrer que l'ensenble E des endomorphismes de G ,

muni de ces deﬁx lois de composition, est un a&néloide ayant un
élément unité (exerc.19) ; pour que E soit un anneau, il faut et

il suffit que G soit gbélien. _ _ v

Pour gqu'un élément‘f de E soit addible avec itous les élénments
de E , il faut et il suffit qus P£(8) soit conténu dans le cenire
de & ; l'ensemble ¥ de ces endomorphiszes est un ann@aa qu’dn :
appelle le poysu de 1'annéloide B . = | | -

Un endomorphisme f de G est dit distingué s'il ost pezmutablé
avec tous les automorphisnmes intérieurs_de G ; pour tout sous-groupe
distingué H de G ,tf(H)'est alors un sous-groupe distingué de G .
Montrer que l'ensemble D des endomorphismes éistihgués de ¢ forme
un sous-annéloide de E , et que ls noyau H est un idéal bilatére

dans D .
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’g’ 7. Corps .

1. Corps et corps & opérateurs. Défipition 1. On dit gu'un anpesu K est un

corps, si l'ensemble des éléments #0 de K esi un groupe pour la

loi induite par 1g multiplication de K

L'ensenble des éléments #0 d'un corps K se note d'ordinaire £
muni de la structure de groupe qu'y définit la multiplication de K ,
on 1l'appelle le groupe multiplicatif du corps K .

Ezemgles.ik1) Les corps les plus importants en Mathématique

sont le corps des nombres rationmels, qui sera défini au n°

le corps des nombres réels et le corps des nombres couplexes,

que nous définirons en Topologie générale (chap.IV et V).

S

*
2) D'aprés la définition 1 , l’ensamcle %"ées Sléments £

l'élément neutre e de ce groupe est par définition (¢ 6,50 )
1'41lément unité du cor ps K ; il est donc #0 . Un corps possé-
de donc au moins deux élémentis ; inversement, sur un ensenble
E de deux éléments, on peut définir ume siructure de corps et
{a ﬁne_permutéticn prés) une seule. Bn effet, un des éléments
de E est 1'élér ent neatra O du groupe additif, l'autre est
lﬁeleﬁenu neutre e du groupe multlpllcatl;. Le groupe additif
est conplétement défini par la donnée de ete , qgi ne peul étrs

gue O ; le groupe rultiplicatif est réduit 4 e ; enfin, on doit

o
w3

}
Q
e

T O.e=e.0=0 . On vérifie asussitdt que la multiplication

i définie est bien distributive par rapport a l'addition

£ 2

o
i)
fi
¢4

et on a bien défini sinsi sur B une structure de corps.

On dit gu'un corps est coumutatif si 1ls multiplication y est
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Tous les exemples de corps donnés ci-dessus sont commitatifs :
: aux chap.III et VII, nous rencontrerons des exemples de corpé '
non conmnutatifs. Un corps nbn connutetif est purfois appelé
corps gauche.
Il est clair que 1'gpposé d'un corps est encore un corps.
Si‘la structure d'anneau d'un anneau & opérateurs X est une structure

de corps, on dit gue K est un corps & opérateurs ; comme on l'a vu

au §6r, tout corps peut étre comnsidéré comme un corps a opérateurs ;

aussi ne parlerons-nous en principe que de ces derniers dans ce qui suit.
> @ous%corgs. Soit B une partie non réduite & O d'un anneau & opérateurs A ;
pour que la structure induite sur B par la structure de A scit une

structure de corps & opérateurs, il faut d'abord que B soit un

souc-snnegu de A ; en outre, il faut que ce sous-anneau posséde un

élément unité e , et que tout élément x # O de B soit inversible dans B .
Inversement, si ces cdnditicns sont remplies, B est un corps ; en effet,
tout élément #0 de B est alors régulier dans B pour la multiplication,
donc 1'ensemble B* dé éléments #0 de B est stable pour la multiplica»
tion, et par suite est un groupe (%4, 0 '

51 A est un corps & opérateurs, les conditions pour que B soit un corps

8e simplifient de la fagon suivante =il fagt et il suffit que B soit un

sous-anneau de A , contenant les inverses de tous ses éléments % 0 .
Ces conditions sont en effet suffisantes d'aprés ce gui précéde ; elles
sont aussi nécessaires, car l'ensemble B* étant un sous-groupe du groupe
aultiplicatif de 4 , doit contenir 1'élément unité de A . '

Si un sous-zzneau B d'un corps & opérateurs R est un corps, ¢6a dit
gue c'est un gous-corps de K ; XK est souvent appelé un sur-corps ou

une extension du corps B .
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Toute intersection de sous-corps d'un corps & opérateurs K est
encore un sous-corps de K ; on peut donc définir ie SouS-cOTDS
engendré par une partie guelcongue A de K comme le plus petit
sous=-corps contenant 4 .

A

Proposition 1. Le centre d'un corps & opérateurs K est un sous-corps

de K .
On sait en effet (& 6,prop.1) que clest uu gous-anneau de X .
D'autre part, si x # O est permutable avec z , il en est de méme

de x (92, n° ), d'oft la proposition.
Cels montre plus généralenent que l'ensenmble B des &léments

de K perzmutables avec tous les éléments diuns partie quelcongue

A de K , est un sous-corps ds K .

5. Idéaux dans un corps. Proposition 2. Dons unm corps & cpérateurs K |, les

g

e
b

seuls idéaux & gauche {resp. & droite) sont (0) e

o # -

En effet, si x%@ appartient a un idésl & gauche (£ , X X=8 € L ,

5 T

=N

opbrateurs

1)

£

Proposition 3. 8i f est une représsntation d'un cor

L]

dens un anneau & opérateurs A , ou bien f£(X) est réduit &

== =

b
o

Lo g

ou bien £{K) est un corps, et £ mn isomorphisme de ¥ gur f£(XK)
En effet, w%{@) est un 1déal bilatére dans K , donc identique & K
ou a (0), et la proposition résulte du th.% du ¢6 .
La proposition 2 admet la récliprogue suivante :

4

Froposition 4. S8i, dans un snnesu & opérateurg A admetiant un élément

de (0) et de A , A est un corps.
En effet, soit x un élément quelcongue #0 de A ; comme A posséde

T 2

un élément unité e , 17idéal & gauche engendré par x est lfensemble Ax;
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comme il contient x # 0, il est identique & & , donc il existe x'¢ A
tel que x'x=¢ .. On a x'fO, done le méme raisonnement prouve gqu'il
existe x"¢ A el que x"x'=e ; per suite xx'=exx!=x"x'xx'=x"x'=g -
autre-ment dit, x' eat élément inverse deAx ; €e gui prouve la
proposition.

Corollaire. Soit A un anneay & oQérafeurs commutatif ayant un élément

unité. Pour gu'un enneau guotient A/ot de A s0it un corps, il faut

et il suffit gue ¢£ soit un idéal maximal de A
En effet,.a/ab possdde un élément unité, et la condition de
1'énoncé exprime gue les seuls idéaux de A/or  sont (0) et A/x

dtoprés le th.4 du 26 .

s 3 : : 2 : o : /7
On voit en particulier que, pour que l“aga;ag guotient gz/{p )

)
&
&
W
D

s0it un corps, il faut et il suffit que D scii premisr ; par
exemple, Z /(2) est un corps & deux élérments, et on vérifie

ucture est isomorphe & celle du corps & deux

o
fete
o,
5
o
)
ot

2
o
o
0
Le7]

élénents défini ci-dessus.

Corps des fractions d'un spnesu d'intéerité. Comme tout &l ément # O d'un

corps K est inversible, donc régulier pour la multi iplication, un

sous-anneau quelcongue de X est un anneau sans diviseur de O ; en
particulier, tout sous-annesu d'un corps commutatif est un anpnesy
d'intéprité. Nous allons montrer gu'inversement, tout anneau d'intégrité
&ire "plongé® dans un corpe commubatif '
Plus généralement ;

opérateurs commutatif, £ le symétriss

o
‘C;

-y 2 A a3 o - e
P&GQGSTleR 9. S0it A vn anneaun

i = o = & B Y
de A& pour la multiplication {gézg Eh 1)

1) On peut définir sur & une struciure d'anmneau & opérateurs et une

seule induisant sur A la structure d'annssu & oiLérateurs donnée.
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2) Soit £ une représentation de A dans un eppesu & opérateurs A'
telle gue 1'image par £ de tout Slément non diviseur de O dans & soit
inversible dans A' ; on peut prolonger £ d'une maniére et d'ume seuls

en une représentation 3 de A dans A' ,
4) Considérons comme d'ordinaire A comme'ploggé dans A ; tout &lément

régulier de A est alors inversible dans & , et tout élément de X est

de la forme =, o8 xecA , yeA ot y est réguliez'. Cherchons & 4éfinir

- ¥
la somme de deux éléments z =2 , g' = &
J J

tion ainsi définie induise sur A ls loi additive donnée, st que la

de & , de facon que 1'addi-

multiplication dans X soit distributive par rapport & cette addition ;

X 2 § ° ° & 2 s
comme on a 2z = éiT , ' = é}% ; ¢es conditions entrainent nécessai-
i - % 3 ‘ 2 z

- -
rement que 3z + 2z' = «£~%§TZ .
Inversement, montrons d'abord que 1'6lément de & ainsi dé

!.D~
“"1;

ni

]
(313

s
@

dépend que de z et 2', et non de leur représentation scus foras
fractions ; eneffet, s8i z2=— ,0ona Xx,y-= Xy, , danc
y X :{? Kg 8
128 xy! ozl
¥4¥" oy
On vérifie sussitdt que 1faddition aimsi déf;n&e dans A est associative
X

et commutative, que ftout élément 2z = ; admet vp symétrigue z’z'{zg :

A

. . 4
(z5' + x'y )y = ixy’+z?y)y1 ; Glod

et enfin que la multiplication est distributive par rapport & cette

eddition, donc gue ces deux lois définissent sur % une structure dfanneau

commutatif prolongeant celle de A .
Bests & pr@l&ngef & A les lois externes de lianneau A ; e Tacon que
les identités (1) du § 6 restent vérifiées ; ici encore, cela n'est

e d'une seule ﬁanlére car si ¢ est un operateur de 4 , et

3

pessible qu

Z x'§ ; on doit avoir gz = i§§l en vertu de la conditédon pré@é@eaﬁe,
féilément az elnsi défini ne dépend bien que de a et 3 , ot non de la

. X :
ie z sous Torme de fraclion, car si T- ,on¢e
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on a al(x,y) = a(xy1) , done (ax, )y = (ax)y1 ; on vérifie immédiatement
gue la loi externe ainsi définie est bien distributive par rapport &
17addition dans K et satisfait aux identités (1) du $6 ; la premidre
partie de la bropoeition est afnsi complétement démontrée.

2) Si on considére sur A la structure définie parila seule multipli-
cation, on sait (93, th. ) que £ se prolonge dfune sami%'ﬁa&i%re en
une représentation f de Z.(mua; de 1a maltiplication seule) dans A!

o 3 25 = ? ST 9% 3 : . T S SEAE % : 4‘_ {3
en posant f{y) = f(x)(£{y)) . En vertu des hypoihdses sur £ , et de

o]

0

la définition de la structure d’anneau & opérateurs de

Mo
&
o
(438
&3
1Y)
(%2
@
o

immédiatement que T est une représentation de cet anneau 2
dans A' .

Définition 2. On appeile anneau des frections (ou snmesu des quotionts)

ya

d'un anpeau & opérateurs commutsatif & , l'annesu 4 opérateurs commutatif

obtenu en munissant le symétrisé & de & (pour la multiplication) de la

structure définie dans la proposition 5 .

@

Proposition 6. L'annesu des fractions A d'un aspnesu 4°intieriis A est

%

es quotients)

p=sem-e

vn corps commutatif, appelé corps des fractions {ou corps
En effet, tout élément #0 de A est régulier dans & , donc jnversible

dans A ; tout élément #0 de A , étant de la forme , ol x et ¥

D e g

B

appartiemnent & A et sont #0 , est donc inversible dans & , d'ot la
proposition. ﬁ

Proposition 7. 8i un anneasu d'intégrité A est contenu dans un corps K ,

l'enseuble des éléments xy”% de K , obh x parcourt A , et y l'en-

semble des éléments #0 de A , est un sous-corpg de ¥ , isomorphe

au_corps des fractions de & .
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C'est une conséquence immédiata de lg seconde partie de lé prop.bH, {
appliquée & 1’applicatién identigue de A sur lui-méme ; la repré-
sentation de & dans K , obtenue par prolongement, est nécessairement
un isomorphisme‘ d'aprés la prop.3

5. Le corps des nombres ratz.onnels. Définition 3. On appelle corps des '

2 =

pombres rationnels, et on désigne par Q » 28 _corps des fraciions

de l'anneau Z des entiers ratiocnmels

appelés nombres rationnels.

e

On @ défini sur Z une relation d'ordre xgy ($2, n } on

satisfait aux trocis conditions suivantes :

a) X< y entraine xty £ y+z quel que scit z ;

N

b) x20 et 3y 0 entralnent zy 3 0 ;
¢) la structure d'ordre définie par x < y est une siructurs

d'ensemble totalement ordomné.

Sontrons qu'on peut d.eflm,r sur Q une relstion 4'ordre et uns
vseala, qui satisfasse encore é cos ?ro.&,s eom:iz,z:,.cag st induise sur
Z la relation précédente (cf. chap. VI). |

Bn effet, remarquons d'sbord que, si b est ur eniisr >G , les
conditions @récédentés antraineh_t ?/n“y@ ; sinon on aurait 4/n < 0
(puisque '9) doit Stre tota},; ent ordonné), donme »’“ész >0 , et
n.{a‘ii/’n)s -1 > 0 , ce qui est absurde. Ozz en conclut que, si p et g
sont deux entiers >0 , le nombre rationnel 'p/g est >0 ; comme
tout nombre rationnel est de l'une des formes gj;"q , =P/a (petag
‘entiers >0), on voit que 1'ensemble Qi des nombres raticmmels >0
est identique & l'ensemble des nombres de la Forme p/1
pax eeuz@n’@ J,?ensenbla des entiers >0 . Comme, d’aprés la condition a}z‘

la relstion xg y doit &tre équivalente & y-x » 0 ,
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on voit gue s'il existe une relation d'ordre sur (J satisfaisant aux
conditions imposées, c’est‘nécessairement la relation y-x € {2:}
Inversenent, on vérifie immédiatement que cetie relation est bien
une relation d'ordre sur §2 satisfaisent aux conditions a),b) et ¢),
et induisant sur Z la relation définie antérieursnent.

Quand nous parlerons de {2 comme d'un ensemble ordonné, il sera
tonjours entendu, sa auf mention expresse du contraire, qu'il s'agit de
la relagtion d'cordre que nous venons de définmir.

Les nombres rationmels 9 (resp. <0, >0, <0) sont dits

pogitifs (resp. négatifs, sirictement positifs, strictement négatifs).
< : =
On remarguera que l'snsemble. Qi% des nombres ratiopnels >0 est

A
-+
< 7%

un sous-groupe du groupe multiplicatif {J° des pombres rationnels
# O ; tout nombre raticamel # 0 se mettant d'une manidre el d'une
seule sous l'une des formes (+1)x , (-1)x , avec x >0 , on voif

e : % . e
que le groupe multiplicatif §24 est le produit direct du sous-groupe

et du sous-groupe %:%?, ,@% .
Exercices. 4) 4Quelles sént les structures de corps parmi lés
structurss d'enneau déterminees dans 1'exerc.1 du 96 .
2} Une annesu Pini sans d;visaurs de O est un COrpe.
23 ﬁqiﬁ A un asnneau & opérateurs dans lequel les seuls 1déaux
4 gauche son t (D) et A . Montrer gue : ou bien A.A=(0), et le
groupe additif & opérateurs 4 astlsim le, ou bisn A est un gorps.

En écartant lsa pzemlére de ces alternatives, on monirera

successivement que : a) il existe acA tel que A.a # (0) ;

b} il existe e€ A tel qus 88 = a et e°=s ; ¢) e est slément
unité de A {conmsidérer l'ensemble des éiémerts z-ze et 1l'ensemble
des éléments x-ex , o4 x parcourt 4 ).
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4) Montrer que, dans le corps Q des nombres raticnnels, il n'existe
aucun sous-corps distinct de Q. "

~5) Soit K un corps commutatif de caractéristique #£2 ; soit_.é un sous-

groupe du groupe sdditif de K , tel que, si H désigne l'ensemble formé
de O et des inverses des éléments #0 de G , E soit aussi un sous-groupe

du groupe additif de K . Hontrer qu'il existe un élément ac K et un
sous-corps K' de K tels que G = a.X! (étabhr d'abord que, sl x et §
sont deux éléments de G tels que y#0 , x /yc;i} en déduire gue, si

x,¥,2 sont trois éléments de G tels que 2#0 , xy/z EG ). :

6) Soit A un anneau commutatif ayant un élément unité, £ 1'anneau des
fractions de A . Si 8§ est une partie de A , stable pour la mm.?,.é,pwc%
tion, et me conitenant aucun diviseur de O , on désigne par ﬁS le 8.
i

sous-anneau de A forné des éléments ;{/s , ot x parcourt & et 5 parcourtd)

a) S8i UL est un idéal de A , 1l'idéal de é,g engendré par o est iden-

tigue & l'ensemble of .A_, des éléments x/s , ob x parcourt ¢ et s

2
parecourt § . B5i & et —{ sont deux idéaux de A , on a
(a+6)1.a, = an  + 6. A, et (enb).a - (o A)ﬁ{@ 5

b) Slvfrestunidealde Ay , on & (‘Efﬂ& - @«

¢) 81 & est un idéal de A , on a o  (or .A, ‘r'm ; 1'idéal
(ax ,As)ﬂ A es5t 1l'ensemble des élements x€hA tels gqutil @z_:iste
s€5 tel que sxewr .

d) Soit (L un idéal de A , o l’applicatién canonique de A sur 1l'anneau
quotient A /% : pour que les éléments de ol8) soient réguliers pour
1z multiplication daps A/az il faut 9t\}ufﬁ"& gue (c% & YN A = x
1'anneau ouom@nt A /( (/é A ) est alors isomeryhe 8 (ﬁ; J@ ) o

e} Pour que Te comglemeﬂtalm S d'un :z,déal p de A soit stable
pour la multiplication, il faul et il suffit{ gue "fl; ‘80it premier
(% 6,exerc.19) ; l'ameau quotient Lgf(,‘g . Q& - est alors un corps,
isomorphe su corps des ;ractwns de l'anneau duntégm,ta A{ X:}
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