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. g 5, saaructares mifmrmeﬁ sur les %paees f‘metiomela.

| mant dezmé an eweabﬁ.e @ aﬁagxsncatigna a'un emse}.e ﬁ aans %m -
k "msem‘ale ¥ (@artia de f"%), une yamie B de 05 et us xéE mm utili-
~ serons dsus ce enapitm 1a notstion H_ pour désiguer la p&rtw ﬁ,a F .
f‘amé@ a@s élemnts u(x), o u g«areour‘c 8 &e’m%na, ai @ es% uae
": @e de filire sur L , 1es azzseﬁz’ﬁiea i i‘oz*fﬁent lorsgae H pamam QJ

une base de i‘ilﬁre sur ¥ 3 Que nous ¢ esxgnarens ;:ar @

4 wﬁvargezwe 3311361‘1.16‘7 szzr ug_snsenble. Soient B un aaﬂme f.;opela* ifgue , Fun
espaw unif OrEe ;. geus aéssignemns dans ¢e qui suit par J {5, F)
. l'g@gﬁ;‘bie& (iaemz.qw % :’E) de toutes les applications de B &ane E‘ 5
wit ii une yartm gqueleongue @e £, et ¥ um antearwe queicanqa@s ae }.a
: strwwm uniforue de ¥ ; nous désignerons par W(V A) l'eme;abw aes
| w@.&as m,v) a'aaplicatwns de & dans F tels que lfcm ai% ‘
(n(x} v(z))é? gu.el gue solt xea . Lersque v mxe@m }.e filtm éaa .
%tear £88 Qﬁ's‘ F, les F%Eﬁmﬁlea wiv a) fear:wn‘c un sy&teﬁxe f‘on&am@ntm
a'a‘.@wwmé% z.z‘:me s‘trmmuw uniforme sur \9?—/ (&, ¥) ; on offet, ila &a‘hm-
font éVi&&Mﬁ:ﬂt & 1'axio*ne wi), et 81 ¥ WV, on & ﬁ(?,ﬁ} c w{V’,&},;
deme les «(v &) fgmem tma base de fi.ltre i oa & m = W( %,A) ‘i |
done (’G’!w} est vériﬁé enfin las mlmiam ’*{a(x) ,v(x))é V qaal qzae
. 80it x A" et ’*(v(x),w(x))é v qmal gn@ %it xéa‘ ﬁmmﬁwxﬁ
”’(a(x},w(x})é% @ml que selt xc,a ", mtmezxt dit, on 2 '
: ‘,"WCW(V,A) . cxe ciui a@m@mm (m ) ' .
. ' '_e sur l?emmble

. ‘ar ‘.La ramule des @ﬁ%‘@la"' |

iﬁ(# ,a.) ; _é ai parcourt 16:} filtm a*wmumfes de Ef,v et 1& a‘tm@ﬂfm-( -
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_ nsesbie A . 51 up filire CP ga; ’
*enggmb;g % (B,F ) converpe vers up élément w_, pour is topologie
 déduite de ceite structure mif‘am@, on dit gue cP wnvsrge mifew

¢

' _m@:ﬁt yers u, dass 4 .

ZES Bz ; : ; Les notations rastmt
les néames, soit @ un emamb;m non vide de mrtias de B ; pour tout
enaazzm}.a i € G s 4ésignons par 7( 2 ia stmetaxa mxf@ma
{sur —J(aﬁ 7)) de la QQﬂgﬁ:@QﬁG@ uniforze gur A . , .

ﬁéfmitign 2.
ensamxal’gg de (& la borne sugssrienm ?Z des structures uniformes

Un_appelle struetm—a de la convergence uniforme sur les

‘%a ; dorsgus A gg_z;gw & ; e not \/7@/ (&,P) 1! egpaée uniforme

btggu en. mumsaggg_t 1'ensembl e gJ (E,F) de l1a structure tmii‘ome ‘%(5 .

B’ amrws ia aéfimtmn ue ia :mme suwrieam d'un ensemnble a.a giructu~
res mifomas {ehep.il, '2) s oo sure um systéme fondsnental a’em;earagss
de la structure @[@, en considérant, pour chague entoursge V “zm
-33*51:;5;3}9 fondamental a*mtourages de P , et pour chague culte f}.ﬁie '

(& )1 % at ewemmes ae (5; s ﬂentenrage ! ’@(V &, }.‘-ﬁ'(v, {u i)

il en :cesm.te que, ypour qa'm& riitre @ _..,uz’ L'espace o (E,F) soit
: e

eagmrg&nt vers u ; il faut et i1 suffit qu’il converso Mormémant

yers v sur tout egsw’sne A C © H aatmm@nt dic ’ il faut 19.%;’ i1 suffit |
que pour tmi’e entourage V de F et tout Qmmhiﬁe' e  ', % 1 _eﬁgm un
ensenbles H c @ 4%!1 que, gae’lez quﬂ solent 'méﬁ et :xé;éi ; on aﬁ.t

(n (x},u{x))cv Zn effet, ai }516 @ est tel LLue pour ‘ﬁeﬁi ot x¢ Ai
on ait (u {x),mx)) V + 8t 8l on m% = Qaie @, on surs pour
ueH et £c U By 5 (%(x),u(x))C‘f .' . :
 Bia-—> a@em une spplication, dans @ (E,?), d‘*zm ms?e;.amé G
i“utré pas.r un filtre @' et sl cetie as‘:&;zalieatien adnet une lmta Y
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mﬁvmt ie filtra @ 4 on 0it emcore gus, saith le m @ les
A% . (ou qgue la famlie
3t _unilo. paﬂi*
culiér, si (u,) est/mé auite de points de :L*espana % (B,?) ,qu.i mraz ‘

ge vers un peint v , om dit {pour abréger} gue les spplications Uy
convergent unifoméznent vers ¥ {ou que la guite (“n) est un;famémn
cggvgrgagw yers v) sur tout emafable de G ‘

rius pa%zmi&rm@nﬁ: amg%am ﬁefmie anns E‘ une lol de eempaﬁiticn 5
. eomta**ive et associative, notée sdditivement. Four toute suite (“n)
gt uplicatmns de E cizms r, dasig;nons par v, l'mplieaﬁan x —->Z‘,u {x);

/"'-
on éira que lisa seme de terme général w, est, unifcmément eoxwer*ente

 sur tout ensemble de (& , 81 la suite (v ) est uniformémeat eonvergente
sur toub enseuble ge G . Un definit de mma une famiile uzzifomément
somgble ('a. ) a¢'applications de B , dans F , en comsidérant les applica-
tions %X —> 72w gx} pour les parti% :.iniag eie itapseable ’
g’ imices ’ etafaﬁlmiw de ces myplicaﬁcna ﬁuuazg;h i’ezzsemble az’dﬂmé
ﬁl"ran‘i; fcmé per ces parties Timies (cf. eﬁ.ag 111, $4) , '
~ Remaroues. 1) La aéfiniticn des 633'599.1‘&&,@3 ae %(; saontre et en
‘e chanzs pas eett& structure wifem@ iorsauion mm.;ﬁaea @ tm‘a
dlabord par it ena%ble @ des réwaigns finigs ¢lensenbles fia G ,
_puig per llensembis G . ﬁ% parties d! emembws de 6 - »atraz&mﬁ |
¢it, on peut wu,;wm supposer que i exxsmhm 6 aati%fai% m
',"_giaux conditiocns 3 . -
: é'w:a eassmblene @ };gmi@m: & G
. (Fﬂ} e -‘»fiﬁi» g‘anwsmblgg ge (o eppartient & @
,, wr&qw i1 en e&t ainai 5 OB & zm ﬁgmeme f@ﬂéamw'tas. ot antmarag%

de da structure % c 5 en comiéérant les %semblw W(V &), @a A
parcourt © ot V un sys‘c@% Ffondemental ﬁ‘en‘cour%% rze ? .
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a) s0it (£ ), g wme i‘amz.i.le a'w defini&amt ia mmtum
uniforme ae F (chap.Vil,§ 1). Pour tout ¢ I et tout 4 € e .
poscns, pcmx wﬁt c:étapm (u,v) a”apylieatiam de B mg P s
&, &(u,vz)w saé; £ (m{x),v(x)) : il est immédiat que &, i e&‘b un
éear*‘s sur F (B,F) ot que la femille des écar‘ss & LA (o& z
- yarcomt, i et 4 @amaurt (G ) eéfinit la s‘ﬁmci;uw mfame Z[@

E__zg_eg@m. 1 : Convergence amgle 8i on prené pour (5 1'ensemble da-
ce8 les parties finies de E , +a strueturs uniforme wrreapaﬂdaata

' %G sur J (E,F) est dite structure xmiferme de la convergeunce 'sifm ie

l et notée U 5 ; 1l'ensexble f‘ﬂE F) muni de cette structure, se note
eé:;mz*e ?/7; (E,E‘)' ; 1l est imméciat que cet espace uniforme n'est autre
 que l'ggggcé uniférzse grgduiﬁ P (ahapl.ll, $5). Lorsgulun filtre fj(? sur
%/ (E F) ccm*erge Vers u, , on dit, gutil comverge a;wgle&ent_ vers u, 3
cotie _conditwn ‘gssut slexprismer de la fagon suivante : pour fwut-zéﬁ g

la base de filtre @ . converge vers u o %) . 7 /
i1 : Lonverzence unifgme. 5i om prend peur @ l'enserfabm fome dn smzl ‘
- e‘nse;ﬁbls E (ou; ce gui revmnt au néze, l'anaemb_le p{] (&) de toutes les
parties de E) 1& structure uniforme 7( corraapom‘ianté g8t amaeléa
(si ‘aucune eoﬁf*usiem nlen peut reaulwr) W
____i_g_r_sg_zg et nolée '@( o itespace uniforme gbtenu en mmiaaant J7 (B,F)
vaa cette structure se note J7 (E,?) gi un filtre @ sur cet eapaea .
tcorwerga wm u, , on ﬁit gut il converge gifgmémeng vers u, -
81 ls structure wmiferzae ae est mé‘briggme, et 84 @ ea't; mw

g 7 2o
ggdiataz;ce sur 'E‘ camzsati’bla a’aaa @e‘tta stmemm, Z( n €8t une structu
 uniforme métrissble, aéfimie par 1s distance -

9 (“ﬂ‘) =xng fi(u(x),'vr(x)) (efv E 4)
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111 Ganvergggee ompacte. i i on brend pour G; i'ensenble des parties '
"cgmgggteg de B (au, ce gul revient au.m@me, l’eaaamble des yarﬁies rala»
’tivement campaetes}, 1& strueture ua;ferme 7%%; ¢arraspandanta ast /
appelée s ruct ure ds la eenvsrgenea coupacts et natée f@’ l'eapaaa
uni*brma abtanu en munissant vﬁ'(E T) de cette atructure se nots

J@ (E ¥ ; ei un filtre q? sur eet espaca gonverge vers u, , on ait

u'*l CoRverse ani*armemen» ve%g g, snr tout e&semnle compact. Larsgue

B est un espaae compact, ia strueuura ds la &onvergeﬁee eempacte est
»1dentique 2 celle de ia converzeucs un;farme 5 Leraqua E est un espace
discret, elle est idantique & la strueture de ia convergence gincie.
iV. 51 B est un gspsce normé sur un eorpa valué K (Cha?..VII, 3.,
on & sussi parfois & censxderer sur \17(ﬁ F) la structure uvniforme
‘7(C§ eorrespondant au.gas oh on prend peur (5 l'enaemble de
toutes les boules ](xlf r do contre lfarléine {on, ce qui
revient au ﬁéﬂ&, L'ensemb&e de toautes lasg pariles barsses 6& B) ;

lorsg "'au filtre éi Bur 5%/£m,?) eaaverga pour ia.ﬁagelagie

déduite de catte struasura uniforae, om dit qu'il aam?%r;é »

foxaaman

z sur tgut euﬁﬁﬁblﬁ borné de B .

pg % tures nnifermeskﬁurv ¢ﬁ.ﬁ sF). Soisnt Q; Q; dsux :
aasamblas non vides de part;es de & . Il est claxr que si C§ c:- (§
| la ﬁtrueSare uniforme ’ZQ; asz moaus fine que %Z’ « Bn partieuliax,'

eammﬁ ceut anwemb¢e de partie& de & est contenu &aﬂg fﬁf(ﬁ)g”

' de 1& eauvergemca aﬁifar@a egt ia plus fiag aes atrueturas ‘ﬂ( 5ar
’fﬁ/(ﬁ,F) de maﬁa, ia Sﬁraﬁbdrﬁ de 1s c@ﬁvaraeﬁc@ aimple est la maggg
l*mgg ﬁss structures ?Z - &erreageﬁdaﬁt aux ensenbles de partiaa
1_%&1@ que tout point de k aygartiaan@ & an aegemblie ae e &u meiaa,
Bn géuéral, la structure de 1s 39&?@?@6&&3 umifarms est g&g&gﬁgﬁggﬁ

 pius five qae eexle &e is eaﬁvgrgenee campaeta, et cetie a@ruiére est
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3 1 que ia atmeture de la cwvargenee ﬁimple

: wient mamtenwt F1 et FQ deux espaces ut.i*femea eyant nbue sug ;Qart,

mis tals gue la strueture uz,z,fcxma c&a F 505;1; 2 gg gg que e@lle de

,&1 ; dlaprés la uéf’m;.tion des ammzmrges des structuma % s ia

stmm;um mzi:mrme de @/ (E 7,) 2 sera Llus us fine que celle ﬁﬁ

@ m,f‘} ?rc;gosztiga *i Pour gua l'aa‘gaca
j que l*es race F aoit aégaré :

' 9% {lamqae F ne se récuit ;}a.: & un yoizxt) gaﬁ, tgut peint de E 2 92

twrms & up ensemble ge G - au moins.

C/ ,y’ “ By
E7i 8 prem;zer iieu, si F nlest pas seyare e (&,F) ntest pas aéparé H
B C

en effet, F s alors aeu:x pamta ais”cmsts au moiaa a,b tels que (a,b)

‘eppartienne & tous les entourazes ¥V de F ; =i u (resp. v) est la fonc-

 tiom eonstgnte égale & a (resp. b) dans B , (u,v) appartiéndra & tous

les entourazes #(V,4) , Guels gus solent ¥ et &4 , et on a u#v .

e méme, s'il existe x ¢E n'appertensnt & aucun emseible de @

et si 2 et b sont ceux poinis distincts de F , désignene per u ila fmaa~

tion cons*tants egaie & a dans .’% M par v ia fopeticn égaj.e & a z)fm‘x wat
x;é'xa ; & b au point x ; on & ugv , mais (u,v) aygmmm; & ’zaua |
ies entourages %(V,A) » quels gue soit & € « | .

mantrcmz réciprw wm@nﬁ \iua ces ﬁeux csﬁﬁi‘biena néees&airea sozrt

. buffisantea gﬁur aiua f’g (E,F) sait séparé En effet, ai u at 'r

scmt aeux a*gpiie&tmna m;a’\‘;inc*aes a@ 5 dm F , il axis% xeﬁ t.el gue

| u(x)#v{x) ; des hypotneaes entrmmnt agu’:.l existe un enmmbla ﬁ € @

: centemt x, et un entem%;e V de 3? ts.x. que (u(x),v(x))%\f oa ma

cionc {(n,v) géﬁ(v,u) , e gui mcmtre qne /’7@ (E,F) est aéparé.
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P ition 2. 81 vegpaee J@ (s, F) ést_séperé
' ..ﬁag.z { sur cet espace soit convergent, il
cegvgrge aimp;emn / '

Lg, aond;ition est aéceasa:.ra : car si @ ast un filtre camergent daz:as

1'espace G (B,F), 11 est mwsi convergent dams 1'espace T {E,F}
dont la tozm}.egi,e est mainﬂ fine que celle as o C (E,F).

ke, ean&ition est suffisante. supposcns sn effet gue CP eam’erge
éimplament vers la fonction u, ; conme CP est un filtre de Cauchy, zzaar
tout mcmge ferné V¥ de F ot tmitvenisemble £ €(G , il existe un
ensemble H € (ﬁ tel que pour tout eeuplé {u,v) de points de H , on 8it
(u,#)éﬁ(v,a). Seoit x un peint guelcongue Ge 4 ; on & (u(x),v(xj)e? 3
gomme %(x) est limite de u(x) suivant le filire é s €6 gue V est fermé,
on a donc aussi (ua(x) ,V{x))E V pour tout vcH ; mais cette relatign
ayent lieu pour tout x<4 , om e (u,,v)c W(V,A) pour tout v<H ,
ce gui démontre gue u, est limite de {P dans 1'espaes / @/ (B,F).

¢n em aéduit l' impertants censéquanee suivente :

.regesuien 5. oi i'espace 7 (E ¥) est séparé, pour cu*il aai*’e A
gomplet, il faut et il suffis que F soit complet.

#n effet, a tout yEF , faisons corrsspondre i'appiication cenﬁtwb&’ ‘
o, de E dans ? , égale & 7 en tmz.t point de B . 11 est claié qm‘ l". éppli-
cation ¥ —> 4, est un isomorphisme de U@apm& uniforme P sur an sew*
espace F! de e @' (B,F) ; en out:re, F' est un seuq-eagace i’armé ﬂe ,

J’ (B,F), car si x,x' sont deux paintﬁ diatiacm de B , A un mmble
de @’ contenant x ot x' , v un pomt de @, (B, F) a@hém&at 3 ?'
pm;.r wu‘ts entourage gymétz*ique V da F s il existe mx yc? ‘tel qua
Wi%h?) et et (v(x'),p)eV , diot (v(x),v{x‘))e’f ; comme v.,gm
arbitraire et F séparé, on en conclut v(x)=v(x!) , done v est cdnatéma
 Gans B , sutvement ¢it veF! . 51 maintenant @ (2,F) est wmglot, -




il en st de mfme de F' {wmp 11,83, pmp.‘ ). done ¥ est eempiet,
Réciproguement, supposons F ccmplet et soit CP wn £iitrs de Caveby

‘sur 7 @ (E,F) ' alaprés la prap.a, i1 suffit g montrey que q_b tzenvargn

aimplei&ent; autrement ait, 11 rau-t prOoVYSY qua pour tout xckE ls ‘ba&e

de -fiitre @ x est convergente dans F . Cw'r,: @ x est vaﬁe base 48

filire de Cauchy sur 7 3 em effet, soit V un entourage quelcomgue e F ,

et & un enseuble de @ ~ contenant x ; par aypothése, il existe,m_snawj

nle He g@ . petit dlorare ﬁ(V,&)' ; on en conclut gue Hy est petit

dlorare ¥ ; @ene gue @ est une base de Tiltre ¢e Cauchy dens .

dloh la proposition omscme F ezt comylat. -

5 sgpsec i) de fonctions cantmuag nous a.esigmrone war cg(s ?) le scms-

ensenbie de (3 F) formé des a“plicaticns cgntinaes do E dans F ,

;paz% € (iﬁ’ F) le sous-sepace uniforme de J (B, F) obtenu en mauia?
sant “@ (E,P) de la structure uvniforme inaume par %@ i en parti-
~ culier, . ‘65(5,3?), ¢ (ﬁ, P}, i (E ?) aésigneront 1'ensemble (g(g. )

muni de la structure uniforme,mﬁuita z;ar %3‘ ; il u o %o 'res«:pee—

tivement.

 dhéoréms 1. i F est zépars st camwt st si tout p t g8 B ssl

mtériaar & up enaamale de 6 au meinf:, 1'egrace (6@(15 f‘) ast
eépsré et complet.

 D'aprés les pmp i et 3 , 1'espace /’G (E,F) est alors c&mplﬂ ty et

- 41 guffit done ae memrar qua (6@ (B,F) ect un a@m-e&yace femé ds

G(E Py (ei:ap.zi % 3 ,fzmp 6). Soit dome v, {me ayplieatim de B

ders ¥ , sdhérente & ‘6 {B,F) ; mentmm que u eet continue ﬁam 5.

mit x, un point malwmue de & , et A un ensemmﬁ &e @ emqnal >

solt mtéz'imr ; pour tout entourage smétrigm ¥ de ¥ , 11 exicio une

~application continve u de B dans F telle qu@ {u ,u)e@:(v,g} ‘dlaiiva
. part 13. existe un miainag@ U de x@ ;. cwtena ﬂ > & %3, q%,,.i_.,._. o
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pour tout x €U , om ait (u(x,),u(x))eV . Comme on a (u (x,),u(x,))eV

: : _ : , ’ - 3
et pour tout x el , {ub(x),u(x))eiv , om en comclut (uo(xb),uo(x))éiv

.

. est continue au point x_

Un notera que, si Fn test pas complet, cetie demonstratlon prouve

pour tout xeU , ce qui prouve que u
? 2

gue _‘5@ (E,F} est encore un sous—espace fermé de @J (B,F) ; en

catre, ﬁi;\(ﬁ,?)‘#'g§t pas complet, car il contient le sous-espace

‘F' des applications constentes de B dans F , qui est isomorphe & F
7

(prop 3), donc non couplet, mais fermé dens </Z; (E,F), donc

a fortiori dane %iz;(E P}

T

Corollaire 1. Bi ¥ est géparé et complet, vl'esgﬁce ‘%fu(E,F) est
cemglet. '

on sxprime éncorg cette propriété en disant gutun filtre sur lfensemble
deé applications continues de Z dans F , qui converge umiformément dans
E 4 & pour limite une applvcatlon continue de E dans F .,

bn “arbLCuileI, i F est nuni d'une lol de compoc1tlon addltlve (eommur
tative et associative) tells qﬁe (y,z)——>;+z g0it continue daus FxPF ,

et si,(un) est une suite d'applications continues de E dang F , tells que

la série de terme général w, soll uziformérent convergente dans & ,
“&4,bomme de cette S&le est ccntlnae gang B .

‘jBemargue 81 B est um espace unifome, le sous-espace ae C (E ?)

formé des applications uniformément conl 1ﬁuaa de E dans F , st
',ggggé dans %?Q(E,F). En effet, soit u une gpplication de E dans

F telle gue, pour tout entouraze symétrigue V de F, il existe une

| gpplicaticﬁ uniformémen£_continue‘de E dans F telle Qne .
/(u(x),v(x))éiv'ﬁour tout x€E Q'Ccmme v est uniforménent’continue,
11 existe ua entourage U de tel gue La relatlon (a,y)clv
*Ventraine (v(x),v(y))c:? ; la relatlcn (x,y)eaU entrafne par suite

(n(x),u(y))eﬁv , ©e aui prouve que u est unifcrmament eontlnae.



-‘H‘;-

.wralla re 2. 5i ﬁ‘ esst 8@2&1’?& et camgiet, st gi B e8t
i'%" ‘@ (fa F‘i est conplet. |
Z rar contre, sm généml l'@&?«ydﬂ@ fgw,}?} nfest pas complel, autrmn

208

dit um f,u.s.t:ee sur l*emembie aeg az:;;licatiana continues é.e E dens ¥,
gui Qanvargs gimp lamsnz cms & pem;' aveir pour limite une application »
xmmognuﬁ de £ dans ¥  (of. exerc. 53 ‘ : '
ha"c,ozfa?ergezma :,ium filtre sur 3_"@.?13&3@ (66(3 ,.}?‘)‘.' pevt parfois _‘

s16tublir & 1'side de 1= proposition suivante :

Propocition 4. oi un filire é suzr ‘é {E,?) gonverge uvnlformément

dans un epsemble A , il convergs uniforméument daus A .

 Bu effst, pour tout entoursge fermé V de F , il existe un ensemble

B e @ tel que, pour tout coupde (u,v) d'applicetions sppartensnt & H , '
on ait (u(z), v(x))év pour tout T EA ; daue cette relstion, faisons
i:endrez x vers un point x, mche;,reﬂt & A ; canme u ot v .soﬁ’c cantinues
ders B , et ¥V J*e,mé on a encore & la,liﬁ;it@, u. (% },V(x ))CV , Ce cui
D ’s::m gue @ ccmvarze uniformé: nenﬁ dans & .

6. LeGI&V&.I“ eacze umfo:me locale, Hous rous buz;:;f , Gazns ce qui sult, zu cas

o& llespsce muw“z‘e ¥ est Bépax e: gt comzd -3“1; Boit (7;%)%6‘.i une familli
gfaz gliaaa,iozzs godlinues de I i dans ¥ ’ @l @ un i’xltre sur 1te uaemble
ulindices G . gi . dans g, ls f’:‘.%ﬁill’ﬁ w } coz_:«.vmtgs simplenment 'yfezfs; une
fﬁéfztim Uy Sni'vazzt ;L-é,—;fi'ltre : @ 3 boug avons vu ¢i-dessus gue % -
nt %t pasp nécesa&iremm ééﬁ.ﬁn&& ﬁam-é B . uw eonmtmn suff‘mmzte p@ur

qw ue 801t eamzﬁu@ en un ;fm.nt 3. B, est aw, aaivant le f:a.l'&re @7 |
iss u, eanvarg,en uﬁifamemant smrs u, Gaus un vcmﬁnagia de x, (th.1) i
maﬁ.e uous allong vaix‘ gu on peut acm@r une a&’cre condition aufi‘isame

amims re'str ctive cue la ﬁréc‘.m%w.

‘ 2 : ¢ o 7 <
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En effet, solit ﬁ le filtre des wia'izaagea a8 X, aans & ; la eonti~
zmité de n au point %, équivaut & la relamon .z.:lmH uo(x)w (x 13
cu encors & .Limﬂ (1im @na(x) J=lim S (x, ) , &t enfm en tenaxzt eamptev
de la continuité de u, au point Z, s & : . '
iy imﬁum@a&(x)} = lis o (1mu, (x))

Yr, oo sail qus l& premier membre existe el ast éga.i. 8u seconu loraqne
itapplication (a,x) —>u {x) & une limite suivant 1e rutrs pxedai*c '
' @ X “ﬂ (ehap.I, 38,prop.5). Wous allons zzouvou trausformer ceite

| eomlitim en wnan*c compie du fait gue ¥ eet un @&pace unifora

?ra tion 9. mit (5* < (L le riltre urodulu, sur un ensembla By » By,
ahm filtrs (5‘1 sur Ey ;gar ug futre CJT 5 BUL By . soit f uge agglica-

i M 51- *x B 3 dang un espsce uniforme sega:ce 8t ccmpiet rF ., telle gue
DOUr toul X, €k, , .Liacg f(x1 1%y ):g,(x ) existe. Dans ces eoaaiticns 5
pour gue ¥ ait une limite guz.vant ie filtre (5‘ ® ch , 31 _faut ot il

suffit g__gL pour %cat entours ve pyaétrigue V de F , i1 existe un ensem-
bie By € gﬁ_ ©L un engenble 4, € & tels jque, guels gue &a;‘.‘ant

x?..wﬁ,‘ ,'xaetxé w,&a,onait :
(8) ' (£(3y 5 %p) 5 £(x,x75)) €V

eezz&:.tiezz ent necaasmre, car i £ a une lim;w suivant

éxg“

paar tout eutourage ¥ de F il exime Ay € é‘ et &, = 59  tels
que (f(x.,,xg),f‘(x' ,xﬂ})é v c;usla que soleat x,,x! daus 51 . ;sg,xé
, .uana By . _

ha esmd:;ticza o8t esuff’iawta. 3@1‘@ en @ﬁet &, un point qumwmim de
&@, par hypemaaa, lim(gk f(x,, ,a ] existe, donc il existe un emse.nbla |
""’1 < @ canwzm daus A, et tel qua s bour x, et x5 dans B,, ; OB ai%;
Lf(m,%) f’(x,g,a,,))év . Mais é*awéaa (2), quels que soient x Q,A'

 dans '“2 , 0n & (f(x.,,ag),f(z@,xg))ev ot (f(zﬁ,ag),f(xq,zd)}cv




. ‘1&4:. «-'

” on en eenolut (£(x ,xa),f(x' s XL })c ’V - pour "1 ,x dans B 3 xa,xa dwa Aa

d'ea 1a pmpaaitmn. o .
un observera gue ls ccméitien de l‘éﬁmeé de la prop.5 n'implique
nullement gue , gulvant le filtre 3: 2 »:, les_apleicatiens/;artiellas

Z_ :11 — £(x, ,xz) soient uniforaénent convergentes (ni méne simpiénent
convergentes) sur un gualeonque des ensenbles de CJ{ 4 3 meis réci’-
‘proq;ueme‘nt ’ g'il existe un emnsenble 516 gﬁ; ﬁel aue ces ap;ﬁlica’tiqns

~ convergent %z;hifamément sur A, (suivant {5 p) vers une agplication B
de &; dens F , la condition de 1'émoncé est remplie et £ a une limite
suivant %{; % (52} . . .
Revenons & la famille de fonciions continues (“o.) ; nous poseroas la

définition suivacte : , '
ngig._tign 5, Up dit gu'un filtre @ gur ﬁE'F)%éalem&nb tmiformémeﬁt
converzent au gomt xoé;E si_pour toul entourage V de¢ F , il exisie un
gngenble H 6@ et un voiginage U de x, ltels ue, guels que goien 5
' uéﬁ , V<R et x‘éi} on git (u(x),v(x)) Y 4

Er particulier, on aura (u(x ) ,v(x }) eV , ot comme F est suypesé

eemples,, cela entrafne la convergexxee du filtre d} - (mais pour tout
\ uu‘t;x-e point x , d} < nlest pas néeassairament convergaﬁt)

b:, ¢ est un ensemble Piltré pe,,.r un filtre @ , on dirs de mﬁme qn*une
| apglmamon @« —>u, de G dans (m,!‘) est localement uniformément ;

cgnvmg gg wu gue les v, sont acalement uniforménent ecnvergea%s}
. au yoma X, (suivam le fil*zre @ ) 8i 1'image de @ par ee‘ct@ @pli- ’
A calion est une base de filtre localement uniformément _eenvergmta an
point x, . ’ . . .
b& gmp 5 mamm gue, #i les uﬁ sont cegt ues au peiza'&; 5 2 et lef*al@»
ment mf‘amémnt mnvargenws en ce ;mim (auivaﬂt @ 1, Ua@giicmien
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(a,x) —u (x) & une u.mite sui*mnt le filtre produit @> ﬁ lious
ahtezmns cgene le erit:ere é.e caﬁtinaﬂé chsrehé

__gep,gﬁugg_, Beit (a ) une fanille d'agplicationg ge B dang un gsggeg
, Simplemen % E vers une fgne'cim

MW @ sur 1*@@6@‘&16 ges ing_icgg 8i en un point x E,
@nvgrgguteg (suivant @ ), .Lg fonetign U, az»st egn:g;_x; _au Eg; x .
< un conclut aussi de ce qui precede gue : : :
Propogition 7 : si @ est_un ensembla cge parties de B tel gue to t int

de B soit interieur & um enaemble de G 8 moips, et si F ag‘é .eé*ggi: 8 4
1t aﬁgligatign (u,X)—>a('x) 'a'e' ‘@ 6(3 F)Xﬁ dma P est continue. '

Bn effet, soit u, ume application continue de E dans F s Eg un point .
de B . Boit A un ensexble de @ auguel x, est intérieﬁr ; 81 @ déel gnu
le filtre des voisinages de u, dans g@ (ﬁ,f), @ CORVerze unifomémezxt
vers u, éans A ; 'a fortiori, il est localement uniformémeni convergent
au point x_, ei, d'aprés la prop.y, 1'application (u,x) —u(x) tend
vers B (x ) suivant le filtre graduit @ ﬁ { ﬁ filtre des veieinaﬁes
de x ), peisque ies fencti@ns R € ’é G (b F) sont continues s **soint Ry -

vaug ces deux preyasl‘ciena , nous za'a?ona pas eu besain ﬁe Bupposer

| cemplat lorsque ¥ n'est pas complet, il auffit en effet de J.e

. cansidérer comme un mus-esgaee de son eemplété F et ffj (E,F7)
 comme ume partie de g/(E,?) -~ - '

e na*tien de convergence usiforae locale est partxmliérmwt m‘aéx'es-
sante\lorsqu'm considére sur J7 (E,F) 1a ﬁtmctare de la cenzergaﬁcg

ompacte, et gue B est locelement com act. &n affat

f:m;g gmicm g, gg;:_ gn tun filtrg d? gur /ﬁ(h F) soi’s @ filtra @;a

B e e P A o




_ loeale&mzt ccmgact. | : ,
ke seeemie ;artio de ia mopemtian eat immédiate. Four éteblir la

premiére 5 considérons nn enaamble conpact a, dene B . Par hypethéas pour
tout anteurage V de F ot tout poimt xc 4 , il existe un enseuble Bed
et un voisinage U de x tels que, pour tout y€ U et pour u et v dans H .
on it (u(y),v(y))c¥ . Comme 4 est compaet, il existe un nombre fini
de points x, {1<i < n) tels que les voisinages 151 éemspéndants forment "
un reeeuvrement de A ; si B, désigne 1'ensenble de o correspondant &
xi_ P stsi OB pose K mﬁ 5 H appartient & C:L5 et on a
fu(g),vly))ev quels que ,soiant ychA etuet v dana H, , d'ok la
propositien. . ' . :
Gorollaire. Scient & un espace localement compact, E' un espace ‘ﬁogola-'
 gloue séparé, F ma eoi ace upiforme séperé ot complet, f une application

de E xE' dang F . }?em‘ tout yc€E' , on désigne par f tlappiication
partielle x — f(x,y) de & dsns F . Pour cue f soit ggg tinue dans

EXE , 11 faut et il suffit gue t soit eantmug gaur tout y et gue

i'application ¥ >;ﬁ.{y ds E' dang ‘6 (E,F) goit eanmnue dang B'.
En effet, dire égae T est continue au point (x ,3?9) signifie que

i‘applieatiw {x,y) —ﬁf(x,y) converge vers f£(x ,¥, ) sulvast le ﬁltre
B, prsduit au'tiltre JJ des voiainages de x, et du ﬁl‘ﬁm 'ﬁ

I
des mmizxaoes g8 yc i ﬁai.th ie filtre '):S s 1*3};@1&0&‘510& ¥y —~> fy

est donc logalement uniformément couvergente am point :1r.:€9 ; aame. ce.l\a

eat vrai pour wm: £, € E ,'1,.imaga de ﬁ par l'application y— fy

@&t un rilt Te de &au@hy pour ls siructurs @{e , Glaprés la ﬁmzz.

conne ‘6 Y B E‘) eat aampmt 3 c:enaﬁn_ sigr.iﬁi& gue ¥y >fy est continus

“u point yo, Lg réciprogue wvizemé&iam , @'aprés la prop.7 (ou le th.1)
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vn déduit de 1a pﬁa?aaiﬁicm 8 lé‘ao pzémant suivent & la prop. 7

zmzfgm %3 de la ¢ :t**i‘ compacte ‘et a mcin fine des t@l
spplication (ﬁ‘,x) —u(x) de ‘g,‘(ﬁ,?)x E dang 3‘ | est

m;inm .
En effet dens une topologie rendant (u,x) —>u(x) contizme, sa:lt @}

le filtre des voisinages d'une applicat.on u c (E,F) ; si ﬁ est

le filtre des voisinages d'un point X €5 , l'appxieatian (u,x) >u(x)
»convarge vers u_ (x ) suivant le filtre yrcduit @ = 3 5.1 en résult
(prop.5) que le filtre @ est localement uniformément aewergent au

| point X, ; ©% par suite en tout zmint de B . ﬂ' prea is prep. 8 ; @ et
' done un filtre de Gauchy pour la stmetm %c s ©T comme u, est |

: ddhérent & @ @ converge vers u, , autrement cit, est plus rin
que le fui;re des veisiﬁaéea dae LA dans ia topclog.e aéauite de %e ;,.

ce gul démontre la prepesz.tisn (eh&p.l , 22, prop.i).

%! : ﬁ‘m eonclut ds cetts pmpoa*ti&zx que, dorsque B est localement eazayae‘t 3
' s tepal%ia de ‘6 (n,F) ne dépend que de la tggglagig de ¥ *_ ella est
ig m@me pour dsux atruetures uniiomes aisﬁinetes sur ¥ , mels eempatible

avec une mézw tomlebw gur F .

Exercices. 1) ﬁai‘b E un eapcwe tapalegxque aé@aré ’ F un esz:aea

| uniforme ségare. soient @ 3 Gz, deux ense_mhigs de parties ce E

o | :satisfaiaamt aux eonditions (_?i) et (?‘I'_‘I) $ montrer que, si @ '

. o 'ém contenu Gang G et é.iatinet de G la mmeture wif@rm@

. %G est strictenent ma.’ma fine que U Gz mw liemembla ;
jr (za ,F). En particulier : ' '

&) 51 B n'est pﬁs eampae’s . 1a stmctum uniforme % est mz‘;.ete« '

'mazzt plaa fine zguﬁ ia atrum;ure ms.farme U -




| | o A%s
B) 8%41 existe dans B dee ensenbles compacts iufinis {*), 1a
sﬁmetum uniforme % est stmetament plus fine que la stmetre

'zmifeme %

2) soit G um Gl de parties de B , tel que, pour toute partie
non vide 4 de B et ‘tout x€k , i1 existe un ensenble B ¢ ( , conte
nu dans A et tel que xc B . ontrer que le seus-eapaee ‘6 C (E,P)
ost ferné dans J’é (a,?) (utiliser la prop.4, ot montrer gue toute
spplication de B dang F 5 continue relativement & 1'sdhérence de .
tout ensemble de (c , o8t éantimza dans B). En décuire que, si E
st un espace métrissble,’ 1'espaee € (ﬁ,F) est mplet lorsque P
est séparé ot compiet.,

3) Soit @ un ensemble de parties de B ; montrer gue, si G
¢st i'ensemble des adhérences des ensembles de (5 dans B , les
structures uniformes induites sur K(E F) par %G et %@' sentl'

icentiques (voir la prop.4).

' &) Soit £ un espace complétement rég:alier (ché.p ‘JII, 1),
61 - Gz deux ensembles ée parties de & satisfaisaut & (E") et

(¥ .L) et tels que .L'e.cmérenes de tout ensembls de 61 (resp. - G )
ai,partienne mssi & G (rssp. (; ) gonirer que, 8i 6 est

. :’cantenu dans G 2 et aistinet de G a0 ia struetare unifeme
mduite par %@J  sur l'emsemble cg(E K ) des fmwtima

- pumériqgues ceminu,ea dasns B est strictammt mains fine gue la

strucw.re uniferme induite sur ‘6 (E RJ par OZZ@

2
B) Bi B est un espace complétensnt régulier, zaantrer q,ue l'ememble
(é (B, R) est partout dense dans J‘ (&, K. '
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| @) &eient E et F ﬁeax espaces uniformes separés. A toute wplicatien
ecmtmue b o é;e B deps ¥ , on ia,xt eorrespemdre son enmsemblé revrésenta-~

‘d;if 33.(1’) dans B xF , qui est fermé {chap.I, §8,exerc.6). (n défmit

,az.z;sz. une application bmnivogao s:le ‘6(3),3‘) dans l'ensamble J‘(ax!’)
des partmg fsméaa de l’esyace uniforze produit B xF . &6i on fmnit
& (&% F) de la s.trncture uniforme définie dens 1texere.7 du chap.ll,
¢2, montrer que 1tapplication f —>A(f) de 1l'espace uniforme
"@ u(E,E‘) ﬁaé:aa Cj(m ¥) est uniformément continue. 81 en outre & est
c‘«mguét; itzpplication récioroque de 4 >A(f‘) est aussi mfaméwem:

‘ QGdulu'fl@ sorsquion prend pour E 1'intervalle ouvert ]0,’&[ G.e R
pour F la droite pumérigue R 5 mentrer cue Llappliestion !’6&1}93‘0@&8
_de £ -—>a(f) ntest pas uniformément continus.

7) Soit B un espace compact méirigable, 7 un wspaoe métrisable ayant
une base dénombrable. @Gnﬁrer que l'espace nétrisable gu(E,r’) adunet
une basge éénembrable (utiliser llexerc.12 du chap. Vii, 22 'pouf
tout couple d'entiers m,n, solt “‘m, i'ensenble des applicatw;_s V
continues (done uniforménment continues) de B danms ? 5 telles ‘gzz.e ia
'dmtance de £(x) et £(x') soit <1/n dés que la aistanea de x et xf
est _{ i/n ; montrer qu'il existe une partie aénambrahle Bﬁ’n‘t}e

A telle que. toute application de A soit & upe distence < 4/m

d’zme appiicaufan ayyar..sxzaﬁt 8 B .a )

&) Sait E un gspace lc:cals&mant s:cmpact métrisabla et dénem‘brahle a
1tinfini {chap. VII, 1,@::@3:’@ 10), F un espace faérisahla ayam une
f base dwwbrabw. dontrer qus llespace o (ﬁ,F) &st métrisa}sm et
gémet ume base &émnﬂbrable {pour voir que <€ (E F) est métrisable,

'w:t.lisar la camllwm ﬁ& th. 1 du chap.?ﬁ @2 ; pour veoir ma .

:k . a(ﬁ,!) mimet une b%ﬁ aémmbrable s m;aliuer it ﬁx_are. 7)
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9) Soit 5‘; X @;~ ie ;i"iltre‘ ;grar’;lui't, sur un ensemble B, xE, , d'un
filtre %, sur B, et ¢'un Piltre &, sur B, . soit £ une applice-

_tion de 8, X B, Gans un espace uniforme séparé et complet F . in

suppose gue :

a) quel e soit x1 é:% s lim £, xa)zg{x } skiste

e

‘ o
. 5y
 b) quel que soit xﬁ ) im %, f(x.!,x )“‘h(*‘ ) existe

-

o) quel gue soit l'enteurag,e Vde ¥, il existe x € B, a%,_a?eﬁ{i
. tels gue, guel que soit xz . ch, , on alt (i’(x,‘,xz),g(x,;))év .
woutrer que, dans ces conditions, g a une limite suivant le
‘_«fl.l.tre ‘ {)\1 . _ ' ' ‘ |
10) ivee J.as notaticne de J.'erc Y, On suppose qzm Les 30:. ditions |

. a) et b) de cel exercice sont satisfaites, st en autm que g a ’eme

'A ;Liiﬁiw & suivant ls filtre ,%1 . £our gque h alt pour limite
'vsui*;abt le filtre g‘«é s 11 faut et il suffit que la eon&iti.@n'
suivaute soit remplie : o
¢) guels gue scient i’eutouxa@a Vde F et 1'&33393;2&1@ A, € Co“(

il exisie x, éa 2% 6 9‘/ tels que, y@ur tout xgéaa ; on glt .
(2(xy,x, ),Lxx 1 ¥ | ' .
- 1) aeiam 3 un esjpaae compuct, B! un snse;.:sie fil"tré par zz,n I’iltre
. T ;s £ voe application de -'i’ii Xza’ dang un 8epace vniforne ¥ sé;saré at 5':
_ wmyiet; Ua suyy@sé que, i aur ycw ye B, 1'@9113&%3@3 : ' -
z—>2(x,y) est couiimue dans & , et gue pour tout x €B .
'. f.}iza/ f(x,y)zg(x) exieta. -#@cntrer cue la cendizisn gmwnm ast .

nécessaire et suff got paw @zza g aeit emtzma,a dans B

- rauelaa yue scient 1'@3%@%@ ¥ de ¥ et 1'&1@39@&1@ Acs ',73..}.
- existe une awliaatiﬁn %ﬁ vV de & dans 3. telle que, pam' tout xeﬁ

om ait (fix, 7/ ﬁ(x)),g(x)) €V , et guo 1'9&&@&"&9&9 9, v(m) s@it i‘iai.
‘]”_iiutuiwr l'@mm.w) -
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$2. remilles Souicontinues.

rosetions contimues. Soit B un espace topeloglque

séparé, ¥ un espace uniforne sépare, G un ensenbie de parties de & tel
gue tout peint de & aﬁ?&f%i&ﬂﬂﬁ & un cnsenble de Q;vam meiﬂS‘; cn sait
slors (§ i,prop.i) gue llsspace uaiforas %fG; {5,F) des applicaticus
continues de B daus ¥ esi Séyaré. Fropesons-auus 08 ﬁh*' her des co di~-

Drécony

tions gégggggéggg pour gu'un sous-espace i Ce %%E;\&,s) soit act

‘(eh&p.I&, $4) ; ces ammons sont 8 fort-ari nécessaires pour gue H
soit compsect. '

&0 ;réﬁiar iisu, si H esl EIL&O&“&Q& pour is structure uniforme induite
- par ZY , it et & Tortiori precompact pour la structure uniloime '
iaaaita par la structurs w iforme mpins fime %% autr@meﬁt dit, H est
un gous-espace préccuapact de s‘ae;ace uniforze preduid i , Gone sussl
de son bQ&?lébé ?ﬁ H comme ce dernier espace est complet, il‘revieat au
méﬁe ﬁa/aire gue H est relativement conpaet dans §; 5 éé gui eniraine gue
ls projection de B sur enacﬁﬁ ies f&ete&rs“§ de cet espece ést relative-

ment compacte (enap.l, $1U,cor. da th.2) ; cetie deruiers eondiiiocn

endin ﬁi@ﬁlfi@ 48, gemr tout x2¢c8 , ﬁx'e$€ U5 Sous-2space precompset
ﬁé 2.
 your donser wme seconde coundiliom nééeﬁaaire,vneus yaseraﬁa,ia

définition suivenie g

‘ gﬁflﬁétl@ﬂ i. u i i’a“seaﬁlg (5{(%,?),&%$>ﬁygé§r
ﬁgtggaﬁ ge B gane ¥ egt o 6&8&” : ‘g&,_"
g V éa E - xl @51&%9 un Vﬁlﬁiﬂgﬁ& v ae z tel gue,

iazzt yeU et uéﬁ 5 on sit th},ﬁ{ﬂ)éﬁ

ds ﬁ gl L’@nseﬁbia Ges zgwbrxatzens 45 des ¢onebiaﬁﬁ aﬁiﬂ [oTe
%inu,ea,toaz Qeint du gauawesgaee 8 .
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x.r. es‘e eclair que toule partie a‘xm eazzae*ﬁ@le ﬁ & immiﬁ& en up ﬁﬁiﬂt
xé& am un eusenble éauicm .ilu en Ce point. Un @ns:mbw B eqmcmﬁim
*‘@i mvsmsm AL BEQUO-GSPECE A ; l'ast m i relativerent & un am:zr»esgzsam
Boa, ai H eat aqmcemina mmtimmnt & un nombre Fini cm h;cms,u
espaces ﬁi de B , i1 1'est emare;‘aiaé;vﬁmmt & leur réwion,
'ﬁéxem@iﬁs. 1) Ycute eusesble fini de fometicns f (1513 n) ﬂorﬁlauas
. a® peint x, 'efﬁ , 88t éguicontinu en ©9 g.a@iiat ; 8n A‘fei, i ,mur chagque
indice 1 st pour up aztaaxaae ¥ quelcongue de F il existe us voigl

nage U, de % tel que ("{x‘) y (x eV pour tout x €U, ; ces o
i 3

(s}
raistions semm gin wiemmezau vgrifi&as dang le vo:.ainar*e U= ﬂﬁi
de x. -

~f»2) solent 2 et F deux espaces nétrigues, ¢ la distance deng B :
df is cistacce dans ¥ ,-é'agsemble # aas’agyiiéatisas ude ¥ daug
¥ telles que
’(aax),u(x )) Skoafz,x,)
_pour tout % situé dans un volsinege U de x (e nombre k>0 et le
A‘«aisina&a U, étant incépesdants de &) est &g &i%ﬁﬁt Lnu su gaiﬁz X,
sewarque. 51 H ost un ense.ble éqaieantxau gu polat xXcB ,'lés
 fouctions uééﬂ sont 9?1@9&»@3& tganas contipues eu I eznt x ”aia
'ellﬁﬂ ne sont pas sﬁccsaa;raaa&t @@ﬂﬁiﬁﬂ&ﬁ en tout autre aiﬁ% de 3'

(5@,(33?}:

b4

@w eff% soit & un ema.&la qzw}.%zv ws do @ 1 X aza gmzzt de A ,
¥ &ﬁ satauzaga synétrigue qaﬁieaaQaa de ? Far ﬁy@atu@se, i pau% %ﬁw&
raeaavert par un noubre fmi ¢lensen bwg yemts é*arére ﬁ(?,m) P
autr%enﬁ dit, i1 eoxiste un nombre rini ae fonetions v.,_eﬁ (i< 3&}
tel _.*‘i;aﬁ:}, pour tout weH , 11 existe au zoins un indim 1 tel :*w,

pour tout yea , om alt (wly),ui(y)ecV . vome % est ematm&a |




""ij&‘

3l existe un miainaga U; de x tel que, pour tout yei; , on ait

_(u (x) ,ai{?))c V . soit U le wisinaga ge £ , intarswman éaa U 3

' pam' tout yét} , OB & (&i(x),ui(y))éi ?*cmr tout indice i ; par sulte,

;am tout ucH et tout 7, appertenant su veiaizmgo ¥NA de x par rapport

4 A s OB & ua(x},u(y)) e¥ , ce gui eémaatre la pmxmaition.

de B! dn.ns B, @ uzze appiication uaif'- ; : ;
'1*ewe_mme des fonctions gouo A[/ s ok :@armrt i ’ sat équicantim

bes deux conditions néeessaima que mous venons d'cbterir ne so /'gt ;gg_a‘ ‘

efisartes en sénéral pour gue H soit précompact. ' ’
 Far exenple, dans 1'espace e ('R ), i'ensenble H des fanetiem
Z—>ex , oh a pread toutes ies valeurs de l’inteﬂalie [9,1]

 petisfait & ces deux eﬁmwiﬂm, nais n'est pas un n&-espaaa

f';.“récampaet (cf. exere.1).

ioa mtian &*ensemle eqniwmim en

ua gaeim: %z d'un espace B es% miative 6 la topologie de E ot & la
-uw_w de F : si on remplace les topologie de B par une

ﬁomiewie ,ul% fipe, et la atruemre uniforne de F par une structurs
unifame w un ensenble B équicontinm su point z resta emere
é{;uieontizm on ce ;;ain’s. rius généraievent, soit B' un deuxiome espace
tep’alagiqae, P w deuxiéme sspace m}ifem& s Y ume ayz:slicatma aéntim
" g de F dsas #

en tout point x'c B' tel que “f“ (x* )u .

20 ari‘et, pour tout en%amga a;rmé trique V. ée r, 11 existe g}ar n‘gpathé»

. 88 um vammaga U de x tel gue, wm* tout FEU et tmat wecH ,

: '(a(x),a(y}) €V . v'auilre part, comme 4? £ est eamergwt a1 @xmm un
ensenble K € @ tel gue pour uck ot vck , on ait (u{x),v(x))ev .
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&em Kc ﬁ , on en conclut que (a(y),v(y)) = ’ﬁ pour tout yev , et

qwals gtw goient u at v dans K , a'ol 18 pmmauwm .
be cette ymmaiticn, et de la prop.8 du S 1, on déduii qw gi B sst
S ., un ﬂltra CF sara :

%a et %g sont ;ﬁgﬂtimgg
 Bn effm, soit a une pertie cezapacte dae ﬁ et ¥V un entourag,e symétﬁqwa

q;z@lconque de ¥ ; mur tout x€a ; i1 existe un voisinage cuvert i?

&a x Eg rapport & & tel {}}1&; pour toul m€H et tout gei; ; OB ait
m(x),a(w)ev comme 4 est compect, il existe un nombre fins. de

_ po:mts Xy <4 tels que “les 831 recouvrent a ; on en couneclul gue, 8i u
ot v sont ceux fonctions sppartenant 4 H st talles gue (u(xi),v(x )}C v
pour tout indice i , op a aussi (a(y),v(y))é? pour tout ycA .
‘Autrement dit s 81 B dégigsae i’a&s&mb}.a Tini f‘armé des x, , la trws sur
BxH de l'entourage W(V,B) est conterue daus 1'entourage @(?,n)

e@ma ﬂ’autra gm, oB & U(V,B) > i(?,a) ; 1&, prapesitien est

démeatrém

it i cous-ersenble do I (B,F), Gaulcontimy su
- m X< . Watnaence ﬁ de H dans 1'eepace T (8,F) (=F"),

Sx& effat pawz tout @ntoarwa symmrigw Vde 7 , il existe un vamimgen
w'ﬁ de x tel que, pour ___ggg wER et wm. yeu, (w{x),w(y))é\v‘

@*sﬁmm part pour tout ueﬁ st pour emqu@ y<U , il existe wyeﬁ
‘wz. éms (ui?).wy(y)) eV ot (a(z).wyix)) €V ; on en c@n@lm -




=

‘ ' - 132 -
(u(x),u(y))e v gaeur tout ye?ﬁ et Wat néﬁ ce qui démontre la

: g;ramsi?:wn.

.81 on saypeae que H est Sguiconti ‘

compact, il en est done de m&s&a de A’&ﬁhémnce ﬁ' de H dans lteazmee |
g‘(ﬁ F) ; ez oulre, B est sussi ltadhérence de H dans ,l’eapaaa
61 (8,F) : en effet, i'adhérence de H dans cel espace est contenue
ans F mais sur H , les stmetnres wﬁem&s induites par % at @/

sont identiques d'eprés la pmp 5 , ot 1l en est donc de a:éme aea

tepologies déduites mspeezive&ent de ces stmctums zmifames. :

; fiue mﬂicmieremsnt

Gorelleire. §i H est us sous-epsenble de G (%,F), éguicontinu relative-

- g@gt a8k, ygﬁﬁémme i @ H w ng{(&,f') est eomenae dans ‘5(&,3‘)

s B , identigue 3§ l'aﬁmren-

gg._@ H doug ‘@ (3,?) -
Pragsasitien 5. seit H un sauswnsembég 48 ‘@(E,F) " eguiecmina relgti-

' vgment & & . 31 B est une Q_sgtie partout dense de E, 2 stru ts:tx‘a
] : 8 simp gog B indult sur B 1@ h@e gtmewre

.s,l faut mﬁ‘%;rer gue, ei A %‘h une gzartie finie quelcongue Ge ﬁ et ¥

entearaga gyuétrigue gaalewmgna de F i.l sxiste ume mr‘zi% fwia 4f

'aa B m un entourage ¥! aa ¥ tels que is *z;.mea sur ﬁxa de I*sz:z’bmame

W{”‘i ﬁ) contierne la trace de l'entourage a(w JAt). Prenons yoar ?l’
un anteara@e s‘yxmtmqua tel ghe 3’ C ¥ ; pour chague peimt x; de A
(4 <i <n), il existe un mi&inaga ﬁi de :xi tel gus, gsar tont ncu
et tout ycu s » on alt (a(xﬁ_},u(y})éw : soit ¥, vn p@im de ﬁiﬂ B,

at ﬁ' iz Q&I‘Eia finie ds B farzaéa des 3«’1 . 83l u @i: L 4 &am; deux: f@mati%s “

_ cie K ‘i‘-@ll@ﬁ qaa (ﬁ(?’i)’y(yi)) V! pour 1 <5, <n ’ w aurs dt;m amsm
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,(a(.xi),v(xi))c V'C_'i pour 1<igm , dlod ia propositien.
Bous allena &&iﬂtﬁﬁﬂﬁt eampléter ila ﬁrapg1 dang le ¢ss ok la ,l'

siructure uniforue considérse sst aelle de ia egazgxgeaee compacie.
rrggesitian 6. Foux '

ote de &, Mﬁm_g..ﬂ av tout xc& , '.3, W

gré&cmpget de ? -

sous avons vu au n°i que ces conditions sont pécesseires ; momiroms

LOnTs

u'alias sont sgif;gaﬁtea. supposons les remp;z&s ; G'aprés la yraﬁ 3.,
il suffit e m@ntrsr gue H est précompact pour ia siruecture uniforze
de iz convergence sinpie, ¢'est-:~gire lorsqu'on considére H comme un
soug-espace de 5ﬁ;€E,F)=?§ ; o 1'hy§bt§éﬁﬁ'enﬁra£na gque les projec-
tions E de H sur les espuces faéteara de eétves§ace produit sont des
soug espaces précoupacts de P M e*est-&»dzre des Bpun-88paces relative— _
‘ﬁeﬁt conpsctis du couplélé Fae® ; on en eeaelut (ehap.;, £10, cor. du
th.g)'@ue H est reiativeﬁant compact dacs l'espace Jraéait (?) ;
comme ce dernier est ie compiété de FE & ept yréﬁeﬁpﬁﬁt dsug ?E
«© cag pariiculier le ﬁius imyerta&t de 1& vrop.6 est le suzva&t

Goxd (éirﬁe}.a) goit & :
anifbrgg cempiet. Pour gt

En effet, los notions ﬁ'anaeahle @xeea%paet et a’aasamhla ralativ%»

ment compact daue ¥ sont al@@s iaaﬁtiauas, ﬁui&qaa P est eamglat
en a&t.&a.mame daose l'espace t?e(ﬁ,?) qui est suaai cozplet
( 31, cor.2 du th.1). ' .




daog B , l'eﬁaemme K(A) = xLé) a ﬁz est 2@@:&2&@% dens i‘

‘_m_effet ; pour tout xc4 , il existe un voisinage U de x dans 4

 tel que, pour tout yeU ot tout uchH , on ais (u(x),u(y))ev.
Comme a est compael, il existe uu noubre finl @ de poiats xi
{13 <a) de & , tele que ies voisinages ﬁi correspondants fgrmentv
un recaaweu;m de A& . Comne ﬁz est précompact, il emste un-
recouvrezent ffuzi de 1s réum,ozz i des hx (1 <3 <n) par des enseu- :
bles aj petite dlordre v (1 & <p). s’@ur tout xca , il axiai:e Bvn
'imiiee i tel que xClii 4 aene B C V(H_) ; il résulte gue
1) = U B cw( U_n L Uv(a '
ﬁr, 1¢s ensembles V(“g) sont petite a'em V , dioh 1a pmpoaiﬁiaa.
| é) D'aprds la prop.H, la yz*ap.a reste vrais lorsgu' on suppose,
dtune gaz"ﬁ . ga@ ﬂ eat praeampaet ssulemsnt our 1es mima x
_d'une pertie ,,arimuzs depse # de B , mais d'autre part que H est
‘équicontinu zelativement & & . ' - |

En gar’eicaii@r, ie th.1 reste ?rai. si on suppose seulfm@m qw

_Aa gst relativement empmt; dens F pour tous les points x d'ume

partie ;E kartsut dezige claw E o




il i'ast aasaz. mwtivemzzt a2 tout sous-espace B C 4 ; toule puariie de
B em; sussi un ensexble umiforaéaent éguiamtha relativenent s A,
i B eat aﬁifame&eat éguicontinu mla%i?&meﬁt & yn nombre rig; de

3@&8*@3@&393 'ﬁi de B , i1 1! as‘c aussi relativement & leur réunion

4 B) ; en effet, pour chague indice i st tout entourage V de F , il
 existe un cntourage U, de B tel gue la relation (z,7}€¥; enizaine

. _quelﬁa gue suiam Xck , gc E (k nombre > (4] iﬁéép@ndmt da m)
est Wfamémant qumoﬂ’ama. 1l en @,a:s"t; a&.nsi, pltzs “ﬁar‘tz.w,iieman%,

. é@mewtma r@ia‘aimm@m & une mrsi& & 69 & H est mssi wzi?amé» ‘
 ment éguicontinu mlativemm% au scus-espace & ; en effm, wa .

' restrict 106 & ,a aen mm#ﬁigna BEH sont wg ;p;miengmma g;m*

&1 sat elelir gue, si H et ua&.fermémwt équieamfmu reia'sivemnt &

t.ma partie A c::’s 5 toutes La fonctions w<H sont zmifgﬁemnt eggtmm‘
' rel&twement & A . 51 H est ppifornément aqmewtm velativement & A ;!

bxemples. 1) Fout enpemble _}g&, de fonctioms £3 (1 <ign) uniforné-

ment continucs dans 5 , est unifornément équicominu {relat tivenent

(fi(x),fiw))éfl ;e Us /) U, , s mln’tioxa (x,y)c v egtrainem
done (fiéx) f (f))é? pour tout imdice i . -
2) Boient E ot F denx. esyaeea métriques, d la Listams dans £,
4! la distauce dans F , &*ewe@ma & dos @lieatmna u de & dazaﬁ
F telles que

' at (alx),u(y)) < k- a(xm

ce llensesble des isgmétries de B sur ume partie ae ¥ .
hemsrgue. ¥i H est un a@mwamwtam ae ‘6{2&%,?} ; mifamémt

’ 2 z
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par eantin&ité des restrictions de ces fencuons & & ; 81 U est un
entourage ouvert de E tel que, pour Xc A& , yea , (x,7)<€0U , on ait
(u(z),u(y))e ¥ , V stant un entourage fermé de ¥ , on a encors, pour
x4 G‘E . y,‘ez . (x,,y")éi} s tulx },u(y,%))e'f car (u(xi),u(y,*))
est limite de (u{z),u(y)) lorsque (x,y) tend vers (::,i ,y,*) en
restant dans U N (A xa).

écm une applieation ecntizme de B ,daﬁs ¥ ntest pas nécessairéﬁént

uniformément continue (si B n'est pas ccﬁpact), un ensemble Ee 6 (E,F),

égalenent continu relativement & E , n'est pas nécessairement uniformément

éguicontinu ; mels on a'la propositicn suivante :

Proposition 7 . Scient E un espace compact, ¥ un espace uniforme séparé.

Tout sous-ensemble H de € (E,F), _@gﬁicontizm relstivement & E , est

uniformément éguicontinu. |

¥n effet, pour tout xcE et toult entourage symétrique V de F , :.J. existe
un entourage U_ de & tel gque la relstion ycU, {x) entraine (u\x),u(y))é v
pour tout BWCH ., ooit *? un entoursge syméirique de B tel que ‘1‘ = Ur 3
conme E est compact, il existe un nombre fini de peints xié E zels qaa
les voisinages T, (x ) forment un recouvrement ae £ ; soit T l'antouraga _
de B ’ intsrsectm:la ces 'l‘ . ;si ona (x,5) %, il existe un irdice i
tel gue xc<¥ i(xi) ’ aencl yéTxi(x Jc o l(xi} ; par suite, pour tcut
uEH , on a (u(xi),u(x))e‘i et (u(xi),u(y))éi - a’o& (u(x},uiy))é?i .
ce gui aénonire la propositiom. _

foutes les propriéiés des ensembies équicontinus (relativement & E ou &
une partie de S) sont a fortiori valables pour les ensembles uniformément ‘
équicontinus relativement & E . &n cuire, ia prop.4 se aézzplete par lia '

suivante :



_Qﬁeﬁt vers U dans 'R =

e e S A

.f.i saffit, penr la ?fﬁ.r, ge raaa;alaear, dans la, démwstraucm é& 15 .

pre;;& le voisinage ﬁ de x p&r un miainaga de la :t’ema *?{x) ’ @& F

sst um em;aamge ée ia gtructure mii‘ame de B, tel gque pour tout

zéﬁ s 1a ralatwn (z,7)c? entraiae {w(x},w{x))é? .
sxazgiegg 1) Daus l'espace T (T\’*,I) ces a;}leieatiens eanti-
Av nues de X 4 CGeans 1«:(1 ,ﬂ) , Dunide ia stmmrs de la cnnvargenee _;

upniforze, on ‘considére L'anazﬁbla H fcrme ces fonctions

- sin rﬁn‘a {n emtier )U). wonirer que H est equleontinu dans R,
- mais n'est pas relativement ::amgaet dans i'espece r K - .5 )

 {Hezarguer gue la suite ?wz{zée éee fonctions de K ee:fzverge eiaple-

x*

 2) soit B up espace complétenent régulier (chap.Vil, 31), @ un

answble ds art:a.ee de B tel que toul peint de & acit mterwﬁr 8

un maamble de @ au moins. mentrer que 1‘espaee 6 (i&, 'K)

n'est pes .&waz.ment cam‘;met.

3) #oit (& un ensemble te x«artiea de & , tel que, pour ma'te

pertie non v‘mﬂ g de a et tout X€A 3 11 xiste un ansemb.w B c G 3

 eontenu dars 4 et tsl gne x<¢B . Bi B est un snssmble de fen@ﬁem
' V'léqzziewﬁina relaziva:&eat & teuta partie B appartanmt a ((;'
lyﬁammr cpe B est @s@&ie@nﬁmu relativemam 8 B {raiaamer gax*
‘ : i;}.’absu«i@) . En décuire qw si. B est mé’h*ieas’ele, et ai H est éfwi-
= 7~,];vf,_'camwa remﬁwmen% 8 teuta pa,z:*tm amﬁmm é.a ?} E eat eqaie:w» .
\ :.-f-?.izm re:%.mwamnt &5 . '
4} voient & un @Ey&ﬁﬁ wzmlegiqae, B zm mw—ama%me de (665 ?)

~ 6guicontiou mlamvawzzﬁ a &' ¥un w&tsm‘%a quala@m% de i .
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Etent donné un poiht guelconque X< E , 1l'ensenble des poiuts

¥ <€ E pour lesguels ils. existe un entier n (dependant de y) tel
que 'iiy C_%'(iix) est 4 la fois ouvert st ferzgé.

En déduire gue, si A est un eunsemble compact et connexe dans B ,
et X un point queléonqae de & , il existe un entier n > U tel
gue H(a) — »%(ﬁx)' - ' '

5) soient E un espace topologicue connexe, F un espace localement
compact, doni la structure uniforme est telle gqutil existe un
entourage V tel que V(y) soit compact pour tout yc¥F . Soit B
un sous-ensemblie de (gc(E,F) , éculcontinu relativemernt a toute
pariie compacie de E . a‘ozitrer que, pour gue H soit un 'sous-espace

préecompact de gc(E,F) ; 11 suffit gue, pour un point xc§ ,

i'ensenble H  soit précompact dans F (utiiiser i'exerc. 4).

6) B0oit® E un sspace compact métrisable, ¢ une distance compatible

avec ia topclozie de E et telle que alx,y) g% dans E . Soit

(E“) une famille infinie d'espaces identigues 4 B , F un espace

sonme topologiqzie des espaces Ba ; on définit si;.r F une nétricue

d' compatible avec sa topologie en posant/ a‘(z;y)w(x,y) si x et
¥ sppartiennent & un méme B , a'(x,y)=1 dans le cas contraire.

boit H l'enseuble des appliications iscméirigues u de F dans

lui-méme, telles gue u(ﬁﬁ)c; Eﬁ pour un indice P ; monirer gue

iix est précompact pour xéﬁg ;, Mais non pour X 63“ ; 08 u 7# £ .

g 3. Groupes d’homeeme@hiéaes, ' .
1. Gontinuité de l1'applicstion (u,v)->v-u . Soit E un espace topologiqné,:
F e‘cG deux espaces uniformes, un ensemble de parties de B , ij o

‘un enseuble de parties de F . Considérons 1'applic_atien (u,v) ->7¢_u

de l'espace (66 {B,F) x ‘66}: {(F,c) dsps ‘6@ (B,¢), et proposons-nous



de trouver des conditions sﬂﬁganteg pour gue cette application soit

continue en un point donné (u ,vo) rar aéflnition, cette propriété

signifie que, =i on se donne arbitrairement un ensemble C ¢ (&
el un entourage W de & , il existe un ensemble A € (S , un entourage
Ude P, un ensemble B € °C et un entourage V de ¢ , tels que les
felationé (u(x),no(x))eu pour tout xea , (v(y),vo(y))é-'r‘ Dour
tout y<B , entrainent ‘ |
(1) (v(u(x)),v (v (x)))cw
pear tout xe¢C .

Prenena A=C , el pour V¥V un entourage symétriqua tel gue %’ C_ ! =
va relation (1) sera satisfaite pour tout xcC si, d'une part, la

relation (mx),u {x))ecw pcur xc€ entraine -

(2) (v uu.x}),v (u,(x)))e¥ =
et 8i, d'autre part, ia relation (v(y),v (y))cV pour yecB entraine
(2) ' (v(u(x)),v (u(z)))ecv¥

penr xXec€ ., Ur, la relation (3 ) sera vérifiée pour tout xX<G ei on &
u(x)f:B pour tout u tel que (n(x),n (x)) €U dans € autrement dit,
gi U(u (C))—B ; et &i eetta condition est rsmplie, is ralatiénﬁ’(&)
sera vérifide si v, est uniformément coniinue dans B . En rémé en
gera essuré de la continuité cie la fonction v u au poimt (m, v’e) ei,
quels gue soient i'emsemble ,ﬁ e 5 P ot l'entourage V de ¢ ,;,11
existe un entourage U ae F et mn ensezble B C . tele que : |

a) U(u (C))B ;

b ) v, est uniforzément eontlinue dane B . '

uss appiications les plus mparte.ntes de ¢8 résultat ont tra,it & cas

e& B=F=G ; on & notamment les propositions suivaﬂtes -




-----
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Proposition 1. L'appliecation (u,v) —> veu de 1f espace
%zu(ﬁ,ﬁ) x %?Q(B,E) dang %7u(E,E) est continue en tout point
(u,y¥o) tel gque v, soit uniformément continue dans & .
an effet, on peut se bormer & vérifier les conditions precedentes
pouif C=E ; en prenant B=E , les conditiocns a) et b) sont alors bien
setisfaites.

Propesition 2. Soit E

{u,v) —> v-u de l'esgaeg { (2: B) = >‘é (z,z) daus ‘@ (h £) eat

continue en tout point. .
Bn effet, il suffit de vérifier les conditions a) et b) pour un

engenble ¢ compact ; uaw ) est alors compact. Comme tout point de uo(C)
admet dans B un voisinage compact, il «iste un recouvrement ae u ()
par un nombre fini de ces voisinages, dont ia réunion forme done un
voisinage compact K de uo(d) ; on peut prendre B=K , car il existe
alors un entourage U de B tel que U(u, {(C))c K (ehap.II; S 4,prop.1),

et d'autre part v_ étant continue dans l'ensemble compact B , y est

o
unifomément continue,
:

2. Gontinuité de i'application wuw —>wu . Goit E un espace uniforme j dans

it ensamble & (B,8) des arplications conitinues de E dans lui-méme,
i'ensemble @7 des honmé

pour ia loi de composition (u,v) —u-v ; nous désignersns par u

smes de B sur lui-mfme forme um groupe
itinverse, daus @ , d'un homéomorphisme u de E sur lui-mdme, clest-i-
dire l'hamoémorpniame récipreque ae u . Pmposans-mus de trouver des

conditicns suffisantas pour gue L'appncatmn T de @ sur

Jui-méme soit cortinue en un peint aéé @ ;, dorsqguion munit

de la topologie induite par celle de itespace 666 {E,E).
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Par définition, si on se donne arpitrairement un ensemble B € 6
et un enteurage V de B , il acoit exister un ensemble A € et un
entourage U de B tels gue les relatioms (u(x),u \x)) €U pour tout XEA ,

entrainent (u 1(3),& 1(y)))e'ﬁ' pour tout ycB (u et u étant das

' homéomorphismes de B sur lui-méme). Faisons 1'hypothése supplémentaire

que a: est uniformément continue dens B ; zlors il existe un entoarage
U tel gue la relation (u” 1(3},:1 1(y))f Vv soit vérifiee pour tout yeB

si on a, pour tout y<B , (u (u 1(;y)),:'e') eV . ur, i on pose u 1(7)==x .

cette derniére relation s'ecrit (ue(x) ,u({x))c¥ ; l1a relation
(ue(x),n(‘x))év pour tout x €A entrafmers dome (ua(u'1(y)),y)6 U pour
tout ycB , pourva gu'elle entrafne B C u{4). BEn résumé, on sera
assﬁré de ia continuiie de u ——>u"1 au point u si, gquels gue solent
i'ensenble B< & et l*entoarage YVde B, 1l existe un ensemble
Ac(c et un entourage U de E tels que :

a) u, =3 est uniformément continue aane B ;

p) les relatione (u, {(x),u{x)) €U pour tout xcA entrainment Bcu(a)

En particulier :
E‘mgosition 3. Suit E uo espace xmifgrme i £i on munit le groups @
des homéomorphismes de E gur lui-néme de la topolosie induite psr

¢ 4(E;B), 1'spplication u —> LT @ gur lui-z8me est continue
en tgut point L tel gue U =1 goit uniformément continue dans E .

uz peut en effet 86 borner alors & verifier les conditions &) et b)

yr&eé&exztes pour B=B : 8y, a) est setislPaite par nypothese, et n) est

trivialement vérifiée pour A=B , puisque u{E)=E par définition.

?reposit;gg 4, S0it B an espace uniforme discret ; si on munit le
gggggg @ des n catian : oat ; }.ui-mﬁme dela topeic~

gie induite psr (65(5 8) (-—-Eg), ilapplication u —u”! ge @ sur
,laifméme est oontmae e tout point.

r
|
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xn effet, on peut se borner & verifier les conditions a) ev b)

Larequa V est la aiagonale /A de E xE , B un ensemble fini ; la eandi-
tion 8) est trivialement vérzfiéa, et si on prend U = ZX et 5#& (B),
ia.cendition ) est aussi Vérifiéa, puisque alors u(A)zu {(a)=B .
| vn pourrait croire, par aaalogie avec 1& prep.2, que, plus '
 généralement, si B est localement compact, et si on munit é?;
;Ei; de la topolozie induite par 4 (E E) , a —>u f oest cont&naefan
. tout point ; mais cetie pronosition est inexacte s8i on nafait
aucune hypothese plus restrictive sur B (voir exere. 6).

L B Tapglegze des groupes d'homéomagghismea. Les prop.1 et 3 ont en particulier

.la conséquenca suivante : . .

Thgo 1. S0it E un espaco unifg;g ’ é% is groupe des automsééhismei

de_ 1g structure uniforme de k. is toreolosie induite sur @%’

%3 (E,E) est compatibie svec la structure de groupe de (é?é .
@zfﬁk—“”'E:ﬁ’ﬁ??%:f‘?ﬁﬁﬁ'gzggzgiéégﬁaémf?ﬁi??figi‘Sus§3f33¢§hxaébggﬁlaQS?aéf12F?

structuxe uniforme (unigue) ds E (chap.1l, 34, th.2).

Bl B est un espace loea;ement compact, B' l'espace campact*

fi,obtenu par adjonction & & atun "point & 1'infini"® e (ehep.i 510;-'
fi.th,)); tout ncmécmorphisms de E se prolonge par continuité an un
Zli houéomorphisme de E' laisaant dnvariant @ , car tout nomé&max?nisms
ge E transforme toute partie compacte de K en une partie eampaete,
et par suite tout compxémentazre d*une partie compacte en le csmﬁlé
»; mentsire d'une partie eompacté. Si on munit B de la stracture;uﬁi~
 Porme induite par celle ae E' (ef. chap.VIL, 31), 1a tepelogié
 induite sur le groupe aes'homéamorghismes de E par %?Q(E,E} ést

donc compatible avec sa structure de groupe.
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wn peut compléter 1'enoncé du th.i-en remarquant gue la structure
uniforme induite sur (@? par la structure uniforme dge %? 4 (B,B) n'est
autre que ia gtrgeture gg;forme aroite cu groupe topoiogigue Qg?o.
En etfet, on = une base du filtre aes voisinages de 1'élément ncutre
de <§?o (application identique de E sur lui-m8ne) en faisani corres-
pondre & téut entourage syméirigue ¥ de E i'ensenble des automorphismes
u ge ia structure uniforsme ce B tels que (u(x),x)éEYlpour tout X€E .
Par suite, on & une base cu filtre des entourages de la structure
unlferma arcite ae é%’ en faisant correspondre m toul entoursags
synétrique V de B l'ensemble des couples (u,v) tels que
(v(uw¥(x)),x)c¥ pour tout x<€E . Hais comme u est une application
biunivogque de E sur lui-méme, cetie derniere relation éguiveut &
(v(y),ul{y)) cV pour tout ycE , co qui établit la propositéon.
Un peut donner des exemplies simples d'espaces eompacis B pour
lesquels le groupe Q§§ aes hsméomcrphismes de E , muni de lz
zzi—' topologie induite par %gu(s,ﬁ), ne peut étre complété
{ctest-i-dire, de fagon précise, n'est pas isomorpne & un sous-
groupe d'un groupe camp;et) {ef. exerc.8) ; léa deux strﬁbturea
uniformes dlun tel graupe sont natursllement distinctes.

Les prop.2 et 4 prouvent de ubme que :

rraggs;t;an 5. poit B un espace uniforme digeret ; togclcg;e indu;te
sur lg groupe Q?; des aggxzeg&iens Biunivogaes de E sur Lui-meme par

tf (B,R), est_compatible avee ia structure de groupe de (?T
ici clest la strueture uniformze gauche du groure toyelogiqne

ainéi dérini, qui colncide avec la structure uniforme induite par

%?s(ﬁ,i): on a en effet un systéme fondamental a'entourages de

cette cerniére, en faisant éérreapondre & toute partie finis

Fde &, 1'ansemble des emnpleﬁ {u,v) tels que a(x)«v(x) pour tgu‘
xc¥ ,
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et cette relation stecrit sussi nf1(v(x))=x pour tout xe€F .
La structure uniforme aroite de & est encore distinete,*én
général, ce sa strueture uniforme gauche (exerc. 9).

us. Fropogition 6. soient E un espace uniforme sépars,
H un sous sngsexble de 1'espace %?ﬁ(E,E), éauicontinu relativeééﬁﬁ & E.
L'application (u,v) —v-u de H H dans ‘g;(E, E) est continue dans
J.'esgace HxH .

Seit (n PR ) uz point guelcongue de HxH . rout revient 2 moﬁtrer que,
étaul donnés erbitrairement un entoursge W de E et un nombre fini de
points z, de E , il existe d'wne part um entoursge U de E ot un nombre
fini de poimts %, €5 , dtautre part un entoursge V de £ et un nombre
fini de points vk, tels que les relations (ulzg),mplx)) €0,

v(y ),v (y })€¥ pour tous les indices 1 et J (uset v apparterant

& H) : entrginent

i) (vufz, )),v (u (2 )))ec®

pour tout indice k .

frencus les X, identiques zux z), , el l'entourags ¥ tel que:$<: W .

slors les relations (4) serdnt vérifides =i on & d'ﬁna part

19 (v(ulz,)),v(uy(z,))) €¥
et de 1'autre
(6) (v(u, (2 )57 (u,(2,)) € ¥

pour tout indice k . La condition {6) sera réslicés si on prend pour
les yj les points ug(zk). D'autre part, comme H est éguicontinu en
tout point de B , il existe un entourage U de E tel que la relation
(y,uc{zk))eéﬁx émtrainé (v(y),v(ugiz,))) €¥ pour tout indice k et
tout v M ; par suite, les relations (u(zk),uo(zk))e?v‘eatrainent |

=

{9), ce qui acheve la démonsiratlon.
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¥ropeosition 2 soient B un espace mifgme ggg é H upn sous-engenble de
% (E,E), fcrmé d'hcg@gm&hianes de B , et tel gue l'imase H~ s, de H
par u >u! seit éguicentinug ralasivement & B . Bans ces eonditzgna,

ggglicaticn u—u -1 de H g@g ¢ (2,3} gst eontizme gang H .
v_aoi’c », un point guelcongue de H . Tout revient & prouver que, etant

rwzmée arbitrairement un enteurage' V de 3 et un nombre fini ée peints

¥ €8 , 11 existe un entourage U de B ol un nombre fini de points x;€ 8 ,
tels gue les conditions (u(xi) ,uc(_xi)) €U pour tout indice i eniralzent
(u"?(yj),ud(y }))€V pour tout indice J (u appertemant a ﬁ) :

Yremons les x, mat.tiques aux poinis u_ = (y ). Gomme 2' est équiconti-
nu en tout point de E , i1 existe un entaurage U de B tel que la reiation
(y,yJ)eH - entraine (u”(y),nq(yj)) c¥ pour tout indice j , et tout
u H., Les relauons {u(=x, ),yj)éu entrafnent done (xa,u i(yj))cv
c'est-é-dire (u (yj),u'1(yd))év pour tout indice j , dio% la proro-
sition. be ces ceux propositiouns résulte en particulier le théoréns

sauz vant 2

rnwréme 2. 31 B est un groupe d‘hcméamogg igmes a'un espace togalogz.gue
gg}; é B , cquicontinu relativement & B , la topologie induite sur K
; par celle ce 4 o(8,8) {ou, ce qui revient au z8me, par celle de
%é(xfz,.&)) _és‘b cém;gatiblg avec la siructure ds groups de H .
zxerples. 1) Tout groupe fini B adt hc:méomerpmﬁms ¢'un espace topo~
lagique séparé B esi équicentimz ; 4a topologie induite amr H DEY
celle de e (E.,E) est la topologie diseréte.
2) 81 B est un espace métrigue, le groupe 1 des iscnétries de B
est équicontinu (et mBme uniformément éguicontinu) ; 1a top};lcgie
 induite sur I par celle de ¥ _(B,8) est done compatible avec sa

structure de groupe. n cbssrvers qu'éu retrouve einsi la prop.5,

"
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car les permutations ffa'\a;n espace discret B ne sont autres que lss |
igométries de l'espace méirigue obtenu en munissant B de 1s distance
A telle que d(x,y)=1 pour tout couple (x,y) de poinis distincts. |
vn notera aussi gue, sur 1 , les ‘t;opologies induites par cslla de
€ (S,E) et celle de i? (E,E) gont toutes deux compatiblea aves |
la siructure de groupe de i ; neais ces tapologias sont en général
aistincies (exere.11), celle induite par € (&,8) 6tant naturelle-
zent plus Tine gue celle induite par € (E ).
On peut compléter le th.2 par ls proposition suivante :
¥rop oaitién 8. woit H un_groupe unifornément ég'uieonting a’&utomoruhismée
d'un espace upiforme B , muni de la topologie induite par celie de
“ B(B,t). Le_gtructure uniforme geuche du groupe topologigue H sinsi

défini, est identique & la structure uniforme induite sur H par w 5 >
Ban effet, cn a un systéme fondamental d'entourages de la structure

uniforme gsuche de H en comsidérant arbitrairement um entourage smotrigue
U de B ; UD nombre fin_i de points xieﬁ , 8t en prenant .lien,semble T

des couples (u,v) a'elénents de H tele uue (u”(v(x )),%x, )€U . Comme H
est éqguicontinu en tout point de E , pour tout entoursge V de 8 , il
existe un entourage U tel gue chacune des n relations (x,xi)eli entraina
‘peur tout ucH, (u(x),a(zi))ev ; si on suppose U choisi de gette
maniere, on voit que, pour tout couple (a,v)ei‘ ;o8 a (v(xi),u(xi))év
pour tout indice 1 , o7 par suite ia structura unifor:ae induite sur H
par Z( est mains fine que ig struemre uniform g;smeha de R &
,néeipmqusmant s comme H est mfemévzﬁem equicen’siﬁn, pour tcu’b amourage
Ude B, i1 existe un eﬁtearaga ¥ tel que la relation (z,y)c¥ entraine
(u(x),a{y) Jeu pour tout ucH ; la relation (v(xi},a(xi))eﬁ’ entratne

done pour tout 1ndie@ i (v 1tv(x )),x )€U , ce gui montre gue la
e f i

&tmcmm uniforne gmche de B est zmma riue que la structure unzfoma
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induite par I/ et aeheve ia asmantratien.

8
&8 yremiure partie du raisonmement preecédent prouve que, lorsqu'on
'&uypeae seulenent le groupe H équicontinu, ss structure uniforms
j gaﬁche ect plue fime que is structurs induite par ‘fz; « On peut
effectivenent domner des exemples de groupes H équicantinus, mais
non uniformémeont équicontinus, aansllaquel ia structuré induite
_ par fzs-est gtrictenent moins Tine gme ia structure unifbrmé'
;Ei» gauche ; elle est atasiileurs en général distincte sussi de la ,
structure uniforme aroite de B (x°5 ot exerc. 13).
En générsl, si B est un groups uniformément éguicontinu &fautomo:@hiamea
dlun ésyace'uniforms E , ses deux strﬁcturesyusiformes sont distinctes ;

il se peut en outre que H ne puisse 8tre couplété (exere.y). Cetie dernidre

ceircongtance ne peut toutefois se produirs si le groupe ilepologigue H

est'ggéggggggg pour une de ses siructures wniformes. &En eifet, si G est
un groupe topclogicue précompset pour sa structure uniforme arcite
(par exzemple), ses ceux structures upifcormes sont identigues. Il =uffit de

prouver que, pour tout voislinage syméiricus V de 1'élémeont neutre e daus

&, il existe um voisinegze W de s tel que la relstion yx lew entratne

x“1y<$v » Boit U un voisinage symélricue de e tel que Uic:V 3 comme @

est eréeompaet 11 exiete un recouvrement de ¢ per up nambre fini dign-

sembles de la forme Uxi (1<ign) ; pour sout x & eom peut éerire

xfiyzx'1(yx’1)x - ilvaxiste'an indice i tel gue x'fzzxi s afae z cU,d'oh
. ‘ 'y = 2x (e

3uppoaons alors W ehaiai de sorte qus, pour toug les indices i 3 on git

Ky Cﬁ gm«:ma(w“;) 3 1a mmtwn v Cﬁ entrainera dom |
1y@z(x A xi )z 16 UjC_V ’

Un déduit de cette remarque le théordme suivant :
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Théoréme 3. Soit B un espace uniforme complet, H un groupe d'sntomer-

i 2 ’ ; gpiformément éouicontinu, et &
gue. *a\ggg:, tout x€H , H goil un sous-sspace précompect de B . 8i on
gg_n_i_ﬁ H de ls %tocpolorie indulte _ggr (gg{E,E) , B devient um groupe tope-
dozigue Qrécgmgact‘ j_ges deux stmctws uniformes sont identiques & la
structure uniforze induite par % ; en_outre i'acherence H de H dans
% (h,E) est un groupe gompzet d'hgm@momgsmeg de & , uniformément

éguicontinu.
sn effet, ls structure uriforze induite par %s esl identicque & la

structure uniforme gasuche de H (izrep.&) ; d'apres 1a prop.6 du § 2,
H 28t done précam“-'zact pour »la stmcture induite par @[ ; 6t cetle
dernjiore est ic:e tigque aux structures wniformes gaucae et dreite du
groupe H .

Gonme & est cemplet i1 en est de wéne de F sl&,E) ; done 1’espaco

uniforme complété de H (pour la structure induile par % est isomor-
phe & 1'adhérence H de H dans ﬁ7 (E,B), et H est unifomémant équiconti-
mu, et coutenu par suite dans ‘5(3,3) (G2,prop.8) ; par ailleurs,
comme H est précompsct, H est compact. '

feste & montrer que H est un grg"up'a d'noméomorphisnes de & , Ur, 1’@-
plication (wu,v) —u.v de ExT dans ‘69(3,3} est continue (prop.o) ;
elle proimg,e itapplication (u,v) >u-v de HxH dans B , et par suite
aﬁpnq_ﬁe HxB dans H . soit naintensnt u_ un point guelcongue de 2 ;

: : o
u, est lg iimite dlun fillre de Csuchy @ sur H , et 1'imsge @ de ?5:
par ilgpplication u ——>u" est un Tiltrs de Cauchy sur B , puisque lsa
gtmeturea uniformes drolie et m'aaeha du gz'@azm H sont iden‘tiquea ; :

@ converge done vers un point v, de B, et v oV, (reap. 0°8,) est

‘.\

s Limite; dane © 45,8), ae vou -1

{resp. w on) suith 13 ﬁltm 5 g
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"‘a" v, et V,ou, sont dome l'application iaezxtiqno de b sur lui-nénze, ce
qui montre que u,  est un honéomorphisme ae B eur lui-néme, et v; 1l'homéo-

morphisme meizamqne ; iz démonstration est ainsi achevée.

W Soit E un espace compact, @ ie groure des h@éomom Smes
de B , muni de la topoliogzie induite par %f (B,E) ; tout sous-groupe B
de @ éguicontinu relativement & B , est relativement egmgg_g& dans @ ,

Bn effet 5 L'adherence de H dans T (E,E) est identique a son adhéreunce
dans g S(E,E) , et est un groupe c'noméomorphisnes de B , d'aprés le
th.3, en vtenant coupte de ce gue B est uniformément éguieontinu
(%a,prop 7) et gue les strmtﬁres uniforaes induites sur H par %’

@C sont identigues (gg,prap 3). |

Ce corcvilaire s'applique en particulier & teut sroupe d! iaomgtrias

dtun espace compact métr;gua j on retrouva de cette maniere, par '

exezple, leos topolozies définies sur le groﬁpa grthogonal OB(R) ’
considéré comme groupe d'isometries de Sn 4 (pour 1la distance
euclidiemne), et sur le groupe unitaire 'U’ < eonsidéré comme
groupe d'iscuétries de la sphére S, , dans C® (cnap.¥,$5).

Hemasrgue. Une partm aes résultats préeéderate gtétendent aux groupes

locgliement éguicontinus a'homéomorphia*aes. #ous dirons qu'un groupe
' _ﬁ d'honéomorphismes d'un espace uniforme B est localement g’ggggnti-

ny si toul point aac—ﬁ sdmet un voisinege K dens H (pour la topolo-

gie induite par celle de L o(#,B)), equicontinu relativenent 4 B ,

-1 soil 2&891

et tel gque 1'image K -1 de K psr 1'spplication u —u
équieontiﬁu relativement g,,g . Yans ces conditionsg, lee pmp.a et 7
‘ prouveni que la topoloiie induite sur H par celle de . ga(ﬁ,ﬁ) am;
comzam.me avec J.a atrmture de groupe de B .

Gette définition peut se simplifier lcmque 193 lmméemarghimas

- ucH sont uniforsdment conbinue : il suffit alors que
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i) application identique e de B sur lui-néme (6lément neutre de H)
admette un voisinsge K éguicontinu .relativement & E , ainsi que som,
: mage x-1 par l'application u —~>u"1. En effet, sﬁppcscns que K solt
l'ensenble des wc H tels gue (xi,w(xi))c‘v’ pour 1gigm: soit
u, quelconque dans H ; comme “o est uniforzément continue, 1ea

o sont équicontinus relativement a

ensembles u K el (%1)“:;
8 (52,n%). vtautre part, u, K est un voisinsge de u_ daus la '
topologie induite sur H per 68(3,5) ; en effet, il existe un
entoureze U, contenu dans V , el gue '(x,y)éﬁ entrafne

, (uo1(x),u‘1(y))c? ; il en reaulta que le voisinage de u, formé
‘aes u tels que (no(xi),u(xi))éﬁo pour 41<ign , est contenu
dans u_ K , €ar om déduit ae ces relations qu'on a

(x, yug ‘(u(xi)))c’i , done n:u €k .

Coznme exenple de groupe localement équieontinu, citons le
groupe_linéaire 6L (K) {ou GLn( C)). a1 € o (i1<ign)
désignent les n vecteurs de la base canonique de R2 (chap.V, $1),
1tensemble K des spplications linéeires u de Rn dans lui-néme,
telles que | u( ei)' ey |[ (¢ pour 1<i<n est visiblement équi-
continu en tout point de RE (en razsan de la relation '

u( Z', Xy €4) = Z xu( €;) ), et il en est de néme de K~ ! dée
gue £ esl zss6% petit. Coune toute fonetion linéaire est unifor-
mément continue, la topologie induite sur €L ot R) par celle
Ade o (K K ) est campati‘b}.e avee la structure de groupe ae

G L (R) : on retrouve aimsi la wpelogm définie an chap.? §§
 Bur ce groupe. ' ' :

| 8i le veisiaaga K de e dans B est uﬁifomézaent égaicentim

la px*ay.a monire que les structures uniformes induitesy
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sur X par 4{ . et psr la structure uniforme gauche du groupe i
sont identig.es ; mais le structure uniforme induite gur H lui-

i mﬁme par 7{ peut fort pien 8ire distincte de la structure uni-
forme &anehe ise ce g;roupe. Glest ce que montre déje l'exemple du
groupe BL1(T\’)= , ot la structure uniforme induite par %s
est la structure uniforme sdditive de K , alore que les deux
siructures uniformes du groupe ‘R* sont ici idsntiques 8 la struc-
wure uniforcze muitiplicative du corps K (ef. chap. IV, & %).

| 5. &gums gigerets_a'numéomorphismes. Soit B un espace uniforme séparé et

complet, @ un ensexzble e parties de B telles gue tout point de B
appartienne & un enseuble de ((; au moine, & un groupe a'homéomorphismea
de E . Bi la topologie induile sur & par celle de ‘66 (8,8) est la
topologie diser:te, elle eat évidemment competible avee la structure de
groupe de @ ; on dit alers que @ ost un groupe discret d'homéomoggnismea
{pour ias topoiczie de ‘(6(&,5))

Un & déjs remarqué que ls struciure uniforme induite par %@ sur @

‘n'est pas nécessairenent identique 4 l'une des siructures uniformes

droite et gaucte de @ , qui sount ici voutes deux identiques & la structur

uniforze g¢iseréte ; em particulier, pour la structure uniforme induite

_ par % s & peutl fort bien ne pas grre éemglgt :+ comme l'espace

% (a;,x) est complet (%1 Lrop. ;j, il revient zu =8me us dire que €

~ peut pe pas Svre formé aans 5'/6 (8,8).

emgle. ;salt w &‘numéo:uarpnmme ue la droite achavée R aerini.
per u(x)—~x+1 si x est fini, u(t w)z + o a(= oo )= oo '.
un verifie amussitét que le zroupe mexwg&ne # engendré par u est

aiseret pour is topoiczle de la convery en o8 simple ; mals, caus

?(R,K), iz mzits (u®)

B> 0 8 pour limite 1'&.@1}1&@&‘51@@

|
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aéfinie par v(-oo)w- ooy v(x)m + o0 poUr X # = oo ; d:mc G

nlest pas ferzé daus 5;( Ry W). '
aous allons étudier plﬁs pafrtieuliément les groupes o'homéomorphismes
¢ diserets pour ia topologie de ié cbnvefgence ginple (ils sont slors
a fortiocri discrets peur ig *:az‘olc;«,ie indulite ;sar f C {B,E), qwal que
soit l'enseuble de parties (o tel que tout point de B appsrtienns & un
ensenble de (L ). Uette propriété se traduit de la maniére suivaste :
pour toul homéomorphisme ucé , il existe un entoursze V de E et un
nombre fini de points xié E tels qu'ili n'existe aucun noméomorphisme
vE€w , distinet de u , et satisfaisant simultanément zux relations
(n(xi),v(xi))ev_ -
Eroposition 9. Tout groupe ¢ dihoméomorphismes de & , éguicontinu
relativenent a & , et discret pour 1s topologie de la convergesce gim le,'
est fermé dans 5(3,5’)
. ®i G n'étais pas fermé, il existara.t,t uge gplication u ¢ ] de E dans
B , qui serait adnérente & G dars o (.ﬁ 8) ; comme %tout point de G
est isolé, tout voisinage de u cans (Cf_;(E,E) contiendrait une :
 Anfinité de poinis de & ; sutrement 4it, pour tout entourage V de £ et
toute suite finie (x,) de points de B , il exisversit une infinite
d'homéomerpnismes u € ssiisfeisant simultenément aux relations
(ug(z;),u(x;))ev . ' ,

Prenonse alors arb treiresent un entoursge V de B et une suite finie
'(xi)' de poin’ca de B (1<ig<n) ; comme & est éqaiecntinu, il exiate un
entourage U de E tel que, pour chague indiee i ; des deux reia‘ziona : |
(u{x;),7)eb , (u(x;),2)cl entrafnent (u(y),u(z)) eV pour tout mcé.
Ur, il existe ;ﬁar nypothéae wne iﬁﬁnii:e dtnoméomorphismes u € satisfai-

&

sant simultenément & (ua(zi'),a(xi))'éﬁ " pour 1<4i¢m ; 8i u et v sont




deux quelcongues de ces homéomorphismes, on aursit donc
(xi,u"(v(xi))) e¥ pour 1<1\<n ; mais comme V et les x, ont 6té pris

arbitraires, et que u” !

v n'est pas 1'application idéntiqus de B sur

'lﬁi-mﬁmfe, ¢e résultat contredirait l'hypothégé gue & est discret

pour la topologie de la coanvergence gimple.
vh noiera que la atructure uniforme induite sur & psr ia structure
% de la cenverg.,enee simple n'est pas nécessairenent J.a structure
-uniforme discrete., un exemple est fourni en prenant sur la darcite
pumérigue R la structure uniforme induite par celle de la droite
numérique achevée —T—i ;, et en considérant lie groupe @ des transle-
tions x->xtn (nc Z ). G est éguicontinu et aiséret pour ls
topelogie de la convergence simplé, meis guels que soient llentou-
rage V de la droite numériqﬁe achevée ﬁ s ©t les points xié'R
en pombre Tini, il existe un entier B tel gue, pour m ) n et
n)n ,onalt (x,+m,x;,+0) € ¥ pour tous les indices i , ce qui
prouve gue ls siructure uniforme de & n'est pas la structure uni-
forme uiscreste, bDesns cet exempie, l'espace K n'éet paes compiel
pour 1a structure uniforme comsidérée ; mais on peut domner des
exenples snalogues o¥ 1'espaeé E est compiet {exerc.i3).

Hemargue. ui B esl un espace gompaet, « un jroupe d'neméoéeipnismea de

E ‘,, eguicontinu relativement & B , G est précompact (pour is topoliogie

de la convergence simple) d'aprds le th. d'arzela ; el G est en outre

giseret pour la tepologie de la convergence simple, il est complet
d'aprés le prop.y , uome compeet et aiscret, et par suite fini. -

81 un groupe a'&oméomerpnimw r de & est aiecm't mais non Termé dans y
C\7’(8,3), il existe un u, ¢ﬁr achérent & ¢ , donc, pour tout xXCB ,
|
et tout voisinage U de y%(x) ) 31 existe une infinite d'homéomorphis-

mes wE€ G tels que (u(x),y)eV . Par suite, s'il existe un point X€B




tel gu'aucun y B ne posséds cette pmp:i'iété pour il'ensembie Gx des
w(x) (e u parcourt ¢), on pourra effirmer gee ¢ est fermé. un est

done condult a peser ia aef:s.mtwn suivm te 3

!22&1.0.!1 gg}g&un ve d SHOTE space U '
_M E ; op dit gue G est proprement ciscret en un point X, B 8i,
out point y €8 , il existe un voisinage U de y tel qu'il ntexiste
p wew W ul{x,) el .

1° il n'existe

Cette condition peut aussi s'siprimer comme suitmE :
gu'un nombre fini a'homéomorphismes u €¢ tels que u(x )=x, ; 2° tous
ies peints de l'ensemble ch dqs n(xo') sout isolés ; 3° cet ensemble
eat fezmé daus B .

Bemargues. 1) Tout groupe ____; at noméme*'phismea est evidezmment

proprement discret. ;

2) 8i B ezt compact, tout groupe & d!noméomorphisnes de B est __t;i_ni;.
g'ili est proprement discret en um point X, au moine. &n effet, on
peut alers recouvrir E par un nombre fini de voisinages V, tels que,
pour chaque i , il n'existe gu'un nombre fini d'homéomorphismes
u &G pour lesguels u(x ) é’fi ; i1 ne peut dgone y avoir une infinité
a'homéomarpnismes appartenant & & .

il est imméciat gque si un groupe ¢ d'hnoméomorphisues de B est proprement
 diseret en un point au moins G , i1 est discret (pour la topologie de ia
convergence simple), cer pour tout weé , il existe un voisinage U de '
u(x } tel qu'il n'existe gu'un nombre fini cz'hamécmcmmms veo
satisfaisant & v(xe)éti ; cela signific gue w posséde, dens @ , z:n
voisime Le canteﬁant qu'm mmnre fmi de goints, et comme @ eat aéparé %
il est dlscret. &n cutre, ie raisconesent fait ci-dessus pmuv‘e qu‘ il

est fermé dans CZ(;B,B). mia mvarsament ; un groupa d',nomémorphiweaf




ol

e
& peut Stre discret et fermé dans 7 g(E,ﬁ} gans 8tre proprement

giseretv om aucun point de B (cf. exerc.i4).

Bl & est proprezent diseret en un point X.s il est évidemment propre-
ment discret en tous les ;aoi.n‘;s u(;xa) transforndés de %, par ies
hqrégamorphiam‘as de & , an outre : ,

Proposition 1U. sgit & un_grouve a'hom
péparé B , ¢quicontinu relativement 4 & ; si G est proprement giseret
en up point 'x €E , il _exisie un voisinace V de x, tel gulii niexiste
gutup nombre fini a'hgmggmorphismes uéE& pour iesguels u(V)
rencontre V .

En effet, il existe un voisinage Fio de x, tel qu'ii nfexiete gu'un

nombre fini a'homéomorphismes u €6 pour lesquels u(xo) €U, et on peut

évidemment supposer que, pour ces nomépuorphismes,; 0B & ,' u(xe )=x° .

11 existe par suite un énﬁourage symétrique U de E tel gqus, pour tout
neméomerpi;isme uét} tel gue u(xc)fixo , on git (xe,u(xe)) 7é§ .

Ur, comme & est équieontinu, 1l existe un voisinage V de x, tel gus pour

x ¢V et pour tout wcé , on ait {(u(x ),u(x))e¥ ; on peut dlailleurs

supposer ¥ U(x ). Gr en conchut que, pour tout nomeomorphisme u c@
tel que u(x J¢x oma w¥)NV = g, ea.r gi on avait X<V et
w(x) eV , on en concluveit (x ,u(xo))éﬁ : '

‘Hemsrgue. Unm groupe ¢ d'noméomorphismes diun espace uniforme &

: peut 8ire proprement discret en tout point de £ sans 8ire éguicon~
tinu en tout point ce E ; pour un tel groupe, la prop.i0 psut &ure
inexscte '(eitero., 15). | : .

oge.tlag_.re. ‘

Béraré E ﬁg;cgntigu__ m}.g’swem&nt 8 B , l'engenble des Qain‘te de B
xement giscret gst oumm.

ok U o8t prop
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8n effet, soit x, un point vh & est proprement aiseret s+ V un voisinage

de x, tel gue w(V)NV soit vide sauf pour un nombre rirpi d!homéomor~
phismes u €v ; soit x'zm-. peint qmlconqize de V ; nous allons voir aue

& est | propremnent diseret au point = . Supposons en effet Qne pOuUr um
point yckB , et pc;hr tout voisinage U de y , il exisie zixﬁe £k infinité
d’homéomorphismes u <G tels que u(x) €U ., Un peut supposer U pris de
telle sorte gue ies relations %<l ».2'€ U entrafoent (u(z),u(z'))c ¥
pour tout wew , W étant un entouiage synétricue de E tel que W(x) V.
Par suiie, comme il existe une infinite de u €¢ twls que u(x)c VU , pour
ueux guelcongues de ces homéomorphianies u,v , on aurait (x,u‘f1v(x))eﬁ $
done, pour tous les homeomorphismes u” v , om aursit u lv(V)NV # ¢,

et i1 y & ume infiniteé ¢e u~lv gistineis, contrairement mu choix ge V .

: On peut préciser ce corcilaire lorsqua l'egpece E est locslencnt

~ compact

Proposition i1. Soient £ un espace localement compact, & un groupe
d'homéouorphigmes de & , éguicontinu reletivement & B ; l'ensenbic D
des points de E ot & est proprement discret est & la fois ouvert et fermd

Ll suifit de montrer gue toutl point x5 adhérent & D eppartient 8 D .,
Dans le ces ccnurazre, il existerait un ycE tel qus, pour tout voisi-
nage U de § , il existe une infinite de ueg & pour msquels uix )c—¥ }
s0it 330 un voisinage compact de y ; 8t 595.2 V un entoura.ge gynétrigue
de is e structure uniforse de B tel gue W(y) C U, . i1 existe un voisi-
nage W .de Z, $el gue, -g}our tout xc¥W et tout nee, an_aiﬁ A ,
(u(xa),u(x}) eV ; comme %~ ©BL adnérent & D , il existe un xc W tel que
@ soit proprement uiscret au polnt x . Uela étant, il existe une infinitd

do u €6 tels que u(x )€ Vi(y) ; pour ces homéomorphismes on sure done

u(x)éﬁ(y) ciy i@l (un) est une suite infirie de ces noméamargzhiames,




I

O’i)?ﬂ

A& suiw {2 {x)) aurait done une valeur a’aﬂhamnea sci.i ; par suite

pﬁnr Tout voisinage ¥ de z , il existerait ane infinite dfingices n
tels gue u (z.) ¥, eoatraimnt = 1'ny§m‘méaa que G est ympmm%

'ﬁiaere* au poiznt X .

au contraire, si on me suppose pas B localement Compacty,

i'enseuble b peut n'Stre pas foraé (exerc. 16).

ggg;@ cine relativement ; g3 @
s ¥ 85t hmgam%t giseret

g 5 .

y'uaa Taion générals, etanl sonné un groupe & d'hoséomorphlszes d*un
espace animrw séyaeré & . éguicontine relatiwmsm; & & , ia PTOP. (A
zoatre que i'oasemble D des poimis ok & est oYop rmza‘t aiscret eat un
gnsenble ouverl dans B ; unous le suppogeronse non vide dsrs ce gui suit.
émo ¥ est réupion de clesses d'intransitivite suivant ¢ , 1s restric-
ticn & J de toul noundomerphniszme u €U esi up hombomorphisse de ¥ sur
iui-nfue ; domc ¢ peut Stre considéré couse un groupe o neréomerphismes

.88 P , ;rogmﬁt aiseret gans ¥ . sutrement @it, on peul sans inconvé-

n_iant B® limiwr gésornsis = 1l'étude du cas ok ¢ est pmzzramsz& discret
dagg B tout emtisr. ’ "

sbsignons par B la relation at aﬁvi?amme dang & : il s&ate u. cé

tel que ysul(x)" , aam ies classes sont los classaa atintransi tivi‘sé

ae ¥ . .£3. est luzmédist que iz relatica ¢'equivalence R est aggarta,

ear mar sa‘smr (9@% R) un snseable auvam g, 3.3. feat yrmam .&a,

reunion ce ¥ % ds tous les ensembles aavamﬁ m{ﬁ} y Ok u z,,amaart G .
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Congidérons alors 1! asimee quotient Fe=& /H s Que nous appellerons
ltespace des clasges d'intransitivité de & ; wontrons d'abord que ¥
east géparé. un eifet, s_aient x et 5’ deux clssses distincles mod.R , et
goit x é;& ’ ye} ; dlapres la déf.1 il existe un velsinage ﬁo de X ne
contenant gquiun nombre fini ds points de ir ; comme en outre x est
distiriet dge tout wu(y), on reut supposer gque VUO ne cggtient aucut point
de'é . Boit V un entourage synétrique de B tel gue V(x) U, ; comme @

est équicontinu au point y , 1l existe un voisinage W de y sl que,

pour gz cW et pour tout u €t , on ait (u(y),u(i))e'*i . Gelas étant,

si U:-—V(x) ; les ensembles ouveris obtenus par saturation de U ot de W
ne se rencontrent pas. Sinon, il existerait deux homéomorphismes u €6 ,
vEG , tels que u(U) N v(W) # ¢ }, donc i1 existerait =z cW tel gue
u“"v(z)éﬁ ; mais 0915 est absurde, car on en déduirasit gue :

v Yv(y) e ¥(x) <V, , contrairement a la définition ae U, .
un noteras gue ce raisozmez:éﬁt s'applique 8 tout groupe éguicontinu &
dhoméomorphismes de & , tel cue toute classe diintrengitivité de @
g0it un ensemble fermé dans B . »i on considere par eiemple ie groupe

& forné ae i'application mentiqaé Ge la sphere Sn+1 et ce la

synétrie X —-x ,' on obtient zinsi une zmuvehe aémonstratd\on du
fait que i'espace projectif T (R) est séparé (chap.V, %5)
etabiit de m8me que ?ﬂ( Q) est gépars, en considérant le groupe

des isométries ><———> g X ‘ ce la spr;ére SZnM. ; velles que \;,[:ﬂ 5

cette sphére étant plongée Gers 1'espece numérigue complexe C2 .
Soit alors %, un point guelcongue e 5 . 2t sprés la prep.10, il eﬁiate
un voisinage V ce x, tel yufil o exzste mu*un pombre fini d*noméamarpm.a-

. mesuc@ telsque w(V)NV# ¢ ; comme B est séperé, on peus tou;jeura

aﬁppémr gue ces homéomorphismes u agmt ceux pour lesgueis u(xe J=x .@ 3
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ils formeni un sous~groupe 8(x,) de G'~(*gr0u@a de stébilité"‘da % ),'
gui est figi d'apresvl'hyyoﬁhéae ; ie volsinsge W = (\ u(V} 3 oh u
pareourt 3(z,) eet deonc un voisinage ¢e x , invarisn t par les ucfﬁ(x ),E
ob Lel que v(#) N & = ¢ pour tout homéomozﬁhisms ve @ n'sppartenant
pas & ﬁ(x ¥ : o

§ous dirons gue x, est ramifis pour le groupe @ si ie aeus-grauye

é(x») ne se réauit pas & i'appiication idertique ; il est ecleir gue
ilensenmbie des points non ramifies de B est guyert. et enseuble peut
dleiileurs étre vide {exere. 17) ; nous allions suppeser daus ee'éai

suit gufili est Qartdut gense (ce seru le cas lorsgue, pour tout uwu<G
distinci de l'agplicatiaﬁ identigue, i'ensenble des points ipvariants
par u est rarej) »csignons alers par gﬁ iz fanpille ues eusemblies
ouverts A — E teis guo, pour iowut u & distinmect de 1l'applicaticn
identigue, on ait A?\u{ﬁ)gﬁ,j a'aprés la prop.iv, tout point nou ‘
renifié de B posséds un voisinage appartenaut a Eﬁ . 11l o8t clzir que
gﬁ , ordonné par ismclusiocn, est un emsemble inductbif ; 1l posséde done .
up éiément zaxizal # , en veriu du th. de Zorn. montrope que la réunion
R des ensembies uéM) pour mcu (ensembles gul sont deux & deux sens
point commun) eost parboutl dense dans B . an affét, dans le cas ceniraire,
il existersil um voint non raml £ié xbtia el un vo;sznaée V de e ne
rencontrant ancun des ensembles uld) ; on peut en outre supposer gus
Vou(v)=f pour tout ucé aisciacs ae l'ay;plioaiian identique ; ;iéma
¢ces conditions, itensenble ouver: & UV appartiendrait a 53 ,”cdntraif
ramant u is définitian ag & . W ait que # est une région fondggaﬁfala
du greups & {on axt aussi comaine fondamental lorsgue & est ennaexa)

itimsre canonigue de & aans l*esyaua.guotient F sst partout Gense ceng F i




6. & ﬁegd'

- 160 -

en outre, la resiriction » & de il'application cancnigue ¢ de B sur ¥ est

up noméomorphisme de 4 sur ¢(a) s car elle est biunivogue et tracsforme '

toutl engembie cuvert en enseunble ouvert.

g1 x, r;‘appartiant pas & la reunion K des u(i), il est adhérest a H ,

nals il peut n'8tre adnérent a gueun des u(#) (exerc.18). un notera
susel gu'il n'exisle pas de voisinage V ae %y ne rencontrant quhm
seul des ula) ; en effet, VN Cu(a) serait contenu dans la frontiere

de R , done me coniiendraii aucun emseubie cuvert zom vide ; COmBe ,

pour tout v distinet de 1 applzeatian identique, on a u(a)nv(u(ﬁ)sii,

on surait nécessalrement VNW(V)C ¥ N Cu(a) ce gul implique gue

i'ensenbie ouvert VN v(V) serait vide. saie slors MUV appsrtien-

arait a 5‘ , car s'il existalt v tel que (V) \##p , on sursii sussi |

van'.'(n)#gé , contrairement » l'aypothese ; & ue serait donc pss une

région fondanentale.

érateurs et groupes clnoméomorphismes. soit B un aspace___imiform

muni dfun groupe d'opérateurs v (alg.,chap.i, 7,:1‘_)2) tel gque, pour tout
8¢6 , la permutetion x —sx de & procduiie par 1llopérateur s (persutation

que ﬁot;s désignerons par us) s0it un noméomorphisme de B sur lui-mfne,
L'gpriicetion 2 -—;w.s est une re*grasentgaicn 08 v sur un Sous-groupa T
du groupe des homéomorphismes de B .' bl on suppose G muni dlune topoloz e
(co}'ﬁpatible avec ga ’stmcmre as gmupa), et ]'_‘ nuni de ls topeiegie
induite par ceile dlun espace o c {B,E) (en suprposant aussl gqus cette
topelogie induite soit cospatible avec la stiucture de groupe de P )
il y & lieu ge rectzercﬂe'r & quelle conaitian cette représentaticn 'ast,
eozit.mgg f%ous e nous ocoupercns qus gu cas ok T eet zuni de la |
wmlogﬁ,ia Ge J.& convergence g imple daxm E {on salt gue cette bﬂy&iaégi@
sera par exenple compatible avee ia structure de groupe de [ lorsque [

_est 6quicontinu relativement & B) . Dans ces conditions :

f
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mgi&ian ‘ie.. Pour que ls représentetion s o de & gur le grouve
T' (mupi ce ia topologie de la convergence skmple) goit wntznub, il
taut et il guffit que, pour tout xc & , llappiicstion 8 —8X dS G
gsns E soii continue au point e (élénient noutre de €).

Bn eifet, pour gue ia représcnialion 8 — u; goit continue dans G
il éuffit gu'elle ls soit au point e (chep.ill, 2,;31'09.15) - cette
condition s'exprime de is maniére éuivante ; pour vout entourage ¥
de & et toute suite fimie (x,) de points de § , l'ensenble des s€@&
teis gue (szi,xi )e¥ , pour tout indice 1 , Goit 8ire un voisinage de
e deus G ; en prenant la sulte (xi) fécuite 4 un seul terme, on VOit

cj,ue B 2BX doit 8tre comtinue au point e pour tout xeB . Héciprogue-

ment, si cetie condition i veérifiée, l'snseable B'i ges s tele que

(exi,xi) ¢V est un voisinage de ¢ pour chaque i ; 11 en résulite que
L’mt.ersection des 81 est encore un voisinage de e , a'od ls prouositie:
senarque., oi I’ est éguicentinu relativenent & B , la prop.i2 est
encore valable guand OB Tremplace L'h;potnese gue 8 — Bx ¢€8%
continue su point e pour itout XcE , par celle gue cetle applica-
ticn soit continue au point @ pour tout X appartensni & une
partie partout demse de B ( §2, prop.5).
Goreilaire. 8i E sst us espace compact, pour gue ls roprogeuiation
s—u, de ¢ sur T’ soit comtinue, 11 faut et il suffit gue, 'gour
gout_gouvle age points gistinete x,7 de B , il existe un volsinage ¥ '

de e gans G ot un volsinsge V de y daus B iels gue la velatiop 8<VU

eutraise sx £V . _
Le condition est évidemment nécesaaire, car si &-—>8% esl eontinna_

an :t}eint e , et sl m’z ge donune m volsinage V de y e‘ta un vaifamage W

de x sane point eemmun, il existe un voiscinage U do e tel gque scl

emra!ne BXc W , done az%? . ipversenmeal, supposons la. eaaditlo}a
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la condition vérifiée, et domnons-nous un voisinsge ouvert W de x ; pour
tout ye [w, 1 existe un voisinage V, de y et un voisinage Uy de o

tels que seliy entratne sx%‘ﬁ‘ . Gamme ﬁi est compact (étant fermé dans

R ), i1 existe un nombre fini de poin‘ba yi C W teis que les v’i forment

est un volsinage de & ,
~, done

uvn reccuvrement de C W ; 1'intersection U des Uy
i

et la relation s< U entraline que sx n'appartient & sucun des v’i
8xc¥V , ce gui prouve la Qentinuite de 8 —sx au point e .
;g;g g. 1) Soit Y, 1'homéomorpmamo x—>x’ de K sur lui-zéne.
gontrer que i'application u—>v, u de ‘gn( K, K) dans gn(R s K)
n'est pas continue en tout point. .

2) s0it @ le groupe ues homéomorphismes dti plan‘ nunérigue Ré s
muni de la topologie de la convergence simple. sontrer gue i'applica-
tion (u,v) —>‘uov ae @' X @ dans @ n'est pas continue
(considérer a'une part, des homéomorphismes uw, tels que u laisse

, n
invariant tout poigt (x,y) pour iequel y n'appartient pas a l'inte_r-

velie [5-17 ’ %], et que, la resiriction de u, & la aroite y = --55%;-
soit une trapslaticn (x,y)-—)(x-H,y)s; vrendre a'autre part pour v,
ls translation (x,y_)-.—a(x,y)%— --52-‘5%;-— )).

5) Boit B un espace métrique, (5 1'ensemble des ensembles bornés
(chap.VII, $ 2,exerc.20) dans E . Un désigne par < 1'ensemble des
epplications continues u de & dans B , iipschitziennes sur tout
ehsembie borné, cl'ssti-s-dire velies gue, pour toute partie bornée A
de B , il oxiste une ccnstante k, >0 (daépendant de u et de 4) telle

gue pour x c-—A,ye:—A » #u(x),u(y))<k, d(x,?) Hontrer que 1fapplica-
tion (u v) -—~>uov -de f «® o dans v{f est eontinue lorsqulen munit
: vg a.e ia tepaiagie mmzite par f (;s,x.) :




o, (LU ; ) V/ , 8% que u01 8oLt unifornément continu dens chacun d.es

‘de la topelogle imduite par (£,8). (Utiliser le criters du n 22)
(é : -

de B, .;iggegizz;sng gur tout ensemble boIné \exerc. 3), et gi toute

) Hontrer gue, sur le groupe des noméomorphismes de R sur

«4
"eeﬁvergmee compacte, L'a}?glmatha u >u N’ est v8s ecntixme au

: yOlﬂ’i’- e \ap;umaticn mem;iuae ae E sar iu.l-m@me)

. 16} - _
4 Soit B un sspace uniforme, reunion ¢lune Infinité dénambrablo
a’ensengles ouUveris @»maxqs Uﬁ tels que : 8) Un ¥ s b) pour
teni indice n , il existe un &ntourage V de B tel gue les ense::zbl_en
V(U ) et W( EU 1) ne se rencoutrent ras. Soit u, un homéonorphisne

ae B sur iui-m@me, Tel que pour tLout i, il existe n tel que

ensenbles vy (U Y. 8k @ aésigne ia ra:si.tle ses aneam}sles ﬁ , mon-
trer que l'spplication u su ! grouya @ daes hemeaaorphismes

de & sgur lui-m8me, esti continue su point vy lorsqu'on nunit @

E;n dédulre gue : ‘
a) ba topologie de la convergeace compacte est compatible avee
1z gtructure dge groupe cu g,rou*e ¢3 noméomorphiemes de l'sespace -R

b) 81 E est un espace métrigue, I' wun groupe clhoméomorphismes

poule ouverte cans B est copnexe ; 18 to sologie induite sur ' par

(6 @ (B,8)}, o 6 est l'ensembie depg parties bornees de B , esst

compatible avec la strucmre ge groupe de .T i

iui-mBme, la topologie ae la “nvazgzenca simp.aa est identicue & la J
topologie de la c.anvergence compacie.

&) soit B le sous-espace loeal@mem; co.agact ge K 3 ramé dan
point O et des points 2 , ot n ;arcaurt 1'enpemble = des entiara |
ratimnels. 2l @ est ig 5reupe des homéomorphiames de & sur :

lui-n8ne, zoutrer que, Lersqwcm munit de ia topoiogle ue la
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7) Soit E un espace localement compact, muni d'une strueturs uniforme
compatible avec sa topologle ; soit @ le groupe des homéomorphismes
de B . rour tout enitoursge V de B , et tout sous-ensemble compact &
de B , g0t W(V,s) 1'ensenble des couples (u,v) d'homéomorphims de
E satisfaisent aux relations (u(x),v(x))eV¥ , (u” 1(x),v 1(x))c V pour
tout X¢ A . sontrer que les W(V,A) forment la base datun filtre d'entou~
rages diune structure uniforme sur @ ; et q{ie ia topologie déduite de
cette structure uniforme est 'ecmpatible avec 1a atmctnre de’-groupev d%

8) Soit I 1l'intervalle compact [0,1] de la droite K ; si @ ast-\/'
ie groupe des homéomorphismes de 1 , muni de la topologie de la conver-
gence uniforme, monirsr gue le groupe topqlogique @ ne. is_ont &tre
complété (former une suite (u,) d'homéomcrphiaﬁes de I , uniformément
convergénze_ 4 maié telle gue le suite (‘n:) ne soit pas uniformément
convergente). \ , '

G) sSoit @ le groupe des pemﬁtationavde i'espace discret _Af - des
entiérs naturels, munide la topologie de ia convergence simple ;
moﬁtrer que @ ne peut 8tre complété (uéme méthode que dans l'sx. §).

10) seit E ur espace uniforme sépare, H un sous-ensemble de ‘@(E,E), :
unifornément équicontinu dans B . montrer que llensemble K des sppli-
cations u.v , ok ﬁ et v parcourent B , est uniforméament éguicontinu
cens B . bonner un axemplé adlensemble H équicontinu relativeﬁent B E,
et tel que K ne soit équicontinu en sueun point de B . '

10 bie) Soit E un espace localement compact et connexe, H un groupe
.a' homéomorphismes de B , équicontinu relativement & & . 5i on munit H
de iz topologie de la ConVergence aimple H devient un groupe toyeiogiquq
localement précompact, et l'adhérence B de H cans ‘@ XE,K} est. un
groupe localement compact d' maéomorphiamea de B (utiliger .s.'exajre.ﬂ .
du ehap,1li, 33, la prop.7 et ilexerc. du ¢ 2 et montrer qmla
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que la structure uniforse imduite sur un voiaina&,a de € dana B par la
structure uniforme geuche de H est identigue a celle de i1s oonvergen.ae‘
siopls). ‘ | . ‘

ﬂ) acniraer gue, sur le &ronpe i des isometries de l'espace T\’n
\runi de lu distance euclidienns), la teyawg,ie ¢e la convergencs
uniforme est strictement plus fzne gue celle ae la convergence simple
(remarguer gus, sur ig sous-groupe des rotations autour da'um point,
is topologie mdulte vay ia topologie ce la convergence umfor;e est
1s tepologic ¢iserele). _ '

12) =onirer gue, sur le groupe GL n(K) des automorphismes de
i‘espace vectoriel T’\n s 18 atrucmx{e uciforne ue la convergence
zimple zet distinete des siruciures umiformes cirqité €7 gauche de ce
groupe {remarquer que GL n( ’R;) n'est pag ccouplet pour la stfaéture
ge la convergeunce sim ;ie). '

1 j) Seit u 1'hombonorphisne de la droite numéricue K , défini per
u{x)=xHt pour x g0 , uix)=x + *ﬁ; pouUr XU . voit ¢ le groupe
nonogene engendrsd psr u ; momirer cue U est um grouie éguicomtinu,
zigcret pour ia topoleogie de }.a couvergence simple, mais cgu.é da
structurs wniforme inuuite sur ¢ par ”Zés est distincte ce lu
structure uniforze ciscréte.

i4) Soit & un espsee topolozigus gomne topolidgicue do c‘iewn, e8paces
£, igomorphes & ls droite pumérique R . rFour tout couple (z,.,n)

11
‘ex:tiers ratiezfmws, on désigne par o 1'homéomorphisne de B
: - |
2 ’;4‘# & G & . : = 5
i;@vg‘czz& par Qm,n(x'i )=,31m§inﬁ pour x,‘éﬂ,‘ s “m n(xg)ux "ﬁay-i-ns
ponrr X, (= «2 ,' a& ay B, ¥, 0 gsm; gusa tre nombres réels non mzls

_tels gue %— et % scient irraticrnels, et -; £ % . -




luienéme en posant u(U,u)=(v,0), et wu(re
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Hentrer que les “ra ferment un grou.pe ¢ dinoméomorphismes de E ,
gui est equiconcinu et discret pcmr la topelogie de ia convergence
gimple, mails qua é n'est pro;;rement aiscret en sucun point de 5 .

15 ) bans 1e plan numérigue ’R“ ;, Boit & l'enseunble formé ae itorigi-
ne et des points (0, 1/2n) pour B )4 . Pour tout entier rat;ioxmel
n#0 , on aésigne par u, la restriction & E dlunme applicatéon linéaire
affire de 'R‘l‘i gur lui-méme, telle qgue u (U ¢)=(n,v), et

(v, -—-l-ﬁ-r = (0, ";TQT) ¢k € est un nowbre irratiomnel ; soit F le

gous-espace de 'R , Téunion de E et des un(E) ; By désignant l' appli- |
cation identigue de & sur lui-méme, on définit u, dans tout F par

les conditions un(u (x))su!m(x) pour tout x¢ E et tout emtier
rationnel m ; i'ensemble des u, ainsl définis est un groupe & d'homéo-
morphismes de F . sontrer que G est proprement aiscret em tout point
de F , mais n'est pas équicontinu relativement & F , et ne vérifie
pas la prop.iv. ‘ :

16) voit E le sous-espace du plan numérigue 'Rg y Teuniocn du ciemi-‘
plan y> 0 et de. .i'origine. Un définit un homéouorpnisme u de & sur
AR )aﬂrrei‘a , avec 9= 2 :
pour U(S{z ; 0'=6- % pour %sﬁ(% , 6'=26-5 pour %(@(a.,
pour tout point :roj“'d du gemi-plan y >U , 9i ¢ est le groupe monogéne
a*néméomarpnismea de & engendré par u , montrer gue G est équicontinu
relgtivement & & , el st proprement discret aiz tout point de &
distinet do (U,0). _

17) Boit G le groupe d'homéomorphisnes de i'espace discret 7. des
entiers rationnels, e'ngendré ;)ar les syméiries X — an-x‘(oﬁ h par-

court 7 ). mopirer yue ¢ est équicontinu, proprement discret dsus

. ‘mais que tout poini de 7. »em; ramifié pour le groupe & .
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: 18)v$oit E le demi-plen y U dans le plan numériguse Tia‘; soit &
lﬁl groupe des translatvionms (x,y) —>(x+n,j) dans B(nc Z ) ; & est
eéguicontiinu dangs § , proprement discret dans E , ét aucun point de B
n'est ramifié pour ¢ . un desizne pur & lg partie de E ééunion ges
enseubles n‘ définis pour m ¢ 7 ©par les relations suivantes :
n(x(oh .L. (& -|z-2- 2 ])<y<-:5;7- (4 -|x-n- 4|3 - Montrer que
4 esl une rébion fondamentale pour le groupe & ; tout point (n,G) est
adhérent & chacun des transformés de & ; tout point (ﬁ,y) o y OO, ;
eét adhérent a la réunion B des transformés de &4 , mals n'est ’
adhérent & sucun d'eux. ' -

{9) Un consicére le sous-espace B de la droite numérique K , formé
du point x=¢ , des points 1/2n (r entier 7 @) et des pointa :
xm’n' & “5'37"? . ;% (mc2 ,neN). soit u 1! nonéomorpnisne
de B sur lui-néme, défini par les conditions u(v)=0, a(1/2”)=1/23',

u(x n,n) ey’ ~»1 & est le groupe monogéne'u'noméomorphismes de.i .
engendré par u , monirer que ¢ est équiconiinu au point x=0 , mais
ntest équiecontinu en aucun des points 1/2n 5
ad) 51 ¢ est um groupe d'homéomorphismes de R s Gguicontinu _'
relativement & R , montrer gu'il ne peut exister d'homéomorphisme
ﬁé&@ ’ ?osaé&ant au moins un peint invariant, et aistinét de lfhaméo-
moxphiéme identique et des symétries X —>a-X (montrer gue le groupe
manogbhe engendré par un tel ﬁ;méomofpniame,ne peut 8tre éqéieéntigu
en un pﬁint invariant de u ¥ ' o
21) aoit & un groupe tcﬁologique, T’ le grouve des translatiens &
gauche ¥y ¢ X ——?ax de v ; on seit que X “€>Yx est L igomorphisne

de ls structure de_ggauge de G sur celle de 1T .




a) 5i on munit ¢ de sa'stinotnreAunzforme‘ganenu, I’ est unirermemont'
équicontinu dane ¢ ; si on munit I’ de 1a topologie de 1a-coﬁ#argencn
simpie, x — ¥, 408t ﬁu‘iacmorphisme gu groupe topologigue ¢ sur le
groupe topologique | . Pour toute partie 4 (mon vide) de & , ls
topologie ce la convergence uniferme sur 4 induit sur [ nﬁe.tepologia
compatibie avee la étructure B groupe de ['; si on munit [’ de
cette zapoiagle, on obtient un groupc tOpoxogzqua 180&9:@&0 au groupa
topologigue cobtenu en munissant G ée la topa&ogie aans laguellie un
systéme fondamental ae voisinages de e est formé des ensembles
Vi =‘£::£ xVX" ; o4 V parcourt le filtre des voisinages de e dans G.

b) 8i on zunit G de sa structure uniforme dareite, pour toute partie
non vide A de ¢ , la topologie de la convergence uniforme sur A induit
sur [' la méme topologie, pour laquelle x —>Y, est un isomorphisme
du groupe topologigue & sur le grouge topologique [' . Pour que ['
s0it équicontinu en un point de & , il faut et il suffit que les deux
structures uniformes de & soient identigues.

22) Soit ¢ un gtoupe topologique, /A 1le groupe des sutomorphismes
Antérieurs de G ; si Z est le centre de G¢ , et si & toute classe
X€6/2 on fait correspondre 1'sutomorphisme intérieur g —xzx~ ' pour
un x quelcongue de la clasae'i , on @éfinit un isomorphisme canonime
de las structure de groupe de G/z. sur celle ae A .

sontrer qus, pour que A soit wn groupe équicontinu en un point de &
41 faut et il suffit que les deux structures uniformee de & : solent
-idsntiquss 3 A eat,alors unifcrmémegt éguicontinu. #i on idanﬁifie~
et G/4 par 1'isomorphisme canonique, la topologie ue ia ednverganeé ‘
uniforme sur A est alors moins fine que 1a cepolegie quatient de

colle de & par 4 . 4Uas ok G est eempact.
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3 4. BEspaces de fonctions continues numérigues.

un espace lopologigue séparé, ¥ un espace normé sur um corps valué commu-
t’atif K (chep.VIL, 53) ; on dit gu'une application u de E dans F est ‘
bormée =i is fonction numérique x — || u(x)| est bornée dans & . Si u et
v sont deux appiications bornées de E dans F , il est immédiat que utv
et Au sont ces applications bornées de E dans F pour tout sealairs
| A€ K ; autrement ait, 1'ensemble (730(3‘,?) des applications bornsées

de E‘dans- ¥ est un espace vectoriel sur le corps 4 (aous-espacs de l1'es-
pace vectoriel FE de toutes les applications de E dans F). Hous allons
voir gue, sur cet espace, la foﬁction
(1) || u]| = sup_ lulz) ||
est uvne porme, et que la struciture uniforme definie par cette norme est
identique & la structure de la gonvergence uniforme. '

gn effet, |u| =0 siguifie ﬂu(x)l}:ﬁ pour tout x , dome u=C ; on &

[ viv]| = 5B Ju(z)v(=)]| < 22 (Juix) | + ] v(=) || )<

< s “u(x)” sup Hv(x)ﬁ =[u|+]v]

et i1 est imméaiat que || Au“ = [/\[ I nl\ pour tout scalaire A€k .
b'gutre part, on & un systeme fondamental d'entourages de la structure
uniforme de la convergence uniforme sur 550 (E,F), en prenant pour tout
€ DU l'enserble des couples (u,v) dfepplications bornées de & dans F ,
tels gue "ﬁ(X)'V(X),' € pour tout xck ; meis d'aprés (1), cette
' relation équivaut & Je=v (| <& , ce qui achidve 1n démemstration. L

Lorsque nmous parleronse désormais de l'espace 5‘30 (E',?), nous leu
considérerons toujours (saufmem:ibxz expresse au contraire) o@mme mﬁni
de la structure d'aSpaee normé aéﬁnie.. per la norme {1). fi-exa' applicaizioné

(2,v) — uty et (A su)—> A u sont donc continues dans
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650(3,3);x 55°(K,F) et dang K x 92 (E,F)irespéctivement. Pour que
050(3:?) 80it complet, il faut et il suffit que 8 F le soit ; en effet,
7 .(E F) contient le sous-espace (fermé dans 55—(5,?)) des applications
canstantes de E dans F , et est lui-méme un sona-espece fermé de
(E sF), car 8i u est adhérert &. 55’(8,E), il existe ve?J5’(E,r) tel
que [[u(x)-v(x){ <1 pour tout x<E& , a'os [u(x)|<|v|¥i dans E ;
ia propogition résulte glors du th.i du 35 1. Dans ce cas, pour qu'une
gérie (u ) d¢'applications vorades de & dans ¥ soit uniforméument couver-
gente dens B , il suffit que, dans I (E,F), la série ue verme général
u, soit absolument convargegte (elest-a-aire que ZZ ﬂu ]FQ+<30 H
ef. chap.VIi, ¢ 5,prop.i0).
~ Cette condition esniraine naturellement que, pour tont x B, la
série de terme général wu (x) est gbsolument convergente aana'
l'espace ¥ , la reciprogue étant maturellement inexacte en géméral ;
pour éviter toute confusion, on exprime parfois que la série de
terme général "anlléat convergente, en disant que la série de
Terme général u, est noxmalement convergente :

Soit maintenant J)(E,F) le sous-espace vectoriel dae 7 ofB,F) formé
des applications bornées et gontinues de & dans ¥ ; comme <ﬁ?(k,?) et
ltintergection de 559(3,3) et de ‘ékﬁ,?), ot que chacur de ces sous- §
espaces est ferné dans 5;/(3 F), 55(? F) est Peruné dans '6;;(3,2), |
donc complet lorsgue ¥ est complet. ﬁi & est compeect, on s

/‘gxm F) = 56(E F) (chap.iV, 26,th.1).

worsque F est une algébre normée (enap.VIl B,npd) sur le cerys

valué commutetif K , 53 (E,F) est une algébre (commutative) sur K ;
B outre, la norme (1) est alers GQMQatibie avec cette struetur@v;

a'a&vebxe, car on a
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“uv" - sup “u(x)v(;)” <, o | ‘u(x)" -l v(x)"g sup | a(x)] - sup |¥x)]
| iisl i) - |
B (E :) : muni de la norme (1) est slors une algébre nommée sur le
corps K'; B (E,F) en est une gous-glsdbre. -
iles éguicontinues d'spplications d Ro espace normé. Counsidérons
a'abord l'ensemble ‘6(3 K ) des fonctions nmeriques finies et conti-
nues dasne B , et aoit B un sous-encemble de ¥ (%, R) , éguicontinu
reiativement 4 B . Un peut considérer H come une pertie de l'ensemble
€ (8, 'R) ; comme lsg s’cmcture uniforme inauite sur K par celle de R
est moing fine gue la stmcture uniforme de la droite nunérique,
H est encore équicontinu relastivement & B quand on le considére conne
‘ 9artie de ¢ (B, ’l\’) Il en résulte ( §2,prop.4) que 1'schérence R de "
dans l’espace (j (&, R ) (espace ages fonectione numériques finies ou
non, définies sur B » muci de ls topologie de 1a eonvergeme simpls),
&8t encore un ensemble égquicontinu relativement a8 B (pour 1;2 structure

—

uniforme de K ). -
in partieul.liar, i'enveloppe supérieure et i'enveloppe infériesure
de H (chap. iv, $5), qui appartiemnent & H , sont continues dans E .
Hous allons montrer en outre yne, si u, C ¢ ; 16s eusembles

-4
U, (+ o) et a (= o) sont & 1la fois ouverts et fermés dans E .

ils sont en effet fermés, puisgue u est continue dane B ., P! au%;re part,
soit x & tel que u o{F)=t oo , pour tout € >U ; 41 exigte un voisinage
U de x tel que, pour tout yeU et tout u H on ait ,u(x)-u(y)] :
Or, quel gue secii le nombre k>0 , i1 existe un veisinage ¥ de u,

daus H tel que, pour tout nevna ; on ait u(x) k ; on sura done
anssi u(y) k-& pour tout ué VO H ot tout yeU ; comme k est arbi- ‘4
trzire, celia entrainev gue uo(y)=+ oo pour ‘hautvyéii » €8 gul prouve c;tig_

S
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ub(+'00) est ouvert ; aémomsirstion snalogue pour ga(f oo Je

vn en déduit ls proposition suivante :

Freoposition 1. Soit ¥ un espace compact et gggggggh H un ensenble

éauicortiny de fonctions mumérigues finies, définies dene B . 51
i'encernble Hx est rajord (resp. minoré, borné) en un goint xen , les

fonctions de H sont uniforménent najorées (reép. upiformément ninorées,

uniformément bornées) dang B . _

sn effet, soit uo i'enveloppe supérieure des fonetiona. u<H ; on &
n°<%ﬁ', done ‘gb(*-oa) est un ensemble & ia fols dﬁvert et fermé dang B ;
gomme & est'connexa, cet enseuble ne peut étre gue vide ou identique
8 B, ét 1'hypothese entraine qutil est vide ; mais alors u, est une
fonction numérique continue et <+ o© dsns l'espace compact B . donc
le th. dé welerztrasas (chaP.IV,§-§,th32)'entra£ne gutelle est majorée
dang B . i
Corpllaire. 5olt B un espace compact et gonnexe, F un _espace normé sur
up_corps valué K , H un ensemble éguicontinu d'sppiications de £ daus F .
81 1'epsemble H_ est borné dane ¥ pour un point %x<E , les fonetio
de H sont uniformément bornées dsns B .

il suffit en effet d'appliquer la prop.i & l'ensemble des fqnptions.

x—> [u(x)] , qui est équicontinu dene & , puisque X —> | x| est une
| spplication unifornément continue de ¥ dans K . : o
; 5. Fonctions contipues pumérigues definies dans un groduit d'aagacee gam2aets,
| Dans ce n° et lé suivant, noug allome nous borner é'l'étnds‘d'espaess
de faﬁetions conbinues numéricuss (rinies) ou de fonetions co&tinaea'ﬁ
Valeurs dans un espsce normé sur ie corpé K ; et définies daﬁe'un:'
EBpace cgmgacﬁ°; povs démonirerons des "ﬁhéotémea a'appiaxiﬁatian“
fondamentaux pour ceriains de ces e8paces fencziannala,‘c‘estiaédiré

des théordumes établissant l'existence, cans les espaoas censiéerés,2&éy4
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de scys-enserbles pertout aenses p‘articuliéremem simples.

;"rhéoréme 1. poient !:; ot if‘ deux espaces compacts. Deng 1'espace
¢ (ExF, K ) des forctions contirues nupérigues finiea définies dang

i'espace nz_‘gduiu ExF ; le sous-sspace vectorie;L engendré par les -

fonctions de la forme (x,y) — u(x)v(y) , ok u parcourt ¢ (B, K )
et v parcourt € (F, R), ygg‘t; partout dense.

Soit £ une fonetion continue numérigue céfinie dans ExXxF , € un

sombre >0 arbitraire. Lonnons-nous un point gquelconcue xcB ; pour
tout ycF , il exisve un voisinage v v de x dang B et un voisingge

'
4 de y dans F tels que, pour tout point (x!,y!)e® , oh ait

£yd Y :Y
\f(x' 7! )-f(x,y)]g — . F étant compact, il existe un nombre fini de
pointe yk\x) (1 \k4§(x?) de F tels que les V_ lyk(x) fornent un
reccuvrenent de F ; soit Wx le voisinege de x , intersection deg
¢ :

X,7(x) _
(i <ig<m) de B tele que les a"i forment un recouvrement de B . Fosons

» Comme B _est compact, il existe un nombre fini de points Xy

‘“i‘wxi ; d'sutre pert, pour tout y<¢F , soit T y ltintersection des

engenbles V ) gui contiennent ¥y 3 les Ty distincts sont en

X
nombre fini, etyfc(ament un recouvrement de ¥ ; désignons-les par Bﬁ
(1 <jg<p) . b'apres ces défiritions, pour tout couple d'indices (i,3),
itensemble Ay xB_ est tel que, pour tout couple de points (x,y) ,(x-*—.i,;z,r’)‘
defcet ensemble, on ait lf{x,y)-f(x',y')l £ © . Cela étant, il existe
une partition continue ¢e 1'unité (chap.Vil, '94,1105) (u.) sur E , telle
gue ui(x)zo dang C A, , et une partition continue de 1'unité (v )
sur ¥ telle que v (y)w dana {:Bj (‘3 1<% , 1 <j<p) . uuel que scit

(x,y) eExF - on a

() Z Z ui(x)vj(y) = ( Z w, (x))( Z vi(g))=t
rour tout con;&ié a'indices (i,,;), soit (xii,ym) un point de AixB

aonsidérow ia dx, fférence
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o(x,y)=£(x,y)- Z Z £(x 3.713)111(1)'0'3(7)
Dlaprée (2), on peut l'éerire
o(x,3) = Z Z (£(=,7)-20x; 4,7, 1) )uy (x)v (3)
gr, quel gue soit (x,y) € ExF , pour tout couple d'indices (i ,3) tel
gue (x,¥y) €&y xBJ , OB a ] (x,5)- f(xu,yij)l\ £ ; pour tout autre couple
é'indices, ui(x)vj(y)so dtaprés le choix des u, et Vg done, coume
iss v, et v j ont des velsurs )0 -
]w(x,y)l £ . \_ZZ u (x)vj(y) =€ c.q.?é
Par réourrence sur B , on déduit amssitft du th.1 que, 8l (%)
(1 {4 <n) eet une femille finie d'espaces compacts, E = ] T18 ileur
produit, le sous-espsce vectoriel de G (B, R } engendré p:r ies
fonctions de 1z forme ,
(:‘:,i ,xé,_. o ,Zn)—>u1 (x1 )ua(xg). : .un(xn) ‘
o&'ui pareOurs ‘@(Ei,R) {11 (n) est partout dense dans ‘@(E,R).
Hous allons en déduire ls générslisation suivante :
Proposition 2. foit (B ) . ume famille infinie d'espaces compscts,
E= H E lsur L-ro&uit._ Dang l'escsce “@ (8, K ), le scus-sspace
vecioriel engendré par les fo ctions de ls forme

T

; A€l 6 4 ‘ :
¢k H parcourt 1'ensemble des pertiee finies de I , et of, Eur ehague’

aehl , L pareourt ‘@(k. y K), est pertout dense.
S0it £ une fouetion continus pumérique finie définie dane B , >0

ue nombre erbitraire. Pour tout X E 4 i1 existe un'ansémble & léaan’saire

(enap.I, 58) V, , contenent x et tel que, pour tout xt ¢ v , on eit

[f(x' )-f(x)!\( = . Comme E est compact, il existe un nembra i‘i._i ae _
points xiéi.‘s tels gue les ? x5 forment un recouvrement ae B .
Or tout snsentle élimentaire est un produit (}'ense:m’blaa ouverts

A C B tels qus A =8  esuf pour un nombre fini d'indices.
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Soit alors H la pertie finie de I telle que, pour tout 7 ¢ H , le fac-
teur 4'indice < d'us su noins des V, solt distinct & B j posons

B! aJ ! E , E" = Jééﬁ B, , et identifions B avee le produit E'x E

en posant pour tout =x=(x ) _., x=(x!,x"), avec x'=(x ) e
x"=(x )Le(;H ., Soit a un point fixe de E® ; pour tout x'<E!
- i1 existe un indice i tel que, pour tout x"c E' , (x!,a) ot (x',x")
appartiennent su méme in , done on a ‘f(x',a)-f(x',x')]g -3- quel
que soit x"CEE" . Autreuent dit, si on pose g(x)=f(x',2a) , on s
lf(x)-g(x)l pour tout xc¢E . uais la fometion x'— f(x',s) est
définie dans un gmduit fini ®' d'espaces compacts, donc il existe
une combiraison linéaire h de fonctions de la forme x — L—g u,lx )
teile que, pour tout =x<€E ,{g(x)-h(x)lg -g- ; d'od lf(x)-h(x)‘ <®
pour tout xc¢E , es qui déuontre la proposition.
Remargueg. 1)ila premiére partis de ce raiscmnenent prouve plus
géuéralement gue, dans l'espace “@u(m,l’) des applications
continues de k& dans un espace uniforme F , zuni de la topolozie
de la convergence uniforus, iee foncticns continues d'un nombre
fini des variables x forment un ensemble partout dense.
z)' Lg ;;rop.zv est encore .vaiable lorsgu'on y resplace le ¢orps "K
per une algdbre F de rang fipi sur R , adnettant un élément unité;
il suffit de ramax'quer que, s8i (e, )0 <ig p @3t une base de F ,.
telle gue e, soit élément unité de F , la contizmité d'use appli-
cation x — Z fi(x)a de E dsns F éguivaut & 1a sentmuité de
chacun des fi . - que d'autre part, si les 8 (1<k<n) sont
des fonctions continuee numériques définies daus E , on pexzt

éorire
(u,(x).. .‘m(x})e -(ui(x)a )...(u (x)s, )a .

En particulier, la prop.2 est valeable auand on remplace R an’ _

1'un des corps C ou K .
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4. Le thforéme de Weierstrass. Thiordme o (weierctrasa) 8oit I un intervall
egmpget d ) ue K, F un espace normé sur le corps R .
Dang 1l'esvace € ,B) des avplications continues de I dang E , l'ensen-
bls des restrictions & I des polynomes d'une varisble réslle, & coeffi-
cients dans E , est partout dense. :
Un peut toujéuré supposer (rar un homéomorphiswe de K ) que I est .

1lintervalle (0,1] : Soit F une applicetion continue de I dans E ;

g .

pour tout indice n >0 , f‘ormons le polynone & cocefficients dans =
Pal®) = Z F(P-)(‘*)xpu-x)"‘i’
dous allons mopirer q,:e, u_:ur tout £ >0 , il existe un indice n tel
gue, pour tout xe€I , “F(x)- Pn(x) " { 2 . Dleprés la forzule du

bizbme, on a

(2 pis) i (g)xp(‘i-x)n'p = (x#1-x)"
donc on peul éerira. |
(3) f(x)= p (x) = ;(F<x)~ c—“-)xn)xpc« -x)2P

Comme F est uniformément continue dans I , on peut trouver un entier

n tel gus, pour tout couple de poinis x,x' de I tels que ]mx'l( 71
oz ait ﬂF(x;- F(x!)" T . ‘our tout x€1 , décomposons la aomen :
du seccud membre de (3) en deux evtres ; désignant par B = 1'enseuble |
des indices p tels que lx— 2 i( -—-7- , Dous évaluercus smccessivement
la zomme des temes pour les&ue’i\e/cz? ., 6t ls somme de ceuzx pour

lesguels p%hx . Dlspris l'h,;potnése et la relation (2 big), oz &

| 2 (F ®- FENCOIEG- x)”PIl\ Za( (1) P

PEH,
Four éva.mer 1a seconde BOTLE , nous établirons é'a’bord 1'identite

ﬁuwamw :

»'ié):' ' Z(x~2)() (1_}:)1133 Mv‘

Freo -




En effet, en dérivam le polynome (2 bis), il vient, apréa multiplice~

tion par x(1-x) i
n=p
Z., (p-nx)(?)xp(ﬁ—x) G
8t eu dérivm*t de nouveau cette identité et multipliaent var x(1-x),

il vw.at 5 i ,
z (p-2x)"(2)x Pl1-z) -nxu-x) L ( )x (1-x)" % = 0
ce gui n'est sutre que (4) en vertu de (2 bia) '
= WA ” i
Par définition, pour tout p tel que p¢H , ona =2 [> i

éome, d'aprés (4)

W e L A
= e, (p)x?u il T L ()= Wi

et per suite, en désigpant par M la borpe gupérisure Gs " P(x) ”

dase L , cn a

| p%ﬁx Cf - F ENC"(1-2"F e =

On voit donc gu'on a pour tout x el .
| F-p.@f < g2

et le second membre est (¢ dés gue n}

5]

ap e _
c.z:;g.F.z:.

Corollaire. Soit 4 un ensoible compset davs 1'eepscs numérigue 'K
Dene l'sgpaes ‘6(? R ) des foncticns numérigues continues iiﬁi$8’
définies dans A , 1'enseuule deg réstrictlons & 2 des pelynomes de o

jerisbles r@eiies, & ooeffigisnts réels, est Tartcul derse.

@Q
3

: - &
in effet, on peut se bormer au ¢as od i esl un pavé compact dans R

=

puisgue A est toujoure costenu dans un tel pevé P sl gue touie for tiém
pumnérigue continue éans A est le restriction & A 4d'une fonetion ::smarj.v—
gue aéfinie dans P (cua,:,.i:"z, o4 .th.2). ya Irorosit a n est alom

ane caméqu vce immédiate des th.1 et 2.

PR NS ey F Ny L o =
o tues Sy aes)
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Bezarcues. 1)le th. de Welerstrass n'est plus toujours exact lors-
gu'on y remplace le cérps R par un autre corps valué ; par exemple,
Bous verrons plus tard gu'il est inexact pour le corpe € des
nombres complexes. :
2) Le cor. du th.2 est encoréAvalahle lorsqu'on cousidére l'espace
 des applicationé continues de A dans une élgébrs de rans fimi sur K.
En particulier, si A4 est une partie compactie du corps C?, identi-
fié & 1{2 , dang l'espace des epplications continues de a dans C
1'enseuble des polynomes de 2 veriables réelles, & coeffoisnis com-
plexes, est partout dense, mais non 1'ensemble des_polybomes d'uue
varigble co&glexs, & coefficients complexes.
Le th. de Welerstrass udmel la généralisation suivante 3
Thégrims 3 (stome). Boit E espace comuact, (fi)'zex une famille de

fonct eontinu uzérigues finies définies dans E , Lelle gue pour
tout couple (x,y) de points distincts de E , il existe un imice < tel

gue £ (x)#£ (y). Daus 1'esvace f?(E,'R)'deg fonctions numérigues
continues finies défiries dans E , ies fonctions de ia forme
x -—9;(fk1(x),f¢z(x),...,fﬁnﬁx)) - !

of n est un entier O guelcongue, p un polynome guelcongue de B varisbles

& coefficients réels, et les 'Lk n indices guslcomquesg dans I , forme ot |
, engemble out d ; : , : - !

Soit K, un intervalle camyact de K nentenant 1l'enseuble campact | g

£ (8) , et soit XK “*ic& X, l'espace compact produit des K 3 ecnai&érans,

l'application x '>(L (2)) de E dauns K ; c'est une appl1caxicn continue E
binniveque d'aprds 1'hypothése ; dose (chap.I, $10,th.1), c'est un |
noméomorphisue de E sur un pous-espace caﬁpact E' de K ., Désignons par u

l‘hcméamoxphiaﬁe réeigrague da'E' sur E .
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S0it maintenant g une fonction numérique conmtinue finie définie dens
B ; 1l'epplication y—sg(u(y)) est une fonction numérigue eonytimzé finie
définie dans E' ; ellé se prolonge domnc (chap.VII, S 4, th.2) en une 4
application continue h de K. dens R . D'aprés la prop.z et le cor, du
th.2, pour tout €50 11 existe donc vn entier n , un polynom p de n
variables & coefficients réels, et n indices ’ch I (1<kgn) tels que

|

dans K , on ait
| h(y)-p(i’tl T ARTTE S |<e
Cette relatiocn = done lieu en particulier pour ye B! , clest-u-dire
pour ys(ft(x)) et pour tout x ¢E ; mais alors h(y)=g(x) et y‘l'#t;(x),
dano,» pour tout =xcB , On a
g(x)-p(g, (x),f L(x).’-..,f%(x)_)
ee qui démontre le théoréme.
0, notera gue la condition de 1'énoncé est non aeulament suffi-
sante, mais avssi nécessakre pour que le théordme soit exact ; '
en effet, si pour deux points distimets x,7 , on & f (x)=f ()
pour tout + , et si h est une fonction continue égale & O au point
X, £ 1 au point y , b ne peut &tre limite" uniforne de polynomes
par rapport sux :l;‘¢ ;, éar un tel polynome prend toujours des
' valeurs ézales sux points x et y . ‘ 7
Corollesire. Soit E un espsce compasct, (f. ) Loy BES f@u d'applice-
tions comtinues Ge © daus le corps des moubres complexes C , telle gue
W (%,7) de poists distincis de 5 , il existe un ice 1+ |
i gue f (:x.);éf iy) . ﬁga 1l'espace ‘6 (n’, G des gglieationg | J

gcontinves de & daus C , les fonctionsg de la forme .
xw,p(f (x),f‘%) ix),. ..t %), ? (x) 2 (x),...,,?d/%(x))

B

.._..__g._.s:_na.__..___g_e&ne t un entier 70U guelconmgue, pﬁmw’aa
varigbles & coefficients compleses, et les *x b indices guelcongues
degns I , formest un enssmble partout dense. '




i
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I1 suffit d'appliquer le th.3 & la famille formée des parties réelles
gthet des partiee imaginaires h des £ , en remarquant qué
g, =2z +T), n =i (2-F).

Comme exemzple d'application du th.3, citons le résultat suivant :
roposition 3. Soit P le soug-espace de C(R™®, C) formé des sppli-
cations contimues de T ® dans (, génetten £ Z® comme groupe des
périodes. L'ensemble des coubinaisons linéaires & goefficients com-
plezes des fonctions de la fomme (x;,..,%,) — €(h X, thyx+.. % ) ,
o8 leg h pont des entiers retionmnels (combinaisons dites "polynomes
trigonondtirigues & m variables") est partout dense daus p .

i1 suffit en effet de remarguer gue p est isomorphe & 1l'espace

& ('T'm, € ) des applications continues de l'espace compact i dane
C ;s 8t ds prencre comme fometio: s £, celles qui correspondent aux
m applicétions (%y5-0,%,)— €(x;) de 'Km dans (¢ . :

S, Eggemblga filtrante de fonctiggg continues numérigues Hous avons déja
remargué (chap IV, 95) que 1'ensemble f?(E, ) des fonctions continuss
numériques définies dans un espace E , est ordonuné par la relation
"quel que soit xcE , f£(x) < glx)" qu'on note £ (g ; en outre, il
est réticulé pour cetie relation i'ordre, la fonction sup(f,z)

(resp. inf(f,g)) étant 1'application x —> Hax(f(x),g(x)) (resp.
x —> Win(£(x),g(=))). ‘

Cette structure permet dans certaine cas d'éteblir ls cenvergenee

d'un filtre sur l'espace ‘@ {B, K ) (clest-i-dire sa oanvar&ence

uniforme dans E) gréce au théoréme suivant :

Théoréme 4 (Dini). 59.__ E @__W. g M._._________.w ozble filtrest &

.__%g E . 81 B pogséde une sunvelopre inférioure continmue g , son ﬁltr&

éea secticns eanverge uniformément vers g dauns E .
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En considérant 1'ensemble des fonctions f-g , ok £ parcourt H , on
peut se ramener su cas ok g=0 ., Pour tout x€¢E , on a fiénﬁ ‘f(x)uﬁ.;_
pour tout € >0 , il existe donc une fonction u H telle que
ux(x)a §® j comme u_ est semi-continue supérieurement, il existe un
voisinage V, de x tel que, pour y¢ V., onait ux(y) < 2¢ ; a fortiori
pour toute fomection £ H telle gus £ u_, 0B a8 £(y) < 2e pour tout
y<v < Comme E est conmpmct, il existe un nombre fini de points x ¢ B

i
tels que les V, forment un recouvrement de E ; comme H est filtranmt,

il existle ux;e fénction uoé H telle__que uo' suxi pour tout ihdicg 33
pour toute fonction fc H telle que fu » » on sura dome f(x)< 2e
pour tout xck , ce qgui démontre le théoréme.
~ On & naturellement un énoncé correspondant pour un ensemble filtrant
4 droite de fonctions semi-continues inférieurement.
7 Remargue. L'hypothése que E est coﬁzgact est esgentielle pour la
L,\_, validité du théoréme de Dini., Par exemple, pour Ez K, =i (fn)
dégigne la suite décroissante de fonctions conthnuss numériques
définies par les relations £ (x)so pour x<n , f (x)zx-zz pour
a xgntt , £ (x)=1 pour xyn¥t , 1'enveloppe inférieure de la
suite (fn) est la fonotion 0 , meis la suite ne converge pas

uniformément vers U .
Un reisonnement analozue prouve la propositiocn suivante ;
Proposition 4. Soit & un espace compact, g une fometion numérigue semi-
continue inférieurément dang E , b une foaction numérigue geni-gontinue
augérieurement dans % , telles gu'en tout polut %65, on ait h(x)<g(x)
Dggs ces_conditions, il existe une fonction numérigue £ s euntinue dang

& ot telle que n(x) <f(x)<g(x) ‘en tout point de B
c::mme h(x) <+ et gl(z) > = oc pour tout xcB , 1s fonetian g-h

 est &éfmie dans z;_ s @t semi-continue inférieurezent ; eame g(x)-h(x))u_




= 182 -
pour tout X €k et que E est compact, la 'bome inférieure a de g-h ast
un nombre >0 (chap.1V, ¢ o,th, B Soit H 1'ensemble (filtrant &
geuche) des fonctions continues £7h ; on seit (chap.VII, 51, prop. )
que h est 1l'enveloppe inférieure de H ; soit K 1'ensemble filtrant &
geuche des forctions semi-continues supérieurement f-g , ok £ parcourt H ;
on a pour tout x<E ,  Anf (£(x)-g(x)) < - & . Four towt xck, il
existe done une fonetion u €8 telle que ux(x)-g(x) { = % et coume
u -z est semzi-continue supérieurement, il exisie um voisinage Vx de x
tel que, pour tout yev  , ux(y')-g(y) <U . Comme dans le th.4 , on en
déduit l'existence d'une fonction continue f<H telle gue, pour tout

xcB, f(x)-g(x)<0 , d'od la proposition.

Corolleire., Soit B un espace compsct, g une fonction numérigue semi-
continue inférieurement dans E , h une fonetion nunéricue semi-continue
supéricurement dens E , telles gue h<g .

Paus ces conditio s, il existe une fongtion mumérique f , egntin

'__gng, telie gue h<f<g . ,
On peut se borner au ces o& h et g prennent leurs valeurs dans [—-1 ,‘u]-,

en remplagant su besoin & par .._1..[&_.. et h par 1+?h{ (avee la
+ gz '
convention S =+ 1 pour x a’-i' oo EZe = «1 pour x=- oo },
1+ | x| | .
Définissons par récurrence pour B30 trois suites (fn), (gn) . (hn) de

fonctions numériques définies dans E , teliea que g =gtl , h =h-1 ,
ggﬂéinf(g-i'i-g, +-—5)et hssup(h 2”' et -n) pour n>1,et
enﬁn que f soit continue et telle gque h (x) <f (x)< gn(x) pour xCEo |
Cette aéi’initian ast passible 2 mzzpaaens-la fmte en offet pow les
indices m<z ; alora 2, “t seni-continue inférieurenent, et hn semi- '

continue supémaurement ; en outre, comme on &
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(x)< 1(:1:) (x) """f"'zn"’l" , on en tire £ 1(::) 2,,<8(::)-!-2n

et de méme £ _,(x)}+ 2n> n(x)- 4 Zn , d'ok N L(x) < g () pour tout X €E
l'existanco d'une fonetion continue f telle que hn(x)< gn(x)< gﬁx)
résulte slors de la prop.4 . Il est imnédia.t en outre qu'on &
H n 1“ an , done la série de terme géuéral t‘ -f oy est normalement
convergente, ce qui entraime gue la suite (r ) est unifomément
convergeunte dma E ; sa limite f est une fonction continue daus E ,
et en passent & la limite dans les imégalités h- 5“2—3 <L g * én -
il vient h<f<g .
m. 1) Soient E un espsce topologigue, G un groupe topologiqw
l'ensenble ‘é(E,G) des applications continues de E dans G est muni
dtune structure de groupe en désignant rQar uv _l'application'
z »>u(x)v(x) et par u? 1'gpplication x —(u(x))"1. s0it & un
encemble de parties de E . 8i on munit G de l'une de ses structures
aniformes, la topologie de 1'espace :' ‘é@ (E,G) est compatible avec
1# structure de groupe de ‘@(E,G) si pour tout A c (o et tout
B < g(E,G), lfapplicatian ¥y - y‘? de u(A) dans G est unifornément
gontinue ; la structure uniforme induite sur g(E,G) par U c
est slors identigue & la structure uniforme de ce groupe topologi-
que, de mlme nom gue la structure uniforme considérée sur G .
Cas de la eonverbénee compacte et de la convergence simple.
Caa ch G est abélien. | ’ :
2) | Soit G le groupe tsx&al%ique des matrims réguliérea d'ordre 2
& 6léments réels (groupe isomorphe & G L (’R ))
Mountrer que la topolagis aa le convergernce unilorme sur le groupe
e G) des applioatiens continues de K daus G ntest gaa conpa- |

tible avee la structure de groupe de ¢t LR ,6).
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2) Seit G ungroupe abélien topologique, 7 (¢) l'anneau des endomor=-
phigmes continus de G . Montrer que, sur x (&) (considéré conme
sous-espace de % (G,g)) lg topologie de la cenvergoﬁea unifdme est
compatible avec ls structure d'snneau de % (G) il en est de néme
de la topologie de la convergence compacie lorsque G est localsnment
compact. _ |

4) Scient E un espace topologique, A un smneau topolegique ; '1*ensem-
ble ‘é(E,A) des apialioations continues de E dans A est muni d’uno
structure d'anneau, en désignant par u-v l'applicaticn x —u(x)-v(x) ;
par uv l',a_pplicat.ton x —>ul(x)v(x) de B dens A . Soit (5 un ensemble
de parties de E . Si on munit A de sa structure uniforme, la topelogie
de l'espace ‘é' G(Iz‘.,a) est compatible avec ss stmturq d’amzeaulsi ’
pour tout ¥ €EG » tout u ¢ € (&,4) et tout voisinage V de O dans
‘A , il existe un voisinage W de U dansg A vel gque u(a).W CV et
W.u(A) ©V . Cas de la convergence simple et de ls convergeuce
compacte. ' | |

5) “onirer gue, si E est un espace localemeni compact dénombrable

& 1'infini, la topologie. de la convergence uniforme sur 1'snneau

_‘@ (B, K) n'est pas compatible aveé sa structure d'annesu.

. 6) Soit (rn) ia suite‘des' nombres rationnels appartenant & l'inter-
- valle '[0 '!] =1 . Un définit. par récurrence une suite 4! intervalles
fermés I ci de la fagon emvante i i, 8 pour ‘milieu le peint rk
de plus natit indice, non contenu dmm la réunion des I d’inawe
p<n ; il a une lon&usur <1/4" et ne rencontre sucun dea I d¥indice

p?&m ; les I forment donc une suite d*im;ervalles fernés deux & daux

saus point cammun, ot contenus &ans 1 . bans l'espece produit I ~K, |

- ou Géfinit une fonction continue u(x,y) de la fagen suivante : pour
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pour éhe.que entier n>1 , la fonotion u(x,n) est égale & 1 en un
point de In , & 0 en tout point extérieur & i, et prend des falaﬁr_s
comprices entre v et 1 ; d'autre part, pour chague x<l , le fomection
y —u(x,y) est linméaire dans chague intervalle [n,nﬂ] ", sontrer
gu'il ne peut exister de systtme formé d'un nombre finl de foneficns
v, continues daus i et d'un nlme nombre de fonction'a w; continues
dans X , telles gue \u(x,y)- Zv (x)w (y)l . (Considérer dans
1'espace B (R s K) des fonctions continues bcrnées , L'ensemble des
fonetions y —ul(x,y), et montrer qu'il y a une suite infinie (un)

de eee fonctions telle que | v [=1 et “ w -u, ” =1 pour deux
indices distincts ; en déduire qu'il me saprait y aveir de sous-espace
vectoriel de dimension finie dans B(R, R) tel que chacunfies W,
goit é une distance < i- de ce sous-espace, en remarquant gu'il
existerait alors une suite (x ) de points de ce sous-espace, telle
que || =, " (2 et ” e e ” 1 pour tout couple d'indices distincts,
gontrairenent au falt que tout sous-espace de dinmension finie de
PR, R) est localement compact).

7) 80it E ua espace compact, (f ) une famille de fonecitions continues
numériques finies, défiuies dens E , s tannulant toutes en un point

% B , ot telles que, pour tout couple (x,y) de pointe distincis

de B , il existe un indice - tel que f¢(x)7£fb(y). Yontrer gme
1'epsenble des polynomes saus terme congtaut r;ér rapport aux £

est pertout dense dsne le sous-anneen de 1'anneau (g(E, T\’) fornb
dee fonetions continves dsus B et s! armulmt an point x, .

8) Soit & un idéal fermé dans 1'anneau normé € (2, R) des
applicaticns contipues d'un espace compact E dans lR .
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Soit A la partie fermée de E formée des poinis x tels que u(x)=C
pour tout wcor ; montrsy que si X et ¥y sont deux points '&i:stincta .
de E n'appartenant pes & xi , i1 exiete uc o2 telle gue ul(x)#fuly)
(utiliser le fait gue ¢¢ est un idéal). En déduire gque ¢r est iden-
tigue & l'ensexble des fonctions continues gui ='annuleat cans 4
(se ramener au cas _o& A est réduit & un point, en prenant l'espéca
guotient de E obtenu en identifiézit tous lee pointes de A ; puis
sppliquer 1l'exerc. 7).

Bz particulier, tout idéal mazimal P de € (5, R) est identique &
itensemble des fonc‘ti_bns gcontinues qui s'annulent en un peint de E.

9) Soit ¢~ un idéal ferué dans 1'anncau normé Y (3, €) des appli~-

‘ cations ccntinues ¢'un espace compact E dans G dontrer qﬁe,» si -
x € & , la fonection conjuguée x ap-partient aussi & <« (remarguer
que % est limite uniforme de fonctions de la forme zx). En déduire
gue, si A est la partie fermée de E fermée des pointis t tels cue
x(t)=0 pour tout x c ¢« , L est identigque & l'ensemble des fone-
tione continues mxpisyé complexes s'annulant dans A (raisonner comme
dens l7exerc.8).

10) Soient &,B' ceux espaces compacis. domirer gue, ='il existe
un isomcorphisme w —u' de ls struciure d'algébre par i‘apport & K
{non tepolo;jique) ds (B, K) sur cells de ¢ (B',R), Bet B
sont homéomorphes. (Bemarguer d'ume part que 1'isomorphisme u —u!
défimt uvpe application biunivogue de l'ensenble des idésux naximaux '
de (6(’5;,?) sur 1'ensemble des i&éaux meximaux de 4@(3',’1{ ), et
utiliser l'exerc.8 , ayant obtenu ainsi une spplicaticn biunivogue
de E sur E". , moptrer gue pour teut uc K , elle transforue 1'ensen-

ble des xCE tels gue ul(z)=a , en l'ensemble des x'c &' tele que
u'(x!)=e ; utiliser enfin 1l'axiome (Ojy) )"
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41) Soient E,B' deux especes compacte. dontrer que, g'il existe un
igomorphisme u — g¢{u)=u' de la siructure d'espace normé de ‘6(3, R) ‘
sur celle de €(E', R'), (on suppose done gue |u'( =|u| vour
tout u), il existe un honéomorphisne Y de E sur E' tel que
n'(“]’(x))au(x) pour tout X¢ B et tout u ¢ ¢ (8,K), (pour chague XcE ,
on désigne per M 1'ensenble des u € € (E,’R) tels que u(x) ls faf ;
montrer d'abord gue la relation Béxc: my entraine x=y , en vertu de
1'axicme (OIV).,;%ontrer spsuite gque g(m’x) est de la forme ﬁx' , o
x! € E' ; pour cela, remarguer gue X est itintersection des enserbles
§_ pour tout weld , 5 désignant l'ensemble des points y tels que
\u(y){s |ull ; établir que les ensembles § o(u) oh w parcourt K,
ont ume intersection nom vide, en se ramenant & considérer un noubre
fini de ces ensenbles E(ﬁ(u y & poux élucider ce dernier point- consi-
dérer la fonetion v = Z] (scn B, (x)). ui , et prouver qne, i x' est
un peint tel gue lv'(x'
indices 1 . ,

Ayent défini l'spplication biunivogue Y de E sur E' & l'aide de

eette conetruction, monirer que clest u homéomorphisme, er rezarguant
que, pour toute fonction u € ‘@ (s, “R), 1'image de N par V est
Bo(m) -

12) Boit @ un ensezble de fonctions nunériquec bornées définies
dens un ensexble E , telles gue, pour tout couple de peints distincis
t,,b, de B, 1l existe x & § telle que x(t,)Ex(ty). Soit K le plus
. petit sous-anneau fermé dauns H (x:.,T(’) contenant @ goit @( ls
structure uniforme ia x%mina fine sur E rendant uniformément eontmue

)

les fonctions de  ; soit E le complété de E pour cette structure,
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7 qui est compact (chap.II, 8 5). lMontrer gue toute fonction continue
aunérigue (finie) sar ﬁ estvun prolengement d'une fonction appartenant
& ¥ (appliquer le théordme de Stone & K ).

4%) Soient E,E' deux espaces compldiement réguliers, U (reep. ")
la structure uniforme la meins fine sur B (resp. E') rendant uniformé-
ment comtinues les fonetioﬁs puzérigues continues et bornées dané E
{resp. B'), é (reep. %‘) le complété de E (resp. B') pour le struc-
ture % (resp. 7('). Pour que les structures d'algdbre de
5z (E,T?) et BB, K ) soianqiscmorphes, il feut et il suffit
que E et E' soient homéomorphes (utiliser les exerc. 12 et 1) ;
1e m8me condition est nécessaire et suffisante pour gu'il existe un
ssomorphisme de la structure d'espace mormé de ) (B, R) sur

celle ds 56(3','R )




