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STRUCTURES UNIFORMES DANS LES ESPACES FONCTIONNELS.,

3 o D e oo D D D U D W

9 1. Méthode générale de définition d'une structure

uniforms sur un susemble de fonctions.

O

Lo méthode gui va &tre exposée ci-dsssous, et dont nous tudierocns
ensuite des cas particuliers au cours de ce chepiire, feit interve-
nir de manidre directe le fait gue les éléments de llsumsemble of

on se propose de définir upe structure uniforme sont des fonctions

définies sur certaines parties dfun fondamental donné, st premant
leurs valeurs dans ur espace uniforme. HNous rencontrerons par ls

suite d'autres méthodes, gu'on peut gualifier dfipdirectes, car

elles consistent & utiliser les propriéiés des fonctions gufon

considére pour définir sur leur omsemble uns fonctionnells possédant

les propriétés reqguises pour qufon puisse la faire servir & défimir
uns structure uniforme (par exemple une distence, voir ch. VI, § 5o
Dans ce qui suit, E désigne un fondamental guelcongue, K un

gspace uniforme dont 1;{, est le filtre des entourages, ’@ 1'ensem-

€
DI S IS

ble des fomciions X définies sur une partic de E ot prenant leours

valeurs dans K ;

| Soit @ une famille non vide de filtres sur § , satisfaisant

& la condition suivante : ,

I. 1Le filtre intersection de deux filtres de ég appartient & é{”ﬁ -

2 = :: i ; & -

Soit d'autre part @ & la partie de (s formée des fonctions X
4 ' :

IR e d

telles gque, pour tout filitre SN g (¢

G

S

Lk_

;, £ soit définie sur um }

ensemble au moing ds @i A
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A chaqgue entourage symétrique V ¢ 1};, , et 8 chague filtre
% ¢ @ , falsons correspondre, dans le produit @@ X @@ , llen-
semble W(V, F- ) défini comme suit : c'est l'emsemble des couples

(X,¥) tels gu'il existe un ensemble 4 € @

en tout point x du

guel

on ait (X(x), I(x)) ¢ V (autrement dit, deux fonctions forment un
couple de W(V, @) lorsqutellies sont voisines dlordre V sur un
cnsemble de T~ ) ; cet émoncé suppose naturellement que X ot Y

sont définies dansg & .

Montrons que la famille Jm des ensembles W(V, "Zg } est la base

d'un filtre d'sntoursses définissant une structurs uwniforms (non

séparée en général) sur g@ - -

En effet, qusl gus soisnt X & @% , Ve i, et @(@ @ . 11
existe un ensembie 4 & @{ _ sBur ieggzel X est définie, et on &,
pour tout xz 64 (X(x), X(x)) € V , ce gui montre que 1t axiome
U'-1 a est vérifié. , - | _

o 1 gue fI{  est une base de filtre résulte de la relation

’ wvav, 0 Frcuw, Frnwe, ¢
gu'on vérifie immdédistement. |

Enfizz; U'-1II est é?id.@mmem; vérifiég puisque ies V sont symétri-
ques, et U'-II1 ?ésalte d? co -‘gmag 81 %‘% eV, (wv, , %{})a@; (v, 5255};
car si cmn-a' (x(x), ¥(z)) 6 ‘{1 @m";@uﬁ point ds 4 € @{ , &t

(Y(x), 2(x)) & 1:7,,5 en tout point de B e géJEL on aura, en tout
point de AMB & % , (X(x),2(x)) € V_% c v,

: > = 17 : . > ,‘-‘ :
Remarquons dfautrs part que, ei @ est vn filtre plus fin gue
%é , oo a W(V, %}ﬁi ) C wW(v, @E ) ; on ne chenge donc pas la

. . A = s . -
structure uniforme définie par @ lorsquion adjoint & cetlte famille

tous les filtres plus fins gue coux de la famille ; sulrement dit,




on peut supposer gue s@ vérifie las condition ¢

Tout filtro plus Fin gu'un filtre 3o & appartienta @ .

Indiquons meintenant un eriiére pour qus lg structure uvuniforme

7l

S A i » ° 1 :
définie par @ soit géparés : il suffit que %? vérifie la condi-

tiom :

o e o 0 = -%ﬂ"

IIZ. GQuel que soit x € £ , > dont
tous ies ensewbles comticsment x .

Bn effet, si X #£ Y , 11 oxiste x tel que X(x} # T{x), et par
Buite il existe V € i  tel que (X(z), H=z)) % ¥ ; oo & done
<7 ,Tg""ég‘ ‘ ; 2 222 ] sonr > e
(X,¥) ¢ W(V, & ) pour tout filtre 7 dont tous les enseubles
contiennent £ , ce gui démontre Ul-1 .

¥ous alloms counsiddrer pius particulilrement lez Pamilles de
tiltzes
partissg

le filtre

feit & le condition

., - : ' / .
I a. La réunion de dsux cnsemules de 5%; gpvartient & (5 .

=== R

La famille €3¥§ est alors la Tamille des fometions & valsurs

i

b § i ﬁ /m:; 3 s o o P PEAET 3 ﬁﬂ e - T A e B
CBns (é< s GEerilizes €l T0UC SUsentle 08 U3 o HBIS L8 SLrUSVUTe
5 ?;‘ "

2 S T o EShERY 7 3 o i pe 2 o A e Se . S
vniforme ¢&finie pexr W , wvne base du Piltre desz sniourages est

P e = = 5 et W) = WdF 2 : 7y

formée par les eusembles W{(V,8) des couples {(X,¥} tels gue

(X(z),¥(x)) € V en tout poiut x €8 .

D'aprése I1, on peut toujoure supposer que = satisfait & la

condition :

= . 'S = ,/K"A & ey "‘,.:».
11 a. Toute partie d'un ensemble de (=, appartient & (5 .

R R R B B P e e ST e T ey
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Eofin, la structure uniforme définie par (¢ sera séparée si
(Z vérifie la condition
IXX a .

Lorsque cette derniére condition est remplie, la farille sy n'est

autre gue la famille F de toutes les gpplicetions de £ dans K

nous désignerons slors par ?%g lfespace uniforme obisnu en
» %

munissant © de la structure uniforme

Hous supposerons toujours désormais gu

les conditvions XIa , Ile , Iila . HNous

est complet ; alors

Proposition 1. ?%g o8t _complet.
= - = - -
S0it en offet Y un Ffiltre de Cauchy sur %ég ; 81 X est un point
: c= .
quelconque d6 & , E un eunsemble de Y , on désigners par H(x)

= L e T,
l'ensenble des points X(x) lorsgue X parcourt H , st par %3¢ (x)

- - o J
le Tfiltre engendrd par les H{x) lorsque H parcourt <S¢ . %% {x)

2 3 3 f = 2, X 5 E A
est un £iltre de Gavehy sur K , Car, guel gue scit V¥ , =1 8 est
e 3 = e -3 R T 5’:\{: =i

un ensemble de (5 contenant x , 11 existe H £ T tsl gue

(%2,7) € W(V,5) quele gue soient X ot Y dane ¥ : donc en yparticulier
(X(x),¥(x)) € V guels gue soient X et ¥ dans B . Soit Xz} le
i

=4
point limite dun filtre %ﬁ (x) ; om Aéfinit ainsi uns application

: X@ de EZ dans K ; montroms gue X, est point limite du filtre o
dans ?%5 . 11l suffit de remarquer que, si H est déterminé comme
; 2
¢ci-dessus, on & (X@(x)gﬁ(z}) € ¥V guel gue ssit X € H et guel gue
2
soit % € S done (X _,X; £ W(V,8) quel gue soit X £ H ce qui
0o/ b} ;)
o -
montre gue ¢/~ Converge vers ﬁ@ s
= o . 5 =
11 est cleir que ei (& ¢ (£’ , la structure uvniforme de F_,
%7




W

gue cells de ?@ . Digprés Ia, Ile et Illa , toute

femille (& sstisfalsent & cos conditions contient la famille @;

des parties figies de E , et cotte famille satisfait aussi & Ia,

Iia et 1IIIe ; parmi tous les espaces F% , llespace %; , aufon

¥

noters de fagon abrégée Fg , @ donc la structure unifoime la

moins fine ; on voit immédistenment dfailleurs gue ?3 n'est autre

-z —
gue l'egpasce produit K . Pour qulun filtre ¢ soit conversent
e 2
sur ?@ , i1 Paut et il suffit done gue le Piltre 5 (x) soit

converzent ¢uel gue soit x £ b ; on dit gu'un tel Filire converge
& 2

implement (ow faiblement) sux £ vers 1s fonction dont la valeur

e

: 2 s i 3 e e i f 3 o o ocl ey e
6u chague point x sst la 1inite du fiitre %), et la topologie

SR

-
(resp. sbructure uniforme) d& I sat encore smppelée topologie

*2 7 D 2 ] b
uversgence giwple f{ou fsidle).

{regp. structure unifomme) de la ¢ 3 Y
S = Stk
De mBne, btoutes les familles (c sont contenues deus la famille
—éj { E) de toutes les partiss de &, famills gui seilisfalt
i

évidenment & Is, 1la ot 1lla , et définit par conséquent vn 8space

uniforme ﬁf:x% dont la strvcture est la plus fine parni
foe—g ‘.} o e 3 ot
e - = Un filtre 2 qui coanverge sur ., est dit
iff;

convergent sur | : pour qulil poss®de cetle propriéts, il Paut et

D R S 5 e e = v 2 S e e
lement en dehors}, & weleurs dans & , converge uniformércui sur L

B et s B oo o Vi : o i rirnied 992 oAy 127 o
=1 & tout entowrsge VYV € L) correspond un ensemble H € ¢ tel




.

% _(x) est le point limite du Piltre Z (x) quel que soit x €4 ,

on dit que @;

XO en tout peoint de A

rere toute fonction é32le &

. o ol 2 £
Cola revient & dire gue  converge sur G 5 ; ot @3 s6
compose lci du Piltre des ensembles contenant A et do Hous

leg filtres plus fins
gépard dans ce cas, pulscue, =i X(x) = Y(z; pour tout
le couple (X,Y) &ymﬂﬁ@ia nt é tous les entoursges

Cette dernidzres définition montyrs immédiatensni que, pour qut

=

1'espace uniferms G $ B'est pas

\
Es,

filtzre ‘%% Couvergse sur %ig ; 21 Toaut et 11 sullfit qu'il conve

R

uniformémeont sur tout eunsemble de (& . Auesl appslile-t-on ig

€@

==

tru

(@)

= =
ture uniforms de f@; structure unifocrss e Ld c@ uaﬁagﬁbﬁ anifozrme

sur les cnsembles de (& .

On g des définitions et résultals analogues pour lecs bases do

filtres.

Exercgice. 1) Hombrer gue pour tout E infini, la siructure

uniforms ds la convergence falble est girictement moizns

que celle de la convergsnce uniforme.

2) Lorsque & est infini, comparsr la @@@@L@Fi@ de ia conver-

gence uniforme sur & & le topologis définie dans 1l'exercice 1

2 o

ch. I, & & (ot tous les es

@

& K ). Etudier en particulisr cet
1o

orsque K est la droite aumérique ; montrer gus, Pour ¢

paces facteurs sont idsntiguss

(Sia
@&
a3
©®
=
s
fets
L, ¢
By
e
Q
hd
(@)
=
)
e
L¢8)

suite (X ) de fonclions numérigues sur £ converse, dans

&

cette @»igl@glvg veras X , i1 faut et 11 suffit gue

)

&

Xn( t) = X (x) & partir d'une valeur n_ de n , pour tout
a 1

.—_-%
5

e & 25 T omas R e 3 3 e R g o i e ; e
Yexception d'un nombre fini de poimts, et gue, en css

a2y = T

dernisrs 1o

[}.ﬂa
6‘}‘
fae]
©
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$ 2. Application & 1'6tude topologigue de l'emsemble
des fonctions continues.
Nous suppesons meintenant £ mupi dtune structurs topologique,
et nous désignerons par ¢ l'emsemble des applicaticns coniinues
de B dans K , par C{4) l'ensemblc des fonciions définies dens

un sous-ensemble guslcongue A de E (et évenmﬁl;k@ nt au dshors),

& valeurs dans K et continues * A au sens ds _‘a topologie

induite par celle de E . Nous allous étudier les propriétés

topologiques des ensembles C et C(A), considérés comme perties de

- e : .
l'un des espsaces @E? ( {& satisfsisant toujo: sux conditions

%Af

la, I1a, I1la).

Théoréme 1. Scit ¢ une base de filtre sur C(A) , uniformément

dens ces gopditions, &r est sussl uniformé-

at & C(Z).

convergente sur 4

ment convergente sur £ , et ls fonction limite eppartien

° -7 - 2 < g - %‘T« 3 2 y B B 7 v
- Soit % la fonmction limite de ) , définie sur &, et soit x

€}

o

(6]
S e = = 7 75 A :
un point guelcongue de A | V un sntourage gue ﬁ_@@m%@ ds. |}

il existe un ensembls H de < tel gus, pour tout
tout yebd, (X, (y), X(7})€V ; choigissons vn X, dans H. Comme
U d

%, est continue sur A , il exists un voisinege U de x tel gue ,

._E -
quels que scient y, y' dans UNE , (x,(3), Zy{y?})eV ; il en
: <
résulte gu'on a aussi (X JM x, k\g"i’)‘)’ ¥’ , guels gue scient
fer - -
¥, ¥' dans UM A . Autrement dit, si j}j, est la trace sur A
du filtre des voisinages de x , g@{ Ai5a) est la base d'un filtre
de Cauchy : donc (ch. 11, ¢ , prop. ) on peul prolomger X
on une fonction 3”:@ continue sur 2 . Cels étant, guel gue soit
- - 5 '

z£% ot guel que soit X £ H, ona (X (x), Xz))e V ; car
cette relation est évidemment vérifide si x € 4, ot 81 x & i




\1‘78@

41 suffit de remarguer gufon peut trouver y ¢ A tel qus

(f;(x}a.}éé{y)}év et (x),x(y)) & V. Le théordme est donec
complotenent démontré.

Cgrg};laéret € désignant 1'adhnérence de € dans F, , tout point
ds € est une fonction continuve sur l'adbérence de chacun des '

engembleg de @

11l suffit en effet ds remarquer gue tout peint

(r gé%

‘une bage de Piltre sur G , que € ¢ C{A), guel gus soit 4L B

ot quluns base de filire conv g,amf;es» dans F

ménent sur tout snssmble de

.
Gn poul se demender si, inversemeni, une foncsion X
eontinue

am}@am icnt 3

£3

valeurs dans K , peut 8tre prolomgée par ums Ffonction
continue dang E {ce gui 2 lieu par exemple lorsgue

got normel 2% gue K est la droite numérigue (¢h.VI,

9 J) 3 en effet, 8 é&tant un easemble quelcongue de
& o ;n; py b o
{z. , Y une fonction continue dans [ , égale & X

sur 8 , ona (X, Y)eW(V,8) quel gue soit 1l'ontourage

plus qus, a1 @ eet la familles formée des sdhérencss

S

de
des ensenbles de (&, sinsl gque des partiss de ces sdherences,

- G, s B = S s 7 = ’{‘:- : = o
ltedhérencs de € dane | ¥ est lp mpe que dans F_ ; et si
= 28 BSRe —
== \\\.\_,t//": b= o
C désigne cetts adhérence, les topologies induites sur € par
‘E'j: @"‘t E:' S{ﬂnt gl d@’l‘l Cd ocuss
L {?: &Y zf:—;a{e» Ciil LU LLJUTE .




le corollaire du th. 1 ;- rmet de donner um critére pcar qus €
soit un ensemble femmé dane F’@f {et par suite complet itspris
iz prop. 1 du gﬁz’é} : |
Théordme 2. € est formé diis F& 8i la famille {& v&:ifie la
condition -
IV. Quelle gue solt la partie A de E ,

adnérent & £ , 31 existo un ensemble 8 do

e

o

et tel gue x soit adhérent & 8 .

il sulfit de montrer qus, si laz condition IV sst réal isée,
vne fonctiom X conmbinue sur chague ensembls B (5 quelcorus dans
@ ) est continue dans £ . Uz, supposons gue L ne s0i: pas
continue en um point x ; i; axlisteraltl al@m‘ un entouragss ¥V € ﬁﬁ,
tel que, dans chague voisinage U de z , 11 exists un peiat ¥y
tel gue (X{x}g}giyg}} ;é V . Soit A llenseuble dss Ty lorsquse U
parcourt le filire des ?oisinagaﬁ de X ; on a évidenuent X £ Z;
dleprés IV , il existe donc un sngemble g de @ ; contean dans
4 et tel que x €3. Ur, quel que soit yes , (XU=x),XHy) & ¥,
ce gui ssi en contrediction évec 1thyvothése que X est continue

Paed
SU o o

il résulie &vidomment de ce thioréme gue C est fermé lans ?‘Q@
{ce gui résulte dl'silleurs immédistsment du corcllaire ¢1 th. 1).
Lg structure uniforme de la Il est souvent intéressant de ccisiderer
convergence uniforme sur la structure uniforme définie par la
les ensembles Ccompasts. famille (5 de tous les ensemble :
relativement compacts de E_ ; on dé€signsra

lilegpace uniforme correspondsnt.




i

Le théoréme 2 montre ici que C sera fermé dans Fvc@mp_ 81
l'egpace B wérifie la condition suivante :

y partie A de F , et le point x adhérent &

£, il exigte un ensenmble relativement compact contenu dans A et

Cette condition est vérifiée en particulier dans les doux cas
importants suivants :

a) si B est localement compact

9

b) sBi E est méizisabls, {car 11 existe alors une suitc dénom-

brable contenus dans 4 et gui converge vers x , et on sgi: que
li'cngemble dos points dlune telle suite est relativement compact).

Ls cas ou E; est locaiement compact esi particulicreuscnt inté-

ressant, car la topologliz induite sur € par cells de Fbcmm _ peut

zlors Btre caractérisée de lz manidrs suivanis

Théoreme 5. Si E: est localement compact, 1z tdp@lcgge irduite

sur C Fﬁ@o&p egt 1z molne fine de toules les topo.iogies
s X(x) osl une fonclion countinue du couple (%,x)
mproduit C x E: .

1S ontrons gue %Z(x) est contimue sur G % E:’ lorsgue .. topo-

lozie de € sst le bopologie induits var §?c@mp°e Soit en effet
(X,,%,) un point qualé@ggu@ de ¢ x £ ot ¥V un entourage quelcon
que de J1. . Comme X, est continve dans £, il existe vn voisi-
nage gompact S de x, tel que '(K (zg)gx {(x})EV quel gue soit

Z €8 . D'autre part, l'ensemble U des fonctions X de € telles gue
(x,,X) € W(V,5) , ctest-a-dire (X (x),X(x)) € V quel que soit

x €85 , est un voipinege de X dans la topologlie induite rfur C

F
ot comp. °




S qa

U x5 est donc un voisinage de (ngxg} dans € * & , et, quel
gque soit (X,x)cU x S, on a (XQQZG%X{};)) £ Vg , ¢e gui mcntre que
X(x} est continue an p@im; (X %)
2° Soit maintsnazzt \é vne iopologie guelcongue sur € telle gue
Z(xz) soit continue daps llespacs produit € x £ ; montizons gue
tout voisinage U d'um point X de €, dans la topologie irduite
sur C par F comp.
’?{i - En effet, U contient llensemble des points £ €€ tels gue

» 68t aussl un voisinage de %o Gans ls igpologis

(X,(x),%(z)) € ¥V pour tout x £ 8 , 08 S est un cnsembles gompact

ot Ve 11 .

'\adn

L tout xz ¢85 correspond par hypothése un voiszinege
=

: &
&, de x dans |, et un voisinege E és ‘f;'. dans la topologie &

£

sur C tele que, quel que soit 7 ¢ @ et quel gue soit %ZB -

on ait (X (x),X(7)) € V, (V, entourege de 11 tel que ’@ﬁ ‘i?}

Yar suite, quel que solent yc A et X ¢ B_, (za,oéy}ﬁ}i( J) e V.

gr, on p@nt i; ouver un nombrs Fini ds polnte Xy sRopooopX, tols

gue S C %,_‘j &, ; sl on pose B = | B est un volsinage
s 5

de £ dans ls topologie ?Qf ot, guels gue scient x £ § , et
(e & ¥ & = 7

2

LeEB , ona é}zgiz)g}léz}} €YV , ve qul dénontre que B LT , of
- 7 . - : o
per suite gque U est un voielinage ds X dsns lso topologie

ul compact, il peut 3e falre

que la topologie imtersection de toutes los topoligies ¥
7 e 3 e
sur C gui rendent conbiunue la Ponetion A(x) sur € x £

ne possbéde pes celie propriété ; ewirement dit, pimi toutes
= e '
les topologies 1. , i1 n'en sxicts pes slors de oine fine

que toutes les autres (voir Appeudice).

Bemerguons encore que, lorsgus £ sst eompeet, les espaces ?@@mm
et F__ sont &videmment identigues.




15 .

Exeorcice. Hontrer gue, lorsgufon prend pour £ et
droite numérigue, lfensemble C est partout dense da

63
Hous ellons meintenant &étudier les parties de 1l'ensembl

dog snsembles relativement

Les familles ds fonctions également continue:

Coi .

K

la
s F,.

fonctions continues qui sont

Fe

dang un espace

Lo

tion suivente :

L &tont uno partie de £ , B une famille de fonctions d6F

- & cet effel, nous introduirons la (&

nies

gur &, & valours dans K . on dit gue B est ume famille

o =
s Ffonetion,

Sgalomont continuss sur £ si, & tout eptouragze V£ 14

point x € &4 , on peut faire correspondre un voisinage U(V

tel gue, guel que soit ¥ € ﬁ(?,z}f¥<&
(X(Z%K@’N =8 5

&% guel gus s0it

Il est clair que si cette condition est vérifiée, les fonc
E sont c@négnass sur A ; par ailleurs, toute partie dfune
de ig4cti@na également '@ﬁti@u@s sur & est sucors une femil
f@ﬁ@&igﬁﬁ sgalement coutinues sur 4 . LQ”SQ&@ .- o
simpleuent de femille de Fon éﬁala% nt continues (a
de ﬁégalamén@ continuss sur E: 2).

Tudoreme 1. Si B est une partie relativement compacte de
o) )

vne famille de Ffonctions éesloment contimuves sur 8 .

%

8 &

Zommée ds fonetions continues sur un ensenble

RS

Zn offet, soit x vn point quelcongue do 8 , et ¥ un e

aueleongue de ﬁti, . H étent relativement compacte dans [
on peut trouver un nONbIe £ini de rometions X,, X,..., X
telles que, pour tout £ £ H , il exisbe un indice i %ol q
(%7}, % (7)) € V quel que soit y¢ 8 . Comme X est contd

e & tout

)} de

x z
i€

o]

ions de

amille

le de
parisra

iieun
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il existe, pour chague i, un voisinage Ui de x tel gue, pour tout
TEUNL, (X(x),X(7)) €V . Soit U= ()

s L

nage de x , et on a (X;(x),%4(y)) € V quel que soit y e UMa, et

Ui ; elest um voisi-

guelgue soit 1findice i ; 1l en résulie que, guel que soit X € H

et guel gus séit Yy UNA , (X(x),x(y)) € Vv’ , ce gui démontre

le théoréme. . ..

o2

Corollsire. Si la fanilles g ¥érifie la condition IV, touls pertis

H de € relativement compacie dens § est uno femille de ‘onctbions
'@ :

Il suffit de montrer que si H esl une famille de Ffonchioie égale-
ment continues sur tout 8 ¢ (5 , clest vne femills de Fo:cilons 1

L4

également continues. Sapzsgs.gns en effed _'quﬁ' il nfen sgﬁ; pac ainsi ;
il existersit alors un ?@iﬁ"g zeb ot un entourage V & 1. posss-
dant les préprié~tés.3aizrantes g qael‘q_me s80it le ?@iﬁimgga U de x ,
il existerait un point ¥y G U ot une fonction X\@.éﬁ tels que
(KU(X)SXU@U)) e{é V . Soit A 1'ensemble @@gﬁ Yy 191’@@@@ U parcourt le
filtre des voisinages de z;: ona €3 , dong, d'eprds IV , il
eziiste un énsézﬁblg_ S»d_zev @ . c@ntén@@aﬁé_ A é;'t ﬁél que :z 63 .a _
Or, ‘commef_ gV %x}gppaftient a @ ,,, H eg{;_ Vu;@e;famill@ de _f@@@ti@n@é
égaiemeﬁt 'cozz‘i;izmes sur cet ensenble ; par suite - 11 exis_%ea un voisi- '
nage U, de x tel que , pour tout JETU,MS ob "_t@izt‘ XeH ,
(K{x)s}iéy)} € V ; ot comme il existe un 7 €Y, 18 , nous errivons
3 une contradiction. ' '

Le théordme 1 énonce vne condition pdcesselirs pour _quﬂ’z::zz._é partisz
H de C soit mia'?g,’;?@mga‘é compacte dang F ; ume mwm; condition

S

nécessalre est que llemsemble H(x) solit relstivement compest quel

gue soit x ¢ £ , H(x) désignant 1'ensenble des points X(x) lorsque

X parcourt H _




i =

=

Haig il est facile de voir gue

pag suffisentes on g

gndral .

Par exemple, si on prend pour E

rigue K , la fanille H des fonctions ax (a
compris entre U et 1) satisfait & ces condition
n'est pas relativement compacte dans l'espace
corregpondant.

ces dsux conditions ne

et K 1a drc.
réel

gont

te numé-

35 et

Dans le cas particulisr de l'espace @?¢ oup, ¢ Bous sllon:
par contre que ces dsux conditions garactérisent lss par i

C relativement compactes ; autrezment 4it :

Théoréme 2 (Arzels). Pour gu'une partis H do € :

ke
'Lkd‘.‘v.a.l i

ment compacte dans L

7 TS
COMP .

relativement cemnact guel gus soit x |

de fonctliong Spale

J._

ement continues sur

Consldérone en effet un entoursge
sc B
@@rr@ap@a@ v voisinage U de x tel que, pour tout
, (X(=x) &l y%) €V . 8 étent

trouver un nombre fini de points x4 .% de

@ng@m@l@ ecmpact quelconque par hypothese, a

S

x €
et pour t@ut‘ X&eB

S tals

D'gutre part, chacun des ensembies H(xl)

relativement compact, donc aussi leur réunion ;

un recouvrement fini de ce: ensemble tel gue A

4 Désignons par /- (

—
=

Jgafg-ﬂsooﬂ@)

(

epplications de l'ensemble

guel gue soit X £
pour

i=1,2,...,n ; autrement

i };k(ij)

e par Hﬂ

8l on dési la partie de H pour laguelle

@{\

compact

sout

yEUMS
on peut

gue les

sglations
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fides, les H, (k = 1

2

9

eri

r

sont v
i

n. e
yo,D ) forment un recouvrement

9

k

&

t X et Y deux Ponctions du méne ensembl: H

801

Or,

de H.

ni

re part

Diont

@

EVY

par suite, guel gue

i i

P

<1

onctions &g

gg P

4

o)
&

i

tior

4

ifie la condi

ez
L

o -
¥

]

=

53

©

s

¥
e

Corollaire

relativen

e C s0it

g

=t ory

ey
XL AARE, Lo

Pt
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@ 4. Convergence uniforme en un point.

Lpplication sux Ffonctions de deux arguments.

feprenons la méthode générale du 99 , et appliquons-la au

cos o £ est un espace topologique, et od %} est formés dlun
-

\" 2

filtre :F convergent vers un point o » aizz 1 gue des iiltres

3y

plus fins que @i . Qg se Gompose ici @aa fonctions déiinies

BUr ur ensemble au moins de %% ; on dira quiun filtre %5 sur

= 73
@é gonverze vniforméasnt gint X, » Pa2r Tapport au filtre %f

gl %\3 est un filtrc de Cauchy dans ls structurs wvniforns (non

=

séparés ) définie par @ : 11 en sera donc sinsi lorsque, &
%, £ é»rf‘ 2
entourage V¢ ]l correspondent uu ensemble S da @ et un

amble B de (F tels qus, pour tout couple (X

e

o @

s H, % pour tout x €8 , (Xx), ¥=x)) eV .

Lorsque %ﬁ eet engendre par la trace sur un ensemble A du

- - . : . - = .
Tiltre des voisinsges diun point X, € & , on dira que (¥  con-

verge vniformément su point X, s bar rapport 8 £ ; on suporimersa

cette ﬁ@"’@ier@ précision J_L,nghs s et un voisinasge de x . Dans
: . 2> . < e : ,
¢ dernier cas, (& (=) est évidemment un £iltre de Osichy 3

donc convergent si on suppose K complet.

I1 est clair que si un filtre (¥ eur l'ensembie [ (2)
des fometions définies sur un emsemble 4 , converge unirc mément
sur & , 11 converge uniformément par rspport & A en chagu: point
de £ . Inversemen T, O 8 i& pm@@smwz guivante :

Froposition 1. Si 2 est relativement compact dens E , .out

e s = LA - ment nar ) '
filtre (& sur F (A) gui converse wniformément par r pport

A < o P & o ] QA‘M P e -3 P
& & en tout point de A , conversge .
N mmm— TR IR
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En effet, soit V un entourage de |1 ; & chague x¢ & , cor-

regpondent un volsinage U de x ol un ensemble H de (& tols que
(X(3),Y(y)) € V quels que soient X et Y dang H , et y dans U M A,
Comme E est compact, on peut trouver un nombre fini de points

Xy 9Fnge oo By de £ tels gue les voisineges ﬁi correspondsnis
Tforment up recouvrement de & ; sl on poss H = {mkﬁi - Egéf{g?

et, guels que solent X et T daus B ,
(Z(x), U=x))eV , dioh 1la proposition.

On en déduit en particulier gue

Propogition 2. B8i E ozt localement compact, pour gu'un Piltrs
s [y

¥ comp, » 4L faut ot il cuffit qu'il converge

({.J[o

en tout poiunk de E .

uniforménen

Il est évident gue la condition est ndécesssire, pulsgus toulb
g
point de L. posscde un voisinzoe compact ; 2% lz rrop. 4 montre

inversemont gulun filire ou

de £ converse uniformément

- - =
@QB@'@.&&@ dgz‘—bg - @ ‘m?-; @

nlicetion sux fomections

de deux srguments. gsur wwe parile A =B % BY du produit L x«

sspaces topoloegicues, &b prenant see walsurs

dens un espace wniforme complet K . Boit {x ,¥,

et supposons gue #(x,y) existe ; 11 faut ot 11

1
g B = vl
{2:7) (%0070

o
B
)
{rde
ey
:
€
0
Jond
2
<
B
Z:‘f)/
&
«Q
&P
i
i3
P
()]
5
0
L)
«
&
Y
N
()
%
D
n
Ol
L&)
3
@

4

voisinege U de x_ et un volsinage Uf de y, %els gus, quels gue




engendrée par £ en un point guslcongue y & B! {clest-a-dire ls
fonction définie sur B et telle gue. f&(z} = £(x,y) oquel que soit
X € B) ; aux points y de U M B! correspondent des fonctions fy
dont nous désignerons l'emsemble par ﬁgz : lorsgue U' parcourt

le filtre des voisinages de ¥, » +09 ensembles Hy, forment la

e
base dlun Piltre U sur l'ensemble des Ffonciions définies
g

@ B
dans A , 4 waleurs dans K . On exprime slors 1'hypothdee faite

s le filtzre

ge uniformézent su

¥,
o
ot
(o)

1©
€

|

ot x per rapport

podnt X, par reppert 8 B .
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Lorsgue cette base ds Piltrs convergers sulvant l'un dss modes
déerits plus haut, on emploisra la méme looution pour désiguner la
convergence de ls suite (P ﬁ}« correspoudante. On & donec les

ééfinitions suivantes g
1

i) La sulte (£ ) converse simplement (ou faiblemenlt. ou sncore
b ol oo e Ui e =2

converge dens F ) =i 1la suite (£ (x)) est convergenie quel gue
& 2

soit z € £ . Définition analogue pour ls convergence sinpls sur

une partis de - .

= % R S S e ek 2 =Rk v
2) La suite (£ ) convergs uniformément sur une parile A ds si,
nt EOIESIZS Un baliae 4

= 4 4 5 2 5 Gh
tout entouregs V € ,5 A Corregpond un enitisr n tel que, nour toutb

xed, (£(x), fﬁ{x}} € V quels que solent m > n,, n >0y e
e £

Ls suite ( fn} converge dans F . si olle converge uniforiément

& fv 5:4'
sur toul eusemble de @ .

par
regpondent




=99

elle comverge ausgi dang tout espace FE§, lozague é%r(l é@; .
£

51 {f } convergs camtiﬁuﬁan+ 23 point X, Per Tspport & £, la
P

tion £ £w3 A ST 3 1
fonction £ A%) du couple {(n,x) dans laegpa@e topologione N x £ -

) (K

o

<

K

e
o)

R

“,';::

o

()

t

~d

eat

i
o™

§$
)

bl

1)

g une limite p per rsppor:

(o)
8
3
0]
(¢
@
B
iy
Dy
3
'3
;O
)
)
(0]
<
Q
oS
<
(@]
s
W
s
‘EZS'
®
0

tant toujours supposé complet) ;

si Qzaj est une sulte de points de 4 gul QUATSYEs Vers X

= o @

3 & £ 3 - £, S TR I g

suite ‘fﬂ{zg;> converge vers p. Ls sulte (£ ) sers conliruvment
et
convergente su point £, bar repport & & s1;, yuel gue s0it g
2 7

lim fﬁxx} existe, et 8l (f ) converse uniforssient su voint z
x —>X 2 - %o
xeaf
par rapport & £ . De m8ne, si E est localenen t compact, pour

\_.n

gue xf 3 soit vniforménent conversente sur tout ensenble compact,
=) T &
il faut et 11 suffit gu'slle conv vergs uniforméient en tout point
de £ .
Lorsqgue les £, sont continues sur A , et gue {£,) converge
uniforménent sur A , ceitte suiie converge susel uniloral ent sur

L , et la fonciion iimite est comtinuwe sur £ ( & 2 th. 4)

A = R ‘\).E_k T % T '~ i %

de @%5 s POSECUS Une Dese donombrsble ; i1 szt done intiéressant
FJ;J':«

de savoir gu ce fait se produit. Powr I , On g 1

s 25 . T = i

Propositi 54% Lans ?fcbﬁp , € 80 espace € des f@aq@;@m@
continues posside unme baso dénombrebls lorsgue les conditicus
U aﬁ&@a B0t réalisées :

a) K opossice
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68t localemont compact et posséde une base dénombrable.

b} E
Démontrons d'sbord 1a proposition dens le cas particulier ob
E ost compast ; K et £ étant métrisables f(ch. Vi, & ),

nous supposerons pour siléper ifécriture, gue les struciures

uniformes de ces sspaces sont 4éfinlies respectivement par deux
, g . -
métrigues A {y,y') et d(x,x'). Soit (3,) vne suite dénombrable
3 = = A .
partout deuse dems K , et S, 1a sphdre O (y,7,) < ifn .
E: étant compact, on peul trouver, pour tout entier p , un

= o7 . : : - , S
regouvrement find aJ@p ge E , dont les ensembleos ontl uvn diametirs

P B
&230028
recouvrenent. Pour chague couple dfgpplications m = | (n) ,

n = Y (k) de 1%cnssmble g% 2. .k %

. e
sublere, désignons par P 1ls femille des epplications conti-

inférieur & 1fp ; solent Ay ék les ensembles de ce

%1 -
sigsons e fometion X° 5 ¢ <our une valour dounce ds D ,
b D
4
- S P o e ' : L e '\\ > N1 2
ltensemble %? dss fonctions X , est déuombrable, puisgu'il em
: A :

o sl ] 3 A : i 3 N
st ﬁgi de llensomble des couplses &V@leiﬂ&hiﬁv cu ¥ -

- ,
19@ﬂ$@m?l@ ] = ﬁﬁ @y est donc zussi dénombraeble. HMonirons quse
@ est pazboul dsase dans le sous-espace € de E’@@mpa ; comme iel

- = 3 2 e E - oy 2 2
comp, (identiqus 8 F_ ) est métriseble, la proposition sers

démontrée dans le ¢as gus nous @n%i@&gagnso'

= = = 2 S e e 5 i 5 =
Ur, s0it X wns syrpligsiion C tim&@ de E. dans K ; comme




gue K{&h) (n},n guel 1@@.seit h , et par suite une fonction
g»Qp telle gque Zg(@(z}glixj}‘ﬁizjg el oue soit x e E .
oce gul montre bien gue § est partout demse. Fou? passer ds 13
au cas général, remarquons que s2 T est i@@alemant'@@mga t et
posseéde une bsse déuncmbrsble j%? , tout point possdds un volgi-
nage apparicnant & ﬂﬁgi et relativement compact ; Lout susemble

compact peut donc 8tre recouvert par un nombre fini de voisginsges

< e

de cette aatuf ; 8t 11 en résulie gufil existe ums famillise

P

2
éénombrable F? éfaassmaies @@m@g@as tels gue tout snsemile
3

compact seit conispu dédee un sosenbls
clair alors que les entourages W{3
téme fondanental dénombrable dlsentours

~

e .
parcourt 4, , Porment un systéme fu

reges ds la structuzre uniforme ds " comp. & ©8 gl montrs gue ce
éa?nlev egpace est néirissble. Il suffit alors, pour ehsgi2 ensemble

dessus un snsembls dénombrable Q(S)

v

S de Q%’ , Ge Pormer comme ci
de fonctions continues, pour voir de la mfme manidre que la réunion
des ensembles Q(3) est pariout denss dens C , et par suite gue C
posséde une base déncmbradle. C.0. 2. 1.

Si 1es conditions o) et b) sont remplies, le théorime ¢!Arzel

2
montre slores que, pour gue des toute esuite exiraite d'une guite (£.) |

de fonctions continues dans - on puisss exiraire uns

mém@nt convergente suxr tout e _§@ﬂbl@ compact, i1 Ffauvt et i1 suffit
aus, pour Lout = & E  on puisss @ztrair@“@@@ suite convergents
de toute suits extraite ds le guite (£, (x)), st gus les fonctions

fﬁ poient égslement continues sur tout




5

- - on =

o

Cas ot | gg,%; sont des espaces Lorsque £ et K sont des espaces
méirisables completis. métrigues complet les suites éénambrables§

de fonctions continues dans £ , & valeurs
dans K , jouissent de propriétés en rapport avec la mnotion des

catégories de Béire (ch, VI, § ), auxquelles on ne conneit pas

jusqu'ici d'analogues dans des cas plus généraux.

8i une suite (£ ) do fonctions coptinues dans

£ converse simplement, l'ensembie des points de discontinuité de

 sa Ponction limite £ est de 1T° catégorie.

11 suffira de montrer gue l'enmsemble des points oh lfoscillation
de £ est > ﬂjp, est non desuse, guel gue soit l1'entier p. Oz,
soit S une sphdre fermée quelconque dems |, et soit F,, llen-
semble des points de S oh A (£5(x), £a(x)) € %;gp , 8t G,
ltensenble @wgm,gmn ; chacun des ensembles B, est fermé, il en
est donc de méme des emsembles G, , et on e 8 = azg'ﬁn : comme &
est complet, S est de Iié catégorie, dounc un au moins des ensen-
bles G, est de II® catégorie, et comme il est femms, il contient
une-sphér@ 8%, Autrement 4it, il existe B, tel gu'en tout point

de 5!, A (£,(=),2, {z}; - 1/2p quel que solt ﬁ{>=ﬁ@ , ce qgui

N

entrafne A (£(x), ﬁ@(X}}ég 4/2p guel que soit x ©8' ; comus
-fng est continue, lfoscillation ds £ en toukt point de 8! est donc
< 1 p , ce gul démontre le théoreme.

Théordme 2. Si une suite (f ) de fonciions contipues munérigues non

négatives st telle gu'en tout point 1im f £ (x) est finie,il existe

>

une sphdre dans laguelle les fomctions £ sont uniformément bormées)

=4,
En effet, soit G {% ﬁ‘ig -p) ; 6 est fermé, el on a par

&

nypothése E = k??g : comme & est de II~ catégorie, un au moins

mﬁJQ

des GP est de II® catégorie, @t étant fermé, countient une sphére,
‘ce"\gfqul démontre le theoreme
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> ESPACES FONCTIONNELS. s

§ 1. Structures uniformnes sur les ensembles
de fonctions continuses.

Soient E un espace topologique, F un espace uniforme, fg(E;F)

1'ensemble des applicabions continues de E dans F . Considérons une

partie quelcongue A de E , et un entourage V de la structure uniforme

ce F ; nous désignerons par W(V,Ai) 1'ensemble des couples (X,Y) d'ap-

plications continues de E dans F tels gue 1l'on ait (X(x),Y(x)) €V

gnel gue soit =xeA . Lorsque V parcourt le filtre des entourages de

¥ , les ensenbles W(V,A) forment un systéme fondanental d'entourages

d'une structure uniforme sur fgi : en effet ils satisfont éviden-

e - :
zent & (Uﬁ) s on a W(V,A) = W( V A) d'ot (Ul } : si Vet V! sont
ceux euntourages de la structure de F tels que V VY on-o
W(V,A) C W(V',A) ; enfin, les relations "(X(x),¥(x)) €V quel que soit
xeA " , et "(¥(x),Z(x)) €V quel que soit x€A " enirainent

-

"(X(x), Z(x)}éiv guel que soit x €A ", autrement ait, on a

W(V,A) c W( V,h}, ce qui dérnontre '(Uill)°

3 - o 3 72 3. ° ' %
Définition 1. On dit que 1z stiructure uniforme définie sur tf(E?E)
par les ensexbles W(V,A), o V parcourt le filtre des entourases de E

o

est la structure de ia conversgence uniforme sur A . ©Si un filtre &

sur %g(ESE} converge vers %, dans la topolozie déduite de cette

Pt =1

structure uniforme, on cit gu'il converge “ﬂlLOImcgenu Vers XO sur A .

Considérons naintenant un ensecble non vide g%} de parties de E .

Définition 2. 51 op désigne par éé? la structure de la convergence

- uniforme sur un ensexble A € (Eé , on appelle structure de lu conver-

rence uniforme sur les ensenbles de c. la borne supérieurs CZ{(V
- &
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: o
des_stiructures uniformes 2Cﬁ , lorsgue A parcourt @5 ; on note

i 2
%? (E,F) l'espace uniforme obtenu en munissant %f(E,F) de cette

©

structure.

Diaprés la définition des entbourages d'une structure uniforass

&

borne supérieure d'un ense:ble de structures uniformes (ch.1I, 8 1)

iﬁ’ sur r (E,F) converge vers X , il faut et il

Lo
©
=

suffit qu'il converge uniforméaent vers X  sur tout enseable A € (&

pour gu'un filtre o7

sutrement dit, guels que soient llentourage V de F et l'ensesbls A€ (g
il doii exister un emnsemble H € gg tel que, guels gue solent AEEL
et x€A , on ait (XO(K),X{X)}EV -
S5i f est une application, dans {gfa(g,z}, dfun ensenble G
filtré par un filtre {§§’ , et si T admet une limite XO
suivant le filtre Gg? , on dit encore que T converge unifor-

aénent vers X, suivant le filtre (é?', sur tout ensemble

de (G . Eu particulier, si une suite (X ) de points de
fg (E,F) converge vers un point Y , on dit que la suite de

fonctions (X ) converge unlfozme iant vers Y sur tout

enseable de Qg -

Bexzarguons maintenant que, si & et B sont deux parties guelcongues

7

de E , ona WWV,A)NWV,B) =WV,AUB) ; si BC 4 , on a done
B(V,A)C W(V,B). La définition des entourages de é@,u montre alors
{5
&g
2 5 Cat . 3 19
cu'on ne change pas cette structure lorsgu'on reaplace (& tout d'abor

| , - “ = .
par l'enseanble ﬁ; des réunions finies d'ensembles de (& , puis par

4 : - / -
l1'ensenble (E; des parties des ense.bies de {E; ; autresent dit, on

peut toujours supposer gue l'ensemble QE[ satisfait sux deux conditions

(FE) Toute partie d'un ensemble de (¢ zppartient {:

(Fil) Toute réunion finie d'cnsenbles de (z, appartient & G .
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Dans ces conditions, les ensembles W(V,A), ol V parcourt le filtre
des entourages de la structure uniforme de F , et A l'ensexble 65 5
foraent un systéme fondasental d'entourages de la structure Z{ .

c

On remarguers gue les conditions (Fi) et (Fil) signifient que

l'ensexzble des couplénmentaires des enseables de (& satisfait aux

axiomnes (FI) et (F (ch.1, §b) ; donc, ou bien {é; est identique

ll>
8 qtf(E), ou bien l'ensemble des complémentaires des ensenbles
de (@ est un filtre sur E .

Si Q;z et C§é sont deux ensezbles de parties de E , satisfaisant
a (F!) et (Féz)g et tels que (ééﬁl C

Ce

g ° la structure uniforme de

(E,F) est plus fine gue celle de é?g} (E,F).
- Il se peut d'ailleurs que ces deux itructuras soient identi-
gues, bien gue Cg? et ﬁé soient distiﬁcts ; On en verrs
un exemple un peu plus loin.

S0it B! un espace topologique ayant méne support gue E , mais dont
la topologie soit plus fine que celle de E . Toute application conti-
nue de E dans F est gussi une zpplication continue de B! dans F .

1l en résulte que ég (E,F) est un sous-espace uniforme de 1l'espace

| G
e
g@ (E',F)

En particulier, si E_ désigne l'espace discret de néme

support que E , é; (BE,F) est toujours un sous-espace de

é?Q;QEOJF} ; on relarguers gue é; {EOjF) n'est autre gue

4

l'ensenble de toutes les applications de E dans F . Lorscu'on
o B s - S 3 e §
étudie la convergence uniforme sur les enseasbles de (6 d'un

4 o - : - -
filtre & sur un ensemble d'aspplications non continues de B

-

dans F , i1 faut toujours considérer cet enseznble

2

applica-

tions comme une partie de égfw,(moﬁﬁ},

&
S
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Hotons encore que, si F1 est un sous-espace uniforme de F ,

o ,
@6 (E,Fﬁ) est aussi un sous-espace uniforme de G@ (E,F). Enfin, si

F! est un espace uniforme de méze support que P, et de structure uni-

forme plus fine gue celle Qe P ‘g (E,F?) est contenu dans @ (E,F),

| ©
} ture induite sur @(E F!') pur celle de 6 (E,F).

" '

I‘ Ih soreme 1. So0it @ un ensenble de parties de B satisfaisant a4 la

(E,F') est plus fine que la struc-

mais la structure uniforze de @

conaition

(K) Tout point de B est intérieur & un ensexmble de /Eé U moins.
- . Iz - A . .
21 F est un espace séparé, (5 G (E,F) est alor: un espsce séparé ;

si en outre ¥ est complet, g (E,F) est womplet.

dontrons d'abord gue @6 (BE,F) est séparé s'il en est de néme de F.
Soient X,Y deux points disiincts de éﬂ (E,F) ; il existe donc un
point x €E tel que X(x)£¥(x). Soit A un ensemnble de @ contenant X ;
comme F est séparé, il existe un eniourage V tel que (X{_x);Y(x))ﬁv .
on a donc (X,Y)%,W(V,A} , d'ot la proposition.

Supyosons maintenant F complet, et soit § un filtre de Cauchy
sur é@ (E,F). Pour tout x£€E , et tout ensenble H € & % nous désigne-
rons par H(x) l'ensemble des points X(x), ot X parcourt H ; lorsque H

parcourt %: , les ensembles H(x) forment évidenment un filtre, que

- . ; . . : . -
nous esz.é_,nemng par % (x) . 2? (x) est un filtre de Csuchy sur T ;
en e:-i‘fe‘?z,, soit A un epsemble de {:; auguel x soit intérieur ; guel que

de points de H , on ait (X, ¥)€W(V,A) ;: on a donc en particuiier
(X(x),¥(x)) €V , ce qui montre gue H(
o gnons par X _(x) le point lizite du filtre Z (x) ;: on dé

une application X de E dans F ; nous allons voir gue X, cst conlinue
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et gue le filtre @? converge vers X, . Bn effet, si H est déterziné

comme ci-dessus, Xo(y} oest adhérent au filtre gg(y) guel gue sgoit

yech , donc on a (Xo(y),x(y))é,% guel que soit ye A et guel quse
soit XE€H. Prenons un point quelconque.xiéli; comme X, esl continue
dans E , il existe un voisinage U de x contenu dans A et tel gue
(X1(x),X1(y)}éﬂg quel que soit yeU ; il en résulte qu'on a aussi
(Xo(x),Xo(y))eil quel que soit yeU ; ceci montre la continuite
de X au point x , donc dans E . Comme en Outre on g vu quse

(XO L)e W(V A) quel que soit X€H , X est bien 1z linile de g;

=

dans égfz (E,F), ce gqui achéve la démomnsiration du théorem
g

Proposition 1. Si (& satisfait & la condition (K), l'application

(E,F) dans F esti continue

P =

(x,X) = X(x) de E %

Tn effet soit (x % point quelcongue de E X

soit V un entourage cguelcongue de F . Considérons un ensesble A € (&
auguel x, soit intérieur ; comme X, est continue dans E , il exisle

un voisinage U de x, , contenu dans 4 , et tel que (20(XO),XO(K))6;V

guel gue soit x €U . D'autre part, l'ensexble H des points X de

o

{3<g~(E,F) tels que (X ,X)eW(V,A) est un voisinage de X . Soit

o}
slors (x,X) un point guelcongue de UxH ; on a (%, gA ), X, \x))f'v et
{A kx) %(x))€V dlaprés ce qui précéde, dlok {XOQX XL ))6“ s
ce qui démontre la proposition.
hemargue. La proposition suivante est uns sorte de réciprogue
de la prop. 1 :

2;opasitioa 2. Doient B, B! F Trois espaces uﬂl’&?ﬁ@a i une

application uniformément costinue de E x B! dang F , et pour

tont ve ' | fv 1'application partielle x —> flx,y) de B
2 2°

. S0it @& un Filtre sur B! i, l'ensenble des fonctions

ke

daps
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fy correspondant gux points y d'un ensemble H ¢ 5? - é§;

le filtre formé par les ensenbles Hf lorsgue H parcourt iﬁ

- ;
81 ' converge vers un point ¥ %if converge, dans

C@,(Eﬂ vers fy -

o}
Ln effet, soit V un entourage quelcongue de F ; il existe

un entourage U de E et un entourage U' de E' tels que, pour
tout couple ((x,y),(x',y')) de points de Ex B' tels que
(X,X”)éij‘et ty yliecl! = on ot (Pl y) (! vyl ) eV
Soit H un enseumble de E§ contenu daans H?(yg} : on a donc
pour tout yeH , (£(x,y),£(x,y ))eV quel que soit xek ;
par suite, pour tout yel (fy,fv )€ W(V,A) gquel que soit

Ae G -

On remarqguera que, dans cetie proposition, on ne fait au-

2

cune hypotihése sur Q% ; par ailleurs, la proposition est
encore valable si on suppose seuleaent que, guels gue scieni
i'entourage V de F ot 1llensemble 4 € (6 , il existe un voisi-
nage G de y, tel que, peur tout yeG , on ait

(£(x,y),£(x,5,))EV quel que soit x€A .

Cas ﬁarticul;ers s Llensenble igg(uj est évideruent le plus grand ensenble
convergence uniforme, de parties de E satisfaisant & {91 3 {F§I> > 1la struc-
converpgence compacte, ture uniforme corresrondante est donc la plus fine de
convergence siaple. toutes les structures Zéﬁg sur {; (B F) - lorcgu'il

n'y a pas de confusion & craindre, on dit sizmplesent gue cfest la

structure de la convergence uniforme ; l'espace uniforme obtenu en

- o - . . L :
sunissant ié (E,F) ce cette structure se note k;uﬁﬁ,F} ; et si un

2 PByltre Eg’ sur cel espace converge vers XG o dirs gu'il converve
unifornément vers XO= Convention analosue pour la convergence d'une
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application d'un ensenble filtré duns zﬁ (E,F), et en particulier
pour la convergence d'une suite de points de fg (E,F).

L'ensenble i¥§(E) satlsfdlsant & la condition (X), l’esgdce
é? (E F) est séparé et conplet s'il en est de z87e de F . bans ce
cas, pour démontrer gu'un filtre sur éz (L F) converge uniforaément
vers une apyllcaclon continue de E dans F | 11 suffira d'établir que
clest un filtre de Cauchy.

ceut sussi servir

rr.!

Dans les méues conditions, la proposition suivante

démontrer la convergence d'un filtre sur ﬁz_éﬁﬁF) :

8

- : : 0o = -~
Prorosition 5. Si wn Tiltre §§ sur g;{ E,F) converze uniformément
A

sur une partie partout dense A de E , vers une apulication continue

de A dans F , il converge uniformément (sur B) vers une application

continue de B dans F .

301 ! i i £ . (5%
Soit XO l'application continue de & dans F , vers laquelle i

converge uniformément sur A . Consiuérons un point guelcongue XEB ,

et soit V un entourage quelcongue de F ; il existe un enseﬁb?e HE

b

i_:él gque, pour tout XEH et pour tout yed , on sit {’,}!y} i(y))ev .
Choisissons un X; dans H ; conne X?,est continue dans E , il existe un
voisinage U de x tel que, guels que soient y,y' dans U/ A , on ait

« 3
(x%ig}ng{y?)}é;v : i1 en résulte gu'on a zussi kA x;;,&okv?))égﬁ .
Autrenment dltg si 2; st la trace sur A du filtre des voisinages
de x , X { L} ) est une base de filtrs de Cauchy sur F ; donc
Qch.li, §§,prop,?), on peut prolonger Xb en une fonetion X} continue
gégg E . Cela étant, guels que soient x€E et X€H , on a
(ﬁg(x),x(x}}%ié ; car cetlte relation est évidenzent vérifi

=
da

et dans le cas contraire, on peut trouver yeA tel gue

= 9 = S 5 oy Fo ol 2 z
(X (x),ic(y))é.v ot (X(x),X(y)) €V . O converge donc uniforaérent_
(¢ vers XO.




=
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On voit donc gue, dans le cas envisagé, la structure de la
convergence uniforme est identique a la structure Zé ;

G
ot (o, désigne 1l'ensemble des parties de A , bien que (5
soit distinect de %jp(E).
Bornons-nous désormais au cas ofi E est un espacaatopclogiqua séparé
si E est compact, il n'existe pas d'ensemble de parties de E distinet
B Y et (0

iI
l'ensenble des compléientaires de ces parties serait un filtre sur &

de i?f(E) et satigfaisant sux conditions (Fi), (1

sans point adhérent, contrairement a l'axiome (C). Si E est non com-

pact, la démonstiration du théoréme d'Alexandroff (ch.Il, %?Qgthaﬁ)
sontre gue tout ensenble 65 de parties de E , satisfaisanlt aux condi-
tions (F;), ’F’ ) et (K) contient 1'ensexble C; des parties relative-

ment compactes de E . L'ensexble 65¢ satisfait a {Fé) et‘(FIl) ;° pour

gu'il vérifie azussi (K), il faut et il suffit que B soil localeaent

;é
(57

structure de la convergence compacte, et on note {g

conpact. Lorsgu'il en est ainsi, la structure s'appelle encore
(

£
obtenu en nunissant {z(E,F) de cetle structure ; si F est séparé et
complet, éZC(E,F) est aussi séparé et complet.

Plus généralement, s'il existe une topologie d'espace locale-

ment compact noins fine que la topologie de E , 1l'ensemble

G; des parties relativement compactes dans cette topologie,

s

satisfait aux conditions (Fi), (Fif) et (¥) ;: 1'espace

{ird(h F) est donc encore séparé et complet en néze tenps
9
que F.

Proposition 4. Scit E un espace localexzent compact ; pour gu'un filire

7
f; sur §;C(“ F) soit un filtre de Cauchy, il faut et il suffit que,

quels que soient l'entourase V de F et le point x€E , il existe un

3 ° a (7:' 7 3
voisinaze U de x ot un ensesble Hée ¢ tels que (X{y),¥Uy)) e ¥
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guels gue soient X et Y duns H ¢t v duns U .

La conoition eslt évideumment nécessaire. Inversemert, si elle est
rexplic, considérons un ensezble cozpact guelcongue A dans & ; on peut
trouver un nozbre fini de points X, (i=1,2,...,n) de E tels que les
vVoisinages Ui correspondants forment un recouvrement de A ; si H.
dési,ne l'ensexnble de ﬁ; corresyondant § Ei s et si on pose Hoz ( Hi
Ho appartient & €§ , et on a (X(y),¥Y(y))eV cuels gue coient X et ¥
dans HO et y dans A , o'od la proposition.

D'aprés la dénonsiration de la prop.2 , on voii, avec les
mémes notations, gue le filtre i;P converge vers £ = dans

he B
fgc(E,F) en supposant seulement gque E et E!' sont deug espaces

topologiques localesent conpacts, et £ une application continue

de E X E' dans F ; en effet, si G est un voisinage compact de

¥, et A un eusenble cozpact dans E , T est uniformément

continue dans A X G .

Si E est un espace discret, l'ensenbie des parties de E relativement

compactes n'est autre gue l'ensenble des parties finieg de E . La
structure uniforme corrgspondante sur éz(EgEﬁ esl encore appelés

structure de la convergence simple, et l'espace uniforme obtenu en

munissant £ (E,F) de cette structure se note aussi @c(E,F} s on
voit d'silleurs aussitdt que cet espace n'est autre gue l'espace
uniforze produit r , et on retrouve ainsi qus ce dernier espace est

séparé et complet eu méme temps que ¥ (ch.11,$9). 5i un filtre €§

sur fgS(EyF) converge vers X, on dit qu'il converge siaplenent
vers Xo sur E ; pour qu'il en soit ainsi, il faul et il suffit que le
filtre %g(x} (notations de la déronstration du th.1) converge vers

Xo{x), guel gue soit x€E .
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Lorsque E n'est pas discret, on désigne encore par G (B F) l'espace
obtenu en imunissant @(E F) de la structure induite par celle de
If (DO,F), of E désigne l'espace discret de méme support que E .
«wais alors le th.1 ne s'appligue plus, et il se peut que gs(?ﬁ,F)
ne soit pas coaplet, méne lorsque F est complet. |
C'est le cas par exeuple lorsque F = R, et gue E est compléle-
ment régulier (ch.VII, § 1). Bn effet, soit x un point non isolé
de B ; & tout voisinage V de x correspond une fonciion nusnérique
fv continue dans E , égale & O au point x , & 1 en tout point
de EV . Soit HV l'ensexble des fonctions fU pour tous les voi-

i

sinages UC V. lLorsque V parcourt le Tiitre des voisinages de x

(x>

les ensembles HV forment une base d'un flltre (ji sur éj (E, R)
et é* est un filtre de Cauchy, car %:‘ (y) est convergent quel
que soit ye€E . Cependant (gn“sst pas convergent dans
@S(E, R), car s'il 1'6tait, sa linite X, serait égale & O au
point X , et & 1 en tout point y # X ; or, la fonction prenant
ces valeurs n'est pas continue.

On peut encore expriaer ce résultat en disant gue gS(E, ®)

n'est pas fermé dans @S(EO, R) = R’E .

o

Bxercices. 1) Soient E un espace discret infini, ¥ un espace
uniforme séparé comprenunt plus d'un point. Hontrer gue la struc-
ture de la convergence uniforme sur @ (E,F) est strictement
plus fine que celle de la convergence sinple.
2) Jdontrer que, lorsque F est un espace uniforme séparé ot

e 7& 2 ya e ° {"’l
complet, lfesuace t»@(E,F) est séparé et complet, si (5

vérifie la condition suivante (qui est entrainée par (K), mais

ne l'entraine pas)
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(K*) Quels gue soient lg partie non vide A de E , st le point
x€A , il existe un ensexzble B C_ A , appe_xrtenant' & @ et
tel que xgB . ‘
(Utiliser la prop.7 et montrer gue (K*) entraine que toute appli-
cation de E dans F , continue relativement a 1l'adhérence de tout
ensemble de @ , est continue dans E).
3) Soit E un espace localeient compact ; montrer que la topologie

de 6 (B,F) est la moins Tine des topologies sur 6(3,?) telles

gue, si on munit ‘C(E F) d'une de ces topologies, l'application

(x, %) > X(x) de B % 6 (BE,F) dans F soit continue (zontrer que
s -

tout voisinage d'un point XO dans bCQE,F) est aussi un voisinags

e

de ce point dans une guelconque des topologies considérées).

JJ‘

4) Soit B un espace normal (ch.VII, 93), E, l'espace discret de

lfe
néne support gue E ; montrer que l'ensemble @ ‘? ) est partout
dense dans '@S(EO, ®).

5) Soient }E;s,i ,Ez deux ensemnbles que}.conquesg Cgiuzz filtre sur }321,
6{1’ un filtre sur E,, £ une application de E, x E, dans un espace
uniforme séparé et complet F . On suppose que :

a) quel que eoit x,€E, , lim§; £(x,,%,) existe ;

b) guel que soit l'entourage V do F , i1 existe un ensenmble

f-/
A"l € g.%_ et un ease:nble Agél ;5‘2 tels gue, gquel gue soit X, 6A,‘ 5
et quels que soient x sx; dans A, , on ait (f(x,i,xg),f(x,l,xé))év

idontrer que, dans ces conaitions, £ a une linite suivant le
filtre produit (52 * Cg?i

6) Les notaticas étant les nBaes que dans l'exerc.H , on suppose
gue :

) existe

o

a) guel gue soit %, €5 . limg f(x1,x9}=g(x
)

LJ vjc

o

b) quel gue soit zge;E , iim - f(x. x
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¢) guel que soit 1'entourage V de F , il existe x2€LEQ et
(—l
A1€ é‘i tel que, quel gue soit x,€A, , on ait
donirer que, dans ces conditions, g a une limite suivant le
filtre EE; :

7) On suppose gue les hypothdises a) et b) de 1'exerc.6 sont

1

satisfaites, el en outre gue g a une limite & suivant le filtrs
fa - Pour gue h ait une limite égale & a suivant le filtre Sé ;
il faut et il suffit que la condition suivante soit remplis :

d) gquels que soient l'entourage V de F et l'ensemble A1€5 ﬁa :
il existe X €A, ot A2 € g%f tels gue, guel que soit x2§5A2 -
on ait (f(x1,x2),h(x2))éiv .

8) Soient E un espace Lopologique, E' un ensemble £iltré par un
filtre §§ ; £ une application de E X B! dans un espace uniforme
F séparé et complet. On suprpose gue, pour tout yebk' , 1'applica-
tion x —> £(x,y) est continue dans E ; on suppose en outre gue,
pour tout x€E , limcs £(x,y)=g(x) existe. iontrer gue la condi-

Lion suivante est suffisante pour que g soit continue dans E :

Quels gue soient l'entourage V de F et l'epsemble 4 € Q; :

il existe une application ¢ de b dans A telle que, pour tout

AV
XEE , (f(x,@A v(x)),g(x))@v , et que, lorsque y parcourt 4 ,
3
-4 ;
les ensembles @!-v(%y}) non vides forment un recouvrement
éi

localenent fini de B (ch,VII,*§5, exerc.12).

Cette condition est aussi nécessaire lorsque E est un espace

paracompact (ch.VII, §3, exerc. 12).

(Utiliser l'exerc. 7).

51 E est compact, la condition suivante est nécessaire et

T

suffisante pour que g soit continue dans E ;
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Quels que soient l'entourage V de F et l'ensenble A € 5", ;
il existe une application @A . de B dans A telle qgue, pour
b/
tout xCE , (f(x,@A v(x)),g(x))e\! , et que l'ensenble

2

P (B opit find
? AV ) T

7
9) Soient E un sspace topologique, E' un ensemble ordonné

| filtrant & droite (Ens.R, 96), @z le filtre des ssctions &
droite (ch.I, §b) sur B!, £ une spplication de E x B! dans R .

On suppose que, pour tout ye&E' , l'upplication x—>f£(x,y)

est continue dans E , que, pour tout zeE , 1l'application
y—f(x,y) est décroissante et bornée inférieurement, enfin

b

que limg‘é P(x,y)=g(x) est continue en lout point x € B .
Si on désigne par f_ 1l'application x—f(x,y) de E dans R
montrer gue 1l'application y—‘%fy de E! dans é (E, R), conver-

b

ge uniforaément vers g sur toube partie compacte de E .

92. Ensembles compacts de fonctions continues. -
Proposons-nous de chercher & guelle condition une partie H de llespace

éN (E,F) est relativement compacte dans cel espace ; nous supposerons

© .
que @ satisfait sux conditions (F;‘) - <F£ZE.) et (K) , et que 1'espace
uniforme F est séparé et complet ; on =z vu gqu'alors @;@(E,F} est
aussi séparé et complet.

Soit x un point quelcongue de E , H(x) l'ensemble des points Xx(x),
ot X parcourt H . Une preniére condition nécessairs pour gue H soit

relativement compacte est que, pour tout xeEE , H(x) soit relstivement

conpact dans F . En effet, soit A un enseunble de @ contenant x ;

quel que soit l'entourage V , il existe un nombre fini X’E QXQWGUXE




S
S

.,1f)5.=
de points de H tels gque les voisinages d'ordre W(V,A) de ces points
fornent un recouvrement de H ; guel que soit X¢€H , on a donc, pour
un indice i au moins, (X(x),Xi(x))é'V , autrement dit, les voisinages
d'ordre V des points Ki(x) forment un recouvreuent de H{(x) ; comme F
est complet, H(x) est relativement compact (ch,II,§'4, th.4).
Pour donner une seconde condition nécessaire, nous poserons la

géfinition suivante :

Définition 1. Les fonctions appartenant & une partie H de 63 (B,F)

sont dites égalezent continues si, guels gue soient x€E et l'entoura-

Vde F , il existe un voisinage U de x tel que guels que soient

yeliet X €H . on ait (X(x) X(y)) €V .
La notion d'égale continuité est donc relative a la topologie

de E et a la structure uniforme de F ; si on remplace la

topologie de E par une topologie plus fine, et la strucsure

uniforme de F par une structure uniforme zoins fipe, une

partie H de fg(E,F) formée de fonctions égalenent continues
reste encore un ensemble de fonctions également continues

dans ces nouvelles conditions.

Proposition 1. Si H est une partie relativement compacte de égéé(E,F),

les fonctions de H égalenent continues.

i

En effet, soient x un'point gquelconque de B , V un entourage guel-
congue de ¥ , A un snsenble appartenant & 65 et auqguel x est
intérieur. PFPar hypothése, on peut trouver un nombre fini X, . X,,...%,
de fonctions de H de sorte gue, pour tout X€H 11 existe un indice i
au aoins tel que, pour togt YeA . on ait (K(y),Xi(y)) ey .

Coxme Xi est continue au point x , il existe un voisinage Ui de x ,

7

contenu dans 4 , et tel que, pour tout yeU, , (Xi(x);xi{y}) ey
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Soit U

(ﬁ\u. ; c'est un voisinage de x contenu dans A , et on a
(X (x) % (y))éIV guel gue soit yeU , et gquel gue soit l‘igdice i
par suite, guels que soient X€H et yeU , on a (X(x)g}i(y))év , ce

gul démontre la proposition.

Les deux conditions nécessaires gue nous venons de trouver ne sont

pas suffisantes en général pour gue H soit relativement compacie.

. Pur exemple, si E =F = g?, l'ensenble H des fonctions ax ,
od a prend toutes les valeurs de l'intervalle g?,?} , satis-
fait bien a4 ces deux conditions, mais n'est pas relativement
compact dans @ ({%‘% , R). '

On a toutefois l'important théoréme suivant ;

Théoréme 1 (Arzela). Soit b un espace localenent compact. Pour

gu'une partie H de éZG(E,F) soit relativenent compacte dans cet

espace, il faut et il suffit gue H(x) soit relativement compact

dans F , guel que soit x€E , et qus les fonctions de H soient

egale ent continues.

Suprosons ces deux conditions remplies, et soient V un entourage
qﬁelconque de F , A un ensexble compact dans E ; nous allons nmontrer
gu'il existe un recouvrement fini de H dont tous les ensembles sont
vetits d'ordre W(V,A) , ce qui établira le théoréme puisque
€gc(E,F) est séparé et coumplet (ch.II, §4Jth,4}, Par hypothése, quel
gue s0it x€ B , il existe un voisinage U de x tel gue, pour tout
yeU et tout X€H , (X(x),X(y))€EV . Comme A est compact, on peut
trouver un nombre fini de points EgsFEgseoesky de A tels que les
voisinages Ui correspondants forment un recouvreaent de A . D'autre

part, chacun des ensexbles H(xi) (i=1,2,...,n) est relativement

P

compact, donc aussi leur réunion M ; soit (4.). _

e
-gqu‘w:/

25 <
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un recouvrement fini de i par des ensembles petits d'ordre V. Dési-

gnons par )kk (k=1,2,...,0") les applications de 1'ensemble
i1,2,...9n1} dans 1l'ensenble {1,2,,.,,p} ; auel que soit X€H , il
existe un indice k tel que X(Xi)éiﬁkk(i) pour i=1,2,...,n ; autre-
ment dit, si on désigne par Hk l'ensemble des fonctions X de H pour
lesquelles ces n relations sont simultanément vérifiées, les Hk
(k=1,2,.,5,pn) forment un recouvrement fini de H . Or, soient X et ¥

deux fonctions appartenant & un m8ne ensexzble H , 6t soit X un point

k :

quelcongue de A ; X appartient & un U, au moins, donc (X(X),X(xi))é Vv
) 5, - & B 5 :

et (Y(x),Y(Xi); €V . D'gutre part X(Xi)é"%k(i) et Y{Ai)a‘&;&k(l) .

donc (X(xi),Y(xi))éﬁ!; il en résulte bien que, pour tout €4 ,

(U]

: , 3
(X(x),Y(x)) eV , autrement dit Hk est petit dlordr
que soit k . C.Q.F.D.

Corolluire. Soient B un espace localement compact, F un espace

conpact. Pour gu'une partie H de fg;(E,F) soit relativerent compacte,

il faut et il suffit gue les fonctiions de H soient égalenent continues.

Bemargue. Si H est relativement coapacte dans ig@(E,F) ;
. o Wia TR E e .
ol B est localement compact, l'ensezble H(A) = — Blx)

est relativement compact dans F si A est relativerent

compact dans B . En effet, en reprenant les notations
de la démonstration du théoréme d'Arzels, tout x €A appar-
tient & un voisinage U, ; on a done H(x) € Villx ) |
§ B

b n - nio i) e Llviey o o

X EA o=14 1 z 3
les ensexnbles V(ﬁi) sont petits d'ordre V , d'od la
proposition.

Hous indiguerons encore ume propridié inportante des ensembles de

: fonctions égalezent continues.
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Proposition 2. Soient E un espace topolozigue guelcongue, H une

partie de g(E,F) fornée de fonctions également continues, 5

un filtre sur H . Si S“: converge simplement dans B vers une appli-

P —1

cation XO de b dans F , Xo est conlinue dans B et § converge

uniformément vers Xo sur toute partie compactie de E .

En effet, soient x un point quelconque de & ; ¥ un entourage ds
F , U un voisinage de x tel gque, pour tout X€H et tout y¢U on
ait (X(x),X(y)) ev . ((S{(x) converge vers XO(X), donec il existe
un ensemble U € 5: tel que, pour tout X€H , (Xo(x),X(x)} V.
On aura aussi, pour tout y U et tout X U , (X’O(X%X(yﬁév =
mals, pour tout yE€U , il existe X €M tel gue (X (7),X(y))eV ;
on aura donc, pour tout yeU
(1) (%, (), X (y)) €V
ce qui montre lg continuité de Xo

S0it maintenant A un ensenble coapact dans B ; on peut trouver
un nombre fini de points Ey9%5, e ”’Xn de B tels qgue les VOisiilages
Ui correspondants forment un recouvrement de A ; sozent 1& (11 <n)
les ensembles de %{‘ correspondants, et posons MJ = //j‘% 1 - Quel
que soit XeA , on aura, pour toute fonction X de M - '

(X tx), X(x)) CV d'aprés ce qui précéde, ce qui montre la conver-

gence uniforme de g sur A .

Corolliaire. Si EO désicne l'espace discret de méme support gue

E , 1'adhérence H de H dans @ (E_,F) est contenue dans £ (E,F)
$ = e s o? =X D 2

et est formée de fonctlions égalexent continues. 8Si en outre E

est localenent compact, H est sussi liadhérence de H dans 1l'espace

€ _(&,7).
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L'égale continuité des fonctions de H résulte de la relation (1)
valable pour iLoute fonction de H , d'aprés la dénonstration précé-
dente.

Cas des fonctions & valeurs réelles ou co=aplexes. Considérons dtabord 1l'ensen-

ble f;(ﬁb R) des fonctions numériques finies, continues dans
l'espace topologique E . $i les fonctions d'unc partie H de fg(E,fv
sont égéleﬁent continues, elles sont erncore égulenent continues
guand on considére H comme une partie de éﬁ(ﬁgé%) ,'puisque la
structure uniforme induite sur FQ per celle de E% est noins fine

que la structure uniforme additive de R . Le corollaire de la.

: o = £ =
prop.2 montre alors gue l'adhérence H de H dans 1l'espace igs(ﬂo,gi)
(espuces de touteé les fonctions numéricues définies sur B , =muni
de la structure de la convergence sinaple) est contenue dans

ég(ﬁg R), et est encore un enseable de fonctions également
continues (relativement & la structure uniforme de & )

4

=7 S
En outre, si XOELH , les ensembles Xo(+-09) et Xoie o0 ) sont

a,la fois ouverts et ferzés dang E . En effei, XO est la limite,

duns @S(E,é), d'un filtre % sur H ; soit x un point de E tel
gue Xo(x)= + o2 - guyel due soilb € >0 il eziste un voisinage

U de x tel gque, pour tout yeU , et tout X€H , on ait .
%X(x)=xiy)§ <& . 0Or, quel que soit le nonbre k >0 , il existe un
ensenble U £ %; tel que, quel gue soit Xé€M , X(x) > k ; on aura
aussi X(y) > k-& , quel gue soit y€U ; et, gome k est arbitraire,

4
cela entralne XO(y} = + ©© . et nontre que l'ensemble XQ(%'QQ)

s

est ouvert ; par ailleurs cet enseunble est fermé, puisque XO

est continue dans E .
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On peut appliguer ces résultats en particulier & l'cnveloppe

supérieure et l'enveloppe inférieure de H (ch.lv,§rb) qui appartien-
nent & H ; on voit d'abord que ces fonctions sont continues. En
second lieu, posons la définition suivante :

Léfinition 2. Les fonctions apparteusnt & une partiec H de 6 (BE,R)

sont dites égalenent sajorées (resp. également ninordes, épaloient

bornées) sur une partie A de E si H(A) = — H(x) est un ensemble

majoré (resp. minoré, borné) dans K .

Le fait gue l'ensenble ol l'enveloppe supérieure de H prend la
valeur + ©© est a la fois ocuvert et ferné, peut encore s'exprimer

™

en disant gque l'ensemble des points de E ol les fonctions de H sont

o

épgalenent majorées est 4 la fois ouvert et fermé :; néme propriété

pour l'ensenble des poinis ol les fonctions de H sont égalensnt
minorées.

Soit A un ensemble compact et connexe dans E ; si l'enveloppe
supérieure de H est <+ o© en un point de A , elle est aussi L + <2
en tout point de A , d'aprés ce gqui précéde ; nais comme elle est
continue, elle est najorée sur & , d'aprés le théoréme de Weierstrass
(ch.IV, $5, th.2). Autrement ditl, si les fonctions de H sont également

majorées (resp. également minorées, égalerent bornées) ern un point

de 4 , elles sont aussi également majordées (resp. égalemnent minorées,
égalenent bornées) sur A .
Un a des résultats anulogues en considérant l'ensemble (g(E, c)

des fonctions continues & valeurs coaplexes finiegs. Si H esl une

|
i

partie de é?(E,(3) formée de fonctions égulement continues, 1'adhé-
. : 2 pd -, 3 s 8
rence H de H dans éﬁ (E,P (L)) est encore formée de fonctions
s

i . - £ - 1, n
égulerent continues (au sens de la siructure uniforze de P (U )) .
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En outre, si X €H , Xo(cx>) esl un ense:ble & la fTois ouvert et
fermé dans b .

81 on convient encore de dire cue les fonctions de H sont ggalement
bornées sur une partie A de E si H(A) est une partie bornée de (3 5
on voit gue, si les fouctions dé H sont égulement continues, 1l'ensen-
ble des points ol elles sont égalerent bornées est & la fois ouvert
et ferné ; si A esl une purtie compucte et connexe de E , et i les
fonctions de H sont également bornées en um point de & , elles sont
égaleuent bornées sur 4 .

Exercices. 1) Soient B un espace topologique, H une partie

de é?(ﬁ,F) formée de founclions égulemeunt continues, V un

entourage guelcongue de F . Etant donné un point guelcongue

xelh , 1l'ensenble des points y €E pour lesguels il existe

un entier n >0 tel que H(y) %(H(x}} est a4 la fois
ouvert et flerné.

En décuire que, si A est un ense.ble comnpact et connexe
dans B , et X un proint quelcongue de A , il existe un entier
n =0 tel que H{A) ¢ ﬁ(H(X)).

2) Soient E un espace compact, H un ensesble de fonctions
éralescnt continues (partie de ég(E,F)), Jdontrer que, si
V est un entourage quelcongue de F , il existe un entourage
U de la structure uniforse de E tel gque, pour tout couple
(x,y)cU ol tout X €H . on ait (X(x) Kly)) e V.

3) Montrer cue l'esgace éﬁn( K ; R) n'est pas localement
compact.

4) Montrer que la proposition 1 est encore valable si on

]

- - *
suppose seulenent gue 1'ensezble (E; vérifie la conaition (K7)




=

lexerc. 2 du51). (dontrer, en raisonnant par 1l'absurde, gue

(o

si H est une partie de é (E,F) telle que ‘les restrictions
des fonctions de H & une partie A € Q; forzent un ensemble
de fonctions égalenent continuesAdans é?(A,F), H est un
ensenble de fonctions égalenent continues).

H) Scient E un espace localenent compact & base dénonabrable
(donc métrisable, voir ch.VII, 93, exerc.4 et %), T un espace
sélrigue a base dénombrable. Monbrer que 'égciﬁif} est
zétrisable et poss@de une base dénoabrable. (Considérer
dtabord le cus ot E est compact ; montrer zlors gu'il existe
dans @Q(E,F) un ensexable dénombrable partout dense, et
utiliser l'exerc. 7 du § 2 du chap. VII ; pour définir un
tel ensenble partout dense, on utilisera une méthode analogue
& celle de la démonstration du théordme d'Arzela. Passer
ensuite au cas oi B est localement compact, en utilisant

le résultat précédent).
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