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Soit G un groupe topolggique ségaré (noté multiplicativement)

(x ) une famille de points de € , dont l'ensemble d'indices I est
el 2

totalement ordonné. TFoute partie fimie J de I , totalement ordonné uar

l'ordre induit par celui de I , définit une géguence ﬁxa}*e:J de

&

points de & ; on a défini en Algébre (&lg., chap.l) le produit

1

D= J(}J x, de cetle séquence, gue nous appellerons

’W\

produit partiel

e

fini de la fanille (x@)@éﬁl’ correspondant & la partie 4 {on rappelle

que, pour dJ=§ , on pose jcj@ x? = © par convention, e étant 1'¢élément

neutre de 6 ).

DEFINITION 1. ©On dit gue lg fanille (x ) eI est multipliable si

i'application J —>P; & une limite suivant le filtre des sscitions

de l'ensemble Eﬁ(l) des parties finies de I , ordonné par la relation

. ; cette limite est alors appelée le produit de la fanmille \x ) sel

ez

E T
et se note ! X (ou simplement || x ).
: €eX. z t

i (/3

Lorsque & est gbélien, cetie définition est ideptique & celle
qui 2 été donnée au §4 ; mais iei, la notion de famille multi-
pliable et la valeur du produit dfune telle famille dépendent

-

essentielienent de la giructure diordre de lﬁaas@mh4$ g

et

La définition 1 équivaut & la suivante : la fazille {X”)”'l st
i

% ¥
f e
o

multipliable et 2 pour produii p si, pour tout voisinasgs

neutre de & , il exisle une paritie finie “o de J tells gus, pour toute
B-

partie finie d Dd, de I , onait pJé;V'ﬁp {ou P; £
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D'aprés 1la déf.1, si (xt)zél est une famille multipliable, 1'image,

par l'application d —>P3 du filtre des sections de l'ofdonné filtrant
%ﬂ(z) » €8t une base de filtre de Cauchy pour 1l'une ou 1lfauire des
structures uniformes de G ; réciproguement, e'il en est ainsi et si €

est complet, la fanille (xi) est multiplisble. Autrement dit :

PROPOSITION 1. Dens un groupe géparé G , pour qu'une famills (Xq)_ze -
soit multipliable, il faut gue, pour tout voisinage V de 1'élément neutref

de G , il existe une partie finie Jo de 1 , telle gus, pour tgate partie

s s il =f
finis J conmtemasnt J_, on ait pJ(Qgg ) ¥ (cu {py )" 'p,eV¥ ). Cette
& -‘O

conditior mécessaire osl gussi suffisante lorsgue

Lane l'ensemble iotalement ordonné 1 , nous dirons gu'une partie non
vide J est un tropgon de I si, quels gue soient les &léments a,p de J
tels que a < B, la relation agy¢B entrafme yeJd (suirement dit,

8i Ea,ﬁ} = J ).

PROPOSITION 2. Soit (X?)ﬂ'él une famille multipliable dans un groupe

complet G . Pour tout troncon Jc I , la famille (= )’zeg est

multipligble.

 Berarquons dfabord que 1l'ensemble J des minoranis de J n'appartenant
pas & J est un iromgon ; de méme, l'enseumble 52 des majorants de J n'ap-
partenant pas & J esl un tromgon, et ceux des trois enserbles J,Jg,Jz
gui pne sont pas vides forment une partition de I . Supposons en prenisr
lieu que J,=§ ; alors dy= gd . Pour tcout voisinage V de 1'élément
neutrs de & , il existe une partie Tiznie %Q de I tellis que, pour toute

partie finie E‘;Eﬁo , on ait Pg(k %ga¥ . Posons EzHQKEJ : %gzﬁngJQ

B
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pour toute partie finie H de I tells que KcH cd , posons L=H y K2 -
on a2 pb(pH ) =D Ka(pxpK ) ? = ga\px). Tev , @'ot la proposition dans
ce cas, en vertu de la prop. 1 .

Lg démonstration.ast’énalégue'lorsque J,=f , en utilisent alors la
relation (pK = pH€V Enfin, le cés général od J et J, ne sont'
pas vides se raméne & ces deux oas particuliers, car J'—J Ud est
un troncon pour lequel on est dans le premier de ces deux cas, donc la
famille (x ), ¢g, est multipliable ; d'sutre part, dans J' , J est un
trongon pour lequel on est dans le second cas particulier, donmc
(xﬁ)zéé. est multipliable.

On observera que pous n'avons pas énoncé le critére de Uauc/hg sous la
méme forme que pour le cas des groupes abéliens ( $4,th.1) on ignore
si l'analogue de ce théoréme est vrai em général, ce gui ne permet pas
d?affirmer, rar exemple, que pour toute partie J I , la famille

{32)-L6J soit multipliable lorsgue (xt) 1'est (en supposant G com-

el
plet). Un ignore de méme si, lorsque la famille (‘L)¢61:@St multiplieble
on a lim x, =e suivant le filtre des complémentaires des parties finies
de I . Toutefois, on a le résultet suivant :

PROPOSITION 3. BSoit G un groupe topologigue séparé tel qu'il existe

un_voisinage VQ de 1'élément neutre dans leguel x ' soit vnifornément

continue (comme spplication de G, sur Gd) . Boit (E?jx. g ne fanille

multipliable de points de G ; guel gus soit le voisinasge U de 1'élément

neutre de & , il existe ume partie finie Jo de I telle gue, pour toutise

partie finie X conlenue dans un troncon ne renconirant pas d, » en _ait
B

i gz e,
ek t

Eteblissons d'abord le lemme suivant :
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- bemme. 8i_la fonection x1 est uniformément continue dans un voisinage V
I‘ de l'élésent neutre e de G , et si V' est un voisinage de e tel gue
VIVIC V , pour tout voisinage U de e , il existe un voisins

| trique WC V' de e tel gue y°1wycju pour tout yev' .

En effet, dire que X | est uniforzézent continue dans V signifie

que, pour tout voisinage U de ¢ , il existe um voisinage syméi_;rique
W V' tel que yx°16h’ entraine y'1x€U pour zeV et yeV ; si
on pose yx'1=z°1 ; on voit donc que la relation 2z €W entrasine

y°1zyéU pour tout yeV tel que 2zyeV ; si on prend yeV' , on a

zye W' < V'VIcV pour tout z €W , donc y'ﬁ?éy .U , pour teut ye V!

Ce lemme étant démontré, soit VZ) un voisinage tel que V“Vg (;VO

O

uv'aprés la prop.1, il existe une partie finie Ho de I telle gue, pour
€ V! . Soient
o

Gy sOpye s O les indices de HO , Tangés par ordre 8roissaat, et posons

e E : -
Mo'_;} < ,0y E 5 &kz }a.k, @y iq [ pour 1k gp-1 , Mp: }@p, i g -
soit L une partie finie de Mk' ; appiiquons (1) & l'ensezble fini

toute partie finie B DH, de I, om ait (1) pylp_ ) eV

ﬁsﬁou L ; 8i Hk désigne 1l'enseuble des a; pour igk il vient
-1 7 , — :
e V! = v =V! . Dlapr =
kapL(ka) €V} , ou encore D é(phk) n -V aprds le raison

nement de la prop.2, pour tout voisinage W c;_k’l'( » 1l existe une partie

finie L de .{a&k telle que, pour toute partie fapie L > LQ de ELL > 0B
o _ Z
: = =1 : : =
ait PL(‘?L ) eW . Un en conclut, comme ci-dessus, que, si K est une
(o ; o = .
pariie finie de Mk » Contenue dans un trongon ne rencontirant pas Lo :
2 : =4
de L_ telle gue pgé(p%) L or, x
i

il existe une partie E.a,‘

étant upifornément comtinue dams V , liest aussi dans
o

R

-4 > _ e :
¥, =( YN : on g VIV V. . donc {d'sprés le lemme) on peut
k tpﬁ}} OPH}F 9 o} a 'k? k & k 3 ORNRC 3 &bp {=d 52 ) p :

choisir le voisinage W de sorte gue, pour tout ¥ é,-‘vfg{ ; on ait




=¥ -
y’1Wy<:.U ; 81 on remarque gque B, éiVi , on voit gue, pour toute partié
finie K de Mk » contenue dans un troncon @ie rencontrant pas Lo , On a
pxéiU'; il suffit de raisonner ainsi pour chacune des pi1 valeurs de k
pour obtenir la proposition.

CORULLAIRE. Soit G un group gigue séparé tel gu'il existe un

veisinsge V, de 1'élément neutre e dans leguel ! soit uniforménent

coutinue (comme applicatiocn de Gd sur Gd). 8i (xz)fé:l est upe famille

multipliable de points de G , on a lim X, =€ suivant le filtre des

compléuentaires des parties finies de I .

I1 suffit (avec les notaetionms de la prop.3) d'appliquer ce qui précdde
aux troncons fornés d'un seul élément du complémentsire de JQ
J.__Associativits.

Soit 1 un ensemble totalement ordomn$, (Jﬁ,jéke ; une partition de I ,

dont l'ensemble d'indices L est également tdalement ordonné ; nous dirons

pour abréger gque cette partition est une partition ordonnée si les
relations A SR, & éJ)L P 6J!" entrainent 2 <8 ; on en conclut immé-
diatement que les J, sont des tromcoms de 1 .

51 maintenant (x ) est une famille multipliable dens un groupe

: T ET
complet G , chacune des fanilles (xi)z(%qﬁ est nultiplisble d'aprds la

prop.2 . En outre, on a le théordme suivant :

THEORSME 1 (2ssocistivité du produit). soit (x@}@é ; bpe famille
zultiplisble dans up groups complet G , et soitr_iéﬁ }Ag§4.ane partition
ordoggga de l'enserble I ; si on pose Py = i@é‘ X la familie
(p ) est multipliable, et a méme produit dég (x ) =

A‘hed — - v 161

&

Posons pi= 3} %, , ot s0it V un voisinage syméirigue quelcongue de ¢ |
/&, .:‘

dans @ . 11 existe une partie finie HO de I tells gue, pour toute partie




maaduae &

s ¥l -

finie HDH de 1, on ait Ex €V.p . Soit K la partie de L for-
mée des indices A tels que J‘An B ne soit pas vide ; K, est finie.
Soit K une partie fimie quelcongue de L , contenabt Ko ; on va montrer
que TT p. € Vz,p , Ce qui 6tablira le théordme. '

Lek “A

Soit n le nombre d'éléments de K ; l'application (x,‘, 21 ,%)—ax1xa. -X

est continue dans ¢ . m aprés la définition de p N 2 on peut dmnec, pour
chaque A€ K , trouver une purtie finie H, de J, , contement J, NE_,
e EE
3
(2) (rex Pa ) Caex pHA) e¥

Ur, si on pose H = 2ZX ! ) H est une partie finie de 1 , countenant

et telle gue

B. ., et on a
(¢

T‘TTTT"

1eH *o TheK tea A€k pd}
d'aprés l'associativité du produit f’inl dans le groupe & (X étant tota-

‘lement ordomné par llordre induit par celui de L) . On = done d'aprés le

T e |
choixz de B_ , 1 e V.p , d'ob , en vertu de (1) résul’g@
B . .
A”E”K p}g & ¥¢.p , ce qui détn@nt;‘e le théorénms.

 On a donc, comme pour le cas des groupes abéliens, la formule

d'associativité -z-———-g—-
(3) e -
4 AeL ‘163 ¢ MJA ¢
valable lorsgue (J i ) est une partxtmn ordonnée de sa réunion, st que

~le second membre esbH défini.

Comme nous l'avons va pour le cas des groupes abélisuos, le premier
membre de {(3) peut étre défini sans que le second le soit : auire-
ment dit, on ne peut en général ®dissocier? en leurs facteurs ceux
des facteurs d'un produit gui sont eux-mémes des produiis.

foutefois, on a, ici encors le résultat suivant :
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PROPOSITION 4. Soit (va)/('éI une famille de points d'um . groupe € ,

|
(J A) e une partition ordonnée finie de I ; si chacune des scus-familles
(xt )Lé JA est nultiplisble, la famille (x:z )1,61 est multipliable, et

on a la formule (2).

11 suffit de le démontrer lorsque I=11 ,2} . Posons p1=0l€; X
4

Py =46J2 % ; s0it V un voisinage quelconque de e dens 6 , W un voisi-

nage tel que p1Wp;’1c_:_V ; 11 existe une partie finie H, (resp. Hg)_de

J1 {resp. Ja) telle que, pour toute partie finie K, { resp. KZ) de 31

(resp. JZ) contenant H, { resp. ﬁz) ; on ait 1’]&1&1 x &V.p, , ot

TT, x eW.p, i si on pose H=H1UH2 ; on aura donc, pour toute partie
e o mE =¥(p,Wp- ") v

1 e Pq Pa P’I P'I P;lpzé prpa ’
d'oh la proposition . _
e et (yz)tél sont deux
femilles de points de €& aysnt uzbme enseuble (totalement ordonné) d'indices

On en conclut aussitdt que, si (xz.)

et telles que X, =y sauf pour un noasbre fipni d'indices et si l'une
de cos familles esi multipliable dans G , il en est de méme de l'autire.

4. Image d'une famille multiplisble par une représentation continue.

D R e S S T o I T T o s o e T T o o T T o 0 o o o o e o o e e 9 o o o o o s o 2 e 72 i e 7 e e e e o e e et o
q__»..,—-—----u--——~o_..~,.u—.=_...m..,.“~4._-..——..m._m.—_m_._—...:-—.,_.z—z.,e.”:—zz:s:

PROPOSITION 5. Boit £ une représentation d'un groupe topologigue &
dans un groupe topologique G' . Si (xz)*{, = est one famille multiplisble

dans G , (f(x@)) est une famille pultipliable dgns &' , et on &

[T2x) =2(TTx,) .

La dénmonstration est la 28zec gue cslle domnée pour le cas des groupes

abéliens ( 2 4, prop.3).

PROPOSITION 6. Soit (x ) wne famille multiplisble dens um groupe

1E1L
topologigue G ; gi i' désigpe 1'ensezble totalezent ordonné cbtenu en

nunissant I ds la structure d'ordre opposée, la famille = ) .,
- : : 2 € i

est multipliable dans € , el on a




(3) v€1! = wecl * _
C'est une conséguence dela prop.H, x.i,x71 étant une représentation

continue de G sur le groupe opposé &° .
Enfin, comme dans le cas des groupes abéliens, on a la proposition

suivante :

PROPOSITION 7. Soit G Z1el qa.gpAproduit d'une famille de groupes

topologigues séparés. Pour gufune famille (3é)@e 1 8¢ points de G goit

multiplisble, il faut et il suffit gque, pour tout Ael , la famille

(p;l x¢)1e:I goit multipliable ; si pA‘ est _son produit, p=(pﬁ.) st

le produit de la famills (x@) :

#8me démonstration que dans le cas des groupes abéliens,

5. Suites multipligbles.

e et e ot s

e e e e e 1

La théorie des familles muitipliables se simpiifie lorsque 1feusemble

d'indices est l'ensemble des entiers naturels ¥ (pourvu de la structure

définie par la relation mgn), avtrement dit lorsqu'il s'agii de suites
multipliasbles. Un a en effet dans ce cas l'analogue du critérs de Cauchy

pour les familles sommables dans les groupes abéliems :

/ i3 : : .
THEOREME 2. Dans un groupe géparé ¢ , pour gu'une suite (%n%zejf soit

multipliable, il faut gue. pour toul voisinage V de 1'élément neutre

de G , il existe une partie finie Jo de N telle que, pour toute pattie

finie X de ¥ ne repcontrant pes J, » on ait BE ezx x, €V . Cotte condi-

tion nécescaire est aussi suffisanie lorsgue G est conmplst.

Bn effet, si (x ) est wultipliable, pour tout voisinage V de e, il
existe upe partie finie ﬂg de éy'tella que, pour ftoute partie finie
= ; : : =1 . = 5 ;o
b ;>E% de # , on ait (gﬁ ) pHéEV - Boit J = {é,mg, un intervalle

D h] Z '
contenant EO ; pour toute partie finie K ne remcontrant pas JQ <




les nombres de K sont tous supérieurs & ceux de Bb , donc, si on pose
rH:HOUK , On a pH=PHOPK , 6t par suite pKéV .

Béciproquement, supposons qu'il existe une partie finis Jo de M telle
que, pour toute partie finie X ne rencontrant pas Jo , on ait pi(é ¥
Soit Hozlb’QB un intervalle contenant JO ; toute partie finie H contes-
nant Ho peut s'éerire H:H UK , o& les nombres ds K sont tous supérieurs

o = 7: <5 t
& ceux de EO ; on a donc pB PH pK , et pKé;E ; buisque X ne renconire
pas Jo ; autrement dit, (pﬂ -1 p €V pour toute partie finie Ei:);ﬁo >
ée gui, en vertu de la prop. 1 , acheve la démonstration.

CUROLLAIRE 1. Si (xn) ost une suite multiplisble dans un groupe

8éparé ¢ , on & lim =e .

D oo
COROLLAIRE 2. BSi (zn) est uue suite npultipliable dans un groupe coaplet

-

& , tonte suite (x ) oy extraiie de cotte suite (I étant ordconé par
s | &

l'ordre induit par celui de #/jest multipliable.

Bn sffeJ, la critére du th.2 s'appligue trivialemsnt & uvne tslle suite.
Remarque. Le th.2 esl valable également pour une famille nmultipliable
dont l'ensemble d'indices estil'ensemble.ﬁf , muni de lfordre défini

par la relation m 3y n , ou, ce qui revient an am8me, pour une Pamille

7
do;t l'ensenble d'indices est . 1'1ntervalie } & , @t} de 7Z . ©n

en conclut que ce th. est encore valable lorsqus liensenblssdlindiees

@at Z lui-nméme (ou um intervalle quelcongue de Z ), en décompesant

A
Zﬁ ‘en 1a partztzgn ordonnée formée des deux intervalles f? .

et } &= , Q} ; et agpllquant la prop.4 .

6. EEQQQ te infinis.

M——M*m-‘-wmn—ru—r—r-—m-—-m

A% e suite iz ) de points d'un groupe séparé & , on peul faire corres:
|5
"z 7 = : : '
v@“Qr@ l@ suite des produils partlwia D= f %, de fagon biunivogue l
k)zﬂ 3-2 : &

(car les relations x =p X = déterminent la suite (x )
car aé? relations x =p_ ’ X §n~¢pn étermi a { )

&




- X =

en fonction de(gn)) . On appelle produit infini de facteur général X
le couple des suites (x ) et (p,) ainsi associées. Le produit infini
de facteur géméral X, est dit convergent si la sulte (pn) est conver-
gente ; la limite gf cette suite s'appelle alors produit de la suite
(xn) et s8e note jE3 X, - Pour qutun produit infini de facteur général
x soit convergeggj,il faut que la suite (pn) soit une suite de Ceuchy,
c'est-a-dire que, pour tout voisinege V de 1'élément neutre dans G ,

il existe un entier o, tel que, pour tout couple d'entiers =n 28,

g 70 , on ait
n+9q
p i ! xe¥N
ﬁ"}‘q &s%?i k .
si G est complet, cette condition est aussi suffisante (critérs de
Cauchy pour les produits infinis).
Ep particulier, si le produit de facteur général (xn} est convergent,

Moo x =g
n-—=-0 L

11 est immédiat que, si le produit infini défini par la suite (x,)

est convergeni, il en est de m8me du produit défini par la suite 7.,

oh ¥ o {h entier fixe > 0) et réciproguement ; le p?eéai% de cette
nouvelle suite se note }? ; ot s'appelle encore le roste d'indice h

*_grodh3t défini par la suite (xn) . Un conclut aussiidt de cetie
remargue gue si (x } et (yh) sont deux suites telles que =x "Tp gsanf
pour un nombre fini d'indices, et si le produii de facteur gépéral Xy
converge, il en est de méme du produit de facteur général yﬁ

Enfin, nous laissons au lecteur le soin d'énoncer les analogues des

prop.9% et 7 pour les produits infinis, ainsi que la propriété

d*associativité restreinte de ces produits (cf. $4, prop.8).
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7. Produits commutativement convergents.
Le méme raisonnement que pour les groupes sbéliens (§4,n°7) montre
que, si dens un groupe séparé G , une suite (x,) est multiplisble,
<O
le produit de racteng général x ., ©8t convergent, et on a ;E X =ney*n

(qu'on écrit aussi [ | x ) ; la réciprogque est bien entendu inexacte.
7220 n :

DEPINITION 2. Un dit gu'un produit infini défini par une suite (xa)

est commutativement convergent, si, pour toute permutstion o de N -
le produit infini défini pur la suite (xaln)) est convergent.

FROPOSITION 8. Pour gue le produit infini défini par la suite (x,)

8oit coummutativement convergent, il faut et il suffit que. pour toute
permutation ¢ de A , la suite (xo(n)) soit multiplisble.

.8 condition est évidemment suffisante. Pour voir gqu'ells est néees-

seire, on va montrer gue si la suite (xn) n'est pas aultiplisble, ls
produit infini (xn ) n'est pas commutativement convergent. supposons le
- =
contraire ; si, pour toute prtie finie 8 de # , on pose pﬁ=‘[ ciﬁ X, >
- neé

i'image, par l'application B —p_ , du filtre des sections § de

1'ordonpé filtrant %’uf ) ge peutaétre une base de fg@ltre de Qaaé_hy,
e cette image admet un point adhérent (le produit P x ) et ne
converge pas par hypothése. Dfaprés le th;2, il exisi;z”un voiginage V
de e , et une suite infinie (Jk)k N de trongons finis de A/ satis-
feisant aux conditions suivantes : 10 les relations h <k - mee}h‘ -
‘ned, entrafnent m<n ; 2° ona kaﬁ V pour tout k . Soit slors
éilnk)k N la suite, rangéa par ordre croissaant, des entiers qui
nfappartiennent & aucun des "k (en supposant gue l'enmsemble deo ces
entiers soit infini). Ordonnons totalement N en Prenant comme premier

élément n, , buis tous les éléments de Jc rengés, par ordre croissant,




= XIT -
puis n, , puis les éléments de J1 rangée par ordre croissant, et abnsi
de suite. Si on désigne par o(an) le (n+1)ém° élément de A dans
cet ordre, ¢ est une perautation de.Af telle Que le produit infipi

de facteur général x ) Be converge pas, car il ne satisfait pas

o{n
au critére de Cauchy ; nous aboutissons ainsi & une comtradie’’onm,
ce qui achéve la démonstration. |
]
Bien entendu, si G n'est pas conmutatlf les preduits 'Tﬁgxa(n)
relatifs & des permutations o distinctes, ont en général des
valeurs distinctes.

Bxercices. 1) Soit 6 un groupe localement compact. 5i (xm?) est

une famille multipliable de points de G , l'énsemble des produits
partiels finis pJ de cette famille, est relativement compact
(raisonner comme dans la prop. 3).

2) soit G un groupe complet, tel que tout voisinage de ®
contienne un sous~-groupe ouvert de & . PYour qu'uns suitg (zn) :
de points de & soit multipliable, il faut et il suffit.qué ;

iim x —e¢ V

n—wor L
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