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[ Fneu~ CHAPITRE VII)

ESPACES UNIFORMISABLES. ESPACES METRIQUES. ESPACES NORMAUX.

91. Génération d'une structure uniforme

bar une famille d'écarts. Espaces uniformissbles.

La distance euclidienne d(x , ¥) définie dans 1'espace numérique

: Rfl (ch.V,§‘§).peut servir & définir la structure uniforme de cet

espace ; en effet, les propriétés de cette fonction (ch,V,§j3,

-4 - A 7
formule (7) ) montrent gue les ensembles &(’D a}} constituent
¢} 3\ 155

un_systéme fondamental d'entourages de la structure uniforme de §§n
_loquue a parcourt l'ensemble des nombres >0 (ou sinplement une
suite de nombres > O tendant vers 0). '

D'une fagon générale, considérons un enseamble E et umevfonction

nuznérigue f , &4 valeurs positives, définie sur E xE ; DTOposons-nous

; g
de chercher & guelle condition 1s famille des ensembles f(gﬁga]}

constitue, lorsque a parcourt 1l'ensemble des noznbres > O, un systeme

fondamental d'entourages d'une structure uniforme sur E.

Il nous suffira pour cels de traduire, pour cette famille d'en-
sembles, les axiomes (U') des systémes Ffondamentaux d'eniourages
fen 11, © 1), ce qui donne les trois conditions correspondantes :

1) Quel que soit x€E , f£(x,x)=0 .

2) Quel gue soit 8>0 , il existe b >0 +tel gue la relation

f(x,y) <b entraine f(y,x) <a*

3) GQuel gue soit a >0 , il existe ¢ >0 tel que la relation

"P(x,z2) <c et f(z,y) <c " entrafne f(x,y) <a .
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‘ Pour que la structure uniforne sinsi définie soit séparée, il
faut et il suffit gque la condition supplénentaire suivante (traduction
de (Uia)) soit vérifide :
4) La relation f£(x,y)=0 entraine x=1y .

La distance euclidienne d()g,jf) dans ?{p saticfait donc & toutes
ces conditions ; mais 2) et 3%) sont entraindes par des propriétés beau-
coup plus pre01se 8, & savolr 1l'identité d(x ;v )=a(¥,3), et 1'iné-
galité du triangle (ch.V, §3, formule (b) ), recc..ctivement.

D'une fagon générale, nous poserons ls définition suivante :

béfinition 1. Une fonction numérigue positive f£ , définie sur le

produit E xE d'un ensemble E par lui-mé8me, est appeldée un écart

sur B lorsgue les conditions suivantes sont remplies :

a)  £(x,x)=0 oguel gue so0it =x€F ;

b) =£(x,y)=f(y,x) gquels gue soient x et y dans E .

c) f£(x,y) <&(x,z2)0+f(2,y) quels que soient x,7,z dans B

(inégalité du triangle).

Si T est un écart sur B, on dit que la structure uniforme sur E

dyant pour systeme fondanental d’entourages la fanille des ensembles

f( c, %)) of _a parcourt l'ensemble P’ des nombres réels >0 , est

définie par 1l'écart £ .

Bxemples. La distance euclidienne sur g%n est un écart d'aprés
ce gui précede. Sur un ensemble guelconque E , la fonction
nunérique f définie sur E xE , telle que f(x,x)=0 et
£(x,y)=1 si xfy , est un écart. De méae, si
numérique finie quelcongue définie sur E la fonction g

définie par la relation g(x,})wif(x)= (y)| est un écart

sur: B
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ie, les conditions

e

Remargue.
b) et c) sont équivalentes & la condition :
f(x,z)+f(y,z) aquels que soient x,y,z dans E .

cl) flx,y) <

I1 est inmédiat que b) et ¢) entralnent c¢'). Réciproguement

do c'), on tivre Plx,y) < Plx x)if(y x)=Ffly,%x), puis, en

pernutant x et y dans cette inégalité, fly,x) < f{x,y), dioh
c'est-a-dire b), et il est clair gue b) et c!)

Lorsque la condition a) est remplie

£z, )=ty =),

-

entrainent c).
De 1'inégalité du triangle, on déduit aussitot 1'inégalité
(1) %f(x,z)cf(ygz) < I(x,3)
e Z dapg- B ¢
méme de kf ., guel que soit

quels que soient X,y,
il en est de

Si L est un écart sur B

5

le nombre k >0 . 51 (£ )  est une
3 (4(‘,’ 1
sur E , la somme zi fb est encore un écart sur E , comme il résulte
% @.6
immédiatenent de la définition 1 . De méme, l'envelopps supdérieure £
de cette famille est encore un écart sur E ; car, des relations
kxy) = £ (xzt £ (y,z) , on déduit
sup T (x.v) < sup (2 (x,2)1f (3,2))
1€ 1 1€l 2
: < mm I\x2ﬂ+m@ f(y,}
éﬁl ij..
. : :
(ch. IV, & 5, formule (4) ).
Remarques. 1) Si f est une fonction numérique positive définie
dans EXE , et satisfaisant aux conditions a) et ¢), nmais non a
b), il est facile d'en déduire un écart g sur E ; il suffit de
s prendre g(x,y) = £(x,y+£(y,x)
2) 11 est clair que les conditions imposées & un écart ne sont
conditions 1), 2) et 3) énoncéde
.]

nt équiva

(L

nulle:
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elles sont beaucoup plus restrictives que ces dernidres. Une
fonction positive f définie sur E x E satisferait déja aux
conditions 2) et 3) s'il existait une application ¢ de E:j?,+00(
dans P , continue et nulle au point 0 , et une sgpplication “f
de PxP dans P , continue et nulle au point (0,0), telles que
l'on 2it les inégalités
£(y,x) < o(£(x,y))
flx, 7)< W elx,z) £z 7))
quels que soient x,y,z dans E .
Hais il résulte du th.1 démontré un peu plus loin gue la

considération de ces fonction

U

plus générsles est inutile dans
I % :

liétude des structures uniformes. C'est 13 un premier fait
important qui justifie l'introduction de la notion d'écart.
Une seconde raison est 1'inégalité (1) vérifide par ces fone-
tions, et qui ne serait déja plus exacte pour uus fonction
positive et symétirique £ , satisfaisant & 1'inégalité

flx,y) < klelx 2}t Pl v)) (k> 1)
pourtant & peine plus générale que 1l'inégalité du triangle.
Or, 1'inégalité (1) joue un rdle important dans les dévelop-
pements qui suivent (voir en particulier la prop. 1 ci-dessous)
3) La définition d'une structure uniforme par un écart f sur

un ensemble E revient & prendre comme systéme fondamental

d'entourages de cette structure, l'image réciprogue, par la

£ A

fonction £ , du filtre des voisinages du point O dans l'ensemble

o g A R S RSN T e ]
procede est tout & fait

? des nombres 2> O . On noters gue ce
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Génération d'une structure uniforme Définition 2. Etant donnée une

par une fanille d'écarts. famille (fb)“_;l d'écarts sur un ensemble |

E , on appelle structure uniforme définie par la femille (fb) sur

1'ensemble E , la borne supérieure de l'ensemble des siructures

uniformes définies sur E par les écarts f .

Deux familles d'écarts sur E sont dites éguivalentes si elles

Adéfinissent la méme structure uniforme sur B .

D'aprés la définition de la borne supérieure d'un ensenble de
structures uniformes (ch.II, §1), le filtre d'entourasges de la
structure uniforme définie sur E par une famille (£, ) dfécarts,
est engendré par la famille des ensembles -%D(Eb,aé), ot ¢ parcourt

& 2
I , et a 1'ensemble des nombres )>O . On-en tire la condition pour
'qufune structure Lé définie par une famille (f ) __ d'écarts soit
‘_A 2

moins fine qu'une structure ?%; définie par une seaande famille

(gx}xegzd'écarts ; i1 faut et il suffit que, quels gue soient les
indices en nombre fini 2,, %,,..., * de I , et les nombres >0 ,

il existe des indices en nombre fini £., £,,..., %

By Bpyeee 8y -

de K , et m nombres >0 , b, bg"”’bm tels que les relations

5 (x,y) <b, (k=1,2,...,m) entrainent les relations fbl(x,y) < 8,
K = : .

(h=1,2,...,n). En particulier, si (f ) est une sous-famille de

()

- . dia sirdebure A, est moins flne oue. (..
' eek
On déduit de la que, si une structure uniforme 94 est définie

par une fazille (f ) d!écarts, on peut toujours trouver une

1ET
famille d'écarts (g ):ee" dgquivalente a la 1ambl¢e (= ) = et
o =
- telle gue la famille des ensembles g (E a ) ¢ parcourt K et

a l'ensemble des nosbres >0 , forme un syaueme fondanental d'entou-

g/ . S 2630 3
races de la structure %f ; il suffit de prendre la fanille des
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fonctions Hax(fb)b H parcourant l'ensemble des parties finies de

¢H ’
I. En effet, ces fonctions sont des écarts sur E ; elles fornent une

fanille contenant la fanille (f;) : ot les relations th(x,y) a,
(1 £k £n) entrainent iax (fbh(x,y)) < i-;iax(ah) (1< h<n), d'oh
la proposition.

La définition du filtre d'entourages de la structure iédéfinie
par une famille d'écarts (fL) sur E , fournii aussi la condition pour
que‘zé soit une structure géparée : il faut et il suffit que, pour
tout couple de points distincts x,y de E , il existe un indice <%
tel que £, (x,y)#0 .

Remarquons mzintenant que la structure uniforme U sur % définie

par un écart f est ‘telle que f(x,y) soit uniformément continue dans

ExE (2uni de la guructure uniforme produit de ﬂ{ par elle-némne) ;
on é en effet, daprés (1)

| £x,3)-2(x',31) | € £z, %1 )+2(y,5")
A fortiori, f est encore uniformément continue dans E x B , quand

on munit cet ensemble d'une structure uniforre plus fine que la

structure produit de 6%2 par elle-méme.

Inversement, si, en nunissant E d'une structure uniforme ?%ff,
f est uniformérent continue dans l'espace produit ExXE , § tout
a >0 correspond un entourage V de la structure L ‘tel gue, pour

} {

tout couple (x,y)éV , on ait gf(x,y)~f(x,x)§ <a , et come f£(x,x)=0,
cela montre gque (E ‘]) est un entourage de la structure 747,
ol encore que ‘@L est plus fine que %Z.

Par suite : i

Proposition 1. La structure uniforme sur un enseable B , définie par

une famille (fa) d'écarts sur E , est la moins fine des structures
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uniformes sur E telles que toutes les fonctions fb soient unifor-

mément continues dans l'espace produit E x E .

81 £ est un écart sur un ensemble E , il est clair gue, pour
toute partie non vide A de E , la restriction de £ &8 AXxA est un
écart sur A ; on voit aussitdt que, si une structure uniforme U
sur E est définie par une famille (f ) d'écarts sur E , la structure
uniforme induite par ‘@C sur A est définie par 1la famille des res-
trictions des fb 8. A LA

Etant donné un espace uniforme séparé E , défini par la donnée

d'une famille d'écarts (£ ) sur E , considérons le complété E de B ,

et désignons par ‘Zé et if respectivement la structure uniforme
A

Pas
de E obtenue par complétion, et la topologie sur £ déduite de ‘ié -

Les fonctions £, étant uniformément continues dans E % E , on peut
Ve
B

e
les prolonger par continuité dans E %X E ,

gées T sont uniformément continues dans E x E (ch.II, 93,th.1) ;
- §
en outre, ce sont des écarts sur & , comme il résulte du principe

SRl S i ‘ 27 7 /
de prolongement des inégalités (ch.IV, §95). Soient alors 7/ et &
: - : -
la structure uniforme définie sur E par la famiiie d'écarts (fL) 5
; 2 e = . GEl
et la topologie déduite de la structure uniforns 5{ ; Dous allons

; 7 S 0,! 5 %
voir que ?[/ est identigue & Zé (et par suite que ¢, est identique

a €.

e 2 2 J 22 A/
Tout d'abord, d'aprés la prop.1 , %Zf eat moins fine que 7L ,
- / . : Z = . bt gy
et par suite if moins fine que %; . Dlautre part, %2) et 7/

2

induisent sur E la méme structure uniforme (donnée). Considérons

alors sur E un filtre de Cauchy ; il converge, dans E , nuni de 1a
: 2 - £ . : . -
topologie ¢ , donc aussi dans E , muni de la topologie moins fine




s
Hia

~ 9o
s

D'autre part, BE est partout dense dans E , muni de la topologie ff,
donc aussi dans ﬁ\, muni de la topologie moins fine ff’. Jdais
alors, le lemme de la démonstration du théoréme de complétion
(ch.II, §3, th.2) montre que la structure uniforme 9/’ est une
structure d'espace complet ; commne @(: et ‘Zé/induisent sur E la
méme structure uniforme, elles sont nécessairement identigues
lch ', 03 brop.8).

L'intérét du mode de définition d'une structure uniforme par

une famille d'écarts réside dans le fait qu'il permet d'obtenir

(V)

°

toutes les structures uniformes. De facon précis

b

{, sur un ensem-

N

Théoréme 1. Etant donnée une structure uniforme

ble E , il existe une famille d'écarts sur B telle gue la structure

- s . o > . - - - ~ 74
uniforme définie par cetie famille scit identigue & é@ .
Ce théoréme résulte ixnzédiatement de la proposition suivante :

A chague entourage U de 1s structure &l, on peut associer un écart

f sur E possédant les propriétés sulvantes :

-1
1© guel gue soit a > 0 , f({?,a ) est un entourage de la
structure 74 >
20 il existe a >0 tel gue f({@,a ) scit couienu dans U .

En effet, définissons par récurrence une suite d'entourages

G Uﬁ guel gue

: 5
synétriques (Uh)1‘$n_telle que U, CU , et Un+1

soit n » 1. Posons g(x,y)=0 si (x,y)éiUh gquel gue soit n ;
g(x,y)zzmk si (x,y)éUn pour 1<n<k , et (X;;-/)\féi.!k%v,3 :
elxw) — 1 &5 (x,y)fri,-‘,U,E . La fonction g , définie ainsi sur & R E
est symétrique, positive, et telle que g(x,x)= 0 guel gque soit

x€E . Nous allons en déduire un écart f sur E , en posant

7‘(\Z1'

- 5 B ulf

flx,v) = iaf
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la borne inférieure étant prise sur l'ensemble de toutes les suites

1lité du triangle et est synétrique et positive ; en outre, on a
P(x,y) £g(x,y) ce qui montre que £(x,x)=0, donc que T est un
écart sur E , et qu'il vérifie la condition 1° de 1'énoncé. Pour
démontrer le 2° , nous allons établir que

(2) £(x,5) > 3 &x,7)

quels que soient x et y dans E .,

11 suffit d'établir que, pour toute suite 42434 de pti
& g :‘ili«ép‘;"s
points de E , telle que 2,=X , Zp‘1=y , on a
.
i
1 )
7 Z = glx
(3) ; &(z;,2,,.,) Z 5 &(x,7)
Clest vrai pour p=1 ; moantrons gque, si c'est vrai pour p<n ,
s
: . :
c'est encore vrai pour p=m . Posops i g(zi,zi+q)zA ; comme
=1 S

©

glx,y) €1 , il suffit de faire la dénonstration lorsque A < %
Or, il existe deux termes conséculifs z, , z,., de la suite

tels quse
Zelaz )= , et 2, ela ) S A2

donc, 1'inégalité (3), supposée vraie pour les suites de m-1 points
au plus, donne g(x,zh) <A, glz,,4,y) <A . D'autre part, on a

évidemment g(zh,zh+4)1$ A ; 8i k est le plus petit entier > O

tel que o= ,ona k 22 ot (x,2 )eU, | (thzh+4)£ Up »

e

5

O

e S -
u1;y)fibk , done (x,y)eU C U, . » ce qui entraine

1

b < K
glx,y) =2 = D4 .
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Espaces uniformisables. Considérons un espace topologique E , dont nous

”

désignerons par ﬁf la topologie, et une famille (fb) d'écaris

sur E ; prorosons-nous de rechercher si la topologie Ef/déduite

de la structure uniforme définie par la famille (fL ) est comparable
& la topologie ?f .

Remarquons d'abord gue, dfaprés la prop.t, les fb sont continues
- Z = 2 Z
dens ExE , lorsque E eost muni de la topologie @/ ; donc, si f’
est moins fine gue ?f , les f, sont encore continues dans E X E ,
lorsque E est muni de la topologie ?f . Béciproquement, supposons

les fz continues dans E x E (B étant muni de la topologis ﬁf ) =

~
g/
I3
L

-
e

; contient

\1>g

]

tout voisinage d'un point X,€E , dans la topologie
>
: : L = B
l'intersection d'un nombre fini d'ensenbles de la forme ga(Lﬁ,a@
ol g@(x)sfb(xo,x) , 6t a >0 ; or, chacun de ces ensembles est
donc il en est de méme de leur

(6} b
: - : / : e : #
intersection, ce qui prouve gue est moins fine que { .

par hypothése un voisinage de x

Cette caractérisation des voisinages d'un point dans la topologie
= (o) &

/ - s ° . s . 32
if nous donne aussi une condition nécessaire et suffisante pour

que %f/soit plus fine gue fi sl faut et il suffit que, pour
tout point *,€E et tout voisinage V de x, dans la topologie {f -

il existe un nombre fini d'indices 449 %5y-205 t; ot un nombre

a>0 tels gue, pour tout point x ¢ E V , il existe un indice
. bk (1 £k <n) pour leguel f"’k (xo,x) > a.
Rassemblant ces résultats, on en déduit la proposition suivante :

Proposition 2. Pour gue la structure uniforme définie, sur un

- ensemble E , par une famille (£ ) d'écarts sur E , soit compatible

. t/1€1
avec une topologie %f sur B , il faut et il suffit que :

1° 1les fonctions f; soient continues dans l'espace produit B » E

FJ
D
o

(E é&étant muni de la topolo

%
b




N
)
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2° quel que soit x,€E , et guel que soit le voisinage V de x, dans

la topologie ¢ , il existe une partie finie H de 1'ensemble d'indi-

la borne inférieure

ces I telle gue, si on pose g = Max (f;)zeH ’

dans [:V de g(x,,x) soit strictement positive.
Cette proposition et le th. 1 vont nous permettre de répondre &

une question soulevée au ch.II (9 4), la caractérisation des espaces

topologiques uniformisables :

Théoréme 2. Pour gu'un espace topologigue E soit uniformisable,

il faut et i1 sufPit gqu'il vérifie 1'axiome suivant :

(OIV)° Quels gue soient le point x & B et le voisinage V de x

il existe une fonction numérigue continue dans £ , prenant ses

' }
valeurs dans (0,1} , égele 8 O au point x et & 1 dans & Vv

La condition est nécessaire. En effet, si E est uniformisable,

il existe une structure uniforme compatible avec la topologie de E ;

d'aprés le th.t , cette structure peut étre définie par une famiiie
(fz) dfécarts sur E , et on peut supposer que le maximum dfun nombre
fini d'écarts de cette famille appartient encore & lg famille .
D'aprés la prop. 2, il existe donc un écart £ de cette famille et
un nombre a >0 tels que f(x,,x) > a en tout point de 51f;

par suite, la fonction Min(1,f(xo,x)/a) remplit bien toutes les

conditions énoncées dans (Oxv}a

La condition est suffisante ; soit en effet (& l'ensemble des

0,1

la structure uniforme la moins fine rendant uniformément continues

et

applications continues de E dans ., L'axiome (0O-.,) montre que
‘L .(‘]-

o,
B e

S : T > e = =
les fonctions de @ est compatible avec la topologie de E (ch. II,

-

s 5).




g6 -
Qﬁ_notera que, si E est un espace séparé, la structure uniforme
précédente est une structure d'espace précompact (ch.II, §5)prop.5).
Donc : ' V

~

Proposition 3. Tout espace uniformissble séparé est homéomorphe &

un sous-espace d'un espace compact (on dit encore, par une identifi-

cation, que tout espace unifdrmisable séparé pour &tre plongé dans
un espace compact).

Cette proposition est donc la réciprogue ¢‘'unz roposition démon-
trée au ch.II  ( g 4).

Les espaces uniformisables séparés sont encore appelés parfois

espaces complétenent réesuliers.

Remarques. 1) Il est imzédiat que 1'axiome (OIV) entraine
Orr1), car si V est un voisinage de %, et f une fonction
nunérigue continue, & valeurs dans {O 1} et telle gue
f(xo)aQ, £(x)=1 pour tout =z ¢ b‘v 1l'ensenble "%5{0, %J)
est un voisinage fermé ds X, contenu dans V . Bu particulier,

Loul espace complétement répulier est régulier. IHais on peut
(#)

former des espaces réguliers, mais non complétement réguliers -

ce qui montre gue (O ) n'entrafne pas (0O

16 53 IV)°
2) Soit E un espace uniformisable non séparé, et comsidérons

dans E la relation " c‘fx} " , que nous désignerons par R .

C'est une relation d'équivalence dans E ; en effet, elle est

évidemment réflexive et transitive ; pour voir qu'elle est
symétrique, remarguons que Y e Q:EE entraine gue toute fonction
numerique continue dans E prend au point y la n8ne valeur gu'av
point X ; si on avait x %;ij;; , 11 exigterait, d'aprés (@IV)’
une fonction numnérique continue dans E , égale & U su point ¥y -

~ A . : o r S 3 2 ~ - 971

et &8 1 au point x s CONnTralrenens & 1i'hypothess,
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Considérons 1'espace quotient E/R ; toute fonction nunérique
continue dans E étant constante sur toute classe d'équivalence
sulvant R , elle donne, par passage au quotientjune fonction
nuacrigue continue dans E/R . Soient alors % et § deux points
distincts de E/R » X et y deux points de E appartenant respecti-
venent aux classes d'céquivalence x et ¥ ; on a yjé {}“{2 , donc
il existe un voisinage V de x ne contenant pas y , et par suite
une fonction numérique continue f , égale 4 0 en x ; & 1 en vy
La fonction numérigue f qu'on en déduit par passage au gquotient

est continue cans Ejﬂ s €gale 8 O en x , & 1 en ¥ , ce gqui prouve

ey

%)
Ko

/8 V2 - - - -4 A 5 -
que E/R est géparé . Si maintenant W est un voisi ge quelcongue

ey
o
Q3
~

=
3y
o)
6]

Yot
]
]

d'un point x dans BfR , W son image réciprogue dans

o)
o
6)

; : 5 7 e = ;
cation canonique de E sur E/R ; x un point guelcongu B appar-

@]

tenant & la classe d'équivalence x , W est un voisinage de x ,

donc il existe une fonction numérique continus g , & valeurs dans

b

[é,ﬁ? » 6gale &4 O en x et & 1 dans LY ; par passage au guotient,
7

elle donne une fonction é 8 valeurs dans [?,1} , continue dans
Ve

e -
E/R , égale 4 0 en x et & 1 dans ﬁ W ; par passage au quotient,

: i = -
elle donne une fonction g & valeurs dans 50,13 , continue dans

B
3\ ',!

E/R , ézale & 0 en x , et & 1 dans g W ; par suite, E/R est

complétement régulier.

e = g 5
Considérons une structure uniforme Lé sur E , compatible avec

la topologie de E , et soit C 1'intersection des entourages de

cette structure. C(x) est identique & l'intersection des voisi-

~

nages de x dans E , donc & la classe d'équivalence de x suivant R

;RIS S L S ~ea 7 ] &
& xB déefinie par 1s

rtie de

<
(4]

par suite C n'lest autre gue 1la

o

K
rv.l

0

relation R . On en conclut que la structure uniforae séparée
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associée a la structure ‘Zé (et §1) est définie sur

)

l'ensenble E/R et est compatible avec la topologie guotient
de celle de E par la relation R . Aussi l'espace topologigue
E/R est-il appelé 1'espace complétement régulier associé

& l'espace uniformisable E .

Fonctions semi-continues dans Au ch.1IV (§ 5, corollaire du th.5), on a
un espace uniformisable. vu que, dans un espace topologique guelconque
E , l'enveloppe supérieure d'une famille de fonctions nundrigues

continues est une fonction semi-continue inférieurement. Dans un

espace uniformisable, on a en outre une réciprogue de cette propo-

siticon :

Proposition 4. Toute fonction f semi-continue inférieurement dans

un espace uniformisable B est l'enveloppe supérieurs des fonctions

nunérigues continues dans E et inféricures & T .

. : ‘ I ~
Examinons d'abord le cas ol f prend ses valeurs dans | e
N, 7

&

i1 Paut mopnbrer gue; &1 > 98 est un point quelconque de E ; el a un
nombre < f(x,), il existe une fonction numérique g , continue dans E ,

telle que g £ et glx ) > a. 8i £(x,)=-1 , il suffit de preundre

\:\\vl

pour g la constante -1 . 5i f(xo) > -1 , on peut se bormer au cas
o on & =1 g;a~<f(xo). Diaprds 1l'hypothése, il existe un voisinage
V de x_ tel que f(x) > a en tout point de V . Or, E étant unifor-
misable, il existe une fonction numérique h , continue dans & , &

&
i

Y

valeurs dans [0,1], et telle que h(zo)=0 , et h(x)=1 dans v
T1 suffit donc de prendre g(x)=a-(at+1)h(x) pour avoir une fonction

continue répondant aux conditions posées.

7 RS T : SR - > S £ SRl e
Passons naintenant au cas général. Si T est une fonction semi-
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h = f/(1+'fl), et cette derniére prend ses valeurs dans [=1,+4J .
Soit X, un point quelcongue de E ; si f(xo)zw <o , la fonction g
égale 4 la constante - oo est continue dans E et telle que g <i,
et g(xo)=f(xo). Si f(xo) > - oo , soit a un nombre réel quelcongue
<:i%zb) ; 11 existe une fonction continue nunérigue k prenant ses
valeurs dans [e1,+1) , telle que k<h et k(xo),3>a/11+}a£)
par suite, la fonction g:k/(1~}k[)€prolongée de sorte que g(x)=- @
si k(x)=-1, pg(x)=+ oo si k(x)=+1) , est continue dans E , et telle

que gt , et g(x)) >a , d'ot la proposition.

Bxercices. 1) Soit'E un espace uniformisable ; monirer que
la famil (f ) de tous les écarts sur E continus dans E x E

définit sur E une struciure uniforme compatible avec la topo-
logie de E . Cette structure uniforme (dite structure univer-
selle) est la plus fine de toutes les structures uniformes
compatibles avec la topologie de E ; si ¥ est un espace uni-
forme quelcongue , £ une application continue de E dans F ,

f est uniforméument continue gquand on munit E de sa structure
uniforme universeile ; cette derniére proposition est inexacte
pour toute autre structure uniforme compatible avec la topo-

P

logie de B .

2) Soit (fL)?'éI une famille de fonctions numériques conti-
nues dans un espace uniforﬂisable E , et prenant leurs
valeurs dans 1l'intervalle A 'L? ?} . dontrer gue, si la
famille des ens0ﬂbTes e, (( , ob ¢ parcourt I et a

/
l'intervallp

topologie de

AT ~ 4= e e ~ P y~at 3 h a1 a A
uniformément continues les £ est compatible avec la topo




w1

¢

détriques et

JD -

- 100 -

En déduire que si E est séparé, il est homéomorphe a un sous-
espace de l'espace produit AI (yoir ech.21.05 oxerc.2 : le proe
duit Al est un cube & n dimensions si I est un ensemble de n
éléments ; par extension, on dit que c'est un "cube & une infi-
nité de dimensions" lorsque I est infini).

%) Déduire de l'exerc.2 et de l'axiome (OIV) gue tout espace
conmplétenent régulier est homéomorphe & un sous-espace dfun
cube (& un nombre fini ou & une infinité de dimensions).

4) Soit E un espace localement compact, et (£,) la famille des

fonctions numériques continues dans E , et nulles dans le

complémentaire d'un ensemble compact. iontrer gue la structure

uniforme la moins fine rendant continues les f  est compatible
avec la topologie de E . Montrer en outre gue le complété E ds E |
nuni de cette structure uniforme, est compact, et gue le complé-

/\ .
mentaire de BE dans E se compose d'un seul point (on établira que

les seuls filtres de Cauchy sur E , noﬁ convergents dans E ,
sont les filtres plus fins que le filtre des complénentzires
des ensembles relativement compacts). i

5) Tout espace dénombrable complétement régulier est totalement
discontinu (montrer que tout voisinage d'un point quelcongue x
contient um voisinage de x & la fois ouvert et fermé).

6) dontrer que toute fonction nunérigue continue dans l'espace

non séparé défini dans l'exerc. 3 du § 6 du ch.I , est constante.

§ 2. Espaces métriques ; espaces métrisables.
Le dénombrable en Topologie.

espaces métrigues. Définition 1. On appelle métrigue sur un ensem-

ble

E un écart d sur E tel gue la relation d{x,y)=0 entraine x = y.
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Cette définition pourrait encore se formuler en disant gufune
métrique est un écart tel gue la structure uniforme gu'il définit

soit séparée.

Définition 2. On dit gu'une métrigque sur un ensemble E , la structure

uniforme définie par cette métrigue, et la topologie déduite de cette

structure, définissent sur B une structure d'espace métrigus.

L'ensemble E , muni de cette structure, est appelé espace métrigue.

Exemples. La distance euclidienne d(ﬁ:§§f) est une métrique
i n , % ;
sur l'espace numérique R ; il en est de méme des fonctions

i
ax Exivyi% , 55 Zf Lxewyig Touies ges méitrigques définis-
<
1€l <n : |

g

&=
n - e
sent sur K la structure uniforme produit définie au ch.V .

Sur un ensemble gquelconque E , 1'écart f tel que £(x,x)=0 ,
£(x,y)=1 si z#y , est une métrique ; la structure uniforme
qu'lelle définit sur E est la structure uniforme discréte.

Soient E et E' deux espaces métriques, d la métrique de E , d' celle

@ ’éL - a ,ij;i :éa :2.«' 3 PR AR & 1 .v'_ i-=

de E'. Conformément aux définitions générales (Emns R,j 8) une appli

cation biunivogque f de E sur E' est un isomorphisme de l'espace

[

métrique E sur l'espace métrigus E' , si, quels gue soient x et ¥y

dens E , on a
(1) d(x,y)= a'(£(x),£(y))

On remarquera que, si f est une application de E sur E! satisfai-

sant a 1'identité (1), elle est nécessairement biunivoque (et par
suite est un isomorphisme de E sur E') ; on dit encore gufune telle

application est isométrigue.

Avant d'étudier les structures d'espace métrigue, montrons comment

on peut y rattacher les structures définie

m
)
0
H
g
n
(4}
=
}—J
D>
o
o
L}
()
[

sur un ensemble E , lorsque cel écart n'est pas ume métrigue
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La structure uniforme f&j qu'elle définit est alors non séparée, et
lfintersection des entourages de cette structure est la partie de
E x B définie par la relation d'équivalence f(x,y)=0, relation que
nous désignerons par R . Si x = x' (nod.R), on a , d'aprés 1l'inégaliteé
du triangle, £(x,y) 5:f(x,x')+f(x’,y)=f(ngy}, et de a8ne f£(x',y) <
£(x,x' HPf(x,y)=Ff(x,y) , ce qui montre gue f est une fonction compa-
tible {(en x et y) avec la relation d'éguivalence B . 50i% ¥ la fonc-
fion nunérique obtenue par passage au gquotient (pour x et y) & partir
de £ ; elle est définie sur (EjB);((E[R ), et, si x et y sont deux
points de E , x et & les classes dféguivalence dé x et y suivant R ,
on a ?(i,&):f(x,y). 11 en résulte aussitdt que F est une métrigue
sur E/R ; en outre, la structure uniforme gu'elle définit sur E/R
n'est autre que la structure séparée associée & /{ , d'aprds la

't & un espace

0
2

définition de cette structure (ch.IiI, §1). In pas
quotient, la structure uniforme définie par um seul écart se raméne

donc & une structure d'espace métrigue.

Structure uniforze et topologie d'un espace métrigue. Soit E un espace

Boules, sphéres. Distance de deux ensembles. métrique, £ la métrique

qui le définit. La valeur 7(x,y) de cette fonction pour un couple
(x,y) de points de E est encore agpelée distance des points X,y.

On désignera par V_ la partie de L xB formée des couples (x,y) dont
la distance est < a , par Wa la partie formée des couples dont la
distance est a ; lorsque a parcourt l'ensenble des noabres > 0 ,
ou seulement une suite de nombres >0 tendant vers O , les ensembles

ucture

4

V (resp. W ) constituent, d'aprés la définition de la st
2 a ) 1

uniforme de E , un systéme fondasental d'entourages ouverts (resp.

fermés) de cette structure ; on a d'ailleurs V_C ¥ , mais ces

deux ensembles ne




.,

Liensemble V (x) (resp. W_(x)) est appelé (par analogic avec le

cas de la distance euclidienne) boule ouverte (resp. boule Pfermée)

de centre x et de rayon a ; ctest évidenmment un ensemble ouvert
(resp. fermé) ; de m8me, on appelle sphére de centre x et de rayon a
l'ensemble des points y tels que f(x,y)=a (a >0) ; c'est un ensem-
ble fermé. D'aprés ce qui précéde, les boules ouvertes (resp. fermées)
de centre x et de rayon a forment un systéme fondamental de voisinages
de x , lorsque a parcourt l'enseable des nombres >0 , ou une suite
de nombres > 0 tendant vers O .
Il pe faut pas se laisser abuser par la terminologie précé-
dente, el croire que, dans un espace métrigue guelcongue,
les boules et sphéres jouissent des mémes propriétés topolo-
giques que les boules et sphéres euclidiennes étudiéses au
ch.V {?_}). C'est ainsi gque l'adhérence d'une boule ouverte
peut étre distincte de la boule fermész de wéme centre et méme
rayon, que la frontiére d'ume boule fermée peut étre distincte
de la sphére de :méme centre et méme rayon qu'une boule
ouverte ou fermée peut n'étre pas connexe ( %>,

Soient A et B deux parties quelconques de l'espace =nétrique E . On

appelle distance des eunsembles A et B le nombre d(4,B)= inf 2(x,y)-

En particulier, on note d(x,A) la distance de l'ensemble (%3

réduit au point x , et de l'ensemble A ; on l'appeile distance du

point x & l'ensemble A . D'aprés cette définition, on a d(x,A)=inf f(x,y)

&

d'ot d(A,B) = Jirn.,fA d{x,B)« (ch.1V, 9 5).
. & &

Proposition 1. Les propriétés xcB et d(x,A)=0 sont éguivalentes.
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En effet, la relastion d(x,A)=0 exprime que la boule Va(x) rencontre
A quel gue soit a >0 , ce qui est équivalent & x€X .
Il est esseuntiel de remarquer qu'on peut avoir d(4,B)=0
pour deux parties A,B de E telles que AN3B = ¢ , lorsque ces
deux parties ne sont pas réduites & un point. Par exemple,
sur la droite numérique R , 1l'ensenmble des entiers >0
et l‘ensemble des points de la suite (n+i/2n)%€j; sont fer-

més, sans point commun, et ont une distance nulle,

Proposition 2. La fonction d(x,A) est uniformément continuc dauns E .

Soient en effet x,y deux peints quelcongues de E ; quel que soit
€ >0, il existe z€4 tel que f(y,z) g d(y,A)+e , d'oh , d'aprés
1'inégalité du triangle,

T(x,2z) £ f(x,yHf(y,z) < £(x,y)+d(y,A) e
A fortioti d(x,8) £ £(x,y)+d(y,A)tre
et comme € est arbitraire d(x,A) < £(x,y)+d(y,£). De la méme manidre,
on a d(y,A) £ f{x,y)H+d(x,A) , c'est-a-dire
(2) Ed(x,A%d(y,A) < f(x,y)
ce gqui démontre lé proposition.

Dl'aprés la définition de d(x,A), il est immédiat que l'ensemble
des points x de E tels que d{x,A) < a est identique & 1'ensemble
Va(A) ; la continuité de d(x,A) nous montre & nouvesu gue cet ensex-
ble est un voisinage buvert de A . De méme, l'ensenble des points
tels gque d(x,A) < & est un voisinage fermé de A , gui contient
Wa(A) , nais n'est pas nécessairement identique & cet ensemble.

Il peut en effet exister des points x dont la distance a

A s0it égale 4 a , sans qu'il existe de pcinis de A dont la

distance 4 x soit égale a a .
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On appelle diamétre d'une partie A d'un espace métrique E le

nombre S (A) = sup f(x,y) ; un ensemnble est dit borné lorsque son
Xeh ST
ye b

diamétre est fini ; l'espace tout entier est lui-méme borné si f(x,y
est une fonction bornée dans ExE . La notion d'ensemble rpetit
d'ordre Wa" est identique & celle d'ensemble de diamétre <a .

Pour qu'un ensenble A non vide soit réduit & un point, il faut et il
suffit gue cg(A) =.0.

A la notion de diamltre se rattache celle dic-cillation d'une

fonction définie dans un ensemble guelcongue E et prenant ses
2

valeurs dans un espace métrigue E! : si A est une partie guslcongue
LQue » ]

de E , on aprelle oscillation de g dans A le diamdtre o (g(4)).

Si en outre E est une partie d‘un'espace“topologique ¥, on arpelle

oscillation de g en un point x €E le nombre o (x;g)=inf

3
3 (g(VNE)) , V parcourant le filtre des voisinages de x dans F .

Pour que (x;g)=0 , il faut et il suffit que, pour tout a >0 -

il existe un voisinage V de x tel que g(VN E) soit contenu dans une 1

boule de rayon a ; si X€E , cette condition exprine que g est

75
T

continue au point x , par rapport 4 E ; si x€E N | E , que 1'image
par g de la trace sur E du filtre des voisinages de x dans F est un

filtre de Cauchy sur E' ; lorsque E! est complet, on voit dome que,

pour gue g ait une limite au point x , relativement & E , il faut

et 11 suffit que son oscillation au point x soit nulle.

Notons enfin que, si A est une partie d'un espace métrique E ,
la restriction de la métrique f de E & l'ensemble A x A est une

métrique sur A ; on a vu (¢ 1) qu'elle définit sur A la structure

uniforme induite par celle de E ; l'ensenble A , muni de cette métri-
que,
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de la structure uniforme et de la topologie gqu'elle définit, est dit

un sous-espace métrigue de E .

On voit ainsi en particulier que, sur toute partie A de ;QH -
la distance euclidienne, restreinte &4 A x A , est une métrique
definissant la structure uniforme et la topologie induites par

celles de Rn .

la structure uniforme définie par cette adtrique est identicue g 2{~

T

On dit qu'une structure uniforme sur un ensemble E est métricable

s'il existe vne métrique sur E compatible avec cette siructure.

Un espace upiforme est dit métrisable si sa structure uniforme

est métrisable.

Des métriques distinctes peuvent étre compatibles avec une méme
i ¢

structure uniforme ; slles sont alors éguivalentes ( 21, 46F, 2).
D'aprés la condition donnée au 21 pour que deux familles d'écarts
soient équivalentes, deux métriques £ , g sur un méme ensemble B
seront équivalentes si, quel que soit a >0 , il existe b >0 tel que
g(x,7) £b entraine f(x,y) < a , ot que f(x,7) <b entraine g(x,y) <a.
Cette condition montre en particulier que, si f est une métrique
donnée sur E , la fonction composée g = @-f est une métrique
sur B équivalente & £ , lorsque la fonction positive ¢ , @éfinie
sur l'ensemble P des nombres >0 , vérifie les conditions
suivantes : 1° ¢(0)=0 et @(u)f@ si v#0; 2° o est continue

au point O ; 30 ¢ est strictement croissante dans un voisinage

de 0 ; 4° glutv) < 9(u)te(v) quels que soient u ot v positifs.
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Par exemple, les fonctions
[E-, loga(1+u) (a base quelcongue), u;(1+u)
possé&dent ces propriétés, comme le lecteur le vérifiera
aisément. Le dernier de ces exemples montre gutil existe
toujours des méiriques bornées éguivalentes & une métrigue
donnée.

Théoréme 1. Pour gu'une structure uniforme sai’ métrisable, il faut

et il suffit gu'elle soit séparée et que ls filtre des entourages de

cette structure ait une base dénombrable.

La condition est évidemment nécessaire, car (avec les notations de

ce paragraphe) les entourages ?q/ (p=1,2,...) forment une base du
n

filtre d'entourages de la structure uniforme d'un sspace métrigue.

Pour voir gque la condition est suffisante, remarquons d'abord que

si (Xh) est une base du filtre d'entourages d'une structure uniforme

g . o
&é sur un encemble E , on peut trouver une basse éguivalente (Un)
74
formée d'entourages symétriques tels que é Q;Uh. quel gue soit n ;
nt
il suffit de définir par récurrence U hq COmIE un entourage synétrigue
Yo

tel que 6 ai N (ﬁé S - A partir de cette suite d'entourages,
4' = &

on peut alors, par 1ey&grocede employé au cours de la démonstration
du th. 1 du § 1 , définir un écart f sur E tel que la famille des en-
sembles f(sO a) }, ot a parcourt l'ensemble des nombres > 0 , soitl
un systéme fondanental d'entourages équivalent a (U.} Comme %4 est
séparée, £ est une méirigue sur E compatible avec ‘ﬁf , dloti de
théoréme.

Ce raisonnement montre plus généralement gue, pour gufune

structure uniforme puisse étre définie par un seul écart

D
-
@
"-ID
e
]
o
r}
o
D
()

e

il -faut et 11 suffit

)
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Corollaire 1. Une structure uniforme séparée définiec par une famille

dénombrable d'écarts est métrisable.

En effet, si (fn) est la suite d'écarts définissant une telle
structure, le filtre des entourages est engendré par la famille
-1
dénombrable des enseables fn([6,1/m ), o m et n parcourent N

Corollaire 2. La structure uniforme produit d'une fanille dénombra-

ble de structures métrisables est métrisable.

En effet, soit (En) une suite dénombrable d'espaces métrigues, £,
la métrique sur En s x:(xn) et y:(yh) étant deux points guelconques
o2 — -
du produit E = TT E_  , posous fn(x,y) = f (xmgyﬁ} ; £ est un
% A

écart sur E , et la structure uniforme de 1'espace produit E es

évidemment identique & la structure définie nar le famille dl'écarts
(?5)., d'oh la proposition.
Lorsqgu'il s'agit du produit E d'un nombre fini d'espaces

métrigues E1,E2,,.°,En ; on peut prendre, entre autres,

comme métriques compatibles avec la structure uniforms de
ce produit,-l'une quelconque des trois fonctions
Y
Hax fl(x )75 ) 25 £, (x ;Y-) ‘f 22 (f. (x.,y ))
u b=z

1<l <-11 p:i,
On voit en effet sans peine que ces trois fonctions sont des

métrigues sur E , et que la premidre définii ls structure
uniforme de E ; pour voir gu'elles sont équivalentes, il
suffit de remarquer qu'on a

Max f. (x.,y ) £ \/Z(f (x_,yi)) Zif.(x.

1€ign Jeiingfiney

£ n. Hax J.i(xipyi)
1€i¢n
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Corollaire 3. Pour gue les structures uniformes d'un groupe topo-

logique soient métrisables, il faut et il suffit gu'il existe un

systéme fondamental dénombrable de voisinages de l'unité.

C'est une conséquence immédiate de la définition des entourages

dans les structures uniformes d'un groupe topologique (ch.III, 52).

Espaces topologigues métrisables. Définition 4. On dit gu'une nétrique T

sur un ensemble E est compatible avec une topeologie # sur B si
= Tt s S

la topologie déduite de la structure uniforme définie par f est

identigue & ?g . On dit gu'un espace topologigue E est méirisable

s'il existe nne métrique sur E compatible avec la topologie de E .

I1 peut exister des métriques non éguivalentes compatibles avec

la topologie d'un espace métrisable E ; en outre, il peul exister

des structures uniformes non métrisables compatibles avec la

topologie d'un espace topologique meétrisabie.

)

Un exemple du premier de ces Taits est fourni par le sous-
espage P% de R rormé des nombres réels > O ; la struc-
ture uniforme iﬁduite par celle de R et 1a structure uni-
forme du groupe multiplicatif e éont toutes deux metrisa-
bles, et compatibles avec la topologie de Pﬁ', mais ne
sont pas comparables.

Pour avoir un exeaple d'espace métrigable sur lequel on
peut définir une structure uniforme non métrisable, consi-

dérons un espace discret E , non dénombrable. La structure

uniforme discréte est compatible avec sa topologie, et est

metrisable. Mais la structure uniforme des partitions

finies (ch.II, § 1) est aussi compatible avec ia topologie

discréte, et ellsc n'est pas métrisable. Sinon, il
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existerait une suite (‘ﬁin) de partitions finies de E telle
que toute partition finie de E soit formée d'ensembles
dont chacun serait réunion d'ensembles de 1'une des parti-
tions de la suite ( an) (en vertu du th.1, coame on le
voit immédiatement). I1 en résulterait que l'ensemble des
partitions finies de E serait dénombrable ; or, ls puissance
de cet ensenble est supérieure g celle do By~ cegui
entraine contradiction avec l'hypothése.
11 est évidemment facile de vérifier qufune métrique f donnée sur
un ensemnble E est compatible avec une topologie qﬁ donnée sur B ; il
suffit de voir si, en tout point x , lesg boules ouvertes
de cehtre x forment un systéme fondamental de voisinages de x .

Par contre, on ne connalt pas de condition nécessaire et suffisante
, b

simple pour gu'une topologie donnée soit métrisable. Pour le moument,

nous noug eontenterons dfindiquer des propriétés d'une telle topologie,

qui sont donc des conditions nécessaires de métrisabilité ; mais ces

conditions ne sont nullenent suffisantes.

En premier lieu, tout point d'un espace aétrisable posséde un sys-

téme fondamental dénombrable de voisinages (& savoir, les boules

ouvertes, ou fermées, de rayon 1/mn (n=1,2,...), relatives & une
métrique compatible avec la topologie de 1l'espace considéré).
Plus généralement, on a la proposition suivante :

Proposition 3. Dans vun espace métrisable, tout ensemble fermé est

intersection d'une famille dénombrable dfensembles ouverts ; tout

1.

nsembles fermés.

<&
o,
€l

D

ensemble ouvert est réunion d'une Ffamille dénoabrabl

En effet, si A est un ensemble fermé dans un espace métrisable E ,
d(x,A) la distance d'un point x & A ., relative & une wnétricue coapatible
b > b 4 A

avec la topologie de E , on a d{fo}fy pour tout point x & 4 ;
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donc A est l'intersection des ensembles ouverts Vi/n(A) (ensemble

des points x tels que d(x,4)< 1/n), La seconde partie de la propc-

sition résulte de la premiére par passage aux complénentaires.

11 ne faudrait pas croire gue la proposition 3 soit une
conséquence de l'existence, en tout point de l'espace,

d'un systéme fondamental dénombrable de voisinages. On peut
donner des exemples d'espaces ol tout point a un systéme
fondamental dénombrable de voisinages, mais ol il existe des

ensembles fermés qui ne sont pas des intersections dénom-

%

brables d'ensembles ouverts (voir exerc. 11).

. Notons encore que toul espace métrisable est évidemmwent compléte-

~ment régulier ; nous verrons au gbﬁ'que cetie propriéié est entrainéde

par une propriété beaucoup plus précise, appartenant aussi aux

espaces métrisables.

Enfin, il est clair que tout sous-espace d'un espace métrisavle

est aétrisable, et que le produit d'une famiile dénombrable d'espaces

métrisables est métrisable.

Emploil des suites dénombrables. Le fait que tout point d'un espace

Au contraire, le produit d'une famille non dénombrable d’es-

paces séparés contenant chacun plus d'un point, ne peut étre
métrisable ; car tout voisinage d'un point dans un espace
produit contient un ensemble élémentaire (ch,l,.§8), et
lt'intersection d'une fanille dénonbrable d'ensembles
élémentaires ne se récuit jamais & un seul point, dans

le cas considéré.

métrisable

a un systéme fondamental dénombrable de voisinages est & ll'origine

du rdle gqu'on peut faire jouer aux suites dénombrables de points
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d'un tel espace : dans beaucoup de questions, leur emploi peut se

substituer & celui des_filtres. En effet, tout filire convergent

est alors plus fin qu'un filtre convergent & base dénombrable

(celui des voisinages du point limite) ; comme d'autre part, tout
filtre & base dénombrable est le filtre inierseciion des filtres

élémnentaires plus fins que lui (chcl,.§5,prop510), l'ensgemrble des

7y :

filtres convergents sur un espace métrisable, est détermin

CON

par

l'ensenble des suites convergenites de points de cet espace.

Ce fait, comme toutes les consdquences que nous en tirerons,
est encore valable pour les espaces ol tout point a un
systéme fondamental dénombrable de Voisinages, mais est
inexact pour tout auﬁre espace. Clest pourquoi la notion
de suite est tout a4 fait inadapitée & 1'étude des espaces
topologiques généraux. On peut former en particulier des
espaces topologiques non discrets ol, en chague point,
1'intersection d'une famille dénombrable de Voisinages est
encore un voisinage{ak); dans un tel espace, il n'y a pas
d'autres suites convergentes que celles dont tous les termes
sont égaux 4 partir d'un certain rang.

Nous laissons su lecteur la démonstration des propositions suivantes,

qui peut se faire, soit directement, soit en appliquant les propo-

sitions générales sur les limites (ch.I, § 6) et les remargues

gui précedent.

Proposition 4. Une condition nécessaire pour gu'un point x soit

¥

adhérent & une partie A dfun espace métrisable I , est gu'il existe

une suite de points de A , gui converge vers x .
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Proposition 9. Une condition nécessaire pour gu'un point a d'un

espace metrisable E soit valeur dfadhérence d'une suits (xn) de

points de B , est gu'il existe une suite extraite de (x,), et gui

converge vers a .

Proposition 6. Socient E un espace métrisable, E' un espace topolo-

gigue séparé, A une partie de E , X, bn point de A , £ une appli-

cation de A dans BE' :

1© Une condition suffisante pour gu'un point acEf soit limite

de £ au point X, » Yelativement & A , est gue, pour toute suite (Xn)

de points de A qui converge vers x, , la suite (f(x,)) converge vers a

o} : e e = 3
2 S1 en outre B! est métrisable, une condition nécessairs Dour

gu'un point a €E' soit valeur d'adhérence de f au point Xo >

vement a & , est gqu'il existe une suite (Xn) de poinis ¢e A , gui

gonverge vers x_ , et soit telle gue la suite (f(xn}} converge vers a.
Toutes les conditions énoncées dans ces propositions sont

en réalité nécessaires et suffisantes ; mais on n'a énoncé,

dans chaque cas, que. 1a proposition dans laguelle l?hypothése
de l'existence, en tout point de E (ou E') dfun systéme
fondamental dénombrabie de voisinages, est essentielle s

la réciproque de chacune des propositions énoncées est vraie

sans aucune hypothése sur les espaces topologiques E et E'.

Espaces métriques compacts ; espaces métrisables compacts. Le critére de

&

préconpacité des espaces uniformes (ch.II, ¢4,th.4), donne, pour
les espaces métriques, la proposition suivante :

Proposition 7. Pour gu'un espace méirique E soit précompact, il faut

et il suffit gue, pour tout € >0 , il existe un recouvrement fini

de E dont tous les ensembles aient un diamétre inférieur a & .




JD 2

=111 -
5i on ajoute 1'hypothése que E est complet, on obtient un critére
de compacité pour les espaces métriques.
I1 résulte en particulier de ces propositions que, dans un
espace métrigue, tout ensemble relativement compact est borné ;
nais il faut se garder, en général, d'identifier les notions

d'ensemble borné et d'ensemble relativement compact ; nous

avons vu, en effet, gue sur un espace anétrisable guelcongus,
il existe des znétrigues compatibles avec la topologie de

l'espace et bornées.

De la prop. 7, on déduit un critére topologique de compacité, parti-
culier aux espaces métrisables :

Proposition 8. Your gu'une partie A d'un espace topologigue métrisable

B soit relativement compacte, il faut et il suffit gue toute suite de

<

points de a ait une valeur d'adhérence dans & .

11 est immédiat, d'aprés l'axziome (C), que la condition est néces-
saire ; pour voir qu'elle est suffisante, considéromns une partie A

non relativement compacte d'un espace métrisable E . Soit T une métri-

que compatible avec la topologie de E ; d'aprés la prop.7, il existe
un noabre a >0 tel qu'il n'y ait aucun recouvremént fini de A par
des parties de E de diamétre < o . On peut alors définir par récur-
rence une suite (xﬁ) de points de A par la condition que f(xpgxn)j;>a
pour tout p < n ; or, une telle suite ne peul avoir de valeur
d*adhérence, puisque toute boule de rayon <:aj2 contient au plus un
point de la suite.

I1 faut remarguer que cette proposition nfest pas une consé-

- e i 23 s 2 = - = T SR ey — Tl N
quence de 1l'existence, en tout point de B , d'un systeme
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exemples d'espaces non métrisables et non compacts, dans
lesguels tout ?oint a un systéme fondanmental dénonbrable
de voisinages, et toute suite de points une valeur
d'adhérence (voir exerc. 11).

Démontrons encore la proposition suivante :

Proposition 9. 5i l'espace guotient d'un espace compact métrisable B

par une relation d'éguivalence B est séparé, il est nétrisable.

Soit £ 1'application canonique de E sur E/R , g=(£,f) son exten-
sion au point E xE ; 1la partie C de E xE définie par la relation R
est.lVizage réciproque par g de la diagonale vég de (EfB);ﬁ(E/R)
comme /\ est fermée, il en est de mbme de C . Comme E/R est compact,
les entourages de sa structure uniforme sont les imagés par g des
voisinages de C dans E xE , saturés pour la relation d'équivalence

A

RxR . Or, tout voisinage de C contient un voisinage saturé pour

f

"BRXR ; en effet, si A est un ensemble ouvert contenant G 5 &;A est

5

fermé, donc l'ensemble obtenu en saturant i:A. est encores un onsem-
ble fermé B , saturé pour RxR (ch.I, §10,th.1), et ne rencontrant
pas C (qui est saturé pour R xR) ; donec g B est un voisinage ouvert
de C , contenu dans & , et saturé pour BAR . On peut donc dire que
les entourages de la structure uniforme de Efﬁ sont les images par g
de tous les voisinages de C dans EXE . Or, comme E est compact et

nétrisable, il en est de méne de EXE ; le filtre des voisinages de

w0

1'ensemble fermé C a donc une base dénombrable (ch.Il, §4, prop.1 ,

et ce é , th.1) ; le filtre des entourages de la structure uniforme

de E/R a donc aussi une base dénombrable, d'oh la proposition (th 1)
( :

nN. D/, >
Comme les espaces P L) PECCy P ()

2 = e a3 »

o]
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gompacts métrisables (parties d'espaces numériques, voir
ch.V, $4 et ch.VI, $3), on voit que ces espaces sont

aussi métrisables.

Corollaire. Si f est une application continue d'un espace compact
21 DE

métrisable E dans un espace séparé E' , £(E) est un sous-espace

compact métrisable de E' .

On sait en effet (ch.I, $ 10) que £(E) est homéomorphe & 1'espace
quotient de E par la relstion d'équivalence f£{(x)=f(y).

métrigues complets. On a vu au &1 que, si un espace uniforme séparé
Y 2

E a sa structure définie par une famille d'écarts (fb), la structure
A =
uniforme de son complété E est définie par la fazille (£ ) des
A A v
écarts f; prolongés & E xE par continuité. Cela =ontre en parti-

esypace aétrique B

g

culier que la structure uniforme du complété d!

est définie par un seul écart, et comme cetie structure est séparée,

c'est une structure uniforme métrisable ; en outre, si f est la

- J ; — A A - ; 7N
métrique de E , son prolongement £ & E %X B est une métrique sur k&
conpatible avec la structure uniforme de cet espace ; quand on parle

A
de E comme d'un espace métrique, on sous-entend toujours, ssuf
-

mention expresse du contraire, qu'il s'agit de E muni de la

structure d'espace métrique définie par f .

(e Y

D'aprés la prop.4, appliquée au sous-espace E de , 8i E n'est

pas complet, il existe une suite de Cauchy, formée de points de E ,

et ne convergeanti pas dans £ ; Par suite, pour gu'un espace aétrigue

E soit complet, il faut et il suffit gue toute suite de Cauchy dans

E soit convergente.

Les espaces nétriques complets se rapprochent, dans une certaine
mesure, des espaces compacis, par la propriété suivante, dont nous

verrons ci-dessous les importantes applications :
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Proposition 10 (lemme de Baire). Dans un espace métirique complet,

l1'intersection d'une suite dénombrable décroissante (Fﬁ) d'ensen-

bles fermés non vides, dont le diamétre itend vers O, se compose

d'un seul point.

Bn effet, cette suite engendre un filtre de Cauchy, dont le
point linite est le seul point adhérent, donc appaftient 8 tous
lés ensemnbles de 1la suite.

La restriction relative au diameétre de F est essentielle :
si on prend par exemple, sur la droite numérique, la suite
décroissante des ensembles fermés Fﬁ - gn,+<x>i, leur

e

intersection est vide.

Ensenbles épars. Ensembles épuisables Définition . Dans un espace topolo-

et ensembles inépuisables. gigue E , un ensenble & est dit épars

(ou partout non dense) si 1'extéricur de A est nartout densge

dang E . |
Exemples. L'ensemble vide est toujours un ensenble
épars. Un ensemble réduit & un point est épars lorsque
ce point n'est pas isolé dans liespaée, La igpntiéfe d'un
ensemble ouvert non vide est un ensemble épars. Un
ensemble partout dense n'est jamais épars.

On a une définition équivalente en disant gu'un enseamble est

épars dans E si son adhnérence ne contient aucun ensemble ouvert

non vide, ou encore si l'intérieur de son adhérence est vide.

Tout point d'un enseable épars A est donc point frontiére

de A . Réciproguement, si un ensenble fermé est contenu
PIrog ) v Ao vei

dans sa frontiére, il est épars, car il ne peut avoir de

-

3

e

eut

D»

point intérieur. ilsis un ensemble non fer

D

4

e
Ie

} fri“'

i

i

e
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contenu dans sa frontiére sans étre épars, comme le montre
l'exemple de lfensemble gg des nombres rationnels, sur la
droite numérique R .

D'aprés la définition 5 , pour gu'un ensemble goit épars, il faut et
il suffit que son adhérence soit un ensemble épars ; toul ensemble
contenu dans un ensemble épars est un ensemble épars.

S5i A est une partie non vide d'un espace topologigue E , un sous-

ensemble B de A est dit épars par rapport 4 A (ou "relativement & A 7,

ou "dans A") s'il est épars lorsqu'on le considdre comme partie du
sous-espace A de E . Tout ensemble B épars relativement & une partie
A de E est aussi épars dans E : car si 1l'adhérence de B.dans L conte-
nsit un ensemble ouvert U y ANU serait un ensemble ouvert par
rapport & A , non vide et contenu dans 1l'adhérence de B pér rapport
HoA ' »

La réunion d'un nombre fini d'ensembles épars dans un espace E

est un ensemble épars dans E . Il suffit de le démontrer pour deux

ensenbles épars A,B ; on peut évidemment se borner au cas ol ils sont
fermés. Soit U un ensemble ouvert non vide : U!Wéj& est un enseanble
ouvert non vide, donc aussi (UN EA)F% %113 = Un g;(A U B), ce qui

montre que U ne peut €tre contenu dans A UB .

Définition 6. Dans un espace topologigue B , un ensemble A est dit

épuisable s'il est la réunion d'une famille dénombrable d'ensembles

épars dans E , indpuisable dans le cas contraire.

Tout enseumble épars est évidemment épuisable ; mais un ensemble

épuisable dans E peut étre partout dense dans E ; l'espace E lui-méme

peut Stre épuisable.
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Un exenple de ce dernier fait est fourni par la droite ration-
nelle (2, et plus généralesent, par tout espace dénombrable
sans point isolé. Mais inversement, un espace épuisable n'est
pas nécessairement dénombrable (voir exerc. 17 bis).
Toute partie d'un ensemble épuisable dans un espace E est encore

épuisable dans E ; la réunion d'une fanmille dénombrable d'ensembles

&puisables dans E est encore épuisable dans E .

Si A est une partie non vide d'un espace E , une partie B de A

=

est dite épuisable par rapport & A (ou "relativement & A"), si elle

est la réunion d'une famille dénombrable d'ensembles épars psr

rapport & A ; dans le cas contraire, B est dite_inépuisable par

3

rapport & A .

5i B est une partie de A , épuisable par rapport & A , elle est

aussi épuisable par rapport & E .

_Lbrsque A est épuisable (resp. inépuisable) par rapport & iui-

méme on dit que c'est un sous-espace épuisable (resp. inépuisable)

de B.

Un scus-espace inépuisable de E peut naturelleaent &tre un

ensemble épuisable, et méme un ensemble épars, par rapport

a B ; Un exemple de ce dernier fait est Tourni par les
variétés linéaires & p dimensions (p < n) dans R? , comme
il résulte du th. 2 ci-dessous.
Pour les applications de la notion d'ensemble épuisable, les
espaces topologiqgues les plus intéressants sont ceux dans lesqguels

tout ensemble ouvert non vide (et en particulier l'espace lui-m8me)

est inépuisable). Cette condition peut se transformer de la

maniére suivante :




- 420 =

Proposition 11. Pour gue, dans un espace E , tout ensemble ouvert

non vide soit inépuigable, il faut et il suffit gue l'intersection de

toute fanille dénombrable dfensembles ouverts partout denses dang E

soit un ensemble partout dense.

La condition est nécessaire ; en effet, si (An) est une famille
dénonbrable d'ensembles ouveris partout denses, les ensezbles B = {;Ah
sbht épars, et leur réunion, étant épuisable, ne peut contenir dien-
semble ouvert non vide, un 2?1 enseanble étant inépuisablevpar hypo-
thése ; cela signifie que ﬁf} A est partout dense.

La condition est suffisantie ; en effet, si un ensembls cuvert non

vide A est réunion d'une suite (B ) d'ensembles épars, l'intersection

n

4

, 0 =
des ensembles ouverts partout denses %}B. ne rencontre pas A , donc
n'est pas partout dense.
La condition énoncée dans la prop.11 peut encors s'exprimer en di-

sant que tout ensemble épuissble dans B a up intérieur vide, ou gue

le complémentaire d'un ensemble épuisable est partoul denss.

Corollaire. Soit B un espace tel gue tout ensemble non vide ouvert

dans E soit indpuisable : si A est le complémentaire d'un ensemble

épuisable dans B , & est un sous-espace tel que toute partie non vide

de A , ouverte par rapport & A , soit inépuisable par rapport a & .

En effet, soit B un ensemble épuisable par rapport a4 A ; B est
aussi épuisable par rapport &4 E , deonc BtJ{;A est épuisable par rapport
a E ; mais alors son complénentaire par rapport & B , gqui est aussi
le complémentaire de B par rapport & & , est partout dense dans E ,
donc aussi partout dense dans A , d'oh la proposition.

On ne connalt pas de condition topologigue I

our gu'un espace topologigue E soit tel gue tout en:
i S+4 ]




- 121 -
dans E soit inépuisable. ilais les espaces les plus inportants parmi
ceux gqu'on rencontre en Analyse appartiennent & cette catégorie,
comme il résulte du théoréme'suivant -

Théoréme 2. Tout ensemble ouvert non vide dans un espace topologigue

E est inépuisable dans E , dans chacun des deux cas suivants :

E est localement compact ;

20 11 existe une métrique sur B , compatible svec 1la topologie

10

de E et définissant sur E une structure d'espace métrique complet.

' D'aprés la prop.11, on va montrer que l'intersection d'une suite
d'ensembles ouverts partout denses dans B est partout donse, dans
chacun des deux cas de 1'énoncé.

Soit (An} une suite d'ensembles ouverts partout denses dans E -
G un ensemble ouvert non vide gquelconque. HMontrons gu'on peut définir
par récurrence une suite (Gh) d'ensezbles ouverts non vides tels que

G1=

G N A est un ensemble ouvert non vide ; comme E est régulier par

G ; et E£ﬁ4 C:thWAn ; en effet, Gh étant non vide par hypothése,

hypothese, il existe bien un emnsemble ouvert non vadp.Gh%1 tel gue
n+1<:'Gb.r\An . Cela étant, 1l'ensemble G f!irz A, contient 1'in-
tersection des G, , et cette derniére est identique & 1l'intersection
des Gn ; tout revient & montrer que les ensémbles ﬁ% ont une inter-
section non vide. Or, lorsque E est localement compact, on veut
supposer ﬁé compact ; la proposition résulte szlors de l'axiome (C"),
les Eﬁ (n > 2) formant une suite décroissante d'ensembles fermés
dans l'espace compact G2 . Lorsque E est un espace métrigue complet
(pour une métrigue compatible avec sa topologie), on peut choisir ﬁh
de sorte que son diamétre (relativement & cette métrique) tende

vers O avec 1/n ; et la propocition résulte alors du lemme de Baire.
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Corollaire. S5i E est un espace localement compact, ou un espace

métrique complet, et A une partie non vide de B , intersection d'une

suite dénombrable (An) d'ensexnbles ouverts dans E , A est un sous-

espace tel gue tout enseiible non vide ouvert par rapport & A goit

inépuisable par rapport a A .

En effet, si E est localenent compact (resp. métrique complet),
A est un sous-espace localement compact (resp. méirique complet).
Or & est égal & l'intersection des ensembles Anfﬁ‘K , qui sont ouverts
par rapport & E et denses par rapport & A ; autrement dit, A est, par
Tapport & A , 1le complémentaire d'un ensemble épuisable d'oh la pro-

B A
(B

position, d'aprés le th. 2 et le corollaire de la prop.

@

Remargue. On voit en particulier que, si E est un espace

localement compact, ou un espace métrique complet, le gcomplé-

mentaire A d'une partie dénombrable de E est un sous-espace

tel que tout ensemble non vide ouvert par rapport & A soit

inépuisable par rapport a A . Ceri montre déja que les deux

cas examinés dans le th.2 ne sont pas les seuls dans lesquels
un espace E est tel que tout ensemble non vide dans E soit
inépuisable ; on peut en effet donner des exemples d'espaces
conpacts dans lesguels le coumplémentaire d'un ensemnble dénom-
brable partout dehse esi un sous-espace qui n'est ni métrisa-
ble, ni localement compact (voir exzerc. 13).

De mé&ne, on voit aisément que la démonstration du th.2
subsiste lorsgu'on suppose seulement gque tout point de E
posséde un voisinage V tel qu'on puisse définir sur le sous-

espace V de E une structure d'espace métrique complet coapati-

ble avec sa topologie. Or, on peut former des espaces de cette
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nature quivne sont, ni métrisables, ni localement compacts
(voir 3, exerc. 10).
La notion d'ensemble épuisable intervient principalement dans des
propositions relatives aux fonctions continues définies dans un espace

que
topologique, et prenant leurs valeurs dans un espsace métrigal (en

particulier les fonctions continues numérigues), ou aux suites de

fonctions de cette naturs.

Proposition 12. Soit f une application continue d'une partie partout

dense A d'un espace topologigue E dans un espace métrigue complet E!

on_peut prolonger f par continuité dans le complémentaire d'un

ensemble épuisable dans E .

Il faut montrer que les points de E ol f n'a pas de limite relatli-
vement & A forment un emsemble épuisable ; or ces points sont les
points x ot w(x;f)f@ ; 11 nous suffira de montrer gue, pour tout
entier n >0 , l'ensemble des points xcE ob w&(x;f) > 1/n est un
ensemble épars. Or, si on a a(x;f) <1/n , il existe un voisinage
ouvert V de x tel que le diamdtre de 1l'ensemble F(V M A) soit < 1/n ;
pour tout yeV , V est un voisinage de y , et on a donc o(y;f) < 1/n
ce qui montre que l'ensemble des points ot w(x;f) < 1/n est ouvert ;

comme cet ensemble contient A , il est partout demse, dfo& le

proposition,

.On en déduit que, lorsque E est un espace inépuisable, on peut

prolonger f par continuité dans un ensemble inépuisable dans B

Proposition 1%. Soit (fq) une suite de fonctions, continues dans

un espace B tel gue tout ensemble non vide ouvert dans E soit

inépuisable, et prenant leurs valsurs dans un espace métrique E' ;
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si la suite (fn(x)) converge guel que soit x€E , et si on désigne £

sa limite par &fxkx33 f(x), l'ensemble des points de E oh f est
discontinue est épuisable dans E .

Il suffit de voir que l'ensemble des points x €E tels gue

o(x;£) > 1/n est épars dans E , quel que soit llentier n >0 . Or,
soit A un ensenble ouvert non vide dans E , et soit Hmn l'ensemble
des points de A tels que la distance de fm(x) et fﬁ(x} soit € 1/2n ,

et Gn 1'ensenble I/\E H ; d'aprés la continuité de la métrigus sur

Wz
B! et des fonctions £, Hmn est fermé, donc aussi Guo
D'autre part, la suite (fn(x)) étant convergente pour tout x¢ E |
=

ona A= G ; or A , comme A , est inépuisable dans E ; done, il
» w4

exislte un entier n > 0 tel que Gn soit inépuisgble, et comme Gn est

fermé, il contient un ensemble ouvert non vide B . En tout point de
B , on a doﬁc d(fm(x),fn(x)) < ’Ejzn (d métrique sur E') guel gque
soit m >n , ce qui, en vertu du principe de prolongenent des inéga-
lités entraine d(£(x), fn(x)) £ ’E/Qn. en tout point x€B ; comme fn
est continue, quel que soit € >0 , il existe un voisinage V < B
de x tel que lioscillation de fn dans V soit <€ . On a donc,
pour tout couple (y,z) de peints de V

a(£(y),£(2)) < a(2(y), £, (y) Hd(£, (¥),f (z))+d(£(z),£ (2))

$1/n+e

el comme € est arbitraire, on voit qu'on a w(x;f)< 1/n , ce qui
montre que 1'ensemble des points ol cette inégalité a lieu contient

un ensemnble ouvert partout dense, d'oh la proposition.

Proposition 14. Soit (f ) une suite de fonctions continues numériques,
FEmmtn o

définies dans un espace inépuisable E . Si on a , en tout point XE€E ,

lim.sup f (x) <+ oo , il existe un nombre fini k et un ensemble
n —>oo
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non vide A , ouvert dans E , tel gue fn(x) <k gquel gue soit n et

guel gue soit x€A .

<2

En effet, soit Gp = Q -}n( [= o ,p|), pour tout entier p ; Gp est

fermé, et on a par hypothése E = [jTG- ; comme E est inépuisable , il

=~co

existe un entier p tel que GP soit inépuisable, et comme G? est fermé,

il contient un ensemble ouvert non vide, d'o# la proposition.
Exercices. 1) ilontrer que tout espsce uniforme séparé B est
isomorphe & un sous-espace d'un produit d'espaces métriques.
Soit {fb) une famille dfécarts définissant la structure uniforme
de E , R, la relation d'équivalence f (x,y)=0 ; considérer la

structure métricue définie sur EiB& par la métrique correspondant

au
& f_ par passageYguotient : si z est 1'image d'un point x€ B
v = = 7 v &

=

par lfapplication canonique de B sur Ejﬁ% , €t x 1le point de
l'espace produit P des espaces métrigues Ejﬁz , qui a pour
cpordonnées les points X, s montirer qﬁe lgappliéation X —> X
est un isomorphisme de E sur un sous-espace de F.)

2) Dans un espace métrigue connexe E , dont la métrigue n'est
pés bornée, une sphére quelconque n'est jamais vide.

Zbis) Si, dans un espace métrique compact E , 1'adhérence de
toute boule ouverte est lg boule fermée de méme centre et nméme
rayon, toute boule dans E est un ensemble connexe (si x et y
sont deux points de E , montrer que, pour tout € >0, l'ensemble
Ay v (notations de ce g et du 24 du ch.II) des points pouvant

1'g
étre joints & y par une Ve«chaine, contient des points z tels

que d(x,z) < d(x,y), puis en déduire que xeh, i+ quel que
Yivg

soit € >0 , en raisonnant par 1'absurde et utilisant le 2°

3

théoréme de Weierstrass (ch.IV, §5,th.2)) .

w
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3) Soit (En) une suite d'espaces uniformes métrigables, fn une
métrique de borne supérieure < 1 , compatible avec la structure
uniforme de-E . dontrer que la fonction £ , définie sur le
produit ('TT'E )x(‘TT_E ) par la relation

£(x,7) = Zf (x Ty)/20 avee x=(x)) , =0 )
est unpe métrique compatlble avec la structure uniforme produit

w

des structures des By -

4) Soit B un espace métrique, d{x,A) la distance d'un point x

& un ensenble A dans cet espace. Si & et B sont deux parties
quelcongues de E , on pose 0(A,B)= L58p dlx-BI: onis
o(4,B)=ax(p(4,B),p(B,A)). dontrer que, sur l'ensemble fi?(ﬁ)

des parties de E , o est un écart, et qus la structure uniforme
qu'il définit n'est autre que la structure uniforme déduite, par
le procédé exposé dans llexerc. 7 du §2 du ch.li, de celle de
l'espace E . '

%) Pour qu'un espace compact soit métrisable, il faut et il suffit
que sa topologie admette une base (ch. 3 4) dénonbrable (Utiliser
la prop.7 pour montrer que la condition est nécessaire, le th.1

et la définition des entourages de la structure uniforme d'un
espace comnpact pour montrer qu'elle est suffisante).

6) On dit qu'un espace localement compact est dénombrable &
1'infini s'il est la réunion d'une infinité dénombrable dfensem-
bles compacts. dontrer que tout espace localement compact BE
dénombrable & 1'infini et métrisable admnet une base topologique
dénonbrable (on établira que E peut étre considéré comme la

réunion d'une suite croissante d'ensembles ouverts relagtivement

compacts (Un), tels que UQCZ-UQ+1 s, buis on appliquera aux

sous-espaces Un la proposition démontrée danc 1'exercice précédent)
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En déduire que l'espace compact obtenu par adjonction &4 E d'un
"point & 1'infini®™ est sussi métrisable.
7) Pour que la topologie d'un espace métrisable E adnette une base
dénombrable, il faut et il suffit qu'il existe un ensemble dénom-
brable partout dense dans E .
8) Soit E un espace métrique complet dont la métrigue f satisfait
& 1'inégalité

(2) £(x,y) < Hax(£(x,z),8(y,z))
+

e

uels gue soisent x z. dontrer que, pour qu'lune suite {x ) so
PR 7 n

convergente dans E , il faut et il suffit que f(xn,zn+1) tende
A

vers O avec 1/n. Application & 1'espace i}p des nombres p-adigues
{on montrera que %x«yip est une métrique compatible agvec la

~
structure uniforme de é}b).
9) On considére l'ensemble produit E d'une famille dénombrable (En)
d'ensembles quelconques. Pour tout couple d'éléments x:(xn) ;
y=(y,) de B , on désigne par k(x,y) le plus petit entier 31 tel
que xn%yn , et on pose f(x,y)=1/k(x,y), Montrsr gque f est une
métrigue sur £ , satisfaisant & 1'inégalité (2), et définissant
sur E une structure d'espace métrique complet. En déduire en parti-
culier gu'on peut définir, sur le sous-espace I de K formé des
nombres irrationnels, une métrique compatible avec la topologie de
I et définissant sur I une structure dfespace métrigue complet
(utiliser le développement en fraction continuelle des nombres de )
10) Soit E un espace métrique conaplet, A l'intersection non vide
d'une suite (Ah) d'ensembles cuverts dans E . iontrer qu'il existe
une métrique sur le sous-espace A , coapatible avec la topologie

de cel espace, et définissant sur A une structure d'espace métrigue
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ke

a5
AP35 3 3 : 3 A <
complet (Définir sur A une structure uniforme par la fanille 4 ecartw
formés de la métrigque d(x,y) de l'espace E , ot des écarts
£ () =l1/d(x,Bn)~1/d(y,Bn)!/
Bn désignant le complénentaire de An,)

11) Soit E un ensenble bien ordonné, non dénombrable mais tel quse

tout intervalle [?'XJ (2 plus petit élénent de E ; X élément quel-
congue) soit dénombrasble ; on considére l'sspace topologigue obtenu
en munigsant E de la topologis ?ﬁ_(E) ; 11 est localement coapact
(ch.I, 310,exerc.20), et non compact.

a) Hdontrer que tout point de E admet un voisinage méirisable, et
par suite un systéme fondamental dénombrable de voisinages
(utiliser l'sxerc. §).

b) Toute suite croissante dans E admet une limite ; itoute suite
admet une valeur dfadhérence ; en déduire que B n'est pas métrisa-
ble. Pour qu'une partie de E soit relativeznent conpacte, il faut
et i1 suffit qu'elle soit majorde.

c) Si A et B sont deux ensenbles fermés dans E , et non compacts,
ils ont une interscction non vide (former une suite croissante dont
les termes de rang pair sppartiennent & A ; ceux de rang impair & B).
En déduire que l'intersection d'une suite de voisinages dfun en-
senble fermé pon compact est le conplémentaire d'un ensenble rela-
tivement compact ; montrer qu'il existe des ensembles fermés dans B
Qui ne sont pas des intersections de suites d'ensembles ouverts.
12) On considére 1l'espace topologique ?3_obtenu en munissant 1l'en-
semble R des nombres réels de la topologis {ihiii} (eh.1I, 51,
exerc.3).

a) Hontrer que tout ensemble ouvert dans R est la réunion d'une

]

famille dénombrable d'intervalles semi-ouverts & rauiche ou ouverts
3

e
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ét non empiétants. En déduire que tout ensemble ouvert est la
réunion d'une infinité dénoabrable d'ensembles fermés, et que
tout ensemble ouvert non vide est inépuisable dans E__.

b) Montrer que la topologie induite sur une partie non dénon-
brable 2 de R par €ﬂ( R ), n'admet pas de base démombrable
{on montrera que, pour tout xe€A , ii existe un ensenble d'une
base de la topologie du sous-espace & gui gﬂﬁeﬁ X pour borne
supérieure dans R ). En décuire que toute partie relativement
compacte de Rc, est dénombrable.

¢c) Moutrer gue E%u n'est pas métrisable : on supposera gu'il

/

existe une métrique d(x,y) compatible avec la topologie %éwig\};
on montrera que, si 5 désigne l‘intervéllej%x;+-00é, , on a en
tout point x , d(x,5,) >0 » €t que l'ensemble A& des points x
tels que d(x,SX)-< 1/n est ouvert et partout dense ; d'aprés
les résultats de a), on en ﬁirera une contradiction. On montrera
de méme gque tout sous-espace de E%“.contenant un ensemble ouvert
(ou une intersection dénombrablée d'ensembles ouverts) n'est pas
métrisable. |
13) On considdre, sur l'ensemble R des nombres réels, la topolo-
gie 4@ définie de la maniére suivante : pour tout y >0 , U (x)
désignera la réunion des intervalles [x x*y[ et‘X-X«y,ax(
qg est la topologie dans laquelle un systéme fondamental de
voisinages d'un point quelcongue x est formé des ensembles U&(x),
lorsque y parcourt l'ensexnble des nombres >0 .

S0it E l'espace obtenu en munissant 1'intervalle {-1,+1}

de la topologie induite par %g
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Hontrer que E est compact, mais non nétrisable (utiliser
l'exerc.12 pour nontrer qu'ilﬂgxiste des sous-espaces non 2étrisa-
bles de E). Hontrer gue tout cusemble compaci non dénombrable
contenu dans E est non métrisable ; en déduire que le complémen-

taire d'une partie dénombrable A de E est un sous-espace non

zétrisable (établir que ce complénentaire contient un ensemble
compact non dénombrable).

14) Soit X une partie d'un espace topologigue E‘; on désigne par
D(X) la partie de E formée des points x tels que, pour tout voisi-
nage Vde x , VN X so0it un ensemble inépuisable dans E . On a
D(X)c X . dontrer que, si Y est un ensemble tel que D(Y):Q :
ona DXyUY)=DX).

1%) Pour que D(X)=¢ , i1 faut et il suffit que X soit un ensen-
<

it

&

W

e

ble épuisable dans E . (On commencera par montrer gue, si
est un ensenble d'ensembles ouverts dans E , sans point commun
deux & deux, et si, pour chague ensemble A, de i? , B, est épars
dans E et contenu dans A, , k;; B, est épars dans E . On considéregé
ensuite un ensemble maximal FIC d'ensembles ouverts dans E 5 deuid
& deux sans point commun, et tels que, pour tout ensemble A & ¥G ,
XNA soit épuisable ; l'existence d'un tel ensemnble maximal
s'établira par le théoréme de Zorn. On montrera enfin gue 1'hypo-
thése entraine que, si G est la réunion des ensembles de W& |,

l'ensemble X N g G est épars dans E , et on en déduira la propo-

sition).

wil

16) Montrer que l'ensemble D(X) est fermé et identicue & 1'adhéren-

Hpl

ce de son intérieur, et par suite que la frontiére de D(X) est un

enseable épars. (Désignant par D'(X) 1l'adhérence de l'intérieur

-

nt que le résultat de l'exerc.1H,

o)
0

de D(X), on montrera, en s'avpuy

_
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& que l'ensemble X N [:D'(X) est épuisable dans E , et on en déduira
que ﬁ D'(X) ne contient pas de point de D(X)). En déduire que
XN EAD(X) est ¢épuisable dans E .

17) Donner un exemple d'espace métrique coaplet dans lequel il
existe un exemple épuisable ayant la puissance du continu, et
dont le complémentaire soit dénoabrable.

17bis) On considére sur l'ensemble K des nombres réels, la topo-
logie engehdrée par l'ensemble des intervalles ouverts de R et
l'ensenble §2 des nombres rationnels. iontrer que l'espace topo-
logique ainsi défini est épuisable.

18) Dans un espace localement compact, ou un espace méirique

complet, un ensemble fermé démombrable a au moins un point isolé.

19) ©i, dans un espace E , tout ensenble fermé non vide est un
sous-espace inépuisable, tout ensemble non vide ouverti dans E est
inépuisable (dontrer que tout ensemble ouvert non vide est iné-
puisable par rapport & son adhérence). Donner un exemple d'espace
ok tout ensemble ouvert non vide soit inépuisable, mais o& il
existe un ensenble fermé non vide qui soit un sous-espace épui-
sable (utiliser le corollaire du th.2).

20) Si, dans un espace E , tout ensemble fefmé non vide est un
sous~-espace inépuisable, tout sous-espace A de E , intersection
dénombrable d'ensenbles ouverts, est tel que tout ensemnble non
vide, fermé par rapport & A , soit un sous-espace inépuisable

(F étant un sous-ensemble de A , fermé par rapport & A , et ¥
son adhérence dans A , montrer que P N g,F est réunion d'une

2 -

fanille dénonbrable d'ensembles fermés et épars par rapport a F).
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21) Soit E un espace connexe, localement connexe et tel que
tout ensemble fermé non vide dans E so0it un sous-espace iné-
puisable. dontrer que E ne peut étre la réunion dlune suite
(Fn) d'ensembles fermés non vides, deux & deux sans point
commun. (On montrera que la réunion H des frontiéres Hn des F
est un ensemble fermé, puis gque chacun des ensembles Hn est un
ensesble épars par rapport 4 H (utiliser 1'exerc.t du ¢ 11
du ch. I).
22) 5i un sous~-groupe H d'un groupe topologigue G est inépuisa-
ble dans G , son adhérence H est un sous-groupe ouvert et fermé
(Montrer que 1l'intérieur ds D(H) contient H , puis que " est
contenu -Gdans 1l'intérieur de D(H) ; utiliser les exerc. 15 et 16)
23) Soit £ un homéomorphisne d'une partie A d'un espace métri-
gque complet E , sur une psartie A' d'un espace métrique complet
E' ; montrer gu'il existe un prolongement f de f & un ensemble
B intersection dénombrable d'ensembles ouverts dans E , qui
soit un homéomorphisme de B sur un ensemble B! , intersection
‘dénombrable d'ensembles ouverts dans B' (utiliser la prop.12).
§_}. Espaces normaux.
L'axiome (O;y) des espaces uniformisables peut s'énoncer de la fagon

suivante : quels gue soient l'ensemble fermé A et le point x ¢ @A., il

existe une application continue de E dans {O,{}, égale & U au point x ,

et &4 1 en tout point de A ; on exprime encore cette propriété en disant

que, dans un espace uniformisable, on peut séparer un point et un

enseuble fermé par une fonction continue numériguse.

Nous allons naintenant étudier les espaces séparés dans lesguels on

peut séparer de la méne aaniére deux ensembles fermés sans point conmun;
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de fagon précise, nous poserons la définition suivante :

Définition 1. On dit gu'un espace topologigue séparé E est normal

gs'il vérifie l'axiome suivant :

(OV). Quels gue soient les encemnbles fermés sans point commun A et B

dans E , il existe une application continue de E dans [9,1} , égale

& 0 en tout point de A , et 4 1 en tout point de B .

Il est clair que tout espace normal est complétement régulier
mais on peut définir des espaces complétesent réguliers et
non normaux (voir exerc. 10).

Pour un espace non séparé, l'axiome (OV) n'entraine pas
(OIII)’ ni a fortiori (O;,) (voir exerc. 1) ; mais les

axiones (0.._) et (OV) entrainent (01V>’ comme il résulte de

F 5T
leur énoncé.

L'énoncé de 1l'axiome (OV), conme celui de (le), fzit intervenir

la droite numérique E? comme ensemble auxiliaire ; mais il est remar-
quable gu'on puisse donner un énoncé égquivalent a (QV)’ et dans lequel
n'intervient plus que la structure topologique de E

Théoréme 1 (Urysohn). L'axiome (O ) est éguivalent au suivant :

(0') Quels gue soient les encsembles fermés sans point comnun & et B

dans BE , il existe deux ensenbles ouverts sans point commun, U et V ,

tels gue AU - B ¥

Il est immédiat que (OV) entraine (0! ) car si f est une applica-
tion continue de E dans E? 1) egale & O dans & , & 1 dans B , les
ensexnbles ouverts f( 0 1/5{) et f(JZ;} 12) contiennent respecti-

vement A et B et sont sans point commun.

S

est

Pour démontrer la réciproque, remarquons d'abord gue (J%

éguivalent & l'axiome suivant :

3
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(0"}). Quel gque soit l'ensemble fermé A , et le voisinage ouvert V

de A , il existe un voisinage ouvert W de A tel que WV .

Définissons par récurrence une fanille dénombrable d'enseables
ouveris, de la maniére suivante : posons U,= €B ; comme AeZ.U1 -
déterminons'l'ensemble ouvert U, tel que AC U et T < U, , ce qui
est possible d'apreés (O%). Supposons ensuite que, pour chaque nombre
dyadique de la forme k/2% (k=0,1,...,22), on ait défini un ensemble
ouvert Uk/zn , de sorte que ﬁ%/Qn.CZU(k+q)/én (k=01 2843
Posons U2k/2n+1 - Uk/Zn (k-0 1 oy . of alaytre part, pour cha-
que nonbre (.21«;-’::-’!)/.23‘3"M (k=01 ... 2°:1), déterninons, en vertu de

ue

1

(O{',) , un ensemble ouvert ’U(Z}\{JM1 )/:gm'"’i ; de sorte

[5] D : L. U Hay . On définit ainsi
k/énc;'(2k+4)/2n+1 € (2k+4}/2n ik (k+1)/2n n définit ainsi,
pour tout nombre dyadique r tel que. 0 <.r €1 , un enseable ouvert Ur’
de sorte que'UOc:,A 0B Qli;Uﬁ ; et que, s8i r et r' sont deux nombres

dyadiques tels que 0 £r <! <1, on ait
(1) UJ:'C‘UI-?

BS0oit maintenant t un nombre réel guelcongue ; posons U'i; = Qé 8i
L

- 4 3 “ me & L f T 3 3 e 3 b °
t <0, Ut =B 81 £t >1 - et onfin Ut = rkii,‘?; U (r dyadique) si

OKt<1. Sitest tel que 0 <t £1 un noubre dysdique, cette défi-

/

nition coincide bien avec la précédente, d'aprés (1) ; d'autre part,

si 0 st<t! <1, il existe deux nombres dyadigues r, r' tels que
L£r<r' €£t' ; comme Ut‘f:’"Ur' , ona, dlaprés (1), Utr;:; U ol
autrement dit, la relation (1) subsiste guand on y remplace r et r!

-3
Lo

par deux nombres réels guelcongues t,t' tels que t <t .
Soit alors, pour tout x€E , f(x) la borne inférieure des nombres
t tels que =x <£Ut . On a évidenuent O < £(x) <1 quel que soit x , et

f(x)=0 pour x€A , £(x)=1 pour xcB ; montrous enfin que f est continue
dans b:
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en effet, quels que soient X€E et €>0 , on a if(y)ef(x)! L €
pour tout point ye Uf(x)-j-s N ﬁ(ﬁf(x)-s)' et ce dernier ensemble
est un voisinage de x .
C.Q.F.D.

Le théoréme 1 va nous permettré de démontrer gue deux catégories
impbrtantes d'espaces topologiques sont des espaces noramaux. En
premier lieu :

‘Proposition 1. Un espace compact est normal.

En effet, tout espace compact vérifie 1'axiome (O%), d'aprds

la prop.2 du $§ 4 du ch.II.

En ce qui concerne les espaces localenent compacts, tout

point d'un tel espace posséde donc un voisinage qui est unm
sous-espace normal, mais on peut former des espaces locale-

ment compacts, et non pnormsux (voir exerc. 20)

Proposition 2. Un espace métrisable est normal.

Soit E un espace métrisable, d(x,y) une métrique compatible avec
sa topologie, A et B deux ensembles fermés sans point commun dans E ;
la foﬁction f(x)=d(x,A)-d(x,B) est continue dans E ; 1l'ensemble
m%()=cﬂ ,01) est donc ouvert, et contient A ; de méme, 1l'ensemble
-%(}O,+'d?{) est ouvert et contient B , et ces deux ensembles ouverts
ne se rencontrent pas, donc (O%J est bien vérifié.

Remargues. 1) La proposition 2 donne une nouvelle condition

~

nécessaire pour gu'un espace E soit méirisable, & savoir,

qu'il soit normal ; mais cette condition, méme jointe &

e

toutes les conditicons nécessaires ilrouvées au 2, ne donne
pas un systéme de conditions nécessaires et suffisantes

de métrisabilité (voir exerc. 7 et 9 de ce é, et ?gerc.122§t
3 SgR C8e)

—
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- 2) On peut former des espaces normaux gui ne sont ni métri-
sables, ni compacts (ni méme localement compacts ; voir
exerc. 7 de ce § et exerc. 12 du § 2).
Notons encore que, d'aprés (0&), tout ensemble fermé dans un es-

-pace normal est un sous-espace normal ; mais cette propriété n'est

plus exacte pour une partie quelconQue d'un espace normal.
‘ Par exemple, un espace localement compact et non normal peut
d'aprés le théoréme d'Alexandroff, &tre considéré comme un
sous-espace ouvert d'un~espace compact, donc normal.

Enfin, le produit de deux espaces normsux peut n'ctre pas

normal (voir exerc. 20).

Le prolongement d'une fonction pumérigue continue. Au ch.l (§ 6) nous avons
| examiné le probléme suivant : étant donnée une application T
dune partie A d'un espacs topolcgique E dans un espace topologi-
que EB', continue par rapport & A , existe-t-il un prolongement =
de £ & 1'adhérence A de A , qui soit une fonction continue par
rapport & & ? Ce probléme n'a plus d'objet lorsque A est un ensem-
ble fermé ; mais on peut alors, dans le cas oh A % E , se propo-

ser de chercher s'il existe un prolongement continu de £ a tout

ll'espace E .

Nous a2llons résoudre ce probléme lorsque l'espace E' est la

droite numérique achevée K ; on a alors le théoréme suivant

Théoréme 2 (Urysohn). L'axiome (QV} est équivalent & la proprié-

té suivante :

(QG'} Quels que soient l'ensemble A fermé dans E , et la fonction

numérigue £ , définie dans A et continue par rapport & A , il

existe un prolongement g de £ & 1'éspace tout entier E , gui est

R

une application continue de E dans K .

O o ..
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Il est immédiat que (O;') entraine (OV} :car” 51 B of € sent

deux ensembles fermés sans point commun, la fonction égale & 0O dans
B, a1 dans C , est continue par rapport a l'enseuble fermé
A=BUC . Si f en est un prolongenent continu &4 E , et =i on pose
g = Max(0,f), puis h = Min(g,1), h est continue dans E , brend ses
valeurs dans [o,'x], et est égale 4 O dans B, & 1 dans C .

Montrons inversement que (OV) entraine (O%‘) ; comme ?? et 1'in-
tervalle [»1,+{} sont homéomorphes, on peut évidenmument se born&fau
cas ol 1l'application continue £ de A dans ﬁg prend ses valeurs dans
[ei,+4} - Nous définirons le prolongement g de f en formant une
suite (gﬂ) de fonctions continues dans E , telle que ls suite
(gn(x)) s0lt convergente en tout point ; cette limite sera par |
définition la valeur de g(x), et il résultera du choix des g, aque |

la fonction g remplira les conditions voulues.

-

s o o 17 ~
Bn premier lieu, posons B = f(lfi,a?iﬁgig K = f(E

Ho et KO sont fermés dans A ; donc dans E , et sont sans point
conmun ; d'aprés {OV) , il existe une application continue g, de E
dans £-1/§,+1/3] , égale & -1/3 dans H =5 +1/3 dans K. ; 5l on
pose f, = f-g £, est continue dans A , et on a ‘fq(f)é = 2/3
en tout point de 4 .

Procédons par récurrence ; supposons définie une application

N

continue &, de E dans [=€y+1jg telle que, si on pose fnx fegn -
on ait ifn(x)} f§(2/})n en tout point de A ; en raisonnant & partir
de fn comme on vient de le faire sur £ , on définit une fonction
i : i ’
nuanérigue hn+1 » continue dans E et telle que i h ,ﬁ{x}js
3 i X |
en tout point de E ; en outre, si on pose * cmele=hi oo ontg
’ n-+1 noontl. 2
]

n+i e S e . :

\fn+1(x)’ < 02]5) en tout point de A ; la définition de la suite

=1 A ¥ ™o 4 e = KT
s'acheve en posant =gikahi
(gn) = 5 gn+1 on n+1

_
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De cette définition, on conclut aussitét que, pour m >p et n>1p ,
+1 < ke P :
on a gm(x)=gn(x)!;§ (2057 ).ﬁ;ﬁ (2/3) = (2/3)" en tout point
=0

XeE ; on en déduit d'abord que la suite (gn(x)) est une suite de

5

Cauchy, donc est bien convergente ; cozmme fn(x) tend vers O avec 1/n
en tout point de A , on voit que la fonction g est un prolongement
de £ & E . Reste & voir que g est continue dans E .

Soit donec x un point quelcongue de E ; guel que soit € > 0 , il
existe n_ tel que pour nyn etmjzpn,, on ait%gm{y)agm(y);.g €

en tout point y€k , donc aussi, en faisant tendre m vers + oo

g (y%gﬂ(X)égﬁ

g(y)~gn(y)§,§ € ; si V est un voisinage de x tel que g

”

en tout point y&V , on aura aussi, pour yevV ,

& Saamerrat®

| ! { i
<|e)-g,(7)| * | g (1)-g,(x)| + |alx)-g,(x) | <38

{4 §

Eg(y)~g(x}
ce qui montre la continuité de g et achéve la démonstiration (cette
derniére partie du raisonnement utilise, dans un cas particulier,

la notion de convergence uniforme, que nous définirons d'une maniére

générale au ch. VIII).
Remargues. 1) On peut encore former un prolongement continu
& tout 1l'espace normal E , d'une fonction £ , définie et con-
tinué dans une partie fermée A de E ;, lorsque l'espace des
valeurs de £ est un produit (fini ou non) d'espaces identiques
a ?% ; on a en effet f:(f&); ok les f$ sont des. fonctions
numériques oonfinues dans & , et, si gL'SSt un prolongement
continu de £ & E , gz(gb) est un prolongement continu de T.
2} 8i la fonction £ , continue dans A , est finie, il existe
un prolongement g de £ & B ; qui est continue et finie dans E. ¢

Démontrons-le d'abord lorsque f(x) > O dans A ; il existe alors

un prolongement continu g, de £ dans E, prenani ses valeurs
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- dans LO’+ oﬁ, Si on pose B = g1(+ ©2), B est fermé et ne
rencontre pas A , par hypothése ; la fouction h , égale & f
dans A , &4 O dans B , est donc continue dans 1'ensemble fermé
AUB . Soit g, un prolongement continu de h & E , prenant
encore ses valeurs dans [b,+ o{]; la fonction g = Min(g1,g2)
est un prolongement continu de £ &4 E , & valeurs =0 et
finies en tout point de E .

Pour passer de 1& au cas général, il suffit de remarquer
que, si f est finie et continue, il en es{ de méme de f+ et
£ .ol rééiproquement ; en prolongeant et £7 & B par des
fonctions continues et finies 841825 la fonction &,78, est
un prolongenent de £ , continue et finie dans B .

Becouvrements ouverts finis d'un ensemble Proposition 3. Soit (Ai)ﬁgfi‘<n
A ~

fermé dans vn espace normal. Applications. un recouvrement ouvert fini d'un

engemble fermé F dans un espace normal B . Il existe un recouvre-

de F tel gue §ic:.Ai guel gue soit 1.

ment ouvert fini (Bi)igj.gn

11l suffit de montrer qu'on peut remplacer un guelcongue des Ai ;

4» 8T un ensemble ouvert B, tel que B, C A, , et que

B1 et les Ai (2 €1 <n) constituent un recouvrement de F . Posons

2
01=({:F) U (i“)‘Ai) > C1 est ouvert, et on a par hypothése
O:Z

par exeaple A

{} *
E.&lﬁl (3,é ; donc 11 existe un ensemble cuvert V, tel que E,AGCZ,V1
i y
+ Y 3 o~ —_ 7 B 3‘ 4
et V1 C‘”C’& . i on pose B, .-g;;f1 , on a BQCL .L,VGCA,! , et
: Bii) C, =E, donc FCB, U( ! EAi), ce gui démontre la proposi-
ez
tion.
Définition 2. Un dit gu'une famille finie (fi)” 8 fonctions
. !(:2';' -~

-~

H

définies dans un espace E , et prenant leurs valeurs dans | 0,1} ,
~ -

est une partition continue de 1l'unité définie sur & , si les f.

B8
e

sont continues dans E et si zzsfi{x):ﬁ gquel gue soit x€E .
iet
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Ve la proposition 5 , on déduit la suivante :

-Yroposition 4. Quel gue soit le recouvrescnt cuvert fini (A. >1*<1 -

d'un espace normal £ , il existe une partition continue de 1'units

definie sur ¥ , et teile que, pour tout incice i -

i ;
(1)1 £i €n
£.(x)=0 dans {lA. .

i T i

Bn appliguant la prop.3, for-ons un reccouvresernt ouvert Lini

(B.) de B , tel que B. C A. pour iout indice i . D'aprés (v

oo ’ e “ v
il existe une application continue g; de E dans ;@ % , telle gue

e e
gi(x)=0 dass |, A, , et g (x)=1 dans B, ; les B. formant un recou-
S s 2

)

g Y v
: ~ - 4 Cvgin <
vrement de 5 , on a >, g£.(x) >0 ; si on pose fo=o > o ) i1
: vzl T e v=1 L
] 4

{

est clair que les f; forment une partition continue de 1l'unité sur ¥ s
i o .

LA (1 <3 €n).

19

5

telle que fi(x)zo dans

Corollaire. wuel que soit le recouvrewent ocuvert fini (Aijqﬁii o

=L

d'un ensemble fermé F dans un espace normal B, i1 existe une Tanille

L : : . : =
finie (f')i«éi <n,a'appllcatlons continues de E dans go,ﬁz ; telle
Mo
ue > £ (x) 1 en tout point de ¥ , et f.(x)=0 en tout point
g—--_- i s

(7554

{;A.

Bu effet, la farille d'ensembles formée des A, et de g;F est un
recouvresent ouvert fini de E . Une partition continue de 1'unité

cozrasgonadnte est formée de n fonctions f , telles gue fi(x)=0

L4
Lo

dans A et d'une fonction g telle gue s(x):u dans ¥ . Conme en
b < ()

tout point de ¥ , on a g(x)+ 2, £ (x)=1 , les £, répondent bien & la

question.

paré n'intervient pas

(40
163!
P
L0)]
m\

On notera que 1l'hyrothése que E S
dans les dénonstrations des prop. 3 et 4 , gui sont donec

valables pour tout espace satisfaisant & 1'axioms (Qv).
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ilous donnerons deux applications des propositions précédentes & des
questions concernant les fonctions numériques définies dans un
espace compact (donc normal),

Proposition 9. Soit E un espuace compact, g une fonction numérigue

semi-continue inférieuremeni dans E , h une fonction numérigue

wn

exi-continue supérieurement dans B , telles gu'en tout point xg B ,

on 2it h(x) < g(x). Dans ces conditions, il existe une fonction

nuzerigue f , continue dans B et telle que h(x)<f(x)<gl(x) en

tout point de E .

tel que hix)l<ca <

=

A tout x €85 faisons correspondre un noubre a,

N
¢

< #(x) , puis un ensemble ouvert U tel qu'en tout point y:guy
X £S

oun ait  hiy) <a et gly) > a_ , ce gui est possibie par
(voir ch.IV,%}b,prop,2). Comme E est compact, on peut trouver un

nombre fini de points =x_ (i=1,2,...,n) tels que les enseubles
S 1

Ai:UX (i=1,2,...,n) forment un recouvrement ouvert de E . Formons,
i : ;
tel

d'aprés la prop.3, un recouvrement ouvert (Bi‘),l o de
SN

i)

gue f%_CLAAi y buis, pour chague indice 1 , une fonction numérique
cortinue fi , & valsurs dans [f 0 ey | ; 6égale & - oo dans i;Ai -
5
& a  deus Bi . On aura donc hi(x) <;fi(x) pour tout x€B, , et
i o
£.{x) < elx) pour tout x€A.. Posons £ = Hax(f )
i >~ i 1 i'1<gi<n

continue dans E . Guel que soit x€E , il existe un indice i tel

;o T est

gue z:ﬁBi , Gone f(x) $ffi(x) >h(x) ; d'autre part, il existe un
izdice j tel gue  F£(x)=f (x) : comme £(x) > h(x) > - 00 , on s

: J
nécessairenent xniAj , donec fj(x) < &(x) , ce qui achéve la

dénonstration.




|
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Corollaire. Si, dans 1'¢noncé de la proposition b , on remplace

1'byrothése "quel gue soit x, h(x) < g(x)" par "gquel gue soit x ,

h(x) £ g(x)" , les sutres nypothdses n'étant pas modifides, il

existe une fonction nuiérigue £ , continue dans b et telle gue

n(x) € £(x) <€ g(x) en tout point de B .

On peut évidemuent se borner au cas oh 4 et vrennent leurs

oz

valeurs dans [=1,+1] . Un définit alors par récurrence trois
suites (fn), (gn), (hn) de fonctions numnérigues définies dans
B, et telles que goz Pl hoz h-1 , que gﬂ:ﬁin(g+ éﬁ 'fnmqk ;n)
h = idax(h- 1 . . ) , et enfin que £ soit continue dans
n on n— on n

E et telle que hn(x)<<lfn(x)<<;gn(x) en tout point de E ; on
voit aussitdt par récurrence gue gn est semi-continue inférieure-
mvnt n semi-continue supérieurement, et que hn(x)<i gn(x)
guel que soit x , ce qui montre que la définition peut se pour-
suivre quel que soit n , d'aprés la prop.H . Cela étant, un rai-
sonnement de "convergence uniforme" analogue & celui du th.2
permet de définir la fonction cherchée f de sorte que f{x) soit
la limite de la suite (f (x)) , quel que soit zeE , et il

est clair qu'on a bien h <f g .

Proposition 6. Soient E et F deux espaces compacts, f une fonction

nunérique finie continue dans le produit E X F . Quel gue soit & >0,

on peut trouver un nonbre fini de fonctions continues nunériques finies

g1552”""gn » définies dans E , et un nombre égal de fonctions

v

continues nunérigues finies hﬁyhg,o.,.,hn , @éfinies dans F , telles

que, pour tout point (x,y)€E ,
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W

> g (mn ()| <.

3

v=2 :
Donnons-nous un point X€EB ; quel pue soit y€F , il existe un voi-

(2) \f(X,y)-

sirage Ux v de x dans B et un voisinage V de y dans F tels que,

? 3y

pour tout point (x',y')€ Ux,yytvx,y “ion ait if(x y)=-£(x!,y! )%«(@/2o

F étant compact, il existe un nombre fini de points yk{x)

(k=1,2,...,n(x)) tels que les V forment un recouvrenent de

F ; soit ﬁx le voisinage de x , intersection des U Comme E

. X;yk(x>

est compact, il existe un nombre fini de points x. (i—1.2 . n}

de B tels que les WX forment un recouvrement de E . Posons Aizwx .
i i

et soient Bj (j=1,2,...,p) les intersections non vides d'un nom-

bre fini d'ensenbles V les B. forment un recouvrenent
J

l”yk(z i
cuvert fini de ¥ , et, guels que soient les indices 1 et j , ilen-
senble Aiiiﬂj est tel que, pour tout couple de points_(x,y),(x”,y?)
de cet ensemble, on ait %f(xfy)mf(XVﬂyﬁ)é=< e . Formons alors,
d'aprés la prop.4 , une partition continue de 1'unité (ui) sur B ,
telle que ui(x)zﬁ dans E:Ai , et une partition continue de 1l'unité
(v.) sur F , telle que vi(y)=0 dans EBj . Luel gue soit
(x;y) € ExF 3 on a

(3) | Zéu(ﬁv {y) - (>

U

5
Prenons, pour tout couple d! ndlces (4. 9) -~ un-peint [(x

=

. [y (x))( Z_fi y))=1

) dans

13’“13

Aiﬂ .Bj , et considérons la ulfference

o(x,y) = £(x,y) - EZL(K .;fij)ui(z)vj(y)
On peut l'écrire, dlap ;Vs (j)
wh b
xv) = > Plx y)=Plx v Vu:lx)y (y)
@< 33’) :.,..i } 13( ( ) { .J;le])) l( ) J
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e

Or, pour tout couple d'indices (i,j) tel gue (x,y)é.&iijj ,.0n 2

)f(xgy)-f(xij,yij)) < & ; et, pour tout autre couple d'indices,

ui(x)vj(y)=0 ; donc, les u; et Vs étant positives ,

Vo
‘ ‘P(K,y)l < €. Z gui(x)vj(y) =€
- C.G.F.D.

Structure uniforme des recouvrements ouverts finis. Soit B un ensenble quel-

")

s

3
AN,

)| e

conque, i)f{ =(At)te I un recouvrenent quelcongue de E ; on peut

lui faire correspondre la partie V?i = i?% 'Azx” A de B X 'E,

gui contient la diagonale Z& de E XB . A toute fanille de

recouvrements ( %w)ke" de E correspond ainsi une famnille

34 : :
de parties (V ) de B x B , contenant toutes /\ .
28-parlles R . *ek
Un peut rechercher si les enseunbles appartenant & cette famille

constituent un systéme fondamental d'entourages dfune structure

uniforme sur E ; nous avons déja vu (chall,é 1) que si ( 3%’ )
2

est la famille des partitions finies de E , les V,4ﬁ forment
bien un systéme fondamental d'entourages.
Nous allons nmaintenant considérer le cas ot E est un espace

topologigue, et ( 3{)ﬁ) la famille des recouvrements couverts

finis de I ; on a alors le théoréme suivant :

Théoréme 3 (Wallman). Pour gue les parties V., de E X B ,

correspondant sux recouvrements ouverts finis ?? de l'espace

topologique E , constituent up systéme fondamental d'entouraces

d'une structure uniforme sur E , il faut et il suffit gue b

catisfasse & l'axiome (OV> ; dans ce cas, la structure uniforme

—

ainsi définie (et qu'on appelie structure uniforme des recouvre-

ments ouverts finis) est coapatible avec la topologie de E ,
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lorsgue E satisfait eu outre & 1'axiome (OIII) > 8i de pins B

est séparé (donc normal), cette structure uniforme rend E

préconpact.

1) La condition est nécessaire. Considérons en effet, dauns B ,

deux ensesbles fermés sans point coanun 4,B ; les ensembles 81&
et {:B forment un recouvreazent ouvert fini de B ; soit

v ((CA);«(CA)) U ((EB)X( {;B)) lg partie de B # E corres-
pondante. Reaarquons que si y{ est un recouvrement ouvert de
B, Vj{ est un voisinage symnétrigue de la disgonale A dans
L » B . Supposons donc qu'il existe un voisinage syunétrique W
de A tel que W C V ; pour tout =xe4d , on aurs, d'aprds la
définition de V , %(x)(: EJB ; de m@me pour tout y€B , on aura
%(y)CZ E A ; comme ¥ est syasaétrique on en conclut que

W(x)N W(y)=g , et par suite, que W(A) N W(B)=¢ , ce qui

montre que E satisfait a (Oé). :

2) La condition est suffisante. Tout d'abord, lorsque j{

parcourt l'ensesble des recouvrezents ouverts finis ¢'un espace
torologique & , les ensembles Vd{ forment uvne base de filtre

i
sur ExE ; car, si %:(Ai) ct % =(Bj) sont deux recouvreients

it

ouverts finis de E , }{ z(ﬂifﬁ Bj) en est un troisidue tel

gue Vo, CV,, M V.., . Coette base de filtre sablisfait éviden-
K K X

ment sux axiomes (Ui) et (U! ) ; reste & voir qu'elle satisfait

aussi & (U};;), lorsque 1l'esuace B vérifie (Oy). Soit donc

b

-

5{ =(Ui) un recouvrereant ouvert fini de I ; il faut sontrer
: : o

qu'il existe un recouvrement ouvert fini & = (V.) tel que

&

2
V@; G Vg{ . #Appliquons deux fois de suite la prop.3, en

formant deux recouvrements ouverts finis (Ué) et (Ug) tels que
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ﬁ:{ CU, et ﬁ;c U! quel que soit 1'indice i ; puis considérons
la famille finie led'enseﬂbles ouverts comnposée des ensembles U; .
Uif\ E ﬁ? et C’ﬁ. ; elle constitue un recouvrezent ouvert de E
pour tout x€k , nous désignerons par W 1'intersection de tous
les ensembles de E{ contenant X ; ces ensembles sont en nombre fiyj
et counstituent un recouvrement ouvert de E ; c'est ce recouvreneny,
que nous désignerons par 65 , et dont nous allons montrer queé,
8i on pose pour simplifier A = V?{v , B = V(w ; On a % A

( S
Prenons en effet un point z quelconque de E ; il existe un indice j
tel que 3z 6Kq'; noug allons voir gue §(z i Uiéi;A{z), ce qui
établira la proposition. Si u€B(z), il existe x tel que z &V,
et ueW ; on a nécessairement x€U; , sans quoi, d’a‘r‘x‘ﬁm la

définition de W_ , cet ensemble sera;t contenu dans & U” , et pay

b

suite ne contiendrait pas z (fig. ) ; on en conclut qu'on & 8lggj

4

weU! . Si amaintenant vEB(u), il existe y tel que ué€ Js?y et V€W g

on a nécessairement yeEU , sans quol Wy serait contenu dans g U{ ,
et par suite ne contiendgait pas u ; mais alors on a aussi v€U, |
ce gui montre bien que B(z)c:lg'.

%) Pour voir que la structure uniforme des recouvrezents cuverts
finis est compatible avec la topologie de E lorsque E satisfait ayx

axiomes (OIII) et (OV)’ resarquons d'abord gue, pour tout recou-

vrement ouvert i, de E , V}{ (x) est un voisinsze de X ; inverses

ment, soit U un voisinage ouvert quelcongue de x , W un voisinage

7 N s :
ferné de x contenu dans U ; J, (U, b W) est un recouvrement
ouvert fini de E , et ona V. (x) =U , d'ot la proposition.

N4

S
4

N

Enfin, si E est normal, 1la structure uniforme des recouvrelellg

4

ouverts finis le rend précompact : en effet, cuel que soit




6%

B $ep i =

le recouvrement ouvert fini }{ , i1 est formé, var définition,

d'un nombre fini d'ensembles petits cl'ordre'V:K , et le th.4

du é 4 du ch.II s'applique donc.

Exercices. 1) Former un espace topologigue comprenant quatre points,
Arific ! oxi a3 ! gxi :

vérifiant 1'axiome (Oy), mais non lfaxiome (0y77)-

2) 5i un espace topologique vérifie les axiomes (C) et (Oll )

i

il vérifie (0Oy), et 1l'espace complétement régulier associé est
conpact. ‘

3) Soient A et B deux ensembles sans point commun dans un espace
topologique E , tels qu'ils existe deux suites (Vh), (Wh) d'enser-
bles ouverts dans E , Jjouissant des propriétés uivantes : 19 gquel
que soit x€A , il existe un Vn tel que XQEVﬁ et B f%?h:ﬁ . 2° quel
gue soit y€B , il existe un W tel que yel, et 4N ﬁnzgﬁ ]
dontrer qu'il existe deux enseables ouverts sans point comiun,

G et H, tels que AC G et BC H (Définir G comme réunion d'une
suite (%2 d'ensembles ouverts, H coume réunion d'une autre suite
(Hn) d'ensenbles ouverts, ces suites étant définies par récurrence

de sorte que G C Vn o H e

. Z2:0 ~ fl 3
a G W, et G F\Hq-¢ , quels que

soient: petiq J.
4) véduire de l'exerc.? qu'un espace régulier E est aussi normal
dans chacun des deux cas suivants :
a) E est réunion dénombrable d'ensembles coapacts ;
b) 1la topologie de E posséde une base dénombrable.
5) Tout espace normal & base dénombrable K est h méomnorphe & un
sous=espace d'un "cube & une infinité dénombrable de dimensions"

(produit d'une infinité dénombrable d'espaces iderntigues a l'inter-

valle LOF11 de R ), et est par suite métrigable. (Considérer une
- 7




e <
©_/

base dénombrable (An) de la topologie de E , et, pour chaque couple
(m,n) d'indices tel que EhC:hAn , une application X de E dans

7

L0,1] , continue, égale & O dans Eﬁ , & 1 dans gAn'; puis appliguer
l'exercice 2 du §‘?).

6) On dit gu'un espace E est coaplétexent normal si toutl sous-espace

de E est normal. ilontrer gue, pour que E soit completement normal,
il faut et il suffit que; pour tout couple d'ensemble 4,B de E tels
gue _A.Flﬁ =BNZ-= ¢ , i1 existe deux enéembles ouverts sans point
cozaun U et V tels gque AC U et BV .

7) Tout ensemnble totalement ordonné E , muni de 1'une des deux
topologies %:jﬁw - T:SE) (chal,é 1,exerc,}§ est complétenent
normal. (8i A et B sont deux ensembles teis que ANB=BNZE=¢,
et pour tout ye B

définir, pour tout point €4 , un voisinage VX :

un voisinage Wy de sorte que V_N L ¢ , quels que soient xXeA
et yeB ). '
8) Tout ensemble totaleszent ordonné E , muni de la topologie
?go(E), est complétement normal. (On le démnontrera d'abord dans
le cas of E est achevé (ch.I1V, Appendice), en établissant au préa-
lable gue tout ensemble ouvert dans £ est la réunion d'un ensenble
d'intervalles ouverts deux & deux sans point coanup et en utilisant
ce résultat pour préciser la position réciproque de deux ensembles
Aet Btelsqgue ANB=BNA=2¢).
9) idontrer que l'espace compact non métrisable E défini dauns

l'exerc.13 du §2 est complétenent normal (méme uéthode qu's l'exer.7)

(5]
=2

10) On considére la partie E du plan numérique K

e 2

formée des
~

points (x,y) tels que y >0 ; on la munit de la topologie G

définie de la facon suivante : pour tout point (x,y) tel que y > O,
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un systéme fondamental de voisinages est formé des disques fermés %
de centre (x,y) et de rayon r prénunt toutes les valeurs telles
gue O Lr Ly ; vour tout point (x,0), un systime fondarental de

voisinages est lormé des Cisques fermés de centre (x,z) et de rayon

z , z purcourant l'ensemble des nonbres > 0. lontrer que E , muni

de la topologzie ?ﬁ ; est un espace cosnplétement ré. ulier non normal g

dont toul point posséde un voisinage hoadomorphe & un espace méiri-
gue complet. (On ¢tablirs que, si A est l'eusernble des points
(x,0) avec x rationnel, B l'ensesble des points (x,0) avec x
irrationnel, 4 et B sont ferués et Lout voisinage de A rencontre
tout voisihage de B ; pour dérontrer ce dernier point, on utilisera
le fait que B , considéré comme partie de la droite nuaérique R 5
est un cusesnble inépuisable. On zontrera ensuite gu'un voisinage
d'un point (x,0) forzé d'un disgue fermu de centre (x,z) et de
.

rayon z (z>0) est homnéomorphe au sous-cspace du plan nuzéricue R
forné des points (x,y) tels gue x>+ y2 <1 , vy >0 ¢i du poipt
(0,0) ; pour voir gue cet espace peut 8tre muni d'une structure
dzespace métrigue complet, on utilisera l'exerc.10 du § o

11) 3i on munit un espace nornal de sa structure uniforme univer-
selle (§ 1,exerc.1); son espace coaplétd est cncore nornal.

12) Ou dit gu'un recouvrenent (A@) = 9%: d'un espace topologique E

est pouctuelieient fini si un point guelcongue de K n'appartient

qu's un nonbre fini a'eusenbles du recouvresnent. On dit gu'il est

localexnent fini si, pour tout xe€ k& , il existe un voisinage de x

qul ne rencontre cu'un noabre fiui d'eusexbles du recouvrement.

,‘\‘ - . - 3 %
Un recouvrenent & :(B;¢> est dit subordonné au recouvrezent 3%:
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si V@5 G ij (notations du texte), c'est-ii-dire si, pour tout

indice % , il existe un indice % tel que B, C A, . U. espace B
est dit paracompact si, pour tout recouvrerent ouvert :}{ de E ., il

existe un recouvrezent ouvert localement fini @ subordonné & :K :

Tout espace conpact esi évidemanent paracompact.
Aontrer gue :
a) tout sous-espace ferué d'un espace paracompact est paraccapact ;

b) si tout sous-espace ouvert d'un espace paracompact est paracom-

pact, il eu est de zéme d'un sous-espuace guelcongue de cet espace.

15) si (Ab)aél est un recouvremnent ouvert ponctuellement fini d'un
espace normal E , il existe un recouvrerent ouvert (B }& T de E tel
que.§; . A¢, quel que soit t€1 (Extension de la prop.3 ; on consi-
dérera tous les recouvrements ouverts }{ = )&6’1 de E tels que,
pour les indices % d'une partie H':‘)Z de 1. . on =it X&(Z, A , et,
pour les autres indices » ; X = A et 11’% AL ; on ordonnersa

&

l'ensemble de ces recouvrements, en posant Cn QQ si
,ng e H@g et g1 , pour tout re H %ﬁ , les ensembles d'indices

7 sont les mémes dans %{ et (é; ; on nontrera gue cet ensenble

ordonné est inductif, et aprés application au théoréme de Zorn, on

<%

zchévera comme dans la démonstration de la prop.3).

14) Soit (AL)@é:I un recouvrement ouvert localement fini d'un es-

pace normal E . Montrer qu'il existe une famille (¢ ,L 1 d'applica-
tions continues de E dans [0,1] , telle que fb(x)zO en tout point
/
de 8 A et 22 f‘\x) 1 guel que soit X EB
= 1eL i
19) idontrer que la proposition b et son corollaire s'étendent &

tout espace E paracozpact et normsl.
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16) Pour que les parties Vg{ de £ x E , correspondant aux recou-

1

vrements ouverts localesent finis d'un espace topologigue o , cons-

tituent un systlue fondamental d'entourages d'une structure uni-
forae sur B , compatible avec la lopologie de B , il faut et il
suffit cue E soit normal (extension du th. } ; :a8rne aéthode de
dézonstration, en utilisaunt l'exerc. 13).

17) Si E e¢st un espace nornal et paracoapact, montrer que lg
structure uniforze universelle sﬁr E a pour filtre d'entourages
le filtre des voisinages de la diagonale A dans E x B
(utiliser l'exerc. 16).

18} Xdontrer gue tout espace localement conpact dénonbrable &

Liinfing | §2, exerc. 6) est norzal et paracompact. Hun deduire

2

cspace nétricable et possédant une base aénonbravle

e
fd
&
ot
O
<
ﬁ

U

est paracompact (voir exerc. 12 b) et 5 J.

19) iontrer que l'espace localement compact E défini dans
l'exerc.11 du §‘2,.n'est pas paraconpact (si f est une applica-
tion de & dans E telle gue f(x) < X gquel que soit x , on monirera
qu'il existe un point b ek tel gue, pour tout x€k , il existe
¥y > % tel gue £(y) £ b ; on raisonnera par l'absurde en construi-
sant une suite (zn) de peints de E telle que 2y soit le plus petit
point z' de B tel que, pour tout x >z' , on ait f(x) >3z ).
4ontrer gue tout voisinage de la diagonale /A dans E x E contient

<

i
un ensenble de la forme EX,‘ﬁ>f¥ §x¢ —>1 .
. LN :

N A

On considére 1l'espace coapact obtenu en adjoignant & E un plus

grand é€lenent é&n , et en munissant l'ensenble E' ainsi dafini de t
]“ Y01 ~ Y f"? "‘?\ iy o s | 3 1 R \ i fER £ 12!

la topologie € (B!'). dontrer que, dans llespace produit B X ' ,

- = SR 11 s A 2 3 e 3

tout voisinage de l'ensenble fermé [\ renconire toutl volsinage e

i o = S 4 )

l'ensenble fermé E x 3 Y




