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¢ 1. Définition d'ume structure uniforme par des
pseudo-métrigues.

Pour définir une structure uniforme (séparée ou non) sur un
ense’rri*:élle Pondamental donné E, , on peut se proposer de preundrs,
comme filire des entourages ﬁﬁ, sur E;f E ; le filtre engendré
par lf'imege inverse d'un filtre donné *@7 SUT pn snpsemble 3}: 5
par une agpplication f(x,y} convensblement choisis ds E 4 E
dans F -

Comme, dfaprés U-Is, l'intersection des ensenbles de ﬁé ne
doit pes &tre vide, om peut supposer dlemblée gue F est un
espace topologique, et i@’ le filtre des voisinages d'un point @

de cet espace. Les sxiomes des structures uniformes (non séparées)

se traduisent alors dens les propriétés suivantes de f£(x,y) :

els que solent x € E et We T ,ezx)ew.

II. A tout W€ 023 correspond un W'e % tel que, si
f(x,y)eWw , fly,x)eW.

ITI. A tout We¢ K correspond un 1731@ i}ﬁf tel gue, si
f(xgz) €W, et f(z,y)eW, , £x,y)eu.

Si on veut de plus que les sgtructurs upiforme soit gépa-ée |,

£ doit satisfaire & la condition supplémentaire :
. g Ry : ap
IV. 81 x#y,ilexisteun We |5 tol que #(x,7)¢ W .

Nous allons appliquer ce procédé su cas ok F est la demi-

: z : = A 9 E
droite pumérigue positive P , st zjb le filtzre des vo.sinages dg

O sur P ; de plus, nous nous restreindroms aux fonctions £(x,y)




de sorte que la condition 11 est vérifiée ipso facto. Lss conditions
I, 111 et IV deviennent alors respectivement :

3 Guel qus soit x P 'f(xs X) = 0.

II1'. A %tout nombre a > O correspond un nombre b > 0 tel gus,

st f#(x,z)<b et (z,7) < b, f(x,7) < a.
ve, 81 x4y , £(x,y) # 0.

forme f£(x,y) £ ¢ Ef(xgz)gf(zgg}} , o8 o(u,v) est vrs sppli-
cation de Px P dans  , continue et égale & O au pcint (
Hous allons comsidérer plus particuliérement le ces ok [ satis-
feit & 1'inégelité dite du triangle
(1) £lx,y) € o(x,zt £(z,7)
qui renitrs dans le type précédent, et gu'on psut metire scus la
forme éqguivalente
(2)  £G,2)- £7,9) | € )

Le lectgw constatera qﬁ;@ c'est cetie dernidre rroprisdteé
gui joue un rdlse essentiel dans lag acz:f,t@,, et Jueitifie
l'importance accordée sux fonctions qui vérifiert (1) ;
déja, pour les fonctioms vérifiant 1'inégaelité & peine
plus générale

Hx,7) « k %&’(X;Z)*‘ fi%y}j avec k >1
la proposition 1 ci-dessous n'est plus valgble, .’L‘é‘iﬁ%@lité
(2) ntayant plus lieu.

Nous appellerons pgeudo-méirigus sur E une epplicatica £ de

ExE gans P , Bymétrique, telle que fF(x,x) = 0 gusl jue soit x,

ot satigfoisent & 1'inéealité (1).




o 2 ==

&
1l est Tacile de former des psendo-nét igma sur un ensembld
guelconoue ﬁ s £ étant un Ponciion nunérigue difinie
dens E et nen @@xzzgtanea , i1 suffit de prendre

glx,3) = gf(x) -2(y) | [
Ce guil wré@éé@ montirs gue, si
pariies f(t <8) de £ x E (2 1

D

trictensnt positifs) Fforment 1a

définimssent sur

2 2 SN A s o
us générelement, considérons

b
3

(x,7) sur E

sembles




Ainsi :

Proposition 1. La struciure unliorms atiachfe & une famlille de

pseudo-métrigues est lg moing fine do celles gul rendent cesg

pseudo-nétriques uniformément wbinusg dsus Ei.x = .

Liintérét du mods d@ asfinition précédent est gutil permet

dfcbienir Loutes les siructures unifommes. Autrement €it

Théoréme 1. ZEbant donnde une s@za@@aﬁ@ uniforme gueloorgus, il
existe une fomille de poeudo- rigues »e&i gue la sirrcture

sniforme stiachée & coite Ffanills soit identique & 1z siructure

uniforme donnée.

f 5
©
as

4 chaous entouress U on peutb sssocier uns pssuto-métrigus

#(x,y) telle quo
1 guel gue soit 8 >0 , f(t %§@) est un entouress ;

20 3] existe a >0 tel guse f (t<<_ay scit contenu dens U .
S iin SR A & - Y=Y PPN

Cela montrera en eoffet gue la famille des. an@@mulgg_ £(t < &) )

pour =z >0 arbitraire, et £ parcourant la femille @@a gﬁ%@@@»

metrigues associées & chegus entourage &@ la stz ructure vpiforme

w
=2
(@)
(@]
(€)
<
&

@@gnéea est un systéme fondsmsntal d'entourage:
structure.
Pour démortrer la proposition précédents, définissons par

7

3 e 2 7 w7 &
récurrence une suite d'entourages symétrigues (U,) telle qus

= %
g, U , et
)
uﬂ%@ng ”ﬂ guel gue s0it B > 1 .
Posons : glz,y)=0 si (x,7) € U, quel gue soit n ‘
A ey TE P! < : F o~ s, & = % 25 - <
glx,y)=2 si (x,y)e U, pour ignsk , et ;
{ ~ o U |
Lo ) i
|
|
|




g{z,y) est donec

aue

pour toutes les

7 .= X
._J;ﬁ 2

£(x,y) vérifie 1'inégalité du triengle ; d’autre part, o voit
immédistenent gue £ east symétrigue st qus f(xgx>gg L
so0it =%.

on a de plus  £(x,7) g &(%,¥) , et nous sllone monicer gue

(3) Hx,y) > %=g{;23}

ce qui entrafnera la proposition & démontrer : car, gued gue
solc 2 20 ot penl ol zaﬁf<,& 5 &5(@ < a) ocontien-
dra Qé (t = Zmﬁ}y clogt-6-dire lisntouvrsge @ﬁ . ot dlautre
part, nf%t < %J sera contenu dens wéﬁt €1) =1, , deno
dans U.

Pour démeomtrer (3), il suffit d'établir gus, pour tovie suite
de p#l points (2., Zzacu$§zg%@} tolle quo 5,=%, 2 =¥

glx,x)=0 quel que soit x. Nous allons

P(x,y) en posent

6__./;,{‘ e z MC
pHi J

= ==

5

une fonection symétrique, positive et telle que

e une pseido-nétri-

7
P(x,y) = Borne > glzs, 2,,.)
(2,7 é%; E\Bis By4q’
suites finies (2,, 2,,...,2_, ) tellee jue

11 résults
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JEL , (zb‘_ﬁ,,y} € U, done (x,y)
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t entier

ti
(2, 2,

Diautre part, on & évidemment g(zhg zhﬁ}‘é_ A ; 8i k est le plus
e

Lal suite Q(K,y} \<‘; Zeka}
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yolsinege V de ce

et un nombre a > 0

tels gque f( - z} & en tout point =z ¢ @ v
Un en dé8duit le théorims sulvent ¢

Théoréne 4. Pour gu’un espace de Hausdorfs £ soit uniformisable

antil vwérific l'exiome sulvaui :

il 2y -.AU t e't

x@@fK« et ie volsinepe V de X,
1 existe unc fomction b ?<I> contianve sur & , prenant ses
07
T , > - =
Yaleurs dens i@a %% , éple & O ou point x, et & 1 on toul
=5

ezt une pseudo-méirigue et & un nombre > U
dens i V 1a fonction h_ mkx}wliaiag& f{x ,X)) zemplit bien

@5
toutes les conditions énoncées dans 0-V.

3

famille %% de toutes les pseude-métrigues coniinues, 2

sur %Z la structure uniforme sittachés & %} ; 81 x_ est un

- o %‘x 3. 2. (?
pseudo-mnétrigue f(zg?)% %hx (_ % eppertient & U ,
: > ¢ © 3 = =
st on a £(x_ ,x)>1 en tout point de { ¥ , ce gul montre gue
& &

topologie de E: ;
max . Ltaxiome 0-¥ entraine évidemment 0-IV ; nous

rotrouvons sinsi ie fait gue tout espace uniformisseble

est réculier. Mais cetle condition nies




= B =

on peut en effet former des exemples dPespaces ég@liarg_
ne vérifisnt pas 0-V ; en dfautres termez, 0-1V et 0-V
ne sont pes éguivalents.

Nous esppellerons structure uniforme universelle sur £ cslle
que nous Venons de aéfinir ; clost &videmment ls plues {ins de
toutes les structures uniformes compatibles &ﬁac»;a topologie de

E ; de plus, elle jouit de la propridts sulvanie

Proposition 4. La siructure upiforwe universelliec est lg soule

rendent uniformément continue toube spplicatbion continus de [

dans vn espsce uniforme guslcongue.

@'M
&t
o
0,
\t Q‘a
£

3
&
o
b
&
o=
(BE)
3
=
€0
oY)
M

Bn effet, soit § un espace umiforme, &
T

pssudo-nétrigues {v,v) sur & , 6t s0it g une spplication

continue dé F dans F £ (glx), gly)) est, sur £ , une

Do

m
«ﬁ
o
s
cro
m
=
@
(¥

psendo-métrique continuve, dioh résulis immédiater
définitions des siructures uniformes @ £ et [ , qu@ g est
uniformément continve dans | .

Dfautre pert, s8'il existall deux structures uniformes compatl-
bles avec la topologie de £ et possédunt le propriéié de 1'énoncs,
l'gpplication identigue de F  sur lul-nfnme serait uniformément
continue per repport & chgeune dlelles, donc ces structures
geraient identiques.

-

Lorsgue EZ est compact, on reitrouve naturellement ds cetile

maniére la propriété fondamentasle des fonctions continues sur un

espace compect, prenent leurs valeurs deng un espacs unifornme

(ch. 11, § , th. ). Lorsquse § est uniformisable, une anire




8

car O-V ezprimé précisément 1z condition nécessalire ot suffisante
pour gus catte structure soit compatible avec la topologie de
{en. 13,0 , th  J.

De plus, commd {wﬁpig sst compact, B , muni de cette structure
uniforme, est précompact (ch. II, § , th. } ; donc, T , en

-

tont qu'espace topologinue, est hombomorphs & un gous-espace d'un

nact ; nous evons déje démontré la réciprogue de cetie

proposition f{eh. II, ¢ ).

On peut préciser llesvace compact od on "piongs™ un espace uni-

formigeble ; la méthode développés aw ch. II, 9 montre en effet
1 s 3 = & R«

que £ est homéomorphe & une pertic de llespace produit L= |1 S
& 2

1
08 ¢ parcourt un ensemble diimdiees [ égulpotent 24 llecusemble

des b, § , et S @ésigne l'intorvelle | O,t
5’ - -

: = et e e o = e e A T C 5

« { © es% appelé un Tcube & une infinité de dimensions’) ; ainsi:

P ey o e e e e sl S
Propogition 2. ZFour guun sspacs topelogigue goll uniformisable,

gufon connaitra une famille dspplicaiions continues
7 Ne i = F’A % mi* A 3 3 " & 3
X (x) de E sur §,%| tells gue laz fomille des en-
£ : o RS P =
=, 5% -z s T ? ® : e
semhies &}f£t<<j@} {od 8 oparcourt (0,1 Ej forme
une bese de 1z topolosie de |, on pourra prendre

=N & =
2) 8% on munit E d'une structurs uniforme compati-

- 3 3 - o G b T oo penn, oo r.‘g T AV >
ble avec s= topologie, l'espsce uniforme obienu pe sers
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paes en général igomorphe & un sous-espace d'un cube & une
infinité de dimensions, puisquium tel sous-espace est
précompact.

Exercice. Montrer directement, (ss8pn utiliser le théordme
dfAlexandroff) aque tout espace localement compact est uni-
formisable. &1 E est localement compset, la structure
uniforme la moins fine sur | rendant uniformé
toutes les fonctiong réeliles cont '
gehors d'un @@gbact est Cof

o
Y
&S
@
0]
£
£
(s

= 2 3 v
vy‘,‘):\}, ogie 48 = o

Hontrer gu'avec ¢ re uniforne, lgﬁ*ﬁ9€® E:

A
{complété de ﬁzg

obtenu par adionction 4fun

drofl). &% % ‘
igs seuls res de Uauchy non convergents sur & gont
lo filtre dré par les complémentalrss des bles
compacts, ot tous les filtres plus Pins | .

¢ Gl =
¢ 7. Log eospaces normaux.

% s

Lilsxiome 0-V des sgpaces uniformisaebles peut sncor

(4}
k)
&
<)
3
(9
[6)
]

de la naniére suivante : ouels qus soient lleomsenblie Lernd & st le
e "{? & =i 2.2 - = == { o /\‘7

point X & U L , il exigte une spplication continue G | gur 0,0

égalo & © au poldnt x, ot & 1 on toul point de A ; on peut dire

encore gue, dans un espace uniformis > un peoint

ot vn ensgenmble fermé par ume Ionction

lous dirons gufun espece ds Hausdor raguton
peut ¥ séparer de la mbuns manidre deux g gens polnt

- commun , axtrement & ¢




Z1 est clair gue tout espace normal est unif miseble;
mals inversement, on peut définir des espaces unifor-

°

migsbles non normaux {voir
suivent :

. biaxiome U-VI esi éguivalent su
ioz formés sans point commun &

g=vit! | ue soieni les enseml

S o 3

B, cdans £ , il existe doux ensembles ouverte (L , £3° gans
/

point commun tels gus & ) Bc ()

;, 168

e oL -
Q-VI ev%rain U-Vi', car si T est une eppli-
m@&@@aaagag*%‘%dangﬁ

i1l est imuédiat que
tive-

[&mw

sur | 0,1
i
>$2f;) coniiennent respec

cation continue de E?
engenbles ouveris f{@«<:%;§j et
ment 4 et B ot sont sszas o ;
Four démontrer le réeipro
2 lﬁgxi@m@ guivant
Llengemblie formb £ , ¢t 1l'encomd

AR .
arguonsg dfabord gue C=-VI' sst

=

Gue, Tems




U(gk- 1), /ot C b(k% 1) /gn - On définit ainel, pour chague zz.@m’@ife
[ 1 e, BC | U

dyadigue r un ensemble ouvert U, de sorte que ﬂ@ =, BC | U,
2 57 “
et de plue, guels que sclent » st P! dysdigues, s8f o< »f
(1) B Cgp
L EQ
Scit maintenant % un nombre réel leongue ; posons Uy = f:’
. = : - L )
8l t<606, U = Egi t >1 , et cufin U, = T =i
t : & = T
- . , L - L5 b
C<t<i. 84 ter , 0u o bien U, 'EZI Gtaprés {1) ; dtauize pesrt,
iz 7
8l Ot £1 , 11 existe doux nonbres dysdiques T, »! %Lels
- o TF b -; - -’I
gue t<r <2l t? ; comme ytg U, » 02 8, £1)
-c;-; --—,y FT o et -t
5 Q o S S S
© g pt 5
= 2 Al e o S0 o g 4 % = s = 24 5
Soit zlors, pour tout point x £ & , £(x) 1= borne inféricure
es nombres ¢ tels gue x € U_. Un o &vidsmient U =0x) <1
gued que soit x , et £(x)=0 dans & , D(x)=1 dans B ; montrons
enfin gue £{x) est comtinue dans k. : on effel, que

= = = X {.r o % 3
goient x € £ et 2>0 , cne ;z‘igf}af&x}g = & pour tout point
¥ € Ufé:z:) 5 ”G:f(x)ea » €% ce dernier cmgemble est un volsinags

de % .

Nous allozs voir gue, pour les

dans uvn ©sp er peut résoudre par 1l'affirmative le

provliéme général du prolomgoment dlune fomction continue posé

gu ch. I ,

on peul former une Jeo ok
° = o iy =
continuc dens Lout llegspsece = .
S o - 5 , Sm——— | € =
Supposons dﬂabgés L bornéeg, et soit z@@a@@gg.;s -gfiz};g ; Loscus
) 3 3
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On passe de 1l& au cas général en remarguant que f(z)j‘? Jr*‘gf(:x)%
est une fonction continue bormée ; si h(x) est son prol@zzé@m@nt
continn & |, h(x)j%%h(x)g sera un prolongement continu de
£(x). C.Q.F.D.
Remargues. 1) Le théoréme 2 s'étend immédiatement aux fonctions
prenant leurs valeurs dans un prodult de droites numériques ; il
suffit de l?appliquer aux fonctions cc@rdozméééo

2) Ltaxiome O-VI &tant évidemment un cas particulier du théors-
-me 2 (car la fonction égale &4 O sur A , 8 1 sur B , est continue

dans A \JB lorsqus & et B solit des onsembles Fermés sans point

commun}, on voit gque 0-VI et le théoréme 2 sont &guivalents ; on

peut emcore dire que, pour gue le prolopgement continu & tout

1'espace E d'upe fonction numérigus continue sur un ensemble fermé

soit possible, il faut et il suffit que L soit pormsl.
Le forme 0-VI" de l'axiome des espaces mormsux entrains la
proposition suivante :

Proposition 1. De tout recouvrement ouvert fini (4;), <ien

/‘

? " :
d'un eEpace normel [, on peut ep déduire um sutre (Bif§<§,\§@

tel gus B, C 4, gzel gue eoit 1'indice i.
11 suffit de monivrer gu'cn psub wmnlae@v ui guelcongue des A; ,

par exemple Alé , Dar un emnsemble ouvert® Bﬁ tel qgus E Q_ &i , et

que B et les A (2 n} forment un I@@@um@m@nt de & .
,‘7

W
pa}: hypothése
n

@rg._s:s, on pose C, = V L C, est ouvaz‘u? et on
= - 8
s A Q G : donc il exés’ge un ensembie @mfaz‘t V, tel que @A@ e V)% s

7y : = 2
J

V)
< ¢ i 37 = . :{L r §
et V‘%C_ Gy - Si on pose B, = U‘Jﬁ ome BC[V,C4 , et

B"i v C,= E , ce qui dém@ntra la proposition.
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& Hous diroms qulume farzille finie {A } de Ponchions |
s = gg \gﬁ
= 5 & % Fraaad = z =
nunérigues positives sur un espace . fomme u%g partition continue
- L o - < o e
de l'unité si les f; sont continues, ot Bi AZ ~ f,(z) = 1 quel
=
que scit x £ E . On déduit alors de ls proposition 1 et de la
forme O-VI de l'axiome des sspaces NOIMEUX Que
Proposition 2. A tout recouvremsant cuvert fini
d'un @sna@aAg@rmal £, on peut Paire correspondre |
continue @@ linnité (£, ), telle gus f£,(
- point de iﬁ o1 uel gus soit 1'ipndice i.
Formons dfabord, en appliguant la prop. 1, un recouvremsnt
ouvert fini (B.) ‘ tel gue B, A, guel gue soit i ;
7 lﬂgi{gﬁ Z i«— l" e 7
dfapres 9-VI, il existe pour chague indiee 1, une fonction aumeri-
En effet, soit A un ensemble formé dens un espace compact F
et V un onsemble ouvert coantemant A . Comme [ est régulier,pour
tout point z £ & on pesut trouver un voisinage ouvert RT de x
tel gue
. vrement
o points
= }i"é“"ﬁ
7=




B e e

W

Bxercices. 1) Montrer gque tout espace réunion dune infinité

dénombrable d'ensembles compacts est normeal.

£ .
| Cu peut per conire former ¢es especes localement compsects
msis non normspx ; uk tel exemple montre susel gulun sous-

espece d'un espace normel nfest pes nécesseirenent nommel
7 %32 Pt s s Gg :

{voir Tychonoff, Zsth. Lun. €. 102, 3. 592}% :

2} Démontrer ls propositicn % en utilisant la forme € de

llaxiome Cos ezpeces CORpaeLE.

3) 81 E est un espsce régulier, & un ensewble feimé dan
2
E , B un ensexble compect dans | tel que AMB=
=2

%
montrer gulon peut tzouver deux susembles ouverts sans
point commuon ¥V , W tels gue ALV , B L W .

. £ b ol T
o (t <8}, & psrcoursnt
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positif guelcongue}. Inversement, elle est

uffisante : on peut en

effet supposer, en procédant par récurrence
brable Q“ ) du Filtre ‘iﬁ@ des ent
solent symélriques et vérifient la relstion
goil n. &1 on céfinit alors,

une pseudo-métriguse

£
tration du th. 1 du 9 1, cette pseudo-métrigue définira la

structure uniforme.

Corollelire. Une s

; que la bage dénom-

i~ . P 2> 3 i o
1tovrages est telle gue les U

614% <G, gquel gue

brable de pseudo-mé

arbitreires).

Unie méms
des psoudo-nébriqusg 4irf4
£(=,y), 2(x,7) définissent la méme struciurs

t i1 auifit guﬁﬂ toul nombre g >U corres

er O

&h

0

(

sit g(x,yj< a ; on dit alors
égulvalienteg.
il ewn sers ginegl
g(x,7)= o{2£(x,7))
et pogitive pour
0 L&nae au point

que 9{viv) < o(u)t o(v) guels

tel gque, pour tout couple (x,y) tel gue gz

ponde un nonbre b >0

,¥)<0b , on sit

x,7) < @ , et que, pour tout couple (x,y) tel gue £(x,7) — b ,on

gue £ et g sont deux pseudo-mét riQues

gus goient u et 7




< ©
Henarguons snfin gus, si 0 (x,7} est vne pseudo-nét
b~ £ coan a AL
structure mét

sant une
&

ture vaiforme séps
guivalence

on 4t

gtruc
. 7
quotient EZ/=§’3 ob

¢
8

58 5
2o

cette structure est aussi néiri

T
5
;

et

(xX,¥7) définie sur chague couple (X,

?@ e

@

la pseudo-métrigue ¢
points de E f Q par la condition 3(2,?)2
appartisunent respectivemsnt
respondant & X et ¥ (définition gui e bien un sens, csr elle ne
dépend pas des points x st y choisis dans ces classes d'éguiva-
lence, comme il résults de 1'inégalité du triangle).
Un espace uwniforme © est dit espsce uniforme
iforme est peparés st metrissble;
a donc

métrigables.

13
4

nétrisable lorsgue sa siructure un
trigue

8

uio-1m

e
Cie.
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Exercice.

Montrer que tout espace wvniforme est iscmor-

phe & un sous-espace d'un produit d'espaces uniformes

nétrisables.

Lﬁi la structure uniforme de l'espace E_

est d8finle par des pseudo-métriguss £ (x,y) , on
considérers pour chagus ¢ , li'espacs uniforme méirisabls
Eiﬁ} défini par lz pseudo-meétrigus (z,7) sur 1'en-

z

&>

da
on

ie pro . i .
continue dsus les deux sens. |
1T ey 7 2 e = Siee o 3 T} 3 ool s
Un sspece topologicue = est dit sspsce métriseble lorsgutil
est possible de le munir d'une structure uniforme compatible avec

gs topologle, et guil su Fait ur sgpacs uvniforme mbéirigable ; il
Qeu& ﬂ&t&f%ll%ﬁfﬂt sxister pius dbune givucture uniforme syent
cetbe propristé (voir ch. i, ¥ 5 , ob los structures uniiormes
dounées en exemple sont évidemment méirisadles).
Cn 12 connaii pas de condition topologique simple (de
forms zmalogus & U-VI', par exemple} nécessaire et suf-

fisante pour gulun espace topulogicus dormé soll métri-
sable ; nous rvevenons plue loin sur csltve gquestiion.
Pour vérifier gulume métrique 0O (x,y) donnée est compa-

tructure topologigue d'un espsce
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Distance de deoux ensembles. Diamdire. Leeg notions gue nous introdui-

A

Ensembles bornés. EBphéres. sons meintensnt sont relatives & une

S

métrigue déterminée (zx,y) sur un espace

uniforme métriseble £ : elles ne sont pas définies uniguement

==

par is domnéde de las structurs uniforme (métrisable) de & .

£ et B &tant deux parties quelcongues de ¢, on appelile

S

ey

' i &
distance des ensembles A ot B le nombre ¢ {A,B)= Borne o (zx,y) ;

en particulier, ls distance d'un point x & un ensemble 4 ast le

S g - S

nombre ¢o{x,4) = Borne ¢ (z,y) ; on a done ¢{4,B)= ﬁ@?ﬁ*ﬁ% d(z,B).
¥ @Z x* ca

- : . : ° he &
roposition 1. Pour que x ¢ X , il fout et il euffit gue J (%,
En effet le relation

i

&

A\

0 (x,£)=0 exprims qu'il existe des points

£

de & arbitrairement volsing de x , clest-a-dire gque x £ 4 .

b

i
b5 J
@
o
L ®)
s

Zolient maintenant x,y, deux poinis guslconques ; gus

€ >0 , 11 oxiste un point 2z ¢ & tel qus

{‘%
o(y,3) < S{ygﬁ,s,}-%@a , Aok 2{(x,z) =
S

o

< oz, 70 O (7,Aye ; a fortioti O (x,A

méme lfenzenble des poinis

ensenble fermé contenaunt & .
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.Le proposition 1 ne s'étend pas su cas do deux ensembleg guel-

& == .
conques : on peut avoir J(A,B)=0 , et ANE = ﬁ .

Bxemple. 11 suffit de comsidérer, sur ls droite numérigue
&
R , les engembles fermés formés des deux sultes (n)

et (ot %f n) (s 2 )
Deux ensembles fermés sans point commun peuvent donc avoir uune
distance nulle ; masis ils peuvent toujours 8tre sépexés par des
engembles ouverts sang voine comn

Praggsiti@ﬁ 5. Tout espacec métrisabls eslt normal,

S@ss& ce gui résulte de le proposition plus préclise sulvante ¢

Q—Q B & 3 w.‘J.’f’,; {l & éa.,}: :‘&

 Propogition 4. Si doux cnsembles A et B sont tels que ANMB=BMNA=Y
on peul irouver des ensembles ouverts sang point commun ¥, W ,
telgue AC V, B (C # .
il suffit ds prendre pour ngembl points od
¢ & & N
% % s P S e - L‘u % :\«.:1‘ s 2} & z ®
o (x,4)- M&BJ< O , et pour W celui ot ¢(zx,4)- 0(%,B) >0 ;
ce sont des eunsembles guveris digpre pron. 2 , L, dfaprés lg
= 5 A ; - ‘g‘; ; A
prop. 41, en tout point de & , O ¥ ¢{x,B) > 0 , done
L V¥V , et on voit de méme
On rencontrs zinsl fort imporienie
d'espaces normaux, éa des szpeces
compacte ( o 3J; cs sgpeces

normauvx gui ne sont
{voir

On sppelle disndtre d'urn onsenble £ 1o nombd . J=Borne
X & b
oz sf{.—
un ensemble est diti borné si son diasmdtre est fiui ; llespscs tout




r ctent un nombrs strictement posi tif, on appelle sphére

ouverte de centre x et de rayon T {toujours pour une méirigue

déterminée S{XJ}) l'engemble des points y tels que 5(@3)«{, T;

gphdre feymée de centre x et rayon r l'snsemble des points ¥

,{} P oan® ¢
tels que v (x,y) <« 7 ; périsphbire de cenire xz et de rayon r

Liecnsenmble des points y tels gue 5 {x,y)=r .

i'esp
nmméfiqa@ < lorsgulon y pr@n@ T@sp@@tiﬁ@?eﬂi les
métriques

Lot
e
N
"'~‘J
Ve
i
s
ucz;\-;:{”“’
@3‘3
Se
SEPIATAT

o
fe
IR
&4
1]
et
Dot
{#
radh M
a7 e S g
(}1
o)

< oz il Pb
S ) 2 .
g \x,y) = & |x -7 }°
i % ?ﬁ—.«?‘; ‘gf ;@‘
2) iontrer gue dans un ebpace MméLT

les périsphéres relalives & une mét
sont pas vides.

7 < 3 > i 4 b 2 = = bR R i -
Ll résulte de 1s conitinuits de ¢ {X,¥/ cus los sphérss ouvertes

27 e o AR e S e e ails Pl S Y e
sont des ensembles ocuverts, les sphdres fermées et les périsphd-

3 P o Bp, s £ TR T e ot Tioo oo Jatoent ohiles o
8 des ensembles Perméa. linis 11 ne faub pas se laisser sbuser

y

3 T K o i RO B P o R e e .,\ S 4
par la terminologie adopitds, et croire que, dens un espese mélri-

by

sable queleongue
propriétés topologiques ou métriques gue daens les espaces
nunériques

srence d'uns sphére cuverie peut éire

stinete de la sphérs Termés ¢e méas rayon, que la fron-
tiére d'upe sphdrs fermée pout &itre distincie de la péris-
phére de w8me rvayon, qufune sphére peut n'dire pas
connexe, gue son diamdirs psut féricur av double
de son rayom. Un Lrouvera des de toutes ces
singulsrités (et d'sutres ngularités analogues) dans
ia thése de I, Blane (Annsles de lilcols Normels, 1938,
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nploi des suites dénombrgbles. Proposition 5. Dans un sspace métzigablag 5

s

tout point posséde un systéme fondamental dépombrable de voisi-

nages.

Les sphdres de centrs x et de rayon ifm (n=1,2,...) forment
en effet un systéme fondsmental de voiginages de x .
Cette proposition est & llorigine du rdle que jouent les

suites dénombrables de points dans les sspaces méitrisables

dans beaucoup de guestions, leur emploi peut se substitusr 2

celui des filtres. Zn effet, tout filtre convergent cet s2lors

plus fip gu'un filire convergent & base dénombrsble (2 savoir

le filtre des volsinages de son point limite) ; comme 4'autre
part, tout filtre & base dénombreble sst le flltre interssction

~

des Piltres 6lémentairss (clest-&-dire associbs & une suite dénom-

brable, voir ch, I, $ 5) pilus fins gus lui, on pout considérer
] : s 2 =

gufcon connaitra l'lensemble des filtres convergents sur an sspace

méirisable, lorsqu'on connafitra llensemnble des suites dénombrables

convergzentes.

Bien entendu, il n'en est pas de méme pour un espacs ch

la proposition 5 nlest pas vraie, et clest ce qui expligua
pourquoi la notion de sulte dénombrable gst tout & fait
&ﬁadap?é@ & 1lfétude deos espaces topologigues généraux.

On peut former en particulier des espaces topoliogiques

o®, en chague péintg itinterseciion dfune famille dwneﬂbraf
ble de voisineges sst encors um voisinags : daus un tel

e

dilau

[0}

espace, il n'y a pa
les sultes dont tous les termes sont égaux a

1'un dtentre eux.
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Aux propositions démontrées au ch. I { § 6) sur les filtres cor-
respondent alors pour les suites dans un espsce méirisable EZ
les propositions suivantes :

Proposition 6. Pour gu'un point soit adhérent 4 un engemble & , .

il faut et 11 suffit qu'il existe une suite dénombrable de points

de & gul comverge vers ce point.

w
b
)
=

Proposition 7. Pour gu'un point p soit valeur dfadhére

suite (xn) , i1 faut et il suffit gu'on puisse exbraire de cette

suite uvne suite partisllie guli converge vers D.

Nous laissons au lecteur la démonstration de ces dsux proposi-
tions qui peut se faire, soit directement, soit en appliquant les

propositions générales sur les filtres (ch. I, ¢6) et les remar-
=] § <5

o)
O
ks
E:‘g
€
€D
()
{43]

gues gui précédent. Seule, la pnécessité des condition
dans ces deux propositions est d'ailleurs spéciale aux espaces
métrisables (plus géméralement, & ceux ot 1a proposition 5 est
vraie) ; elles sont guffisantes dans tout espece topologigue.
On a de méme les propositions suivantes, relatives aux fonctions
définies ot pr@nént leurs valeurs dans des espaces nétrisables :

Proposition 8. F et [’ étent deux espaces métrisables, A une

partie ds E , x5 gg*p@imt de & , f une fonction définie dans 4 ,

& valeurs dans [/ :

49 Pour gu'un point D & Ej s0it wvaleur d'azdhérence de T au

psint X, relativement 8 & , i1 faut ot il suffit gulil existe une

suite (xn} de points de A , gul comverge vers x, , et soit telle

qus_la suite (f(xn}) converge vers P.

2° Pour gu'un point p soit limite de f au point Z; s relative-

ment & A ., il Paut et il suffit gue, pour toute suite (x ) de

points de & gui converge vVers x,

, ia sulte (?(zﬁ)g converge vers P.
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I

7

1° La condition est suffisante lorsgus EZ et | sont des espaces
V fr 77

topologiques guelccnques. Elle sst nécessaire, car, si j J est
la trace sur A du filtre des voisinages de x o? et }igi lg filtre

des voisnages de p , les filtres jES et ‘Egj ont @hacun une base
dénombreble, doné, sfil existe un fiitr@ plus fin que LJ et gue
le filtre engendré par f(”%zé% ) , on peut trouver un filtre élé-
mentaire qul soit asussi plus fin gue ces deux filtres.

7

2° Lo condition est nécessaire lorsgue E; et 'hf gont des espaces
quelcongues. Elle est suffisante dés gque | ost métrisabis (B’
étant qaslcenque) car le filtre engendré par £ ﬂhﬂ ) est le
filtre interssction des filtres associés eux suites (f(xﬁﬁ imsges

des suites <Xn) de points de A qgul convergent vers Eq-

Oscillation dune fonction. La proposition & donne en particulie:

critere de continuité d'une fonction en un point. On en & un auirs
pour les fonctions défimniss dans un espacse guelcongue E: , et
prenent leurs valeurs dans un espace métrisabls E:f , en introdui-
sant la notion d'osecillation, par laquelle on mesure en guelque
sorte la discontinuité d'une fonction en un point.

Soit §(;§?’gz) une distance métrisent £ ; A étent une partie

de B , on appelle oscillation dans A (relative & & } d'une

fonction £ , définie dans E_ , & valeurs dems [/ , le dismdtre

(relatif a % ) de l'ensemble £(4) ; x, 6tant un peint guslcongue

a,

de F , on appelle oscillation de £ eu point x, (relative & §~ )

ok
cous

f"‘!"
fled
L)
M
«
Q
fe
(93]
bods
i

le nombre @{x@;f3;B@rne d{#{(V)) lorsque V parcourt

nages de X, -

Propositicn 9. Pour gu'une foncti

2o

on soli contipue ez un point, il

s

faul et il suffit que son oscillstion en ce point goit nulls.




métrisebles complets. Il guffit de se reporfer & ls ;@mgastra~

27
En effet, dire que l'oscillation de £ au point %, est nulle

éguivaut & dire gu'il existe un emsemble f£(V) contenu dans

une sphdre srbitrairement petite de centre f{X@}a

tion du théordme de complétion des espaces uniformes (ch. II,

N

, th. ) pour constater gus ei le filtre des entoursges

dtun espace uniforme E_ 2 une base dénombrable, il pg est de

B ; ) £ : 7 wm s g P S e B i v e o S —»-;. 3
tance a;gxgg} - est nétrisé per le prolopgement continu de

d(x,7) a @, x E . BEn effet, ce prolongezent est possible

puisgue } {x,y) o=t vniformément continue dans L » £ ; 1a
2 - L A b g

< z ‘.\ xR 2 = e 2 A2 el
fonetion prolongsde o (x,v) est éviderment positive, syné
& be & 5 &

ot satisfait & 1'inédgalité du -

montrer gue clest uns distance né

o1
T

(prop. 6) cue tout point de

deux gultes de Cauchy

respectivenent vers %

leg filtres de Cauchy

dguivalents contrairen

Py
2 b
gue, 81 4 (z,7) < =&

2

certaine veleur de 1 et gutin

partir dtune certaine valeur 4

concint 1fganres 1s ¢

Cone S L apled Lg CelliIii oigll
8- £
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D'aprés ce quion a vu ci-dessus pour les filires comvergenis,
on voit en se plagant dans l'espace complété que tout filtre de
Cauchy sur un espace uniforme métrissble est plus fin gufun filtre
de Cauchy & bese dénombreble, et gue toutl filtre ds Czuchy & bess
dénombrable est moins fin gufun filtre associé & une guits do |

Cauchy. On en ééduit que

Proposition 10. Pour gufun espace vniforme métricable soit complet

3.

il faut et 11 suffit gue btovte suite de Cauvuchy solit conversontie.

Pour abréger, mous sppellerons espace métrigus complel tout

espace uniforme métrissble complet.
La propriété suivanie rapproche css espaces des espacgs compacls

= o g2 s s : 2~ B e > e Seee s D
Proposition 41 {lemve do Baire). Dans up espace métrigus cemplst,

l'intergection dune suile dénombrable décroissante {EB} dfengem-

bles fermés non wides, dount le diametrs tend vers & , se compose

d'un geunl point.

En effet, une ielle suite engendre un filire de Cauchy, dont le
peint limite est le gssul point sdhérenti, done sppertient & Lous

les engembles de la suits.

Bemzrous. Lorsque le diamétre de ?ﬂ ne tend pas vers O ,
1'intersection des ¥, peut Eire vide, comme le monire,
o 2B

sur la droite numérique, l'exemple des ensembles

=

5 <
E.o=in,+ oo ).

4]
En général, dons un espace topologigue queleongue E_  , on dit

A

gu'un engeomble A est partout neoo dense, ou encors &pars, Lorsgae

n
D
n
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‘w.
3
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e
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entrement dit, 1'intsrseckion de |, & et d'un ensemble ouvert non

vide guelcongue conilent un cnsemble ouvert zon wvide. La réunion

dlune famille dénombrabls d'engembles &pars est sppelée susemble

de 1°5%° ootégorie {de Baire} ; tout smseubls gui nfest pas de

1°%° catégorie ost dit de I1° cebéporie. Tout enmsemble Ffermé de

ient un ensemble ouvert non vide, car sinon

1l'intersection du compléuentaire dlun tel susemble A avec un ensem-
ble ouvert non vide guslconque serait un ensemble ouvert non vide,
gt A serait 4pars.

Théoréne 2 {(Baire). Dans un espsce m

mentaire d'un ensembls de 1%° catésoris

21 suffit de le démontrer pour ls ré

trable {Aﬁ} ¢fengenbles épers foermés. Soit alors Sﬁ une sphere
2. : - i
oUYerte Qusiconqgus ; Q% ' {zﬁﬁ contient 1l'adhérence E% d'ups
L9/ 4 22 =S
gpihcre ouverte C, de dlamdire < 1/2 s & f*% =, contient 1'edhé-
rence d'upe gphére ouverie 7§ e diamétre fé;@;; ; en procédant
ainsi par réeurrence, on 4éisimine wne suitse {EL} de sphéerss

== f[ 4 = = =2 ; e
gue *ﬁf@<m =4 , Appliguent l¢ lemmwe de Baire, on woit gulil
n = -
existe un polnt commun & tous les 6 et nlappariensnt & aucun des
' i
Aﬁ s ©2 gul dérontre le théorime.

T ) S s © S e B > SO SR b
SHSeNoLles QUVerts DaYL0UL Conses €8t un enzemble

partout denss.
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Remargucs. Il résulte du théoreéms de Balre cus, dens un
£€L2T0USE : 8

ouvert (en perticulier

brable, il existe au moins un ¢e ses points gui ne forme pas
un engemble épars, clest-a-dire qui est isolé. In sppliquant
cette remargue sux ensembles fermés d'un espace métrigue

complet, om voit gu'un enserble fermé dénombreble dzns un

o)
@h
(2]
Q

isol

s

E’e

i

Lt contient Loujours des points

egpece métrigue compls
Cetle dernlere propriéié est dome ums condition ndcsssaire

pour gufun sspace topologicue puisse 8ire muni d'une struc-

ture d'espace métrigus complet (compatible avee sa topologie).

Fer oxemple, la droite rat i@naa7la ne peul receveir uns islle

struciurs (per @@Piﬂgg o peut montrer gulells peut Bire

% z ° o ; s
munie dtuune structure @ﬁi&@“@@ aon métrisable d'sspece complet,

métrigebles compsets. e critére de compaocité des sepaces uniformes

s'énonce de la meniére suivante pour les copaces métrisebles ¢
2our gu'un sgpace uniforme wétrissbls F  soi% comuact, 11 feut et

il suffit gu'il soll complet 8t gus, pour tout & > ¢ , il existe

un reccuvrement fini de |- dont tous les ensembles sient un dia-

|
r

3i dems cet Snoneé on supprime 1l'hypothése que = es% complet,
on obtient la condiiion nécessalrs ot suffisante pour gue . soit
précompact ; on en déduit aussi dss criilrez aualogues pour guiun

sous-ensemble diun sspace uvniforme wméiriseble sgoit compect ou rela-

tivement compact.




Il eon résulte en particulier gue tout ensemble relative-
ment compact est bormé, guelle gue solt lg distance
métrisant © m@ia 11 feut bien se garder d'identifier

en gbnéral, pour vne méirigue déterminée, les ensembles
bornés et les ensembles relsitivement compacts.

Toug ceg critéres supposent comnue la structurs métrisable de EZ,;
gig 1l existe gussi pour les espaces métrisables un critere de
compacité purement topologigue gui leur est particulier

Do Ll : B e
Proposition 1e. Four guun esvace metrisable ¢ g0il compact

fout ev 11 suffit gus toule sulte dénombrsbls de points de

vns ¥aslsur dfsihérence.

Vi 32

Il résulte en e¢ffet de QE%Xé@ﬁ. € que la condition o8y nécessai-

re ; pour volir gu'elle est suflisanle, supposons L.
20C

o (x,y) , et non compsct ; il exziste alorg un (>0

s Es - A
tel ow¥il n'v sit sucun recouvrement Ffinl de b dont les susenmbles

£

o LY :
e P L G a2 s : g o s nte = 2 - % :
vne sulie infinie (x ) ds nolpnits ge . teile gus ¢ (ﬂffiﬁﬁ = @

B! = e ol
SUASY, L TS G T 3 2 53 A = A PR
puele gue soicnt les indicee i et J ; or ume tells guite e psut
= 3 e Syl S R an s . =iy
gvolir de valeur d'edhdérence, puiegus ftounte sphers de rayon =I &j<

cité) montre gue

Proposition 1%. Four gulume partie A d'un espece wéirisebls b goit

TR L e B R SR i oy S | W ieney
VI Sngeninle Toloviveleny COnpetu, 1L XZ2U0 B8U AL

o 2 S R - Sl R R ) g T T P : e
Corollalire. Usns un cegpace métrisable, ltencenble deos points
Y030 4800, MBI L

une suite convergente est relziivemeni compact.
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En effet, sl A est l'ensemble des poimts d'ume sulte qui converge
vers un point p , p est valeur d'adhérence de toute sulte de points
de & contenant ﬁne infinité de points distinets, et par aillsurs
une suite gui ne coniient gu'un nombre f£ini de points distinectis
adﬁet toujours l'un de ses points comme valeur d'adhdérence.

Bemargue. D'aeprés la propositiom 7, on pewt, dans les
énoncés des prop. 12 et 13, remplager la condition "que toute

suite dénombrable de points (resp. de points de L) ait une

valeur d'sdhérence® pesr la condition égquivalente T%gue de
toute sulte dénombrable de points (resp. ds points de L) on
puisse extraire une suite paritielle convergents”

Des propriéids des fonctions numérigues continuss sur un compach

e o S Ry Lot e ceiora 20 O e o o8 £
(ch, IV, $ ) on déduit les ér@prﬁatég suivantes :
f“f
Proposition 14. | étaut un espsce mélrigé par une digbance o (x,¥)
& _une paitic guslconque de Ezsg £ pn enseunble compact dans kB,
° 2 G = = AL '-- {? /4 ) ?‘; il
il exlste uvw point = € F itel gue o (x,4) = af(ggﬁﬁv
- . ' Q -
Ll sufrit de remarqguer gue O (x,4) est continue dans F , 8% ¥

atteint donc ss borme inféricure.

Corolleire. Si A est fermé ot sans D@iﬁb commun avec ¥ , o (2,A)>0

Dol o o Lot o - o
Provegition 15. ¥ &tent un onsemble compect ¢sus vn espacs F
53
z % o

métrisé per une distence o (x,y) , 11 existe deux points X,y ,

¥\

£33

de F tels qus ¢ (x,7) = 4(#).

R 2l e ey B £ el - A T R e Y
Heme raisonmement pour la fopetion o (x,y) continue sur le

proeduit F x F .




Condition de métrisabilité Théordme 3 (Urysohn). Pour gu'un espace '
d'un espace compact. compact soit métricable, il faut et il suffit

gu’il it une base dénombrable.

La condition est nécesgaire ; car, pour chaque valeur de n, on

peut recouvrir un espace compact métrisable par um nombre fini
di'ensembles cuverts de diasmétre < 1{22 , et la famille de tous
ces ensembles constitue bien une base dénombrable de . .

Le condition est suffisents : car, si, dans £ , © , () est
un eusenble ouvert contenant la dlsgonsle 'Eg , 11 exisig, pour
chague point de A , bn ensenbls A de la bass dénoubrabls de E:

tel gue A x & contienne ce point et soil contenu dans M.

w2 o
0
e

on recouvre I\ par un nombre Ffini de ces ensembles A x A , leur

réunion est un ensemble ouvert contensnt £\ et contenu dans (L .
L1l en zésulte que le filtre engendré per les ensembles ouverts de
E x E qui contiennent £\ a une base dénombreble ; or, clest

le filtre des entourages de la structure umnifl orme de EZ {ch. 11,

2, th ), donc on peut appliquer le th. 1, et E est
nétrisaeble.

On déduit de ce théoréme lz proposition sulvante ¢

51 £ est une zpoplicetion continue d'un espace
compact e% métriseble T dane un espsee de Hausdorff €& , £2( B}

est un sous-espace compacht ot métriseble de F 7 .

o S S ATE o (ot N 3 . g A = L e iyt
Un peut se borner aucas ot 2 E ) = F  : op sait zlors que




-5 ,
: T
* invariant par cette relatiom dféguivalence. Soit 4h) uns bese
f;,/
dénombrable de [ ; & chegue ensemble A € ﬁ}g; s feisong cor-
respondre l'ensemble Af des points éguivalents gux poinis de A
par la relation f£(x) = f(y) ; c'est un ensemble ouvert invarient
par cetite relation dfégquivalence. Di'suizre part, si () est un
ensemble ouvert de E: inveriont par cetite relstion, tout point
.

y =4 Y
X g,fl gppertient & un ens @L A & JJ contenu dsns g,

donc on & aussi X €A, C §E, . o 14 gue ls femille

des images par £ des ensembles bLp 8L Une bese de 1z topologie
6‘; £ 2 g <143 A il 2 Nl . 20 S e
de | ; comme cette Ffamille est dénombreble, 1z th. % nmontre
g 9 8 <

=/ s
gue |t est nétrisabls.

Leg conditions générsles dg Lg théoréme 1 donne uvne condition néces-
métrisabilité. saire et suffisante pour gu'un sspoce
sniforme solt métrisable ; mﬁié pour gu'on puisss
L'appliguer pour se vgia 8i UL S8Pace topologigue wniformisavle

donné est métrisable, il faudrait comnaftre toutes les structurss

uniformes @ng&tibl@g avec sz topologis, d@ny oL pPeut munir cet

espace. Il esi Gonc ddsirable dlgveir des critéres de méitrissbi-
té

1ité portanl uniguemeni sur des propriéilés de lz strueture topo-

logigue de l'espace.

=

Novs avons remconiré deux comditions nécesssires pour gulum

L3S L 0 2 @x i p e
egpace goit métriseble ¢ 1~ il doit 8tre nomal. 2% checun de
. L7




Le %héorime 3 fournit d'sutre part des conditions suffisantes

pour gufun espace vwaiformigable soit métricgble, & sevoir gu'il soit

compact et possdde une base dénombrable. Meais il cst remarguable

que le premidre de ces conditions soit superflue, autrement dit

Proposition 17. Toub egpace uniformisable gul posséde ume bass

dénumbrable est

meétric

Nous démontrerons cette proposition sn deux ébapes.

40 Tout cspace normal = poesédeut une bese dénombrable

P

métriseble (Urysohn).

Soit (4 ) 1o base de [

g

&}

pour chegue couple (m

Y o
NoE e
,0) diis

lication A

tel gue A C 4, , formons

ggols & €

&0

wr A, 81 il suffit ds

> une bage Us

Pamille des enssnmbles

3

régulters aiors Ge

la prop.

1z bese contenv desns V et con

exigte vn volsinege W ds x, tel

-1

ensemble A de ls base contenant X,

zﬁgit < 1) est un voisinage de z_ contenu dans ¥,

e
3

i

Tout espace régulier

posséient une base
Houe allons monirey
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et ‘?ﬁﬁﬁ = ¢ quel que soit n ; do mBme, on peul on exirsire une

o
%u{,

femille (W ) telle que B U W,oet W, Nna=d

S

guel gue soit n.
Définissons maintenant par fécu.rmnce éeu:x wﬁglas dfensembles

cuverts {G 3y (E } de lg fagon suivante
H = f’s i@ , et en générel G =7V 0

]

g % ﬂfﬁwﬂ?@\s@zxgdmf; G ¢

U 2
soit m. Posons maintensnt & u &
b=

G M H , il existerait deux indices p, g tels que G (1 H, 28 .
; o

Or, si P<Lg,one q
G, NH = éiv* 7~ { mgj@)} 6 Ny ?,‘;pg ¢; et,81 p >0
G@E{mﬁm(ﬂ f‘( :i g =

@nm@na @n&a que A CGet BC

& g Tﬁﬁ & i ﬁ’n guel gue sodt u, donc, comme il existe un

indice p tel gue x & ?p on & augsl 2 €6 ¢ G ; on m@;s;ﬁ;zv:@ de

la valieur & ; la proposition

nécogsaire ¢t guifisants pour gu'un cspace soit métrisables,

vérifier gulun espace métrisablec posséde une base dénombrabls
Dy -3 45 Dy 17 s ~an L4773 =nl] =
Lropogition i8. Four gu'un espage meirisable |
base dénombreble, il faut ef il suffit gu'll existic une pasriie

]

de E dénombrasble et partout dense.




&

- 2% =

La condition est nécessaire pour tout espace topologigue :

car si on premd un point Xn dang chacun des ensembles &? de la
>3 5
base dérnombrsble, llensemble des points x est partout denss.
Réciproguement, si E est métriseble, la condition est suf-

o

figante : 4 étant un cnsemble dénombrgble partout denss, consi-

dérons le famille dénombreble ‘ﬁg des sphéres ouvertes de

centre un point de & et de rayon ﬁjﬁ (n =12 ) oot

s

= :
vn point guelcongue de ©. , & uns sphére ouverie de cenire x
de rgyon r ; par hypothése, il ex st@ un point y ¢ A dans

la sphére cuverte de cenire x ot de rayon 1/2n , n étant choisi

La seconde partic Ge la proposition est imsxacte

céniral pour

=

r leg ospaces non métrisa@les g

"I:w
o
o

(0}
@ -
et}
(@)
cm
f’
£

on Tsut domner des eXx @pl@g dle
o4 il existe uue paritie dénombreble paritout

< e o S - =
dengse, mais gui pe pogszedent pas de ba

dénonvrshle.

= oD D e D e




