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POPOLOGIE CENFRALR

CHAPITRE V

ESPACES NUMFRIQUES ET ESPACES PROJECTIFS

1. bLleppace numérigue R B ot ses variéiés linésires.

eSS RN o oo R SO G e e R S ki ST g . g TS SO g et s s T P G
5 S AR E RN SRR I N INEIINNS

1. Lfespace numérique .

DEFINITION 1. Op =sppells espace numérigue & n dimensions (plan nunériquel

lorsgue n=2), et on pote RQ‘ ; 17espace topologique produit de n espacest

identigues & la droite pumérigue.

3 . 3
o ' s &=

DEFINITION 2. On appelle pavé ouver

. H
toute partis de R gui est le prod

81 un
formé) de RZ un pavé ouvert (resp. fermé) de RY , qui est le produit
de n intervalles bornés et de longueurs égales (pour n=2, on dit carzé

gz iieu de "cube ds Rgﬁ) ; la longueur commune de ces intervalles est

appelée le coté du cube. Les cubes cuveris

forment (lorsque m parcourt l'ensemble des

)
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51 A est un ensenble ouvert dans Rﬁ , 828 cozposantes connexss
sont donec des domnaines {chap.Z, $ 11,prop.10) ; en outre, l'en-
n -
semble de ces composanites est déponbrable, car R~ contient

une partie dénoabrable partout depmse (par ezemple Q Z).

Cherchons la condition pour gufune partie A de R2 zoit relatlivement

cozpacte ; d'apris le th. de Tychonoff (chap.I, §10,th.2}, il fout et
il suffit pour cela cue les projections de A sur les espaces facisurs
de Rn solent relativenent compactes ; dlaprés le th. de Borsl-iebssgus
{chap.IV, §2,th.2), cela éguivautl & dire que ée}s projections sont des
Feiity ¢

parties bornées de R ; lorsqu'il en est ainsi, on dit gus % est une

. n -
z&rtze bornée de R~ ; dome

e n
r‘H()lr"(ﬁ)ST IOK 1. Pour gu'une tariie A de R
i1 faut et il suffil cu’selle soit borpnés.

gigue gue nous venons d¥étudier, mais encors

zaoins importantes

Tout d'sbord, 1z structure de groupe 2dditif, produit des structures

de groupe additif des n faclteurs ce K ; wmuni de csiis structurs,

R& est un groupe sbélien, dans lequel la somme de K ={(=x

i
£ -k R : B 3¢ = e S 7=
:;f:sg;g ) est X + Y = {Xi%‘yi; . ba topologie de l'espacs nunérigus est
compatible avec cette struciture de groupe, et K~ , nuni de ges deux
o~ - = = A - ] = S S <2y 5 o <)
structures, est un groupe topclogique gu'on appelle groups z2dditif ds

T S e Ty e o
La structure uniforne de cs greupe, dits
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structure uniforme gu'il est guestion. #uni de cetlte siructurse, Rn

eat un espace uniforne complet (chap.iI, $ 5, prop.4).

<

Enfin, comme R est un gorps, on peut définir sur R” une structure

d'espace vectoriel par rapport su corpse R (Alg.,chap.il), le produit

a) d'un scalaire a € R et d'un point {ou vecteur) 5 6 2€Xi) de R
étent le point (ax;) ; on noteras que l'homothétie (a,%x) —> aX est

désigne le

coptinue dans R x R (chap.1,8 8,cor.2 du th.1). Bi

s
. n - . : - 2
point de R~ dont toutes les coordonnées sont pulles l'sxception de
celle d'indice i , qui est &ga}, 8 1, les €. forment une base de
o
5 o0 = s = hee
*espace vectoriel R~ , dite bzoe canonique de cet sspece (s ;eh I1):
o
2 3 o™ X 884 P P oS8 - e = =y
tout point X =(x, je& R* stécrit L= > z. €. - @of 1 relsbion
o = iz4 4+ &
= % & Vs = 4 g8 -~
.a. e.=0 eniruine a,=0 pour t€< 1D .
L=4 b : - 2
- wr e ey S el o~ B A = PR e e = S
L'espace vectoriel ® = est donc de dimemsion p par rapport
au corps K , au sens définl en Algébre {(alg. chap.ll), d'olh

- . : m
ications affires ai@ R dana B

iorm e s T B g 2 o0 Y s o
b A St B o Sl mw.g.;;;;? G it

t £ une &P'Qllﬂdtloﬁ aff...ae de l'espuce vectoriel R B dans 1'es-

pace vectoriel R® (mel n emtiars > 1). 81 on pose g(K )=£(X)-£(0),
2 i 9 = *

g est une spplication linésire de R® dans R"“ . #Hoient &;;_;} (1sigm)

. : - m : . .
los coordonndes de gl(e.) danse R ; si x,. (9<ign) est 1s coordon

i i
née dfindice i de X & R2 , 74 (1 <jgm) 1la coordonnée dfindice j
Y -4
de ¥ = g{xX}, on &
o,
= o = 5 7= = o
73 = = 5 4% 2 =T
&d 2% (2 S

Gy 7 2 = S e A = e = . A R
2 el v e & T L e Y 5 a6 0 By 5
B DATLICULIEr , QI S81% e TouLe

:
N o i Pl Y 3 oy Ak &
donc, toute spplication affipne de | sur lui-néne




L ohn .
: ' - n
Soit (& i)’i ¢ign B systére libre de n points de R~ (ou, ce qui

revient au z8me, une base de 1l'espace vectoriel RT) ; 81 L est un
M
point guelcongue de Rn , l'susemble ¥ des points X = b + Z uic?»i
- L4
tels que -1su, <+ pour 1<i<n , est un yoisinage coupact de b ,

qu'on appelle parallélotope fermé de centre | , construit sur les

vecteurs de base 3’1 . Bn erfet, il existe ume application affine biuni-

n . : .
voque £ de R" sur lui-ménme telle que £{} ) =0 , £{L+ ‘;i}m e, pour
; = ~
1<ign , et £(P) est le cube produit des n intervalles i-1,+1 dans
les espaces facteurs de R® . L'intérieur de P est
T
b+ > u & telogue -1<n <1 ; on 1l'appe
v=d L 25 i
de centre & , construit sur les 2. .
5. Yori -
Btant donneée une variété linéaire & p dimensions ¥ de R~ on gsait

{Alg. ,chap.iX) gu'il existe uwne application affine £ de R * pur lui-nlme.
g $ 3 & 2 s 5

transformant V en une variété coordomnée & p dimensions, clest-d-dire

{Alg.,chap.1%)} un sous-espace vectoriel ¥' epgendré par p des vecteurs
1

, , n .
de la base canonigue (@i) de R . 11 est immédiat qu

&
applicstion de V' sur Rp gqui est un isomorphisme de la siructure
¢'espace vectoriel et de la topologie de ¥' sur les structures corres-

pondantes de RP (il est d'ailleurs souvent commode d'identifier g°

& une telle variété coordomnée V' , par exemple au scus-espsce vectoriel
engendré par €., €45,.-., € ). Bn outre, ¥' est un ensesble formé dans
1

o Lo
R 4 ? B,
54

R (chap.l, $8,cor.de la prop.%). bonc :

PROPOSITION 2. Toute variétd lindaire

)
~ o ) o 3 21 2 e} e =n 3
engemble fermé dans R~ ; homéomorphe & R ~° .

Un peut ajouter (chap.l, §$8,rrop.4) que, 8i p < n , ¥ ne contient}

n
5 R

3

aucun eusemble cuvert d=




=

En raison de 1'homéomorphie précédente, on appelle droite toute
variété linéaire 4 une dimension de Rn {ne pas confondre gvec la

droite numérique R ) ; on appelle de m8me plan toute variété lindaire

& deux dimensions. ¥our n > 5 , les variétés linéaires & n-1 dimensicas
de RI1 sont appelées hyperplans.
Les n variétés coordonnées & 1 dimension, c'est-i-dire les
droites passant par U et les n points ei , sont encore a‘?peléee

axes de coordonnées ou zxes coordonnées de R” (cf. Alg.,chap.lX)

¥Your n=2, l'axe passant par €, s'appelle 2xo des abscisses,

iz

o

1'axe passant par @ gxe des ordonnées

d’un point Xe ?;;_‘“ s*sappelle son gbscisge, lz s

ordonnée.
Toute droite U passant par un point 4 admst une représeniaticn pars-

mdtrique t —> a2+ th, ot t parcourt R et L #U ; le vecteur L est

appelé paramdire vectoriel de B , ses composenies b, {1<ign) parandtres

scalzires (ou mmgle’fsez}t uaz'd,uétres) zia B ; si \|' est un autre para-
nZire vectomel de B , il existe h € R tel que L' =1

ensemble des points &+ th , ob t parcourt l'enseszble des nombres

réels »0 , est appelé denmi-droite fermée (ou simplement deui-droite)

dforigine 4 et de parazéire vectorisl {ou de paramdires b. ) : clest
é‘-- ‘-g‘ 7

un engemble fermé dans R® , homéomorphe & 1'intervalle

doric connexe. La droite U est réunion ©s deux demi-droites d'origine 4

i
et de paramdtres b et -b respsctivement, gul sont dites gpposées.

e o e SR R — 5 e iy T (R 4 < M s P e e

rar sbus de langage, on appelle deni-droite ouverte diorigine 4
e = 4 dm | g s ¢ ST oL 4 ~ A

et de paramdire vectoriel b 1l'ensenble des pointse 4+ t b ,




oA

qui n'est pas ouvert dans R?Z | 8l n>1, mais est ouvert par
rapport & la droite gui le contient.
Une droite passant par ceux points distincts X,y , admet aussi la
rerrésentation paramdtrique (u,v) —uxtvy , ot (u,v) parccuft lfen-
semble des couples de nombres réels tels gque utv=1 . Btant donnés deux

points quelcongues X,y (distincis ou non}, on appelle segzent fermé

(ou siuplerent gegment) d'extrémités X ,¥ , 1l'eusenmbis des points
a)(+'vy‘ , of f{(u,v) parcourt 1l'ensemble des couples de mombres réels

nets, le segment

-

&“‘

tels que u » U,¥v » 0 el wivsl ; 81 X e?"}F sont disti]

% % Uo7 -
diextrénités x ,;i ést homéomorphe & 1l'intervallie iﬁéﬁg de K , donc
= v

egt counpac et connexs.

4

S . iy - "B = : - = Sy e
g1 o % y , on appelle de u8me (par abus de langage) ssgnent ouveri

d'extrémités x',y' l'ensemble des points 1 ¥ +@§i tels gue uv
v >0, utv=1 ; c'esl un ensemble homéomorphe & lfiﬁ“fﬁﬁgli@f‘ﬁiﬁg
(donc & R lui-méme). Enfin, on appelle parfois seguent cuvert
en X , ferné en y , la réunion ds %}fg et du segment ouvert
d?exﬁ@émités %'97’ ; ¢'est un ensemble homéornrzphe & lilintervalls

e e :
E?$?&~ - Tous les segments d'extrémités X ,Y sont connexes et

ont pour adhérence ls segment fermé de m8mes eztriémités.

Happelons que deux variétéds linéaires sont dites paralléles lorsgu?il

@ziate une tremslation transformant l'une en une variéié conisnue dans
1%'suire (Alg.,chap.1X). Deux demi-droites »,D' sont dites peralldles si
les droites qai les contiennent sont paralldles ; si L, L' sont des
pzraﬂéﬁze& vectoriels de D ot B' respect

ne R ; 88 _h > U , on dit gue B et &'

ginon gu'elles sont dg sens opposés ; dans




= '{w_

on dit que deux segments sont paralldles s'ils sont contenus dans des

droites paralléles ; si x, y'sont les extrémitée de 1'un, x°', )/'
celles de 1l'autre, on a ‘/"’ X' = h(y- X) ,o0o68 he R*.
4. Puissance de R” . .

PROPOSITION 3. L'espace numéricue R©° a ls puissance du continu.

Comme R est infini, cette proposition est un cas particulier de

1'équipotence de B et de E® lorsque E eslL infimi (fZns., chap. IV).
Il est facile d'ailleurs d'en donner uns démonsirstion directe, ns
faisant pas appel & l'axiome de choix ; on peut se borner su cas
o n=2, le cas géndéral s'en déduisant par récurrence sur n .

R est éguipotent & fgf,f () x ‘%JW{N} dfaprés le th. de Cantor
(chap.I¥, 98,th.1). Boit H 1l'ensemble des entiers positifs pézirﬁ,
K l'ensenble des entiers 'positifs impairs : H et K sount éguipotent i
a 4 , dore gff(ﬁ} et Cp’ (E) sont équipotents & %:f (N ). Comme H
et K forment ume partition de AN » on a , pour toute partie X de N,
X =(XAH) U (XNK) ; donc 1'application X —> (XN H, X N K) de
ﬁ { /) dans ’po (8) % /Xf(K‘) est une application biusivogus de
{p? () sur -ﬁ(H) xﬂv(K), ce qui démontre laz proposition.

COROLLAIRE. Toute partic ouverts mon vide ds %'ﬂ & la puissance du

un tel ensemble contient un pavé ouvert, gui est homéomorpbe §

S : 3 n
raglerisation des parties connexes de R .

33 1m0 05 e T 7 s e s 0 D iy 1 i 3 2 U, 7 VR 9 G A <O i) D T 9 S e T
= b2 5 S Cer s s S i A i S B B n

eppells lispe brisée défipie par ls suite (3.
i
8, ; les points X . sont appelés les sommets de cetie ligne brisée,
s R T O TR S ot s
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4 2
g VRS

g -
les segments 31 ses cotés. Il existe une application affine fi de 1'in-
tervalle [1 i+1] de R sur le segment Si’ telle que f (i)= 3€i -
fi(rM )’xi+‘i 0<£1 \p-'i) 1l'application £ de Lﬂ,y} sur L , égale

& £, dans [?,i+1) » €8l continue ; L est donc un ensemble cgmpact et

connexe.

(2]
M
L)
&
o)
e
()
]

Un noteraz gue deux segmnents consécutifs 8,8 ,ul meuvent

‘nos dans lg méme droite ; la réunion de ces deux segrents est alors
un segment, el on peut remplacer les trois
A
i+
convenable, sans changer la ligne brisée L |

par les deux ezirémités de iu %i’*

29

peut Gonc 8tre défipie par plusieurs suitea disstinctes ds

578 s £ : =2 = = 2 2 33 e 22 ' = 2,
Etant donnée une paritie non vide A de R~ , nous dirmms yue deux poinis

ds b de & peuvent &ire joints par wne lign

vne telle ligne L , conienue dans & , el dé

o

LX) telle que & = et b =
\i‘i)@giépv* 4,,‘ & %@ b %}g ?1
PROPCSITION 4. i deux pointe guelcongues dfune partic & de K =~ peuvent
ébre juints par upe lipne brisée dans A , 4 est conpexs.

s &
deux points gus comzz,eg d'up domsine A peuventi elrs

oy oy e T % ,w*{g’ = & 27 vy 3 3o 3 = R e e
ensezble guelconque A& : il suffit de prouver jgus ce

SRR e Ny <, 3 2 =
trangitive or, si x st 2;’ gont joinls par une
e ] e g 4 3 7 =
par la suite V) ., ,. s Yet Z par voe l
+° Ui &I

F = o - Nop pne =

f - % - o § 5 E o
la suite (V }”< 1 <q 0 # ©t z gont joints par la ligne définie

Jvsd &4




“ 4

= _ - _
par 1a sulte (wk) <pig? avec Wk"vk pour U<kgp , kzvk—p
pour psSkgpig . Montrons ensulte gue, si A est ouvert les classes

d¥éguivalence suivant R sont des snsenbles guwverts : en effet, si &€ A ,

il existe un pavé ouvert P de centre A contenu dans & , et tout point
XEP peut étre joint & & par la ligne brisde formée du seguent
d'extrémités & et X , qui est contenu dens P, donc daps A . 8i nainte-

nant A est un domaipne, le coxplénentaire par rapport 4 A& dlune classe

done tous les point

£

p-

A & 331 s vn b o Sy oo B
s de A gppariienzent & une meume clesge suivant R .

CORQLLAIRE. La gomposante connexe d'un point & dans un snssnble cuverd

n

A CR est l'ensenble des points de A gul psuvent & 2
per une ligne brisée conienus daps & .

En effet, on sait que les cox p@@auges connexes de & sont des domaines.

%

P ahe. S
ooy

PROPOSITION 5. Soit & um domsine non vide dams R

2

gne supite de variéiés linésires de R° syant chscuac su plus n-2 dinen-

gicns ; si B désigne le complémentimirve de la réunion des V. , AMB

est connexe.

goient & et b deux poinis guelconques de A N B ; on va rontrer que
i

ces points peuvent Btre jointe par une ligne brisée dans AN B .

S
ﬁ

Dlapris la pr@@.ég ils peuvent 8trs joints par une liguoe brisés L dens &

définie par une suite (X } ; nougs allons voir d!

i‘0<€igqg
existe un nozbre b>0 tel qus, 81 K,

A4 et ds coté h , ¥y . un point guelcon

i
S ER s A S
1ie par la suite (Y .} =~ 8o0it con
i Jﬁ:i\t({
% & o 7 ] e ca 1% {arton
out & >0, désignons par U 1l'entou




= formé des couples de poinis ={x tels que
i 2 D x =( j)‘g s 7 (y-g 15 ign g

!xjwyjl<a pour 14 g;jsn‘ . Comme L es@ :.m ensembla compact, il existe
h >0 tel gue uh(h)c: A (chap.II, é‘%,pz‘@p.?} ; il suffit donec de voir que
la ligne brisée définie par la suite (}li) est conienue dans ﬂh(i,} :
or, pour ULt<1 , le point )f‘{%(yi_ﬂwyi) est contenu dans le cube de
colé 2h et de centre le point X f—t{ XiM“‘xi)’ cube guil est contenu dans
zjh(b)°

Cela étant, considérons les variétés lindaires & n-1 dimensions au pius
engendrées par 4 = 2, et les ¥V, et s0it B, 1l'ensenble des points ds
‘Zzi,i gul a@app&rtiemgm a aucune de ces variétés. Bi H, n'est pes vide,

goit ¥, un point de B, ; le segment ¢ %x‘?zﬂpzﬁi‘iz }"ﬁ =& et }% est

contenu dens ANB . Pour 1¢igg-3, supp@g@zw Y ¢ défini pour 0gkgi

£y

¢e sorte que Y, €4 , et que la ligne brisée définie par <?k}@<§r<

sat contenue dans A1 B ; désignons par i l'epsemble des points de
n'appartenant & aucune des variéiés lindaires engendrées par Y 1
et les V. ; si 8 ., n'est pas vide, on prend }iiw&%w ; ot le :egmezzt
et ¥ o est contenu dans A M B . znfin, soit H
i'ensenble des points de i&(} . nloppartenant & aucune des variéiés
drées par Y et les %fp ; BL & aucune de celles engendrées par
1 n'est pas @;i{i@g en prend pour Y nn

. . %
point de B on pose / = b et la ligne brisde {E;éfj.z::z,@ par la
¥ 5 / q 5 = car

La proposition sera donc démontrée si on éiablit le lemme suivent :

; = =3 :
seqme. moit (W ) ., upe suite d'hyperplans de R~ , € le compldmentaire
b pe .
) o S wen TF 2w X = s b B it % =
de 1z réunion des = Pour tout pavé ouvert Pde R ', P\ C n'est pas
- & > = 3 A (1 & - 5 %
vide lautrement dit, € sst partoutl demnss).
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Le lenme est vrai pour n=1, pui que tout intervalle ouvert de R ala

1)

ﬁulssanee du continu. ue.zontronsele par récurrence sur n ;. Soit
4, a_.x.=b upe éguation de wp. 5 €, un nom bre réel dlstmct de tovs les

A=

zpj pj_i';sgn et preﬁf; un };ypgf'plan_ i paralléle 2 Z cjxs.»i) et
passant par un point de P n'est confondu avec agucun dss hy:;»erp.azms ﬁp -
et PNE est ouvert dans & . ‘com&e'il ¢cziste une application affine de
Esur R™' , 6N 5 est partout dense dans & , dome ¥ N CNAL n'est

pas vide.

COROLLAIRE 1. Dans Rn {(n >1), le conplémentaire d'une varidté

linésirs & p < n-2 diuensions est conmexse.

<=

COROLLAIRE 2. Si A gst un domaine non vide de R° (s > %), D yne partis

e . s

e
dénonbrable de {{’ﬁ , AN gie sl connoxe.

COBOLLAIRE 3. Pour b > 1 , lfespece R = n'est pus homéomorphe 3 ls

drgiie pumérigus K .

Bp effet. dans T le complémentaire d'un point nlest »as connexe
2 b &

e - a - = : : -

210re que (dans 2 {n t) le complémentaire d'um point est connex 2O .
3 e

Uens la parties de ce ¥raité consacrée & la Topologie combins-

et R ne sont ras homéomorphes.

- i3 ; ,
2ROPOSITION 6. Dems R (o » 1), le complézentaire d'un hiperplas

En effet, soit g% )=0 une équation d'un hyperplen H dans R, z
Stant une spplication ‘“’f;&zsa non nulle de Rn dans B . L'ensemble gﬁ
est réunicu de l'snsemble E, des points X tebs que gix) > O et de
i'ensenble £, 6 des polnts A tels qus g( X J< B £, et B, sont copnexes, /
cer si glX) Su , g;\}gf};?g , on g g€a;a+«g}f;= g,i%}*@giy} 5 0 3




)

il

—
est contenu dans 5, 3 démnonstration analcgue pounr EQ . Dlavtre part,
CH n'est pas connexe, car son image dans R par g est la réunion des
intervalles [0,+ o et ]- oo ,o} .

Les conposantes connexes 31 et Ez du complémentalire {:5 d'un hyperplan
sont aprolées les demi-espsces ocuveris déterminés par H .

Les adhérences de E, et B,, qui sont respectivezent les ensembles

BE,UE et E,UH , sont appelés les demi-espaces fermés déterninés

par H o

: . - n :
On notera qu'une application affine de R sur lul=&uﬁ@ transfor- §

mznt H en un hyperplan "cocordonné®, par exenmpls l'hyperplan d'égu-
4 = 73 2 % - 3 = = 3 23 o o T —
tina xﬁ:@, transforme les demi-eespacss ouveris définis par H en
los demi-espaces définis respectivement par les relstions zﬁpﬁv
&
et x G ; ces derniers sont Ges pavés ouveris, done homéoemorphes
n ? Z T

~ . 11
g R

; n

3 % 3 5 S - - s
kzercices. 1) Veux points guelconques d°un domaine & ds R suvent

mm i >3 Y

=

&tre Jjoiuts par une ligne

.,

brisée contenuve dans & st domt leg cotés
sont paralléles aux axes de coordounndes.

B % Lt £ =5 &z
2) bans {n > 1), le cozplémenteire d'un pvavé fermé est
H 7 2z Z

conness.
n

2

5} vans R (m > 1), soit A une partis guelcongue d'un hyperplen
3
4 , disiincie de H ; montrer que le complémenisire de a dans R

et Al
5L ConhRexea.

3 o, ~ = 5 (e h e S e
4} Dane K~ (n j>?), soit ur pavé ouvert, S un segment parsi-
2% 5 ) 2 EA b A o P N B e T Ty e o temd e

ig’fn*» C;? ?i EEA(_ »it;S Lg&éﬁsﬂv A8 qu)a &u?ﬁz»ﬂ:}bb 5 &/Qﬁ 3;@... &2 aa&:b -S"-ag b LOELE s.;hﬁ Lo
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fﬁ) Scient A et B deux pariiss dénombrables partout

- /‘ej
9) On dit qu'une ligne brisée L définie dans R 2 (n > 1) par uvne
suite (xi)

eat cuverte et sans point multiple si les sommets
0<igp = = fos2poe

A i sont tous distincts, et sl les segmenls ouverts dfextrémités xi
et X .. (0<ig¢p-1) sont sans point commun deux & deux. Montrer gue
s'il en est ainei » le complémentairs de L est connexe [raisonner par
récurrence sur p , en utilisant 1'exerc. 4).

“ré) 1l existe une application goptinue de l'intervalle I= E@gﬂ
de R sur le carré Ix1 de ?;’ {("courbe de Peanoc®). (lontrer

.1 sxistie une

s

d'sbord, & l'aide de l'exerc.11 du chap.IV, e8, gu’

application centinue ¥ de l'ensemble tria &iqaa de Cantor K sur I x1I ,

4 7) Soit B i'onsemble des nombres irrationnels dans £ . Hontrer gue
- = : - =
les espacves H st BEXH sont h@fﬁé@n@rg&es {si on pose J=H N Ef}f%j -
g rame & prouver que J et J xJ sont homéomorphes. A tout point

{x,y }&;%3}45 , tel qua les ﬁ@?@mﬁy@*ﬁ@ﬂ%s Cyadicues de z el ¥y soient

u v ; L
X = 2 =8 v = Z 2 faire correspondre le point zedJ de
R ot o %%; Sh : T
L4 l ~ A & ~ = o : x ;
el sment. > n 1 %, = W =v_; monir ue l'arvli-f
é@?@ oppense - ésg s Ou Wgﬁw‘g Mg 8 1“23 ’ﬂﬁ ; monvIrer gus 1 a&rpdl :,

cation ainsi définie est un homéomorphisme de JAJ sur J ).
t denses de R =.
fﬁaﬁ'@;mr qutil existe un homéomorphisme de @E sur lui-méne, qu:‘é'
appligue & sur B (montrer d'sbord gue, par une rotation, on yeu’é 582
ramener au ces ot les projections pT, et PE, sont des applicati_‘ens
biunivoquse de & st B dens R ‘; définir ensuite, par upe récurrence

convenavle, une applicaticn biunivoque de A sur B gui déternine une

gﬂw

epplication monotone de pz*%_ﬁ sur ;:»-*:;‘B , et aussl uns application ﬁ@n@»_-‘

tone de prg‘é& sur prgg ; enfin, utilisant l'sexere.9 du chap.lV e2 ,

montrer que cette applicalion est un homéomorphisme gu'on peut

~w e o b comernhlar 3 p—-‘g eipz s Baoad 3
prolonger en un ﬁ@mﬁwﬁbwgiéﬁ@@ ce K BUTY lui-nene ).

&
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distance euclidiepns 4

guelidienne de ¥ {ou sin

afen résulte).

-1}o
n

Toutes ces notions s'appliquent en psrticulier & l'espace R -

lorsqu'on parle d'espace euclidien & n dinensions, sans préciser par

rapport & quel corps, c'est toujours, ssuf indication contraire, de
n .

l'espace K qu'il s'agit. vonformément aux définitions données en

algdbre (Alg.,chep.VIII et IX), on appelle produit scelsire de deux

vecteurs b d =(x ) et ¥ {gi) de R® ; et on note < % ¥, lg valeur

Z, x;y; de la forme polaire de la forme gquadratigue Z’i’: f . Deux
L4 =

gi {%,y}:u ; deux scus-espaces

vsc‘seurs X ;Y sont dits orthogonsux

X4 3?6 % 2 2
vectorieis V,V' de R~ soni diis grthogonaux si

est ortho-

Zonal & tout yev .

be corps n 6tant ordomné et pyihagoricienm , on définit

: = ]
deuz points X, }r’ ; al, # } o note encore Ay

g
e
o
=
5
&3
ed

e
%
S
@
£
o
®
o

:

o
3:‘

Your nr—‘i-g 3;5 ﬁ;gs,anca @ucms,dma;e,des poinis




= 1 =
(1) A x,y) < alx,gHal(z,y)
quels que soient X , ¥y, Z dans R®
Hapypelons que laz démonstration de la relation (1) se raméne & celle
de 1'inégalité (%ﬁ (x:4y )2)%4 { i z‘?)%ﬂi y‘g}%’:’ : cotte
i-°1 = ey 5
derniére est éqa;valente & l'lxzepallté de {;e.uchyc;:zehwarz
inlyi (2 X)(Z..y}
et cetie inégalité est elle«.,‘eme une conséguence immédiate ds
l’identite de Lagr&zlge _
QZ xixzz y:) QZ 5: (5427 )

)

i
etie d -:J,‘gzzs’i;f&m@n &,;ontz’@ 81 ﬂ’éi ‘Eozapg gne 3,@55 desux membres de

t
)

ve (1), on déduit 1'inggalité

: = - {
(z) alx ,¥) > éﬂiﬁésZ}”@(YgZ}g -
8i ;&ﬁ{xi) : y:.:{gi} ; on a
: ' {
{ Hax Ei=¥.| < 4l % (o . Hex ixﬁ;«fe :
- ’séiéﬁii?igx P YIR 4gign! t 71

i

g

Un en conclut que, pour qulunme partie &4 de R soit bormée (&1) il faut
il suffit que iup v Mg L+ oo .,
Rarpelons enfin {4lg.,chap.iX) guc la structurc induite sur une
variété lindaire quelconque de R par la structure euclidienns de R

est une siructure suclidienns ; er outrs




£

=/ =

11 en résultegue la norme euclidienne }l‘x H est uniformément continue

dans Rn , 1a distance dl(x , y) uniformément continue dans Rn,& R

sn outre, si, pour tout entier p > U , on désigne par UP 1l'ensemble
des couples (X, y) tels gue d{x, }l}< *i/p ; los inédgalités (3)

montrent que les Up forment un sysiéme foudamental d'enioursges de la

structure uniforme de RP (cf. chap. VII).

DEFINITION 1. Etant donné un point X _ € R® , et ug nombre r >0,

on appelle boule euclidienne ouverte (resp. fermée) & n dinensions,

de cemtre X _ et de rayon r , l'enseuble des poinbts X & 22 tels gue

X s )<Lz {resp. d( x or & )£ r); on appelle sphére cuclidienne &

n-%1 dimensions, de centre * o et de rayon r , l'euserble des points X%-

Ltelp qua Al X, kx)=r (ef. Alg., chep. IX)

Your n=2, on dit "disgue” au lieu de "boule & deux dimensions® ,
et Pocercle” au liesu de "sphdre & 1 dimension? . -
Pour n=% , la boule ouverte (resp. fermée) de cenire x st de
rayon r est lfintervalle } x-r, zw‘“rsi {resp. ffx«:f,x%?;g ) ; la
sphére de centre xz ot de rayon r est l'ensenble des deux sxtrémités
%-r , *tr de ces intervalles.

Lizprés ce gui pi‘é@-éﬁég_ les boules {ouvertss ou fermées) de centre X

S - ] e =
iou seulenent celles dg rayon .‘%jp , D parcourant liensmenble dee

iiﬁ*amwrf;ﬁ > 8) f@:ﬁ”*@n; az ‘Jmt%’ﬁ@ fondemental de woisineses du point X ..

E&&&& m E}. ta&;y o0
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petit quon veut, ce qui prouve gu'il existe des points n'appartenant pas
& lz boule et aussi voisins qu'on veut de x . On en conclulb gue
1%intérisur d'une boule fermée est le boule ouverie de méme centre et
de méme rayon ; de u8me 1'gdBiérence d'une *boule ouverte est la bouls
fermée de méne 'cent.re et n8rwe rayon, sas fromtiére la sphére de néme
centre et méme rayon.

La trensformation X —s % (% - xo} transforme la sphére {résy. boule
ouverte, bouls fermée)} de centre A, et de rayon r en lia sphé‘aré

{(resp. boule cuverte, boule fermée) de ceﬂtzc C et de rayon ¥ ; on

désigne cetle sphére par la potation S _4 el on 1'appelle sphére unité

dans R©® ; Ge nBme, on désigne par gﬁ , et on eppel
Jans B , 1a boule fermée de centre © el de rayom 1 . L'étude topolo-
3 R 3

gigue d? une sphére 4 n-1 dimensions {resp. d'uns boule fermée & =&

%
dimensions) est domc razenée & celle de bﬁw% {resp. ,53}.
Sn , 6 B _ sont invariantes par toute transformation du groupe
= 2

orithogonal & n variasbles. #i V est unm &semwasz&a@a vectoriel & p dimensiong
n o
de R~ , il existe une rotation transformant V en une variété coordomnde

A p dimensions ; on en comclut gue VA 334 {resp. YN B n} est homéo-

zorphe & Sp@,{, {resp. gl{é)’
- 5 : v n
PROPOSITION 1. Toule boule ouverte & n dimensione est boméomorphe & R |
% £ 28 ) P i 858 = z » ‘gl -
£n effet, l'application x —» .. & est continue dans R , et

3
> 14+ B x U
: =i - % i | -
appligue R~ sur la boule ouverte de centrs © st de rayon 1 ; en outre,

A b4
b’ oW é = . = % 2.5 o e B L3 = .4 Pl -
de Z em—meee . on bire X = —d—. . donec l'application précddents
{ g - ‘3% \g éu 2 !E_ P 7 Pl P
"R = 7R
it L6

est biunivocue et blcontinue.

s S S s > ) iR e s
degignons par N, =5 COompilonertalyc dse
R
q
PROPOSTMTON 2 A 2 S 4
PROPOSITION 2. hombomorghe de o _ et
3 = e P s
Sl %

A R R e < i ¢ N 5
e L C@nsenole > W
o 8.
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sn effet, tout point xe Ri:x peut se netire dune maniére st d'une
seule sous la forme tz , avec t > © et}[ 2| = 1, car de la relation

A=tZ on tire t= HXU et Z = wfﬁ . Comme tz est continue dans

n : o
RxR . donc & fortiori dans R xSp.q » ot que éi%sé o

sont continues dase R, , la proposition est démontrée.

Lapplication % — ﬂi?  est appelée projection centirale de RZ
It

sur Sna‘k . - -
COROLLAIRE. L'espace ?iz est homéomorphe & KX S -

Bn effet, %j :—»l 0,+ oo [ est homéomorphe & K (chap.lV, S %,prop.1).
3. Frojection stéréographigue.

Considérops le point @Qzé’;QEO,& ..,0,1) de ;%mu.‘% ; et 1'hyperplan B
d'éguation %,C , @z"i;h@g@mal au vecteur € . 2 toul point K 4 €,
ée f;s - feisons correspondre le point Y ol la droite passant par
€, et X rencontre l'hyperplan B (fig.41) ; pous allouns voir gu'on

¢éfinit ainsi un homéoumorphiszne du coumplémentaire & de ‘i@ n%’ bar rapport

a4 2 -1 : 8ur lthyperplen H . In effet, on a 7 =u €,tv x , avec
utv=1 , et la condition ygz&:‘s s> €€ qui donne a%vxﬂ:@z dtoli
x : 1
f’ 1 a est bien fonction continue de




(\f.?
(N

méme manidre la projection etéréographique de centre 4 , sur 1'hyper-
plan de projection H' ; on ramdne d'silleurs cette projection & la

précédente, par un déplacement transformant H' en H et 4 en en

PROPOSITION 3. Pour n > 1 , la sphdre suclidienne Sn , esb homéomorphe

P e na% - - e s Z =
& l'espace nunérigue R s Yendu compact par sdjoncticn d'un "poinmt &

1%infini " (chap.l, 310, th.3 ).

En effet, la projection stéréographique monire que le complémentaire
diun p@izri; s Gans S 51! est homdonorphe &4 un grewm hyperplan de R 2 5
done & R o3

PROPOSITION 4. Pour m >1 , la sphére euclidienne S

connexe el locslerent connexe, dopnt toul point edmel un woisinage

ot

homéemorphs & R~ 5

sullit de faire une projection siéréographique doni ce point n'est pas

On appelle hémisphére fermé (resp. ouvert) de S o 1t'intersection
: onie -
és Sﬁﬁk et d'up demi-espace fermé (resp. ouvert) déterminé par un
hyperplan dieméiral de S ; par projection stéréograpbique sur un

e e 7 ~ B A anhae e e 2% & Y e Rabiolnis viioe o
tei b ?E}@ffi‘;l:‘ﬁﬂ , L1*hémisphére fermé (resp. ouveri) ne contenant ras le
: <& 5 % 2y >

I YT 15 S P 2 G 7
vl cube Permé de

& A P e arn oNY
On 181L COoITrespo




el
L

= o
I, - sin %,
= i 2 )
2, s Xcoax, . oo o - (2g¢pgn)
V4= CO8 X008 X,... cOB X, ‘
#ontrer que l'image de 1 par cette application est la sphire Sn .
2) Définir un homéomorphisme de Snpx g q SUT ovoe partie de
2 - > - g % & 5% g = - 5 :
Sp%-q%—‘% {remarquer gue 1'équation de Sp+q+,; 8 ecmt_:
2 2 Z 2 < -
X-fto. odxt b lxs ko  4x =1 .
5 pr1 7 2 prgta’s! - )
5) a) édontrer que, si f est une app}uicatisﬁ contipue de >

n 5
dans R~ , f peut se proloager en une apm,,.c,atn( continue de B

dans RT (au point txe B, (50, xe € 3, faive correspondre
é / 2 P42 ‘
v X )

b) Bn déduire que, si f est une application continue de :31

o

: - : o S = =
daps 5 telle gque 1S ,:)f SB . £ peut se prolonger en unse

n
ication continue de jﬁé dans E;n {u

]
ut

ser une projection

@.4.

til

Q.,..'

i
r(‘&

3553
stér @@graphique dont le centre n'apparticrmne pas & f£(§ ,i}‘s

. - ; D
4) Hontrer qu'il n'existe aucun homéomorphisme de S, dans R
{remargquer gue le complémentaire d'un point quelcongue de S par

repport & S 4 est comnexe, et gue toute partie compacte et connex

de R est un intervalls).

En déduire que tout homéomorphisme de §
~




D
ey

T}Jb) Identifiant S, et l'espace quotient de R par la relation

K
x=y (m0od.1) (exerc.H), on désigne par ¢ 1l'application cencnigue
de R sur gﬁ

tel que 9 ; restreint & V , soit un homéomorphisme de V sur m(V)

. Pour tout x & R , il existe un voisinage V de x

On considére une application comtinue £fde S 4 dans 53? ’ tella
gue l'image par £ de tout ensenmbls cuvert dans 55? scit un ensembls
ouvert dans S 4 - Pour tout xe R , il existe un intervalle

ouvert V contenant x , tel que f{g(V)) soit contenu dans 1

v,-—r

par ¢ ﬁ?ua intervalle cuvert W tel gue ¢ soit un homéomorphisze de
W sur o(W) ; si "V est l'honméomorphisme réciproque de olW) sur W .
E x'%’of{p@ est une application continue de V dans W

B 2 e = ¥ A E S w4
uvert danz W | fontrer

©

tout ensemble ouvert dans V en un ensemble

e

que g esti une applicatigm strictement monotone dane V {pour tout

o
2,

intervaile compaet ﬁ@ﬁtepa dans , tonsidérer un point of g atteint

A3

sa borne supérieure). kn décuire qu'il existe unpe application stricte-
- 4 SR e 2 ooy 5 = o 2 - = s
ment monotone et continue i de gugﬁﬁ sur un intervalle 5&;@?@}

il existe une application sirictement monotone et continue h ds Lgﬁﬁi
Z 24 5 Y ;
sur un intervalls g,ett} telle gue fog =9oh .

(’ D
L‘W
L
)
P
Bide
@)
]
{58
f%
&
£
o
(&)
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U o
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t) bvec les polations de l'exerc.6, on ait gu'une




orng de

o

t essentielle

£5
Uunl

s,
-~
structure

sur

1
inesgenticglle d’un espace tope-

e U de iz

8) dontrer qu'il existe un entourss

ion

que de S

i

-

jue, 8i I est une applicat

Hontrer qus l'arplication iden
tel ¢

t

{utiliser ll'sxerc.4}.
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_12) 801%.0, .

p le z_eone du second degré" déﬂni dans R par 1téqua-
tion o 2 2 = 2 , -
+ e 8 . e o s "" ='j : : Z =
S e SPL IR ﬁa (‘% p<a‘é)
Hontrer que le comylementaxre gu point U par rapport &4 € est

4 13) On dit qu'une partie £ de R2, contenant l'origine U, est un
ensenble £toilé par rapport & € si, guels gue soient %€ E et
t 6{6334;} 's t® € E . L'intersection de B et d'une demi-droite fermés

d'origine O est cetie demi-droits tout entiérs, ou un segment dont O

g

ﬂ.«.l

e

est une extrémité ; on appelle cogue de B 1'ensenbl formé des

extrénités #£0 des segmentis précédents, el de O lorsque l'intersection

3

d'une demi-droite ot de £ se réduit & U . Un suppose dan

§‘;§
0
&
®
O
&

it que O£XK .
a) MBontrer que la cogue de E est contenue dans la fronitidre de B :
donner un exemple oh ces deux ensenbles sont différente.
_-b) Montrer que si ls cogue R de E est compacte, il existe, un
homéomorphisme de RZ}' eur lui-m8me, gui applicume X sur S A4 aE
sur ,Bn , 8t 1'iptérieur de B sur 1l'intérieur de Esﬁ (faire corres-
pondre & tout point X €K le point ézh 1a demi-droite dforigine O '
passant per X rencontre 5 aa puis prolounger cette application &
R™ tout emtier). Bn déduire que la fronitidre de B est idestique
& 8z coque K , et qﬁe ltintérieur de B est llensembie des t x , ol

<

borné, et si sa frontiére ds B est identigue & sz

LEY

cogue, l'intérieur de E est homéomorphe & ume boule ouverte de R
= > ‘e .

sa coque E & une partie cuverte de 33 1 {montr

: a

pazr 1'homéomorphisme X —> % de K

1+ =)
sux conditions ds b) J.




= 2 -
d) Uonner un exemple d'ensemble &tcilé pom bormé, dont la cogque

est Ffermée, mais non identigue & la froptiére de B .

§ %. BHNombres complexes

A
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1. Béfinition des nombres complexes.

e e e o o s S e AP o g e P < a7 o S o o P e o =22
P e e N T ST S ERN SN RS EES

Un a vu (chap.IV,$ 3) que le corps R des nombres réels set un gorps
ordonné (alg.,chap.V¥I) ; comme dans tout corps ordomné, le polynome
2°+1 est irréductible dans R .

DEFINITION 1. On appelle corps des pombres complexes, et on désigne par

o= et

¢ , le corps (commutatif) obtenu par adjonction slgébrigue au corps R

£ =

<

. - < 2 L
des nombres réels, d'une racine i du polymome x+%1 ; les élémenis de

=2
%

bres conplexes.

e
O
i

¢ sont eppelés nom

m point de vue algébrigue, 1'intérsi du corps G provient du théoréme

fondanental sulvent :
THEOREME 1 (théorsms de Dfilembert-tauss). Le corpz C des nombres

complexes est slgébriquement stable.

Pour le démentrer, il suffit (Alg.,chap.¥1) d'établir gue : 1° tout
élément 2 O a une racins cerrée dans R ; 2° tout polynome de degré

@

impair & coefficients dans R posséde gu moins une recine dans R .

fous svons déjé démentré la premiére de ces propositions (chap.lV, %5}

Dfautrs part, si fix}ua@xﬂ%a?zﬁu’%a..+an - @8t un polynonme de degré
X

= P } Y = : ; z s .
impair n (g #0) & coefficients réels, on peut 1l'écrirs
&5 = o >
4'.1\-'_['3 ; D, . =
oh gizx) =1 + == +...+ —p tiend vers +1 lorsqu
@ X F e
ol = oo il existe donc un nombre a > U tel gque f£(a)
de o o f{-2) le signe de -8 ; dlaprés le th.
% = 5 ; o ; = %
th.2) f e sv moins une racine dans |-a,a; .
< /




Loy
Hemargue. Un peutl démontrer le th.% sans utiliser la théorie des
corps orconnés, en se servant des propriétés de la togologie du
corps C , qui va 8tre @8éfinie ci-dessous (n°2) : voir chap.VI, %9,
exerc.2, et aussi la partie de cet ouvrage comsacrée & la Yopologie
corbinatoire, of le théoréme de D'Alembert-Gauss sera démontré

comme conséguence de résultsts sur le degré d'spplication.

On sait (Alg.,chap.¥l) que R peut 8tre identifié & un sous-corps de C
el que tout élément z € C peut se meiltre d'une manidre et d'une seule

sous la forme xtily , of x ot y sont réels ; x est arpelé partie réells

de z et se notle 53%&2) s ¥ partle imgeinaire de z st se note gfiz) =

les nombres complexes de la forme iy (y réel) sont diis imasginsirss purs.

La relation zx+iy=0 (=x et y réels) est équivalente & "x=0 et y=0".

2 ;{ : B 2 2 o P Py P 3
Comme i®=-1, les éléments de € , domnmés par leurs parties réelles et

<

imarinaires, satisfont sux régles de culcul suivantes :

(1) - (xbiyH(xftiy!) = (xbxt MHi(zry?)
i2) (xHigUx'Hiy') = (xzx'-yy' Hi(xy'ix'y)
Bn particulier, (x+iy}(3aiy)nxg+yze R ; d'od, si x+iy # 0O
2 x 1 iy = Xz+§z = xz+g§z
‘Un & donc, pour tout entier n
e . a0 o

5 ; . 2 :
La seconde racine du polymome X +1 duns € est -i ; par sulte

ié&&;30ﬁ&p=¥£} le ssul automorphisme de € , distinct de l'application
i@eﬁ%iqa@g et gul lalsse ipvarisnts les nombres fé@lﬁsvﬁﬁt l'application
faisant correspondre & tout nombre 50&p1@x@ z=%x+*iy le nonmbre complexe
x-iy , qu'on note z , et qu'on appelle (conformbément aux défipitions

- - 2 b o i T - i 2 =
genérales] le nombre complexe conjugué de z ;




1§

L)

(3]
-

- &y - -
en & A - 552 = ﬂ'(z) ? . ¥n vertu de cet automorphisme, si

£(z) est un polynome & coefficients réels, f(z)=f(z) pour tout ze C
Confornément aux définitions générales (alg.,chap.vl), le nombre

2z = xg+yz s'appelle la porme alpébrique (ou simplement la norme lorsgu'

aucune confusion n'est possible) de z ; c'est un nombre 20 , qui n'est

nul que si z=0 . Le nombre positif 27 +y se réduit & lg valsur

gbsolue de z lorsque 2z est réel ; on l'appelle encore valeur absolue l
de z et on le nots {zg dans le cas o 2z est un nombre ecmpieke guelcon-
que. Ls relationv !zg = 0 équivaut & 2=0 . Si 2z et z' sont deux pombres

2 — ;2

complexes, le conjugué de zz2' est z.z' , dodc Ezz?g = 227'22' ={z| ﬂz‘

§z?§ : la valeur asbsolue d'un produit est le produit des
i £

O
ot
)
N
-l
]
S

valeurs absolues des facteurs (cf.slg.,chap.V¥Y, pour la propriété générald

correspondante des mormes). ¥n particulier, si 2z#0 e@ z'=i/z , on a

el
o

12|
Enfin, quels que solent les nombres complexes z,z' , on a 1'inégelité

ga,@rigygle
(%) §z+zﬁ < ?z}iﬁzgl
l .

_Fopologle de (5 .

TS ER e T o P e e e

Liapplication (x,y)} —» xtiy du plan numériqguse K = RxR sur ¢

est biunivocue ; zu moyen de cette application, on peut irensporter & C
e S = = = 2 - o e ” e 3 = T s e -
{gos.R, 28) la topologis de R~ . Lo topologie ainsi définie sur G

Z ? i = 2 e - = 7 o e S 0 .
cat compatible avec la struscture de corps ds C {chap.i11,95,n°5) ; en
effet, dfaprés 1) et {2), les fonctions 2z+z! et 2z’ sont coniinues

dens € x € {chap.d




e 2H -

de corps topologigue (chap.lII, § 5} ; quend nous parlerons de la topolo-

gie de G , c'est toujoure de la topologie précédente qufil sera qwstlon.

[

Dans la suite, on identifiers trés souvent les snsembles C et R
considérés comme espaces topologiques . Le sous-corps R de @ 88
trouve alors identifié avec 1'axe des abscisses de -Rg , aufon appelle.

pour cetie raison gxe _réel ; on appelle de méme axe imaginaire 1faxe

des ordonnées de R~ {(on notera que ce n'est pas un sous-corps de G ).

0) (identifiée & B ) est dite demi-aze

La demi-droite de paramétres {1

gont lz;ue en tout point de 2 ot son dénominateur n'est pas nul.

a permutation z —>2% de { est continue ; c'est donc un avtomor-

s’.h

phisue du corpe topologique (G .

o

On peuf 0’“ lleurs montrer gque c'’est le seul mwc;*ﬁ@fph%fame du
corps *op@le&mus @ distinct de i?fxut@m rphisme m@hmgu@
{voir exerc.y)

Les fonctions a {z) , $(z) ne sont autres que les fonctions

projections dans R~ ; elles sont done comtinues ; il en est de méme
] gue lz porme m@hﬁ;@fm@ {5 2)

de la waleur sbsolue §z§ ., gul n'est autre

. b S

du point (x,y) dams R~ . Les disgues B
7

lfensenble

ayant pour



Les propriéiés de la valéur absolue permettent de denner une autre
démonstration du f‘aitg‘ue la _tepologié de C est compatible svec
12 structuro do corps de C-; n offet, la continuité de ztz! .
résulte de 1'inégalité du tfiangle }z+z'§s;{zj + ’z's ; 1a conti-
puité de zz' résulte de la relation '

z2'-z z! l? ‘zQ(z’=zé)+£z-zﬁ)zé+(z~zo)(z’~zg) gsg

izo ‘z’»z’g i g ’z z “éz°zo£'$3'”zég

Enfin, la continuité de 1/z résulte de la relation

fo=1 -1 - S
gz "ZQ 3=!z g”ggﬂ'z‘?'i% g«.zzg ,§zz 1§g§ .

.,.‘,.-..r_-m,-e -m~-.~w~_~ _~—_mm~_mm

Un ﬁai‘i: zcéﬁag; I1I, $5) gue la topologis indulte sur le groupe aultipli-
- :

cetif (& des nombres complexes ;,é‘;i est cozpatible avec la structure de
K

groupe de (7 ; coume £%est guvert dans @ , € est un groupe topelogique

at_compact (chap.l, $10,prop.10), donc complet (pour la structure

uniforme multiplicative, blen entendu ; cf. chap.ill, §5,pr@p,4}, Lg groupe
N e o o & %“ e} &) - . = - V,—’ a . bfj:}%’
multiplicatif ;2,_% des nombres réels > C est un gous-groupe fermé de C .

Jn autre sous-groupe est formé de l'ensemble U des nombres complexes de

valeur sbsoclue égalc & 1 , qui egt identifié avec le cercle unité §,§_

de %> , % est par suite un groupe compact. m outre :

PROPOSITION 1. Le groupe topologique OF est isomorphe su produit des

;\rcvmaes topologigues %%. et U . , =

in effet, 1'application 2z —(|z|, -2~ ) est un homéomorphisme de €
, Z]

22,prep.2) ; il est immédiat d's sutre part que clest un
higme de lu structure de groupe de G  sur celle du groupe o
Pa . (4
=
A o 2 ""?%p P o 7 Z o
du groups topologigque  esl donc ramenée &
i -
= 1
v S e 517 e 9T S G & oF &) I
iJ , qus nous gu ehap. VI (50 4 et 5H). ;
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n
4, L'espace (C .

, s I 0 e e 27 e T R i
4 D D o e ) o e S e e

t.'espace topologique € pouvant éf.‘ré_‘idéntifié 8 ;@2 , 1'espace
produit @n de n espaces idfent_iques a C peul 8tro identifié & %{gn

en tant qu'espace topologigue

; Ge méme, la structure de groupe topolo-
gique, produit des siructures de groupe 2dditif {topologique) des n
facteurs de @2 , peut &tre identifiéd celle du groapé additir R
Hais, comme C est up corps, -ozx peut définir sur C une structure

d'espace vectoriel de dinepnsion n par rapport & le produit az
‘ - e - ~ - s b7

d'un nombre complexe a et d'un point 2 S(Zi) de C© stant le point (az

G

} ii faut avoir soin de ne pas confondre cette structurs et celle d'espace

7

{ % = & = @ "22} ‘&

“— vectoriel de dimension 2m par rapport & R , définie sur B SHq) -
: 2 P

on résewara ia notation @ B2 1%ggpace %Gpofi@giqua prodnit de n espaces

2 3

id ﬂmques & (0, muni en outre de la structure vector iml@ par rapport

£

zwz & , qui vient d'8tre définis ; on le désignera sous le nom d'espace

qunérique conplexe & p dimensions. ©On noters que ﬁmm thétie {ag Z)—az
n

(ﬁ‘#

25t continue dans (5 x ¢
Une application gffine de @n dans B oat auszi une appliecation
P 2n ;.. 2m e 2 g s vl

affine de R dans R , Bais la réciproque n'est pas vraie.

3

¥Yar exemple, 1'application 2z —» z est ume application lipéaire

de l'espace vectoriel R~ sur lui-méme, mais non uns spplication

linéaire de 1'espace vectoriel € sur lui-mdme.

&1 3, ° é %G 2 2 : ﬁ o 4
Toute application affine de & dans @m est done gcontinue

viformément continuwe) ; en particulier, toute arplicatic 31! affine de &




(D)
N

= j“‘ =

on désigne les variétés linéaires & p dimensions de (P sous ls nom

de variétés linéaires cozplexzes & p dimensions (les variélés linéaires
de Rgﬁ étant appelées variétés linéaires réelleg quand on veutl se
garder de toute méprise).

En particulier, on appellera droites compléxes {resp. plans complexes) |

les variétés linéa$res complexes & 1 dimension {resp. 2 dim ensions)

de (3

dimensions, 8i oz »3

hyperplans complexes les variétés linéaires complexes 4 n-1

11 est souvent commode de comsidérer

. - A 3
la pertie de (= définie par les rela

ainsi plongé dans € |, n'est jamals une

g

ariété linéaire complexe de (Z

o«

Un systéme de p points de P libre par rapport au corps R , est
encore un sysidme libre par rapport au corps C (Alg.,chap.il) ; par
suite, v@u@a variété lindaire réelle V & p dimensions de R sngendre,

e

dans {Zﬂ', une variété lindaire gonplexe &4 p dimensions V' , dont elle

@

définie raer un sysicme &

o
3]
e
fese?
&
et
i)
£t
[9)
1®
&
o
¥
A
o S
6]
e
e
L4
ot

n-p équations |

dans R~

%

£ (% J=a), , ob les £, sont des formes linéeir

{4 coefficients réels, et indépendant egja et les g, des nombres réels,

k
&5 » G FASEEY = e B S F 5 EARR &
les m8mes équastionms, mais oh on domne aux coordonnées de X des valeurs




- jd =
On peut seulement affirmer, d'aprés cetie définition, gue
cette dinension est ; 2p-n ..

ie_des espaces vectoriels et des algdbres sur les corps R et C.J

5. Topolog
=0POL0gie 066 © vecot
z::—:._-.......-.-:_”z.-_.._.:.-'::z—_.a—_z==—====zz=:::.—.zz::-»::ss::z::x::zszzs

BSoit E un espace vectoriel & n dimensions sur le corps R i+ 81

a , :
( i)1$i$n

" :
seule manidre sous la forme x = >, &y ot les %, sont des nombres
: : t=4 o : 5

réels ; l'application (x,)—» A& est donc une application linéaire

est une base de cet espace, tout point x & E se met d'une

biunivogue de R2 gﬁrE - 51 on Lrapsports & B la topologie de R 8 par

cette application, E se trouve muni d'unse topei@gie compatible
structure de groupe additif, et pour laguelle l'application (£, X ) —>1t x

-

de R X B dans B est continue. vetie topologie est ipndépendante ds la

base choisie dans & ; en effet, si ( 2) est une auires base de E et si

a
M :
. e ~ n :
A o= 2 xf a.ji , Y'application (Ki} w—}aizg) de R sur lui-mSme est
: v=4 ; : :
une application linéaire, donc un homéomorphisme.

ge fait condult & penser que la topologie ainsi définie pesut
- 8tre caractérisée sans 1l'aide d'une base de E . Bffectivement,
nous verrons eau Livre VI , que c'est la geule topologis séparée

sur B , pour laguelle les fonctions X -y et t x soient
continues (dans EXE et R X E respeetivement).

On définit de méme une topologie sur un espace vectoriel & n dimensions
sur le corps C .
51 maintenant A est une alglbre de rang fini n sur le corps R (ou 1le

GoIDs € ), la topologie précédente sur & \considéré comme espace

vectoriel & n dimensions sur R (resp. € )) est non seulement compatible
A




NS

Qf

JN
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et £ uvne application blllne&xre($%) de E;<F dans G , T st continue
(quand oz munit E,F,G des Bopologies précvdentes). En effel, on peut
SUpposSer que E:i%m : Eﬁf{n ,‘G =§{pA: tout revient & prouver gque les
coordonnées dans Rp de £(x ,¥ ) sont fonctions continues de
(X , Y)E6EXF (chap.I, g8,c0r.2 du th.1) ; sutrement dit, il suffit de

montrer que toule forme bilinésive g est continue dans Ex F , ce qui

est immédiatl, puisgue gl x s /) esl un polynome par rapport sux
coordonnces de X et de y‘ x

6. Le corps des guaternions.

S e T o e e S e T o T 2 v e A T e s e S T s o s

€§a59 ?

guand zucune confusion n'est & craindres).

Comme K est de rang 4 sur le corps B , on peut, d'sprés ce gui préecéde,
g F e @ & = o é? e
définir sur K une topologiec isomorphe & celle ds 2 be fagon plus

précise, om identifiera d'ordinaire K et R , les éléments 1,3,k,1' .

ch
s
iy
Noio
(41
m
&
ba
"
o
(@)
o
@
&
Lo
Led]

de la base canonigue de K étant respectivement iden

= 2 4 %
a$'3a base eanonique de R = .

de corps, car si X est un quaternion #0, les coordonnées de ¥ sont

fonctions rationnelles des coordonnées de ¥ , dont le dénominateur

e

7z 2 : 2 s
nuni de cetie topologie,

cf. exere.4). Ls corps -

=

°

est donec un corps t@ﬁ@i@gl@a@ m@a conpzutati

{#) BReppelons que, 81 E,F,G sont trols espaces vectoricls par rapport &
un cerps cuwmmutatii K . une @pizca ion £ de EXF daus G est dits
bilinéaire si on a identiguenent Plxfx!,y)=f(x,y}+fix',y) , -




T '34 =

Nous obtenons ainsi un troisidme exemple de corps to pologique

iocalemeni compact et connexe, 1lee deux autres étant R et C ;

£

on peut montrer gue ce sont les seuls corps topologiques asyant ces
== g

s {‘% ;‘t')
deux propriétiés -
Rappelons que la ormealébriae» d'un quaternion X = %y % j-ht %:%*x £
( = taat 4 co vy
est le nonbre f@ X )=x g xérxz’ 4 g%ﬁg {(ctest donc le carré de la

" norme euclidienne de X }. Comme on & N(x V Y=H( X JB(x }j J, on voit que

1'ensemble des quaternions de norme 1, id@ﬁtiau@; 4 la sphére 33 forme

%

un gous-groupe du groupe multiplicatif %{ des qualernions #0 .

PROPOSITION 2. Le proupe multiplicatif gg’eﬁec guaternions £U st
: , .
groupe topologicuse isomorphe szu produit de ses sgous-groupes 2 ot S
- u\‘..s s = 3
- o -~ - T -
Bn effet, tout guaternion x #D peut s'éerire X ={xj. 2 , o& Z est

o Soreeney
sroavmes
P
2L
it
03
e
ST
Pt
.
o
)
{0
b
L@
ot
()
(@)
58
e
P
€

un guatermion de norme 1 ; comme [[x x|l =

K~ ﬁ;ﬁf/ o ;ﬁ ) @ K‘% auy %’%ix 35 es’ un isonorphisnme de la
structure de gm‘ug de K%aur celle de %;z §5 ; on sait d'autre part
(v % 2, prop.2) qus c'est un hcﬁaé@ﬁo*’ phisma de %é% sur Ki% 53 -

Hemargues. 1) & 1'aide des relations || x+¥lic ’gxgzﬁa;%yéi, et

1 il iE - =
gxy%ﬁ:%é ! ﬁyig ; on peut démontrer u,r@@w;gz_aa@, zomme plus haut
- pour le corps des pombres cemplezes, gue ly topoiogie de ?{-@ sal
compatible avec la structure de corhe de K .

) S

s ‘ =
2. et O _, il exisve, 4!
4 :

‘z:f
b
i

ce gui

Bck
oF
&

e
(@)
o
O

o
o
(4H)

structuzrs de groupe coapatible avec leu:

o
L)
o
€

1
)
]

LY
o
&
&
)
m v
=

Nous verrons plus tard gue, pour tout entier n sutre gie 1 et 3 ,

il n'existe sucune siructure de groupe compatible aveec la

‘ c
topologie de S =

,,(ﬂ;gy—é«v@),_ 20X,y )0 2lx, 7 ) £ x 3 _ng&‘}?}
ims €léments x,x' de B , ygy_? A &

X
(3% %) Voir L. £0i NTRJAGIN, Ann. 1i

7y
@gJM&X
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Exercices. 1) Scit f(z)zz§+&12a’?%o.+a -42ta, un polynome de degré n

& coefficients complexes, z; (1$1gn) ses racines, et r = Max -!zig.
1<€isn
a) Hontrer gue, si r?Q est tel gque e
=9 n-2
3-%a1lra_ +la2Br %;..+1a§§

on a r_ £ T ; en déduire que <
r, £ Max(1, 2% !).
Si ,(Jki}?<i<a est une s@;te fznia de n nonbres > U tels que

b)
"
-

= 1, montIrer gue 5/
Ay r & max (A, la E*ﬁlk
-3 i 7 Vi

(utiliser a)).

¢) béduire ds 2) que, 8i lss a, sont tous
%";’;,ﬁa =2 3 & i 3 3
;g P P b Al A=19 fie b
r < #Bax(2la é,&;ww% ] ' by
o B Pililasiennlar T ila
¥3 2 3 . = 3 ~
d) bédulre de a) que l'on a

&2 ﬁﬁ -
E@%m&{&?y a‘i 3* g 8? /% } #

2) Un appelle nombres algebrigues les nombres complexes rascines de

peiynomes & coefficisnts rationnels.
a) dontrsr gue le corps A de tous les nombres algébriques est dénon-

<}

brable (montrer gu'il est équipoient & 1'ensemble des polynomes &

z

efficients rationnels).
1

o
b) £n déduire que e corps B des ﬁambr@s algebrigues résls n'est
bas conplel, bien que le corps obienu par adjonclion elgébrique de i

4 B s0il le corps algébriquenent stable & .

9 3) Soit X un corps ordomné (Alg.,chap.VI), S le corps des séries
fornelles descendantes d'une iﬂﬁéi%fﬁiﬁé@ x & coefficientas dans X
= ¥
7.3 5 o oan o S - St B 5 s - -
{clest-a-dire les sxpressions é;ﬂ@ Z oh a ek (voir &ig.;eh&pa&?}
'-'é. z =




-ﬁ0=
on ordonne (totalement) 8 en prenant pour éléments > O de 8 les séries

formelles dont le coefficient du terme de plus grand degré est > O
(slg.,chap.VI). Montrer gue § , sinsi ordonné, et nuni de la topologie
Qfo(s) {(chap.I, §1,exerc.5, et chap.lV, ¢ 3,exerc.2) est complet,
mais que le corps obilsesnu par adjonction de i 4 8 nfest pas algébri=
quemeﬁt stable (montrer que les polyn@mes‘ gpwx gont irréductibles

dans S ).

9 &) soit K un corps itopologique commutatif, E un espsce vectoriel

5 ‘: akiv 30T <\> £ 4 ! ne 5 ?:q 3 @ & =
& n dimensions sur K . 8i (&), <i¢p °8t une base de E , et =i
on p rte 2 B , par ligpplication linéaire biunivoguse

- s 5 aa 3 & =
, la topologie de K (produit des topologies de

pﬁw

() >2, %,

U 5
g68 fa@teursis cette topologie eost indépendante de la base considérés,
est compatible agvec la structure de groupe additi

e

que Nalp&lcaté@u (t,R) —» Lt de KExg dans B sol
8i E est une algébre sur K , la topologie précédenie est compatibls
avec la structura-d?anneaa de K ; si F est uns sous-algébre de E |

1& topologie induite sur F par celle de B est identique & ls topologise

-défipie & partir d'une base quelconque de F . Si E est un corps

ﬁ:ﬁ\ﬂ
@
&
4
&
o)

(commutatif ou mom) sur K , la topologie do £ est compatil
sa structure de corps (ls déuc er d'abord pour une extension
algébriqus gimple, puis remarguer que tout &lément xcE est contenu
dans 1'extension glgébriqg@ gimple cbtenue en 4djaigmant xa k).
51 le complété % de X esi un corps, le complété g d'une algébre B
sar K est 1l'algébre obteauepar extension & K du d@mgﬁng d*@p@?ateura
de B (Alg.,chap.II et ¥II) ; en déduire des exemples de corps
ioyel@gigues dont le complété nfest pas un corps.

5) ilontrer que tout isomorphisme de l1a structure de corps topelogique

ﬁ" o2 CSIRT ﬁf‘ﬁ’c}. (19< s P8 {3 Fatr + 1 f’x"»s—:’%n'fnm‘-ﬂ i < CH £ 3 o
i &, SUr Ceai Bn SQUg=-Corp £e S8C L SUSONCIDALSIEe lien

&

%

tiqus
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de @, ou l'automorphisme z — 2z de € (rezerguer que, si f est

un tel isonorphisme, on a f£(x)=x pour tout nombre rationnel x ;
décuire ensuite de la continuité de £ que £ , restreint &8 R , est
un isomorphisme du corps R sur un de ses seuswox;pg ; appliquer
ensuite l'exerc.j du chap.lV, % 3).

Hontrer de mdme que tout iscomorphisme é_g la structure de corps
topologique du cerps des guaternions K sur celle d'un de ses sous-

corpe est un sutomorphisme de K de la forme x —» d.#d , 08 &

est un quaternion inversible (m8me raisonnement, et voir glg. ,ch V11
6) Soit £ un polynome de n variables complexes, & coefficients
complexes, non identiquement nul. Hontrer gue, dans G 2 , le coxmplé;
mentaire de l'ensexble 5 formé des points Z ={z.) tels gue

3 4. Sommes et produiils infinis deps les R .

e o e A i e B S et S ek s STV A S ST et S < G TN W7D 5 o A e A Y D i

ds voisinages, une fanille ( X_ ) de peints du groupe addilif R ne

peut 6tre sommable que si 1l'epsenble des 2 tels que X #0 est dénombrsblg
% -?ﬂ Vi

&
(chap.I1I1, $4,cor.de la prop.1 ), ce qul reméps essentisllement 1'étude
des familles sommables dans R*™ & celle des suites sommsbles. Toutefois,

2 ¥ . P Vi o BN = & &y i e T "g--%: 3y o B
familles sommables deus R (chap.iV, 3 7}, nous ne

4 - S St e Tt 1 Y -3 e 219 6 st moonnm Ao 1l enoomh g
énoncés gui suiveni, sucune restriction sur lg puissance de 1'ensenble

2o
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En effet, si "f(xz,j) ; on a }Xiﬂgf Ixijl , done

7 1<j€£ ?::’L
Z o | 2 | -, =
i€l %51l < xij{) el X'jéz i1 M oaey Ny e O
- -
comme, pour toute partie J de 1 , - 5%% = ieg . J;:'fél 1y
: §
S } = 5 = éZx 5
on a j.i1%jlSz.oup iz‘ea 13 5’ ] é%! 1ed 1,

dfot la relation (1)

THEOREUE 1. Pour gu'une Tamille {xzayyég de points de R s0it
e ire & R e e

Proa

= - i
sommable, il faut et i1 suffii gue ls famille (|ix |

o e

aucixd&@mﬁks deg X, g0it sommasble dans [ .

g.u

c¢foet 14 une conséguence immédiate de 1'in @5&;3 du triangls st ds

1'inégalité (1).

COROLLAIRE. Pour gu'une famille (% ) de points de R = soit sommable,

il faut et i1 suffit gue l'epsemble des sommes partielles finies de

cette famille soit borné dans Rzz,

Cela résulte du th.4 ci-dessus et du corollaire du %th.3 du chap.1V,
8 7 , en tenant compte de 1'inégalité du iriangle et de 1'in&esalitsé (1).

PROPOSITION 2. Soit (X, ), ., une famille sommsble de points ds RZ

: - . o . - -
) . bne famille sommsble de points de R £ une am@i;@a@z@n
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¥, , donc on est
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£ s
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e
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£

(x;y>=

ranené au cas o P X, y}axiyj , et dans ce cas

é_

2 en pary

o
X

cn

7

ter au cas ot £ est vne forme bilinéaire

£
&

iM3

(chap.1V, §7,prop.2).
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THEOREME 2. Pour gue la famille (4+u_) soit multiplisble dens €7

il faut et il suffit gue la famille (u, ) soit sommable dans C .

Lemme 1 81 (a ) est une suite finie de pombres complexes tells

17143¢p
gue !a £8<1, ong
a; 2
(6) I “ (1+a, )-1- Z %h
v=1
Fﬂ effet
g ('f aa }gt+ w&aa’?ﬂz a '_3 2_—“ x 53,., ai oucﬁsi ’i"nsc"‘?&,&&p«o&
c<q ‘3<ea£<~<*% i4 *n k gD
‘z‘, on & :

= = > fa ) gt
i i o et i

e 8. B2 .8z < : ’?a \{‘& E‘w‘“«& e ( ;, g},g:gn

behece, tg | o< i b, ¢ I =

donc -
= - : = .
=7 (1+a; )-1- ZJ s ls b e HE b (> B o
L=4 i n=0 =
Lemme 2. Soit € un n ‘é;br@ réel tel gus O<s<ﬁw . 2 <&i§ifi est une
fanille finie de nombres complexes telle gue, pour toute vertie 4 de I ,
[ | < =
i as = < = , L
g iwsd'(g’ai} ?; & , 0n 8 o gait:é_ss .
Posons 8 = % f&lg ; d'aprés {(6), on a , pour ioube partie H de J ,
Ity = 2 :
{ j,__‘i H‘%ai}e‘éa ieﬁ &y g < ?%; pourvu que 8< 1 ; en supposant cetts
N B A5 - i i 2
; ‘ = 2
condition vérifiée, l'hypothise du lemme 2 entra ine g iCH &igg@%* «:,;%ﬁg .
donc, en vertu de la prop.i1, on a aussi 8 £ 4(s + %jﬁ , ctest-£-dire
Q(‘écﬁS) = ‘5;28 1 e 1
== £ 4e . on a en ouilre e >3 2 cesl-a-dire B %,

N
@ W
e

cn en conclut s

£ Be . Bous avons donc prouvé gue, pour toule partie

o

: . = :
Jd de 1 , ou bien i,Jaﬂ;;iggﬁb;@ 5 ia-g%éaaﬁgg‘?,@&

(] & eg ' L
montrer que c¢'est la seconde éventualité gui e lieu. Hous procéderons

e Y
AL 2 4 2 on P & Ul B KR 7 P 5
nte, on pewt éerire J=H U Y ki o B 2 n=-1 élé-
& 2 7 G )
§ 2
\Q : 7 S = b =
=y e gl o T s Sng ) =~ donc
AR e 1 L) Eotay A3 & i HéL% I S G 3 A BREL B
Ao L ik =
o & = e a},\;, i
Pl S
= S 2l 2 e | % €2
& o WA
1.4




Ces le“mes étant démontrés, prouvans d'abord que la condition de
1'énoncé est suffisante. 8i (u ) est sommable dans € , il existe,
diapres 1e th.1, une partie finie J de I telle que; pour toute partie

finie H de I me rencontrant pas J , on sit LEH %a@g Le <1 ; dlaprés

2
{i+u E»%§:<‘a .
%’ P i-8 1€

{(6) , on a donc
S E
.
dlof ls pr@pesitio& d'aprés le critdre de Cauchy i@haﬁ.iiigéééghh.?}

- =5t -
puisque C est un groupe comple

Montrons meintenant gue la condition Bn effet, si

P
s

i+ est une famille multipliable dans (7, pour tout £ >0 il

3
4, /

|
TR B 73 >R 3
de I e rencontrant pas 4 , on ait §,4;% {442
o [ S

ot
0
o
=
3
®
i
Q
&
D
Lot

7. & a

de ¢ce théores e§ fondés sur les propriétés différentielles

des fonclions exponentielles et trigonoméirigues.

5. Béries éaﬁﬁ Re .
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DEFINITION 1. Uaa serie de points de R

Rg e gl ST e 3 e o Cog 2 = 2
C'est une conséguence de la prop.y du chhﬁ, iii, c4 . et du th. 1
ci-Gsesus.
- 4
I
o o Lo = z ¥ 2 3 s i
Pour gu'une sézie de terme général X =(z . . ., B0lil convergenis
111 L T4 2 LB
0 :
o -
T + 2 o2 e ) e wn
dans R, il faut et il suffit évidenment que chacune des n sériss
(o= & s pe B 3 % G o 2] S - ETers T A LR o . 2
= 80it convergents. lMals les exemples du chap.ivV, 2 7 monirent gue,
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RII, une série peut &tre convergente sazns Stre absglument
est dit absol
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DEFINITIOR 2. Un prod

‘a-i-um .

1 +]u g est convergent.
I
PROPOSITION 3. Pour gufun pro
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fz,m} de N, telle que

2 X
’&:4

existe une permutation ¢ de 1l'intervalle
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une suite £
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£
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x,(
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[x |[£1 pour igkgm , et

Exercices. 9l 1) a) Boit ixk)'s £k
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-

(8i, pour toute partie finie H de N , on posse B, = i%%344“m montrer,

& l'aide de l'exerc.1b), que touts valeur d'adhérence de 1l'aeprlice-

tion H-»s, , suivent 1lfordonné filtrant des parties figiéa de A ,

q

est egomme d’une série de la forae E% b3
Mg Gil&}

l'ezerc.3 du §‘@ du chap.1lI pour prouver gue l'ensemble de ces

; ptiliser ensuite

valeurs d'adhérence sst une classe suivant un sous-groupe fermé B
o . = : :

de R . Pour éteblir que B est connexe, utiliser llexerc.ic)

ci-dessus, et lfexere.12 du § < du chap.il).

M3 soit ‘zﬁ} une suite de nonbres complexes 3z,.=xz +iy , tells gus

% b 2%

Tas convergent, meis que le prodult des valeurs absolues de ses
facteurs esi absolument @énvergaﬁs_

%'5) Etant donué une suite (X _} de quaternions #0 , on dit que le

m
produit infini de ?anteur général ;é est convergent si la suite

des produiis }f? é X des 8éqaeaees (A (#1z. ,chap.1)

3
A'ﬂ 3
est convergente dans le gr multiplicatif @{?4§@5 guaternions

.sat

ce produit
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a) Pour que le produit de facteur genéral X , s0it comnutativemeny
convergent, il faut at il surfit que, pour tout € >0, il existe :
une partie finie J de N telle que, pour toute partie finie H
de.ﬁr ne rencontrent pas 4, et pour toutes les séguences déduites
de la suite (xn)neH , on ait ” 2 % -’1” £ € (raisonner par
1'gbsurde comme dens 1a pTOD.9 du s du chap 111, en utilisant le
fait que le groupe }< ‘est complet) »

b) Si on pose X n=1+11ﬁ ,,pour—que'le produit de facteur général

X, soit commutativement conmvergent, il faut et il suffit gue le

&

série de terme générel YV  soit absclument convergente

B
cozme dans le th.2, en utilisant a) ).
$5- 2@;@9%2%%@ es_ospaces projschifs
Té

D e D s N > e e S o _—— T

1. Bspaces projectifs réels el complexes.

g o e
S T R R S S N R S s T e s e I

hdppelons gu'on a défini en &lgebre (alg. ,c hap.ii} i'espace prcjsctif

‘ an dzmeas;ogs sur un corps commutatif ¥ , de lu maniére suivante : dési

z;? le complémentaire Qe l'origine O dans l'espsce vectoriel -

K & nt1 dinensions sur le corps K , par ziﬁ(K}_la relation d'équiva-

lence "il existe t£X %el que t#0 ot y = tXx ® entre points % ;?’

as .iﬁ:v,= l'espace projectif & n dimensions sur K , qu'on note ?3 iz} -
je ‘,fggijggz de K:;% par (K} , muni de ls

structure d'gspace homogéne définie'gar le groupe linéaire a nti vari@bl@sé

e \ 4. 0 2 3 W.Zlfsfg

@émm€,€K} {groupe des automorphismes de l'sspace vectoriel K '}, gui
0 =

opére trensitivement dans gﬁﬁiK).

DEFINITION 1. Op asppelle espace projectif réel & n

0TS

2

gpage projectif a@mpi@xg & n dinensions) l'eapa

)

s ? é:§} apni de 1s tonologie guotient

g
@
@

]

FTN
o
4]
O

ey

'
a

3 A Ly
B Rk o 4 LBy 2
par le relstion O (R} {(resp.
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L.'espace projectif P’:,( R} (resp. P (€C)) s'appelle droite
projective réélle'(_reép; éroite Eroaective compiexe) ; l'espace
projectif Pa( R) (resp. ~P2( C)), plan projectif réel (resp. plan

projectif 'comnlexe).
Les démongtrations dss pmpriétee topologiques des espaces nrc;;ectifs

réels et complexes sont tout a falt analogues ; nous ne donnerons en
général ces démonstrations gue pour 1'espace projectif réel.
Lorsque, dans une question déterminée, n'intervient gue 1%ur des
deux espaces ?ni R}, Pzﬁ C), & l'exclusion de l'zutrs, con se
permettira, par abus de langage, de désigper El-ﬂ?" lement par

(et d'appeler espsce pIo jectif & n dimensions) celul de ces deux

espaces gui intervient seul.

PROPOSITION 1. L'espace projectif ? A(R) (regp._?*{ C)) est sépars.
é’,:r}

Montrons dfabord gue la relation n& R ) est cuvert

engemble cuveri dans R ; Xun point de 8 , x'=t X un point de ls

o+t
classe d'équivalence de x ; il existe r >0 tel que la boule de centrs X

t de rayon r soit contenue dans A ; 1a boule des centre ;g* et de rayon
tr sera contenue dans l'ensemble saturé de A pour la relation 4 (R J,
ce gui montre gue cet ensemble est ouvert. U'aultre part, la relestion
An( R} entre deux points X z{:{i} y s{yi} de R _ est éguivslente
& la suivente : "guels gue soient i et ] 's xiyij,; =0 * - comme tout
2(3%%}}

polynome est continu dans K
¥ # _ ‘

Rm«@ % K e est forné dans cet espace produit ; comme on peui sprliguer
A A . g q : . ;‘é{:"\

le prop.# du chep.l, 39 ( %)

*ensemble d f‘izn par f}zﬁ(%} dang

, la proposition et dénontrée.

g

{ ¥) Vvoir Hectifications au fssc. II .




. PROPOSITION 2. L'espace projectif P (R) (resp. P (C)) est un ospace
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et scit U son conmplémentaire dans 5>n(f?) ; Uest l'imege canonique du
couplénentaire E de l'hyperplan‘xn+1=0 dans 5?§+? .
BSoit H 1'hyperplan S dans _Rm'1 ; tout point X :(xi) de E sst

équivalent, pour la relation An( R), & un point et un seul de H -

savolir le point - Il en résulte que l'application canonigue de
* n+1 :
R 4 Bsur P’Q_R) appligue biunivoquenent ¥ sur U . rour montrer que U

est hgméomorghe & H , il suffit (chap.I, &Y,rrop.2) de voir que tout

ensembls Qgﬁgximgagyr@,;gg;_@ H est la trace sur B d'un ensemble cuvert

* : . A X = :
par rapport & R et saturé pour ol R).ur, X — o o5t une

FL¥ ¢ ot

A& AT
application continue mmmz x§xx3x de E sur H |, st li'image réciproque

# o

d‘une partie & de H par cette application est la partis ds %ﬁﬁx? obtenve

A £ 5 3 i s s %
en saturant & pour 2 _(R) ; d'ot la proposition (chap.I, e4,th.2).

COROLLAIRE. Tout pecint de §3ﬂ§§{) { resp. F’Eiéi}} posséde un voisinege

honéomorphe & up pavé ouvert de R® (resp. g 4%,

Un en conclut en particulier que les espaces projectife réels et

complexes sont localement connexes.

Le prop.4 monire que, si on se donne un hyperplan brojectif H dans

=

P (R) (resp. P_(€)), il existe un homéomorphisme de R - (resp. (

: ﬁg‘ n

sur le conmplénentaire g;ﬁ de cet byperplan. Une fols choisi B , il est
souvent commode d’id@;tifiaﬁﬁ 8 l'side de ithoméomorphiseme ¢&Ffini dans
lc prop.4, RZ (resp. 2P et g E ; l'hyperplan projectif H est alors
dit "4 1'infipi? | ainsi gue les pointe ou ensembles qul y sont contenus.

i

Le plus souvent, on prendrs peur ¥ un hyperplan "coordonné® d'équation

Tk

= = 2 - : = =
. 3 7 £ { PO S e e S R
X =0 ; alors ls point in}g Z de | iresp. € ) est identifié =u
e o f i 3 e 2 i = 'E:‘Q ’ f\d Y
poeint de coordonnées homogénes z?zgﬂ‘ﬁgz? i3% 5...,2.de I (R)
% = i n
7 D 7wy >
\iesp. I\ ).
e




(O
(\'j

P

Une fois faite une telle identification, toute variété linéaize V & p

dimensions dans R™ (resp. €9) a pour adhérencs daps P ot R 3

{ resp. ?n( €) ) une veriété linéaire & p dimensions, non contenus dans

1'byperplen & 1'infini, et identigue & la variétd lindaire engendrée

par ¥ . Réeciproquement, toute variété linéaire & p dimensions ds 1'espace |
projectif, non contenue dans l'hyperplan & 1'infini, a pour trace sur

n ﬁ' : s g .0 - P . 2 = - a
R~ (resp. € ) une variété lindaire & p dimensiong, dont elle est

lt'adhérence.

: s yoa ey

e
bien distinguer l'espace R , o est ainsl plongée ls droite numérique
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tels que y.-év Zea , ces fonctions satisfaisant & 1'identité

g(x,y)-f(-@-)h(x,y) en tout point (z,y)éB , et e s'annulant simultanément
en aucun point de B . Identifions R et P,(R), tout nombre réel x ¢ R
étant identifié au peint (x,7) de P';( R), ie point oo &tent identifié
au point (1,0). Alors, A& étant identifié & la pasrtie correspondenie de
(R} 1'epplication gui, & tout point de & des coordonndes homogénes
{zg,;;f‘l fait correspondre le point de P {K} de coordonnées homcgénes

(g{x,7),0(x,7)) peut 8tre identifide 2 P

Envisagée de cette maniére, une sgpplication £ peut parfois &itrs
S
prolongée par contipuité & une part;i@ e R contensnt & . Par exemple,

on retrouve sinsi le prolongement & e@ tout entier d'une fonciicn

Tatiocnnelie, défini en algébre {alg..chap.iX) ; =i ulz) et viz) sont

o

Lo
i
€D
3
fot
¢h
“‘*3
'\{g
Boadd
Guw}-
U}
&¥]
5
£
i
O
@
b
(D
{1

deux polynomes & coefficlients réels

respectifs m et n , la fonetion giifi est définie en %tout point x e R
tel gue vix)#£0, cles dire dans le complémentalre A d'un ensemble de
2 points au plus. 31 on suppose par exemple m £ n , et qu'on pose

%, ‘\X.@ ) = qﬂu(m) » v%(xgy)ggﬁﬂ(%}

on peut identifier la_ fonction z*atimmella u/? & l%application

x,¥) > (u,(x,5),v,(x,7)) de & dens ?,%( R), et cetts dernisre est
définie et continue, non seulement dans A , mais en tout point ds ? i?’ )
en effet, pour y#0 , u, et v, Be pem’f@m s'annuler mrmitaam@ﬂt , et ¥ ’
é‘%‘;ant premiers entire eux ; et pour y=i, u, et v, ne peuvent nom %lm
s’annuler tous deux, v étent de degré n ; enfin, la contim ité de la
fongtion résulte de ce gue G, ot v, sont continuss dsns 53??
th.t). %n d'autres termes, on prolonge u/v en lui dopnant la valeur oo

s e = e -2 — Lo~ 3 S A T e I s Sy e —ron B mae e £
aux points xe R o8 v(z)=0, et en lui dopnant =u point oo la valeur ©

reacl

= £ ) = e
si m=n (cf. slg.,chap.IX).

,
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Nous laissons au lecteur le soin dténoncer les résultats analogues
pour les fonctions rationnelles & coefficients complexes d'une variable
complexe.
¥n particulier, la fonction 1/x se prolonge éu point O en y prenant

la valeur oo , au point oo en y prenant ls valeur 0 ; cette fonction

AL T
est évidemment un homéomorphisme de K (resp. de C) sur lui-méme ;
il en est de m8me de la fonction honogrs giﬁg lorsgus adebc%ﬁ.

- n
Ve m8me, pour n entier > 0 , la fonction X se prolonge su point
oo en ¥y prenant la velsur oo .

invité 4 1l'espe-

< ,h

on ne peut en général prolonger par cont

ce ?Q§§%} xP_ (R}, ni & 1'espace ?gi 3}, une Poncticn raticmnelle

4, é@gaz%iaﬁ ge lies 809 _ 73@36@:1& réel dans l'espace pzo :
I R R R e S o N I T R RR A ER TR s e S e D T i v B A v S e e e S S R I e AR e T ey s e
a1 -~ - 04
cozmme plongé dans C

iz relgtion dféquivalence induite sur R” §+? par ékn(gi} nfest autre gus

L _(R) ; par suite (chap.I, $9,prop.2), il existe une application biuni-

&
vogue et continue de P {@%) sur le sous-espsecs de Fggiéij formé des

polints admettent un gysiéme szu moins de cocraagré s honmogénes réelles ;
S R LS S D SIS 5

comme ?25 R} est compact, cette applicatian est un honédoriorphisme et

gn peul donc identifier ?aé? ) s&u sous-espace précédent.

Cozme fout sous-espace vectoriel & pdi dimensions de R‘”ﬂ engendirs,
i s - e - ;
dang ( ; un sous-espacs vectorisl complexe & pti dimensions, on volt

gue toute variété lindairs réelle V 4 » dimensions dane P (R ) engendre,

lo
%
=

- N i 2 e o el T R
gang P {(C) , vne variélé linsaire gonplexe V' & p dimensions, dont

g

elle st la trace sur §?QQF%3 ; 8n outre, tout sysidms dféquations
&Qi@%@ﬂwﬁ de V est un systéme d'éguacions homogénes de ¥' , en donnant

~ %-" % .S’% ol a s g v ¥ .
aux variaoles 4e8 Valsurs Cohp.8xes.
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Exorcices. 1) Un considére 1l'applicstion de S, dans R qui, & tout
point X -(x“ é,xj) de 52 , fait correspondre le point

Y = (34.92:75,3,) tel que
e 2

¥, =X =X, ¥, %X, ¥z=X_X, .
32 2 T2 ! 3ty 0 V42 ‘,

Cette forction a laz méne valeur en deux points opposés de S P
montrer gue, par passage au quotient, elle donne un homéomorphisre de
P,(R) amas R* .

Yéfinir de néme un homéomorphisse de 'Pzﬁﬁ} dane R f

2) L'espace projecti? P (R} o8t homéomorphe & ll'espmce guotiisnt
de la boulse “Bzr ;» obtenu en identifiant les points copposés de la

fronuaére SBE,E _da Bn :

3) ldentifiant 1l'espace projectif ?E( R) et 1l'espace guotient de
Bﬁ défini dens l'exerc.2, on désigne par 9 l'application canonique

de Eg g.r Pn( K) . tn dit qu'une application continus £ d'un

espace lopologique E dans Pn( R) est inessentisile s'il existe une

L

application continue g de B dans B - telle que f=9p.g ; une appli-
cation non imessentielle est dite esgentielle (eof. 32,ex sm.?
montrer gu'il existe un entourage U de la structure uniforme de

© = z A o 2 < = & : Z
P (R) tel que, si £ est une application inessentielle dlunm espace

3
Vi

P = -

topologicue E dans 5“" . RK) , toute application continus £' de B

dans (R} telle que (£(x),f'(x))EVU pour tout xeE shit
n 2 2

gugsi inessentielle.

@} i une application conitinue de S“i dang P _(R ) est essentislle,
rossible de la prolonger en une aepplication continue de

B, dens P (R) (ef. ¢ 2,exerc.9)

N 3 & X e £ éj i | :
) 81 n »>1, il existe une applicetion essentielle £ de = dans
/o3 i




5¢
_ c
En déduire gque, pour ny1, -Pn( R) p'eat pas homéomorphe & Sn
ni & B (utiliser 1'exerc.4 ci-dessus, et l'exerc.3 du § 2). £
6) Lorsqu'on corisidére Ra comne plongé dans P,g{ RyxFP ! R
et R comme plongé dans F.,( R ), montrer que 1l'applicaetion
(x,7) — xty de Rz dans K peut étre prolongée par continuité
gux points (a, oo )} et { ©° ,a) de PTQR }%P?(R}g pour toutes

les valeurs finies de a ; elle ne peut &tre prolongée par continuité

W

au point { oo , o0 ). ¥i on considére Ra comme plopgé dans ?g‘i R)
R étant toujours plongé dams g""ﬁ_‘.(??ﬁ ), =ty peut 8ire prolengée
par continuité en tous les points de la droite de 1l'infini distinete
du point de coordonnées homogénes (%,-1,0).
Enoncer et démontrer les propriéiés a@al@gm@ vour ls produit xy ,
et pour lz somme et le produit dans {:i
) Quelles conditions doivent remplir deux polynomes u(x,y) et

VixX,y) , & coefficients réels, définis dans R~ , pour que la

&
2 R
fonction raztionpelle “:"‘é ' 5 puises 8trs prolongée par continuité
' VAX,¥
en tous les points de P,i(‘?%} X P?{ R) %
o 2 re S = 5 :
8) Dans l'espace projectif F(R), soit H' _ la "quadrigue”
EP 4
d*éguation
2 2 s 2 2 - :
X%TXZ?& ° o+xp XP’%’*}”. ® aax}ﬂ%‘i == O k’i %Q P ‘é‘;, ﬁ)
Montrer gue H! - et E; . sont homéomorphes & §ﬂ 4 ; pour
dg 3 : §'r, - <=
€ <p <n-1, H7 est homéomorphe & llespace obtenu en identifiant
les pointe oppos é dans le produit S Sn - {considéré comme
- - - ~ = r‘\? r’i_‘p} § é v 3
sous-espace de R° x R )} . ‘Yout acw“é; de E; , & un voisinage
n,p
noméomorrhe & un pavé ouvert de R I |
#icntrer gue H! _ eslt homéomorphe & ( =) {R) (utiliser

ia représentation paramétrique de la guadz?iqua au moyen 48 ses




o
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Y) bens l'espace projectif Pa( R) , soit t:l; - le *"cone du second
2 :

degré® défipi par 1'éguation

2, 2, 2 2 -2 -
% xg+...~§-'x K" ...xn-Q v (1<pgn-1)
sontrer que le complémenteire de O dans G}; est homéomorphe &
: 2
Xﬁ' :
R 1,p

10} Bans l'espace projectif complexe Pai G, soit ﬁ; 1a ®guadrigue?
définie par l'éguation
x‘f«% xﬁ%,. =k Xi«%*% =J .

Montrer gue tout poiant de HI'I a un voisinage howméomorphe & up pavé
ouvert de %%gin‘:?‘} , et gue Hn est coppexs, ainsi gue scn imterssction
avec le con gié mentaire ﬁ?mz hyperplan projectif complexs ’;w«”«é@@m?s
{pour ce dernier peint, on se ramdnera au cas o8 n=2).

dontrer gue ﬁ; gst homéomorphe 2 ? (C ) homéon z‘ygﬁ‘ 2
?1{@} X @63(@} (mé&me méthode qu@ dans N@j;@,.a 8).

e8,

9 11) A toute matrice X & p+1 lignes et nt1 colomnes, dont les éléments

a 2

sont des nombres réels, et qui est de rang pHl1 , ocn fait correspondre
- & o J’t "

ls sous-espace vectoriel & p+i dimensione de RZ"' engendré par ses

p+1 lignes. Pour gue les sous-espaces correspondanti &4 deux telles

matrices £ , Y solent identiques, il faul et il suffit qu'il existe

une matrice carrée réguliire T dordre p+i tells gue ¥ = IX .
Cette relation @ entre L et ¥ est une relation d'équivalence dans
liensenble M T des matrices & pti1 lignes et nti colonnes, de

i T

s 34‘_
reng ptt . La correspondance gul préecéde définit une application
- ~ - ! a e
biunivogue de l'ensemble guotis i g y,g,,?f ®@  gur 1'ensemble des

EL 500
e w = RAsa . 44

sous-espaces vectoriele & pt1 dimensiocns de Rt , ou , ce gui
revient szu méme, sur l1'emnsenble dec veriéids lindaires & p dimensions

de l'espace projectif o ( R) ; ce dernier ensemble sers désigne

par | (R)
g5 ¥ Yoie e
B,P




c“sl‘

=20 =
(n+1 ) (p+1
Identifiant une netrice de M., ., avec le point de. R J(p*1)
dont les coordonnées sont les élémenis de la mdrice, ‘h‘ﬁnﬂ o+ est un
: 2
sous-espace de R (BF1I(PH) , on définit sur P_ = R ) une topologie
- ,

en transportant par la correspondence préeédente la topologie quotient

de celle de M i1 p4¢ Par la relation ® .

a) & touts aaﬁ*mee X CEE on fait correspondre le point dont

/
+1 , i
{iﬁ } cocrdonnées houno gést dapns l’espace projectif 2 (?}

iégéy%?

lss
3= '%) sont les déterminants d’ordre pit extraiis de la mirice X

&

{rangée par exemple dans 1'ordre lexicograsphique}. Uette applicaticn

m:,

<«

est eomya%bia avec ls reliation & et déi

2% 3

9.8 & ~ = <
init uvne application

gontinue et biunivogus o 4 ?ﬁ z"’i%} gur lo grassmanniezme &, . { g
25 q.,g_j;:"
o % e 3 3. 7 T 2= = %A (B e A 5 S
&lg., chap.IIT et 1X). Bn déduire gue r“ﬁ ~L %) est sépars.
- ;
b} Pour itoule suite croissanie ¢ de D1 nombres distincts de 1finter-
b 2 2 -
valle “ o+t 1 de H on Gésigne par "ﬁ lt'ensenble des matrices
) 2 o]
Xe . Gont la sous-mairice formés des colonpes d'indices i eg
= nti,pti

ast réoulie: fontrs T ¥ q e
sst réguliéze. Monirsr que 1 ;jl%a canonique de H, dane 2 e ph 9
& : = é""“g"’g%i =1 i 2
est homéomorphe &4 RF "/ B {remarquer gue toute metrice de H
est égulvalente & une matrice et une seule dont ia @@ugsaaz-fa@,if;z’i,% formée

des eolonnes d%indice 1 & ¢ est la matrice unitié)

5.D 322 OO0k
éhl‘gw
e { Sy
= =~ L 5% Jt Ti=
5 e & é\ i AN q=0)
ouvert de ‘- i
- oy e %
» 3 3 o Gl { 2% met pmeomy = 2e o TS TR 4
G ) #CneITar gus 8K 7 €86 COBNACH {Z"i;m@"iﬁ_ 2P g8
£3 T; < R T A TR ST AL
3,
5
o
- s a & - = = A2 | £
2 % e § AR R ) oo > 72 (ot} £7 DT 4 x &
P ;),35@5:} i ﬂ‘jf%'u&&é&éﬂﬁﬂ-@@ ?&@ﬂa ‘lxs,‘;’ § B 5 :; $5@5:? 1»}:‘@ Llif
A i rrivg o4 wal o1 ahoe
SEep e jeRa 50N 8L ¥B . .eur 2050 De
- = s =
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d) Montrer que Pn,p(R )_f_'és_t.i_ebnngg; (stablir que %ﬂ’ b o8t
connexe, en montrant par ifééurrencej_sur_ k<phti que, si X et ¥

sont deux matricés‘de Mﬁfﬁ;p¥1;’ il exisfe une matrice 2 eppartenant
& la composante connexe de X ét une matrice U apparienant 4 la
composante connexe de ¥ , dont les k premiéres lignes soni identigues;
utiliser pour cela la prop.5 du 91 .

e} Définitions et propriétés snalogues pour 1l'enseable des varidiés
linéaires & p dinensions Pn,p( C ) de 1l'sespacs projectif complexs
e ’

12} L'sspace projectif gauche (resp. droit) & n dimensions sur le

3 s 5 - 4 & 2 ~ ®
(" par la relation il existe A€ K tel que Y =A X {resp. v = xA)°
.‘5 e 7 &= L’“’ 7 j
2 - = a = 2 £ ::} o 5
Généraliser 4 ces espaces topologiques les proprisdtés ¢ =
5
3 33 % =2 - - - 2 s ©
et 23} : montrer en perticulier gue les espaces projectifs
B8
droit et gauchs § 1 dimension sur K sont homédomorbhes & 5 .
& : 3 = &

2

S5 SmEEE S R R B R B S L R R R R S R R R e E N R
e < 2 Lt = . s - g =~ = <1
et de leurs princitaux scus-groupes et groupes guctients.
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guon & défini, en Algdbre (Alg.,chap.iI) le groupe lindsir

%

un corps K , noté GLE{X} , comme le groupe des

sutonorpbismnes de l'espace wectoriel K2 ; on peut dirs aussi que clest
- P e b - : z e & ﬁ
le groupe des élérents inversibles de 1'annesu des endomorphisnes o (K )

&2 e s % Ee e O == o
53 79 e - 2. 3 E?ﬁ % @ . b E‘;; A 4
de l'espace vectoriel £ . Lorsgu'on choisit une bese dans B , & tout
endomorphisne de X , rapporté & cette base, correspond mne metrice carrée
3§ = = = i N 2 £ e = a 2o T8 - SR jﬁ{?gﬂﬁ‘“ o
€fordre r ; on delinit alnsi un isomorphissme de l'anmean « (E”] sux

= - > = ; = z & 4 £ v

1'snneau des matrices carrées d'ordre n ; par cet iscmorphisme, G L (%)
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Hous allons considérer daps ce qui suit lecas o k=R , ou %= C .
Alors l"anneau des matrices carrées d'ordre n sur R (resp. € ) est unme
plgdbre de rang n° sur R (resp. € ), sur leguel on peut defizur une
- topologie qui en fait un gnmesu topologique homéomorphe & R n°

2
(reep. G2 ; woir 83,0 °5) ; on peut identifior cet espace 2 RZ2
(resp. 2 ) en identifiant (par ezemple) la matrice gz(xgé} au point

<3

dont Xi;j est la coordonnée d'indice n(i-1)+j (1< 1,3 £n)}. La topcleogie

induite sur le groupe des matrices inversibles est zlors compatible svec
: -4 . -
sa gtructure ds groupe ; car lfapplication X —>X est continue dans

Sy ¢

ce groupe, les éléments de £ ~ é&tant des fonctions ratdonnelles par

rapport sux 6lémentis de X , dont le dénomipateur est le déteraminant

de X , qui a'est pas nul gml' hypothéss.
Hous choisirons une fols pour toutes une base dans R 2 (rssp. cC)

per exemple la bese camonique (e;), et identifiercnse GL _(
(resp. GL (C)) au groupe de matrices correspondant, lui-m8me identifié

2
& une partie de Rn (resp. C® ) comme il vient d?a‘*re dit.

DEFINITION 1. On appelle groupe lindaire rdel {resp. complexs) & n
vYarisbles.le grouve teopologicue obtenu en munissant le grouve iinésire
varisbles,.l %

G ~ €P§ {;"”esp GL Q C)) de la topologzie induite par celle do 5-?;@

{resp. @‘a ). -
Bemargues. 1] Qmu’zze on 1l'a déja remarqué ( ﬁj,n@fﬁ}; la topologie
ainal définie dans a%, {Rn} ou «{(@ﬂ) est indépendante de 1=

<
5

‘base choisie dans R (resp. C®) (on peut d'zilleurs ls voir

Ve
¥

53

izectement ep "‘8"1&2@5&2};@ qu’un changenent de base revient 2

2
3»3

transporter cette fopologie par un sutomorphisme intérisur de

q 3 - e oyt
1'anneau £(®). m chap.VIII, nous verronms

7
Y
)
S
P
)
o)
n
)

comment on peut domner une définition intrinségue de cette topologi
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2) Le groupe linéaire (§ L,( R ) (resp. G‘L1( C)) est isomorphe au
groupe multiplicatif R*(resp. G’*) des nombres #0 du corps R
{resp. C ), aveec lequel on'l'identifie. , |
Le complémentaire de GL (R) dans an est l'ensemble des matrices

A=(x, 1;) dont le déterminant i . =0 ; ce -déterﬁinant étant une fonction
2

continue dane R% , 1le co*nplémentax,re de GLBg R) est fermé. Par suite:|
PEOPOSITION 1. Le groups linéaire QL?(R) (zesp. G Lﬁ{ C)) est locale-

ment compsasctl ;

chacun de ses points & un voisinege homéomorphe & uy navé

guvert de R {(resp. R 2n 5 .
11 est 4vident gque G LE( R} est iji ntersection de G Lni ) et ds ??Q
{considéré comme sous-espace de @E“*ef} ; sutrement 4it, on peut considérer

G L_ﬁ}; K )} comme un scus-groupe fermé de La{ )
Jans & L,,?{ R ), 1'ensenble des matrices de déterninant > 6 est un
soug-groune distingué d'indice 2 , ouvert et fermé dams £ L {R) ; on 1e

igne par G Lg( R), et on note de méus G Lﬁ{ R ) 1l'ensemble des matrices
de déterminant < U , qui est la seconde classe mod. G L,Zi, R ) dans @Lﬁ(ﬁl ;.'1

En considérant un point A =(x;) de ®” coume une matrice & une colonns,
le transformé de X par une matrice X €G E"m R ) est le point (matrice &

une colonne) ¥ =£. X . Pour 1 >1, le groupe @L R ) opére transitivemen:§

daus RE ; 11 y définit donc une structure d’espace h&ﬁu&"éfi ; 8i, pour
un peint gquelconque & %@;m s 9( &) désigne le socus-groupe de %’g%:n{ R
formé des matrices laissant imvariant & {ﬁgr@z;y@
"e'i‘;wstma‘““r@ d'sspace h@m@ggéne est isomorphe & cellis
s slors ( @n}‘ est fo
ﬁ,é‘bgmsﬁ,mﬁ* 76 el de la form

Prenons par exemple & = e
s g &3

D

{
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]

L4

U 5

U

7] n ..u .
'nt p2°’ n,n-1

Ces matmces s'obtiennent donc en premant pour U une mstrice arbitrai-
re de 6 L ( R), pour les L (‘3 £ign-1) des nombrss réels arbitraires.
I1 en résulte aussitdt que. S(€ n) €8t homéomorphe & R B2, @Ln’?( ).
rphe &

PROPOSITION 2. L'sspace homozlme @Ln( R)/ste o) €&t homéonor;

$'aprés la définition de la topologie d'um espace homoglne ésha@,;izfi,
‘”@252108}3 il suffit de prouver que l'spplication X — X. @n de

o n = : =
GL ‘ﬂ;?{) sur R~ ssi continue et transforme tout voisinage de la matrice

1té i en un 3@.58&1,&3%68 €_ . Le premier inﬁ,’iﬁ« est immédist ; quend au
second, il f‘;’l{“?t de reaarcuer que X. @ n'egt sutre que la colonne
d'ipdice m fw X ; l'imege par l'application X —uX. @ ‘un cube de

centre 1 et de coté a £ 1 conltiendra donc um cube de centre €_ gt
de coté a .

PROPUSITION 3. Le groupe lindaire réel AGL ( R) 2 deux composantes

connexes., lsantedel'élement neutre étant @L, (R) Le groupe

linéaire complexe GL (C) est connexe.

Y S 7 + 5
La premiere partie sera établi@ si on prouve gque (5 L (R) es1 conneze.
Frocédons par récurrence sur n ; lg proposi‘tlon est ¥raie pour 3&.‘5 car

GL (R) est le g groups multiplicatif P . Supposo

L, sons-1la démontrée pour
1 F Ty % £ % <~ =1 "g» C B2 &
cy ,%ﬁf’ s alors 8( @Q; , bhoméomorphe & R‘ﬁ %L {R) est connexs,

Soient B un espace topclogigue, B upe relation d'éguivalence
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En effet, sl A est un enSezﬁblé onvert'_ét formé dens B , il contient
nécessaiiement 1la claése} de chacun de ses points, autrement dit il est
saturé pour R ; mais son image canonigque dans E/ﬁ est alors un ensemble
6uvert et fermé, donc identique & E/B , ce gui entraine 4&=E .

La seconde partie de la prop.3 s'établit de mére, en montrant d'abord |
que (2 2 est homéomorphe & un espuace homogéne défini par un sous-groupe
de G Ln( Q) homéomorphe &8 G2 x GL, 4t C‘ ; nous laissons au lecteus]

le détzil de la démomstiration.

i 7 e o oty s e i e 3 vy S o i e o T ey T St e e o s e e e g e o s
B I R R R T TR R IR IR iR SRR % o 0 G5 105 s o 6 s et o e i, ”-u‘wgnﬁ@wwdmm%

2. Croupes orthogonaux st groupes uniteirss
Rappelons {2lg.,chap.VII1) que, si ¥ est un corps commutiatif de

caracteéristique #2, on appelle groupe s orthogonal & p varisbles sur &

le sous-groups O {zi) de GL {h‘* formé des subtomorphismes cde £ qui

2 2 & e :
laissent invarianie la fez:ne guadratigue e 2{.; ..At}zﬁ . 81 K o8t un

orps ordonné, et K' le corps obtenu par adjonction & X de la recins i

- By

de x"+1=0, on appelle groupe unitaire & n variasbles sur &' le sous-

£Troupe "Jﬁ{ﬁ*} de GLQ{%"} formé des automorphismes de E'% .;.azqsam,

&=

invariante la forme hermitisnne XT.X‘?T}{Z"{Z*.,."&X Xy -

DEFIRITION 2. On appelle groupe orthogonal réel 4 n variables

{ou simpliement groupe orthogzonal & n varigbles) le sgus-groupe Oﬁi RJ

o
(e
(@
]
&
L&)
w
D
i\a
o]
)
4]
g.n.h-

Oﬂ} du groupe topologigue @Lﬁ{ R). Un appelle

groupe upnlillaire complexe & 1 varisbles (ou simplexncnt groupe unitsire

& u verisbies) le sous-groupe U’ﬁ{ C) (qu'on pote sussi U ) du

groupe topologigue (5 LS Cl.

, e 5 s o3 n = 5 C o Jae :
Lo eaﬁs;ﬁ.&af&u@ @L { R) comme sous-groupe de G L (C), ona

¥ & 44

fﬁ' % =5 % X > -
J o= %,.,? NG {? ) . done O est sous- sroupe ferué de VR

&
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PROPOSITION 4. Le_groupe unitaire Lfn et le groupe orthogonal (?n
sont compacts. Fousat point do U, a2 un voisinage homéomorphe & un pavé
2

ouvert de sz ; tout point de {}n & un voisinage homé@mogyhevé un
n{n-1)/2 . ,
o /

En effet, pour quiune matrice é;(xij) appartienns 2 lfu i1 fant

et il suffit qu'elle satisfasse aux conditions

Yo >
2
(1) ;‘jxijg =1 (i=1,2,...,n)
(2) 2 Tt o (1<h,k<n , hk)

{fn est donc un ensdnble fermé dans (C® , et les relaticms (1)
- : : - e T
entrainent i $g<;@ quels que soient i et j , eutrement dit U

est borpné dans Q;a ,» donc il est compact.

Biautre part (alg.,chap.V1II), si X est une mairice unitaire telle que

st .4«

iz¢§& #0 (I matrice unité), la nmatrics
3) ‘E;(Ef;)iifg}z?

@st une matrice hermitienpe gauche, telle que
(4) -z =zm)'-s)

nversement, & toulte matrice hermitienne gauche S correspond par la

formule (4) une matrice unitaire X telle que +X 1 #0 . ur, 1'snseaxble

des matirices hermitiennes gsuches est un scus-espace vectoriecl 4 n

dimensions de K™ ; et ce gui 1récédde montrs que l'application

{(I-2£) est un homéomorphisme de ce sous-espace sur ltensenble

';
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On sait que le déterminant d'une matrice orthogonsle est égal & +1

ou & -1 ; les matrices de déterminant +1 forment un sous-groupe distingué
O: d'indice 2 de On , 1le groupe des rotations de R 2 3 ilf;jest ouvert
et ferns dans O o - e méme, le déterminant d'une matrice unitaire est
un nombre complexe de valeuf absolue 1 ; les matrices unitaires de
déterainant +1 forment un sous-groupe distingué U de Un ; ctest un
sous-groupe fermé de .‘Uﬁn 5 et le groupe guotient a"&j /U est isomor-

phe au groupe multiplicatif /=1 des nozbres complexes de valeur
¥ : i

83 ’{‘ b 3 3 %
Your n 7>t , le groupe @n cpére transitivement dans ls zsphdrs

2 o 3 il y définit donc une struciture d'espace homogére ; si, pour
442 :
- = f::. Y - i o
un point guelcongue &€ ; B{ & ) désipne le sous-groupe de ()

i“‘@z‘z‘z‘;é des rotaticns laissant invarisnt & , cetts siructure dfespac

L + 1 =
E’garzawrae est isomorphe & celle de Q,i /(4. ) . 81 on prend 4 = e, >
i1 )
Ao
o % A 23 el 3 = 1 b
il est immédiat gue 3(@1@, est isomorphe & @ . ; avec lequsl nous
=%
% i
l'identifierons. Ue méme, pour n > 1 , le groups 1J° opdre transiti-
= 3
vement dans ls sphére @,}n s = @ ; et y définii vne structure d ‘es-
ol 8 Gl 4
5 3 2 = "i"‘ - : = : '{' , = >
pace homogdne ; en identifiant &4 T le sous-groupe de laigsant
B=1% : B
i iy Do % & 0 =T .r,w:’ o 7
invariznt le point vr € G de Puo&@méf%s z, rfémm%ﬁw ; X=F
on voit de z8me gue cetie sirueturc d'espace honogéne est isomorrhe
S qat ] o ; :
& gelle de VYV [ U ;
2 ne% .
T T ST z 9 3 - '% ‘iﬁ“‘t;’ P 3 = e
PROPOSITION 9. L'espace homogdne (O /U est homéo morphe & :
= _ 50 h-] i n="1
= > g -%m i’nr.,"%" e o~ Z i;
l'esoace homogone 17/ est_noméomorphe & > i
e -7 n ¢ n- '? 2;; o '? ;
oz e : 2 e 5 5 = 57 =
¥ar passage au guotient, 1l'application X —>X. e de J sur
.
L’»‘m 1 donne une applicstion ‘cimn&voque et continue de U+/U 4
. mEAT o -
sur ,%gv}%g ; 11 suffit de démontrer que cotte spplication @ % bicontinue,
: . gt , :
ce gul est immédiat, n étent compact, donc aussi J TG:J ( chap.I,

910,th.1).
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Démonstration analogue pour l'espace homogéne O / + !
n=1 ¢

PROPOSITION 6. Le groupe orthogonal réel On a deux composantes

connexes, la composante de 1'élément neutre &tant Oj; . Le groupe uni-

taire U et _son sous-groupe U+ sont connexes.

Pour montrer que O+ est connexe s il sulfit de raisonmner par récurren-
n

ce ; la proposition est vraie pour n=%t , car O,g est réduit & 1'é6lément

: 3 e
- peutre ; si ells est vrasie pour 0 , elle l'est pour Oﬁ dl'aprés

=4
o ot
le lemme du n1, puisque () /Q , ©st connexe en vertu ds la prop.5

5
5 7

= . e : ; =
Uémonstration snalogue pour “E}+ ; comme J / %}n et U‘ sont connexes,

le lemme prouve encore que U h@—&@% est conpexe.
Ov

- L a > a "é‘ =z
On peut d*ailieu&:a ap@lique“‘fiw méme méthode qu'a et Y

ce groupe cpére itransitivement dans ggﬁe% ; 1le sous-groupe

lzsissant invariasnt “U" peut &tre identifié & U;@, 4, s ©t on montre

comme ci-dessus que ﬂ/ U,.; est homéomorphe & S

Le groupe Qﬂ (raap U ) n'est pas un sous-groupe distingué de
GLQQR} (resp. &L (@)} pour =z >%1 ; mais, au point de vue topologique,

on a la propriétéd suivante :

PROPOSITION 7. Le £roupe linéaire G L (R) est homéomorphe & 1'espacs

, +%
produit Q # R‘gm } : la EFOuDe ilnéairw GL gé’,; est homéomorphe

’f,egaceg rodult v XRQ‘ .

Un a vu en effet (Alg.Chap. VIII) gue toute matrice }{miz.j) de

L. (R) peut, d'une mané,ére et d'une peuls, se netire sous la forme YU , [
B ' -

cd U eost une matrice crthogonale, et Y¥=(y. .) une matrice de @Lﬁ{@?

ij
telle que y,.=0 pour J 71 , et ¥is > U pour 1<i<n ; en outre,
- o > =4 =
= 2 3 o5 4. = 2 o
chaqus ;4 pour 171 st v pour 1¢ign , est fonction rationnellel

1 en résulte gue l'application X —>(¥,U) est un homéomorph-

isme de GL _(R) sur le produit du sous-espace E des matrices %
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et du groupe orthosonal 0 n- Or, i1 est immédial gus E esi homéomorphe

gu produit de =n(n-1)/2 facteurs homéomorphes & R , et de¢ n Pacteurs

homéomorphes & l'intervalle ]G,+ao£ , donc encore & R ; dfcd la pro-

position en ce qui concerne G L (R) ; méme démonstration pour 6L (C).
Un observerz que cette proposition permet de déduire checune
des propositions 5 et & de 1'autre. '

: o = = +- + o
fious avons déja remarqué que les groupes U et O  ge réduisent a

, 1 4
1'élément neutre, et que Uﬂ est le groupe mulkiplicatif des nombres
complexes de valeur absclue ‘i ; le groupe des rotations o 5 @5t isomcrphs
& U? , donc homéomorphe & 53 {(ce qui résulte aussi d'aillecurs de ls
> -
prop. 5). Les groupes ’{I et @ se ratiachent de meme su groupe
: ts x
multiplicatif S_ des guaternions :l@ noroe 1 . Zu eizet (alg.chaep.VIL)
3 ik Ll b7
cn définit un isam@rmieme de la siructure de groups de K dane & L ()
=gt b
n feisant correspondres & un quaiernit #0 . la matri
en feisant correspondre usternion X +x,J+x ktx, £ #0 , 12 natrice
i;’ x, + ix, xztiz,
2 3
" 323 : i.xé =iz, _

et cette applicaticn est &évidemment aussi un is@mez*z},ai&;m@ du groupe

topologigue K%’dazzs GLZ{Q) ; OT, au sous-groupe S, de 5‘%1 corres-

pond par cet i somorphisne le groupe unitaire U’ '
D'autre part, l'espace E{'ﬁ étant identifié &

dont la premiére coordonnée est xmll.@,a si ng,‘?éii_ est un g

uaternion guel-
: : . - z
congue, l'application *-—=» ZX ialsse invariant K- t sa

restriction & %é est une rotaticn ; soil
=, K3 a 2 z o = 7‘%“ =
dand & ceite rotation, Béciprequementi, toute matrice de O . est de lg

forme FlZ) , et 1la relatiop F(Z)=F(Z') équivaut &8 Z' = £ Z

L)
o

t réel et #0 (alg., chap.VII1). Comne en outre, on a Flz z')=F(Z )E( Z!

.

ot gue les é€léments de la matrice Pl Z) sont fonctions ratlionmellies
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des coordonnées du guaternion zZ , on voit que F est une représsntation

continue du groupe multiplicatif K*des guaternions #0 sur Q; ; en
restreignant F au sous-groupe 5§, des quaternions de norme 1 , ¥ est

un homomorphisme de 5§ sur Q’; , puisque S 3 est compact ; en outre,

sur 55 ,onn'a ¥(Z)=P(Z')quesi 2'=Z ou ‘=-Z . En résumé :
PROPOSI{ION 8. Le groupe ‘U’; est isomorphe au groupe multiplicatif ‘Sjﬁ

- v 4 ;
des guaternions de norme 1 . Le groups @3 ept isomorphe au groupe

guotient de 533 par le gous-groupe distinpué H = 3-1,11 %—
- S 4

'%" ShEa 2 + - B e
5 gst homégmo r;ne & l'sspace projectif

COROLLAIRE . Le groupe {J

En effet, les chesses mcd.B dans S, sont formées des couples de
2 %

<
pointe diamdtralement opposés de @@E -
3. Groupes projectifs.
e R RS RS it
Un sait (&lg.,chap.1X) que, 81 K est un corps commutatirl, les

homothéties x —>t X de rapport 0 de l'espace vectoriel X, for-

ment un B50US-gToupe distingué Ené £} du groupe linéaire GL (ﬂ}

que le groupe guotient @L (K }1.&* (x) est isomorphe au groupe projectif

é, p Yarisbles PL (£) (clest-i-dire le groupe des gpplicalions linédai-

res biunivogues de l'espace Emgﬂc‘*if ?a 4(X) sur lui-n8me). Un iden-

tifie en général ces dsux groupses.

DEFINITICN 3. Op appells groupe projectif rée 1l (resp. complexe) & n

verizbles, ls groupe topologigqus PL _(R) (resp. PL (C)) quotient
& Bt
2 Z o2 % g Y ) 7%
du groupe linéaire réel Gl [ R) (resp. G B"’:&{ C)) par le sous-groups
distingué ﬁﬁ{ R} (resp. Eﬁ%ﬁ{ C)}) des homothéties de rapport [é{} dang
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Deux matrices X Y.. de GL (R)-appartienﬁent & la m8me classe
(mod. H (R)) s'il exz,ste un nombre réel ’c=0 tel qee ‘.‘!_t}{ . on encore
(en identifiant les matrices de 6L (R) & des points de ﬁ,n ) sl X et
¥ sont sur une droite passant par l'origine. OUp en canclutl que l?espace
quotient = Ln( R)=6L_(R )/ Hn( R ) est homéomorphe esu sous-espace ouvert
de 1l'espace projectif Psgn( R), défini par la relaticn %, #0 '

entre les zzg coordonnées homogénes de ses points :

voir de remarguer que GLB(R) est ouvert dane R et gat

la relation Ang *i{ R) (29%), puis d'utiliser la prop.z du chap.I
§9 . Un identifiera Pl _(®) & co sous-espace de P
sonne de m8me pour PL‘Q(@) ; par suite :

PROPOSITION 9 . Le groune projectif ?Lﬁ( R) (resp. PL (C)) est
)

localement compact ; chacun ds ses poinbts a un voisines:

) 2(212“? §§

2
& un pavé cuvert de §% a=-1 {resp.

Conme ?n( R} peut étre identifié & une partie de P iiﬁ} {%f}gm&@},

41 = s N ;
tout enseuble ouvert dans R™ ' et saturé pour la relation il.ﬂ( R est

AJ&

la trace d'un ensemble ouveri dans et saturé pour la relation
,z’f‘an{ €) (echap.I, f;?-,pmp.é) ; remplagant n par n®-1 » on voit que
toutf ensemble ouvert dans & Lni R) et samfé pour iﬁv_g QR} est la
trace dfua enseuble ouvert dans GL (@) el saturd pea; &ﬁg (C) ;
done {chap.I, $9,prop.2), le groupe projectif PLQ R) ;pea. é‘tm
identifié au gous-groupe fermé ds ?L ( C) formé des points ayéﬁt un

gystéme de coordonnées homogénes réalles.

PROPOSITION 10. Le groupe projectif réel PL (R) est comneze si n est
impair, st

egmglex&
oL 5 i 25 o 2 z v1 4

La seconde partie de la proposition et immédiate, puisque '%ED“((ZE est

 connexs.

deux composantbes connexes si n est pairz. Le gmag@ projectif

g
PL &@) est connexe.
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8i n est mpair, t.oute classe (mod. !1 (R )) contenue dans GL, (&)
rencontre G L (R ), car 1é déteminant de la matriee tx est £ , et
en prenant t du signe de - » OB a tX} >0 ; l'i'nage canonique de
GL+( R) dans PL,(R) est donc identique & PL,(R) , et comme G—L+( R)

est connexe, il en est de me*ne de PL (R) . Au contraire, si n est pair,

le détermninant de tX a m8me signe que celui de X , quel nue soit t;k(} -
les imaeges canonigques de G L:( R) et GL;( K ) dans PLﬁ( R ) sont done
deux ensembles ouverts, connexes et sans point commun, et par suite cs

sont les deux couposantes connexes de PLn( R).

Bxercices. 1) On appelle groupe unirodulaire résl {resp. complexe)
4 n variables, le sous=-groupe distingué SL (R} (zesp. § L (C))
de GL (R) { resp. GL (G}) formé des znatnces de detemmant 44 .
Montrer que SL ¢ R) est homéomorphe & R (n%+n- gj)/ z , et
GL 2(C) & Rna*;:}}“? . En utilisant la prop.B, en déduire en

particulier que la quadratique xgm “!’x"*?‘xé— 1 dans Q% , est

3
homéomorphe & R_ xS 5
2) Le sous-groupe de GL n{R) (resp.GL (C)) laissant invariant
un sous-espace vVectoriel ¥ &4 p < n dimensions est homéomorphe a

RPQQQP)XGL(R}XGL pfR) (zesp. & Rl (@)

P Lnap( G));iil a quatra composantes connexes (resp. est connexe).

Le sous-groupe de GL (R) (resp.G L‘n( C)) lzissant invariants
deux sous-espaces vecioriels supplémentaires 4 p et n-p dimensions
respectivement, est isomorphe su produit G L ( R)K@»L (R)

{resp. L (v)K@L (@) )

3) &Omr@r que tout pomt gde Un 8 un volsinage homéomorphe &

n-p

un pavé ouvert de REZ 21 (il suffit de 1'é6tablir pour 1'élément
: g = S 2

neutre 1 de U ; on est ramené a prouver gue ; dans l'ensemble des
n .

matrices hermitiemnes gauches § satisfaisant & 1'éguation,




_I_+§ = j1-8 , le point O posséde un voisinage homéomorphe & un pavé

ouvert de R n-1 ; pour le voir, remarquer que, de 1'équation précédente,
on peut, au voisinsge de O , tirer un des éléments diagonaux de § en
fonction rationnelle des autres éléments de 8 ).

4) On sait (21g.,chap.VIII) que toute matrice unitaire X peut s'éerire

yzu~?

» o4 U est une matrice unitaire, et Z la mairice daagonale dont

les ¢léments sont les racines caractéristiquee de X (de valeur absolue 1)
décuire de ce fait une suire démonstration de la prop.6 (montrer gue 3
appartient & un sous-groupe comnexe formé de mmtrices diagonalss).

5) bans le groupe des rotations O;' {resp. daas le groupe unitaire U n)

1'ensenble des matrices X telles que [1+X{ #0 forme un enserble ouvert

et partout demse (ramemer uns nalrice X telle gme § I+l‘& 3 =0 A& la forme

diggonale ; cf. exerc.«). kn déduire une nouvelle démonstration de la
7#
prep. © .

ﬂ‘o) On appelle groupe orthogonal complexe 4 n variables le sous-groupe

On_( C) du groupe topologiqué GLB( C) . soit 0;(6) le sous-groupe de
_On( C) formé des matrices de déterminant +1 .

a) Le groupe On{ C) est localement compact ; chacun de ses points
posséde un voisinage homéomorphe & un pavé ouvert de Rn(n"ﬂ {méne
méthode gue pour iz prop.4) .

b) Le groupe O;( C) opére transitivement dans la "quadrique” H
d'équation xif‘%*x‘;%ﬂ..ﬁxzz"i dens C® ; le sous-groupe de QZ (®)
laissant invariant le point U de coordomnées x,=%,=..=x, =0,

% =1 dans G" esi isomorphe & «3;1 (C), avec leguei on peut
1'identifier. sontrer gue l'espace homogéne &*’( @}/'Q+ A{ C) est
homéomorphe & la guadrigue ﬁn {(pour prouver que 1'ap phﬂamm

Z—>X. UV  transforme un voisinage de I dans 0"(C) enmn voisinage
5 &




i
et

= 0 -

de v dans H , remarquer que 1'éguation (I+8).z=(I-8). v, définit

un certain nombre d'éléments de la mairice symétrique gauche 3 en §
fonction rationnelle des autres Glénenis de cetie matrice et des

coordonnées du point Z€& H  dans oy

¢) Déduire de b) que le groupe OZ( G) est connexe (raisonner comme

dans les prop.3 et 6 , en utilisant l'exerc.10 du & 5).

4 7) Soit Oﬁ - le sous-groupe de @Lq( R ) laissant invariant la forme
’ A,

guadratique
2. 2 2: 3 2 , -
.r +o 4+ =X S X
x, x5 - XP_}‘? x (< p<a)
a) Montrer gus @” = est localement compact, et que chacun de ses
é&;' i
e - ~nl(n-1)/2
pomts a un voi nage homéomorphe & un pavé ouverti de K
(néne méthode que p@zzr la prop. 4).

b)Si »p » 1 , le groupe @1‘35};’ opére transitivement dans la "guadrique" |
{ 32,exerc.11) d'éguation |
x’f%*zg-fr. .-§~x2=xp+l‘f=..‘=x§ =4 :
Le sous-groupe de Qn,p laissant invariant le point g, eat isomor- |
phe & On 1,p- ,f ; avec lequel on peut i“identifiez'. Bontrsr que l'espace ;"
homogéne On D zp 1,p-1 est homéomorphe & lz guadrigue H 2,p,8-p |
(méme méthode gue dans 1l'exerc. 6b)). ~
¢) bémontrer le lemme suivant : soit {}'un groupe topologigue locale-
ament conpexe, K un sous=-groupe de & ayant un nombre fini p de compo-
gsanies connexes. i 19espacé homogeéne &/E a un porzbre fini q de compo-
santes connexes, G a au plus pg comg@sa&teé connexes (si C est la
composante connexe de 1!'8lément neutre dans & , remarquer gue lilimage
canonique de CK dane is/?i est vne composante connexe ds G/F )
d) Dé&duire de ce lemme st de b} gue G n, a au plus quatre compo-

;

|

|

p ;

santes connexes (cf. ézgaz@rc‘ﬂ) ;




- Y =

e) soit B' la variété coordonnée de Rn engendrée par les vecteurs

€4, @or-cs ep : E"‘ 1a variété supplé:nentaire engendrée par _.ep+‘!’ % e

pour tout vecteur Xé Rn s on désigne par x' sa projection sur B' -

par x " sa projection sur Ef .,
. . -
o .,xn les colonnes d'une matrice X
du groupe On D ; zontrer que le déterminant deg p vecteurs
S

SOieﬂt x1, x.a,-..,xp:x

X }‘ . Xé’ L XI'J n'est pas nul (nminorer le carré de ce déterminant ep

utilisant l'identité de Legrange et les relations entre les élémeﬁzts

de X) ; de néme, le déleraninant des n-p vecteurs x ;M’” .2 X nlest
pas nul. ¥n déduire que pour 1<£p su-1 , O & au meins guaire

, n,p
conposanies copnexes, el par suite (d'aprés d)) gu'il = exectement
quatre composantes connexes.

£) Faire une étude snalogue du sous-groupe l}ﬁ

5 &
invariante la forse hernitienne

m.ﬂ_g‘ -.9'-%‘.'0+ x - et LI s x o
x‘;xx Xéxz XPKP Xp_%'g‘ ann H

montrer en particulier que ce groure est connexe.

8) On appelle groupe

symplectique réel (resp. complexe) 4 2n variablgs
et on note S%‘B(R) (resp. géf’n(@)) ie sous-groupe du grcﬁpe
topologigue @L&(g) {resp. @Lm(@)) qui laisse invaeriante
la fornme biliné&if% alternése

-~ ?;‘i(xiyn%&wyizmﬂ}
‘a) Le groupe 5%& R) (resp. SP_(€)) est localement compact ;
chacun de ses peoints posséde un voisinage homéomorphe 4 up pavé cuvert

. Low # { 5 3k : 2 -
de Rn(éﬂw) (resp. R=Bl2nti }) {méme néthode que pour la prop.4 ).

o

b

Le groupe %?«?,é,{ R) (resp. Qg"ﬁi C)) est identique su groupe
%ALQQR'} {resp. gLE(@;}) {exere. 1) .

n

de G Ln( C) laisgant |




d)

< ,d =

b) Le groupe SPn( R ) opére transitivement dans Ran" . Le sous-groupe ‘

5¢ 61) laissant invariant ©, est homéomorphe & R 2n"1)<SPn-1( R) ’
ot l'espace homogdns SPn(R ) / S(e 1) est homéomorphe & R 22
(méthode de la prop.2). kn déduirs que SPB( R ) est connexe. ¥Yroprié-
tés analogues pour SPR( €) ‘

9) a) bans 1'application canmonique de G Ln( R) sur PL_(R),
soient PS5 LIR), POE : PQ: les imsges canoniques de SL (R) ,

+ . :
On et () . #ontrer gue ces groupes sont respectivement isomorphes

aux g,::'oupegl quotients S Lg( R )/(%Ln( R)N 8(R)), On/( Qﬁﬂﬁn( Ry, f:

O+/( O+ﬂﬁ {R)) et par suite localement isomorphes &2 S L (R) y
On et O"*' . 8i n est impair, ?SL (R) est isomorphe & %LQQP) ;

PO P’Q*’ est isomorphe & Q ; 81 n est pair, PO_ a deux composan-

n
tes connexes.

b) 8i n est impair, PQLQ{R) est identique & ?Ln{ B); sinest
pair, PC L QR} est identigue & ls composente connexs de 1'é&lément
neutrs dans PLED R). .

¢) @ontrer qus P9 Lﬁﬁ R ) est homéomorphe & R (2%4n-2)/2 X PQ;
(voir exerc.1).

d) bésignant ée méme par PSl (Q) S PU ot PU+ les inmages de

SL (e, 'U et ‘E}' respeciivenment par l*’ appliil fcamoﬂ canonigue de

GL (C) sur PL i\,,} , monptrer gue PU PU et PSL {@)~Pi,,n(@)

qas PSL (C) st ?‘%}" sont localement isc’ﬁ@rphes a SL &@j et

‘U* respectivement, @t gue @3%@ (G ) est homéomorphe & R ?’U
n
e) BLudier de m8me l'image canonique ?@n - de @B . dans ?Lﬁ R} .
o3 94
e P Te 3 "? b/ s N @ , {v‘)
les imeges canonigues P?Jn,gp ot ?Qn( C) de Uﬁsp et de U (C)
dane ‘;DLzz{ C) . montrer en particulier que ?@n . 2 deux composantes
g

connexes sl 1'un des nombres p,n-p est impair, guatre composantes

connexes s'ills sont tous deuz pairs, st gue PO (8) est isomorphe &
2 n




2

O+( C) si n est impair, et e deux cozposantes cornexes si n est pair.
n

10) Soit & p(R) (resp. A, p( C)) le sous-groupe du groupe projectif
b

2

PL at R) (resp.PL (C)) laissant invariante la variété lindaire &
n-p-1 dimensions X, p+1"xnmp+2" =% =0 de l'espace pro jectif

PLIR) (resp P 4(@)) . bes groupes & ’p(R) et é‘n,mp(a)

(resp. 2 (C) ot A .. p( C)) sont isomorphes.

a) Le groupe A p((‘3) est connexe et homéomorphe au produit
i'

PLPQG) * (G L (C) / £ p) X Rzp(nap) , o& fp est le sous-groupe
distingué de GLnaP(G,) forné des homothéties x —> wX de G"P ,
ok @ parcourt l'ensemble des racines p-iémes de l'units.

b) Si 1l'up des nombres p,n-p est kmpair, n, {5{) a deux composantes
connexes, et est homéomorphe au produit SLP( R )XGL. (R ] X Rp(n p)
c) 8i p et n-p sont tous deux pairs, P‘n,p
connexes ; la ccmposante connexe de 1'élément neutrs est homéomorphe

& PSL (R) x( GL+ (R)/E ) 2 R22P) | o 'f’g est le sous-groupe
dlstlngue de & L_ (R) i oy homothéties X —> % €t X —> - A

=D
de REBEP
d) Bn particulier, le groupe affine complexze A ( B 1q 1( C) est

(R)a qua‘tre composantes

connexe et homécmorphe & Ln(@) x B2 ; le groupe aff ine réel

Aﬁ( R );ﬁﬁ Mﬁ( R )} & deux composantes connexes et est homéomorphe §

6L (R) xR® . |
placen

e) Montrer de méme que le groupe des dép

dens R " est homéomorphs & QZ xR>
) Le groupe PL QRE (resp. PL (Q)) cpére transitivement dans
l'ensenble des varidétés linéaires & n-p-1 dinmensions de '?@4{ ?i)

{ resp. Pﬂc,ﬁ(G})o sontrer que 1l'espace homogine FL i?"}/,&, ﬁﬁ;'{%}
ol [

ents euclidiens (propres) F
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(resp. P Lo @ )/An,p( € )) est homéomorphe & 1l'sspace Pn«*& ,n=pa1(R )

(resp. Pn_ﬁ,nﬁpdie ) (89, exerc.11).
11) e) Soit HO le sous-groupe de GL (R ) qui reproduit la forme
: ey 2 - 2 ¢ e
quadratique 1 a ..+xp xp"i"! xn & un facteur constant prés.
#ontrer gque ei n:@p - H O est isomorphe au groupe produit
*
R + X Oz& o :i8t nezp H 0 contient un sous-groupe ouvert et
&
fermé d'indice 2 , isomorphe é R x@ L ﬁ(}dp,p 5 & done

huit composantes connexes.
b) Soit HUQ - le sous-groupe de @Ln( G) qui reproduit la forme
2

hermiti X +x.x+...*x x -x , X . -..-X X & un facteur cons-
gerrniTienne x,ﬁz PR pXP p*h P+,} on cons

tant pres. Hontrer de méue que, si n#Zp , HU G est isomorphe &

R r x U 0 gi n=2p , '%Ua,p contient un sous-groupes ocuvert et
fermé, d'indice 2 , isomorphe & R, ¥ UQ?:P , et a deux composantes
connexes.

c) Soit H 0 (C) le sous-groupe de GL (C) gui reproduit 4 un
Pacteur constant prés las forme quedratique z“'ﬂz ?,a.é-xg . ¥ontrer que
HO (G) est isomorphe au groupe quotient du pmauit C %<0 (Q)

par un sous-groupe distingué d'ordre Z ; il est connexe si n est

impair, et a deux composantes comnexes ai n est pair.

12) a) Le scus-groupe de ?La( R ) laissant invariasnte la gquadrigue

2,2 22_=2 ) i s PO
x; zg—:-,..e o Fpr1 Ry = dans ?nd (R ) est identique & .

si n#2p ; si n=Zp , PQﬁ o o8 est un sous-groupe ouveri et fermé
2

dfindice 2 .
b) Le sous-groupe de PL (@} laissant invariante la quadrique

Txx k. -...sX X =0 ¢ (C) est i i
XX, xézé z.}; X’;r%”‘i o At dans ?naﬂ ) est idemtiquse

a PU sl zz%ép : si n=2p , PU_ en est un sous=-groupe ouvert
n,D : : T B,P

et fermé d'indice 2 .
c) Le sous-groupe de ?Lni@} leiesant invariasnte la guadrigue

Z
x+ +z; = dans ?n ?(Q,) est identique & ?ﬂmw)
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CHAPITRE VI
LES GROUPES ADDITIFS R ™

1 Sdus-grpupes et groupes quotients de R "
Introduisons dfabord 1s convenfion suivante : si G est un groupse
topologique, on a défini, au chap.IIl ( $ 2) le groupe produit G® de
n facteurs égaux & G , pour tout entier n}0 ; dans ce ch ayiwe, nous
étendrons cette définition au cas ot n=0 , en couvenant gus G° dégignera

un groupe réduit & 1'élément neutrs.

ient aux déTinitions données en algébre (alg.,chap.Il), nous sppelisrone

rang d'une partie non vide &£ de R " le pombre de dimensions du scus~

espace veclorisel V de Rn engendré par a (plus petit sous-espace vecio-

riel contenant A) ; si A est de rang p , il existe un sysiéme libre

par rapport au corps R ) de p points de A formant une base de ¥ .

Laiy) Lo

n peut donc dire encore que le rang p de A est le plus grand nom’or_e
¢¥8léments d'une partie finie (X i) de A formant un sysiéme libre
c'est-i-dire tel que la relation ; t; X4=0 , ot les t, sont réels,
entraine t,=0 pour tout i)

Dang ce qui suit interviendra sussi la notion de systéms c’ie points

de R livre par_rapport au corps {J des nombres raticnnels :

<

un tel systéme est une partie finle (X;) de R B teile gue ls

relation 2 T Kizé} , ol les Fy sont rationnels (ou entiers,
> . - e

Bude

0

ce qui revient au m8me), entraine riz(} pour tout 1 . On aura scin

de ne pas confondre cette notion et celle de systéme libre par

—=  rapport &2 R : o systéme libre par rapport 4 R eat libre
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par rapport & () , mais la réckproque est inexacte (voir Alg.,

chap.Il) lorsque nous parlerons de gystéme 1libre, sens préciser,

il s'agira toujours de systéme libre par rapport & R ;

- . o 2
11 faut done bien distinguer sur R » +a structure d'espace vscto-

riel par rapport &4 R de la structure d'espace vectoriel mpar

rappert & Q ; en particulier, le sous-espace vectoriel par

rapport & Q engendré par une partie £ de R, est 1l'ensemble U

des combinaisons linéasires de points de A s & coefficients ration-

¥ est le rang rationnel de &

; 11 est contenu dans le sous-s: space vectorisl (par rapport

si A est infipi), alors que le nombre de dimensions

est foujours  mj. On dira gue le nombre de dine ensions de

il est gu moins égal zu rang de A

défini ci-dessug.

A plus forte raison, on ne confondrs rar le sous-gspace vectoriel

{par rapport & R} engencrs par A , et le gsous-groupe additif

de R engendré par A , gui est l*ensem‘ble?es combinsisons liné-

aires de poinis de A & cosefficients entiers.

%ﬁgq ~gT

. n
oupes discrets de B

i e 4y Ty 4y e T e e it i
5 P e D e s o s e S S ”-‘-mwir»” S e Sy

§?

§

%

g saaaegmupe de R ergendré par p vecteurs € i? (1g k«é; <n}) @& le

bage caﬂonw'" {chap.V, ‘35?} g g%n ; est iwama rrhe au groups ”r@éiés.it L

f’

pﬁ

s identiques aw groupe diser ’z: Z des entiers _;m%aimmelg :

8
uc un groupe digeret. Plus généralement, soit (- '}? .
. s ~s g

libre de p pointe de 2 " (_'ig_’_pg;n) ; i1 existe une g plication
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ié

(1 p) donc, le _sous-gi'oupe Gde R 5 engendré par les A i est iso-

morphe au sous-groupe emgendré par les € 1 (1€1igp), et c‘_est par
suite un groupe digeret de rang p , isomorphe &8 Z P .

Lg stmcture du groupe Z,p » et par suite du groupe G , a été étudice
en Algébre (Alg,chap.V) : rappelons les principaux résultats de estte

étude. gout systéne de générateurs de G est formé de p points

b, = 2. r..d , of les r. ., sont des entiers ratiommels tels gue le
ot . - 79 A
déterainant i3 s0itl égal &4 +1 on 4 -7 . Tout 80us-groune H de © est

nsturellenent disecret et de rang g < p ; en outre (Alg .,chap.¥), il sxisbe
3 h % . o

un systéme de p peints b N (1 $igp) engendrant & , et

g pointe €, (1<ig<q) engendrant B , tels que, pour 1<i<qg , on ait

L, , oh les &5 sont des entiers {les facteurs invarianis de H

i
per rapport & &) tels gue e -}-‘%:0 (mod. e.} . 48 groupe guctient G
set un groupe discret, isormorphe au produit z P-¢ ,‘a ot ¥ est un grou-

ve ab2lien fipi, produit direect de ¢ sous-groupes cycligues d'srires

respeciils @, 28050 - ,6{2 -
- fous allone maintenant montrer que les sous-groupes d&igersis de 4
qus nous venons de considérer soni les geunls.

OPOSI ‘Oﬁ 1. Soit (&1)1 <i¢p

Z t,&, upe combinmaison linéaire & coefficients réels des

r\’-‘"'ri

n > : 3
- gsous-groupe ¢ de R = engendré par les ptt poinis

a, (1€igp) st }, s=oit discret, il fout et il guffit cue les pombres

t, solent ratiommels.

La condi tion est saffm&ate,, car si elle est remplie, on peut écrire
t.=m,/d , ob d ot les m, sont entisrs ; 5:9 est donc combinaison
& coefficients entiers des p points @'L?z es ﬁ’i , 4'o8 résulte que €
est un sous-groupe du groupe 4is 'creu engemire 'g;af les &2"’% ; 6L par

ast lui-msnme digcret.
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La condition est négegsaire._ 3upposons en effet G discret, et pour tout
entier m > O , considérons le point Z = - (mti-_Enti]) dy ; il apparf

tient & G , et comme U mti-[mti ]( 1 , il est contenu dans le paral-
lélotope fermé P de centre O , comstruit sur les vecteurs &i {chap.V,
go's}. Bais comme G est discret et P un voisinage compact de O , C NP est
compact et' discret, donc finl ; par suite, il existe deux entiers distinctis
h,k tgls que Z.h= Z, » ©© qui entraine (h=k}ti= Emi}gké;i;g , dong gue
les t; secnt retionnels.

On peut encore exprimer le résuliat de 1s prep.? de ia facon

suivanie : si g poinis %i (1€ 1 ¢q) d'un sous-groupe discret &

?f‘" forment un sysiéme 118 per rapport & K . ils forment aussi un
systdme 1ié par rapport 8 {J : car, en prenant dans (g {)

gystéme libre maximal, on se ramdme au cas ol X, , R,,..., X .,

<

%)

forment un sysidme libre, X o €vant une combineison linéairs &

'~

coefficients réels de )%1,..',. iy X conme le groupe engendré par

q-1 ,
‘les X i est contenu dans & , donc discrset, la prop.? s’appligue

ot montre que X o, €8t combinasison linésire & coefficients

rationnels de X_,X,,..., X g-1

On en ccnelut asussitdét gue le rapgs rationnel d'un sous-groupse

discret de R‘a est égal 2 son rang.

= N ' : = :
ZTout_gous-groups ; de rang égal & p , est
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Ur, comme G est de rang p , il existe un systéme libre de p pointe
ali
linéaire &2 t, &, & coefficients réels des & .

=4
la prop.1 monire gue les t; sont rgtionmel . D'autre part, la démonstra-

(1<1<p) de G tel que tout X € G soit égal 4 une combinaison
p
G étant discret,

‘lion de la prop.1 prouve que G est engendré par l'intersection GNP
de G et du parallélotope fermé P ds cenire O construit sur les é,,; s

ces points sont en nombre fini et comme ils sont combinaiscns lindaires

des &’i & coefficients rationnels, il existe un entier d tel gu'ils
soient combinaisons linéaires & coefficlents entiers des p poinis -

il en résulie que € e8! un sous-groupe du groupe engeadrs par ces

=
ol
.
3

%a proposition 1 appliquée au cas od les &’i scnt les n vecteurs
de ia base cenoniqgue, donne la proposition suivante :
FACPOSITION 2 {(Xronecker). Soient 91,92,. ..,“3 n pombres résls.
£%ip gus, pour tout >0 , il existe un entier g et n entiers
p. {(1£i¢n) tels gue
}q 8-p; | & pouwr 1siga
un 20 moins des premiers membres de_ces inégalités n'étant pes nul,

il faut ot il suffit que l'un au moins des. e goit irrationnel.

-groupss_fermés de R
: - ' - n
Hlous counnaissons déja deux sortes de sous-groupes formés de R :

d‘une part, les sous-espaces vectoriels de R 2 {chap. v, %?,prop,z} gui

aont isomorphes aux groupes Rp (p £ n) ; d'autre part, les sous-grouve

4]

g 4 s o} 7 % i = B B o i 2 o 3% T o
7 * (g ) comme nous venons de le voir. Hous sllons déterminsr s

;2 % ey Th S i N T
gtruciure d'un sous-groupe fermé guglcongue R~ en zontrant gufun

@

tel sovs-groups est isomorphe & un produit de ls forme

&TD

S S g
£ x Z° (0 ptagn)

g
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-Commengons par le cas ok n=1 ; alors :
PROPOSITION 3. Ttout sous-groupe fermé du groupe additif R , distinct
ds R et de 3_0} , est do la forne a.Z , o a>0.
Cette proposition est une conséquence du th.1 et de la proposztlon
générale suivante :
PROPOSITION 4. Tout sous-groupe fermé nop discret G de R > contient
une droite (passant par 0) . :

En effet, soit (x_) une suite de points de G , tsls qus

p'pelN
le et lim X _=0 ; une telle suite existe d'aprés l'hypothéss.
P -» oo P
30it P un cube ouvert de centrg O . Désignons par "P le plus grand
des entisrs h> gue b X pé P (comme P est un pavé borné et
£ _#C , l'existence de k_ réesulie de l'axicme c¢lArchiméde). Les poinis

k }ay appartiennent & l'ensemble compact P ; la suite fk 2-% )

PEN

o donc une valeur d'adhérence & € P . B'ailleurs, si fg k?);fs?-a,- ié SE,
on a i&(z«: +1) X -a»n e+ lX ﬂ , et comme lim xp =€)i -4 est
aussi valsur 4’ aé.hereuce de }.a suite ((kp‘*"ﬁ ;é}i dont leas ?Gi&,t"
sppartiennent & l'ensemble fermé Q P d’apree la définition de k -
e a done adEFP ﬁ{: P (frontiére de P) (fig.3), ce qui entraine
E’;%ﬁ ; en outre, comne C est fermé, & € G . Soit alors t un nombre réel

lcon""e ; comme |tk - tk ] ; la relation ;% kpxp- &-}!{;a

entraine E:tkp}x »ta, E Q} %a + “% E‘; compe lim X =0 , ta

2 D-—>oa & :
est valeur d'adhérence de la sulte (Ek ~§ xp ; les points de cette

¥]
3

suite apparienant &4 G , om a tada &€ G , puisque G eat fermd. Xz propc-
rition est ainsi démontrée.

Passons maintenant au cas général
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THEOREUE 2. Soit G un s s-groupe fermé de rapg r (0SS rgn) ; scit Vv

le plus grand sous-esp-g:¢ -ectoriel contems dans 6 , p T son nombre

de dimensions. Pour tout . s-egge.ce vectoriel W gggglé:nentaxre de V ,
W0 G eev un groupe dige, . £ » Teng r-p , ot G est _somme directe de V
et de 3N G .

 D&nontrons dfabord l'exiet ence de V en établissant que V est la rémion

des droites (passant par U) contenues dans & ; il suffit de prouver gue

sl X et y appartiennent & cette réunion, il en est de méme de u X vy
gusls gue soient u,v réels ; or, si i:x st © Y asppartisnnent &4 €
quel que soit t€ R , t(ux+vy )=tux +ivy appartient amssi su
groups G pour tout te€ R , d'ot la proposition.

Le groupe € est somme directe de V et de ® N G , cer pour toult & &

£
ona AR=y+2z ,avec YEV , ze€W ;come VC &, z=x~ yEGL

Q@

cong Z€& WNG . Reste & prouver qee ¥ N G est discret ; cela résult
ia prop.4, car BN G eet fermé, et ne contient sucune droite, en
ertu de la définition de V .

Diune maniére imagée, on péut dire gue G est la réunicn diumns

infinité dénombrable de variétés linéaires parslléles & V , passant
_ par les points du groupe discret W/ G (fig.4). :
COROLLATRE 1. Il existe une base (2,) ais de R?, telle gue
4,€0 pour 141 &iev :Qg__:_ 1<igp , et gue
2 l'epnsemble des points ﬁ j_-i" Z n &i » o8 les U, prennent

¢24 vzprs 1
tovtes les valeurs réelles, les n; toutes les valeurs entidres.

83

& soit ideptigue

te du th. 2 et du th.1 appliguée su groupe discrat ® /MG .

ul
COROLLAIRE 2. 11 existe un autemorghzs:ae de R gui @ppi;@ua G puz ls

groupe @' , isomorphe & QP X 2 TP | gomme directe du sgus-espace

vectoriel engendré par 1., ez seces 8y g et du sous-groupe sddifif

r
Clest uns conséquence immédiate du cor.

(diseret) epgendré par @,i}%, @ﬁg,, T




- 3. Sous-groupes con jugués.

Rl 2y (bnle nfalonn
ottt e T

Soit G un sous-groupe quelcongue (fermé ou mon) de R % . Comsidérons
l'ensemble GF des points V-(u ) de Rn tels gue, pour tout point
*-
X=(x,)6C , LU )= i » u;X; soit un entier. Il est lmmédiat que G
est un sous-groupe de R ; on dit que c'est le sous-groupe gonjugué
de G . Si G et H sont deux sous-groupos de R tels mue HC 6,

est clair gque ﬁ*c, H*

PROPOSITION 5. La sous-groune coniusud g* d'un ecus-orocupe € dg R 2
gst fermé, et on a {‘5}* - 8
Bn effet, si, pour tout % € G , on pose ‘“)z 4’@’”,;’4)‘7 o by
ezl vne forme linéaire, done continus ; comme G est 1'interseection des
.,‘%
engenbles ﬂ (Z) lorsgue XA parcourt G , et gque chacun de ges ensen-
bles est ferné, G est fermé. D'autre part, si v € }é‘: on a KV KXK>EZ

, : =y '
ur tout point Y adhérent & & ; auirement dit, Ve (E)" ; comze

e =z % ¥ = #
dlautre part () c &7, (B =¢7

Teng  contenu dans un sous-espacs vecltoriel s;gp lémentaire de V .

= o ==

: ¥ .
Lo sous-groupe G conjusué de G est somme directe,d'un sous-sspacs

gecteriel ¥ 3 n-p-q dimensions, et d'un sous-groups discret de mang g ,

zontenn dsps up sous-espace vectoriel supplémentaire de E.

En effet, d'eprés le cor.% du th.2, il existe une base (4 f)% o
2 PR & -

de 22 , tells qwa ¢ s0it identique & l'ensemble des polnis

b
&

X= 2%, Z By , ok les ti premment toutes les valeurs réellesg,
df'ﬁ- <o Qé;f .;‘,zL i

tcus ces points, il faut et il suffit &videwment qus {\"@i’, & ;»=0 pour

141gp , ot que <V, &, soit entier pour ptt <3 Pty -
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; e =8 =
i on désmgne rar (a. )1 <1< la base de Rn telle .que <a,i, 3,3>=U
pour 1if£j , <a, i 3’17"" {*base duale® de (&, ) , cf. Ag.,chap.1iI et
VI1I) et i on pose VU= Z uy a' , on voit donc que les points UV 6 ¢”
sont caractérisés par les“;ondltions n.-o pour 1<igp , et uy
entier pour ptiLigptg ; dome G’e est somme directe du sous-espace
vectoriel W ayant pour base les & i d'indice tel que pirgrigign -,.
et du sous-groupe discret engendré par les 4! dfimdice tel que
prigigpiq .
PROPOSITION 7. Pour tout sous-groupe & de R, (6” ) ©

Dfaprés ls prop.H, il suffit de démontirer que, DOUr un S0US-ETOURE

formé G , le conjugué du conjugué de G est i dentique & G ; c'est ce

gui résulte immédiatement du raisonnement de la prop.& , appliqué &8 &,

en remarguent gue la "base dusle” de (@,i'_) est de nouvesu (&

11 faut et il suffit que, pour tout V€ Rn tel que, pour toutl ;’ e G

Z > it ier, ¢ - i ier.
v, Y > goit entier, (VU XK } goit sussi entier.
Appligquons cetie caractérisation des points adhérents 4 un sSCUS-ZGTYOUDS
& , au cas du soug-groupe & ¢ engendré par les n vect eurs e. de lsa base
4

nique (1<fgn), et un nowbre quelconque & de points &4

b3

#N

@
&

o
(1gigm) de R? . Dire que {V, @j > est entier pour 1<j

signifie que les n coordonnées de U sont entiéres ; domc :

PROPOSITION 8 (Kronecker). Soient 4 .= aij) (1<ig<m,1<j<n) & polnois

P 4 4

de R , b z{“ﬁj} (1£i4np) mo gmnt de R® . Afip gue, pour tout

e >0 , il existe m eutiers g, { {1<igm) et n entiers 2, (1£3i<n)

[5':3»;&) @ .%?{;@
'Q& pé 41 >

uffit gue, pour touie suite Tinis fr. )

nue iles m nombres
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soient tous entiers, le nozbre Z’, 553 soit aussi entier.
1

COROLLAIRK 4. Afin gue, pour tou X —(xj) (1<jgn), et tout € >0,

il existe m entiers q; (1€i4&m) et _n entiers pj (1€ jgn) tels qus
‘q,'aij-kqa P R Jl

pour 1<jgn , il faut et il suffit gu'il n'existe sucune suite finle

(rJ) de n entiers non tous nuls, tells _g_ge chacun des m nombres

ks

scit entier.

En offet, si G est partout demse, donc G= R° , ¢ est réduit a O
et réciproguement.

Bn particulier :
f”.z:‘:E JLLATRE 2. Soient 61,62“ "’En n nombreg réelis. Afin cus,
uels gue sgient les pn nombres réels XesFEgsecea¥y et le nombre & >

Vo)
e

il existe un entier q et n entisers pj tele gue

qu -"p-'.”xj ! S E

pour LJ<&n s il faut ot i1 suffit gu’'il n'existe aucune relation
de ia fomme Z r --h , ob les r.; gsont n entiers non tous nuls,

t h un entier (eondz.tion qui entraine, en particulier, gue tous les

7

ainsi que les rapports & 3 ek pour J=k , doivent &tre irrationuels)§

{ S

Lorsque la condition de 1l'énoncé du cor.2 est satisfaite, on peut
sncore interpréter le résultat de cs corollaire de la fagon suivante :

gi, pour tout entier g€ 7 , X _ est le point de coordomnées

g
~ T 1 k > - ! “
a8 -jaf | U <ign), l'ensemble des X, est dgmeg dans le cube produif
des intervalles i/e ?} des espaces facteurs de R~
“ o 43 - - n
Fo gf@?}p%g gu i_@; ta g:;% g_‘i ;

*abord les groupes guoctienis séparés de R ; um tel groupe
e e et s e

a5t de la forme R /B , od H esl un sous-groupe ferms de R {chap.

P

(Vi
NG
A
o
Al

donc dfaprés la prop.5 .




nu)-

PROPOSITION 9. Leg grougas guotienta géparés de R . non x'éduits &

1'4lément neutre, sont les groupes R /aZ, (ay 0).
e méne, tout groupe quotient géparé de R B est de la forme R n/ 1

ot H est un sous-groupe fermé de Rn . D'aprés le cor.2 du th.2, il
existe un automorphisme £ de R transformatt H en un sous-groupe E’
somne directe ¢'un sous-espace vectoriel engendré par p des vecteurs e’i
de la base cancnique, et du groupe discret engendré psr g des n-p vec-
teurs €, restants (0 <ptg <n) . Par passage asux quotients, f domne
un isomorphisme £ de R%/H eur R®/m' (chap.III,§2,2%7) : or

wnﬁf.; - ~ - =T - 52 %
R2/u1 ost isomorphe & R P9 x (R/Z2)? (chap.III, §2,prop.17) .

%
£o

PROPOSITION 10. Tout groupe guotient séparé de K esi isomorphs &

un groupe produit R L *£ R/Z,} > (0ghtk<n) .

UEFINITION 1, Le groupe topologigue

R/a Z (=2,9) est aupelé groupe

P-4

20ditif des nonbres réels modulo 2 . L'espace topologigue R / Z est

>

- : n
appelé tore 4 une dimenmsion et se mote T ; llespace produit W' est

LT

sppelé tore & 1 dimensione {(par sbus de langage, on appelle aussi

"tore 4 n dimensions® le groupe topologigue (R / 7))
Le relation z =7 {mod. a 7 ) s'éerit plus souvent z =7 {mad.a)
ou simplement x =y (a) , ot se 1it "x et y sont congrus modulo a” :
elle signifie donc que Xx-y est un multiple entier de a . Lorsque a

- es%t entier, la relation induite sur Z par cette relation 4'égui-
volence n'est autre que la congruence modulo a (Alg., chap.l), ce

gui vjus‘ﬁ;ifie' ls notation précédents.

PRO ?QS TION 11. Le tore ° est un espace compact, connoxe ot locsiement

connexs, homéomorpie : 1‘0 8 l’eapaca guotient d'un iﬁ‘temeié,a fermé

et

’4"". »
e8 3

Lecgngue (&, @"%’@.} de K obt@ﬂk en identifisnt ss s extrémi

&

a0 G
27 au asmi@

t 8 1& Q”@l% igctive ¢ x% 2 ).
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En effet, v'touf. x e R est congru (mod 1) & un nombre de l'intervalle
[a,a+1} , savoir x-Efa]'; donc T est image de cet intervalle par 1'im-
application canonique ¢ de R sur R / Z , et par suite est compact
{chap.I, §10,th.1) et connexe (chap.I, $11,prop.4). Dlautre part, deux
¢léments distincts de 1'intervalle [a,a+1] ne peuvent &tre congrus
{mod.1) gue si ce sont les extrémités ; de la compacité de T , on con-
clut donc 1*homéonorphie de T et de 1l'espace quotient de [a,a—%?}

obtenu en identifiant ses exirémités (chep.I,§9,prop.2 et §10,cor.2
du th.1). I1 en »ésulte inumédistement qus le complémentairs d'un point

dans T* est homéomorphe & R ; en vertu du th. d'Alexandroff, T est
homéonorphe & %{ ', &8 S eta P?iﬁft ( chap.V, %33?3”0?-;‘5 et 29,
rrop.4) ; en particulier, il est logalement connexe.
Remargues. %) du § § 5, nous préciserons la prop.11 en wontrant que
ie groups topclogigxe v des nombres complexes de valeur absolue
1 est isomorphe au groupe T = R/Z , et en définissant sur
ot P .( R) des structures de groupe topclogique isomorphes &
celles de T et de U . e
2) L'homéomorphie de ' et du cercle § 4 entraine gue le tore

. v 2
de révolution de le géométrie classique est homéomorphe 3 T

' : - : - n
{exerc.12) ; c'est ©e qui a amené & domner & l'espacse T ls

nom de tore & n dimensions.

-y : - > g : i

3) On observera qu¢ l'application canonique 9 de R sur T = R/Z,
= : : . ‘ s ; '

restreinte & 1'intelvalle semi-cuvert |a,att| , est tne applica-

tion biunpivogue et pontinue €e cet intervalle sur ' ; son appli-

zation réciproguee ept copntipue en tous point ds

discontinue ru point ¢f{a) . On identifie parfois |° avec

S T D e S e e T N T 5 b K A K g ot Mo oe . PABE DT A TiaT
ilintervalle %ag&“’: 1 muni de lag LoD0LCElE iucﬂﬁw TeCiprogue par
i B
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_ s
de celle de T (chap.i ,§3) ; cette topologie est bien entendu
distincte de la topologie induite sur [a,aH E par la topo-
logie de R .

COROLLAIRE. Le tore & p dimensions M ™ est un espace compact, connexe,

dont chague point edmet un voisinage homéomorphe & un pavé ouvert de Rn.

. 2- Nous verrons plus tard que, pour n >, cet espace n'est pas
homéomorphe & S _ (voir chap.V, § 2,exerc. | ),ni 3 PB(R )

D'aprés la prop.11, si on désigne par € un cube fermé de coté
égal & 1 dans R, ‘T‘n est homéomorphe & l'espace guotient de

C par la relation d'équivalence : "quel gue soit i , x. = ¥y

7

')

i

€

plus imagée, on dit que % provient du cube C

Y F
paxr

be

tion dés faces opposées® .

PROPOSITION 12. Le groupe topologigue W' =( R/2)" est localement

isomorpbe & R” .

, : - -
En effet, "?n est isomorphe & ,_-Rn/Z.n {chep.I1I, éz,propﬁ?),et Z

gt un 'souSag:foupe discret de Rn (chep.I1X, $2,prop.9).
Il en résulte que le groupe R prnup est localement isomorphe
g Rn pour ©O <P £ ; nous verrons au §2 gue ce sont les
seuls groupes conmexes ayant cette propriété.

5. Scus-groupes et groupes quotients de rTBn :

-

¥ 2 n g - 3 .
der mfmz;g ,T,n et Rn / Z et s0it ¢ l'homomorphisme canonique

Wt

- zz, £ n A ¢ ] ¥
de R~ sur g%n/z,ﬁ ; tout sous-groupe de ' esi de la forme G=9(E) ,

i étant un sous-groupe ds Rn contenant Zn {alg.,chap.1), et est

isomorphe & E/Z.‘n é@hayeimﬁg? 2,prop.12) ; pour que G soit fermé daps
7% , il faut et il suffit que H soit fermé dans R” (chap.I, $9) .

Sour chercher les sous-groupes fermés dse fg“ﬁ , Nous sommes done ramenés
& déterziner les sous-groupss fermés H de gﬁ tels gune H O 7 o s




L mp
nous allons utiliser la prop. 7 et déterminer d'abord le sous-groupe

njusu g 5" ar un tel sous-groupe. COmme Z2 est son propre conjugué,
ona B zP® ; par suite (2° 1), il existe une base (&), et de
Rn engendrant 7.2 et un systdme de p p pointe b g (¢ 1<1>) engendrant
H*, tel que b -ei&i' pour 1 {1 €p , les e étant des entiers qui
satisfont & 8,20 (mod. e ) Soit (éL') la "base duale” de (a&i) .
pour gue Z ui&' appartienne 8 (H*) =H , i1 faut et il suffit
que u;e; soit ez‘z":;er pour 1<i sp ; autrement dit, H est scmme directe
du sous-espace vectoriel ¥ engendré par ,a,P+1s..,éL' , 8t du sous-groupe
discret X engendré par les p points 4 &' (1<i<p) ; d'sutre part, Z
sst évidemment somme directe de ¥I) Lniet le kN 22 , puisgue les
;5 (1< i< n) engendrent 2% . Le groupe quoi‘.iéaf; H / Z" est done
isomorphe & {V/(V(‘s zn))x(x/(x NZ2)) (chap.11Z, 2,prop.i17) :
¥/(¥ N\ Z7) est isomorphe & pEY ot K/(K N z%) est un groupe fini,
éS‘K% directe de p groupes cycligues d'ordres respectifs
o, (18i<p) (cf. 2% 1).

hvec les mémes notations, tout groupe guotient séparé-ds..ﬁﬁn'est ds
la forme *‘rn/@(ii) , et est isomorphe & Rn/H (_chap.iil, %92,prop.11) ;
sl ® est le sous-espace vectoriel engemdré par K‘, Vf(é/ﬂ est isomorphe
8. W/K {chap.l’ll,§2,prop.1?), c'est-a-dire & 'T‘p : En résuné :
PROPOSITION 13. Tout sous-groupe ferné de m”
@g lg forme ﬁTh;gF {0<<h.<n) » 24 F est un groupe abélien fini, somme

est isomorphe & un groupe

recie de groupes cycligues e ennombres lus

iont séperé de - est isomorphe & un groupe de 3.@%1@@ , @“?k

QJGi
 gkgn). |
En particulier, pour an=1
GOROLLAIRE. Tout sous-groupe fermé de ', pon identigue & T , est um

groupe cyecligue fipi. Tout groupe guotient géparé de ' , nen zéduiil &

38 £ ¥ =
1'Slépent pautre
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6. Fonctions périodigues.

e i e S s e e i g e e £ i sl A S s S £ i 4
e e R T e D e T S o5 s o s 0 ST R S S

VEFINITION 2. On dit gu'une fonmetion f , définie dans R, b prenemt
ses veleurs dans un ensemble guelcongue E , est périodigus, s'il exisie
un point g.#0 de Rn tel gue

(1) 2(X+a)=2(X )
guel cue soit XxXe Rn . 81 f est périodicue, tout point pe Rn pour
leguel la relgﬁgon (1) est une identité em x , est appelé une @éricde-

de L .
"4

L'ensenble & des périodes d'une fonction périodigue f esi un scus-

groupe {nom réduit & O par hypothése) du groupe additif R B 5 ‘i%

icne l'ensemble des Q & RY tels que f£(X+ &)=f( Xx) pour un point
3 2 A 3 = : 3 = I
dopné X € Rn , & est 1l'interssction des Gx , lorsgue X  parcourt R

3 £

naintepant le cas od f esi une application ;ériodigus

;23 dans un espece topologigue géparé E ; chacun des G =

sontenu dans G ; la fomction £ est constante dans toute classe mod.V ;
;i W désigne un sous-espace vectoriel supplémentaire de V , T est déter-

minée par sa restriction 3 W . Autrement dit (W étent uvn groupe topolo-

sroupe des péricdes € est discret ; si ce groupe est de rang g , o éit

que f est une fonction q fois périodigue, et tout sy stéme (libre) de

1 points engendrant € est appelé un mtéme principal de périodes de £ .
gi (a 5 ) et (I f«;) sont deux systénmes }:-rincipam: de périodes de T ,
on a va (n%) que 1l'un d'eux se déduit ds l'autre par une ireus-
formation linéairs & coefficlents emtiers, de de%r&*n%fﬁ

+1 ou -3 .
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Soit Y 1l'application canonique de RZ sur R®/G ; & toute application
g e R n/G dans un ensemble E correspond la fonction é-:ga—y , qui
est une application périodigue de R ™ dans E , ayant un groupe de
périocdes qui contient G ;'et réciproquement, toute applicaticn de R =
c¢ans E , admetiant un groupe‘de périodes qui contient G , est de cette
forme, puisqu'elle est compatlble avec lag relstion X = 7 (mod G)

{Ens.B ,£%,07). On définit ainsi une application biunivogue g — &

de l'ensemble des applications de an(} dens E , sur l'ensemble dss

Four gue g soit continue ({lorsgue B est un espace topologigue), il faut

et i1 suffit que g le soit (chap.I, § 2,th.1).
Exercices.q 1) Soit G un sous-groups discret de rang p de R
£ % 3 a2 = L 2 . P% = : 5 LA
(&,) {1<£1<p) un systéme libre de p poinits de & . U'aprés is

"’&;samement du th.1, & est scus-groupe du groupe engendré par lss

P points E 3 5 , o d est un entier convensble. iizeni;z‘%f gutil

existe un systéme libre de p points !’i = 2, bij 2. de & tel que,

et il
pour tout sutre sysiéme libre de p points A = on %5 é’j de & ,
421

|
on ait,% X3\ bi;} 70 o
Fn déduire une démonstration du th.1 indépendante de la théoris

des facteurs invariants, sn prouvant que les %31 gngendrent G

{reiscoper par 1l'absurde : si, pour un point Z = >, z. b

a2 o3
i e

p'était pas entier, montrer qu'il existersit um point

A= §‘ %.3 717 eI TS 3 03 A o S ot e éﬁ LA
e ’22,}; g Gu groube engendre paY £ 8¢ i8s @, 5 wB<i
Lx4, =
e S e 4 e Al 2 2 A A S e L e S S
8 <u; <7 pour um ipndice i , el on conclure une coniraediction).

= ¥i
TN e e S =3 A Lol - e L pro
2 Soit G un sous-groupe discret ds R” ; si G est soume

ds deux sous-groupss, B,E , llintersection des

riels engendrés par H et K se réduit & O , et le rang de & est




A3

L&

35

Sy =

donc égel & la somme des rangs de H et K (soit (a,i) - un systime
N

libre de points de H , (b .) un systéme libre de points de K ;

J<ga
montrer qu’ll ne peut enster de conbinsison linéaire Z t & &

coefficients réels non tous nuls, égale 4 une combinaison llnpa:;re
des L’j , en utilisant la prop.t).

%) 8oit G un sous-groupe discret de R B Pour gu'un sous-groupe ¥

de G soit tel que G soit sounne directe}de H et d'un auire sous-groupe K

il faut et il suf fz.t gue B soit de la forme VNG , o V est un sous-

ace vectoriel {pour voir gue la condition est nécessaire, utiliser

esp
l%¢xerc.2 ; pour monirer glke est suffisante, remarquer gue H est

¥ ot V' les plus grands souc-espaces vectoriels contenus dens & et GF
o .;.(z't" rement i t a7 '-}1 i ot 28T e vectord l i T e
respeclivyenment. JAontrstr gqu 1 exists 1&2 Soug-espace VeClLCIiedl & Bl
plémentaire de V , tel que G soit somme direcie de V ei du group

discret X=WNG& , et G' somme directe de VNE' st de KNG =¥ NE*

{2i U est un souc-espace supplémentaire de V', remarqguer, en utilisan®

gue le groupe discret UM\ G' est somme directs ds
U ¥M G ot d'un groupe discret K' , et prendre pour ¥ un sous-espace
contenant K'). En déduire que le groupe tient G/G° est isomox rphe

2 un produit de la forme R P %~ 7 @« , o0& F est un groupe abélien

@

i

e L % R iz o - o= g 7
espaces vectoriels conbenus respectivement daps G H.E .
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a) Montrer que U est somme directe de V et W (ona VOU ={0} .
d'autre part, si X est un élément de G n'aﬁpartenant pas}a VW
remarquer que l'ensemble des nombres réels t tels que t;ie H+K est
dénombrable, en tenant compte de la structure des groupss H et K).

b) Soit V!,W' deux sous-espaces supplémentsires de V et W respecti-
vement ; montrer que la somme (directe) des sous-groupes discreis
VI H et WN K est un groupe discret L (remarquer que, d'aprés a)
gucun point de cetie somme, autre gue O , ne peut appartenir & U ,
et utiliser la déconposition de & en somme directe de U et d'un sous-

ocroupe discret M situé dans un supplémentaire de v}
See” - p

ontrer que l'intersection de U et du sous-espace vectoriel

(&)
L Pl
)

T -

engendré par L se réduit &2 O (G est somme directs de U ot de L ; si
),

e .!u

est un systéme 1libres engendrant L , monmtrer qu'aucune combinai-

é 2

son lindaire des éLi & coefficients non nuls ne peut &éire contenus
dang U , en comsidérent les composanis éb{ des g, dsns M ot

zmontrent qulils forment un systéme libre, & l'zide de la yrep,s}o

psr H et K se réduit & v , et que le ?ang de € est par sui% égal
5 la somme des rangs de H ot K . ‘

6) Scit @& un sous-groupe fermé de Rzz. Pour qu'lun sgaeﬁgraap%
formé H de G soit tel gue G soit sonue directe ds B et d'un autre
sous-groups fermé E , il faul et il ﬁmffit:qu@ 8 soit intersection
de & et d'un sous-espace vecioriel {utiliger 1l'exzerc.% peur voir gue
lz condition est péoessaire ; pour montrer gu'ells est

eppliguer convenablement le th.2 & G et 4 B , et utiliser 1'sz.%}).

s - g 7 b = o= 53 . i L
7) Boit & un groupe pon ferné de R , 6e rang p ; soit VU le plus

grand sous-espace Vecioriel contenu ﬁaﬁafﬁ_; 8l V 2 g dimeneione i%@%?)
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montrer que G est somme directe de W\G et d'un sous-groupe discret
de rang p-q . contequ dans un sous-espace supplémentaire de V
(remarquer que, pdur_ tout x QA'E , (x¥tV)N G est dense par rapport
4 la variété lindaire :X+V). |

8) Soient &14-=(813‘) (1€i€¢m,1<j<n) n poinis de Rn , t un
entier 0 ; pour toute suite (x4) de n entiers non tous nuls et

tels que 0 £ x pour 1'§j <n , on considére les m noabres.

J <t "
a) Montrer que, ou bien il exzste une eui?te (x ,j) satisfaisant aux
conditions préﬁédentes et telle que
i = =
[t £, (=, ,...,xn)]so pour 1Si4m

ou bign il existe deux Bmtes distinctes (x'), (x") telles que

3
[t £, ¢ 51 .,x'):! {tmf(xv...,x )] poar 1<igm

{évaluer le nonbre des suites distinctes ([_tm fi(x‘i yorea ¥y ) J)

t<i<m’

st le comparer au nomb;'e des suites (xj ) distinctes ("principe des
tiroirs")). ,

b) En déduire qu'il existe -ﬁ entiers Z4 (1 {j<n) non tous nuls,
tels que Izjl £t pour 13 ; et m entiers ¥ (1<igm),
satisfaisant aux m inégalités :

g Zaijzj-yi ‘ L --%—-— (1 <1 <n).
e) Déduire de ) uvne seconde Eémonstration de 1la prop.2 .
4 9) Pour tout couple de nombres réels (8,8) , i1 existe une infinité
de triplets (p,q,r) d'entiers tels que r > 9 , \q\ gé; et

z ;i < 8g+p-8 <e§-; (el m et n sont deux entiers tels que Enﬁam % <1i/n
iﬁwrc 8)), prendre r=n , ot choisir p et q de sorte que pnign
différe de ng de moine de %)
@fd‘gG) On appa}.le guite de Farey d'ordre n {n entier > C) lfensemble ¥

des nombres rationnels irréductibles q tels gue U< g g .
/




w
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Deux points r r' de F sont dits consécutifs si l’intervalle ouvert
d'extrenités r et r' ne oontient aucun point de F ,

a) 5i r—-p/q - r'=p'/q' (r(r_') sont deux points consécutifs de F_ ,
on a p.q-pq’:‘l ; 8'il exisf.e dans '1'1ntérvalle' ]r,r'[ un point
p"/q" de F ., ,o0na nécessairement p=pip' , q¥=giqf=nt1 ; dame
le cas contraire, on & gqt+q! >n+1 {procéder par récurremce sur n
en démopirant d'abord la seconde partle de la ﬁroposition : Penarquer
que, si p q-pq'-‘l ; pour toute fraction irréductible p"/ g" tells
que p/q@"/a"(v'/q?- » 00 8 P'sAptup' , g"=Aqtpq! , 08 A et pn
sont des entiers > 0). Béciproguement, ai r:-p/q et r’sp*/g; * sont
deux noabres ratiomie]_.s tels que p'g-pa'=1 , et 8i n est le plus
petit entier tel que r et r' appartiennent & E‘ﬂ , T et r* sont
consécutifs dans F, . :

b) Déduire de a) que,-'-.pour tout nombre réel 8 et tout entier n 21,
il existe au moins un nombre rationnel irréductible p/q ’&el gus
1<gagn st ‘e- 2‘ m (cf exerc. 8)) I.. ae peut exister
deux nombres rationnels distincts satisfaisant é ces ccad:,tlona que
si © est rationnel. -

c) 8i p/q est un nombre rationnel irréductible, et 8 un nombre résl
tel que '8» §‘<12 » ® appartient & 1'intervalle ouvert dont les

bornes sont les deux termes de la suite de Farey Fq s conséeutifs &

Yol

Prq .
% 11) Soient © un nombre irrationnel, A un nombre résl tels gue

0¢8 <1 SA < 1 ; onopose x -merA- [:;m—)a,} , ¥,=06- E;@:g

pour tout entier m >0 . 5i o et B sont deux nombres réels tels gue
0La<8<1 , on désigne par ? (a,B;n) le nombr@ des :e.zatil::s@s P

tels qgue 1gpsn et « gxp\iﬁ :
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a) Montrer que V(0,9;n) = [ne +).] :
b) Plus généraleme?t, on a : :
v (0,3,;0) = Z( (n-k)aﬂ\-) |xe+ )«J)-n[me]
(évaluer la quantité V(yk,yk_H,n) si 0 7<¥,,<1, 18 gquantité
y (G,ykﬁ;n)-i- ;’(yk,‘l;n) 8l 0¥y 4 <yk<1 , et en déduire la formuls).
¢) Copclure de b) que, quels que scisnt les nombres réels «,8 tels

que 0 <a<B <1,
lim __L_...E.AL..

0B —>eos

(approcher a et B par des ym)
*42) Soit I un cube fermé dans RT , de coté 2a ; & tout point X=(x,)
delii , on falt correspondre le point }l =(y3) de R ntt tel que
3}1 = gin %, ' :

=0 b= - =k°1 = =
yp~(¢, + ng'; 2P cos xpdkcos xpckﬂ‘ ..cog %51 )ein x

b
"4 . (2 <P <2)
Ypi1™ g 28-k-150g x, kcoas xn b 0008 Xy -

sontrer que l'image de 1 par cette spplication est homéomorphe é T
(raa.senner par récurrence sur n , en observant que y est toujours du
signe de sin x pour p<n) . Pour n=2, la. partie de R3 ainsi
définie est appelée tore de révolutzon*

9 13) Soit E le produit (Q ) de n facteurs identigues au corps des
nombres p-sdiques QP (chap.dl 2 8 a,exerc.}ﬁ) muni de la structure
de groupe topologique produiti des structures dégroupe additif de ses

Pacteurs, et de sa structure d'espace vectoriel & n dimensions sur

le corps Qp . 8i v désigne la veluation p-adique dans QE , on
pose *'y{ = 279Z) pour tout x¢ pour tout
[*ip i
A = z: ) }( = A .
% =(x5), 1 <i¢n }63 ; OB pose }5 Egp 12& $n§ -.s,%}p
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a) Pour ,qu"uné pgﬂia A de E soit 'telativement compacte, il faut et
il suffit dua : :ug -~ “ Xﬂ p<+oo (remarquer que ¥ est une abpl;cation
continue de D dens Z muni de la topologie discrate).
b) 8i G est un sous-groupe fermé de E , G est un module par rapport
& lfanneau Z,p des entiers p-adiques (remarquer que, si XE€GC ,
nX €06 pour tout ne Z , et que Z est dense dans Zp).
c) 8i K est un sous-groupe compact de E , il existe un systdme libre

dem <n points a,i (1gigm) de E , tel que K soit somme directe

Q.l

es m groupes Zp s &; (utiliser a) pour montrer gue, si & 5
(1< i< 1) sont les vecteurs de lz base canonique de E , il existe un
entier k € Z tel que X moit contenu dans la somme directs des n

groupes Zp pK ;ei ; puis appliquer la théoris des modules sur un

{3Y)
&A;:

€3]

¥ ’61

au principal (Alg., chap.V)).
d) 81 G est un sous-groupe fermé non compact de B , § contimnt un

A

sous-espace vectoriel & une dimension QP, & (soit € la partie

: How 1 :
compacte de B formée des points X tels que [ A |, =% ; momtrer
&

2
L4

B

gue €GN C contient vne suite de points (X r) N telle g
rch

A
5 B

" %_€6 , et prendre pour & unme valeur d'adhérence de cette suite).

™

¢} 81 G sst un sous-groupe fermé de B , VY le plus grand sous-espace
vectoriel contenu dans G , W un sous-espace supplémentalre quelicon-

o7

0
gue de V , le groupe W/ i G est compsct, et & est somme dirscie

Sepst?
®

de ¥V ot de WN G (raisopner comme dsns le th.2, en utilisant )
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& 2. Représentations continues de

R 2 et de ses

groupes guotients.
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1.
===

Hous avons vu (chap.V, $1,n°2) que

== =

dans Rn est une représentation continue du groupe 2dditif R B dane le

groupe additif RE . Réciproguement

PROPOSITION 1. Toute représentation

est

- . n ' : a
Hoprésentations continues du groupe R = daps lo groupe R .

== e o S s b

toute epplication lingaire de R ™

°
®

- —m
? du groupe additif R

dans le groupe additif RZ2
En effet, pour tout Xe RZ et
£{p X )=pf( x) ; en remplacant X

si pFC , d'ol, quels que seient

antrement dit, pour tout nosbre ratiomnsl r.,

tenant t est un nombre résl guelcong

de £ dans R
_ lim { = lim 3 ¢ 1iinm r).2( % I=t2( %)
(Lt X )= f{r = = T = b 4{3&} 4 8
( ) rot,reg " 2] I‘-?‘C,Z‘&Q,w (%)) (r—st,r:—,Q :

d'o% la proposition.

Bemnergue.

tout entier pe 2 , on e
par 1 X , on en tire f(%é‘é}s -% £(R)
les entiers p st g#0, 4"""@?-5-’~ ®)= % 2(R)
f‘(f%)zrf(;&w} . 8i main-
ue, on a, en vertu de la continuité

de R‘gp dans Rzg' ne sera paes en général une epplication linéeirs

de l'sspace vectoriel CPF dans
corpse C des nombres complexes)
il suffit en outre gu'on ait

En particulisr, pour m=n=1 :

1'eapace vectoriel €2 (sur le

. Pour qu 'elle le soit, il faut et

P(LiR)=4f( X ) gquel gque soit Xe @? :

PDDOTOCTm T m i o et 3y 3 4% g £ du gcroune tornol i
PROPOSITION 2. Toute représeptation combinue £ du groupe topologigue R
A gavy o2 3 o7 & 3 £ o P 2n e e i 2 2.
dans lui-mbne est de la forme x—»ax , o8 a & R (autrement dit, est
SEiEy e «.f?"‘.'vafxt";ﬂ STh 3 =] R o T s v"g’ o Py b S e %3 TR £ i
iRellz2 ﬁ.wﬂﬁ&} Q:&e‘sf_.‘;( .zﬁag 1L Q&X‘Qzﬁ Jg 88% B a2uue Z.Lﬁ‘rwa.mﬁ,gsz@ (25 f’&ﬂ}k-&i@ AN _‘g%..‘._;
/
Le groupe des auitomorphismes du groupe topologigue ¥  est done
-3 :

tes nombres réels

isomorphe

e

®

~

3i m=2p et p=2q sont pairs, une représsniat.cn continue f
b

une applicstion linéaire de Rﬁ dane RB.

i
|




PROPOSITION 3. Soit G un groupe topelogigue isomogghe R ; pour tout

ael , i1 existe une représentation continue et une seule £, de

dang G , telle gue fa(1)=a ; cette représentation est un isomorphisue

de R sur G si a est distinct de 1'élément neutre e .

En effet, soit £ un isomorphisme de R sur G ; il est immédiat que
pour toute représentation continue g de R dans K , f.g est une
représentation continue de R dane G , et réciproquement toute représen-
tation continue de R dans G est de cetie forme ; la proposition esi

donc une conséquence immédiate de la prop. 2 .

Lorsqu'on a choisi un iscmorphisme f_ (ate) de R sur G , 1'élément
correspondant a est parfois appelé ﬁunlue de mesure” dans G {voir
Appendice) ; désignons par @ 1*isomorphisme réciproque de fﬁ . 30i%
3 élément‘quslccnqae de G ; l’apailcation é'm—w T ( % -9 (0;) est uvue

représentation continue de R dams G , dont la valeur pour =1 est

b b

D ; on s donc identiquement
1) e b
T ) = £.(£.0,(0))

formule dite "du changement d'unité®™ ; lorsque b#e , elle est équiva-

lente &
(2) 9o(x) = ¢,(b).go (x) .

2. Définition locale d'une représentation continue de R,' dans un

,M_.‘,..—-M__._“—-.,—‘..__——w.w.._,w..,--_._...——e—-_.,,.—-..—... e A e e o S . R R e, s 3 S e i A - e T o
A R R IR S T T S T o o s o T B e B A TR i T R TR T it SR TR R TR T o T o e R S e S e S Y o s o S G i s —'s—)wwe':;&"

TOUDe to ologiq us.

stant donné un groupe G et une psertie A de G emgendrsnt G , §i est clail
que, si deux représentatione f,g de G dans un groupe &' prennent ls
n8me valeur en tout point de & , elles sont égales. Hais les valeurs
dans A d'une représentation £ de G dans G' ne peuvent en général &tre

2 % s ] 3 4 o [ 2 ‘
priges erbitrairement ; elles doivent évidemmenti salisfaire & le comdi- |

fobe

x){y) pour tout couple (x,y) tel que X ech,yech,xyea ,




-
mais cette condition nécessaire n'est pas sufﬁsante en général.

En particulier, un somgghisme local d'un groupe topologique &
Z- & un groupe topologique G' ne peut pas toujours se prolonger en

une représentation (continue ou non) de__G.dans 6' (voir n° &) .
Le groupe topologique R?‘ jouit & cet égard de la propriété particulisdre
suivante : ' A ‘
PROPOSITION 4. Soit A un persllélotope de R® , tel gue O¢h ; ot £

une application continue de A dans un groupe

£(x + y)=£( x )£( 7/) pour tout couple de poimte x, Yy telg cue %€ & ,

yea, X+y cA . 1l exigle une représentation continue et ume ssule

de R® dans ¢ gui prolonge £ .

Mzmicité du prolongement de £ (e'il exziste) résulte des remarguss
gui précddent, puisqgue & engendre R 3 ; reste donc & montrer l'existence
de ce prolongenment.

n) On a £(0)£(0)=£(0) , denc £(0) est 1'élément nevtre e de € . 8i
YehA et - Xe€A , ona P(X)(-k)=£(0)se , d'ol f£(-A}= =te( x 7 .
Si KEA et kx€A pour un entier k >0 , on 2 £k R )=(2(x }}"
2u offet, on a hxX € A pour tout éntier h tel que 1shgk , et on
voi¥ par récurrence qué f{h x):(f( bd )}h‘ Dour »eea valeurs de b .

&

b} Le sous-groupe G, de G , engendré par £(2), est agbélien ; en effst,

: . ' 4 3 - .

scient X€4A , Yy ¢ A ; les points 5 S % :/’ - ;{3{‘%’}’} appertiennent
%

, done £ w %) et f(-* ; ) sont permutsbles, parce gue

<) "g’ o ‘5 o % - A .'
A }f(g }J)__,g (ﬂé{;{ /;}— xﬁ(}’” + K )}_gfv& A {é 7 Y £{ {3 = A} ; par suite
£ )= 'fqu})* et f{'}i}z{fi% Y))° sant permutables.

&} Solt & #£0 un point de A , D la droite passant par U el & ; nous

»ilons voir gu'on peut prolonger £ en une représentation continue de D

2 - Z 5
xvmg}z;(ged @ Conme BO‘&S’—‘&TO&?@ d@ R }\ dang G 5

®
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La valeur de f(t3 ) est défmie pour Ogtg1 ; pour %390 quelcongue,
il existe un entier n >0 tel que t/n 1 (chap.IV,§2,th.1) - (f(-:-i-a.))n
est indépendant du choix de n satisfaisant & cette condition : en effet,
si t/m ¢1,oma f(%a):(f(ﬁ%&))m - f(ﬁ- &):(f(ﬁ a))® avtaprds a) ,
done (f(«& &) )B=( f(-;g' a))r =(f(m§ a))™® | On dgéfinit domec un prologgement
f’l ée f pour les po'ints ta, oa t est un nombre 2 0 guelcongus, en posant
f;l(ta,)z(f(% 2} pour tout n tel que t/n{.’! ; £, prend ses valeurs
dans le groupe abélien G ; 8t quels que soient T30 ;, £'> U , on a
z, ((t+t°)&)sf (ta.)f,(t'a ) car, pour n assez grand, (t+t7)/n 1,
tona (e 2 - <f(§°a,>)n”<f(§ a)*(£(£'a))® en vertu de 1a
permutabilité de f(-% a) et f(%'a,}. Yosons meintenant ?(%&?sfﬁit &}
pour t >0 , (¢ &}z(f.i(»t@})”f’ pour t < O . Les valeurs prises par T
eont dans G, , donc permutables entrs elles, et on a Z(-ta =(P(ta))
pour tout t€ R . Hontroms que fn(ff”)@)—fit@}f*’ﬁ ) gquels gue
ecl an‘!; t et t' réels ; cela résulie de la propriété correspondanie pour
£, , 81 t et i' sont de méme signe ; si t0 , £'=-17<K0 , et
trt'=t-¢*,0 , on aA. ts(%t')—z»t"', d'o FT(td )=T((t+t')a)F(t"a ) ,
et F((t+t')a)=Flra)(Ftna)) = F(ta)Fit'a ) ; démomstration analogue
dahs lss autres cas. | |

Enfin, au point =0, la fonction F(t& ) a par hypothdee une limite &
c‘imite égale & o ; en vertu de T(-ta)=(T(t &))m{g , 8lle a aussi une
limite & gauche égale & e ; autrement dit, elle est continue pour =0 ,
et par suite P est une représentation continue de D dans € .

d) Soient Vna:;:;wna,nt & 5 &2, ce3dy, B vecteurs contenus dans A , et
proporticnnels aux vecteurs de Dase de ce parallélotope. ?mlong@masf

%

en une représentation £ de chacune des droites Tz‘} (passant r0e ‘5:,1}

ﬁ !‘ 2z &
dzns G ; comme R~ est somme directe des scus-groupes D y o on aéfinit




.«\‘ §< >

el
une réprésentation T ae RZ dans 6, en posant, pour tout X = 2, *y
(X §= t; ai D ), B(x)= TT £ xi) ; £ est un prolongement de f 5
puisgue, si X € A , toutes les composantes Xi de X sappartiennent
aussi & A , d'sprés le choix des a.i : en outre, T est continue dans
Rn , puisgu'elle est continue sur chacune des droites Di , ot que X 5
est fonction linéaire (donc continus) de X .

CORCLLAIRE 1. 8oit V un voisinege de U dans R2 , £ une application

continue de V dans un zroupe topologique G , telle gus £(x +y)=£(x )2(y)

pour tout couple de peimts X, 4 leis gue XeV , yE€ ¥, Kt yev

° 2 o : 4 -
11 existe une représentation continue ei une seule de %‘3 dans G , gui
colncide avec f en tous les poinis d'un voisinage W de O .
[1 suffit de prendre pour W un pavé ouvert de centre U , conisou dans v

et de lui appliquer la prop.4 .

COROLLAIRE 2. Scit £ un isomorphisme local de R & un groupe fopolo-

o

L L - n
gique € ; il existe un homomorphisme et un seul de R~ sur un sous-

sroupe ocuvert ds G , gul coincide svec f en tous lss points d'un

o2 —

gigipags de O .
BEa effet, solt ¥ la représentation continue de R® dens € qui cofreide

avee T en tous les points d'un voisinage de O ; T(RP) contient par

Lypothdse un voisinage de 1'élément meutre de ¢ , dome {(chap.l1I, ¢ 2,

had g

i

prop.4) est un aouwgraup@ @mze“r"t éa &G - en s::m:w - F est un homomorphisms

de R2 sur F(RP) , d'eprés le th.} 9u chop TIT 52 .

. , : . o

THECBEME 1, 0Un groupe compexe G , locaicment isomozpne g R ., est
L-p -

{0« p n.

s D
isomorphe 4 up groupe R~ x T
En effet, un isomorphisme local convensble £ de R B 5 & se proiongs
.9 7 AW AT - G e 3 ﬁ s SR it % =5 el
en un hemomorpnisme de R © sur un sous-groupe ouverd

prop.4), donc Bur G lui-méme, puisque & est conneze. 11l 8
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est isomorphe & un groupe quotient Rn/H de Rn ; H est diécret, Bans
quoi il existerait des points x #0 de H , arbitrairement voisins de O
et tels que f(x )=f£(0), contrairement & 1'hypothdss que f est un
isomorphisme local. Le théordme est donc une conséquence de la prop.10
du 201 |
COROLLAIRE. Tout groupe conmnexe localement isomorphe &4 R , est isomorphe
28 R oua T .

3. Représentations continues de RE dans 'T“

T T o o o o 7o e e et e e T T . . S S S . < i o T 2,

A

S0it G un groupe localement isomorphe & R ® , £ un isomorphisme local
de R%ac ; défini dens un voisinage V de O , g 1'iscomorphisme local
de G& R"™ , réciproque de £ , et défini dans le voisimage 2(V) de
1%¢léanent neutre de & . Soit h une représentation continue guelecongue
dens G ; WV ;k;.(f(v)} est un voisinage de O dens R
i'application x — g(h{ X }), restreinte & ¥ , est une appli
continus de V' dans R” , tells que g(h(x+ ¥))=g(n{x )}Hg(h(y )
;;-‘our tout couple (X ,Y) de points de R™ tels que XEV'  yeVt
A+ Y € V' ; donc (cor.1 de la prop.4), cette application coincide avec

une représentation continue n de R T dans R en tous les points d'un

¥olsinage de © dans Rm ; R est d'ailleurs uns applicat;ea iinéeire
ée R™ dsue RZ2 , Glaprés la prop.1. Diautre part, f coinc cide avec
une représentation cortinue T de %n dans @ ez tous les points d'un
volsinege de O dans Rn - Les deux représentations x — hi{ xz )} et

# —» F{u( #)) de R® aans § coincident donc em tous iss points ‘d?uz;
voisinage de 0 dens R T ; ce voisinue sugendrant RT | elles sont
identigues. ‘

En particulier ;
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PROPOSITION 5. Toute représenmtation continue de R B dans
de la forme x — o{u(x)), ot 9 egt l'agpliCation canon_i_gue de RZ
sur P , et u une application linéaire de R ans R:

Il suffit de remarquer que o (restreint 2 un vois.inage convenable de 0)
est un isomorphisze local de Rn a T8 .(-5_ 4 Prop.12).

Dane le cas oh m=n=1, la prop.H donne la suivante :
PROPOSITION 6. 8i ¢ est l'hémomo_z_'ghisme canonigue de R sur T = R/Z

toute représentation continue de R dans T est de ls forme x — ¢(ax)
ot aeR ; clest un homomorphisme de R sur T si a#0 . |

Soit G un groupe topologique isoworphe & T , et noté multiplicative-
R

ment. 8i £ est un isomorphisme de T sur G , tout homomorphigme de

sur G est de la forme % —> £(9(a %)-), ch a est un nombre résl %‘9 -

dfeprés la prop.6 ; il est clair que l'intervalle }, 2'}&3 o ?2&% E\

est le plus grand intervalle ouvert symétrigue de R gue cet homomor-

phisme applicue biunivoguement dans G . Inversement, les seuls homomgr-
rhismes de R sur & ayant cetie propriété sont §>-~,> ?(g(a ?)) et

(s

— flo(-a ?) ). Pour distinguer ces deux homomorphiszes, coasidérons

(S,

1*élément ue & , image par f de la classe (mod.1) du nombre 1/4 : clest
Z 2 - ~ - 2

- un des deux éléments de & déterminés par les comditions u'=e , U #e

(l'zutre étant u“'%) ; un des deux homomorphismes précédents applique

%, on peut alors énoncer la

‘iy/@ gur u , ll'autirs 1'applique sur u
proposition suivante

PROPOSITION 7. Segit & u&,muetoeloxuemcmornﬁe & T ; pour tout

nombre réel A,,j; o . Al @mste 11} homomarghzs&n@ o q et un ssul de <

sur & tel gue : 1° tj = % "3 [so;.t le plus grand intervalle ouver

ynétrigue dopt 1l'imsge par f)L goit biunivogue ; fﬁ i‘i}ma .
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Hemarque. La condition g(%-)zu ne suffit pas 4 déterminer l%thomo-
morphisne g de R sur & ; on vérifie aisément que les homomorphisnes
f'y' qufg. satisfont 4 cette condition corrsspondent aux nombres
p o= E’%—FT , of k prend toutes les valeurs entiéres.
Soit H un sous-groupe fermé de R , o 1'homomorphisme cancaique de
Rn sur le groupe quotient Rn/ﬁ . 81 f est une représentation corntinue
de Pf”/ H dans un groupe topclogique G 5 ::‘*-;-,fo ¢ est une représentation
continue doe R dans ¢ » Périodigue, ot ayant un groug;é de périodes
gui contient B ; réciproquenment, toute représentstion continus périodiqus
ds ﬁ’n dans G , dont le groupe de périodes contient H , est de cette
forme.
Dans le cas obh H=7" , le groupe quotient RQ/’Z;:T& est compact,

donc toute représentation continue £ de ¥ B dans un groups topologique

% est un homomorphisme de T dans G si G est séparé (chap.III, §2,n97),

3
s 5 - 5 e r’-’a
et f=fog¢ est un homomorphisme de R?®™ dans G ; en outre FITR)=F(R )}

N

esl un scus-groupe compact de ¢ , isomorphe & un groupe %"{’p 0<p<nj.

On voil en particulier que lz seule représentation continue de T

dans un groupe ?Rm est 1l'application identiguenecnt nulle . ruisque
$0} est le seul sous-groupe compact de R . Ceci montre eptre
autres gqu'un iscﬁorphisme local de "i"“‘n 8 Rn ne peut se pxzionger
en une fezjrésantatien continus ds ‘T‘n dans ?zz ; il ne pent 33@:119
56 prolonger en aucune représentation (continue ou non) ds ‘ET_‘Q
dansg RZ ; en effet, _si un tel isomorphisme local T est défini
dens un voisinage V de 1'élément neutre de T2 | il existe un
élénent dlordre fini p (assez grand ) contenu dans ¥ (il ra‘affit de
prendre la classe (med. Zﬁ} du point de &Z}j dont toutes les coor-

~ 7 : . 3. Y P : A -,‘,
données sont égales & 4/p) ; 1'image de oot &lémeni par une
ae ¢ / : £
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représentation de T ™ dams R Z ne peut 8tre que O , puisque O
est le seul élément d'ordre fini de R°® ; 11 n'existe par suite
 sucune représentation de T 2 dans R ® prolongeant ¢

Appliquons ce qui précéde aux représentations continues de T 2 dens
un groupe TP ; si £ est une telle représentation, ¢ 1'homomorphisne
canonique de K B gur T2 ; Yog est une}représentation continue de
Rn dang TP ; done (prop.%), si Y est 1l'homomorphisme cancnige de R
sur TP , 11 existe vne application linéaire m de R" deans RP telle
gue fo9p=You. 8L XE Z2 , flo(x )) est 1741énent neutre de f?ﬁ? s
donc on 2 nécessairement u(x )€ ZP |, autrement dit, il faut que
glz28yec 7.0 Réciprogquement, pour toute application linéaire u de R
dans R? satisfaisant & cetle condition, You est vne repreésentation
continue péricdigue ds Rn dans F@"p ,_'dent ile groupe des péricdes
contient Z° ; elle definit done une représentation continue de T°
daps F?P . ‘

Cherchons & guelle conditio. f est un isomorphieme de T B daps v
11 faut d'abord gue uw scit une application biunivogue de R gans RP
sinon, le sous-espace vectoriel “&(Q) contiendrait des polints X ;-453
arbitrairement voisins de O , et en un tel point on surait F{ol ;a}s_f(@(ﬁ))'
et 9{% J#0(0) , contrairement & 1'hypothdse. Cette condition entrafne
dope en premier lienw p »n . Liimege uf Z.n) est alors un 8OUS-ZTOUpPE
diseret de rang n du groups 7 p‘; les facteurs iuverients de u(Z2)
par rapport & Z°F {%‘55;1@*%, et Alp.,chap.V) deivent tous Btre égaux &
ua ; sinom, 11 existerait um point KE Z . , ©t un entier k > 1 tel
que u(f) & zp ;88 T £Z° , dome £(a(f))=£(e(0)), et 9(¥)Fe(0)
contrairement 4 l'hypothése. BRéciproquemsnt, si cette mwi ion est
remplie, uf i{n} 0V ZP est identigque 3 u(z®) , et ? est oo isonorphisme

ds T2 sur %ﬁ‘i%ﬁ'ﬁ}jtﬁizmﬁ




iy

Si on appligue ce raisonnement au cas o& p=n , on a la proposition

gsuivante :
PROPOSITION 8. Tout isomorphisme du groupe tonologz,gue rr‘ dans luleméme
est un automorphisme de o B » gui_s'obtient par passage sux guotientes &

partir d'une application linéaire u de R sur lui-oéme, qui, resireinte

& 72, est un sutomorphisme de ce groups.

L=y

11 revient au néme ( §1,0°%1) de dire que, si uf ei)az 2,855 &5, les

=1 o
a; 4 doivent étre des entiers tels que le déterzinant .ai* E soit égal
; J

En perticulier, pour a=% :

PROPOSITION 9. Les seuls isomorphismes du groupe topologzigue T dens

2

lui-méme sont l'application idemtigue et la symétrie % —» -x .

2 =) w e

Exercices. 1) i G est up groupse topologique localement bacaz}a? &
Rn ; 1a composante connexe H de 1'6lérent neutre de & sst issmez‘pﬁe
4 vn groupe de la forme RP,m2P (0g¢p<n), et G/H est discret ;
si G est compact, B est isomorphe & T2 , et Gjﬁ est Fini.

2) Soient ¢ l'application canonique de %?.a sur ° , & une app
cation linéaire de R ™ dans R™® . Pour que 9 ou soit un homomor-
phisms de R™ dans T® , 11 faut ot il suffi t que w(R)N ZB
soit un groupe discrset de rang égal au nombre de dimernsicng de
uf Rm) {pour voir cue la cgndi'tian est nécessaire ; remarguer qae
u(R®)+2™ doit 8tre un sous-groupe fermé de R ™ si g.u est
un hﬁi&@ﬁi@iﬁ?pﬁiﬁﬁ&@); - ’

3} Soit £ une représeniation cgﬁ@imw de '%E%E' dans un groupe ft-o?@«

=

paré G . 8i T n'est pas wn iscmorphisme de R™ dans G -

EQ

logique
montrer qus, pour toul voisinage ¥ de 1'&lément neuire o de G

%{‘é} n'est pas bDorné dang R° = (dans le cms cculraire, monitrer




: = Al = :
que f sersit ume représentation biunivoque de R ™ daus G , et que

sa restriction & un voisinage convengblé de 0 dans R serait unm
isomorphisme local de Rn a Afj( R’n)‘ 5 conclure & l'aice du ’r.h.}
du chep. III,82). s iie

T 4) Soit f une reptésentation odzitmue de R dans un groupe locale-
ment compact G . uéntrer que, si f n'est pas un isomorphisze dge R
dans G , £( R) est relativement compact dans G (eu se bornant au cas
ot f(R ) est partout dense dans @ , considérer un voisinage ouvert,
symétrique et relativement compact V de 1'élément neutre dans G ;
nontrer d'abord, & l'aide de l'exerc.3’, qus, pour tout el  , il
existe t >0 tel que f£(t)exV ; en déduire qu'il existe un nombrs
fini de mombres 1,0 tels que les voisinages fj{ti).? forment un

recouvrement de V ; pour tout xeb , s0it A, l'ensemble des t € K
tels que f(t)€ xV ; montrer que, si t€A, , il existe un t; tel que
’c—ti(—; ‘&x ; en déduire gue st I est le plus grand inlervalle compact
d'origine O contenant tous les ti s INA, n'est pas vide ; cenclure
que G C V.£(1) est ¢ompact, & l'aide de l'exerc.6 du chap.IIL, $1).
%) a) Montrer que toute représentetion croisgante 7T de K dans F
est continus (et par_vsuite de la forme x —ax) (établir que, si
x,70 f(rxo%_f(xo) pour tout nombre ratiomnel r).

b) En déduire gque toute représent-atidn £ de R dans R , bornée
infériecurszent dans £®,+ oo {, est con‘oinue {montrer gu'on ne peut
avoir f£(z) < 0 pour x 3, 0 ) ‘ ‘

4 6) Soit £ une application continue strictement croissante ae R

sur R , telle que O0<£(0)<1% , ot vf{x«i"% J=f(x)}+1 quel que soit

xe R (cf. chap.V, §2, exerc. ). On poss £,=f , et, pour zi;»‘i :

en définit par récurrence .f'naf‘ (S ?;‘ﬂ 4

@
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a) Montrer que fn est strictement croissante et continue, et que
£ (x+1 )=f_(x)}+1 quel que soit x€R .
b) 51 p et n sont deux entiers (n>0) tels qus £,(0)y p (resp.
£,(0)<p), montrer que, pour tout entier k>0 , on a fkn(O); kp

: £.(0) .
(resp. fkn(0)< kp) ; en déduire que n,(l ) tend vers une linite

81 lorsque n croft indefiniment {prendre pour € la borne inférisure
des nombres rationnels p/p (n>0) tels que £ ,(0)< D ; onr montrera
d'abord gue cette borns est € 1). Monitrer ensuite que, pour tout
£ (x)
x€R , on a aussi limA : =6
n—5co B
c) 8i 8 est egal & la f‘z’aatlon irréductible m/n , moptrer gu

existe x e LO ‘ir tel que °P (x )::x@-rm (raiscpner par llabsurde :
en Qukpeseat f (x) {xim) > a)O pour 0<x <1 , montrer guion en
(x)
déduit 1lim 3% m*ﬁ :
{3-; = 0 n ) .

d) On suppose désormais 6 irrationnel , 6t on pose, pour py1 ,

— = =~ ‘ [/ 2R .
ap-pe [pe:( ; up(x)zfp(x) [—fp(x)} pour tou.t‘ Xé EG,‘i i - Mdonirer que

lu relation ay{a, entralne u (x)<wu (x} (utiliser l= défimition

de 8 comme bornme inférisure de 1'ensemble des p/n tels gue fn(x}< D
et considérer particulidrement les valeurs de h telles que = = 8 ).

Ep déduire que l'enmsemble Z’x des valeurs d'adhérencs de la suite

(gp(x)) est parfait (remargquer qu'entre deux points de labgaite
(up(x)); il ¥y a une infinité d'autres points de cette suite, donec
ua point de Px) -

@) Ou pose, pour O0Kx <1 , g{x)=inf a , of p parcourt llensemble

v

o

des indices pyt tels que up(l)) o % . Hontrer gue g es%t croissante
et continue dans [G,"i{ ; et gue

(1) g(a,(x)) = g(x) + 0 (mod.1) .
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Soit A l'ensemble des points ye(0,1 (tels gue =’é(y) soit un

intervalle I non réduit & uﬁ point ; momtrer que, si A n'est pas
vide, il est partout dense dans [?,1[ (utiliser (1)). Soit U l'ensen-
ble ouvert, réunion des imtérieurs iy des intervalles compacts Iy
pour y€A ; montrer gue, si U n'est pas vide, il est partout dense
dans [O,ifﬂ. Hontrer que les ensembles parfaitis ?x sont tous identi-
gues au conplémentaire de U par rapport a {é,%} (utiliser (1), en
distinguant le cas ofi X eU et celui oh x%U T

f) On considére inversement une fonction numérique g conbtinue deus

, telle que g(0)=0 , g{1)=1 ; et on suppcse d'sbord gue g est

E“. 3
a0
Cots
@
L

-
i
@

strictement croissante. Etant donuné uvn nombre irrsiticnnel

0£9<1 , il existe une et une seule fonction £ , striciement crois-
sante et continue dans R , tells que U LKP(D)< 1, gue

£(xt+1)=f(x}+1 quel gque socit x , et que, si on pose u,(:
17identitéd (1) soit vérifiée ; montrer que, pour la fonction f zimsi

£ (x) .
définis, _1lim —E—— = 6 , ot que les ensembles parfaits ¢_ sont

P R S 0 B 4
tous identiques 2 [O,fl .
£) Qs méne, soit P un ensenbls parfait contenu dans E?,?}, et dont
ls complémentaire U par rapport 38 cet intervalle soit partout dense.
Etent donné un nombre irratiopnel € tel que 0<€<1 , montrer qﬁ’en
peul ranger les intervalles contigﬁs 4 P en uns guite (ED) tells qus
la relation a, &, {avec les notations de d4)) emtraine xz <y pour

xE€i et €I, : en dbduire gu'il existe une ot une seule fonction
: k ¢ : &,

h

o :
continue st croissante dsus [Q,@i,, et telle gue g{g};a? Dour x&zzp
ﬂ@gtraﬁ%afin guier peut défipir une fonction F , Strictement crois-

sante ot 2n3cinue dsus R , tells que O0<£(0)<1 , gue

b

7/ R o =
x)+1  quel que soit z , et que, si on pose u@(z)sf{x}eigixﬁ

P(x+1 )=2(

E

H
s
o

=




S
-
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l1'identité (1) soit vérifiée ; mais ici, il y a une infinité de

fonctions satisfaisant & ces conditions ; pour chacune dielles, cn a

£,(x)
lim -na-- = 0 ot les ensembles parfaits P_ sont tous identiques

0 oo

6y

$ 3. Ceractérisation topeloxigus des sroupes R et T.

THEOREME 1 ( ) . Un groupe topelogique G dans leguel il existe

un voisinage de 1'élément neutire homéomorphe & un intervalle ouvert de

A

est localement isomorphe & R
Si cn convienl de dire que deux groupes topologiques G,(' sont

o

localement hnomécmorphes lorsqu’il sexisie un voisinage ds 17élément

nsutre ge G homéomorphe & um voisinage de 1'élement neutre de §° ,

ie th.1 s'éronce encors em disant qu'un groupe € localemsnt homéomor-

phe & R est localement isomorphe & R .

‘Scholie. L'intérét de ce théordme est qu'il permst de conclure d'une

, pmpz‘iété puremnsent topologique de G & une propriété de la siructure de

. ‘groupe de G . Il s‘agi’c 12 d'un yphénoméne tout & fait pa""*iég’lisr au

groupe R , et qui n'a paes d'anzlogue pour les groupes R' lorsque B >1 .
Par exemple, _;_e groups multiplicatif S} des quaternions ;5.@ norme 1
{chap.V, “g;},ncé) est "localement homéomorphe™ 4 R 5 {chep.V, 2 2,
prop.4), msis non localement isomorphe & R }, car, “it"«z:a?;: @@@@rxa et

compact, il serait isomorphe & T‘§ %%29%.'&; donc ecomxn u‘@’“*”; ce

gui est sbsurde.
Le théorime 1 va &irs une m@?é ence 4
FPROPCOSITION 1. Soix V un %mg;g@g;g@g% de O da; = ;
8t soit (x,7)-—>xTy mune application
telle gue :
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a) xT(y7z)=(xTy)Tz lorsque les deux membres sont définis ;

b) OTx = XxTU=x guel gue soit x€V ;

¢) guels gue soient x,y,z dans V , chacune des relatioms XTYy=XT2 ,
YyTX=2Tx entraifne y=z .

Dans ces conditions, il existe un voisinage W C V ds O dans R,
et uu homgomorphisme Y de l'intervalle [0,1} sur ¥ , tel gue
”‘V(xi'y)=’Y(X)TY(y) pour tout couple (x,y) tel gue x,y et =ty sappar-
tiennent & EQ 1) .

D'upe menidére plus imagée, on peut dire que la seule loi ds

composition X T y ayant les propriétés énoncées dans la prop.i,
est, & un isomorphisme prés, l'additiom des mombres réels.

LUémonstration de la propesition 1. BNous procéderons emn plusieurs étapes :

1) lavariance de l'ordre par les "transletions® relatives & 1a loi T .

un peut toujours supposer que V¥ est un intervslle fermé EG,a} -
lenme 1. 8i =x,y,z gppartieconent & V , la relation =xgy entraine
ITZ2 L 3¥T7T2z ot 2TxX< 2Ty .

11 suffit de prouver que x < ¥y entraine xTz<yTz et ZTE<ZTY .

or, les fonctions mumériques 3z — (2T 2)-(yT2) et Z*':V{Z""K“ (zty)
sont continues dans i@ a ; pour 3z=uU, elles sont <O par hypothésge ;
dautre part, elles ne reuvent slannuler dans EQ a\f s Puisgutil en résul-
terait X7Tz=yTz ou 2TX=2Ty , clest-ad-dire x=y , contrairement &
l'hypothése. U'aprés le th. de Bolzamo (chap.IV,$6,th.2), css fonctions

scnt sirictement négatives dans [Q,a} » €8 qui démontire le lemme.

2) L'faxiome d'Archimdde” dames ¥ . L'aprée l'hvoothdse. 2 x est défini
== = Jzz.“ Y @ & § 2
1

pour tout x eV ; par récurrence, onm définit, pour um entier 0
3‘ ;s g &

: - = P = S 2]
ment —?9 z comme égal & xT( T x) lorsque PT* X€¥ ot on pose T x=U

pour Yout =x &V . Un voit par récurrence que, si x € ¥V est tel gus
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p{-j x, existe et soit <a, la fonction -?- x est définie et continue dans

un intervalle ouvert contenant xo ; en partia;lie‘r, comme -,13 0=0 guel
gue soit p , la fo.nction 113- x eosit définie et continue dans un intervalle
(o,bP] (bp7 Q) . Si p=gir (get r eniiers 2 V) et si -gE x est définie,
on a .%?x = (%‘ x) T-('}"' x) d'aprés l'assockativité de T or en déduit que
}.%P X = -11‘- L x) chaq,zie fois que IS'P x est défini.

81 x,0 est tel que -? x soit défini, et 8i g<p , «%x 4% X
enfin, si x<y<a , p»0 ,etei By est dsfini, il en est de méme
de 2x,etome Ex <2y (en offet, si p%@ x < PF y , on a, d'aprés

=

le lemme 1 , .%3 x<(p‘1‘° yltx <_? y )

lemme 2. 8i U<KxX<yga , il existe_un entier B tel qus +xe¥ ot

-» n+1
Fxgy<cH = _

Supposons en effet gu'on ait wlg)e X <y quel gue soit p ; la suite
{ }3, X)T - sst croissante et amjorés dans R , slle a dsmc (chap.IV, $ 9,

¥ g :
th.2) une limite by . Comze DEV , bTx esht défini et om s
- . : - o P pti
b <bTx, puisque z>0 ; mais brx=(lim + z)rx=1lim "7 x
P oo P2

d'aprés ls continuité de urv au point (b,x)) ; domc bTz=b ,

contrairvement 4 ce qui grécede.

e oy
%) Définition de ¥+ & .
2 : ‘ : 3 A 2 e > |
Lemme 3. Pour tout entier p»0, il existe un nombre & € 0,a| tel gue
' P L
l'applicatior x —> —g x soit un homéomorphisme crissant de | 9,85 ]
s, : e /

is nombre &, egt l'upnique slution

Clest évident pour p=t, avec 8,=a . SUPPOBOHES

§
D

d'od en particulier = &F:’a . Bans ces conditéocns,
i 3 iz 2 2 2. > P o é/f' \I 3 A
continu et strictement cro.ssant sur (U,a | ; ¢'@
: . = - L B/
th.%) un homéouworphisme de gé}gaz,‘aj gur un intervall
7 S, &
PH . - P o . oma bra, domc il existe a_,
T oy T D0 2 : : : P
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ptt ptt '
T apﬂ-a . La fonctiom “T x étant strictement croissante dans

l'ensemble od& elle est définie, qui est (U,ap} , le lemme est démontré.
1 /p
On posers ap =
4) Léfinition de l'homéomoghisme Y Hontrons que, si UKPKQ o >u),
l'élément T 14-9- a) (gqui est défini et e d'aprés ce qui préced,-e) ne
kp ,1/k

dépend que de p/q . 11 suffit de montrer gue ( a aj= T (‘3151 a)

> 2 i kq ‘i/kq 4] k t/ij, XA
quel que soit 1'entier k >U ; or, ona a= =2 ( T a)= =;={'T’( *ia)) ;

1 ,‘f
doneg (l@dﬂk@ j} R & T\'l/ka 1459‘ a , at & p ( !Q } "‘g’ (.%2( %}‘:Q

g)) =
= 157; ( erq a) . Hous poserons Y (p/a)= ‘T'( °€° a) ; 7Y est une applicac
tion strictemzent croissante de Q, 8 gi’} ‘R:a dans V , car si gz/q < p{/q -
ona p<p' , d'od :72 fl?s%iq a) <§§: (”u" a) . 85 p/a, p'/a sont des
mombres raticnmels tels que Ejﬁg‘t ; OB 8

B anT @& (4R PR (M

§$] -
a)l a), eutrement dit ~V (& + Py=
Y s /] ‘N
= Y(p/a)T ¥(p'/a)
I1 résulte du lemme 2, em y faisant y=a , gu'é tout x> U correspomd
1 ; 2 :
ur 2 tel gque 4—3 a{x ; aulrement dit, on 2 linm ’Y(‘t/n)zu s étant
B 00
croissante, il s'ensuit que "V (r) tend vers O avec le noabre ratiomnel
r >0 . L'application (x,¥) — xT3y étant continue dans l'ensemble
cozpact ¥ XV , donc uniformément continue, il existe, pour tout € > O

un 3 >0 tel gque U &7 <5" entraine ;X‘T’ :{eﬂ < 25 scit alors n
H

<o ?} : o et
un entier tel qx;g 0L /n entraize Y (r!') ¢ J ; la néme comdition
entraine sussi ”“é”z—%ﬂ} "gf€r}§ < & , ce qui prouve 1'uniforme conti-
nuité de Y . Par suite (chap.II, ¢35, th.1) on peut prolomger Y e
)
vae applicatiom comtinue {qufon notera encore Y ) de (U,1| dans ¥ .
§ =% i
i &
En vertu du priz de prolongement cws inészalités (chap.IV, §5,ih.1)
r rQ': ~
~/ @gt croissante dans |U,1] ; momircms gufelle est sirictement
3 27 ~s X 4
| 4 - 7 - 3 5 v e
groissante dans %i}ﬂi : 81 z,7 sont deux nombres de cet intervalle
~ Ve
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tels gue x<y , 11 existe deux nombres ratiommels r,r' tels que
Lrr'gy , dome Y(x) € V(r) < ¥Y(r') < Y(y) ; par suite (chap.IV,

§2_’th°5) Y est un homéomorphisme de [0,1] sur V . D'autre part,

si x et y sont tels que xtyg1 , or a, par passage & las linmits,

Y (xty)= Y(x) T Y(y) , d'aprés la continuité de xTy dans ¥WxV

Démonstration du théocréme 1. Hoit f un homéomorphisms d'un voisinags
ouvert U de 1'élénment neutre ¢ de & sur un intezrvelle ouvert de R
cr peut pposer que f(e)=0 . Soit g l'applicaticn réeciproque de £ :
s0it I un intervalle gqui soil un voisinage de © dane £{U), st tel gus
g(l};gél)gﬁ . Pour xel , yeI , on posera xvy=Fflglx)slyl) .

Ou déuontre, comme ci-dessue pour ls lemme 1 , gue = < y entrains
XT2 <¥72%2 et 27X < 27y lorsque xel,ycl,zcli . Bu particulisr,

treignant iz loi de compositiom & ¥=I/) R_ , om est gmsc dams les

potations de cette propesitiozz, poscns ﬁ}”:go"‘;}j ; 9 est un homéonmorphisn

( - . o :
tiennent & éﬁ,?} ; d'aprés la prop.4 du 32, ¢ ss prolonge ex ume

représentation cortimue 9 de R dans & : %‘5 est ez mfne femnps un homdo-

te

morphisme ds }@,%’g sur un ensemble ouvert dans & ; par sui
Y

e £ 2T 2 2 T A P = f, e T 33 P
{ehap.ill, 92,th.3). 9 est un homemorphisme de R suy up

3 i ra o o Nt . S i Bt tan oyl
ouver, ¥ de G ; H étant isomorphe 84 ¥ ou "I’ aest locszlenent jsomerphe
pos B LS ; s ER &

& e T e 7 < R Ve 2 E
g8 R , et 11 en est donc de n8ne de & .

C.H.F. DL,
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On déduit de ce théoréme et"dnvth.‘l du §$2, la caractérisation topo-
logique suivante des groupes R é_t L
THEORMME 2. Unm groupe counexe G ; localenent homéomorphe ¢ R , est
isomorphe & R ousa T . | £ '

Pour recomnaltre si G est isomorphe &4 R ou a M , il suffirs ds_-'mir
8l ¢ est compact ou non ; dans 716 rremier cas, il est isonmorhe & s -
dens le second & R .

g 4. Expomentielles et logarithmes.

1. béfinition de a* et de log x .

; ¥ :
Oz 2 vu su chap.1V (§ 3) que R+=§£},+w€: , &vec lg structure de

groupe définie par la multiplicatiom dane R , et la topologie induite

per selle de R , est um groupe topologigue. Tout intervslle ouvert conte
: * ; : : =i ==
ni ¢ans K, et comtenant 1l'upité +1 de ce groupe, est un intervsllse
* : : ,

ouveri dans R ; le th.1 du § J est donc appliceble an groupe R, ;

comne emr oulre ce groupe eost comneEe et nom compacti, il est isomorphe

@®

£
Py

. D'aprés la prop.3 du § @ , pour tout mombre a>0, il exist
=

-
une représentation continue et ume seunle £, de R dams K, , tells que

£ (1)=a . Quels que solent xe R , ye R , om a dome

2 = e
zty )=f (x)f £ (-x)=1 {z
£ (xty)=f (x)£ (3) , (-x)=1/f (z)
d'od ep particulier, pour tout entier m € Z
= ia
f B‘ = a .
o(8) = :
o - = > e 5 Losied
Bo raisonm de cetite relation, op pose, pour tout z e R | 3?&(;:1}:&
les fonctions a* (pour toutes les valeurs > O de a) sont dites fonctions
: - - = ; £
expomentielles. On a 1= quel que Boit x e R ; pour azt |, & est

‘ #
vn isomorphieme du groupe R sur le groupe K, .
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Pour 9?41 l'isomorphisme de R* sur l? - réciproque de a* ; 8tappelle
logarithme de base a , et sz valeur pour x € R+ se note log x .

On a domc, avec ces notatione

{1) a*"V=g xy pour x,eRv,:‘yeR,.a >0 ;
(2) a}'x'= 1/e* -ponri X €eR , g2 >U ;

{3) loga‘l:-o 5 lbga;a’:‘-lfv pour ay>0 et # ;
(4) loga(xy):logax!'logay S poNr X S0y >0:;
() 1oga(1/.x)=-logax =l pour x>0

(6) a8 = x pour x 50

(7) loga(-ax)=x pour xéR.

: ¥ Z -
Tout isomorphisme de R sur R est une expomentiells ; ls formuls
(1) du &2 s'éerit ieci
8) 57 =¥ - 1085% pour X >0 ,yeR , a>0 et #1

#TN

cu encore, emn changeant les notaticms

{v) (aX) = o&¥ pour gzl . geR &> ¢

Ea particulier, pour tout entier = > 0, oz a (a'/ ‘“)Qna , ¢e gul
Bl

justifie la motationm 1/ B iptroduite pour la racma B-i6me x;’ 8,

définie au chap. IV, §3 .
Ue méze, la formule {(2) du § 2 sléerit ict
{10) . log x = iogab.logbx pour X > O
{formule dite ﬁau changement de base®) ; elle est évidemment éguivalente
& (8) et (9), ou eacore, en changeant les zzotamans, -3

(1% A@g (z¥) = ylegz pour x > 0 et g&’%’, ;

dans lui-wéme ; si g est une %ellereprése@.t&umag };gggfig;if )) est
une représentetion contimme de R dams R , dome ( 22,prop.2), il

e¢xiste a &€ R tel que lgga(g{ax))z ax quel que seit x e K ;




A A
/ i

. - 117 -
d'ol, em vertu de (9), on. tire l'identité g(x):x qnel gue goit x > 0 .
On a domec identiqnemsnt :,, _ . _ _ '
(12) (xy) = x%y% ,quéls gue soient 'x:7b,y>0 : e € R 5
kn rsiscm de la formule (4), qui raméme toute multiplication & une
addition (seule o;.ération & laguelle 301t vraiment adapté le
systéme de numération en ussge), les logarithumes ont loagtemps
é1é un insirument indispensable pour le c_:alcul numérigue (voir
la Nole historique de ce chapitre, et la pértie de ce iraité consa-
crée au Calcul nunérique). Lorsqu'on les utilise & cette fin, en
choisit la base a--*tO.-, et 11 existe des tables donnant les valesurs
de la fonetion log,ox (avee une certaine approximetiorn). fn
Aﬁalyse on est comduit & un autre choix de la base a , celle-ei
{gu'on note @) étant prise telle qu'on ait ,.,6”3 X “%%i = 4
(voir Liwvre 1V). 4
2. Variation des fonctions a° et log x .
s===ss@mssmosoossomzsooems == £:)
Comme x —>a* est un homéomorphisme de R sur 1'intervalle
?i s)@,+oo { lorsgue aft , e* est strictement monotons {chap.IV, 2 e,
th.5) ; 81 81, a1=a ‘71=ao , dome a* est strictement ¢z roissante ;
en outre, Ri nfétent pas borné supérieurement - s nlest pas bornée

supérieursment dans R , domc.

{15 1im 8% =+ oo (e >1)
et, d'aprés (2)
{14} i & =0 (a-1)

4: contraeire, si a <« 1 , a* est strictement décroissants dane R ,

T
) lorsque x tend vers + o° , vers + oo lorsque x tend vers
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De ces propriétés, et de (12), om déduit que, si 0<a<b ,om a
ax< 5 pour x>0 ,'axy» p* pour x<0 ; cela revient en effet a constia-
ter que (b/a)171 pour x 0 . (b/a)x<1 pour x<0 . .

La variation de log x daus R se déduit de celle de 2 dszs R .

81 a>1, logax est strictement croissante, temd vers - oo quand X
tend vers 0 , vers + o9 quand x tend vers + oo ; 81 a <1 i';ogax :
est strictement décroissante, tend vers + o2 qgusnd X temd vers U ,
vers - oo quund X tend vers + oo (fig. 6) . | _

On peut prolonger Qar contimuité la fonctiom & (resp. logaz} 5
considérée comme premant ses valeurs dams R, & tout R (zesp. 2
ll'intervalle _{E} %-ao} de §°); en lui domasnt aux peints + o2 8t - oo
{resp. 0 et + oo ) ses valeurs limites en ces points.

rlus généralement, la formule (5) montre eue 1s fomctiicn z? esi
continue dans le scus-espace R x R " gde R , ot tend vers ume limite
lorsque (x,7) tend vers um point {(a,b) ds Efa adnérent & E% R
& 1'exception des points (O,Q) , (oo 0) , (1 ¥ c0 ), (1:= cx>)

On peut encore prolonger par contimulilé zy aux poizts de §= -

Q& ss

linite existe ; d'sprés le principe de proleagemsat ées'zaantltés

(chap.III, $3,n° 4) les formules {1) (4) ot (9) sont encore vazables

lgrsque chacun des deux membres z un gens.

‘ Un aotera que le prelengemeﬁt par continuits de zy me pernet gas
de retgcuver la formule 0 =1 gui résuitalt des coavéﬁtignz‘fait@s
en algdébre (Algz.,chap.l) ; il coa&;@at dtéviter toute csﬁfgsiaﬁ
& cetl égard. ' ' '

On rewsrguera aussi que is ﬁéfzﬁxtlen de 1° ezp@gﬁn &91&@ permet
de prolonger 4 R la fonction = ~» @ définie daps Z . peur

tout a > 0 ; mais mous m'cbtenons ainsi aucum prolongeusat
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de cette fonction lorsque a< 0 ; un prolomgement "maturel” de

cette fdnetidn ne pourra &tre aéfini gu'avec la théorie des
fomnctions amalytigques.
5. Familles multipliables de mombres O .
=mTm=== ==m=8=

_— W g - o s S5 i e s
P e} e e s o e 0 e S

L'iseomorphie des groupes tepqlogiques R et R: montre sessitdt gus,

pour gu'ume famille (x % ) de noubres réels finis et > U soit multi-
pliable (chap. 1V, $7), il faut et il suffit gue la famille {lg;gaxZ )]

soit gommable (a étant un nombre quelcomque >0 4% #1) ; on a en outre
Z log x
= < a8 %

{15) u x, =8

De méme, pour gu'un produit infini défimi par une suite (14u E} de nom-
bres finis et > O s0it convergept, il faul et il suffii que la série

définie par la suite (log(1+u,)) soit convergente, ot on 2
;?.f
log (1+u_)
- <2 ‘n;Do 8& B
(16) %P (14u )= :
LYétude des produits infinis de nombres réels >0 esi donec

ramenée & celle des sommss infiries de mcubres réels, domt les
termes se présentent sous forme de logarithmes ; amous verrons
az Livre V comment les sommes de¢ cetle nabure s'étudient aisément

au moyen des propriéiés différentislles du logarithme.

Exercices. 1) Soit (a;), <i<n 2 suite fimie de nombres 20,
r et s deux nombres réels tels que U<T<e ; mentrer gue
: : or ;- e 4/ :
(S B Y8 ¢ s Iy T
12,6 a, )}/
=4 i) g"‘ > ,‘,%f"; i!
1%égelité niayant lieu cue gi n-1 des s, sont nuls {@e rememer au
% 2 - -ie
cas o0& >, a‘iﬁ}- :
£x1

% 52 el e : g 3 2 -
2} Bi 8 >V el 841 , o a , pour O<xX<y
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(1e démontrer d'abord pour x entier > et y=x+1, puis en déduire
la propoéition pour x et y ratidimels, et passer enfin aﬁ cas
général). -~ . =
£n déauire que la fometion &2l (d6finte pow x40) a une linite

quand x tend vers 0 , et que la fonction logax (définie'pour x;‘t)

a une limite guand x tend vers 1 .
3) sontrer par récurrence que, pour itout entier n >0, 28 ;-9-!3%:3-)- -

En déduire que, pour a»1 et a >0 ,
x
& =+ :
x-l—;ilwgvx& e : xg%ao =
X

(démontrer d'abord la premidre de ces relations pour a=2 et a=1).

logax 5

8 - Hesure des angles ; fonctions trigonomdtrigues.

= e s
=—te=earptupeet _EE ST EEE e == T

1. Angles de droites et _angles de demi-droites.

Happelons qu'on a défini en Algdbre (alg.,chep.IX) 'l-a, notion d'anzle
de déux droites dans un éspace vectoriel a deux dimensions sur an »co_rﬁs
commutatif(*) ; cette notioﬁ s'applique en particuliér gu plan-.aémé-rique
R2 (que nous identifierons & € dans ce qui suit). L'engezble 2. des
angles de droites esi muni d',zmé siructure de groupe abélien, noté
additivement ; comme -1 n'est pas. un carré dans 'R s 23 résultéf.i;e coe
qui & 6t6 vu en Algdbre (loc.cit.) , qu'om peut définir un isemorphisme
(dit caponique) du groupe quotient' G*/ R’% (dont les éléments éént les

droites psssant par U , privées du point 0) sur le groups Aie

(#) Un définit, dene i'ensemble des couples (D.,,B‘ } de dreités"ﬁij}fassant
par l'origine, une relation d'éguivalence, en considérant deux couples
(Bq,b,) et (D},D%) comme équivalents s'il existe une méme gimilitude

directe qui transforme by en u; et 132 ep Bé ; 1tangle du coaplgf;‘ai.:gfj
(14,0, ) est par définition la classe dféguivalence & laguelle ‘eppartient

@ couple . .
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on trensportera & Ao'_ par cet isomorphisme la topologie du groupe qugtient
C*/ R*. Quelles que soient les droites D1,D2 passant par 0, 1'angle
du couple (’D.{,Dé) (ouA"a;ngle que _fé.it b, avec D," qufon note (1@))
est toujours défini ; el a, est 1'¢lément du groupe A qui correspond
& D, (privée de 0) par 'I‘isomorphi'sme canoniqtﬁ\précédent, ay 1t élément
de A, qui correspond de méme & D, , on & (D1 sDy )=c 2% {en particu-
lxir\, a4 n'e/gt autre/cge l'angle que/f;a;.tt D, avec l'sxe réel) ; on &
(B, By )==(By,B,), (Dy,B,)+(B, Bi)i‘( 111)-9 . L'gngle droit O est
défini dans &  per la relation 2 80 =0 ; c'est l'angle que faitl l'axe
imaginaire avec l'axe Téel.

Comme R est un corps ordonné, on peut aussi définir dans R ) angle
de deni demi-droites quelcongues (4lg., chap.IZ). L'ensemble A de ces ‘
angles est encore muni d'une structure de groupe sbélien, noté additi-

vement, et on peut définir un isomorphisme (dit canonigue) du groupe

P * ; ~
quotient G / Rﬁ_ (dont les éléments sont les demi-drcites ouveries

dtorigine O) sur le groupe A ; on iransportera encors a & par cet

isomorphisne la topologie du groupe guotient @*/ R,

31 A et B, sont deux demi-droites d'origine e 6, ot @, les
éléments du groupe & gqui correspondent respectivement & A ot A 2
{privées du point 0} par 1’ iseti&\rmxiame canonique, lfangle du couple
(A%, A,) (qui se note ‘(,A‘i’ Az) et s'appelle %zigire "angle que
.faiﬁ\Ag avec A1 Q)ﬁt égal & 62-61,;; on a &&, ifl,é )=={ ﬁ‘s,“ 532)
(A, O (A, A§ > A5 ,A,)=u . L'angle plat ® est défini dans A per
ls relatior 2w = 0 ; c’est l'angle que fait le demi-axze réel négatif
avec le demi-axe réel positif. b Lot z € c* , on appelle
gggg;g@;_gg de z , ét on note Am{(z) , 1'élément du groups & q%;.i correspond

- : : # : : *
par 1'isomorphisme canonique & la classe (wod. R, ) de z dans e
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c'eet-a-dire l'angle que fa.zt 1a demi-droite dlorigine O passant par z
avec le demi-axe réel positif. L'application gz —» An(z) est un

homomorphisme du groupe topologigue C 8sur le groupe A ; en particulier
An(zz') = Am(z)+Am(z')
Am(z)=£m(1/z)=.-am(z) 4

Lfangle ) =Am(i) est appelé angle droit positif ; c'est une des
solutions, dans A , de 1'éguation 20=8 , l'autre 6tant -O0=0+ & .

Le groupe e*/ R* esl isomorphe au groupe quotient ( 6*/ Rj}/ € Rﬁ;fi Rj:} > ‘
(chap.III, §2,prop.11) ; le groupe A, des angles de drcites est done
isomorphe au groupe quotisnt du groupe A des angles de demi-droitss par
le sous-groupe de A formé des angles U ot & ; dans ithomomorphisme cano-
nique de & sur A, ainsi défini, 1'angle 6, d'une droite avec lfaxe réel
correspond aux angles a et g—i-g que les deux deml-drcites opposées conte-
nues dans cette droite font avec le demi-azs réel 'posi:i:‘}.f.

e Iangente d'un angle de droites.

s o ST T i o e T s e e T e TEES—
S T T T D oo i e €0 o s e o 1 s e D s B ok D —'o----h—-

En tant qu'espace topologiqus, C / R%’ est identique & la droite
projective réelle P (R) A{chap.¥,§5) ; il est donc homéomorphs &

l'espace compact R gu'on obtieni en adjoignant un point & l’z.afini

{(noté o2 ) & R {chap.V, g)} On a vu gu'on d,eflmc un homéomorphisne
i

de C/R” sur R e faisant correspondre & la droite de rarm@‘émw

{(a,b) le nombrs réel b/a 8i a#0 , et oo 8i 8=0 . 5i on transporis &

= #r ¥ .

R par cet homéomorphisme la structure de groupe de G/ R, on 46finit
- ,

sur K une structure de groups topologique abélien, dans laguslle le

> : E»g%"ga ' - e o
conposé de deux &léments *fc,i ;‘3:.2 est m@ guand © g 8% % > appartien-
nent s;%. ¥ ei sont tels que- ’émti.tz%@- {la valem:s:‘ de ce composé pour les

=

gcouples {?:. t.,) qui pe satisfont pas & ces conditions g'oblenant per
3 v2 x5 2
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‘prolongement par continuité de la fonction

Tt 8 RxR , et se

notant encore de la méme manidre).

Celg étant, si a est un élément quelcongue de A4, , D la droite qui fait

l'angle o avec ltaxe réel, 1'¢lément de R qui correspond & I est

appelé tangente de l'angle a et se note tg a ; la fonction a —» ig a

A2

est un isomorphisme du groupe & sur le groupe R ; OB 8 en particulier

-q)=- = t a+t
tg0=0,tg(3=°o,tg(a.) tga.,tg(cwﬁ) i
Bn dit encore gue tg @ est la pente de la droite D ; si = et b sont

les paraméires de D , sa pente est égale & b/a (.. oo 81 a=0)

3. Cosinus et sinus d'un angle de demi-droites.

S S o o e o v oo e o e T S e T s S sy e e s e o
> T D s e s e D G S D i PR TS e R SO s S e e T e e S e T TR S e

Un a va (chap.V, ¢ 3,prop.1) qu'il existe un isomcmaisme du zroupe

multiplicatif C¥ sur 1e produit de ses sous-groupes ? et U ; cet
isorworphisme définit donc un isomorphisme de G / ﬁ 4. Sur U qui, &
loute demi-droite ouverte d'origine O ; fail correspondrs le point of
elle rencontre YV . En composant cel isomorphisme svec l‘isgmoz’ghi'sme
ganonigue de A& sur @*/ Ri , on obtient un isomorphisme £ @:f(e; du
groupe & sur le groupe Y ; par définitiop (2lg., chap.IX) , %(fce))
se note cos © et s'appells gosinus de 1'angle 8 , ﬁ (£(8)) se note

s8in @ et s'appelle ginus de 1l'angle 8 . Ce sont des fonctions continues

dans & , satisfaisani eux relations suivantes
cos U=1 , 8in 0=0 , coe 2 =-1 , sgin Zx’:ﬁ , cos(-6)=cos 9 ,
sia(-0)=-sin 6 , cos(8+87 )=cos ¢ cos 89512 6 sin B
£in(@+8¢ )=gin 6 cos @'+sin 57305 &
Q@ggﬁ + singﬁ = &

 Par définition, on appelle tangente de l'angle €€l , et on note 1tg @

e gin © S = 2 . :
llélément de R égal & 5555 (=00 8L cos 9=0) ; i ¢ est 1'angle

de droites qui correspond & 1'a z;gm de demi-droites @ , on a aussi

tg@@aﬁgﬁs
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On notera que l'application 2z —> Am(z), restreinte & v , est
: l'iaomorphisme réciprogue de e -—_91'(9 J=cos © + i sin © ; si
Am(z )=0 ,' on & z—-—-,z‘ (cos @ + 1 sin 8) , expression qui s'appelle
la forme trigonomdirigue du nombre complexe z#0 .
4. Mesure des angles.

——esEsEEnams

PROPOSITION 1. Les groupes topoclogigues C / R et U sont isomorphes.

En effet, l'application gz -—->z/z est une représentation continue de c”

dans U : elle applique G* sur 1J , car, pour tout point i# de U ;
on a g =z/z en prenant z=i(1- ). Par passage an quotient, elle donmne
donc une représentation biunivogue et continue ds @ 7 *? sar 1J ; comme
@*/ * est compact, cette rapréseﬂtatfon est un ,zﬂsozgg_gr;;;gc_uisgg.
A 1l'aide des iscmorphismes de G R éur A ot de U sur & défini
ci-dessus (n°° 1 et 3), on déduit de 1'isomorphisme précédent un

isomorphisze de A, sur A qui, & toul angle de droites @Q fait
correspondre l'angle de demi-droites 28=2(8+s) , @ ot 9+s é&tent

les deux angles de demi-droites auxquels correspond ¢ dans
l*homomorphisme canonique de A sur A, (fig.7).
SIS,
31 on compose avec l'isomorphisme 2insi défini 1'iscmor phisne de R
N

sur C / R défini au n"a (et qui, 3 tout t e R, fait correspondre

le droite ds pente t) : ezz @bt;ent l-lssmazphisme

t 1+it (14‘ it = =% 8L %= oo )}
- » 2 -1t -1t ‘
du groupe topologiguse R sur le groupe topolo cique 1J .
On vérifie aussiilt que, si u 2 f é’z # -1 , le peint 1% est

les poipis -1 et u ; mutrement dit, 1l'isomorphisms réciprogue

Ve pa A = zs - = - o i i
du précédent nfest autre gue la yroiection stéréocgraphigue des 1J
4 {Fic 9]
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THEOREME 1. Les g@upgs deg ggg les A et A s 8t le groupe multiplicatif

U des nombres coznglexes de vgeur absolue 1 , sont isomorphes au groupe

T des nombres gels modulo 1
En effet, les groupas A et A, (respectivement isomorphes & G*/ R

et C / R*) sont isomorphes & TJ d'eprds ce qui précéde, et ces trois
groupes sont isomorphes au groupe R- . Or, R est compect, connexe et
localement homéomorphe & R ; le th.1 est donc une conséguence de la
caractérisation topolegique de T donnée au g4 (tu.2).
COROLLAIRE. Le groupe mulitiplicatif @* des nombres complexes #0

¢

est_isomorphe au groupe R xT .

Remargues. 1) Un a vu en Algdbre {(algs.,chap.IX) que 1'isomorphigme
entre les structures de groupe (non topologique) ds 4, , e/ r"
v et ’§ se généralise pour tout corpe E dans leguel -1 n'est pas
un carré (et en particulier pour tout corps ordomné) ; de méae,

== : ' ' * x- - o
1'igomorphie des structures de groupe de & , B"/ R et U ee
2 . . i

énéralise pour tout corps ordonné pythegoricien. Par contre,

0%

i'isomorphie de tous ces groupes et du groupe =2dditif modulo 1 dea |
élém@a@sﬁdu corps ordonné R, est un phéneméae tout & fait particu-
lier &4 ce corps et ne se généralise pes & un corps ordonné pythsgoris
cien guelcongue .(i’oir exerc. %).

2) I1 résulte du th.1 que, dans le groupe & (ou le groupe 4 ),

lféquation nb=a (n entier »0) admet n solutions ; =i on désigne

1'cne d'elles par -% » toutes ces solutions sont donnéses par la
formule et 2kw (k entier, ©gkgn-1) .

Cetie propriété du gz'auye U entralne l'existence des racines de

toute éguation "bindme?® zP=s dans le corpe £ ; cn psut
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(en utilisant sussi le fait que € est localement compact) tirer

de 1a une mouvelle démonstration du th. de d'Alembert-Ganes
(exerc. 2) . e

- Donnons-nous un nombre réel -8»0 . D'aprés la prop.7 du g2, il existe
un homomorphisme £ = et un seul du m groupe edditif R sur le groups ,

maltiplicatif U , tel que 1'intervalle ) - %, 2 [ soit 10 plus grana
intervelle ouvert symétrigue qus cet homomorphieme applique biunivoguement
sur som imsge, et gue fa(i)zi - Hous désignerons par x —»> ¢ {x) 1'homo-
morphisme fa correspondent 4 a=t ; alors, pour tout & > O , 1'homomor- ’
phisme fa ntest autre qus =x ——>e(§) . La fonetion @&(x) est continue

dans R , et satisfait aux identités

(1) lex)] = 4

(2) el{xty) = e(x) e(y) -

ainsi qu'aux relastions

G)  e(o)=t , e(i;‘-)%i - e(%)=-1 - e(;?-}:-i - f"e(f;)zfs .
e (1) et (2) om tire leos identités

(4) e{-x) =1/e (x) = ExJ

e.f, éa (2) et (3) que ; s
e(xtgl=ielx), e(xtd=-ex), elxtd)=-ielx), elzr)e(x) .

La fonction e(x) est donc 'pnériodigue et 1 esi période principale
de cette fonction.

Tout homomorphisme de R sur le groupe A des apngles de deni ",Qﬁi‘éités

sfobtient en composant l’ié.gmorphisme g —4&m(z) ds U sur 4 et un

I homomorphisme de R sur U ; tout homomorphisme de R sur 4 est done .

de la forme x —am{ & (%)), ok & >0 ; pous posercns fg“éx}sgm( e(x)).

Le nombre a étent fixé une fois pour toutes, tout angls 9 correspond,
per 1l'homemorphisme =z —» ”%{%{;
{¢lément de B !-/a‘z ) gqufon appelle ls Lmesure de 6 relativement 4 la bs
: . 8

Nen e o

) , & une classe de pombres réels modulo g

'

2

e
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par abus de langage, tout nombre de cette classe est aussi appelé une
; l'angle éi(%) est 1'angle de mesure x '(relatlvement &

81 X est une mesure de 8 , x' une mesure de 87 (relative-

| -X une mesure de -6

megure de 6 ;
s

la base a)
sent & la méme base),
On eppelle parfois mesure principale d'un angle {relativement & la bBase a
celle de ses mesures qui appartient & 1l'intervslle {Q,a_{.

i 0? l'hqmemorphis=

En composant evec 1‘'homomorphisme canonigue de 4 sur &
me x -ﬁ.fﬁ‘(x) de R sur &4 , on obtient un homomorphisms x -~>4} (=)
hisme, &

xtx' est une mesure de 8+8°

tout angls 6 € A, correspond, par cet homomerph
iesnrs 4o 8
s 48 o

de R sur A ;

une clssse de nombres réels mod. afs , gufon appelie
la base a) ; par sbus de langege, tout nombre de cette

3 x : =

(=} est I' angle

; ifangle I

(relativement &
st aussi appelé une megure de %

classe
(de droites) de mesure
des deux angles de demi-drcites 8, 6+w gui CCrTespons
homomorphisne canconigue de & sur éb .
Un se borpe toujours & counsidérer des bases
mi-droites

Choix d'uns bese a .
correspond un angle de de

A cheguea a1
dont la mesure primecipsie es%t 1 , et gu'on appelle
2 toud

£&
heds
(=}
ent, pouz
(L)=a , done

a;}1 -
v
-] = ¢
¢ d'angle relstive & la bass a ; réeiproguen
+ £ &a =

et un geul tel gus =)
la base a1 .

unitsd :
angle «#0 , il existe un a )1
is donnés de 1'unité d'angle «© détermine enitiérsment
prend a'ordinsirs a=360 ou a=400 ;
a=560)

~
¥Your le calcul numérique, om
correspondante e'appelle le desrs (pour
{pour a:%@@} :

dee mathématigues of on n!

ls gradse
inalyse, ot dans toutes les parties
cul numérique, cn utilise la base a

gt

1%pnité dfangls
défi nie par

En A
Pes en vus le ¢

a3

{,‘é’
Ex-h
i

|

1
& gondi

fourt
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e sl
nombre qu'onr désigne par la notaticn 2z (pour l'existence de ce
nombre et le calcul de ses valeurs approchées, voir Livre IV)'
ltunité d'angle correspondante est appelée radian .
Remarque. L'application x+iy-s-e>e(y) est un homomorphisme
du groupe sdditif C sur le groupe multiplicatif G, et sa
resiriction & un voisinage convenable de O est un iscomorphisme
local de C & C¥. var suite (22,n°3), tout homomorphisme de C
sur C'est de la forme xtiy —» 6B o (yvx+ 8y) on @35-,15 3
sont des nombres réels tels que a 5 -8y#0 . On verra au Livre 1V
qu’il existe un seul de ces homomorphismes, gufon note z-<>ez -

Z
tel que 1linm §m.%3;, = 1 ; cet homomorphisme rsstreint & l'sxe

z—0
réel, est identique & o* (d'ot la notation) ; avec cette
notation, on & €(x)=e®TiX%

Une fcis choisie une base & , lorsqufon parle d'un engle {de droites on
de defnz.edroites J, on entend le plus scuvent mzs nesurs de ceti angle rela-
tive 4 la base & ; cetl abus de langage n's pas d'inconvénient =i
(comms c'est le cas tant qu'on ne fait pas de caleuls nwéériqﬁéa), la base

a reste Fixe dans les raisonnements et si on 86 souvient que deux nombres
Téels congrus mod. & (res_p_. mog. a/a } correspoxzdem au meme angla de
deni-droites {resp. ' a._nglé de droites). i

Par exemple, ce yu'on entendra le plus scuventi par glg.tmia

d'un nombre complexe z#0 , sera une mesure en radi: gng ds cet

- angle, Tixée par % conventions gul dépendroni de ls guestion
étudide ; une fols ces conventions faites, on no teV& encore

an{z) la mesure de 1l'azplitude sinpsi choisie.
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2. Fonctions trigonométrigues.

Bi on compose les fonctions cos © et sin 6 (défipies dans A) avec
1'hozomorphisme x _949‘(-3) de R sur A , les fonctions cos fﬁ' (é) et
sin /9' (.2) ainsi obtenues s'appellent respectivement cosinus et ginus
du pombre x , relatifs & la base a , et se notent cos ox et sin x .
L'application x —»cos R + I sin x est composée de € —scos © + 4 8in ©
et de x.f949 = ) d'ol, en vertu de la définition de cos 8 et sin & (n° 3 )
l'identité

(5) , e(%:-) = cos x + 1 sin x
gui équivaui &

cos_x = ﬁ(éiﬁ,‘?} ; sin x o ¢ e(Z})

a

i

et aussi, dlaprés (4)

=13 P AW = X3 i = im £ Y. e(. X
cos_Xx a\e(an- €l =10 sin_x 21(@(&- )= € &}} .
On en conclut les identités
{ — a.x r = et 81
(6) COBy X = eoa (8= =) : sin.z = sin_ (%)

Les seules fonctlons trigonométriques qui intervienpent, dans
toutes les parties des mathématigues o# on n'z pas en vue lg
calcul numérique, sont celles relatives & la base 2=2z dont il
& é1é questioh plus hauf, fonctions qu'on note simplament.cgs x =
gin x , au lieu ds coééﬁz singnx . Pour le calcul numérique, il
existe des tahles des fonctions trigonoﬂétrlqueq correspondant
aux baszes &ujéa et a 5=400 ; les formules (6) permetient d'ail-
lsursg d'en dédair@,lag valsurs des fonctions trigonométriguss
relatives & une sutre bese guelcongus, ‘
Les relations rappelées plus haut entre cosinus et ;aus dfangies ﬁ@ﬁu@ﬁt

¢videmment les mémes relations entre cosinus et sinus des nombres

L]
ot

mesurent ces angles ; en particulier, on a




i
“ 1'intervalle gﬂ,%} ., apprlique blw;voguement cet intervalle sur

- i3U -
cosa(x+y)=ccsax cos _y-sin x sin y
sina(x‘i*y)zeinax cos ytsin y cos,x
cos,(-x) = cos_x " sin (-x)--sin x

cosax-i- sin x=1.

81 on compose lsg fo:ction tg 6 avec 1f homomorphisme x -—-> 49‘ (x)
de R sur A , . la fonction tg a9‘( ) -ainsi obtenue s'appelle tangente .
du pombre x , relative & ls base a , et se note tg,x ; on a
L A(tgax = oo si coaax:O) . La fonection 'i/tgax sfappelle
cotangente de x et se nois cotg X = '

On écrit gussi tg x et cotg x au lieu de tgg x et ccfsgé%

Les fonctions cos g* et sin i S sont continues dans R , st peri gues

de péricde a ; a est d'ailleurs péricde primeipasle de ces fggei.,,.swzz :

en effet, la relation cos X=cos_y entraine sin _x=sin y om

o

e o ' e : Xr N : Xy - al- 3
sin x=-sin y , c'est-a-dire e($)=el(f) ou e{Z) =&l %} , done

i

x=y (mod.a) ou x=-y (mod.a) ; on voit de méme que sin_ x=singy

est équivalente &4 xz =y (mod.a) ou x+y= % {mod.a) .

Les fonctions cosax et sinax appligent R sur i'intervalle ’ {4 ,+1} -
¢ar les projections de {J sur R sont des ensembles connezes céntenus
dans cet intervalls et en contenant les extrémités

Y

11 résulte de ces remargues gue la fonctién cos % , restreinis &

Eﬂ”ﬁ ,-%*‘;} ; comme cos_ O=1 , ccsa(aja)zaﬁ » €08 % est gtrictement

décroissants dans i «é-} (chap.1V, é¢2,th.5) ; elle s?aanui@pgs@@ xz:a}/% 5
est positive pour O<Xx ¢a/4 , négative pour ajé $xga/2 ; comms

cog x = c«;sa{&};} » On en déduit la varistion de cos_x dans lfintervalle

e | |
-2, ﬁj , buis dans tout R par périodicisé (£ig.8). Comme
Q

Qrga{}’ﬁ‘ %’f) s on en déduit sans peine la waris

a
daps R (fig. 8) .
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Le fonction tg x est une application continue de R sur R ; elle

prend la valeur co pour les valeurs % + k % (k entier quelconque).

Comme elle admet pour période a/2 , a/2 en est une péricde principale .
Dans l'intervalle (O, %[, ein_x crofit de 0 & 1 , cos x décroit de 12 0 ,
donc tgax est sirictement croissante, et aﬁplique EO,% [ ggg_ (0,—%-@:{;
on en conclut gue tgax est strictement croissante dans |- % e % L
et est un homéomorphisme de cet intervalls sur K {fig. 9) .

8._.8ectours sngulsires.

Etant données deux demi-droites distincies b, ,B& d'origine O , soit x
: AN
la mesure principale de l'angle (B%’EZ} (reletif & une bass & choisise

une fois pour toutes). L’eﬁff?\ble des demi-droites D telles gque la mesure

2

principals y de l'angle (D,,B) satisfesse & 0Ky <x est identique au

",

d'origine 3‘2 et di'sexirémité I,

(GW

{alg., cnap.1X) .
&n effet, par une roteiion, on peut toujours se rameger au cas oh

l'are (8lg.,chap.1X) du cercle J ayant comre origine le poini H, on ;‘01
coupe 1J , comme extrémité le point i, o .Da coupe U , ne contient
pas le point -1 (fig. 10). 8i a et B sont lss apngles gue font Dot B,
respectivement 2vec le demi-axe réel poeitif, le secteur angulsirs 8
n'est autre zlors {Pﬁé.;chap.l}i} gue l'ensemble des demi-droites D
faisant avec le demi-axe réel positif un angle © tsl gue tg g-gg;g % X

< tg% . Ur, si u,tf,t sont les mesures de c,8,8 respactiveme}zt, conte-
lls } £, +§E, ces

nues dens llinterva inégelités équivalent &

; i t = ¥ : S o A -2 ‘ s = £e
tg& ggig& 5 <\, tg, 3 , et comue tggax est une foncilion croissanie dang
3 ‘ 8. 2 ,r‘ « - « - .

§= £, vr';% L elles éguivalent aussl & ugtgv , ou g Ogt-ugv-u ;
comme z=v-u , y=t-u , la proposition est démontirée.
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Un secteur angulaire est un ensemble fermé dans R E o angle ('91,92) s A
de mesure x , s'appelle l'guverture du secteur 8§ ; S est dit saillent
si x<a/2 , plat (ou demi-plan fermé) si xsa/é , rentrant si
x> af2 ,; un secteur angulaire saillant est dit aigu si x< 8/4 , droit
(ou guadrant) si x=a/4 , obtus si x)af4 . Ls bissectrice du secteur S

n'est auire que'la demi-droite D faisant avee B, un angle y:%/a .

Deux dexmi-droites distinctes Dy ,D, définissent deux secteurs

angulaires ; celui dforigine D; et d'sxtrémité Jg, et celui d'ori-
gine B, et d'extrémité D, ; ces deux secteurs sont dits opposés ;

- i s 3 i 2 :
ieur réunicn est le plan numdrigue R~ , leur intersection est
ig 6union ds E% et EQ =

7. Angles dane l'espace R® (n >»2).

T e e e i T < L o i S D T, 5 B S O S s

Lz notion d'angle de deux demi-droiites dans un espscs & n dimersicns

s

V) z R & . [y \. [*‘ -
(n72) & 616 également définie en Algdbre' ’ (aig.,chap.IX} ; s
(D, ,D;) est un couple de demi-droites de R , d'origine 0 , 1llangle ds
: D s T
ce couple se note encore (31,52), mais on & ici (Ja,ﬁ )=(B 500, )
En outre, (chap.V, §2,991), il existe toujours un déplacement iransfor-
mant un plan guelcongue en un plan donné, d'od résulte que liensenmble
des angles de demi-droites dans R 2 est en correspondance biunivogque

avec l'ensemble guctient obtenu en identifiant les aﬁgles e;gesés éans

il'ensemble A des angles de demi-droites dans R™ ; cet enseunble guotient

o8t appelé l'susenble des a{gles non orientés de demil- areztwg.

( %) un considdre encore deux couple

issuves de l'crigine comme éguivele
gui transforme 3% 8n Bf et L, en B

§

d@fzﬁ?z*c“ la classs A?éqaivalaﬁc@ & lagusll
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4 tout angle a=(D,,D,) dans R™ correspondent donc deux angles 8 , -9
dens 4 ; comme eos(-e)aéoaAG ; on peut définir cos & comne égal & cos ¢ ;
si & et b sont des pa.ramét_re's vectoriels da D1 et D2 respectivement,
=4, b>

flall- i b

La relation cos a=cos &' entre angles non orientés o,a' , est done

éguivalente & a=q' .

Toute mesure (‘éelative & une base a) de 1'un des deux angles & , -€ ,
est sncore appelée une 'mesuré de &« , relative 4 la base a ; si x est une
¢e ces mesures, toutes les a.u‘ffes sont de l'une des deux formes xtka ,
-x+ka (k entier rationnel queléonque) E

Exercices. 1) 5oit a un nombre complexe #U , n un entier >0 ; pour

tout nombre positif r tel que =~ < 533 , montrer qu'il existe z tel -

que gzi =r et %sﬁza{ = a-r" . %n déduire gue si f est un polynocms

& coefficients complexes de degré 0, om ne peut avoir
iff;z@)ggif{z)i pour tous les points d'un voisinage de z_ que gi
f(zo)zﬁ -

3{2} Montrer gue, pour tout polynome f & coefficienis conmplexss non
identiquement nul, il existe un nombre r »U tel gue, pour gz 7T,
2(z)#0 . En déduire, & 1'aide de ll'sxerc.! et du th. de Weierstrass
{chap.IV, 96,th.1) que @ est un corps algdbriquement sizble

(€onsidérer lz fonetion gfl dans l'snsenble coapset des points =

&

i
H

tele gue ézl < r )

%3) Soit K le plus petit sous-corps pythagoricien de K contsnant Q.

2

£' ie corps obtenu par adjonction de 1 8 ¥ , & le groune multiplicae-

tiT des oléments de B' de norme 1 (sous-groupe de U } ; montrer gue |
& r'est pas isomorphe an groupe additif des nonbres de K modulo 4
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(remarguer que, dans ce dernier groupe, il existe des éléments
d'ordre premier p quelcongue ; en prenant p tel que p-1 ne séit

pas une puissance de 2 , montrer 'qu'un élément z &G ne peut satis-

faire & 1l'équation (zp -1 )/(z-‘l )=0 , sans quoi, le corps obtenu par

adjonction de z & ( serait contenu dans K! , ce qui est impossible,
le :degré par rapport & Q de tout é&lément de K' étant une ~puis'eance

de 2) .

9 4) Soit £(x)=a ta;cos x + b,sin x +...+8 cos nx + b, sin nx
un®polynome irigonométrique” & cosfficients résls ; si on pose

2 eiiﬁ} ;, ona f(x)=g(z)/z" , od g(z}:—uo-m@z%..wugnzgﬁ
est tel gue w=n, , pour Ok {2n .

e Hontrer que si, pour tout xe R , f(x) >0 , il existe un
polymome h(z)zce+c 12%-,.,+cazn ayant toules ses rscines ¢ane le
cercle gzg < 1 , et tel que, en pcsant 2z = e(%;} on ait identique-
ment f£{x)= gh(z)ig (décomposer en facteurs le polynome g(z)).
Etendre ce résuléat au cas ot f(x)» 0 pour tout x ¢ R (considérer
1e polyncme trigonométrique f£(x)+e , oh € >0 , et faire ‘tendre €

vers O , en utilisant la compacité de l'ensemble gzi < 1)

b) En déduire que, si f£(x)0U pour tout z & R, et si g,=1 ;

on a
i s |
!‘f(x}i < B+ guel gue soit x € ?s,,
2 2 . 2
ak%vbk L4 pour 1<k gn-1
£ a
as+ bt .
n n :
¢c) #ontrer que, si &,=0 ;, on ne peut avoir £(x) > ¢ pour tout

xe R gue si f£{x) est identiquement nul.
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APPENDICE
Mesure des grandeurs et caractérxaatio§§~g==§§o upe_additif R.
Le théoréme fondamental sur les groupes comnexes localement homéomor-
phes &8 R ( §},th.2) montire en particulier que tout groupe topologique
homéomorphe au groupe K lui est nécessairemen-t igomorphe . Un peut
donec penser qu'uné structure de groupe topoclogigue isomcrphe & cells
de R peut &tre définie sur un ensemble G par des axiomes ne faisaﬁt
intervenir aucun ensembie auxilisire (alore que, si om veut utiliser
la définition de R d.onnéelau chap.1V, §1, il faut introduire { comme
ensemble aﬁxiliaire). Une telle caractérisation de la structure de
groupe topologigue de R est en effet possible, mais comme slle exige
d'assez longs dévalc;pements,-eé est plus curisuse qufutile, nous ne
iz donmercons pas dans le texte de cet appendice (voir exerc. 3).

Par contre, nous allons montrer que la structure de groupe totalement

ordopné de R peut 8itre caractérisée par des axiomes ne faisant interve-
nir sucun ensemble auxiliaire. CGetie caractérisation peut &tre rattachée
& une question plus générale, dont l'origine est le probléme fondamental
de la mesure des grandeurs dans les gciences expérimentales,

Sous une forme schématique, ce probléme est le suivant : les méthodes

-

expérimeniales, appliquées & certains phénomémes, permettent de lsur
faire correspondre (d'une menidre tout idéale) un epsemble £ , dont les
¢léments sonil qualifiés de grande (d'une certaine esnéna déy aﬂé&u$

des phénoménes étudiés), et dans lequel sont définies : 1° une loi de

cogmposition interns ; 2° une relation d'ordre,_ll 8fagit ds savoir &

guels axiomes doivent satisfaire les dsux structures sinsi données

sur E pour gufon pulsse affirmer qu'il existe un isczorx

(8

une partie B' de R , faisant correspondre & .w. loi de
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1'addition dans E' , et & la structure d'ordre de E la structure d'ordre

induite sur E' par celle de R . Lorsgue cela est possible, omn dit que
les grandeurs de B sont #esurables, et le nombre réel de E* qui corres-
pond & une grandeur de E par l'isomorphisme précédeﬁt, ést appelé la
mesure de cette grapdeur. '

Abordons le probléme de fagon précise. Hous congidéreropns un ensenble E
totalement ordonné par une relation d'ordre notée x £ ¥ , et nuni d'une
loi de composition asgocliative, notés multiplicativement ; Dous suppose-=

rons en ouire gque les axiomes suivanis sont vérifids -

(GRI} E a un plue petit élément  , gui est &léuent neutrs vour la

multiplication dens B (autrement dit wx=xs=x guel gue =0it xeE ).

(GRI.,) La relstion x<y enirafne xz<y2 et zx<zy gusl que goit ze¢B.

{GRI?H ) Quels gue soient xS , ¥y© , il existe un entisr a»0 el

gue y < z? {axiome "d'irchim néde® }.

1l est évident que ces axiomss sont des conditions pécesssirs 88 pour
gue E soit isomorphe & une partie B' de ?:’_r -—-{E},'f- <0 sizble pour
i'adcition dans R et contenant O . inver semant, ils eﬁ»t;"‘;ﬁﬁ@;‘i’- ia

conséquence suivante :

PROPOSITION 1. 8i B patisfeit aux sxicomes (G'Bi) : (%‘:‘ZI} 3 {&E‘”ZZ} et a

plus d'un élément, il existe, pour tout Sl&ment & > de E . uze

fepresentation croissente f et une seule de  dans R, (zuni de

1'addition J telle que f(a)=i . -
Henarquons d'abord gu'il résulte de w?}_; } et ( GH, ), Par récurrence
; = ?‘x. = “"'{‘r""g - s B . 1.2 Z £

Sur n , que X > entrainme X <X guel gue scit Llfentier 2>0 ;
75 & oy %

5 o : 5 =4 2 2 2

d'autre part, x<y entrafne x*¢ xy¢y® , donc x ¥ , ot on en
n..n

deduit, par récurrence, gue % < ¥ quel gus soit i'entier a>90 .
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En supposant qu'il existe une représentation croissante £ de E dans

R telle que £(a)=1 , nous allons chercher sa valeur pour un élément |
quelcongue x€E . Remarquons pour csela gue, si y et z sont deux éléments

gquelcongques de £ , p et g des entiers 7290 tels gque ypg 74 ; On 8

£(3P) < 2(2%) , clest-a-dire pf(y)gaf(z) . Soit alors A llenseable des
noabres rationnels r = g tels que ap< x4 ; cette propriéié ne dépend
bien que de r , &t non de sa représentation fractiomnaire, car les
relations 8P x? ot akP ¢ xX9 sont éguivalentes (k sutier). Hous allons
montrer que £{x) est lz bornme supérieurs de Ax . ¥n effet, quel que soit
ll'entier n>0 , il existe un e.ntier » tel g ;.}"’(\,_ap ; clapres (Gﬁgn):

; - = : : m o4
si m est le pius grand entier tel gue e.mgxn e, g Bca

¢
[
o
£0
A\
2l
AN

diof mgaf{i}<m~i—“§ ; il en résulte gus E‘"n-i est un mejorant de A s
car si Eé.f&x , 0N B & <x ., dloh 8 °¢ xsn(,\&s(m"é“i;’ ce qui entralne
I zs( o+l ). Par suite, si bx est la boroe supéricure de ﬁ} ~flxiet bv
1 x
appartiennent tous deux & liintervalle [% - _E%?,}; comze n sst arbi-

irairement grand, f(x)sz

inversement, nous allons montrer qu'en prenant f(x)sbx pour tout
xekB , on défipnit bien upe représentation croissante de £ dang R 5 -
Ez; effet, sl XKy , on a AxCay ; buisgus la relation aps z2
entraine apg.yg ; done- Plx)<Ply) | ° est croissante ; il suffit de
:_écnt:aer que £{xy)=f(x)+£(y) quels gue soient xckE , yEE . Op. ciziéi

que soit l'entier m>0 , il eziste deux euntiers p,g tels gue

P8 __ptt g gt . : 3 ]
a<x <a , KT <8 ; i1 en résulte que % <flx) g
5% “ ,.é,. 5 w’:g‘ =
et % < fly) ¢ S, dlok 3%3 & F{x)H2{y) <.m@.%,s§, ¥i nous montrons
= 5
= Z % w2 - 3 ~
que lfon a aussi n%%g;;fiﬁi:{) <~24=2 , 1a proposition sera S%szblis

puisquion en tirera gue Ef{zgr}ef(x)of(y};s,
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Or, on a a <x"y P , et p‘l"q<ynx <ap+q < d'aprés (GR,;) ;
la proposltion résul tera donc du lemme suivant :
@g, Lg gg;ation xy(yx entre deux élémenta X,y de B entraine

xnf‘g(xy)ns(yx)nsynx pour tout entier n70 :
Montrons d'abord, par récurrence sur m, qﬁ'on 8 xmys y.xm ; en effet,

xmy=x(xm'1y)<x(nm"1 )=(xy)xm"1s(y'x)xm°1=yxm . Un voit de méme que
xymg ymx . Uémontrons alors le lemme bar'recurrence‘ sur n ; ozi a
2y = 227177 € (B () P L i) )
(x7 ) < (7x)=(yx)(7x)2"" € ()7 2 )=p(xy® )2 ¢ p (72 1) 1oy
C.Q.F.D.

;-E¥n général, la représentation £ dont nous venons de démontrer

l'existence n'est pas biumivogus.

~ Prenons par exemple pour E la partie du produit #x R_formée du
couple (0,0) et des couples (n,x) o& 1 » 1 et x¢ R, ; la loi
de composition étant la loi induite sur E par le produit des
lois additives sur & ét R 4+ 5 OB ordonne E lexicogra’g‘ higuement,
cfest-a-dire en posa.nt (n x)((m,y) 81 n<m ou si ‘p=m et XLy .
11 est immédiat que les axiomes (GH ) et (GBII) sont vérlflée :
d'autre part, si (m,x) et (a,y) sont >(0,0), on a n>0 et m >0,
donc il existe un entler p tel qgue m<pn , ce qui errtrame
(m,y) <p(n, x) 5 dtoh (GBIH) Cependant, si on pread a-»(r 0
- la représentation f n-orresponda.nce est tells gue f{-{n;sz; )I=n ;
elle n'est donc pas b:t.unwoque. |

PROPOSITION 2. Pour gu! il eziste une représentation croiasaﬁ‘ée 8t

biunivogue de E danps ?i’ , 21 faub et 11 suffit gue & satisfasse

aux sziomes (Gﬁi), (Gﬁll} et
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mesure de ls grandeur x , relative a4 la grandeur uniité 2 . Si b est un
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(GHIII ) Quels que soient x,y,z tels que @<x<y et e<z , il existe

i1 est évident que ces conditions sont nécessaires. Réciproguement,
sl elles sont satisfaites, il en est de méme de (GRyyr) qui est le cas
particulier de (GP‘_IIIa) corresﬁéndant & x=e . Montroms alers que ls
représentation £ définie dans la prop.1 est strictement croissante.
Supposoms donc e x<y ; s'il existe n tel que xna2$ v as
le plus grand entier tel gqus _apg_xn , on a ap*ggznagg\,yn ; mais
2 < oPH , done f{x)s Hnl et f(y) 7 —EI? , d'oft la proposition dans

; et 81 p est

ce cag ; démonsiration analogue 8'il existe n tel gue a‘gxn< yn 5
Lorsqu'on a choisi un élément a 9 de B , la valeur pour xck de

l'isomorphisme £ de E dans R i correspondant 4 a , est appelée la

autre élément de E ; la mesure de x lorsqgu'on prend b pour grandsur

unité n'est autre qus f; fg , dtaprés la prop.1 .

Bemargue. On observera qufon n'zs pas suppoeé ls lci de compesition
dans B ccminuta'tivs : la commutstivité est une conséguence des
axiomes (GR ), (GRyy) et (GB; -

des exenmples d'ensembles B satisfaisant & (GBI) : ((}B ) et (GRIII)

) ; par contre, on psut donnser

mais oﬁ la loi de composition n'est pas GOM&L&'LE.'G’G (exarc 1).

PROPOSITION 3. L'axiome (@Ry;y,) est entrainé
(i) g (98], (4l ) ot , |
(6B;y) 8L xgF7 , il existe z€E %ol que y=zx .

sn effet, supposons @< X<y , et @<z ; il existe tyu tel que
y=tz . Bupposons par exemple 1itxgxi ; alors, d'aprés le lemme de la

2 : > : n .
démonstration de la prop.t , %;azgg(@x)nzg‘ gquel que soit n >0 .
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Prenons n tel que zstﬂ , ce qui est possible d'aprés (GRIH). ; on a
donc zxPg tnxng yn , d'ot (GEIH a) ; Gémonstration analcgué 8l xt <tx .
On observera gue, contraire*aeni aux axiomes (GBI) (GBH) s (GBIII .
et(GR

11lg
une partie quelconque de R 9 stable pour l'adaltian et c,ontenant U

), ltaxione (GBDI) n'est pas nécessairement vérifié pour

Application sux groupes.

et e e bt

Nous dirons qu'un groupe & {commutstif ou non, noté multiplicativemsnt)

est un groupe totalement ordonné s'il est totalement ordornné par une

relatlon d 'ordre pour laquelle l'axiome (GBII) est gsatisfait. 81 @ dési-
gne 1'élément neutre de G , lfensemble E des élémenis 2o de &

fait évidezment & (4R ) et (GByy) ; il matisfsit aussi & (UR;,
@{X{y , ona , d'aprés (GRy,), m:zxdgyxd , dont t=yx 1¢B ,

et y=itx . Hous dirons gque & est un groupe archimédier si B satis

en cutre & (GH. 11) ; pour tout a>e , il existe slors une représenta-
tion biunivogue croissante f et une seule de E dans R 4 » belle que
f(a)=1 . On peut prolonger £ d'une seule manidre en un iscmorphisme

crolssant de G dans R (poté encore £), ~en posant f(x)wffz =y pour

xgo . Cetls fonctlon est en effet stmetemen» cro:.ssante dans & , car
£2{x)< 0 péur <@ . Beste donc a vérifier qus f(xy):f(x}%f—(y) guels
gus so;ent x€lG , ye& . Or, g8l on a par exemple X 6Ly et. Xy 2o >,
on peut écrirve y=x"'(xy) , donc f(;r):f(:s:"1 JE(xy)=f{zy)-F(x). , d'ott

P(xy)=L(x)+£(y) ; démonstiration ané,logue dans les autres cas. Ainsi ;

2

PROPOSITION 4. Pour gu'un groups totalement ordonpd & soii iscmorphe

& un sous-groupe du groupe additif R , il

soit archigédi en.

sous allons en déduire ume caractérisation du groupe K lui-méme :
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PROPOSITION 5. Pour gu'un groupe totalement ordomn® 6 goii isomorphe & R}
il faul et il suffit qu'il satisfasse aux deux conditions suivantes :
a) toute suite croissante majorée d'éléments de ¢ aduet une borae
supérieure dans G ; |
b) ll'ensemble des éléments »e (élément neutre de G) n'est pes vide et

n'admet pas de plus petit élément.
Hontrons d'abord que a) entraine que & est archimédien. Supposcns en

3 < 23 : :
effet que, pour un xy® , il existe y tel gque X £ ¥ guel gue soit
l'entier n >0 ; la suite croissante (z%) ; étant ms jorée, auralt une
borne supériesure b ; comme x P o , bx'1<b , donc il exieteraii p tel

= 3 % e .
gus bx 14:{:}% b , d'ol b<x = ; contrairement & la définition de b

On peut désormais supposer, d'aprés la prop.4, que G est un scus-groupe

de noté sdditivenent .
J

Hemarquons d'abord que G est partout dense dasns R , sans quoil

(gi,prcn.j), il serait discrei, et l'ensemble des éléments > 0 de G
aurait un plus petit élément ou sersit vide. Il nous guffit donc de prou-

ver que G est fermé dans R . Scit donc a € R adhérent & G ; il existe

-une suite croissante (x,) de points de & ayant pour limite a2 ; la borns

PN

supérieurs b de -.(xn) dens G est nécesssirement égale & 8 , sans quol on
aurait a<b , et comme G est partout dense dans R , 11 existerait
cz2G tel gue a<c<b , contreirement & la definition de b ; d@éc
a=b &G .
Exercices. 1) Scit & un groupe non commutatif totalement ordonné
(ef. chap.1V, 3 1,exerc. ¢3~) Oz comsidére, dans le produit Nre,

Y

l'ensenble E formé du couple (U,8) (e élément npeutr

)

-

de &} et

O

®

des couples (n,x) , ok n parcourt l'ensemble des eniisrs 21

P4
&
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et x parcourt G . Un prend comme loi de composition dans E la loi
(n,x)(n',x)=(n+n' ,xx') , et on ordonne E lexicographiquement .
Montrer que l'ensemble E , muni de ces deux structures, gatisfait
aux axiomes (6R;),(6R 1) et (6By17).

§] 2) Soit G un groupe totalement ordonné ayant plus d'un 6lément ;
Bi, quand on nmunit G de la topologie ‘(fo((}) (chap.I, §1,exerc.3),
G est copnexs, G éat isomorphe au groupe additif [ (utiliser lea
prop.9 ci-dessus, et l'exere.7 du chap.IV, g2).

4 3) Un groupe topologigue & est isomorphe &4 R s'il est connexe

et si le complémentaire de 1'élément neuire e dens & est non conmexe.

Un montrera successivement que :

a) 51 A est une composenie connexe de G (‘wi son adhérencs
-A=4 U %e} :

b) Si & et B sont deux composantes connexes distinctes de & :
X¢A , yeB , l'ensenble %x} U (xB) U (ay) Uiy% est connexe ; en
conclure gue B=A"1 , et que gt a exactement dsux composantes
connexes & et 41 .
¢) ba relation yx".’ié'A' est une relation dfordre fazisant de G
un grourpe tot.ale?hent brdbnné (montrer que AA et AA sont
contenus dans A , et que xAx” CA gquel que soit x&6 ) -

d) La topologis { (G) est moinsg fine gque la topologie rionnée

-

agf sur & {(montrer gue & est ouvert pour la topologis @ )
Conclure & lfaide de l'exerc.2 du chap.1, s 11, st de l'exere.2
ci-dessua.
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