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s 1. Le groupe =éditif R , ses_sous-groupes et

groupes guctients.

Automorphismes et aulozorphismes locaux de R . coit £ un sutomorphisme loczl
(chap.III, 1, déf.2) du groupe topologique R . Il existe donc un

b3
intervalle [—a,-i;a,} =1 tel gue f soit un homéomorphisme de I sur un

voisinage V de O dans R , et que f£{xty)=r(x)+£(y) pour tout couple
de points x,y tels gue =xeil , yel = xtvel ‘ |

Si p et q sont deux entiers >0 tels que p g4 , on = (pjalael ,
donc, par récurrsnce sur p , f{pa/"g):pf{a/@} ; en particulier
f(a)::qf(a/q) , dloh f(pa/q):(pfq}f(.a); Autrgﬁ.egt dil :;3@31?“&01;65
nombre rationnel r tel que O0grg1 , f(ra)=rf(a) . Si maintenant A

est un nombre réel guelcongue tel gque O L A <1 , il est sdhérent

8 Q_/“\ I , donc, en vertu de la continuité de f dans I
L) = 1lim » =fla).  1im r= Af(a;
(A a) r__;;\n’régf(ra) r——»{f,reg(rfian {a) - Af(a)

s

5 4
_Un a évideament £(a)#0 ; on peut donc écrire, pour tout nombre
réel x tel que O<xga , f(z)=ax , avec a=r(a)/a#0 . Comms, pour
~a$Xg0 ,ona -xe€I , -xtx = 0€1 , on en tire £(-x)+£{x)=0

dloli fP(x)=-f(-x)=ax . Ainsi :
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Proposition 1. Si f est un gutomorphisme loca

R (groupe additif de la droite numé igue), il existe un intervalle
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(?-aﬁa;j (270) et un nombre réel o#0 tel
b —

—asx<a , flx) - ax

Proposition 2. Tout gutomorphisme du groupe topologicue R est de is

2

= e SR 2 sy
forne x > ax . ol a st un nombre réel 0 .
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d'autre part ,-u.éer’ , puisque H est fermé. Si x est un point guelcongue
de H , ot n la partie entidre de xfa , on a Osx-na<a , ot comme

x-na €H , x~na = 0. d'aprds la définition de a , ce gui achdve la

démonstration.

Corollaire. Tout sous-groupe non discret de K sst partout deuse.

Considérons en particulier deux nombres a et b non nuls, tsls gue

le rappért b/a soii: irrationnel. I Le sous-groupe de R engendre par
l'ensemble ja,b} n'est autrs que l?eﬁsemble des nombres mafnb , ot m
et n sont des entiers (positifs ou négatifs). Ce %a~gmuge ne peut
étre discret, car il existerait alors un nombre «:3;-75; &% deux entiers
P,Q tel_é que a::pc , b=gec , dgaprés le th.1 ; et cela entraine:

b/ a = q/p , contrairement & lihypcthess. Le corollairs du th.?1 condult

donc au résultat suivant :

'Ez*@positi@ﬁ 3. (théoréme de }irmﬁpcker}e Scisnt o eb b deux nombres #0
t@lﬁ que ie :ca; pgz"a D/d scit .matm nsl ; quels gue socient les nombres

réels xet €350 , il exists d»uxs egtiers m,n ,

=2

(1) : x<ms + nb £ xte .
Hous allons donner de ceite proposition une ssconds démonstirs

8 grandeur des

o
o

qui précise davantage l'ordre

g
en fonction de x et € (voir aussi exerc. 2). Nous nous limite-

rons au cas oh a=1 , b=0 30 et irra*ti@zmal {@z‘; y raméne le cas
général par une hcmci;héti_e% |

Etant donné un eantier n >0 , nous allons z_;zontﬁz‘sr gutil existe
Geux entiers v,g t_e}.s que 1€qggn , et gue ' |

(2) aamwpz_{ ‘ijn :

Consi,dérgms en af’f’e% les o ggmb:c@ﬁ uy, =kw- xzzj . ol ;1 prend |

toutes les Vai,eurs entlereb teiles gue - 1 Sk<n .




-
. On g Qﬁ[nuk ](n d.'apré.s la définition de u . S'ii existe
un entier k tel gue [nukj =0 , la proposition est démontrés ;
sinon, les n entiers E?ak] ne pguvent prendrs que 1esin—1
valeurs 1,2,...,0-1 ; il y & donc deux entiers distincts

k' k¥ tels que [nuk,] SE?ﬁk“} ;_c'estaéwdir91 n(ukﬁnu%ﬂ)!<;@
on peut supposer par exemple k! >k" ; si on pose"q=k?¢kﬁv,
ﬁ:[k'w}{k”w} , on & bieii 1Sggn , et z.m.éga}. Lé 52)_‘ est
vérifide. -

De la relation (2), on déduit sans peine la prop.3 . Bn effe’
supposons ?/nmga 3_et p et g emtiexa_cheisig d@ sorte gu@
0<§p+qw<§?/n ;'Si on pose q:n%qw - a@@g o la pa?t @.eﬁtieré
%angenadmm MAWM%:XerQEdMu ' .

x < (ot Jp+(nri Jge € v—f‘a,ay—*e -

!

Le mode de raisonnement unil;se pou@ aewantrsy lglﬁV¢ﬁl té
(2) est d“ 8 Bifichlst, eL st appeié D«izeire de@.e&roérs
(7sin Qagaﬁg sont réngea dans n-1 tircixs, il y a =u moins

a
un tiroir gqui ccn Aeﬁ ag molns u@&“ QQTIMBW},;Ail'*

grand rble dans ia tggorwa dgs apyL@yzﬁ ations dio

o

Groupes guotients de R . Tout groupe guotient gé@;ré de R étant mn gr@&ﬁ@

guotient de %;vpar un de ses g@uﬂavrauﬂw 'fef nés (o Lau,illﬁ 32

u

on voit d'apréds le th.1 que les ssuls g¢@upe quo

autres que Q} , sont les groupes R /aZ , on a >0 .

Toupe %ija,zl est appal’ groupe a2dditif ﬁ@g

(# ) Volr JmEngksma%AD;o;hagtlsch wQErOleathﬁan { Ergeb. der Math.,
t.IV,fasc.4,Berlin, 1936), chap.li, § ; P-2-8 . Une autre méthode de
demonstrat;on de lﬁinéga;xte {2) s appuie sur la théorie desg fraculun
continuslles, qui sort du cadre de la 1ére partle de ce Traité

{ct. Koksma, log. cit., chap 111)
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Proposition 6. Le tore numérigue™ esgt un espace compact, connexe et

localement GOnngxe; 

" En effetbr,estfséﬁaié, el homéomorphe & A/S ; comme A est compact ,
'T’ést compact (éhap.l, 210, prop.6) ; comme A est connexe T esﬁ connge
(chap.l,? 14 ,prop.7). Enfin, ‘comme}Z, est ciiscret; T = R/'Z., est
iecg;emegt'ggomorphe au groupe R , et en particulier localement con-

géxé- (chap.vlll g2, Prop. ).
On notera encore gue l'apblzcatlon cancﬁ%*e de R sur'l’ =R/Z,

restreinte & un intervalle semi-onvard I¢§;g *?{ (a2 point quel-
> >

congue de R ) est une application biunivogue et continue de I

z

sur T ; Sson aDDll“aulOﬂ réciprogue est c@ﬁtlnzg en te‘@ point

image biunivogue de T dans Eﬁ_,,est_;_peié domaipne fopdamental
de T dans K. On ZdﬂhtifigAsauvant.ﬂ? avec un de ses domaines
'fomﬁaAGEVaaz, muni de la topclogie image réciprogue de @eﬁl@{A@

T par l'application 7 .

¥onctions périodigues. Définition 3. On dit gu'une fonction £ , définis dang K,

e

et prenant ses valeurs dans un ensemble guelcongue E , est périodigus,

s'il existe un nombre a#0 1el gus

55 - £(xta) = £2(x)

quel gue soit x €R . Tout nombre a pour leguel ls relation (3) est

vériode de [ .

L)

' une 1aeat1té en X , €5t eppeld un

5

11 est immédiat gus l?easembla.ﬁvdes périodes d'une fonction périodi-

gue f est un scus-groupe (non réduit & O par hypothdse) dn‘gr@nga agddi-

tif R. 81 G_désigne l'ensemble dee a € R tels que f{z%g}mf{x}'.ygnr_

une vaiear'ieﬁaéa de x 3'& n'est avtre gue 1'interse ction des G, , lors-
= = s
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En particulier, on voit gqu'uns fonetio
il

peut avoir deux p

Envisageons maintenant le cas oh f est une appl
gue

£(x)=£(y) quels que soient x et y dans R , donc

de R dens un espace topologique B
fermé, donc le groupe G des pér

nonnre

existe Bn
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-en outre, comme G contiant Z il existe un entier p tel que 1=pa ,

d'o& a«%/p Hoq(c) est 1dent1que & 1'1mage de l'intersection de G
et du domalne fondamental [b 1 ; clest donc un groupe & p éléments,
et comms p est le plus petit entier m tel que ma=1 (mod. 1) G est

‘ﬁun;groune cvcllque disceret d'ordre p .

" Tout groupe guotient séparé defr étant de la forume T/H , oh H est
un sous-groupe fermé de T , est isomorphe au groupe R /G 1
_<¢hap,zzgg §2, prop. ). 3Si ﬁ# Tﬁ, c'est=g-dire si on écarte i@‘@aa
du groupe guotient réduit & 1'unité, G2 Z (a>0), done R/G est

5 - 5T ne <
isomorphe & | . Ainsi :

3 3 T mn s EE
S-groups fermé de | , nom identiocue & :

Proposition 7. Tout sou:

-

g un pgroupe cyeligue fini. Tout proupe guotient géparé de ' et non

réduit & l'unité. est isomorvhe & T .

%

Gerollaire, 'Toat ous~g oupa lﬂflnl de | sst par%a&t dense dans T .

Autom@wghlsmes de P Qlent @ i?hO%Q“Q phlgﬂe canonique de « sur T | et I

£

e

=
1t lnrervalle k—?fé 1j4’
AQG&l de E% dans 1% ; clt %’ son ayvl;catvcn rpclgz que. 5i T est un

5“ 3
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G li existe un voisinage V. de

t orphis 0 du grou t@pal@gique

o

z e e Sy 7 -
304 € €8ai608Bt COon-

!*orlgln@ dans ﬁﬁ 5 @stena deng @(I; tel que £(V)

tenu dans @(L} ; 11 en résulte que g= Yeofoo est un automorphisms
;gggi de R , aérini dans lie Vstlaage %(V} c 1 de o : dan@ kp? 1}
11 existe un voisinage W de O dans E% contenu dans @{y) et un .
noabre réel a#0 ; tels gue g(x)xag quel que soit xe W . Or, pour
tout xe R i1 oxiste un entier n tel qgue x/neW g‘d@ﬁcnai/ﬁ =
= jf(f{@{x/n)}) - ou encérek @ga;/g} = Plo(x/n}), dfon %,an mglti@lia@i

z  les deux membres par n .0

%20

i

#{2)=0(0), clest-d-dire a =0 [(mod. 1). Autrement 4di

»
&

a doit €tre un
A =
e




= Y =

mais, si |a| > 1 , on surait, pour =x=1/a , 9(1)=9(0)=1(9(1/a))

¢(O)¢¢(1/é) , contrairement & 1'hypothdse que 7 est biunivogque. Douc :

Proposition 8. Les seculs gutomorphismes du groupe topolegigue ° sont

l'application identi gue gt la symétrie x> -x .

Homomorphismes de R sur T . Solt h une représentation continue de R dans T =
avec les mémes notations gue ci-dessus, on voit immédiat ﬁant que

Yoh est une fonction continue Gans un veisinage W de O dans R , &

valeurs dans R et telle que hixty)=nlz)+h{y) si x,y st xty sont
dans W ; donc (prop.1), il existe un voisinage W' de O dams K , et

i
un nombre réel a tels gue Y (b
c@nclat comne ci=dessas gue h{x)=el(ax) pour tout x€ R . Autrement dit

EEODOSLElQﬂ 9 8i ¢ est 17 3@¢3ﬂ0”ahlb canoni

4

toute repréaantat;ow continue de R dans T est ds is forme x —> ¢lax;

identiguement nulle, clest un homomor-

G

o aeR : si eila n'est ps

e

phisme de R sur T .

s

Groures localement isomorphes & R . Théos

3

eme 2. ‘Tout groupe cchnexe & lgca-

lement isomorphe & K est isomorphe & 8 oma T .

bn effet, soit f un i@@m@rphigme 1gcal de R dans & , appliguant un
intervalle 1 = 3,+a§ ur un voisinage V de 1l'unité dans G . Comms G
L J - : '
est connexe, il est engenaré par tout VG15Lﬂ?&Q de 1'umité (chap.IlI,

22, prop.. ) ; si W est un voisinage de 1l'unit

deux ¢léments guelcongues de W sont permutables,

images par f de deux éléments x,y de I , et que

donc G est gbélien, et on peut désormais le not

allons prolonger £ & K ; pour cela, considérons un point guelcongus |

X € ?%; il existe vun entier n tsl que x’m&:i ; Dous poserons
f(x)-nf( /n) Sv@t définition est bien indépendantie de lientier n

: Do oo TS Ce Rl ST e e
eonsiaere %Q,@Af@t; S5 M 8¢ uUn Sseconda einviel vel gue Zin € 3 i




. - 10 -
on a a fortiori x/mnel , eﬁ f(x/n)=mf(x/mn), £{x/m)=nf(x/mn), 4'od
nf(x/n)::mf(x/m). Si x et y sont deux points quelcongues de R, il ex-
iste un entier n tel que X/n , ¥/n et (x+y)/n appartiennent & I :

donc f(xty) = nf((xty)/n) = n(f(x/n)+f(y/n)) = P(x)+f(y) , ce qui

montre que £ est une représentation de R dans G . Elle applique R
’c:m.{'est engendré par 'le ?cisinage I , sur le groupe engendré par V.',
clest-a~dire sur G , en outre, comme 1'image par f de tav.'%; voisinage
de O‘dans R . contenu dans I , est un volsinage de llorigine dans G ;

3 21 = £

f est un homomorphisme de R sur G (chap.III,$2, th. ). G e=t done

isomorphe & un groupe qactz.ent sepdr@ de R ; comne il n'est pas réduit
&l fomglne, il est isomorphe &8 R ou & P .

-

une g;.uma finie f:le nombz ‘ez réels

=0

- &xerblces. 1) Scit {ai} -

montrer que, pour tout .uom’oze eﬂt er t 7& ii e:f;:;st@":r;%@,

entiers xﬁ,xgp '°5'X1: '; ¥ tela que

iia
et '3

(vt;}.zgser le pmzm pe de

8]

) On appelle suite f},_a ; E’a‘ray dlordre n {n entier > 0) l'ensemble

T

¥ des nombres rationpels irréductibles p/'; tels que O<gsgn .
Dsux points r,Tf de F(r <r') sont 4iis consécutife si 1in-
tervalle cuvert jr,r' ns contient-aucun point de F_ .

& =% : o <. "“, STy = e ".‘.t ~Th ey A
ri=pi/g' (r<r') sont deux QQL@ES couséoutife

A i 1 < 54
BUTHE 7 » on o ‘3) (:i,
un point p¥/qgf de

remarqy cz gue, si:




= 11 =
q"= Agtpq' avec A et p entiers » O pour tout nombre ration-
nel irréductible p"/q" tel que p/q;<p1/q"<;pg/q’). Réciprogue-
ment, si r et r' sont deux nombres ratiomnels tels gue p'g-pa'=1,
et si n est le plus petit entier tel que r et r! agpartieﬁﬁent a
B , retr'sont conséeutifs dans E :

b) Pour tout nmombre réel € et tout entler np1 , il existe au
moins un nombre watloznal Afr@ﬁucé¢bie Q/q u@l que ?<’q<ﬁm et
Beijqi < 1/(n+1)q . I1 pe peut exister deux nombres f tiommels
satisfaisant & ces ¢enditigns gue si 5 est ;abi@nael;  '

c) 8i p/q est un n@mbre'rati@ﬁﬁe?'irréﬁa@@ibie; et © un nombre
réel tel q@efgﬁwp/q,g<;€fqa:; 6 appar %wéagva ifiﬁt@r§331@ ouvert
dqnt'leﬁ_bornes”sent les deux_a&r&%g de la suite d@lfar@y - ,‘v
.consécutifs & p/q . | '

ﬁ?i} Pour tout éouplg'de nombres réels { ,?}2 il existe une infi-

nité de tripleis i?;@ l) a‘eﬂblors >0, tals Qus ~?<Zr{5§~p~y}

=<

y
)
Y]

<1, et |g] gz/2 (51imetn sontdes entiers tels g
lﬁe?mi<<‘@jﬂ - p@eméx@'fzn ; et choisir p et g de sorbte qus:
potqm différe de ng de moins de <%).

éﬁmf 73 3 ° - e i
Il 4) Soient & un nombre irra ati ionnel, & un nombre réel, tsls gue
i

A 3 . = oA 1 Do b ]
<8<1 , 0KA <1 ; onpose x_= n6+A-|nb+i f y =n8-ind
3 . : 5 1 H v v
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réel © < 1 tel que 1lim f (Ol/n = @ {(prendre pour € la borne
inféricurs des nombrggyzétlonnels D/n {n>0) tels gue £ (Q}<’D .
on montrera d'abord que cette borne est < 1 ). Hontrer engalte gue,
pour tout x € R, on a aussi lim P (x)/n =0 .,

c) Si 6 = m/n est ratlonnel (lrreductlale) aontrar qu!s i existe
X€E|O 1[ tel que £ (x)—m+x (rdlsonner par 1'absurde 3 en suppo-
sant f (x) (x+m)>/ca,>€} Dour 0gx <1 , montrer qu'on en déduit

llm £ (x)/p (mta)/n ).

p : ;
d) On suppose desormals 8 irratlonnel et on pose pour p » 1
Pl ,r = =
= po [p@} u (x; [f (x) paah tQJ }iaiégéL, dontrer
gue.la relation h«§a? @ﬁtrdlﬁe uh(x)<;uyia). Bn déduire gue
l*ensemble P? ﬁéa valeurs d’adhérence de la suite (u {x)) est

gar$alt (reﬁarquer_qu9eﬂtre deux points de la suite (u (x)), il y

Z e}

a une infinité d'autres BOiﬁﬁS:d“ cette suite, donc un point CEy

8] { On pose, pour 0O x<;1 - g(x}uf(x) {;ix Bl , buis h(x)=inf a_ ,

%m
et

o 1 913@10@ Pt parcogft 1'ensenb le des indices teis que u

D
Monnrer gue h est crc;esaﬁt@ et continue d9a> @&,%Eﬁ, et gue
(1) | h{g(x))::h{g}+g (mod.1)
: 4
-1

So0it A 1'ensezble des points de [G;?[ tels gue h(y) scit un inter-

valle I non rédait’é un point ; montrer que A egz,gaftgat dense

%2

i 3% 811l ﬁﬁesg pas vide. Soit U l'ensemble @m?aéug réunion
des iﬁte rieurs iy ées*ixte?éallas c§m§ac%sv 13 p@%& “g'é;,; non-
trer que, si U n?est}pasAfiéQ;‘il @st partout dense dans _Qg?g
(s7il existait un intervalleucuvert ne contenant aucaﬁ‘ieimé de U ,
montrer que h 8ez ait COﬂ%tuPb@ dans cet iléaﬁ?m£l@, g@atr&ir@m@na

g 1= défiaitiog de U) . Monurﬁx gue les ensembles par

e

2 B z 7
tous identiques auAcamplémentaire de U par rapporti & {@;ﬁijiztilisaf

1tidentité (1), en distinguant le cas obh x€U et colui o xdU 3
/3 : 5 i




£) Soit inversement h une fonétign,gbgtinue et strictement ecrois-
sante ﬁans[ﬁ,?) ; telle gue h(0)=0., h(1)=1 ; et.sOit 9 un nom-
bre irrationnel tel que 0<6 1 une et une seule
- fonction f stfictement croissante et continﬁe'dans R 1telle gue
. Osfl0)=1  Flxp )..f(x)-H, et que, si on pose g(x)-f(x) g‘.'(‘;)]
- 1'identité (1) Sle vérifiée ; montrer. que, pour la fonctiocn £

A ainsi définie llm £ (xl/n =0 , et que les ens@malaa pazfaz&” Pz

. sont tous identlau@s 3, [Q 1}

.,

AY

g) De méme, socit P un ensemble parfait contenu dens E?iﬁ

dont le complémentaire U par rapport & cet ints ””a,ie s0it partout
= 4

BN

dense. %ontr@r gu*gn peut rangei les intervalles PQHU¢QQD a4 P en
une suite (T ) telle que la relation a 1< 2k entraine x<;? ‘?aar
zn&lh @tly'ély ; en déduire gutil existe une et une seule fonc ti@n
h contlaue et cr01asante dans LO 4f et,ue$$e Qae h(x,aa§ pour
xeilp . ﬁcgtrer @nfln qu'on peut aef;nlz une L@ﬁ@bign.f'ﬁ stricte-
ment croissante et CORlehe dans R , aelle que f€x+ﬁ}sf€2)+1 -
0<f£(0)<1 et que, si on pose g(x)zf(x}»ff(x)] 1tidentits (1)
1soit vérifiée ; mais ici 31 y 2 une 1nfln¢te da fcmc tions véri: é%m%
ces conditions ; pour chacune d?eileugron a 1lim T ixzfn = 6 @tt

H)W

ies ensembles parfaits Py sont tous id@mthaes a P

§2, Groupss & wzmﬁa@u

On sait (chap.ZII, 21) que deuy groupes topologi uas peuvent &ire, en.
: sy e & 2 .

A G

général, localement homéomorphes sans &tre locslemen nt igomorphes . dais

nous allons demontrer, dans ce paragraphe, le théoréme fon daz@ﬁﬁal J

! hs
0
]

Théoreme 1. Un groupe topologigue localement homéomo he é ?‘ est 10@&‘
: \‘z
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Ce théoréme sera 1

une eon

réme 2. Scit B un ospace Lopologigue satisfai
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s
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e
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&
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Lemno 1,'Si x,j,—z appartiennent & V , la relation x <y entrsine
X2 <3J2 e'tv zxszy ' } . '
' Il sufflt de prouver que x(y entralne xz(;yz et zx(zy , Clest-a-
dire g(xz) <g(yz) et g(zx)( g\zy) Posons g(z)= § ; les fonctions :
numémques gl{x%( i ))-g(;y}.( % )) et g(f(j )x) g(£(§ ¢ Jy) sont conti-
nues pour % {O u.)v : pour §=0, elles sont < 0 par d-§7g@thsse :
d‘autro paz‘t elles ne pedven* ?'a uler daus f{:‘ ; w/; , puisqutil en
réSulterait Xz=yz ou 2zX=zy , domc X=y , contrc. rement & 1'hypothese

Digprés le théoréme de Bolzano (chap,lv, §6, th.1), ces fonciions

sont atric"’@emezf@ négatives dans [@ a /g , ce qui démontre le lemms.

2) ‘Liwsxiome d'Archimdde’ dsns V. D'aprés 1llhypothése, le carré  x° ds

;.u

tout élément x €V est défin

pyﬁ, - 1t'81ément x° 'Comme'éga‘l jé.' = , lorsgue =x

= S : Tr p % ‘ ST ﬂ?
recarrence que, gi xOr; ' @st tel que x, <e isa fcnction x* est défi
nie et cont inue daas un 1ntevvalle ouvert CQBL@E@ t X ‘seen particulier

Gomme wh=e upl que soit p 7 la fonction xp o5t défipie ot continue |

&
dans:an 'izj.te; ml.,.e v -Lm,upj {a /u} Si p=gir (p et ;{ entiers > 0)

@‘t si x* est définis, onré % —-qu d'aprés 1llassociativité du produit ,7‘
= ? ‘ : E ;_:v
sl 2170 et y? - z <j§:~ = enfin, si x<Y <8, ‘et si y est défini A

= Z = p ST B0t ;! Z on"lﬂ 5 =3 5

il en est de méme de X et on a P < 32 (en effet,.s;&. ® e v . on T
1
|
!

x <vp_ ,<’<57§}

Pour un X €V donné, 1 e::s«e;'qbl@_, des entiers p>0 tels que =  soit

défini = appartienns & V ne peut &tre qw un imtarvall@ |1,n} de .
L e \ A :
-ou 1'ensemble ﬁaf lui- ﬂeme; Hous ali@ns fmny?@’f’ que c'est toujours le

remier de ces d@ux cas m, 88 més nte : da facon plus préecise,; novS
2 b : g . b

-»demomz rerons pouf«: E la pPQyQSl‘@lon correspondant & 1l'"axionme a*ﬁfchr«e@l
dans R (chap. IV, 22, th. 1) : |




AT
7y

o g
§ ( o=

Lemme 2 2 Si m<x<y a < J.l exig e un entler n _tel gue xne’v_’ et
y<;xn+1 ' '

‘Supposons au‘contiaire que l'on ait 3p<'j quel qﬁe soit p ; la
suite (xP) est cr01ssante et majorée dans B , elle a done (cnap,I% 5,
th. 2) une limite ‘bgy Gomme bé:V bx-ést-de finie et on & b<bx |
puisqua x>0 ; meis bX—(llﬂ % ) x %im XP+1 (d'aprés 1a‘continaité

produit P —>o° ;
dﬁjpmxn&/’/ point (v x)) ; donc bx=b , contrairement & ce qui précsde.
e)ue ~

3) Définltion de 1a racine p dans V . Etant donné llentier p >

soit bp la borne superleare dang V , do 1l'cpnsenble des x€V tals gue

VB e e

zP soit défini et dpbarflenne a8 V ., Hontrons gue {b J =a . Bn effet,

“c;

on_ne peuﬁ'avoir (b ) <a, ear KD saralu a?QfQ cgp 21‘6:aa'§ﬁiﬁ§ bﬂ s |
et comme clest une fOECulOﬁ stxlgnemant croigsante, il @zigtarait'z;;é
tel gge‘ (pp)?<.z <a ; conyralremeat g-la définition de b_ . Dtautre

part, supposqnquue qﬁig'sdit le'plus gfaaﬁ entier %ei que :i
la fonctionv xq+1 et&nu alors coﬁtznun au pozn& L ; 1l exis sterait

: +1 s :
x<b tel que a*<x* <;{b )Q - contralremeaz & l?hv@@tgegéi,p315QL@

e
. xq+ <;xp . 0na donc blen {b ® .

;4-

P = A =~
Il en résulta que l appll@atl@ﬂ za%x“ est strictement C:O&SS&Q@@ et

continue dans l‘ ntervaile W Eé b j de E ; clest donc un poméomor-
; ﬁjzfc*””

'thsme de W? sur V (chap IV 3', uh.5) on désignera par x /% vla

A5
$22%5

valeur de son aprllcatlon ”SClDFOGue paur xf’? 'éﬁrﬁﬂinm>§ " de %)

ol

;ﬁ:{i

cette aplecatlon eSu strictement crclssang@ et C”?BL? g dens V

4) Deflnltlon de @ SOLt r~p/a un nombre raaﬂa nel tel que Ogrg
f/q)p

Pgsons a =-(a - def;m;tzoa gul a un sens d'aprés ce gui précide ;

cette délinition ne dépend bien que de T et non de sa reprécentation

cgmme quotisnt de deux entiers, . car pour tout emtier k>0 , o0 a
e - _ 1/xg kg 1/q- , 1/kq \k \/ka , 1/9.1/%
(a¥/ka)*d_, , donec ((e / 9% =2 , a /g{-c{a/ = e




\y

: “kn 1 - 1 ' :
donc (,a‘i/kq)kp = {{a /kq)k\,p__( »/g}p . Hous définirons 1z fomction ‘f’

dans Q ﬂ[O 1] en- posant L!)(r)-a . Clest une applieétioa strictement
croissanue dg Qz’\[ﬂ: ‘i] d;ams V , car si p/q<pyqv , on: a .
ap/q (al/aa" )P o (4 =/qcz’)P 4. pYu
EBn outre, si- r-—p/q et r"~p’/g’ sont tels qus r+rig1 , on a
i ‘*/gq‘ﬁqf%a% (a8 >P2 ). ((a 1/ag! ey oz o

autreﬁspz d.lt » ?/(rﬂ'?)a ¥(r) ‘;’(r’)
8<>:t.t maintenanit p un point guslcongue de f i},’%m} ; lorsgue r tend vers
5
¢ en restant dans (J , nous allons voir gue Y (r) a une limite dans V.
Bn effet, 8i r tend vers 0 en restant £ , “;5”’{:?} tend vers une limite

b , d'aprds le théoréme de la limite monotone {(eh. TV, 05;th.2) . Soit

]
Fd
fod
o
o

1£3
(¢)
zJJ
O
-3

W

)

L)
'.3
o<

0

i}
£
w 3

o o
Bt
st
[}
4
[
L}
e
@®

)c d& un intervalle ouvert
2(7@ tel que b<bx<d ; d'aprds le lemme 2 i1 existe un entier n tsel
ue 2 Yn <% 81 gzaaz*s r et r' sont deux nombres rationnels tols que

¥

r{pgr! et n ,,on aura 2Y <D et & =a g <aa

’“i
Ff’d/\

= = I = 5 - 5
$£bx<d ; comme d'ailleurs a 3b ; Oon voit gue a  tend auss;v@r% b

lorsgue r ten {1 vers p en restant 2ze . Dlaprés le méezﬁéme de pro-
longement {chap.I, § é th. "}g ou peut prolonger ¥ en une a@p:}.;;cati@g

continue de Ls:},'é;g dans ¥ .

En vertu du principe de M‘cl@;}gﬂmen%; des.in’g&lz" (cha“g.,’;i! ﬁ§§thi_}
T) ‘est croissante dans f@ ‘%1 O<e <p? =i J éylsw d@ax nombrs
:«:‘a{iionnels r,r‘*“ tels gue ,gQr{z‘?QQQ , donc f&a Vs\r)<; W{r’)fé
g_ﬁ:’.(a?} autrement dit Y est strictement crois nt [Q ‘i}
par suite (chap.lV, g?.z“ah,fi} st un nomégmgrm&smv de (u | sur V.

D'autre part, si p et p! sont tels gue pip‘g1 , ona , par pa sg Ze
& la llmi Y Cotp! )= l?y‘{ﬁ} ‘j/{pﬁ), d'aprés la @@ntinm,yé de xy @@123

v )_;__V -
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Boit elors 9 l'applicatlon réciprogue de. y . Elest w homéomorphisme
de V su:c [O 13 so:Lent x et y deux points de V tels gue xye V et
posons } =9(x) , p=9ly), j- 9(xy) ; on a Egé; ¢ , donc on peut
berire § = §+ 9!, aton 3y = Y(§) =Y (§)Y (== ¥(p)
y';-,.\,_)('y’) , ¥ =9(y) =y et par suite o(xy)=e(x)te(y) .
- - e o F D

)

“done

Démonstration du théoréms 1. Soit V un voisinsge de 1'unité e dlun

b4y

groupe G , tel qu'il existe um homéomgz"phism@' de llintervalls

{«4 H] sur V . De ménme que dans la premisd 3::“; ¢ Ge la démonsiration
: ~ :
du th.2, on transporte sur V la structure d'ordre de iuéﬁ;ﬂ? y oU
: : e

moyen de 1lfapplication biunivoque £ ; =i W est un voisinage symétrigue
L - g . s Yo7 4 ' 3 . :‘;’

de e tel que W < V ; on &em@ntr@z comme dans le l@iﬂ@g/(}‘.z. pour

xeW , yeWet z6W I p elation x<y ent raine zzgyz et 2x< 2y ;

en particulier, comne x€ ¥ entra i:ae xlew par hypothése, les rela-

tigns- x?e et x'ﬁ

< o sont éguivalentes ; de méme, 8l xeW ol yeW ,
les rélétions Xpe ;, ¥ ze eantlral .gient' xg%?a . Un peut e’zaazme*z;
supposer que l‘ensevnble T’V’ c}.es elemen ts xye de W est 'l?iﬁééfé var T
d'un int ervalle fO a) D’apres le th. 2 il eyz.czce done un noméomor=

: phisme.q, de W sur LO } 3 tei qzze les condzmom zf;-éw - ;ye ?&!ﬁ ;
xyé?{% . entralnent @(Ay)ag(x)+@(y) 8i xé‘fi est tel que x<e ,

on a 'x Te W, ; nous prolongerons cp 8 W en posant alors @(z‘iwzg(z )

en vertu de la contlnu;té de x -1

- il est clair que 9 , al@s;_prcécno
gée, est un homéomorphisme de ‘ﬁ‘é sur E’! —M) :

D’autre part, soient x et y deux elemsn’cg Qe W tels que xze ; yg@ 5
ona donc y___ eW, . Sapposcns q! abord 7 <% ; alors es xy x
donc xy€W_ , et (:%:y)fy laxe ?3_%_ ; dlot o(x)=9(xy)+e(y ™" )=o(x } o(y) ,

@-(?W)T‘;@(X)""P(l‘f')? . 8i au contraire ;s:sg;}r_“"? , on 0 o= {?;E}_}~ - 5 -1




Groupes

et (X.Y)"'%xr»y"eé W, , donc @(y'f)s@i(xy}’"?)w(x) , ce gui démontre
encore 9o(xy)=9(x)1Ho(y). Bnfin, 8i =x<e s Yyse , et xyeW , on a
3’16W+ ix e W, (xy)-éizy"‘x"géﬁ'g_', done q)((xy)‘:'?):@(x"dg)ﬂ?(‘y-?)_?
dlot 'Q(xy)=¢(x)+¢(y) - L’applicatioé o est donc un isomorgnisme
;gggi de G dans R . | |

- ' C.Q.F.D.

Corollaire. Dans un groupe localement homéomorphe & R , il existe un

voisinage de l'unité dont deux poinis guelconques sont permutables.

£,

42 un paramétre. Définition 1. On dit gu'un groupe topologigue est un

grouve & un paramdtre s'il est localement homéomorphe au ﬁrQ’ De

additi? R

Le théoréme 1 montre gue uout grnuya & un paraméire est locslement

isomorphe & R ; d*aprés le th.2 du §1 , on voit done que

Phéoréme 3. Un groups connexe & un paramdtre est isomorbe & R ou &T.

-

Bemargue. La énomia ion traditéonnslle de groupe & un para-

2' ~ métre" ne doit pas faire perdre de vue que l'hypothdee gue le

- -

groupe est conmexe est ssentieiie poa la validité du th.3 .
Il est clair, par exemple, que le'graduit d@'§€-{@u

groupe discret guelconque G , est un groupe {non . csnneve/ & un

o

paraméire ; on peul Lrendre, par exemple pour G le gromge_ad%im

muni de la topoiogie discrdte : la stru-

cture de groupe de €x R est alors isomorphe & cells de RxR




i ety i

e

Il existe parﬁ'ypothése .m iso:novr}-ghisme”f de R sur G ; soit e#0 1'&lé-
ment de R tel que #£(a)=a ; 1'application }—-z- f(a,E) est encore un
lsomorphz.sme f de R sur € tel gue. ? (1)-a . loversement, si g est
un i_somorphisme de R sur G tel que g(1)=a , et si 9 est l'applica
tion rééiproque de 'fa 5, b = 9.0og estun autcmorphism; de R tel que
1(1)=1., donc ( &1, prop. 2) h est l'application identigue &t ggi“ -
dtoh : '

Proposition 1. 8i G est un groupe & un Daran 2étre isomorphe 8 R |, s%

a_un point fe de G , il existe un lSO"’lOIm;}.Sﬁ’ie@t un senl bj de R
gur 6, tel que £, (1)=a . .

Lorsqu,’on a cholsi un isomorphiswe f de R sur § , 1'élément
a=f{1)=L ’-{1‘ est parfois appelé "unité de mesure” dans &

dice) Selt b un @lement de G d;stlncc de & et de a
3 7 7. >
mcrpplsme reclpmque do ., l?appllcauon E ~— £ {¢.9 (b)) ost
= : ; a : :
un isomorphisme de R sur & , dont la valeur pour % =1 est b : on =

donc identiquenment

(1 £.(%) = £ (5.9 (0))

1) b(jj a( .@a{ )) -

f@rﬂule d:L*e "du changenent dfunité® ; elle est éguivalente & 1'ident 146
d | (x) = 9 (b).g. (x

(2) , 9,(2) = 9_(b).9 (x) »
S50it maintenant G un groupe & un paraméire, noté Limj;lg,:ﬁ,mamwu -

et isomorphe &8 T . Si T et g sont deux isomorphismes 7

et b l'applic ation rec;proque de g , hof est un automorphisme de T

da:ac (§ 1, prop. 8) est 1 plicaticz& identigus ou is symeétrie x > -—=x
: 2 ; 4
== =)

les seuls isomorphismes de T sur G sont done £ et x — £{-x) =(f(x) J

B*aﬁpres la prop.9 du ? 1, on en déduit que imz,ra homomorphisme de R

sur G est de la forme %' %fgmi’a 3);, ol a est un ﬂamb'

- S ; {:‘J\ a L B
(¢ application canonique de g“%ﬁ sur T ) ..Wlm;ervaile }— ‘%Ja S ==




est le plus grend intervalle ouvert syméirigue de ﬁ‘ gue cet homomorphi

me applique blunivoguement dans G . Les seuls homomorphismes de B szur

pour lesquels lt'intervalle |- l-J - r imlg:ait cette propriété sont
donc §—-> f(cp(a. })) et i*%f(@(ec. 3)) Supposons o> 0, et désignons
par u 1llun des deux points de G tels que u'=e ; B #e :u est 1limage
de a/4 parll'un des~hom¢mofphiame précédents, ds ~1f4 par l'antre ;
nous désignerons par f_ celul de ces deux homomorph hismes pour leguel

fa(a/é)zu . Ainsi

Proposition 2. Si G est un groupe 8 uvn parandire > isomorphe 8 |° , el &

ug nombre réel >0, il exisie un h@ﬁcnsrphismaﬂei o seul £ de R

sur G tel gue : 1° 1« %5; E scit 1s plus grand intervslls ocuverti
gymétrigue dont l'limage par fa solt biunivoque ; > _fﬁ{af%};n .

1l est clair que, si 8 est un second nombre >0 , 1l'application
§,~9fa\p§/a} est un homonmorrvhisme ds R sur G tel gue 1° : :
}— E, + E’LSOlt ie plus grand intervalle ouvert avmﬂtrloag dont llimags
dans G 301t blunlvocue ; en outre iﬁlmagﬂ ds ﬁ/ par cet homo f@hisma
est egal au; donc on a 1l'identité '

L) : f'(E)—;f(?g/a)

qu on appelle encore "Lermule da changemenf d"unltéﬁ 2
tixercices. 1) 8i G est un g?oune & un paramétre, la composante
éoﬁnexe de l'unité dans G est un sauSagrauﬂs distingué H

isomorphe & R ou T , et B/H est un groupe discret.

connexe de 1l'unité dans G~est un sous-groupe diEstingué H

= . = e
isomorphe & T° , et G/H est un groupe fini.

G




g
a‘nﬁfd‘g
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§} Exponentielles et logarithmes.
On a vu au chap. IV ( 93) que la topologie induite par celle de R
sur le grouge multx.gllcatl R des nombres reels strinte'nen't positlfs S
est co*npatlble avee la structure de groupe de R ; et définit donc

#
une structure de grou_pe topolog,lque sur R - Tout intervalle ouvert

Zz

contenu dans R et contenant l‘um. té +1 de R est homéomorphe & un

~

Vle:e.nage de O dans R done R es‘t un grouge & un para;netre ; coume

11 est connexe et pon com act, il est isomorphe &4 R . Dlaprés ls pxopc’é

au 92 , quel gue sclt le nombre ary0 et #1 ,' il existe un isomor-
phisme et un seul fa de R sur &+ ; tel que fa(‘i}za . Quels que

soient x et y dans R , on a donc

(1) -t xty) = £ (x).£,(y)

<2>~ £,(-x) = 1/2,(x)
et en parolcuu er, pour tout n entier (posz. tif ou néga‘tif)
(3) : ;fa(n) -

. - ' -

- En raison de cette relation, on pose, pour tout x € R , £ (x)=a ;
- 5 .

1es fonctlons a {(pour toutes Tes valeurs yﬂ et #1 de m) sont» dites

fonctlons expcmentlelles ; on pose aussi 12; 1 pour tout xe&

L'isomorphisme de R sur R réciproque de a* s _seagp logarith-

> o .
) de base 2 , et sa valeur pour xé¢ R? se note lc«gax . On & done,

avec ces notatlons

(1) ' Wy-—ayay quels que soient X &R , y e 2

(5? “a '=1/a® quel que soit x € R ; -

&6) | v log 1 =0 , log;aam‘i - »

7) iega(xy):i@gaz + log y quels gue soient . >0, 750 ;
'(_8)4 loga(’ﬁfz}zwlogaz_ quel que seit x >0 ;

U . e ~ quel que soit x >0 ;

O
A
Q

(10) = loo (5 )< quel que soit x




o
A

D'apres la prop.‘l du §2 tout 1somorphlsm.e de R sur R est une

exponentlelle ; la formule (1) du ?2 stderit ici

(14) 7 = g7 108 % quels gue so:.ent x>0 ot ye R
ou encore, en changeant les notatz.ons _
(12) (2 )J‘ — 'quels que soient X€R, y&e R et a.-;' 0 .
En par‘c;.caller, on a, pour tout entier n >0 [ /*'} , C&

1/n

&ne ‘fwf“’”"“

qui fnontre gue a identique & la racine n_ y @

o
définie au. chap. IJ 23 .
De méme, la formule (2) du 82 s'éerit ici

(13} ' 10533‘3 = 108 b.log (e pour tovt x > ©

{formule dite du changement de base) ; slle est &videmment éouivslenie
: 222! - 2 : 3 3 >

& (41) et(12), ou encore, en changeant les noitaiticns. &
3 £ 3

{ \ 7 .-. - : : s : ; o 3 1S :?-3‘
&74) lﬁgaﬁx}} = y.log ® quels qus sczi@zz's %70 et ye Rk .
Caerchang enfin les automorphismes du groupe topologigue gg’“m T el g
: €

es’c un tel au’ca“ﬁo“phlsme l@b (g(a*)) est un sutomorphicms de R , et
réciproquenent ; done ( 21, prop.2), il ex iste a e B tel gue

icga{g(ax)}:@x' gquel gue soit Z e R ; dlod,

(3]
&
<«
)
b
<t
&
o
©
FTN
£
Ny
(@)
£
£t
3
&

= o oo . = gl .
itidentité g{x)=x" gquel que soit x>0 . On a donc identiquemsnt
e on G @ : :
{19} (xy) =x7y guels que soient x>0 , vy >0 .

Les formules (7), (8) et (14) font des logarithmes un instru-

G

- ment précieux en Calcul numérique, of 1'addition est ls senle
opération & laquaile Qmﬁ“ vraimen

ration en usage. Un a donc construil

{avec une certaine spproximation)
donné, ou inversement un nombre dont on comnalt le logar
pour leur comstruction et lsur usage, ncus renvoyons & la

partie de cet ouvrage cousacrée au Caloul numérique .




- =

)
Le choix de la base a obéit & des considérations de nature

diverse ; pour la commodité des celculs dans le systéme déci-
-mal, on emploie ie plus souvent les lbgarithmes de base _azw‘
(logé.rithmes décimaux, ou .dev Briggs) , mais en méthématiq&e;
on est amen'é,v par des considérations de calcul différentiel,
& utiliser de préférence les logarit‘:mesv aysnt pour base un

nombre noté e (et égal a4 2,718...), qui est défini comme le

seul nombre a>0 tel que _ lim (a®-1) /x=1 (voir Livre ¥);
x 30, %20 7
les logarlthmeg de base e sont dits l@éaru!:m«}s zzatmels ou

né Qer;ezls .

Varigtion des fonctions 2% et 1ogax . Comme x =g est uvn homéonmorphisus

: oo S , :
de R sur ltintervalle g :}Qﬁhmg 5 2X est a:SuZ tement monotone
A
(chap,,ﬁf_, §2, thfﬁ) ; 8l 37’? ; o0 8 a‘}a ; done a  est siricte-
- i # S i 2 : sl a e
ment croissante ; en outrs, ﬁér n'étant pas borné supérieurement, 2’
n'est bas bornae ‘supériecurement dans R , donc
X . , :
16 lin & = + oo a > 1)
(16) :-X«?gm : ',"'. 7‘*'7"’.
et, d'aprés (9) -
, = x
(17) e a= — 0 - (a>1)

X>=c9
X

Au contraire, si a<1 , a est strictenent décroissante dans R ,

tend vers O lorsque x tend vers + oo , vers + oo guand x tend vers - oo
‘(flg. , ).,

De ces propmetes, ot de { 5), on déduit que, si O<a<b , on a
a gb —pour x>0 , a> 7uf pour x«g o cela reviez:&.é; en effe

constater que _(b/aé}x)? pour x50 , (b/a)”K{ 1 pmg;r E <0 .

. & i 2 : = #* o : s e =z
- La variation de icga}: dzas 57%,% se déduit de celle de g daus K ;

* si az>il , logax est stirictement croissante, tend vers - oo guand x

tend vers O , vers + oo guand x tend vers + ©2 ; gi a<




i)
o

est strictement dé¢;‘oiss.ante ; tend vers + °° gquand x tend vers O ,
vers -oo quand x “tend vers + o (fig. ). '

On peuu prolonger par contlnulte ila fonction ax (resp.,logax)

dans R (resp. dans 1l'intervalle [Q,%- WJ de R ), en lui donnant aux
péints +o0 ot - @0 (resp. O et + oo ) ses valeurs limites en ces

points .

J

Plus géneralement la formule (11) montre que la fonction x est

contlnue dans le sous-espace R P R da R ; en outrs, elie tegd vers
une limite lorsque (x,y) tend vers un pc:..nt (e,b) e R xR adnérent
_é‘a, Rix R , a 1'exception des points (0,0) , (+ == ,0), ('1;-% co )

"{‘i,.a =l ) ; autrement dit, 1 Sexéressiom xJ la;‘ un sens pour tout x > 0
(f‘inl ou zon) et p pour tout 7ye gﬁ?— , & l?e:éceptioxi des éxpreaéisaa ‘@Q

o 4 o° oo -
v-&- = ) 1 1 (au on a,ppella encore ' formes indctezm néss” ).

O

. un vérifie 1Mea:.ageznant gue, dans les formules (4) (? t. (12),
si l‘un des deux membres a un sens, il en est de méme de l'autre,

qui lui est alors égél.
C

- Pour une valsur donnée =Q finie et #C , x emt fozw@mn con-
: 5 ; J (4 2

tinpe de X dans (0 } 09} - glle esi strlct@ma..w @“@isaant@ si ga Q,

strictement décroissanse 81 a <0 (f‘ b

Fomilles multipiiables de nombrss pos;x.i,z.s.s Les :rela’cicna {4) et (7) étant

' ver;flees ’*«13_%&8 fo is qu_e:' l’un cies nemb:z‘es de ces reiatioaa est

d.efznl, on . vo:s.t que, pour Qu’uaa famllle Qx ) de nmnrea fe@ls positifs

facl

(fz,m.s ou ncn} soit multipliable, il fauu et il su f:a,t que Zia zam»}wl@a

@

: (.Lgé x. } soit so&abie dans R ; et on a alors
“ _._(18) - EEz«:za%”, }?14

D@ néme, pour qae 1ls pmuu.._.t infini défini ;Jaf ia suite {% o ,; as

,nombree >0 soit convergent dans L@,-r a@J , il faut et il suffit que
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G

o ai -
la série définxe par la sulte (log (1+un)) s0it convergemte dans R ,
et on a "j‘_*" = e s '
(19) e fs (1+u Y = éf‘-’ﬁl"g.é(”uh).

Ces'proﬁggltlons, gui résultenﬁ 1mmédiacement de l*lsoﬁoryh;sme
dés groupes R st R+ - ramonent donc 1'étuds des proda;ts infi-
#is 2 celle des sonmes 1nf1nles de ncmbres réels, dont les
termes sont des loaarxbhmes - nous verrons gu Li?zé.¥ﬂ@ae ces

Qernleres s'étudient szisément & 1'zide & s propridiés 4iffs-

rentielles iu logarithme

Exereices{ 1) Soit (a{}»uﬁe suite finie de nombres >0, T =t 8

deux n@mbres réels tels gue 0O<¢r<s 4'ﬁaatr@r gue

- U

iz4
l'égalité n' ayamt lieu que si tous les a; sauf un sont nuls.
(se ramener au cas oﬁ §% aﬁ =1).
Lz i

Z)Sia>0 etaﬁ ,0na,p&w:@<x<y

(a®-1)/x < (e¥-1)/5 ,
(1e démontrer dfabord pour - x entier >0 et y=xzt+1 | ygig en
déduire laApropositienfyour xet y rationnelss et passer enfin

2u cas general) En dodulre gue 1 fenct;on (a%- 12/ {définis
4

e

pos;txfs, h{b)zh(&,ologab .

3) Soit ’am> une suite de nombres >0 ; on appelle exposant

de convergence de cette’suiteg_la'berne supérieurs A de 1

semble des nombres ¢ tels que la somme S
% 7 X & S ﬁ'“

7N E;Q
[t

®

6

]
bl
& e
?*j

E...t

<C‘“

0

]

-

€

Montrer que _A.:-lim,eup (log n/’log 8,

étant przs par rapcoru é une base ou@icor e).




2o
4) Si la suite (x ) de nombres réels est tslle que
{xi-xjfz, 870 poz;r iﬁj 3 }?‘e};posant de coover géﬁ@@ de la guite
(Iz p est inférisur & 1 - | | .
5) Soit (r,) une suite croissante de nombres >0, telle que

lim r =+ o°; on désigne par H(r), pour tout =0, le plus

n-voe
grand indice n tel gue r gr . Honirsr gue
lim,su.p(log I\?(z}/,ﬁ.og r) = llm sgap{log r.«’.gw‘ T
lim. ;nf‘é’.a.cg N(r)/] log ) = li:;u.izz,f{}ﬁ@g ooy
T =500 0 -5 oe : a
Wé) Soit f une fonection finie, strictement positive, délinic

1 / o : > . - 5 ~
dans lh.zzrervdlla f}!,-%'@e{ ;, Croissante et telle gus

3

¢ 3. Hombres comploxes. Angles.

Définition des nombres complexes. On a vu (chap.IV, §3) que le corps R des
nombres réels est un corps ordonné, donc quasi-réel {Alg.. chap.VI).

Proposition 1. Le corps des nombres réels R est un corps

maximal (Alg., chap. VI).

\%

Pour le voir, il s FPit {(&lg., chap.Vi) de m@nt}:@:ﬁ? d'uns part

o)
2

U

tout élément 70 & une racine carrde dans R , et d'asutrs part qus

tout polynome de degré impasir & cosfficients dans R possdde sy moins

vne racipe dans R . Hous avons déjs de&ontre la premiérs de ces

- s s 3 T 4 o T' 2}0‘5‘ A L
propositions (chap. ‘J, g;%}. D'sutre part, si £{x)=a x"+a,x +..ta

o= i n
. est un polynome de zimg impair n (3’07@)?, en le prolongsant par

P

, _contim;ité 8 % {chap. jIV,@%}, on obtient une fonction gqui pread




o ‘; B .
des valeurs infinies de signes opposés =zuxX points +t oo st - oo ;
comme R est connexe, cetbte fonction s'annule dans R , d'eprds le
théoréme de Bolzano (chsp.IV, 96, th.2).

On sait donc (Alg.,chep.VI) Qu’en adjoignant & R une racime i &

2
l'équatlou X +ﬂ_0 on obtient un corps algebrzauagant cl@s.

Définition 1. On appelle corps des nombres complexes, et on désligne

par @ , le corps algdbriguement clos obtenu par adjonction algébrigue

x4+ , 8uz_corps R des nombres réele ;

dTaﬁe;raciae i du polynome

les &léments de € =ont sppelés pombres complexes.

P

Un sait gue R peut &tre considéré comme un sous-corps de & , et

que tout élément z ¢ C pﬂuw g6 mbtre d?ame menié

ot

sous la forme xHiy , e&'z et y sont réels ; x @a

réelle de z 5 et ea note bﬂ {z) v la gart;e 1magi aire é@!zi@% 86
ote J {(z) ; LGS n@mares ﬂ@@piezes de la fcrme - ( 6ol) oot
ﬁits 1maélnaires purs. ~“i 'ff TQY . "fm -  1‘: - =

: La relaulen x+1y=@ (x et y reels} esz donc equ??&Aeaﬁé_Q,_ég#@ et
yuO“ g Comume iazmﬁ ; les elemémts de Gi dgnnes par Leuzglgaﬁyies
reelles et lmaglnalres, Sati ont &v ldsﬁmeat aux régles de_@aléﬁl_

sulva.c b

,(ﬁ) (K“lj)* x?¢1v ) = (x+x! rily+yt)
(2) (x+iy}(x“* VE} (xx!-yy! )+i(xy!+tyx!)
En particulier iz%iEEQXmiv}qé‘V € R ; dlot, si xzHy £0
2 - s Ay
- / C iy (g ‘a N . / & Gy
(2) , A (zkiy) = (x/(x+y7 ) Hily/(z+y 7))
On a done, pour tout tier n
4 Lot 4t 4n+s
i iﬂf{i‘“f’ - i 5 L 2:'»@ S i g
La secon de racine du n@lvn@ma x +1 \dazs,ﬁg n'est sutre que -1 ;

. o o
cn en conclut (alg ,C ﬂevij,-aue le seul gutomorphisme de e s dis-

ulnuE de 1z ac;en identique, et gui laisse &ﬁyarlar*s les ¢
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le nombre céﬁpleié zrly',bqu'on note z ,:et qu'cn annelle nombre camw‘
plexe conjggg de z on.a GQ(Z) (z*ﬁ)/z - ;f(z) (z=zl/21
En veriu de cet automorphisme, si f(z) est un polynome & coefflclents
'_z;_e_g;_g, ona £(Z)=Tz) qur,l que soit g cC. :

' Un nombre complexe z—x+1y est racine ds 1'equatlon du ssccgd dagré
(t-z)(t-2)=0 , qui s'éecrit encore t2~2xt*(y +y )=0 , et a donc ses

coefflclents réels. Conformément aux définitions géﬂéraleﬁ (Alg.,

(@)

chap.VI), le terme,conatant' x£+y2=zg de cette équation s'appell

la norme de z ; c'est un nombrs » 0 , qui n'est nul gue Bi 2=0 .

fz:

2 -
L6 nombre posiiif Jzz u\; +y se redult & leg valeur absoclue éde «

lorsque Z est resl ; aussi lVappeile-t- -on. enoors valeur ebcolue de z

et le note-t-on ‘z‘ dans le cas ol z est un nombre complezs quelccngue.

z! sont dsux nom-

2

(gl

(&

La re;atloa 2] = 0 est éguival ente & z~0 831 z.¢

bres OOmpleXBB, le conjague de zze est Z.z! d@ncﬁzzfg =z29§§?z}z§ %Z&'

a9a& )zz’t =|z|.|z!] : 1a Valeur absolue d'un  produit est le produit

des valeurs absolues des Iactears (cf. Alg.,chap.VI, pour la propriété
generala COTTEsPO ndanue des normes) .
En partlcailer, si oz falt z?~ ?/z dans cette relation

8, E?/Z!:‘@/} g.a

On remarguera que le QkOtleﬁt zﬁ/? da deux QGMbr@s .comploxes

2
(Zf@) peuz slecrire 7 z/zz = z‘z/! ;_,2 ce qu1 ;erz@n de
calculer aisément sa parbza reelle et sa partie imag &m@agﬁo

d@ntrogs ea1ln gue l'on a sacors, quels qae soient les nombres com-

plezes z,2' , 1'inépalité du triangle

§4) - : }z+z?§'g la| +




)
( )

-4 -
Si on pose z-x+iy 3 a'=x'+1y’ celavravién't 8 vérifisr gue
: (XX‘+xy') s (2By2 }(x' ’2)
clest-a-dire (xy’-yx‘) z 0 A
On voit e‘n z8me temps que‘les deux membres de (4) ns peuvent
étre égaux que si xy'-yx'=0 ; cetbe fconditionnéeessaim signi-
fie que l'cn a , soit 2=0 , ,soit,'z’zO’, soit z'=Az avec A réel;
mais dans ce dernier cas, on a iz+g§! =[1+ 4| !zg et
lz[ +[z!| = (1+ Ml).lzi ; donc il faut en outre, pour gue les
deux mém’bres de (4) soient égau};,v que ‘A s0it un nombre pogitif,

et celte condition lest alors s-affissante.

Topologie de G . L’anpll..atlob (x,y) > zxtiy du m,an pumérique R°= R<R

sur @ est biunivogue ; si on munit R' de la topologie produ

topologle de la droite m.mérmue par elle-méue, on peut transp

"

& € cette topol%le au ugyen de lqappllcatm T é@édeﬁﬁe,

logie est cofwamble svec la s*gructure de corps de € (chap 1L 55}
feo forickiome Z+2/ 2F z2? 200t Combivmes o :

3 2«’:
en effet, d'apz'és (1)%{?% chap. :{ 98 ,co0r.2 du th, =.) ; et de o

d’aprés (3), i/z mst continue dans le complemagtairg @% du point
2=0 dans c . :

En zﬁunissant 1'ensemble @ de cette t@p@o ie et de la structure de
corps définie plus haut (déf. 1), on déFinit donc sur @ ume siruc-
ture de corps topolo

zigue (chap.IIIl, S5) ; quand nous pasrlerons de la

topologie de G , c'est toujours de la topolopic précédente gu'il
sera gquestion.

On notera gue 1z deflnltwn de lsa strugtum de corps btopologigus

2 4 d.e @ est inde;oan&an*e da &33.1', que @ 8553 un corps slgébriguement
. clos ; et on peut, ea s! appuyanz sur ieq propriéiés topologiques

.de C , démontrer que C est algebmqu‘ement clos ("théorsm:




L
f_" J 3

| .. = =
. sans utih.ser la théorie des corps guasi-réels (voir exerc.2,
ot aussi la p';art;e de cet ouvrage consacrée & la Topologie

‘combinatoire ol le théorémeda d!Alemnbert sers démontré

-conme counséguence de .‘révs.u.ltats- sur le' degré d'application).
- -Dans la suite, on identifiers trés souvent les ensembles ( et R -
consi&érés Aéomme espaces tcpdlogiques'. ls corps topologiguse R est un
soizs—corgs tog ologigue de (cd ;.qxiaad on id.en"cifié gg%et C , i1 se

e 3 e ; s . 2 z £ . 2 ~ . %
trouve identifié avec la partie de R défimie par y=0, que llen

)

appelle pour cette raison axe réel ds R"’ on sppelle de méme saxs
imaginaire de ‘l”ensemble éé fi i par z=0, et qui est un sous-ecpace
iiaginzgile P 2 3 I
homéomorphe & R {mais nor ur sous-corps de & ) ; on notera qus ces
= . & : ;
= z L
deux ensembles sont fermés dans R .
Pour illustrer par des figures ce gqui sera dit ce & ov de
% e - - e
R, on aml; era lg représ .;:mt;.or., bien connus en gscme
apalytique élémentaire, de R* p_ar_. les points d'un plan oh
1'on a fixé deux axes de coordonnées rectan zzlaires gul re-
; . A - §
présen‘tam;'regpect,ivemeﬂ.t'lfaze -'réelve‘t.l axe im agin»ire ds
RY(rig. ) ; ces figures n Lﬁtal’"‘dl ﬁdron‘h'aa’mml;amex}t
jemais dans les raisonnements.
Comne dans tout corps topologique {chap.III, §5), toute fonction

rationnelle de o wrlames complexes, & coefficients complexes, est

continus en toutl point de G" ot son dénominateur n'est pas nul.

LR

- Les fonctions G’%{z)g j{z} ne soat autres que les foncu:.@ng prgjec-

[

tions dans R“‘ ; elles sont done continues ; 11 en sst d@,mem@ ci;e{la
valeur sbsolue §z§ . La permutation 3z —> z do (C est continue ;

clest donc un gutcmorphisme de la- structure de corps topologique de € . §
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L'expression fz z" /(x-x') +(y-y ) est ce gu'on appelle
."jla distance des polnts z et z' ‘en geomeurle analytigue

elémentaz.re (VOlI" chap. VI, S 3)

g"oupe multlgllcatlf de @ . Nous asllons etudler la structure de-groupe

topologlque du groupe multlpllcatlf des nombres cgmg;lez@s. En
premler lieu, le groupe multiplicatif 6 des nombres reels >0 est

un sous«-gro.zge de 8"" Un sutre sous-groupe est formé de llensemble

U des nombres complexes de valeur sbsclue épale 3
la formule donnant la valeur absolue d'un produit. Dans R , 1'szsem-
ble U est identifié & l'ensemble des points (x,y) tels cue x byt

que nous appellerons cercle zmit.é (vciﬁ: chap, ’@E’Z, £3).

Proposition 2. Le groupe topologigue @” est isomorohe au proguit

des | rouesto*obloues Q et U .

En effet, tout z g(ﬁ peut se mettr e dlune .man er 'et1%§uﬁ§ seuls
'spus;la_forme ,z=g;3~ , Oh ¢ est un nombre riel ﬂ~T‘$ at Zéég
car on tire de cette'rela*‘ !zj = p 3 z/gzg

6s structurss ds

a Lhws

de grauga de QJ est dcac lsgmorphe an proc.ug,t a
de R et de 1 y?aui;ro 'f*a"“ﬁ les a,p glcas.,;oﬁn . 5 > 4,

z —> z/|z| sont continues Qaﬁs_ C . Qappllcmmﬁ (cgé ) >0 % est

o

T A p o e
continue dans Rf?«ﬂU ce gui démontre qae 1'application

z > {z), z/gz%} est un isom frgmsméd& la structure de sroupe topo-
1 gj,g @ 011 i ? xU
ogique de wur celle du Q?"CLUI K, XU

: oS o :
L e;tu_de _z@mmgm du gzcupe 'é@p@l@giqae @ est donc ramende &
celle du grovﬁe U v

Ihéoréme 1. Le groupe m¢¢ti licat f“ ’?’ o.es nombres f“}molezgﬁ de

. valeur absolue ég .ale & un o est i gZTrouDps tgpclgmque isa.nora}@ an

aroupe addl‘tz.f T das ngmb“ﬁs reel” *'@dale 1
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Dl'aprés le th;} du g 2,' il pous suffira de prouver gue §J est

docalement homéomorphe & R , connexe et compact .

1) U est localement homéomorphe & R. Soit V l.’interéectiqn du

cercle unité J et du "demi-plan® défini par x>0 ; ce dernier est
un ensemble ouvert dans ﬁz’ contenant le point (1,0) , élément unité
de Y ; donc V est un voisinage de llunité dane U . Or V est 1'image
‘bwnlvoque de l’mte,:fv l,LeJ? -1 ML de R par l'ap; lieatioé

vy — (, ’Eny ;¥) qui est bicontinue ; d'of la proposition.

iontrer que € |

=3

2) U est connexe. Dlaprés la prop.2, il suffit de

N
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s
]

@
{0
Q
Biste
D
5]
@i

34
£ 3 ~ ," o7 ‘@
‘homéomorphe & R._* U, est. connexe {chap.I, 2 11, prop.6
t

z et z' deux points de @7 ; si le rapport z'/z . s pas un nombrs
réel négatif, l'image de l'intervalle | 0,1 J de R par .Lﬁap*rllca‘%;,mﬁ

ES

t > tz+(1-t)z' est contenue dans Q ; ot comme cette “z*h,cauw:g @st

553
7~

continua on voit qutil e:us’@e un @QS@mbl@ connexe cgnte;m dans &’

@

2
L

Xist

&

et gmt enant z et z,G . 81 va?; con'traira z”z ast .u,e}. ﬁegatzf 31

vns pdrme conne.&e A de @ egm uanarzt z et iz , ot une paz:’t.ze ccnrexe
B d_e @ contananb iz et. 5 donc A QB esg connexe et contien 1t 5 et
z? (flg,.\ ) d’cm 1a p:mpcsitigzza

3) UJ est_compact. En effet, 1 est défini par la relstion
. -~ Do, = :
donc est fermé dans R (chap.I, %8? cor. de la prop.6).

7

5 D
Xé-%‘y -
D'autrs part, ses projections sur les espaces facleurs de K sont
identiques & l'intervalle f«-’é } ; gul est compact, donc éf st

compact (echap.1, 210, cor. du th.2) .
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- /) -
Dlaprés 1la prop.2 cmgg, il existe un homomorphisme et un seul de R
4
29
ouvert syzétrique dont l'image soit biunivogue, et que l'imsge du nonbre

sur [J tel que 1l'intervalle }«- t 35 (uOlt le plus grand intervalle

réel 1/4 soit le nombre i ; nous le désignerons par € . Un sai e2)
gue tout asutre homomorphisme de R sur U est d_e ig forme %mzx & (a %),,.
oh & est ur nombre réel /%{} - -Q?apres la o;efz.;;;, tion de €& , on a les
identités. |

(5) @(X—‘ry}—- (z; &(y) c_u.e,ls que solent XER, ye R
(6) - p;’@(x; 5 =1 » q_ugl que soit % e R

ainsi que les relations - _

(7) e(0)=1 _'g @{’gﬁ}a . @(@;2};4 . @ag”zu el1)=1 .
De (5) et (6) on tire les id jentités

(8) e = 1fe ) = e(-x)

(9 @(p}é)_: (e(x))® quel que soit l?enfé;i@r D

bofin, de (H) et (7) on déduit que -~

(10) __ - elxtk) = e(x) quel gque soit 1'entier k

(11) e(xt1fa) = 1e(x)  (13) e(=x M/z,)n» (x)

a formule (10) Lcm; encore s QXQ}?}.EG.E en disant gue ¢ est une fonctition

périodigue de période principale 1 .

Un & a(x):agﬁlx quel gue soit x e¢ R , comme nous le verrons

dazls la partie de cet ouvrage consacrés aux fg'imtie:maa;aalya,:i»

=

*Cj
fod
]
4
o
m
ol
(¢4)
N

ues, ofi e? sera définie pour les valeurs com
2 . 1

de demi-droites. Le plan numérique R est muni d'une structure d'espace

vectomal & deux dimensions par rapport au Corps iR (alg. ,chap. 11,55 )

le produit Ax d'un nombre réel A et d'um point x =(x ,x

étant le point (A x ,Ax ) . Les varidtés lindaires & une dinension
: : e
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Unexdféite;éénfehant deux bdints distincts % )!'de'Rz est donec l'en-
3emble des po:mts AJH- y.y ; Of (.A. }L) yaxcourt 1'ensemble des ‘

couples de nombres réels tels gue A,%-F,_ﬁ . L'ensemble aes poings

dexcette ar01te'tels que ﬁ-}vO {zesp. y. 7 0) est ¢it demi-droite

ouverte {resp. deml ~-droite fermée) d'origine X ot passant par }/ .
Ep particulier, une demi-droite ouverte (resp. zs:mfe} passant par

llorigine O et un point X #0 est l'ensemble des poinis A % , ok A

parcourt l'ensemble Ges nombres résis j?@ {resp@ ﬁgu} . 91 I est une

g@iﬂt X de D ; on dit gu'elles sont opposées. En particulier, R et

»&% sont deux demi‘droites fermées opposées, qu?o“ appelle respecii-

vemeat demi- axe rseL QOSltii ferme @* deﬂz -5xe rdel négatif formé

-

#* . -
de me e ﬁ et = §%+ sont deu.x demmaﬁ cites sz;“‘ferf&es opposées, dites

respecnlvement deml ~2x8e reel pOSLth ouvert et demi~axe réel négatif
ouvert

On Sdlt (Alg ,caap A} que dsux arozces L u? dans

gaxalleles s'il existe une translation %‘7 % + &

Deux den¢=aro;tge son t dltes paralléleb gl leg droi

e

nenu scnt perall l s clles soﬁt dites par ralléles et de méne sens
t

s’vl existe une traﬁs;atloﬂ b$ansf0ﬂmdnn livoe en 1'aut

sond Hawallelag et non ae meme sens, ells s_scrt'dit@s;ia sens opposis.
Il GXLSLG tougouss une aeml df@lt@ {resp. droite) et ume seule ayant

comme origine 0 (resp,»pasgant par 0};»95 qui soit parallédle & une

o . : z‘_‘ 2 = R e ::
mens sens {(resp. parallele § 1

t d

Do
®

i@m;=&ra;te &@ndéa

donnée) .
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-Identifions Rz'et G - et considérons, dans le groupe muliiplicatif
(3*- les clssses d'é guivalence madulo le suous~-groupe 52% ce sont les

demi-droites ouvertes dlorigine 0.,'Le-grouye;quotiaﬁ' (3,/R, est un

grouge topcloglque 1soaorphe a.'lf donc & T ; on le nots additivement

et on appelle andlcs de deﬂ1~dr01tes ses elem&n xqu?gz n?ideﬁtifia

aonc pas 101 avec les classes mod. R ) On désigne par Am(z), et on

a@pelle amplitude de z , la galeur pour z#0 de l*as rophicme csnonl-
%
que de CF sur @/E{ m(z) est donc continue dans G, et on &

Am(zz”);Am(z)+ém{z’}. (zzf@} et Am(?/-ﬁm(?/z}z ﬁ”{z}lnLgappiicatiem

- =i

z —> An(z) , restreinte & UJ, est un isamcrﬁhigme de UJ sur C/R

L

Llangle An(i) est appelé angl e dxalt EOS&&J,. {

962 I L S e
Uus RIieYeSHesl s

N
o

.

apgle droit, ou simplement‘éralt, si aasan@ cﬁﬁfuﬁi@@ 0

e

on a Am(e%}—a Am(l} _4&Am(i)=§‘, uubl que soit l?antier o
uons1aerons ﬁalntenant deux aem;oaroltes QUVBTL Eyﬁf,g_at scient

“i D les den ;adr01tes ouvevtes avanc pour @?;g;a@ 0 , respectivenent
paralléles & B,D?-et de meme sens. @ueL.QUG sozant les nombres con-

plexes zeD, , z' €D}, ’a(z?/z) & la méme Valear qui ne dépend

1
que de D et D' ; on liazppelle angle de D et D? _at'@n 1e &ééigma nar
= ’ 0 : P - e o
la notation (D,D') ; on a eVLGemment (D,pY) = (B D) LDV D)=(D D!
T o = ! -

(D,D1 )+(D*,D") = (E.D”}: (relatioa de Chasles). L'angle de dewx demi-

droites paralleles et de méme sens est nul ; l'angle de deux demi-

droltes pardlleles et de spns opp 8és ‘est,égal & deux droits.

.Sl L et‘Dg sout qux demi-droites guelcongues {ouvertss ou,fermées)
on. eppelle angle de U et D' l1lfangle (BQ,J ) Q& ?@ (resp. ﬁé} dési-
gne la deml droxte ouverte obtenue en enlevaﬂt g¢ventuellement de D

(resp. D') eon origins.
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ﬁesuzemdes,}“;

: ='ﬁgla & une mesure et une seule dans un intervalles

e S io Rl

J,
S

>

ws_de%demledro;tes. Tout homomorphis@a de &' sur le groups

addii;z.f e / R des angles éa demi-droites ést des la f@?fn@

x> é.m(_e(x/a}), ob a est un nombre réel 7-40 ; l'angle w=An( @5?, 2}
est appelé unité dts ng?e correspondant & cet ﬁemam@rwhisme Btant
donne un angle o ¢ e /5% , tout nombre réel z tel que éﬁ.i@ (x/a))=a

est appelé mesurs de l?angie @ , gvec l'unitd d'angle © ; 8i X est

fd
il
W
w
oo
<r
tud
(3]
&
4]
<
o
()
s
7]
o
45
&
@
(¢}
s
£

une mesure de o avec cette uniié, o
m&me unité est de le forme =xtka , oft k est un entier gueleongus
{yQSltlf ou negat*”) en particulie r

res les nombres. 1tka , 1l'angle droit s pour mssures a/4tka . Tout

frosd
%. N
&
e
%'
{
&
¥

i}
(@
&
(‘("r
(Xt
o
@
i
Wi
T
£

fo ne {zosug agy en p “t&cuiﬁa&f il & une mesure el uns seule favs
l ntervalie staé~

oo

Sz € est une mesur QQeicrﬁgaa de Amfz).

metzlaua, Si.a.et'§ sont deux;écmb 28 TGELS aualcangaegvia <B),

i'ensenble q(a Q} =5 des g@iﬁ%s,_zfﬁ tels que a<<B8<8 est gppels

secheur aag gire ouvart de sommet O {(ou angle ouvert de sommes O 5

par gbus de langaga) ; 81 B-a>a , cet 3gsemb g esi ia@a%igﬁ@ a .

s;non,_s& ’vnailﬂ @uva?Ju e de ce secte zvl?aﬁgia é@it_una'masur@ est

B-a . L*aduercnce de cs sagz@ar dans iZ est 1z réunion de 5 et des

demi«drgites fermées E;Q? f&iﬁ%ﬂt_fﬁsp&ChlVﬁmﬁﬁt avec la ﬂuuéaaxa

iy

réel positif des angles de mesure a et B ; on l'appells

angulaire formd de sommet U ot dlouverture B-a ; D oet

- A Tt 3 o ] S 4 3 3
lés cotés de S et de § . La u%ui*ﬂf@lb@ issue de

)f2a) est appelés 1= ulSS@GQYACQ 'éa- g




Un secteur angulaire d'ouverturs a/4 est appelé quadrant (ou, par

\\‘
S

abus de léngage; angle éroit) ; en partlcu‘ier, le quadrant 5(0,2
(iésp. S(a/4,a/2), s(a/2,3a/4), 8(3a/4,a)) est dit premier {resp.
déuxiémé,_troisiéme, quatriéme)-~q&adrant. Un secieur angulaire dfou-
vertﬁféﬁa/z‘ést appelé demi-plan ; en particulier 8(0,8/2) (res

s(af2,a), S(na/éga/4), S(a/4,5a/@}} est appelé demi-plan supérieur

%3

(resp. infériscur, positif, nésatif) ; si la bissecirice d'un demi-fan

ouvert (resp. fermé) fait avec le demi-axe réel positif un angle de
mesufe 9 , on notera qgue le demi-plan est l'ensenbls des z tsls qus

R (z e{-9/2)) > 0 (resp. (R (= e{-9/a}) 2 0). Un secteur m,g:,u..ao;, -

d'ouvézture @_est dit éigg,_ivesp, obtus, méplat) si ¢9<
/4<@<@W <@<ab_ _ -~
'un _Temarquera gue ls dcanos de liangle o déter mine um nombre 2 > 1
et un seul tel que Am( & ’é/a}}: ; 51 on comvie de se rest .
aux horomorphlsmeb tels que a;71 ; on vo;t qs un tel homomorphisme
est bien déterming par l'vnité d'angls correspondants.
'Les unités d?aﬁ0135 uﬁi1i$ée3 en mathégayiQue et dans le
appllcatlons de la m¢zqemablsge sanu assez nuom !s&éébagellﬁ gui
semblerait ?a plus ngturelle 8 ETlOré sera i%ylgangle;&:@ip?
_correspondant‘é a=4¢ . &Q yrablqueggga &ﬁl&i&@ gafégat'ie
degré | qui_cerresp@n@ & 8=360 , ot le g?ad@; qui cory

roit a dunc gcar mesure 90 degrés, cu

0
fo
i
S
()
O
o
el
{:‘J
§.J
#1e]
ot
G
; %3

.. 100 grades. Eﬂ mathématique, on se sert plutdt dfune zutrs

>3

unité, le ggg;aﬁg rrespond au nombre a défini par la

2
=
e
Q
O

condition 1i nfétix/a}«i)/x = i', nombre que lfon désigne par
la notation 2z ; on a %///8 ® = §ii;@;°,o {

de ce nombre et le calcul de ses valeurs spprochdées, voir

Livrs V ).
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Fonctions trlgonometrlgues. Une fois choisie une unité dfangle ¢ , et par

: sulte le nomnre réel a>1 correspondant & btoute fonction £ définise \

sur €7 R correspond une fonction £ définie sur R ot admettazzt‘

pour période a , et réciproquement ; £ et £ sont continues simnltané-

ey

e

ment ; par un sbus de langage trés fréquent, lorsqu'on parle de 1s
% 5 : .' i, - : -
fonction £ , c'esl en réalité de la fonction f correspondants gulil

o

)

git ; de méme, on dirs cﬁgun argunent x figurent dans cstte der-

nidre fonction est un an;l@ gu lieu de dire que c'est la mesurs

d'un angle ; en particulier, ce gu'on appelle le plus scuven
amplitude d'un nombre complexe z#0 , n'est pas llangle am{z) lui-
“iﬁ : . B < ' 3 % T :
- mele, mais une mesure de cel angle avec une unité déterminde. ves
'abus de langage n'ont pas d'inconvénient gmavua lorsqgu'on.a bien
précisé, une fois pour toutes, guelle unité d'angle on a choisi
(en mathématique, c'est presque toujours le radian), et quion se

souvient qu'une mesure d'angle n'est déterminée gque mod. a .

un appells fonctions itrizonomdtrigues simples @or¢cﬁuoﬂa°ﬂ? & un

nombre a>1 déterminé, la fonction compleme €(x/s) , et les fonc-

tions réelles suivantes qui s'en déduisent :

19 (ﬁ%( %( f%}) qa on note Cos X , et gu'on appelle gosinus du

aambre x., relatif & l?un;te ie mesure om&ecii/ (on dit encors

cosinus de lfangle x , conformement & 15ab13 de 1aggage a

verons de signaler) ; on s donc, dlaprés (8) ,

b : z 1 \ s LR
(13) = cos x ==(€(x/a)t e(-x/a))
v a?;gf( &(x/a)) , qu'on note sin x , et qulon e rslle sinus du

) 0

B
i

nonbre (ou de l'langle) x , relatif & 1l'unité de nesure Am(e(1/a))
on a

,(14}' _giﬁax =_(é§(x/ajf @(az‘i~
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3° Les quotients tg x = sin X/COS x , et cotg x = cos z/sinax , défi-
nis lorsque les dénominateurs ne sont pas nuls, qu'on appslle respseti-
vement tangente et cotgggente de x (relatzves & l'univé d?aﬂpi
An( €(1/a))) ; on a donc

(15) tg x =( &(x/a)- €(-x/a))/ e{x/e)*+ e(-x/a))

(16) = = Co‘tga = (e(x/fa)+ e(-= /a))/\ e(x/a)- e(~x/a))
lérsque les denomlnateurs ne sont pas nuls ; par suite

(17) _ tgaz.cctgax =1 :
lorsque le premier membre a un sens.

On peut donc écrire

(48) ,  _6($/&).: césax +.1 sin X

; TR
d'ot, en vertu de (6)

: 2 2
(19) . cos®x + sin x = 1 .
- - - a 8
Les . unCBlGQS cosax et Siﬁ X SO?u_QGQ uss dans R ; ellss gont

périodlques de périaae a ; a o5t diai lleur géri@da priucipale de

ces fonctions ; en ef;at iz r@lﬁ+@ca cos_x=cos_y entrain
ou s;nax s»“sinéy q’aprés (19), c'est-a-dire e(x/a)= e(y/z) ou
€(x/a)= e(-y/a) , donc x =7y (mod.a) ou =x=-y (mod.a) ; on voit
de meme que sin x = sin_ y est &guivalente & x =y {(mod.a} ou

- i ~
zty = o2 (mod.a) . Les f@nctiéns cos x et sib_

a

l’intervalle [}?9+?J,; car lﬁs prcw&cg"“ns de UJ

ensembles_connaxea contenus dansvcet intervalls

extrémités.

D?aprés ce ﬂui p?é@éd@ la chtlwﬂ cos x , restreinte & 1']

&= 2
Z s
'ED a/zg applloue b*&a;vuc uenent aet intervalls sur fwif%éé ; Comme
: ‘ ~ - = ; .
ccs&Qw ,-cceaxg/z)zmﬁ ; Cos X esi done¢ gtrictement décroissante dans

a 5
llintervalle LQ;%Q} ; elle s'annule pour x=a/4 , est p@“=@lve pour




-~ 42 -

0 ‘.’:_x.ga/»#.', négative pour af4<x<a/2 ; comme cosaz.-—-cosa(ex), on en
déduit la variation dencesax dans l'intervalle [}q/E,G] , puis dans
.tdﬁt R par périodicité (tic. ") Comme d'aprés (12), on a
sin x—-cos(x+%/4) , on en déduit éaﬁs peine la variation de sin x
dans K e = ) .

La fonction tg x est définie et continue pour %aut@s les valeurs de
x dlSLlaneS ges Valeufs a/qua/Q k entle gquelcongue), qui ansulent

cos X - Blle admet pour période af2 . d'apres {11). et on &
? 3% )

b
€
L)
&}
oo
<
(0]
(@)

e =
tgaiax)=~tgax . Dans 1'intervalle igﬁa/fj

cos x décroit de 1 4 0 , donc tggz est strictement ocroissante, ot

aDyllQ&@ par suite ,[f,fféffﬂar L? [ ; elle est donc strictemsnt.

cro;ssante dans ]o§/4 a/%[ et est un emelmcryhéame de cet interval-

pres—o

e sur R ; d'of résulte en ?“zblculler que a/2 est ?érlgd

e
T
]
il
]
£
(&
Y
9

le & 0 = )
" On notera enfin Que, si b;}? , on &, ap°es 1a deflﬂlt$cﬁ dss

fonctions irigonométriques simples

e o8, X = cos (az/b} gin, x = sin (ax/b) .
_ b 8) Z (£
Comme on 1's déja dait, les seules fonctions trlgopgm&t ues

qul intervisnnent en mgthemaclaue sont celles reEat Lves au
_radlan c?estma»dlfe le& fenctlcns cospﬁx slgggx - tgggx 5
cetggﬁv . qu'@n_n93@ s;mplem9nt cos x s 8inx . io z‘at‘ .
cotg x . Les fprmulesv{5} & (12) , exprinmés & 1l'aide de ces
foncticﬁs9 daneﬂt'li@u; en les cambinawt, ﬁ‘amé'AaéLe dtiden-
tités 3luq ou moin lewg et que le lecteur trouvera dans

‘an traité de mrlgvaoaetfxe éiémentaire guelcongue.




iz

Anzles de droites. Comsidérons, dans le groupe multiplicatif eﬁfs le socus-
groupe R?; les classes d'éguivalence modulo R* sont ici les droites
passant rar O , privées du point O . Le groupe guotient é?ﬁVﬁi*egt
isomorphe & '(e*/-R’:)A R*/ Rf_) ; or R%’/ Rf_es"s le sous-groupe de C/R”

formé de 1l'angle nul et de l'angle égal a 2 droits ; 8%752“ est done

un groupe topologique isomorphe & T ; on le note sncors ad@ tivement,
et on l'appelle groupe additif des angles mod.2 droits ; seos &léments

sont aussi appelés ancgles de droites.

81 D et D' sont deux droites

arvitraires conitenuss dans D et

7

ont tous congrus enire eux (mod.2

par sulte un eas&eac bien déterin

se note [D va et s'appeile g :
,&,,, o oy

on & encore [D’ E = -i{p ol

de Chasleb) si D, et D! sont

= ,/'*\ t : :

3 ’] 3%] Deux droites D,D! sont dites perpeandicy ga;fc;kor

fectaneuia;z 28 ) s8i L?,Df] est égal & 1 droit.

Un nombre réel x sera sncore dit la mesure d'un angls de drcites a ,

avec 1'unité dlangie w:ﬁm(eaii/a}} , B8i ¥ est une mesure, avec cetts

7
unité dlangle, d'un des deux angles de demi-droites gui corresponuent

& o ; sl x est une mesure de a , toutes les aulrses mesures de o sont

donc les nombres VMka/d , b k prend toutes les valsurs entisres ;

ds a .

o
Y
1
0o
{61
§
e
;..
&
(&)
3
=
©
n
sy
O
(o)
o)
=
o
&

A toute fonetion définie

d'angle choisie) une fonction définis dans R et adme

Al e Q 3 Soon Gceant o
/2 , et réciproguement ; par un abus de langage anslogue &

.s\j




B
N
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signalé plus haut, on identifie le plus souvent ces deux fonctions ;
si l'une est continue, il en est de méme de 1l'autre. En particulisr,
& la founction tg % deflnle pour x alstlnct des valeurs a/4+kaj2
correspond une fonctlon deflnle dans le sous~esrace A de QB%/§%f
complémentaire de lfangle egal a1 droit , et cette fonction est
un homéomorphisme de A sur R .
Exercices. 1) Scit a un ﬁombre complexe #0, n un entier >0 ;
pour tout nombre positif‘r tel que r° g |a]| , montrer qu'il
existe z tel qué fZl-z T ; et }a%z %:[a{ar .
En déduire que, si f est un polynome & ccefficients com-
plexes de degré >0 , on ne peut avoir ffiza}g < ?f(z)g
S

pour tous les peinis z d'un voisinags de z, que

ifz) dontrer gue, pour tout polynome f é.coefLi@ieﬁﬁg'ccmplaxes
non identiqaementvnulg il existe un pombre T >?@-f£$l ;53?
pour jzl ST, f(z)f@ (mettre en facteur la plus haute puis-
sance do z qai‘figure dans P£{z)). V

En deduire, & l'aide de l'exerc. 1 et du th; de Weisrsgtrass

(chap.IV, %6, th.1}, que C est un corps slgébr Q&éﬁent clos
(considérer la fonction {fi dans 1'ensemble compact des
points z tels gue 5}23
3) soit £(z )=2> +2,2 ‘%g,,+hﬂ ﬁz%a un polynome de degre n

o
{1

g COoleC&BHQB cgmple xes, et 3z ign) ses racines.

<

<
a) montvﬂr w_e3 si r est un nombre >0 +tel qus

a_|
s
P

2 7] sl e e ]

Un a
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b) 81 (A 504 <i ¢p ©8t une suits finie d‘e.n nombres >0 , tels

: u
que 1 /J\.. = 1 , montrer que
: ‘1::4. t 1/}(

: o 14& "
(utiliser a)). Bn déduire que

. %
ro<.4ax (1, & {ak])

c) Dedulre de a) gque, si ies a; sont tous  #0 ,
hilad\(g\ 21&2/aﬁ§;'oo’65 ﬁ ,T/aﬂ 2; f.é az'/agb/ig} @

da) Déduire de ’o} gue l'on a

= '
o -%:i —=r=k J‘o ° ﬂJ ? et 'i‘ !
< 131 @§ %2'9%35 f’in-@ aﬁ)‘lané
(considérer le polynome (z-1)f(z)). En conclure que, si les
a, sont réels et >0 , on 5
r &Mex(a, 2 /o ,....a/a ).
O\ 13 2/ Ii;. 7 n/ }1”1 ' :
- ' - ‘ - =
ﬂ4) Soit f£(z)=a zlta _z~ . z%‘an un polynome & cosf

Cormplences Aol bos 5 'fmcj@m z, (1% v% "}«) Somy

tlsque  J(z)70 (1<kgn). 81 o = Rla) , B, = T(z)

=
to

€
)
=
m\-
tn

(0<k<n) et si on pose

o

ulz) cz,ez +a,1 27 +. .+ a
o

]

viz) = 8 z + ﬁqzn“?+];c+ )
: sl

les deu.x polynomes u et v ntont gue d’—‘*s Tacii.s r@gll@u
= 0 ‘ n ‘2 e ’ > = = = o e
(si f(z):aaz _—ha Zoes 4, ,+an , montrer que pour ung racine z

1
‘de uoudev , ona ]f(z}f =f°§€z)§ ot en décozﬁ;oga . Pz

Nac®
@D
o+

 f(z) en facteurs du-premier degré, mom%rar gue cette relation
entralne quevz est aiél ) '
vﬂaﬁ) Soit f(x}:a@+aﬁccﬁ x + b@sin b4 +‘991%Aakgqqux + b sin nx
:un'WPOlyncme't:igoncmétfique“ & coefficients réels ; si on pose
= @(x/Qﬁ) ,:on 8 £flx) = g{z}/za ol g{ﬁ}:u +ﬁ.z%e.e+mf?z

est tel que u, = u (0C<kg2n) .

k  2n-k




a) dlontrer gue, si pour tout xe R , £f{x) >0 , il existe un
polynome h(z) de degr8 n (z =e(x/2x))
hiz) = =

e, + 012 ook c Z
tel que f(x)z]h(z)[g quel gue soit x € R . Etendre ce résultat
au cas o f(x)7»0 quel gue soit x e R (considérer le polynone
trigonométrigue P{x)+e , oh e >0 , et faire tendre € vers 0).

b) Bn déduire que, si £(x) 20 guel que soit xeR, et si

s

a =% , on a

o
|£(x) | < ot guel gue soit xe R
2 2
Be b b2 pour 1<kgn-1
> 5.8
aa + ig <1
n o
¢) 8i a =0 , on ne peut avoir f£(x) » 0 pour taut xe R qud

si ak:bpzﬂ pour tous les indices k .

6) ULémontrer les identités
"

2. cos kx = sin({(2at+1)x/2)/2 sin x/2 - %
= = sin nx/2 . cos((n+1)x/2)/sin x/2
éi cos(2k-1)x = sin 2nx/2 sin x
;,i sinﬂkx = sin nx/2 . sin((nt1)/2)x /sin x/2
A

S sin(2k-1)x = (sin nx) /Slﬁ X
.

£ !
(n+1)/2 + 7 (n-k+1)cos kx = a{SLE(n~1}y/2 /B&“ §/2\

5 4, Semmes et D70thu8 infinig de nombres complsxes.

=

%

Familles addibles de nombres complexes. Théoréme 1. Pour gufuns famille (=, -

- ' de nombres complexes scit addible (dans € ), il faut et il suffit gue

la somme des valeufs'absolQQS‘fztl coit finie {(aubrement dit, gue la
famille {Qz@i) goit addible dans R ).

S i : :

En offet, si on pogse 2z =x + iy§ , pour que {zv) soit addible,

il fant ot i1 suffit (cha

e des families

(@)
et
L]
et
Al
WA
o=
o
o
y
O
e}
S
S
Na)
e
L
19
)
Y
:




-
/é

- a.'?.'{..,

@pt ([y ') sozent aaulbles dans R . Or, on a ;xbig)zﬁgziy%gbg 12“1’
1

et, d'aprés 1'inégalité du triangle , } tt Ix I+ iytg , dloth le
théoréme (chap.IV, 97, th.2).

Corollaire 1. Si une famille ‘(z@) de nombres complexes est addi ie,

l'ensemble des indiéegrw tels gus z, f 0 est déﬁombrable.

L'est une conséquence du th.1 et du cor.2 du th. 1 du 5 77 "u thap. V.

Corollalre 2. Pour gu'une famille \z ) de ncmbres comwlerés S@iﬂ addible

il faut et il suffit gue l'ensemble des valeurs sbsolues des sommes

partieclles finies de celbte famille SOlb borné dans R -

La condition est QV1aejme ‘nécesseire, d'aprés ie th.1 et las rela-
tion {%;;z }‘< f?é @} {H partie finie qguelcongus de liernsszble
- L= >
d'indices). Elle est suffisante, car on a | <% x I < — L, ot
= s i‘p@ﬁ g tcbli=e
‘Z“ ;%1 z EE donc elle entraine gue les familles (x ) et (7 )
sont aadlples dans R (chap.IV, %7, cor.1 do th.5).
Proposition 1. 8i ( () t doux familles addibles
ropositior §£.‘{QA)Aézj_gglvﬁzijwﬁli sont deux femilles sddible

deuﬁombres complexes, la famills n v )
ot on — . ' - . .
. v _ _ - :
98 : : Z i v s Z u £ "{_m! s

La demonstrat;on etant lde:nlque a celle de la prop.2 dm ¢7 du

chap iv ’ nous y renvsysnﬂ le lacxeur,»

ies wnltlpllﬁaﬁles adds € . Dans le groupe l@&pilwhg‘; € dsés nombres

1im 7z = 0
de 1 '{chapﬂllz,'§4, cor, du th. 1), 11 en résulbe que, =i on pose

z@ = H‘is,




- 48 -

Théoréme 2. Pour gue la suite (’H"a

faut et il suffit que la suite (u

) soit mulbipliable dans €%,

) soit addible dans e .

ite finis de nombres compl@xes

Lemme. Si (ai) i< est une su

telle gue )a. 3<ﬂ , on g
{2) ! 'ET(‘H“a ) - Za.‘

i -

On g en effst

Tﬁr(‘H’a )= 1+Za+2¢,a;..
u<$? .j

éaﬂc, si on pose 8 = > |

a.
=,
t=1 ¢«=Z

pumqu on a supposé

ue .Lemme etant démontré, posons

(z*esp, I I., 4) liensemble des indices n tels ga’e “yz;}. < %, et y. g X

23

% . - - -
(resp. x <y st X%, 0 <Y

ces ensembles constituent une partition de 1'ensemble des indices b

tels que wu 40 ; donc (chap.lII, §4

suffit de démontrer le thecréml_& pour cr}.acane de suiles partielles

(i+a } f el (xmag )3 4) Houe ferons le raisonnement pour I, 11
est tout & fait 3@@¢Gé Apgur les trois autres ensembles d'indices.

éﬁcas sommes donec ramenéds 4 démond

e

| Inl € %

d'ot , pour toute partis finie B de J"f
£727 ZJ%QA | — » Z 194
.J( nEHR !M?‘\ s}a H |

|
% Tm( H=a J-1- Z . \ z_e_;d"%*,».*;fls to.oote g8 ( 3 sgl}:s? (1-83}
: s .

anzxn—%iym , et déSJgYL,ZLE; per I
5 % St ak . 5

e n n

: i : 5 L - == S
< %X, Qquel gue s0it n ; on a alors !z;z,ﬁ 5%!}: | +!§fﬁ§ S 2ix 5 = X
- - g % a g 3 5

:i =%
o < -.8“5. 8. ..a. koo
1<%k Ly 15 0 Ay
ko oa - n
2 P
S
| <
i ke) =

et = Xy, ,¥,<%x, oty s5-x)

prop 1 ot cor. de la prop.5) ii
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© La condition est guffisante. En eoffet, si (u,) est addible dans €
il existe, d'aprés le th.1, une partie finie J de N telle que, pour
toute partie finie H de # ne rencontrant pas J on ait '

2 lunl <€<1 ; dlaprés (2), on s donec

wéH
: I T-g (14 )—1) £ &+ 52/('e==a = g.;/(g,,g)

d'oﬁ la proposition, dl'aprés ls crltﬂm de Cauchy, vuisque & est
un groupe complet.
2° La condition est nécessaire. bu.pposons en effet (1+u,) multiplisble

dans (" ; il existe alors une partie finie J de o telle gue, pour

toute partie finie H de N ne rencontrant pas J , on ait

* % Vi } -

‘ it )a’sg £ e . Nous ¢ 08 VO1r Que, 8i 0B peutl en concliure gue
neH o A =

i 7 ; = Mg F i

¢ 2 s < {5 > Sl Z t - S {5 4 Z 2y 13 4_,__; 13 <

EgeH unt\ilzu ;, 11 en résulters, dlaprés (2) et (3), que | =5 =
ce. qui démontrera 4la prcpomtwa.

c'est-a-dire b{’s—’i@b)/{‘é ‘279) ’% 2
1

. . < 4 e
et, si bg1/20, %»’%Gm-} X dore b ==
= =) A

s
2 , 2
2

Beste donc & montrer cm?ep choisissar

s
<k
»

convenablement, on a bien
,;ZL Up | £ 1/20 pour toute partie finie H ne rencontrant pas J .
necH 1} . £ . , B

llous ferons 1a‘dém035trati@ﬁ par récurrence sur le nombre dléléments m

de'H . Comme lim u =0 , on M&at supposer gus Jd & &éié choisi de sorte
o i Deee o = = : :

2 4-,,, o e B 4 3 73 P -~ -~ g e
gue, pour IL%J s ;i“"n, L& ; 81 &% i/a?li} ; +&8 proposition esi vraie

pour m=1 . ;ggcsomg la dém )Hulf‘ed pour m <p ; soit H uns partie

de p éléments, ne rencontrani pas J ; on peut ll'éerire H=H' {J'in i .

£ i — i O
: £
oh H' &g p-1 eioments On 8 par hypothése | f’:}d‘ Ugﬁ L £ 1/40 et
4 L Nk

R eﬁ‘é.&

a
_%u g%'é'i’{% . .den@ ? = uﬂgés
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L’euade des—pszmletés dlffereﬁtlellas das ;enctions ﬁrlgpnov
metriques, que nous ;erons au Livre V , nous garmattra de
retrouver le th, 2 naf une sutre vois plus 51mple.‘

Sérzes ot produi ts infiﬂls gde ncqbres 064”1656 Définition 1. bﬁa serze da

nombres cemglexas egt dite aboo*umeﬁt vergente si la'@éria deé’
valeurs sbsoluss ds. s8s termes esh convergente (dans R ).

Dlaprés lé ﬁh.? et la 9wan 9 du 94 du chap.III, on voit que, pour

gu'une série de QG&bru

m

‘ﬁOﬂp lexes soit gcm&auativement convergenty,

il faut et il suffit qa?eile soit gbsolument convergenie. Mais,
d*apres les eyemnleg du chap 1v 7, une série de mombres compléxes
peat étre con ergenas saﬁs-eufe absclument ot

Pour qae la serze de t terme géna al  z =x +ij

faut et il suffit ‘Gvidemment ‘que chacunme des deux séries ds

ééelsv (Kﬁ);at:{Eﬁ}’sﬁitﬂecﬁﬁergﬁﬂza._

'bcflnlt;oJ 2,- Un produit infini défini par la suits (i+u_) de nombres
_ccmplezes %@;asst dit absolu ant convazg@nb si is produit défini par
Z 2 - e
s réels f?+]gn csnve*ve dans R . .

fumd

?Uar ou$t@, pour gue le rrodu;u déf o par la skite i%&gﬁ) de nombres

(S

&

‘ngp;exeﬁ;%ﬁ S0l cgm;&t tivemen& comves gen% éawu <

ITT $

'sﬁffit, d'a pres las tb.ii‘ t 2. et la pr@p % du §4 du enga.”aw qu'

(o)
o
P

solt abSOAQB&Wﬁ ecnvazga t

D*am“e» la prsp,a du‘éfﬁ_, pour que &e ﬁraault (eéu } soi t_c&ﬁ?%fgﬁﬁw

l faut et ;l eufzit que le- Qfosult {‘%

5 s 3 '. e i
QE\ soit QGJJ%X%@Q%»Q&Q&'& .

0

_et que- la série de t@wz f'éréé 1 (4 +un} ~s0it convergente dens U .

_Remarcues,,i} de Urcuu;t (§4+u %‘ peut éire convergent, et .

mém@‘assoi&me@t gnvefoeﬂt dans. g% sans gue le produit

g} ls s Qlt (Qa qué ne peut se Draaulfa g1 tous les ter-

Qi

= &y xv_;. ¢ 2 - \-" 5o
es tiu wnt poS @lfﬁ} -

S




¥ o =
?T}} Soit (zﬂﬁ une suite de nombres complexes telle gue lim 2z =0,

2) Comme on lfa'déjé signalé pour les produits de facteurs >0 ,

1a convergence de la série de terme général u, n'est ni nécessairs

>
J

ot o

hi =
en prenant un=0 si n est psir, uﬂ=v2 si n est impair (voir aussi

exerc._é).

n

ni suffisante pour assurer la convergence du produil de facteur
général (1+un).

%

Exeorcices. 1) Soit (z ) une suite de nombres compleXes z,=x +iy ,

telle que X7 70 quel que soit n . Hontrer que, si l@a_sé:ies

- Z s 2‘ 2 . z °.
définies par les_sultes (z ) et {z ) sont counvergentiss, la série

de terme général 3z, est absolument convergente. Donner un exemple

ok ce résultat tombe en défaut quend on remplace. la condition
x 70 (qui s'écrit sussi ~;ﬂ;/2 Qﬁm{zzn) < -i-:z/"‘} par

)

=(1te)nf2 < ém(zﬁj (i+e)m/2 queique petit guesoit -le nombre.

€ 7’0 (An z étant la mesure en radians de 1'amplitude de z ).
s )

2) Boit (z ) un e suite de nombres complexzes tells que S lz,j=t <.
a0

Montrer gqu'il existe un angle a tel gue, pour tout angle aigu

arbitrairement petit & , la suite partielle tz- ) formée des

B
&
M
[

z, tels que a-e Am(z & ote , s0it telle que 4idT§z

La demi-droite faisant llangle aAavec le demi-axe reel positif

est dite direciion de condensation pour la suiile i@nﬁée,(p@ur'la
5 00?1’ R

démonstration, utiliser la C#ﬂa@lte du groupe %jv}@

et ,zf!znlz +o0 ., 83 la demi-droite dlorigine U passanti par ie

ction de condensation de cetile suite, montirer

z_ ) extraite de {zﬂﬁ'j telle

point €(g¢) est dire

convergente vers + <2 , ot gue




e

v s -

ﬂp(znk:e(f¢)),soit gonvefgente dens R (se ramener au cas ol

9=0 ; si on pose zn-x +iyn=r e(e,) , définir la suite (znk) de
sorte qu'il sxiste une sulta diindices (k ) strlctement croissants

P
—ielle que, pour 'kp“k‘<kgﬁ4 f n, ’ ?/2 ; et gue la somme des

Xng d'indice k tel gue kpﬁfk<iﬁp+ﬁ so0it comprise enire 4 et 2).

T 4) Soit (zé) une suite de nombres csﬁglezes telle que la série de

ne scit pas absolument convergente ; montrer gu'il

terme général z b

n
existe au‘plusvéﬁ angle ¢ tel gue la serie de terme gérefal
OR,(ZE €(-9)) soit'abéalaﬁeﬁt convergente. On suppose en outre gque
la série de terme général z_ soit convergenie ei de somme s ; s'il
ngle ¢ ayant ia p%évriété p:écé dente, l'ensembls des
3@mur s complexes s' tlels qukii existe une gerwataﬁigélg ﬁ§4§f

beile gue la série Qe terme général soit counvergente et ait

: a{n :
pour somme sf est une droite passant par s et perpendiculaire
I : : - ,

e

la droite passant par @ et le p@int @(@} {(utiliser 1'e; xerc. 17

o

du §7 du chap. IV)

e , - = h -
“ 5) Soit (zp} uns guzie de nombres c@mpgezeg telle gque la série de

terme geéndéral z, soit onierg@nfep mais non duwGl nent ccﬁvazgeat@

et qu'il nfexiste aucuﬁ.angle 9 tel qaa la série de terms générsl

nombre coumplexe s' , il existe une pe rmu+aglo& o de ﬁ/ telle que

la 3érle de terme général % () B0t GﬂV@iﬁﬁﬂ e et 2it pour
ity .

sonme st (m@nt;er dlabord que, dans 1@nt dailw;la“ Riz e(=0)) >0,

il existe, ou bien Lrcis directions de condensation au moins
non situées dans un méne deuz plan fermé, ou bien deux directions
ds csndeasatioa opp osees, Qéfinir dans chacun des deux cas la

e - G e o e e e 3 -
ation ¢ voulue, en utilisaent l'exerc.? ci-dessus, et lfexerc.




\)‘Q\
W

-

6) Le produit infini de facteur général (1+i n)

P

g:)l

)

L6)]

ot
L3n)

o

0]

convergent, mais le produit des modules de ses facieurs est

absolument convergent.

Appendice .

Mesure des grandeurs ot caractérisat bions du groupe edcitif R .

Le théoréme fondamental sur les groupes & un paramdire ( 62, th 7))

mcntre en particulier gue tout groupe topologique homéomorphe au group
: ° ° (5 ~ P2 - - - ~ o . - s -~ e
additif [ des nombres réels lul est nécesssirement isomorphe. On vaut

donc pemser gu'il existe une caraciérisation pursment topeclicgiguse
(clest-a-dire ne faisent appsl qu's

-~

non aux pro*'z 16% _és du groupe Q -

a2 e

de R ), de la structure topologique du greoupe R ; effectivement, une

telle caractés tion est possible, mais comme ells exige dlassez

longs développements et est vlus curieuse gulutile, nous ne la deonne-
rons paes dans le texte de cet Lppendice {voir exerc. 3).

Nous allons : mentrer par contre gue la structure de groupe Lo

ordonné de B peul &ire caractérisée par des propriéiés ne
gas,interveﬂir ls’grcupa @2 gui lui 2 donué naissance. Cetite caracis-

risation peut Stre ratiac 1ée & une question plus générale, dont llori-

gine est le p?obLeme fordame ai'l de la mesurs

sczen¢es Xpérin ntales,.gaus une fbrme scLémaii@aa= ce pzébllﬁa esti
le suivaﬁi : les me‘bod&s exp

ménes, per: rettent 4
ménes un engemble E
(a?una certaine espe

dans lequel sont définiss

2° une structure dfora:




satisfaire ces deux structures pour gu'on puisce affirmer gqu'il
existe un igsomorphisme de E sur une partic B! de 1'ensenbie R,
feisant eorrespondre & la loi de composition dans E l’addltlon dans
E’ , et & la structure a'erdre de E la structure d‘erere induite
sur E' par celle de R . Lorsque cela est possible, le nombré réel
de B! aése ig é une grandeur de lfensemble E par cel isomorphisazs,
sera Git sa mesure. ‘
Anordqns le probl éma d’une fagon précise. Hous congidérerons un

ensemble E muni d*une structure dlensemble totelement ordonng, et

(&)
E3
{0
b3
ch

d'une loi de composition associstive, notés multivlicative:
nous suppeserons en culre gue les sxiomes suiventis sont véri

- £ e s 7 =

(GR_) E 2 un plus peti éiéﬂﬁnt 5 gui est éiézent uniié de

1
de copposition f€auirement dit ax = X9 = x qguel que soit. x&E ).

1) ba relation X <y entrainme xz<yz seb ZX <23y , Quel gis

gsoit z¢E .

{Qﬁfli)“Qaels gue soient X>w , ¥z , il existe un entisr n > O
o ,

tel gue ¥y ¢ %2 (ax&ama 9Bzch éd%}o - .
Proposition 1; Si E sat fd,z,.t gux sxiomes (GBr),{CR..) , (CR;y)
‘ E 25 e

il existe uns représen@ation crgisga&@a £ de E dans le groupe sddi-

2 = __%‘/’é 7 : - ;

BUr 1 , Que X > @ entraine x X quel que soit l'entier n >0 ;
> & . 2 z 2 = 3.

dlavtre part, x<y entraine <Xy<y¥y , done X <3y , st on en
f‘."d_ "i‘t Ty A 1T o i1 Xﬁw"z}” 2% a3 it 1lant: ar - O
LCeGul ‘g er recurx e_iyu3 Lwe SEeG Q’ga‘;ea lil.}.g SC1i0 L°'8nuiex 0 S a0
Un nolera enfin gue tout élément z de E est régulier (Alg., chap.I,

: b} » i ‘ ? & 2 o
& ) ; en effet la Wvéd ion Xz=yz entrazn@_secessalzamer X=y ,

seans quol cm surait, ssit X< Y , et alore Xz<vz |, soit ¥ < x




U

§
J =

Soit a un élémentvarbitraire >0 de B . 51 m et n sont deux entiers

positifs tels gue .:-;Ln<}:m (rasp, an>x ), on a aussi, pow tout entier
kn

k 70 e <X xK8 (resp. a}m> km) Considérons aicrs, pour tout =x¢kE ,

9

T
l’ensenole £y des nombres rationnels r-}a/q 20 tels gue a g x ;

4‘\'

a'apres ce gui precedv, cette propmeté de T ne dépend z;n:, de sa

I‘epresenhatlon fractionnaire. A est” majors dans R car si n est

: = : - = - = s . D4
u_n}en_uler tel gue xgan. {gul existe d'aprés (,%z:.,ngwr}} 6t 88 a =~ x
ona Baa¥ donet sladn P aeieh )i hatas St e
) == , done p/ggn ; soit £(x) sa borme supériecure ; nous
allons voir que f est une représentation du type voulu.
S‘ x < r & (”' A o T l Ttalr 42 3 ri":“/ '-';q : 3% '5""55--!?'01:; r;;;::)e’, ":"q
»EE XY 5 O & <& 24 s Cé.é a relaiion g2 £ X snLraine z 7

f(xv,v»f(;«ﬁ-r {y} quels que soient x et y dans E . Remsrguons pour cels
que, si x'<a” , o/n est un mg jorant de A_, car si apg x> , oms
a?ns }:;qniagm , douc pn<gam p/q ggmjzz . Prenons alors arbitrairement
un entier n ;'d’aprec:' (Gﬁill}-’ il existe un entier p tel que

api X% <apM ; et un e_ntier g tel qgu s ¢ ;\52 :ag-zxj‘i ; i1 en résulie que
p/n < £(z) <(p+t1)/n , a/n <£(y) s’-(q;é-‘? }/n . Diautre part, a9 x}lg’yi
< ghtdEe 5 ot s.mg, yﬁ Ega-ﬁqig ; nous sallons voir gu'on peut en
déduire que ap,‘{cg g_(xy}m( gPidte :

itagbord, par recufrﬁn:c Sur m , gue X y<yx ; en effef, on &
m“”é S ’n '(g , ; th'ﬂ ff.’-.""(é m Vs &= ] & ”
X y—x(x - v x Gt )_&;»:g}y <{yx)x '=yx . On voit de mBme guion
S s NN n g nn
a xy°< yox . Hontrons s gulon & x iy < (xy) < lyx)lcy = .
11 suffit de raisonner par récurrence sur n ; on a
n , n-1 n=% . ., ©b-1. 5.9 = n=7 n=4,- - <, Q=i ¢l
xy =x(x 3y <xlyz )y =l=my)x"" 'y < lxpiizy) | = (zy)
= S -4 : 4 o = S
XZl - 13 % g n s ol , =g n"’,! ,,‘h" f = S8 Gt BTN _,.‘:ﬁ:'% -
(7)< (yx) =(yx)lyx) . <Gx)g = #77)- ylxy® bt <
7_,1” 4""45 '§ n"‘; E—q 3 Las ot -n‘,l 5 = R -
< W X)X =¥ X , ce gul démontre la proposition.
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tous les cas
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Corollaire. 8i E satzsfalt aux_sxiomes (bR ), (GR 1) &t (GBTIIa :

la lo; de <o goeztxon dans E est commutative.

Au contralre, on peut donner des exempleo d ensem%l&s E gatis-
falsant & (GBI), (GBII) et (GRIII} mais of 1a loi ds compo-

sition n'est pas commutative (exere. ?}e

Proposition 3. L'axiome &G? *-) est entrainé par les asxicmes {(GR,)

(6Rr;), (GR . ) et

1T
(GBIV 8i x<y , il existe 2 tel gue ¥y = zx .

Bn effet, supposons @<x<y et ez ; il existe t tel gue y=tx .

Supposons par exemple tx<xxt ; alors, dlaprds la démopnstyration de lg

prcn. 1, tn ~<(ty} “ quel qma soit n . Prenocns n tel gue sz gt

ce auz est p0351ble dlgprés {bﬁlil} ioﬁ_a:em effet t>8}) ; il en
-esulge que zxgs;tnz§\§yﬁ 5 0! & (Sﬁglla} . Démonstration analogue
sl ix > =t

On notera gue l‘é;émanﬁ a; u de E & ete pris ;18

représentation £ construiis dap 1a éem@nsbxatl nde la prop.

telle gque f£(a ):ﬁ ;vc’est 1la seule :enreseﬁgatlcﬁ ercissante de £ dans

= - 73 Yy £
) 2 ° & (& QR z -
R ayant cetis proprié ste. EBEn effet, si Pygzxi<;agn’ ; O 8 nécessai-

rement, pour ume représentation croissante g de B dans R , telle gquse
gla)=1 , pg(a}<:c~{y} {p+1)z{a), autrement dit y/g‘g”fA} (ot Jg

ce gui montre que g{x) est la borne supérisure de A, done gue o7 |

La valeur de £(x) est appelée la mssure de la grandeur x , a
est pris comme grandeur unité.
Remargus. Touta partie E' de R. , stable pour 1'addition et
; == = :

contenant U , satisfaitl évidomment

&




s

_groupes. Nous dirons qu'un groupe & (commutatif ou non, noté

2

multlpllcatlvement) est un groupe totalement ordonne 8'il est muni

d'une structure d'ensemble totalement ordonné telle que llaxiome (GR
80it satisfait. 5i  désigne 1'élément unité de 6 , 1'ensemble E des
éléments y @ de € satisfait Svidemment & (GRy) et (GR; ) ; il satis-

_-fg;l_i aussi & (GH ;) , car si. @<x<¢y , on a, d’ap?’es {Gﬁ-z) -

= -4 =9 = - -
® = XX 1<;yx donc t=yz €E , et y=tx . Nous dirons gue G est un

T2

giaupe archimédien si E satisfait en outre & (GBill) ; bour

I

a >0

zl exisle zlors une représentsiion c¢roissante biunivogue et une ssule,
; telle gue £{a)=1 . On prolongs f en une représen-

e : : = =1 o
.lation ceroissante de G dans R en posant Hx)=-(z" ') pour x <o .
=7 . > . 25 B - = 3

A Gl N oar A Bl
“Hx)=f{y)-£lxy) , £(xy)=£( < y
~i_=1 -1 ¢ 1 i ~
2y =@ gdonce lxy ) =y 20 ofllzy): =f(y )ir Pzl

£ est une représent dvéeg de & dans R . Aimpsi :

2 |

Provosition «. Pour gu'un groupe i@aa$6'eat ordonné

G2

soit isomorphe

-
e

fude

suffit gu'f

0
@
o
Pt
Broned

(]

s S i = 32 = 41 Paaat
.o sous-gyonpe du grovpe additif R , il faul

5

_Nous allons en déduire wvne aaraetér1§§lga du groupe R lui-méms :

Proposition 5. FPour gulun groupe totaziement ordonnd G soit ismorphe

24 g?@uua additif R , il faut et il suffit gu'il ne soit pas giserst,

oo = s e e " oz
8t gue toute sulite croissante majorde dans ¢ admstie Une borna 8UD ;

Tieure.




c.h'\j.g

Jontrons d'abord gue la seconde de ces conditions entralne gue & est

!

archlmedlen.}Suppascns en effgt gque, pour un X »e , il QXl$u3~y tel que
2< {7y quel que soit m ; la suite croissante (& ), étant majé?ée, aurait

une borne supérisure s ; comme X >e , il ex;steralt n tel que

ax ~< x> €a , d'ot a <§z ; conirairsment & la Q@f;ﬁiClon de a , diod
ia propos;téon. On peut dene Qupboser d'aprés la pro -4, que G est
un sous-groupe de R (noté désormais add ement) . La seconde condi-

tion de l'énoncé entrains que.&»est fermé ; en effet, soit a2 un p@i

adhérent & G ; il existe, soit une sulile croissante, soit une suitfe

décroissante ds poinis de & ayan nt pour limite a ; dans le premier cas
. 5 & s : F

a €G iape ie S@v@ﬁ o eidx est une suite décroissenie tendant ve eT's

e

8, cz ) est une suits croissanie tendani vers -a, donc -a€6 et par
sLlfg .8,65:,,3030 G;ast? ocu bien identigus é R , ou bien éa_;a forme
aZ ; mais le second de ces ceux cas est exclu par l'hypothése que G
est non discret, d'oh 1la pra;aéitisﬁ.

Exercicss. 1) Soi

b
G2
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O
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i3
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at
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bely
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e
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o
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(voir p. ex. chap. IV, 91, exerc. 3 et 4}a On considére,

&
produit A % G , 1'ensemble E formé du couple (0,e) (s unité

71, et X parcourt 5 . On prend comze loi de composition dans G ,
{n,x){n?,x! )=(ntn’ ,xx'), et on ordonne E lexzcog*apﬂlquem nt
((n,z)<(n',x') Bi n<n® ou si n=n' ot X< xl) %@ﬁtr@r que

“1lensembie B muni de ces deux struciures satzszsit aux ax1omes
» ) . } ;

e TS %
{ ‘Bl}g éifﬁTl} et ‘:GBII'}'}
%&2) S50it G un groupe totzlement ordonné aysnt plus d'un élément ;
» Quand on munit G de la topologis %gail} 23“3p°zﬂ_%?gex;;g 3)

G est connexe, G est isomo wha au groupe additif R (voir chsp. X

)

o

¢ 2, exerc.




= 650 -

. ﬁT}) Un groupe topologicue G est isomoiphe & R s'il est connexe et

si_le complémenisire de 1'6lément imité e dans G est non ggz_x;iexé'.
On montrera successivement que :

a) Si A ést une composante connexe da G%:-: g&tsj ) 1t adhérence
de A dans G  est Auzej, ‘

b) Si 4 et B sont deux composanties conngxes ds &% ; XEA , yeB |
1l'ensemble ’gx} 3 (?3)&){&3)&2;«} est connexe ; en conclure gue

G & _ : e =4
B=A , et gque G exsclement deux composantes connexes A et A° =
1

a
¢) Lz relation JX ¢ A ost une relation d'ordre faisant de G

- . -
sur G (montrer gue A est cuvert dans z )

bs = : e = = o
2° 11 sziste un eictent ayw de E ot si on poss ¥ =ie,al une
z Faee : = = = A 4

VAV dens E telle gue - wx=xev=x quol

&
(e
L)

et

"?.-Jo

o

o

P e
P g.»ia

o]

i
o

N
w
N

B

¥

)
,C\.;
&

que soil XEV , et (xy)z = x(yz) lorsque les deux membres sont

Xz ¥z et 2x <zy -

4° four tout et gue }"g(K
==

5Y 4uels que Wwgy , i'en-

semble des enti £ ost find
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Montrer qul'il existe une epplication croissante £ de V dans
ltintervalle [0,1) de E telle guse, pour tout coupls %,¥ G?'éléments
de V tels que xyéV , Pixy)=f(x)+f(y) , et que f(a)=1 {On éta-
blira d'abord gu'il existe une suite (sn)d’éléments de V telle que
eigsnc 4 3 on prouvera qu'il n'existe aucun éiément b tel que
0<b <s, quel que soit n ; on désignera par pn(x) , pour tout

b

zeV , le plus grand em;ier p tel que an§x . @n montrera gue

lin ( J=to° , gue lim Py ( x)/p.(a) existe et gue si on désigne
s 2.’ < 8 )
n—>ge n e 2
cette limite par £(x) , £ satisfail aux conditions de 1!'énoncé
5) Donner un sxem mple diensemble E satisfaisan

1l'exerec. 4, mais ot 1'application £ ne soit pas biunivogus. Monirver

,ée 5i e s;.z.gyga , i1 oexiste 1€V tel que y=tx .
. o 2 . - »©
6) Soit E un ensemble ordonné satxsz"amazu aux conditions o

30 49 ot 69 des exerc. 4 et b , et tel en outre que toute suite
croissante majorée d?é}_ém@m de v olt une borne supérieurs.
dontrer gue E satisfait & la condit @@zz 59 , €t que 1'application F

est une a?}i.l@czlmﬁ"* g‘i:riefaar:}ent cmma&mqe de v sur [@ .
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7)6@:‘;*&. G un groupe topelogigue possédant

¥

il existe trois vois iaage auvertsg synétrigues et gounexes UV W
©

de ;?unité e de G , tels que %’éc.‘; U

L ORE . m@?ﬂui‘ - gue G est

.,.3
2’3
&
139
Yot
Q»S
Q)
Lo
o
(0]
w
i
L)
b
£
o)
()
Q
]
¥
m"
Lo
m
()
Q_wl o
<t
)
O
b
€
(@)
5

haisonner comme dans llexerc. 5, en

5\.-»'\- :

définissant sur W une stiructure d'engemble to talement czi@n@é,
telle gue fg (W) soit moins fin e que ls topologie induite sur W
par celle ci@ G , et gu'on puisse appliquer & llensemble B des

éléments e de W 1les exerc. 4 et 6 ).




