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GROUPES TOPOLOGICUES

(Théorie élémentaire).
¢ 1. Topologies de groupes.

Dens tout ce chapitre, on utilisera la notation x.y , ou
simplement xy , pour désigner le composé dfun élément x et dlun
2z z 3 “’1 (5 3
élément y dans un groupe ; on unotera x 1l'inverse de x.

Définition 1. On dit gu'une topologie sur un ensemble E est

conpatible avec une struciure de groupe sur E | si elle satisfait

aux deux conditions suivantes

(6T;). L'application (x,y) —>xy de ExE sur E est continue.

{GTII). L'spplication x->x") de B sur B (gymétrie du groupe E)

egst continue,

Une structure de groupe et une topologic compatible avec cette

structure définigsent sur E une structure de groupe topologigue ;

E , muni de cette structure, est appelé groupe topologiguse.

Exemple. La topologie discrdte est compatible avec
toute structure de groupe sur E ; un groupe topologique

dont lg topologie est discréie est appelé groupe discret.

Les axiomes (GTZ) et (GTIIJ sont égquivalents au suivant :

(62'). L'application (x,y)—sxy de ExE sur B est continue.
En effet, (GT;) et (GTII} entrainent é&videmment (GT!). Réecipro-

quenment, en désignant par e l'élément unité du groups, ou voit
- ~1 ~1 : :
dtaprés (GT'), que x—>e6x =X est continue, puisque

(19Y)-%ﬂx.(y°1)"1 = Xy est continue ; autrement éit, (GT!)

entraine (GTI} et_(GTII).
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o
: Comme x->x ' est une permutation de E , identique & son
application réciprogue, on voit dlaprds (GTII).que clest un
homéomorphisme de E sur lui-méme. |

De m8me, si a est un élément quelconque de E , la transiation

-

g _gauche x-—ax ot la translation & droite x — xa sont

continues, d'aprés (GTI), et comme 1l'application réciproque de
x—>ax est x—a ' .x , ce sont des homéomorphismes de B -
lui-ménme.

Enfin, si a et b sont deux éléments quelconques de B , liappli-

cation x —> axb est encore un homéomorphisme ds E sur lui-méme.

17

o particulier, x —s axa | est un homéomorphisme do E sur 3.
Ces propriétés montrent que, s8i A est un ensemble ouvert
(resp. fermé) dans E ; et % un point qﬁelconque de E , les ensem-
bles A=1, x.4 et A.x sont ouverts (resp. fermés) dans E . On en
déduit que, si A est ouvert et B quelconque, les ensembles A.B et

B.A sont ouverts, comme réunions d'ensembles ouverts.

Par contre, A.B n'est pas nécessairement fermé lorsqus A
i>*ii est fermé, méme si B est aussi ferms. |
Voisinagge d'un point dans Soit ES le filtre des voisinages de l'unité e
un _groupe topologigue. dans un groupe topologique E , et a un point

quelconque de B ; puisque X —> ax et x —> xXa sont des homéomor-
phismes, le filtre des voisinages de a est identique & la famille
des ensembles a.V , o& V parcourt ‘XE ; 8L aussi 4 la famille des

ensembles V.a . On connait donc le filtre des voisinages d'un

-

= point quelconque d'un groupe topologique guand on connait le Filtre
Q & £1q

des voisinages de l'unitsé.
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1 st un homéomorphismne comservant e , on voit

Comme X-—>axa
que ):S posséde la propriété suivante :
(GVI). Quels gque scient acE et V € ﬁ - a,.,V.:a."1 appartient & '):S

En outre, en exprimant gue xy et x~1 sont continues pour x =y = 8 ,

on a les propriétés :
(GV;;). Quel gue soit U € IS, il existe V € IS tel que V.VC U .
(6Vyg7). Quel que soit Ue€ ﬁ., U'16 'B :

Ces deux propriétés sont d'ailleurs équivalentes & la suivante :

Quel gue soit Ue [, 1l existe V€ I3 tel que V.V' ¢ .

Enfin, | sstisfait évidemment & la condition :

(GVIV)' Toult ensemble de 'ﬁ contient e .
Ces quatre propriétés du filtre IS sont caractéristiques. De
fagon précise :

Proposition 1. Soit & un groupe, et nﬁ un filtre sur B gsatisfaisant

aux axiomes (GV;), (GVyy), (GVi;;) et (GV;y). Quel gue soit a¢E,

la famille des essembles a.V , oh V parcourt 1§ , est identique & la

famille des engembles V.a , ¢t constitue le filtre des voisinages de g

dans une topologis compatible avec la structure de groupe de E .

Il est immédiat que la famille IS (2} des enseanbles a.V est un
filtre ; comme, d'aprés (GV}), aVa. -8 apnartient a 33 , On a
a.V = U.a donc ’B (2) est identique & la fanille des ensembles V.s .

ﬁ (2) satisfait & 1l'axiome (V;;;) d'aprés (GVIV) ; pour Voir que
clest le filtre des voisinages de a dans une topologie sur & , il
faut aontrer qutil satisfait a (VI.V)' Soit donc V un engemble quelcon-
que de XS , et W un ensemble de ,3:‘) tel que W.W V ; guel que soit
i‘e a.W , ona x.Wea.W.W &8.V , autrement dit a.V appartient a |

TS5 (x) , ce qui établit (V).




Reste & voir que la topologie ainsi définie satisfait a (GT!).
Soient a,b deux points guelconques de E , et (ab™').V un voisinage
guelconque de ab“1 =31 suffit de montrer qu'il oxiste W € IS tel
que x€a.W et ye€b.W eontrainent xy-16 (ab-1).,V. Or, prenons
U= b-1.V.b , et W tel que W CU; ona xy'1e, a.W. W

a;a..U.,b'1

On peut donc former une topologie compatible avec une siructure
de groupe sur E en se donnant un filtre satisfaisant aux axiomes

(6vy), (6Vy;), (6V

1T

pour une base de filtre sont les suivantes :

a 8
(GV' ). GQuels gue soient 2€E et UE B il existeve B
tel que- a,V.aq c U :

., 3’5 : ; v

(GV'I'I). Quel gue soit U € , i1 existe V€ j}) tel gque V.V U.
(GV{II). Quel gue soit U@% , i1 existe WE TS tel gue wlc o .
(GV'IVL Tout ensemble de % contient e .

= ab°1.V , Aol la proposition.

‘ possédant les propriétés suivantes :

satisfait aux axiomes (GV{), (G‘V'n), (GV"HI) et (GV'IV),

N\

= A

1 . -1
b

) et (GVIV) ; les conditions correspondantes

Bxemple. Définition d'une topologie de groups par un

ensemble de sous-groupes. Groupe additif p-sdique.

Soit G un groupe, et 53“ un ensenble de sous-groupe de G,
a) l'intersection de deux groupes de Cg‘ appartient & %ﬁ 2
b) quels que soient X €G et Héﬁ L, on.a x.H.x"'e § -

%’ est une base de filtre, et il est immédiat qu'elle

car si H est un sous-groupe, on & H.H = i 1= H. 11 existe
donc une topologie sur G compatible avec la structure de
groupe de G , ot dans laquelle ‘5 est un systéme fondamental

de voisinages de l'unité.
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Considérons en particulier le groupe additif (2 des
rationnels. Soit p un nombre premier # 1, et H, 1tensemble
des rationnels qui, mis sous forme de fraction irréductible,
ont leurs numérateurs divisibles par 7> (n entier > 0) ;
il est immédiat que Hn est un sous-groupe de {2 , et sim
ot n sont deux entiers tels que m<n ,ona H CH ;
l'ensemble '5; des sous-groupes H, (n=1,2,...) satisfait
donc aux conditions a) et b). Le groupe topologigue

obtenu en munissant g} de la topologie ds groupe définie

par 2} est appelé groupe 2dditif des rationnels p-adigues.

Remarque. Lorsque E est un groupe sbélien, on 2z = .
pour toute partie A et tout élément x de E ; la condition
(GVI) (reep. (GVi)) est automatiguement vérifiée pour tout
filtre (resp. base de filtre) sur E. Au coniraire, en .
général, si E nfest pas abélien, (GV;) n'est pas une

conséquence de (6V;1), (Gvill) et (GVIV) (voir exerc. 3).
4

-

Tout voisinage de e identique & son image par la symétrie X—>X
est dit symétrigue ; un voisinage de la forme v.v ! est évidenment
symétrique. D'aprés (GViI) et (GVTII)’ les voisinages symétrigues
forment un systéme FPondamentel de voisinapes de e. De méme, d'aprés
(GVII) et (GV

111
voisinages de e , les enseunbles V2 (n entier fixe strictement positif

), lorsque V parcourt un systéme fondamental de

ou stirictement négatif) forment encore un systéme fondamental de

voisinages.

de groupes. Soit E un espace topologique. On dit qu'on définit sur B

1° un point e€E ;

une structure de noyau de groupe si on se donne :
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2° un voisinage V_ de e ; 3° une application (x,y)—>x.y de V XV,
dans BE ; 4° une application x—x | de V, dans E , de sorte que
les conditions suivantes soient remplies :

(EG,) Pour tout =xe¢V e.X = X.¢ = X ; lorsque xox ] et x°1ox
E Pl R A 4 -5 4 o ? ?

sont définis, on a xl=x'x=6 ona (xy)z=x(y2)

chague fois gue les deux membres sont définis.

(HGII) Les fonctiongs x.y et =1 gont continues (dans V AV, et

dans V respectivement).
Soit G un groupe topologique, V un voisinage de l'unité e ds G ,
W un voisinage de e tel que W.WC V et W°1C;,V : 1a reatriction de
la fonction x.y &8 WXW , et la restriction de 1 aw , définissent
sur V une structure de noyau de groupe, qu'on diit obtenus par
restriction & W de la structure de groupe topologique de G .
Si B est un noyau de groupe, il résulﬁe de (HGII) que
l1'ensemble jig des voisinages de e contenus dans V,
satisfait a (GV!

Ix
trouver un voisinage Vn de o tel gque le composs de n

) et (GVi;;) ; on peut donc teujours

points de Vn ou de leurs inverses soit défini, guel quse
soit llentier n . Par suite, l'ensemble des voisinages
de e contenug dans V3 satisfait & (GV%), 8i ony

restreint a & ne prendre que des valeurs danms V3c

Isomorphismes. Conformément aux définitions générales (Ens.(rés.)9§§3)?

un isomorphisme f d'un groupe topologigue G sur un groupe topologique
G' est une application biunivogue de G sur G' qui est & la fois un
isomorphisme de la structure de groupe de G sur celle de G!' , et un
homéornorphisme de G sur G'. Autrement dit, une epplication T de G

anr 6' st un iscmorphisme si




elle est biuvnivoque ;
2° elle est bicontinue ;

39 guels que soient les points x,y, de G , f(xy) = £(x)£(y).

Par exemple, si a est un point quelcongue de G , l'autonorphigme
L -1 : : :
intérieur Xx —> aXa est un isomorphisme de G sur lui-méme.

Soient de méme E,E' deux noyaux de groupes. Une application T

de E sur B' est un isomorphisme de la structure de noyau de groupe

de E sur celle de E' si f est un homéomorphisme de L sur B' , et

si en outre, en désignant par g l'application réciprogque de

=

, on
a flxy)=t(z)e(y) et g{x'y')=g(x')g(y') chaque fois que les
expressions figurant dans ces relations sont définies.

Si en particulier E et E' sont des noysux de groupes obtenus

par restriction de deux groupes topologiques G,G' , on dit que G

et G' sont localement isomorphes lorsqu'il existe un isomorphisme

de B sur B'.
Exercices. 1) Dans un groupe topologique fini G , les voisi-
nages de l'unité sont tous les ensembles contenant un sous-
groupe invariant N de G ; réciproque.
2) Soit Eﬁ un filtre sur un groupe E , satisfaisant aux
conditions (GVII), (Gvill
parcourt Q; , les enseubles V.x (resp. x.V) forment un

) et (GVIV) ; montrer que lorsque V

systéme fondamental de voisinages de x dans une topologie
dite topologie gauche (resp. topologie droite) sur E .
Pour gue ces deux topologies soient identiques, il faut et

il suffit que G vérifie (&V;).




Soit Eg (resp. Ed) l'espace obtenu en munissant E de la topo- |
logie gauche (resp. droite) définie par QFL dontrer que,
pour tout a€E , x —>xa (resp.x —>ax) est une application
continue de Eg sur Eg (resp. de Ed sur Ed). Pour que Eg et By
soient identiques il faut et il suffit que, pour tout s €E ,
X—>ax soit une application continue de Eg sur Eg :

La symétrie x—-x"" ost un homéomorphisme de Eg sur B;. Pour
pue Eg et Ed soient identiques, il faut et il suffit que

e

x—=>x"1 s0it une application continus de Eg sur Eg
3) Sur un groupe fini non gbélien, définir un filtre satis-
faisant & (GVi;), (6V ;1) et (GVyy), mais non & (GV_ ).

4) Soit n un entier >0 , et G, 1'enseable des rationnels
qui, mis sous forme irréductible, on@ leurs nupérateurs divi-
sibles par n ; montrer queth-est un sous-groupe de ﬁz : Pour
gue les scus-gzgpagroupes Gh correépondant aux entiers n d'une
partie P de ﬁf forment une famille satisfaisant & la condition
a), il faut et il suffit que le p.p.c.m. de deux entiers de P
appartienne 6 P . P ot P! &tant deux ensembles d'entiers >0
satisfaisant & cettle condition; dans quel cas les topologies
qu'ils définissent sur (2 sont-elles identiqgues ?

5) Soit J?r—une famille de topologies compatibles avec

la structure de grouge d'un groupe E ; montrer que la topo-
logie borne supérieure des tOpologiés de ézvtdans l'ensemble
ordonné des topologies sur E) est encore compatible avec

la structure de groupe de E .




§2. Structures uniformes de groupes.

Structures uniformes droite et gauche Dans un groupe topologigue E , on

sur un groupe topologigue. apercoit la possibilité de définir une
notion de "points assez voisins®", et par suite une structure uniforme,
en opérant de la manildre suivante : x et y étant deux points de E ,
on effectuera sur ces deux points la m&me translation, ramenant l'un
d'eux, par exemple x , & 1l'élément unité e ; la "proximité" de xet y
sera alors évaluée, en gquelgue sorte, par le voisinage V de e dauns

lequel sera ramené y. Cette translation, qui revient a cdmposer x°1

avec x et y respectivement, peut d'ailleurs se faire & droite ou

& gauche ; nous allons muontrer que, dans les deux cas, on obtient

bien znisi une structure uniforme sur E compatible avec la topologie

donnée.

Prenons d?abord le cas o4 la translation se fail 4 droite ; 8
tout volsinage Vde & , on faitl correspondre l'easesntle V' des
couples {x,y)eE xE tels que )r);"1é,‘\f . Boit 61'15. famille des
ensembles V' lorsque V parcourt le filtre /IS des voisinages de e ;
montrons que @/ est un systéme fondamental d'entourages. Toutl

d'abord, d'aprés.(GVIv), A c V' quel que soit V € )3 , domne 6/

est gne base de Ffiltre et vérifie (Ui) ; comme les relations

‘6V'1 sont équivalentes, on voit, d'aprés (G'VIII)

yx"1 Q_’V ot xy
que R0 appartient a @’ , dfol (UI}_I) ; enfin, les relations
_z_x"1eV et yz"lev entrainent yx'1 ev.V , et (GVI.I) montre
gue @/ satisfait & (U:'[II).

Lg structure uniforme 'définie par @/ est compatible avec la
topologie de E', car les relations ye.V'(x)_et y EV.x sont équi-

valentes par définition, autrement dit Vi(x) = V.x .




7 On raisonne de manidre analogue lorsque la translation se fait
auche, et on peut donc poser la définition suivante :

&
Définition 1. On appelle structure uniforme droite (resp. gauche)

sur un groupe topologigue E la structure dont un systéme fondamental

d'entourages est obtenu en faisant correspondre & tout voisinage V

de 1'élément unité e , l'ensemble V' (resp. V") des couples (x,y)

tels que yx°1 € V (resp. x'1y EV).
Hemargues. 1) I1 est clair que, lorsque V parcourt un
systéne fondamental de voisingges de e , les enseumbles V!
(resp. V") correspondants forment encore un systeme fonda-
’mental d'entourages de la structure uniforme droite (resp.
gauche). ,

2) V! nlest autre~que 1timage réciprogue de V par
1'application (:c,y)-—:»:yx”1 de K xE sur B ; si on désigne par
¢ cette application, et si on pose A! =”%(A) pour tout
ensemble A C E , on remarquera qu'a la composition de par-
ties de E par l'extension de la loi de composition de ce
groupe, correspond la composition des parties de EXE ,
su sens de la théorie des correspondances (Ensembles (rés. ),

$ 3) ; autrement dit, si C = A.B , on a C' = A'eB! , et
réciproguement; de méme, 8i D = Al sona D = Al
8i Y est de aze l'application (x,y)—4>-% y ona
Vo = ﬂ}(V) ; on a cetie fois, avec des notations analogues,
Cv Sbnas aioER. otk cvnew
A tout proposition sur la topologie d'un espace uniforme corres-

pond une proposition sur la topologie d'un groupe, la traduction.

se faisant & l'aide de la définition 1 et des formules V'(x)=V.x ,




e

% Vi(a)=V.A , V"(x)=x.V , V"(A)=A.V qui en découlent imnédiatement.

Par exemple, on a, pour toute partie ACE ,

A=@V.A=V6(EA.V m

Op a m&ue, plus généralement, & = VélljveA;V. En effet,
soit a¢'§ ; il existe un V€ H tel que (a.V)N A = 4.
Prenons U € E tel que U.UCV , puis Weg % , symétrique
et tel que W.a c a.U et W C U ; on sura W.a.Wca.U.Uca.V,
donc (W.a.W)M A = gﬁ , et par suite aussi aéW.A.w ;

d'oh la proposition.

De m8me, on a la proposition suivante (voir ch.II, § 2. prop ) .-

Proposition 1. Pour gue la topologie d'un groupe soit séparée, il

faut et il suffit que l'intersection des voisinages de e se réduise

gu seul point e ; en outre, tout groupe séparé est régulier.

La structure uniforme droite et la structure uniforme gauche

sur un groupe topologique sont en général distinctes (voir exerc.3).
Elles sont évidemment confondues si le groupe est gbélien, car.
alors V'=V" ; elles sont aussi confondues si le groupe est

compact (ch.II, 94, th.1).

Proposition 2. Lorsque les structures uniformes droite et gauche

sont identigues, l'application (x,y) — xyai de ExE pgur E est

uniformément continue.
. 11 fsut montrer qu'a tout voisinage U de e on peut en faire
correspondre deux autres V,W tels que les relations xx e v -

y"ﬂyeW . entralnent (?C'y"i)(xyd)-1 €U , clest-a-dire

1

x'yﬂ'1yx° €U , ou encore (x?x’i)(xy'°iyx’1) € U . Prenons V tel

qgue V.V U ; d'autre part, les structures uniformes droite et

gauche étant identiques, il existe un voisinage W tel que W' V! ,




Lo

1 1

autrement dit x™ 'z¢ W entrafne zx '¢gV : cela signifie gue, pour

tout x , zex.W entraine z2€V.x , ou encore que x.WC V.x quel gue

1 1

soit x ; si y'“1ye:W , on aura donc xy' ‘yx~ exow.x'1c Voxx 1oy -

d*oh la proposition d'aprés le choix de V .
Cette proposition est inexacte lorsque les structures droite
el gauche sont distinctes, et qu'on munit E de l'une d'elles.
Désignons par E

g
E de sa structure uniforme gauche (resp. droite). On a la proposi-

(resp. Ed) 1'espace uniforme obtenu en munissant

tion suivante :

Propogition 3. Soit a un point guelconque de & : les translations

X—>»8X , X—>Za , considérées comme applications de Eg sar B
<

ou de Ed gur E; , sont uniformément continues.

& ' =1 -4
En effet, la condition =x 1yw£V entraine (ax) 1(ay):x yeV ;

1

d'autre part, si U = a.V.a™" , la relation z°1yé£U entraine

(xa)°1(ya)=a°1x'1yaeaa°1,an = V . Démonstrations analogues pour Ed.

Proposition 4. La syméirie x — 1 est un isomorphisme de_.1lfespace

uniforme Eg sur l'espace uniforme Ed S

En effet, l'extension de cette symétrie & E xE transforme V!

-4 -1
en V' gt V! en V!,

Structure uniforme bilatére. Définition 2. On appelle structure uniforme

bilatére sur un groupe topolegique E , la borne supérieure de lsa

structure uniforme droite et de la struciurs uniforme gauche de

ce_ groupe.

Cette structure s un systdme fondamental d'entourages formé
des ensembles V! M\ V" , ok V parcourt le filtre des voisinages

3 de e ; il est clair qu'elle est compatible avec la topologis de E.
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On désignera par 1l'espace uniforme obtenu en munissant E de
gn

sa structure uniforme bilatére. Lorsque les structures uniformes
droite et gauche sont confondues, la structure uniforme bilatére

leur est identique.

1

Proposition 5. La synétrie x—x ° est un isomorphisme de 1'espace

uniforme Eb sur lui-nméne.

C'est une conséquence immédiate de la proposition 4.
Exercices. 1) La définition des structures uniformes droite
et gauche sur un groupe topologique E n'utilise que les
propriétés (GVII)’ (GVIII) et (GVIV) du filtre ES‘ - .51 on
Suppose que ce filtre ne satisfait pas a (GVI), montrer que
les structures uniformes droite el gauche sont respectivenent
compatibles avec les ﬁopologies droite et gzuche définies
& 1l'exerc. 2 du %1 :
2), Soit E uvn groupe topologique, A un ensemble ferms,
B un ensemble compact dans E. iontrer que A.B et B.A sont
fernés dans E {(on pourra remarquer que si Xx ¢:A,B , OO0 8
(A-i.x)fTZB = ¢ , et appligquer la prop.2 du % 4 du ch.Il).

3) Si A et B sont deux ensembtles relativement compacts
déns un groupe.topologiqus géparé E , A.B est relativement
compact dans E <

4) dontrer que chacune des conditions suivantes est
nécessaire et suffisante pour que les structures uniformes
droite et gauche sur un groupe topologique E soient identiques:
a) Quel que soit le voisinage V de e , il existe un voisinage-

A
3 254 G
W de e tel que, pour tout x€E , on ait x.W.x C V.




ATy
b) La syméirie x— 1 est une application uniformément
i E % A e
continue de Eg sur Eg {ou de q Sur Ld)
c) L'application (x,y)~—> xy est une application uniformément
continue de Eg;<Eg sur hg (ou de Edgcha sur bd).
5) On considére le groupe multiplicatif G des matrices
(‘1 t’) & coefficients rationnels et & déterminants non nuls.
e a
A chaque entier n >0 , on fait correspondre l'ensemble Vh
des matrices telles que }a=1%<;1jn ; Eb% <:1/n 5 %c%<§ 1/n 5
§d=1%<<'1/n - La famille des ensembles V., constitlue un syatéme
fondamental de voisinages de 1'unité dans une topologie
compatible avec la structure de groupe de G . dontrer que
les structures uniformes droite et gauche sur le groupe

topologique ainsi défini, sont distinctes.
§ 3. Sous-groupes, groupes guotients,
homomorphigmes, groupes produitis.

Soug-groupes. Soit G un groupe topologique, H un sous-groupe de G. Il est

clair que la topologie induite sur H par celle de G est compatible
avec la structure de groupe de H ; la structure de groupe topologique
ainsi définie sur H est dite induite par celle de G . Les structures
uniformes induites sur H par les structures droite, gauche ou
bilatére, de G , sont respectivement les structures uniformes
droite, gauche, bilatére de H .
Par exemﬁ%, la structure uniforme induite sur le groupejyv
des entiers par la structure uniforme du groupe acditif des
rationnels p-adiques,; est identique & la structure uniforme

p-adique gue nous avions définie au ch. II, 9 1.
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Proposition 1. L'adhérence d'un sous-groupe H d'un groupe topolo-

gigque G est un sous-groupe de G. Si H est un sous-groupe invariant,

H est aussi un sous-groupe invariant.
En effet, 8i 2 et b sont adhérents & H , ab~! est adnérent & H -

puisgue (x,y) — xy’1 est continue dans G X G , et transforme HxH
en H (ch.I, 94,prop.1). De la m8me maniére, on voit que si H est
invariant, il en est de méme de 1.

Proposition 2. Tout sous-groupe ouvert est aussi fermé.

En effet, si H est un sous-groupe ouvert, %Ei , réunion de clagses

& droite x.H , qui sont des emnsembles ouverts,; est ouveri, done H
est fermé. .

Soit V¥ un voisinage quelconque de 1l'unité dans G ; le sous-groupe
U engendré par V est ouvert, car Yy - U= D!'gpres ls prop.2 ,
ce sous-groupe est aussi fermé. On en conclut que :

Proposition 3. Tout groupe connexe est engendré par un voisinsge

guelcongue de l'unité.

La réciproque de cette proposition est inexacte, comme

nous le verrons au ch.IV en étudiant les groupes ordonnés.

-

Groupes quotients. Soit H un sous=gfoupe invariant d'un groupe topologique G ;

on sait (Algébre, ch.I, 9 ) que les classes d'équivalence suivant
-1 &
les relations x yeH et yx l6 H sont identiques, st que l'ensen-

ble quotient de G par lfune ou l'auire de ces relations d'équivalence

N T3

est un groupe, la loi de composition de deux classes X = x.H et

S

T ~ 2 =2 2 2 omit’ e - P
y = y.H , étant 34Ffinis par X.¥ = x.y.H ; cé groupe est appelé

[6)

groupe guotient de & par H , ot noté G/E .




— 16 =

Considérons sur G/H la topologie gquotient de celle de G par la

1611; elle est compatible avec la structure de groupe

1

relation yx~

de G/H . En effet, pour voir que (X,3)— X.7 ! est continue, il

suffit (ch.I, § 9, th.1) de montrer que (x,y)——af§.§'1 est une
application continue de Gx G sur G/H s mois, commé '§.§§1 est la
classe d'équivalence de x.y°1 , cette application est conposée de
1'application canonique de G sur G/ﬁ et de l'application (x,y) — xy'q,
dtoh 1la proposition.

Lorsque nous parlerons désormais d'un groupe quotient G/H comme
d'un groupe topologique, il faudra toujours entendre, sauf mention
expresse du contraire, que sa topologie est la topologie quotient
précédente.

L'inage canonique d'un ensemble ouvert quelcongue A de G est un
ensenble_ouvert dans G/H ; car, en saturant A pour la relation
d'équivalencs yx’1eii, on obtient 1l'ensemble A.H , qui est ouvert.

I1 en résulte que, lorsque V parcourt le filtre des voisinages de
e dans G (ou un systéme fondamental de voisinages), les ensembles v
(image cauonique de V) forment un sysidme fondamental de voisinages
de l'unité dams G/ﬁ . Par suite, la structure uniforme gauche
(resp. droite, bilatére) de G/H est 1'image par l'application canonignue
de G sur G/H » de la structure vniforme gauche (resp. droite; bilatére)
de G.

Cela montre aussi que l'application canonigue de G sur G{H est

uniformément continue quand on munit G et G/H des structures uniformes

de méme nom.

Proposition 4. DPour gu'un groupe quotient G/H soit sépard, il faut

et il suffit que H soit fermé.




En effet, cette condition est éguivalente au fzit que l'ensenble
réduit & 1l'unité e! de G/H est fermé dans G/H » @'ol la proposition
( g2, prop.1).

Considérons un groupe topologicue non séparé G , et soit N
lt'adhérence de 1l'unité e de G ; N est un sous-groupe invariant
fermé d'aprés la prop.1 . D'aprés lz prop. 4, G/N est géparé ;
on dit gue c'est le groupe séparé associé a G .

Lorsqu'on munit G et G/N de leurs structures uniformes de méae
nom, G/N n'est autre gque l'espace uniforme séparé sssocié &

l'egpace uniforme G.

Beprésentations et homomorphismes. Soient G et G' deux groupes ; rappelons

gue nous svons donné le nom de représentation de & dapns G' & toute

application £ de G dans G' telle que f(xy) = £{x)f(y) aquels que
soient x et y dans G. (Algdbre, chol,é ). Comme £{G) est un sous-
groupe de @', on peut se bornsr & ebnsidérer des représentations
d'un groupe G gur un groupe G'. La déccmbosition canonigus
(Ens.(rés. ), 9 5) de f montre alors qu'elle est composée dfune
représentation biuniVque(c'est-éedire d'un isouorphisme de struc-
ture de groupe) d'un groupe Quotient G/H de G sur 6' , et de
l'application canonique de G sur G/H (H étant 1'imsge réciproque
par f de 1l'unité o' de G').

Supposons nmaintenant que G et G' soient des groupes topologigues.

Proposition 9. Pour gu'une représentation £ de G sur G' soit

continue dansg G , il faut et il suffit qulelle swit continune

au point ¢ (unité de G). klle est slors uniformément continue,

lorsqu'on munit G et G' des structures uniformes de m8me nonm.
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En effet, & tout voisinage W de o' correspond un voisinage V de e
tel que f£(V) W . Comme f est une représentation, om a, guel que
soit xeG , £(x.V)=£(x).£(V) £(x).¥ , et £(V.x)=£(V).£(x)C ¥.£(x)
d'oh la proposition.

¥n posant encore H =”1f(§e'§), on sait (ch.I, §9) que, si £ est
continue, la représentation biunivoque de G/H sur G' est continue,
mgis non bicontinue en général (autrement dit, ce n'est pas un
isomorphisne de structure de groupe topologique).

Definition 1. On dit gu'une représentaiion continue £ d'un groupe

topologique G sur un groupe topologigue G! est un honosorphisne

de G sur G' si la représentation biunivogue de ¢/d sur gt est

bicontinue. Un appelle homomorphisme de & dans G' un homomorphisme

de G sur un sous-groupe de G7.

Propogition 6. Pour qu'une représentation continue £ dfun groupe

topologiaque G sur un groupe topologique G' soit un homomorphisme

de G pur G' , il faut et il suffit que liimape par £ de tout

ensemble ouvert dane G soit un ensemble ouvert dans GP.

Clest imméciat, si on se raupelle gque, g désignant l'application
canonique de G sur G/H » 1limage par g de tout cmsemble ouvert
dans G est ouvert dans GjH » et cue tout ensenble ouvert dans G[H
est l'image par g d'un ensemble ouvert-dans G .

La condition énoncée dans la prop.b est équivalente'é la suivante:

il faut et il suffit que 1l'image par £ do tout voisinage de 1l'unité

dans G s0it un voisinage de 1'unité dameg G' ; car cela entraine gue

1'image par £ d'un voisinage guelcongue de x est un'voisinage de

f(x).
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Produit de groupes topologiques. Soit (Gb)zeI une famille de groupes topolo-
' giques. On sait (Algébre, ch.I, 3 ) qu'on définit sur 1'ensemble
produit G = % Gz, une structure de groupe (dite produit des
structures de groupe des G, ) en posant (x, )-(3, )=(xz_yL ¥y

1'unité de G est e = (e& ), et on a (x&)°1 = (XZ1), iiontrons que

la topologie produit des topologies des G, est compatible avec la

structure de groupe précédente. L'application ((x&),(y;))-%a(xﬁy;1)
de GX G sur G est composée de l'application ((x. ,¥ ))—A%(xzy£'1)
de lé;§ (Gi;<GL} sur G , et de 1'application canonique

((x, ),(y, ) —> Uz, ,y, ) de GXG sur jéﬁl (G- x 6 ) et

ces applications sont continues (ch.I, ?8,cor.2 du th.1 et prop.1).

Définition 2. ©On dit que le groune itopologique obtenu en munissant

Lz

le groups G de la topologie produit des topolosies des G, . est le

produit des srounes tovologigues G, .

I1 est immédiat que la sitructure uniforme gaﬁche (resp. droite,

bilatére) du groupe produit G est le produit des structures uniformes

gauches (resp, droites, bilatéres) des groupes facteurs Gb :

S1 (J: ) est une partition de I , G est isomorphe au produit
z ‘2€K T
des groupes topolcgiques G (associativité du produit).

l-éJ& i. TzT
Soit J une partie quelconque de I et J!' = E-I ; le groupe 1€ J G,

est isomorphe au sous-groupe invariant Gy = ( z,eg Gb)><( cEgt iebi)

de G ; la projection pr; de G sur Léjf G est un homomorphisme

(1a projection de tout ensemble ouvert &tant ouvert). Le groupe

quotient G/b: est isomorphe & G;, ; G est donc isomorphe au produit

GJ X(G/G}) ; :
Remarquons encore que, si G4, G, sont deux groupes itopologiques,

HQ! H2 des sous=groﬁpes invariants de G@ et G2 respectivenent,
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1l'application canonigue de (G1/H1).x (Gg/Hz) sur (G, % Gg)/(H,‘ *H,)

est un isomorphisme de structure de groupe topologigue (ch.I, ?9,p§3p.

Exercices. 1) Dans le groupe additif des rationnels
p-adiques 1l'adhérence du sous=groupejvﬂ des entiers est
le sous-groupe formé des fractions irréductibles dont le
dénominateur est premier avec p.

2) Pour qu'un sous-groupe H d'un groupe topologigue &
soit discret, il faut et il suffit qu'il existe un voisina-
ge V de 1'unité e dans G , qui ne contienne sucun autre
point de H que e . |

3) Dans un groupe séparé, tout sous-groupe discret est
fermé. ‘

}bis) Soit H un sous-groupe partout demse d'un groupe
topologique G . iontrer que, pour tout x G , les enseunbles
x.H et H.x sont partout denses.

4) Soit G un groupe sépasré, H un sous-groupe partout dense
dans G ; si les structures uniformes droite et gauche de H
sont identigues, les structures uniformes droite et gauche
de G sont aussi confondues.

5) Dans un groupe topologigue :

1© 1la composante connexe de 1'unité ;

2° 1'intersection des ensembles & la fois ouverts et
fernés contenant 1'unité ;

39 1ltintersection des sous-groupes & la fois ouverts
et fermés ;

- sont des sous-groupes invariants fermés.
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6) 'Dans le groupe additif des rationnels p-adiques, 1l'in-
tersection des ous-groupes & la fois ouverts et fermés se
réduit au point O. .

7) Dans un groupe topologique G , soit QEE la plus petite
des familles S; de sous-groupes possédant les propriétés
suivantes : a) G € Cé: ; b) si He€S§ , llintersection
des ensembles & la fois ouverts et fermés dans H et contenant
1'unité, appartient encore & %5 . zZlontrer gque l'intersection
des sous-groupes de e%% est la composante connexe de
1'unité dans G.

8) Dans un groupe connexe G , tout sous-groupe invariant
discret appartient au centre de ¢ (montrer que, si a est un
point d'un tel sous-groupe, il existe un voisinage V de
1'unité dans G tel gue =xax"! = a quel que soit xeV). :

9) Pour qu'une refrésentation continue'f d*un groupe G
sur un groupe G' soit un homomorphisme, il faut et il suffit
que l'image par f de tout ensemble ouvert dans G contienne
au moins un point intérieur.

10) Soit G un groupe topologique, H un sous-groupe invariant
discret de G ; montrer que G/H est localement isomorphe & G .
11) Quelle est la topologie d'un groupe guotient Gfﬁ d'un

groupe G par un sous-groupe invariant partout dense H 9
12) Le groupe quotient d'un groupe topologigue G par un
sous-groupe invariant & la fois ouvert et fermé, est discret.
13) Soit K un sous-groupe invariant d'un groupe topologigue
G , H un sous-groupe de G contenant K ; si £ est l'application

canonique de &G sur GfK , 8a restriction fH est un homomorphism:
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de H sur £(H). idontrer par un exemple qu'il n'en est pas toujours
ainsi lorsque H ne contient pas K .

Si H est un sous-groupe invariant contenant K , 1fapplication
canonique de G/H sur (G/K)/(H/K‘) est un isomorphisme.
En décuire en particulier que, si K n'est pas fermé et si H=K ,
G/H est isomorphe au groupe séparé associé a G/K ;

14) Soit B un sous-groupe invariant d'un groupe topologique € ,
et £ une représentation continue de G sur H telle que f(x)=x
pour tout =x€H ; montrer que G est isomorphe au produitl
H X(G/H), (On considérers le sous-groupe invariant sz%‘( %eé)
on montrera que tout point X€G se met sous la forme yz ,
oh y€H , z€K , et que tou’t 'point de H est permutable avec
tout point de K ; on en déduira gue l'application (y,Z) — Y2
de HxK sur G est un isomorphisme).

1) Soit H un sous-groupe invariant compact d'un groupe topo-
logique G , f 1l'application canonique de G sur G/H ; llimege
réciprogue '}(K) d'un ensemble compact dans G/H est un ensemble
compact dans G (Utiliser la forme (C") de l'axiome des espaces
compacts et 1'exercice 2 du 32).

16) Un groupe quotient d'un groupe localement compact par un
sous-groupe invarient fermé, est localement compact.

17) Soit G wun groupe localenent Vcompact.. . Hvu.n sous=-groupe
invariant fermé dans G , ¥ 19ap_plication canonigue de G sur
G/H . 5i K' est compact dans.G/H , i1 existe un ensemble X
compact dans G et tel que £(XK)=K'.

18) Un sous=grouperloc'alement conpact H d'un groupe localement
compact G est ferané dens G (montrer qu'im point adhérent & H
est adhérent & un ensemble compact contenu dans H)

—————————— e ——
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§4u Complétion d'un groupe topologigue.

Théoréme. Tout groupe topologigue sépard G esi isomorphe & un sous-
A
groupe partout dense d'un groupe G séparé et complet pour sa structure

A
uniforme bilatére ; de plus, G est déterminé & une isomorphie prés.

1) Existence de E: ‘iunissons G de sa structure uniforme bilatére,

et considérons le complété‘a de cet espace uniforme. Pour simplifier,

nous identifierons G avec la partie partout dense de E‘a laguelle il

est isomorphe {en tant qu'espace uniforme). Tout revient & montrer
FeS

qu'on peut prolonger & € lg structure de groupe tecpolcgigue de G.
A

On peut évidemment prolonger par continuité & G la fonction x“1,

- gui est vniformément continue dans G ( §2,prop b el en 11, %5 th.1).
dontrons qu'on peut aussi prolonger a quG la fonction xy continue
dans G XG . Remarquons que tout filtre de Cauchy pour la structure
bilatére sur G est & la fois filtre de Cauchy poui la structure droite
ef bour la structure gauche, et réciproquement. Il suffira donc de
voir que l'image par xy de tout produit %;)< @%; de deux filtres de
Cauchy pour la structure droite (respagauche), est encore un filtre de
Cauchy pour la structure droite (resp.gauche) (ch.II, ‘§3,prop.7)‘

Nous ferons le rgisonnement pour la structure dTOIte, on procéde de

la mé&ze manidére pour la structure gauche.

S80it U un voisinage quelconque de e dans G ; et V un voisinage
symétrigue de e tel que Vjc:,U'; considérons un ensemble A € S;
petii d'ordre V' , et soit a un point de A ; si x et x' sont deux
points quelconques de & , on a x'a eV ot ax lev soitwa va ;
et B € Q%T un ensewmble petit d'ordre W! ; quels que soient y et y!
dans B , on a y'y-ig;W . Montrons que 1l'image de A xB par l'applicetion
(x,y) = xy est uﬁ ensemble petit dlordre U'. Soient donc (x,7), (x'.3')

deux points quelconques de AxB . On a
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(x'y! )(xy)-1= x'y'y"1X'1=(X'a"1 )(azr':,7""1aa-"1 Wex e v.(aw.a™ ). V=P

d'oh la proposition.

On désignera encore par x°1 et xy 1les fonctions ainsi prolongées.

A
Elles définissent sur G une structure de groupe topologigue. En effet,

comne elles sont continueg, il suffit de vérifier qu'elles définis-
sent une structure de groupe. Or, les fonctions continues x(yz) et
(xy)z , continues sur axaxa et égales dans Gx G xG , sont

aussi égales dans axgxa ; de m&ze les fonctions continues x, ex ,

A
xe , égales dans G , le sont dans G ; enfin, les fonctions conti-

- -1
nuese,xx1,x

X , égales dans G , le sont dans E :

Reste & voir que la structure uniforme bilatére @‘Z du groupe
topologigue {/?: ainsi définie est une structure d'espace complst
{ce qui nontrera (ch.II, §‘j,prop,8) qu'elle est identique & la
siructure %/ , complétée de la structure uvniforme bilatdre sur G).
Or, % et _%/ définissent la méme topologie sur E et induisent
la néme structure uniforme sur G ; toute base de filtre de Cauchy
sur G , pour la structure % ; est donc convergente dans 2 ;
puisque c'est une base de filtre de Cauchy pour la structure %/
et que %/ est une structure d'espace complet ; mais il en résulte
alors (ch.II, § 3,lemne de la démonstration du th.2) que % est
une structure d'espace complet.

A
2) Unicité de G. Elle résulte de la proposition suivante :

Proposition 1. Soient Gy, G2 des groupes topologiques séparés

complets pour leur structure bilatere, H1 et H, des sous-groupes

partout denses de G,, G, respectivement. S'il existe un isomorphisme

T (de structure de groupe topologique) de H’i sur H2 , 11 se prolonge

en un isomorphisme de (‘z1 sur G2 5
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En effet, £ est un isomorphisme de la structure bilatere de H’i
sur cells de HQ’ done {ch.II, §)3, prop.8) se prolonge en un isomor-
phisme f de la structurse bilatdre de G‘i sur celle de (:}2. Commev les
fonctions f(x.y) et F(x).f(y) sont continues sur G, x G, et égales
dans H,XH, , elles sont égales en tout point de Gy #G; , donc T
est aussi un isomorphisme de la structure de groupe de 61 sur celle
de G‘-g -

Le groupe G dont noue venons de démontrer l'existence et 1l'unicité

(2 une isomorphie prés) est appelé le groupe complété de G.

Remargues. 1) Le cas le plus intéresmant est celui ol les trois

structures uniformes sur G sont confondues {en particulier, le cas

ofi & est abélien) ; dans ce cas, en raisonnant comme & la fin de la
e - :
démonstration de llexistence de & , on voit que les trois structures
/\ % %
mlformas sur G sont également confondues. Si en outre G est abélien,
- . e
G est aussi abélien, car les fonctions continues xy et yx , égales
A AN
sur GAG , le sont encore sur G XG .

2} Si G est engendré par tout voisinage de l'unité, il en est de

. = v
méme de G ; en effet, un systéme fondamental de voisinages de e dans

&>

est

[N

‘ormé par les adhérences V des voisinages de e dans G ; si V
aon : A
engendre G , V engendre un sous-groupe H de G , gui contient G et

st ouvert, donc aussi fermé ( 93, prop.2) ; comme G=0, ona
A >

G °

O

H

it

A\

] Si H est un sous-groupe de G , son adhérence H dans G est iso-
morphe au groupe complété de H . Si en outre H est invariant dans G ,

= : A
H est invariant dans G , car 1l'image de H #G par la fonction continue

=) > oo -1 est H , donc 1l'image de HxC est H i (ch.1, 84,prop.1).
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Exercices. 1) idontrer que, si la symétrie x — x~!, considé-
rée comue application de G, (groupe G muni de sa structure
uniforme droite) sur Gd , est unifomém&/a\nt continue dans un
voisinage Vo de e , le groupe complété G est complet pour
sa structure uniforme droite et sa structure uniforme gauche
(montrer que l'image par cette symétrie d'un filtre de Cauchy
sur G, est un filtre de Cauchy sur G, )

2) Tout groupe localement compact est complet pour chacune
de ses structures uniformes (montrer gue téut filtre de
Cauchy induit un filtre sur un ensenble compact).

3) Soit G un groupe topologique, V_ un voisinage de
l'unité tel que, pour tout voisinage V de e , on puisss
recouvrir V  par un nombre fini d'ensembles V.x;. Moﬂtrér

A
gue le groupe complété G est localement coupact, et que

1

x —>x% est uniformément continue dans Vo {en tant

qufapplication de Gd sur Gd )

B
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CHAPITRE 1V.
NOMBRES REELS.

§ 1. Groupes topologiques ordonnés.

Groupes ordonnés. Il n'est question, dans ce paragraphe, que de groupes

abéliens ; on écrira additivement leur loi de composition.

Définition 1. Une structure d'ensemble totalement ordonné (qu'on

note "x £ y") sur un ensemble E , est dite compatible avec une

structure de groupe abélien sur B , si elle satisfait & la

condition : _
(GO). La relation "x <7 gantraine "xtz L ytz" pour tout z ¢ k.

Une structure de pgroupe abélien et une structurs d'ensemble

totalement ordounné compatible avec cettes structure de groupe
L ?

définissent sur E upne structure de groupe ordomnné : E , muni de

cette structure, est avpelé zroups ordonnd.

L'axiome (GO) peut encore s'exprimer en disant que 1l'ordre

est inveriant par toute translation.

D'aprés (G0) la relation xtz < y+z entraine (xtz)-z g(ytz)-z ,
c'est-a-dire x <y ; donc "x Ly" et "xtz L ytz" sont éguiva-

lentes. En particulier, les relations x £73 » 0 Ly-x , x-3y <0,

et -y < -x sont éguivalentes.

Définition 2. On dit qu'lun élément x d'un groupe ordonné E est

positif (resp. strictemen‘b positif, négatif, strictement négatif)
8i . x>0 (resp. x>0, x <0, x<0)

Les relations x y , 2 €t entrainment =xtz L ytz et yiz < yit,
donc xtz Lytt ; les relations XLy , 2 <t entrainent de méme
xtz < ytt. En particuliér, les relations x 3 0 , ¥ » O entrainent

xty 30 .
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Soient P et N l'ensemble des élénents positifs et l'ensemble
des éléments négatifs de E ; ces encembles possédent les
propriétés suivantes :
a) PUN-E; b) PNBE=fo}l ;¢) N=-P; a)PPCP .
Réciproquement, si, dans un groupe abélien E , P et N
sont deux parties satisfaisant & ces.quatre conditions, la
relation y-xeP est une relation d'ordre, définissant sur
E une structure d'ensemble totalement ordonné compatible
avec la structure de groupe de E : en effet, de y-xe P et
z-yEP , on déduit, d'aprés d), (z-y)>+{y-x)=2-x€P ; de
y-X€P ot x-y&P , on tire, d'aprds ¢}, y-xeN/P , donc
A'aprés b)z Xx=y ; 81 x et y sont deux éléments quelconques
de B , on a y-x€P ou y-xeN d'aprds a) ; enfin,
(ytz)-(xtz)=y-x ce qui achéve de démontrer la proposition.
Dans le groupe ordonné ainsi défini, P et H sont d'ailleurs
l'ensemble des éléments positifs et l?ensemble des éléments
négatifs respectivement. |

Exemple de groupe ordonné. Sur le groupe additif des

rationnels Q ;, la relation x gy définie en Algébre
(ch. % ) est compatible avec la structure du groupe ;
CD , muni de sa structure de groupe additif et de cette

structure d'ordre est appelé groupe additif ordonné des

rationnels.

Un groups ordonné ne peut avoir de plus petit mi de plus grand élément,
g'il comprend plus d'un élémout s -car i a%O était le plus petit
élément, on aurait a < 0 , d'od 2a < a , contrairement & l'hypothése.
En particulier, un groupe cordonné qui comprend plus d'un élément est

infini.
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Si G est un sous-groupe d'un groupe ordonné E , la relation
d'ordre induite sur G par celle de B est compatible avec la

structure de groupe de G ; quand on munit G de cette structure

d'ordre, on dit que G est un sous-groupe ordonné de B .

Soient E, E' deux groupes ordonnés ; conformément gux définitions
générales (Ens. (rés. ), § 8), une application biunivogue £ de E

sur E' est un isomorphisme de la structure de groupe ordonné de E

sur celle de B' gi clest & la fois un iscmorphisme de la structure

de groupe ot un isomorphisme de la structure dfordre (c”estfaodire

une fonction strictement croissante) ; pour qu'il en soit ainsi,
il faut et il suffit que f vérifie les Qonditiéns suivantes

1 f(x+y)=f(x)¥f(y) quels que soient x et y dans E ;

2° f£(x) > 0 quel que soit x >0 dans E .

d'un groupe ordonnég. Considérons, dans un groupe ordonné E , l'en-

semble 55 des intervalles ouverts ]«a,a{ , & parcourant l'en-
semble des éléments >0 de E . ﬁ}i est évidemment une base de
filtre, qui satisfait eux exiomes (GV1), (GVl,.) et (GVL.) ;
montrons que ‘2; satisfait aussi & (GVii). Nous distinguerons
deux cas :
a) il existe, parmi les éléments >0 de E , un plus petit élément
a. On a alors ]-a., a.[ ;{0} : et la condition (V! ) est évidem-
ment remplie ;
Ce cas est celui du groupe ordonné ]V' des entiers (sous-
groupe du groupe additif ordomné des rationunels).
b) 1l'ensemble des éléments >0 de E n's pas de plus petit élément.
Dans ce cas, soit a un élément >0 quelconque ; il existe un

élément b tel que O <b <a ; on a donc a-b >0 .
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Soit ¢ un élément tel que c< b et cCa-b ; on a donc 2c La , d'od
\X«'c,c(-i-}-c,c(c }-a,a[.

Ce cas est celui du groupe additif ordonné des rationnels.
Q; est donc un systémé fondamental de voisinages de O dans une
topologie sur E , compatible avec la structure de groupe de E ; on
dit que cette topologie est déterminée par la structure de groupe
ordonné de E .

Définition 3. Une structure de groupe ordonné sur un ensemble E ;

et la topologie déterminée par cette structure, définissent sur B

une structure de groupe topologigue ordopné. E , muni de cette

structure est appelé groupe topologigue ordonné.

Pour abréger, on dira souvent "groupe ordomnné®™ au lieu
de "groupe topologique ordonné®, méme lorsqu'on considérera
le groupe muni de‘sa topologie ; i1 sera toujours sous-
entendu alors que cette topologie est celle qui est déter-
minée par la structure de groupe ordonné. Il ne faudraitl
pas croire d'ailleurs qu'il n'existe paé dfautre topologie
compatible avec la structure de grouge d'un groupé ordonné.
en dehors de celle déterminée par sa structure de groupe
ordonné. Sur le groupe additif des rationnels, par exemple,
nous avons déja défini toutes les topologies p-adigues et
la topologie discrdte, qui sont toutes compatibles avec
sa structure de groupe, et distinctes de sa topologie
de groupe ordonné. A

L'intersection des ensembles de ‘3; est réduite au point O ; on

voit donc que tout groupe topologique ordonné est sépare.

Un systéme fondamental de voisinages d'un point x d'un groupe
¢
ordonné E , est formé par les intervalles ouverts 'EXaa,x+aéb -

e ———TE T ———————
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o & parcourt l'ensemble des élémentis j>0 de E, I1 en résulte que

tout intervalle ouvert I (borné ou non) est un ensemble ouvert

dans E ; en effet, si x est un point quelcongue de I , il existe un
intervalle ouvert bormné ‘}b,c{ contenant x et contenu dans I ; sl a
est le plus petit des éléments x-b , c-x , on & aussi x»a,x+a[<:: i,
ce gqui montre que I est un voisinage de chacun de ses points. On voit
en cutre que l'engemble des intervalles ouverts forme un gystéme de

générateurs (et méme une bage) de la topologie de B (ch.I, § 2).

De méme, tout intervelle fermé (borné ocu non) est un engemble

fermé ; enm effet, tout intervelle illimité {a, »s;»{ (resp. } g——-’gaﬁ )
est complémentaire de l'intervalle ouvert Egl—-, a{;(respa }a,aﬁki ) ;
et un intervalle borné fermé ga,b} est l'intersection des inter-
vallies (a,—-—s{ et §<W9 b'}.

On aura un systéme fondanental dl'entourages de la structure
uniforme d'un groupe tgpologique ordonné E , en considérant, pour
chague a > 0 , l'ensemble Va des couples (x,y) tels que -ay-x <L a.

On voit done que, sur le groupe additif ordonné {2 des
rationnels, la topologie déterminée par la structure de

groupe ordonné est la topologie de la droite rationnelle

(ch. I. §1), et la structure uniforme correspondante lsa
structure uniforme additive des rationnels (ch.II, §1).
Augsi le groupe additif des rationnels, muni de la topologie
de la droite ratiomnelle, est-il encore appelé groupe
additif de la droite rationnelle.

Remargue. La topologie de groupe ordonné sur le groupe
additif j@é des entiers est la topologie discréte ; elle

est donc identigue a la topologie induite par celle du
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groupe additif de la droite rationnelle. Mais il peut se
I><‘ faire que, dans un groupe topologique ordomnné E , la

topologie induite sur un sous-groupe G de E soit gdistinctle
de la topologie de groupe ordonné de ce souSQgroupe“).
S8i E et E' sont deux groupes ordonnés, et si f est un isomorphisme

de la siructure de groupe ordomnné de E sur celle de E' , £ est aussi

un isomorphisme de 1a_ topologie de groupe ordonné de E sur celle de
B! , d'aprds la définition de ces topologies. .

Groupes archimédiens. Soit E un groupe topologigue ordonné ; cherchons a
~ quelle condition B est engendré par un voisinage quelcongue de ltunité.

I1 faut d'abord que E ne soit pas discret, s’il comprend plus d'un

élément ; car le groupe engendi'é par 1'unité se réduit & ce point.

Soit alors }-»a,a{ un intervalle oﬁvert symétrigue gquelconque ;

si E est engendré par cet intervalle, toul élément x&E se mel sous
la forme x1+x2+.,,+xn : les X étant dans }»a,aE . 11 en résu).tg

que X < na .

Définition 4. On dit gu'un groupe ordonné E est archimédien gi,

pour tout couple d'éléments a.x de B tels que a >0 , il existe un

entier n tel gue x < na .
Tout groupe ordonné engendré par un voisinage quelcongue de 1l'unité

est donc archimédien. Réciproguement supposons que E comprenne plus
d'un élément, ne soit paé discret et soit archimédien ; si a est un
élément > O quelconque de B , il existe au moins un élément b >0
dans }-a, e.{ . Soit x un élément quelconque de E , et n le plus
grand entier tel que nb < x . On a x =(x-mb}mb , et 0 S x-0b <b ,
donc X-nbé€ E va,a{ , et x appartient bien au groupe engendré par

}raga( . On @ donc la provosition suivante :
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Proposition 1{. Pour gu'un groupe ordonné comprenant plus d'un
élément soit engendré par un voisinage guelcongue de 1l'unité,

il faut et i1 suffit qu'il soit archimédien et non discret.
Le groupe additif Q de la droite rationnelle satisfait &

ces deux conditions ; il est donc engendré par tout voisinage de O.
v "
Complétion d'un groupe ordomné. Soit E un?roupe topologique ordonné, E son

groupe complété ; nous supposerons EC § . Nous allons voir gu'on
peut définir sur § une structure d'ordre telle que
1° elle soit compatible svec la structure de groupe de ﬁ .
2° elle induise sur B la st.ructure d'ordre donnée sur ce groupe ;
39 1la topologie déterminée sur ﬁ par cette structurs d'ordre
goit identique & celle obtenue par complétion de B
10 Soient P et N les ensembles des éléments positifs (resp. néga-
tifs) de B , P et ¥ leurs adhérences dans B s;ona PUN=E ,
dtott PUT = B oot awn lanont sppartenant & PN ; on
sait que les adhérences des voisinages synétrigues de O dans B
forment un systéme fondemental de voisinages de O dans ,FE ; s0it
v :(eb,b} un voisinage fermé de O dams E ; il exisle un voisinage
symétrique W de O dans B tel que WHWC V. Dlaprés l'hypothése,
il existe =xeP et ye N tels que x-aeW , y-aeW , d'od
x-yeWHWAC V, et comme x-yeE , x-yeV. On a donc 0xgytb ,
et coonme y <0 ,ona O <x<b , autrement dit xe VC 7V,
d'ot aeVV. Comme B est séparé et V quelcongue, on en déduit
a=0 , autrement dit, ?ﬂﬁ = io} :

La fonction -x est continue, et applique P sur N et récipro-

- quement. On en déduit que -PC N et -Nc P, d'ot -P =T,
A A

Enfin, la fonction xty est continue dans E x E , et applique

PX P sur P ; elle applique donc aussi PxP dans P ,
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autrement dit P+P P, |

Les ensembles P et W définissent donc sur E une structure d'ordre |
compatible avec la structure de groupe, et dans laguelle P est ‘
l'ensemble des éléments positifs, N l'ensemble des éléments
négatifs, ,
2° Comme P est fermé dens E , ona PME =P , donec, si x et y
sont dans E , la relation y-xeT est équivalente & y-x€P , ce qui

~
montre que la structure d'ordre induite sur E par celle de B est

identique & la structure d'ordre donnée sur E.
7
3% Soit ‘g la topologie sur E obtenue par complétion de E , et

N
@/ ls topologie déterminée par la structure d'ordre de & .
/.

: . A
Soit a un élément > O quelconque de E ; on a , dans B ,

gag “‘%’E = atP , donc cet intervalle est un ensemble fermé pour la
topologie € ; on voif de méme gue }@' ,wa} est fermé, et par
suite que \}=a&a£ est un ensemble ouvert pour la topologie 7@ -
ce gui montre que fé est plus fine que ?f/ . Soit d'autre part
b un élément > 0 de B ; llintervalle S = }cb,bg de B est dense
par rapport & llintervalle S! *E""bsf’g g@i, pour la topologie f ;
puisque 3' est un ensemble ouvert pour ‘é , et gue S est sa
trace sur B ; on a donc 8' ¢ § , § étent 1'adhérence de S pour
la topologie %‘f . Or, loreQue b parcourt l'ensemble des élémenﬁs
> 0 de E , les ensembles S forment un systéme Coidenn o
voisinages de O dans @ ; la relation précédente montre que %j /;
est plus fine que é , ¢ qui achdve d'!'établir que ces deux
topologies sont identigues. |
On remarguera que, si.b est un élément >0 de E, 1l'intervalle
1 sﬁ}b,b} de E est l'adhérence de l'intervalle I= {Jt),b} de
A

E ; en effet, I' e¢st fermé dans E et contient 1 ;
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dtautre part, si x est un point de I' distinct de b et -b ,
tout intervalle ouvert contenant x et contenu dans I' conti-
ent un point de E , qui appartient nécessairement & i, 6 d'ol
la proposition.

On a vu (ch.III, §4) que si un groupe est engendré par un voisinage
guelcongue de l'unité, il en est de méme de son complété. Il en résulte
que si un groupe ordonné est archimédien, il en esi de méme de son
conplété.

On a en outre la proposition suivante :

Proposition 2. Pour gu'une partie & d'un groupe ordonné srchimédien

et complet E soit relativement compacte, il faut et i1 suffit gu'elle

soit borumée.

La condition est nécessaire : il suffit de montrer gue tout
intervalvle {-a,a} _est compact ; comme c'est un énsemble fermé dans
un espace complet, il suffirs de voir que, pour tout élément b >>0
de E , on peut recouvrir ima,a} par un nombre fini d'intervalles de
la forme ]x=»b, xfb( . Or, soit n un entier tel que unb >a ; sl X
est un élément quelcongue de }«a,a( , et m le plus grand entier tel
wembéx,ona»n<m<n,et=b<x$ﬂm<h,ce@i
montre gue ) aa.,a[ & &gz}(k-‘l )b, (k+1 )b( .

Lo condition est suffisante. Soit en effet A une partie relative-
ment compacte de E , et a un élément‘ >0 de E . Il existe un nombre
fini d'éléme_ﬁts X (i=1,2,....,n) de E tels que Acg))xiua,xiq‘ a.{ -
Si X, est le plus grand des éléments X 5 =% et m un entier tel
que x <ma , ona -maL X, L ma (1 =12 ..'n) ~dloh

AC }S(m-m Ja, (m+1)a
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Boysux de groupe ordonnés. Soit E un ensemble totalement ordonné. Supposons

donnés : 1° un élément O€E ; 2° un intervalle ouvert V de E con-
tenant O ; 3° une application (x,y) —> xty de V %V, dans E ;

4° une application x — -x de V_ dans E , de sorte que 1'axiome
(NGI) (ch.III,$1), ok on remplace la notation multiplicative par
1z notation additive, soit vérifié ; on suppose en outre gu'on a
xty = ytx chaque fois que les deux membres sont définis, et enfin
gu'on a la propriété suivante :

(NGO) La relation x £y entraine xtz L ytz et -y £ -x chague

fois que les deux membres de ces inégalités sont définisg.

Munissone alors E de la topologie engendrée par l'ensemble des

intervelles cuverts de E . Nous allons voir gue pour cette topolo-

gie -x el xty sont continues respectivement dans un voisinage VEO

de O , et dans le produit W, A WO ; il en résultera qufon aura

ainsi défini sur E une structure de noysu de groupe (ch.III, § 1) ;
une structure de noysu de groupe obtenue de cette maniére est

dite structure de noysu de groupe ordonné.

Pour établir la continuité de -x , i1l suffii de remarguer gue
cette fonction transforme un intervalle ouvert contenu dans V, en
vn intervalle ouvert, d'aprds (NGO) ; il en résulte que les inter-
valles symétriques )mc 5c{ forment un systéme fondamental de
voisinages de O . Considérons un tel intervalle I =] ec,eg c 7
si cet intervalle se réduit au point O, il est clair que x+y est
continue dans I x I ; sinon, il existe b tel que 0< Db L¢ ;
si a est le plus petit des éléments b et c-b , les conditions
—;a<x<a et -a<y<a entrainent -c <xty<Lc , d'oh la

: continuité de xty dans W »W,  , sl on pose ?570 = /§=a,a{ .
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Soit x >0 un élément guelcongue de Wo ;: 8t Oy o x , llonsesn-
ble des entiers n > 0 tels que ny soit défini et £ x n'est pas
vide et si n > 1 appartient & cet ensemble, il en est de méme
de n-1. Lorsque cet ensemble n'est pas identigue & jf , 11 admet
donc un plus grend élément n, ; comme n .y L X , (no+1)y est
défini, et on a ny<LX <(no+'i )y , ou encore Xx = n,ytz avec
0< z <x . Lorsque pour tout x >0 sppartenant a Wo , et tout

=~

y tel que 0< y<Lx , il existe un entier o ayant la propriété

précédente, on dit que le noysu de groupe E est archimédien.

Tout nojau de groupse obtenu par restriction d'un groupe ordonné
& un voisinage de O est &videmment un noyau de groupe ordonné ;
i le groupe est archimédien, il en est de méme du noysu de
groupe correspondant.

Soient B, E' deux noyaux de groupe ordonnés, f une application
biunivogue de E sur E', g son application réciprogue. Si on a
flxty)=f(z)}+2(y) , ot glx'+y')=g(x')}g(y') lorsque les expres-
sions qui Ffigurent dans ces expressions sont définies, et si en
outre £ est strictement croissante, il est clair que f est un
isomorphisme de la structure de noyau de groupe de E sur celle
de E' .,

§ 2. Définition et propriétés topologiques
fondamentales de la droite nunérique.

Nombres réels. Droite numérique. Définition 1. On désigne par R 1le groupe

complété du groupe additif () de la droite rationnelle. Les é16-

ments de R sont appelés nombres réels ; en tant gu'espace topolo-

gigue, R est appelé droite numérigue ; en tant que grouve topolo-

gigue ordomné, on l'appelle groupe additif de la droite numériguse.
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On identifiera toujours Q avec le sous-groupe partout dense de
R auguel il est isomorphe ; avec cetie convention, tout nombre
rationnel est un nombre réel. Tout nombre réel non ratiomnel est
dit irrationnel.
On a vu (ch.II, §5) gue Q n'est pas complet ; il existe donc
des nombres irrationnels. En outre, si X est ii‘rationnel,
x+tr est irrationnel, quel gue soit le nombre ratiomnel r ;
on en déduit que l'ensemble des nombres irrationnels est
partout dense dans R , car si a et b sont deux nombres
quelcongues de R tels que a < b , et x un nombre irration-
nel, on a a-x< b-x ; il existe donc un nombre rationnel r
tel que a-x < r <b-x , d'ot aLxir<b , et xtr est
irrationnel.
Dlapreés le %1, les intervalles (cr,rl , o r parcourt l'ensemble

des nombres ratiomnels »>U , formenl um systéme fondamental de voisi-

nages de 0 dans R . Il en est de méme des intervalles ‘;» i» S -1-} =
- n

of n parcourt 1'ensemble des entiers >0 . Par suite :

Proposition 1. Tout point de la droite numérigue posséde un

systéme fondamentsl dénombrable

La structure uniforme du groupe additif R de la droite numérigue

est encore appelée structure uniforme de la droite numérigue.

Si, pour tout nombre réel a >0 , on appelle Va 1'ensenble deg
pointe (x,y) de R x R tels que -a ¢ y-x < a les ensembles v,
Porment un systéme fondamental d'entourages de cette structure
uniforme, lorsque a parcourt l'ensemble des nombres réels >0
(ou l'ensemble des raticnnels >0 , ou l'ensemble des inverses

des entiers > 0).
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Lorsqu'on parlera de la droite numérique comme d'un espace uniforme
i1 faudra toujours sous-entendre qu'il sfagit de R muni de la |
structure uniforme précédente.

On sppelle valeur gbsolue du nombre réel x , el on désigne par ‘xl
le nombre x si x 3 O , le nombre -x si x< 0 ; =i a est un nombre
réel >0 , 1'inégalité lx! < a est éguivalente & -a <x L8,
1%inégalité 'xg <a & -a<x<a. On adonc toujours
=—ixﬁ LX< lxg, dtoh 1'inégalité dite triangulaire

(1) |=t7| < |x| + 7]

1'6galité n'ayant lieu que si x et y sont tous deux positifs, ou

tous deux négatifs. De cette inégalité, on déduit gue
@) | =151 | < =9

Comme l'entourage ‘Va nlest autre gque l'ensemble des couples (x,¥)

tels que l.yexg <a ; on voit que !xa est une fonction uniformément
continue dans R ; elle prolonge évidemment la fonction Exé déja
définie sur l'ensemble des rationnels.

La fonction x-y est uniformément continue (et par suite continue)

dans R x R . si £ et g sont deux applications d'un ensemble E dans
R , on désigne par ftg la fonction dont la valeur en un point
quelconque x€E est f(x)rg(x). Soit § un filtre sur B ; si
limcg‘ f et lim < & existent, limcg (f+g) existe et est égale &

limgg £+ lim On désigne de méme par -f la fonction dont la

g .
valeur en x ef:c -f£(x) ; si 1im£gvf existe, lim ﬁ(of) existe et
est égale & «1im§f - '
En particulier, si E est un espace topologique, et si f et g
sont continues en un point io , -f et ftg sont aussi continues en
ce point. Si E est un espace uniforme, et sl £ et g sont vniformément

continues dang B -f et Pte sont unifomément continues dans B .
s &
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Soit x€ R ; on pose x+==(x+ix!)/2 , = =(|z|-x)/2 ;
x+ est donc égal & x si X?}O , 8081l X0 ;
> & est égaléOsi x70 ; 8 -x 81 x<0 ; on a
x = , |x] = %" + x~. D'aprds ce qui précdde,
ces fonctions sont uniformément continues dans R .
Si x et y sont deux nombres réels, on a
Max(x,y)= x+(y=»x)+, Hin(x,y)= x-(y-x) ; on voit done
que les fonctions Max(x,y), Hin(x,y) sont uniformément
continues dans R xR .
Des résultats du $1, on déduit que K est un groupe
archimédien ; done ( ¢ 1, prép, 2) :

Théordme 1. Pour gu'une partie de R soit relativement compacte,

il faut et il suffit gu'elle soit bornée.

Corollaire. La droite numérigue est un espace localement compact.

Parties connexes de la droite numérigue. Proposition 2. Sur la droite

Borne d'une ensemble. numérigue,tout intervalle est connexe,

Démontrons-le d'abord pour un intervalle compact Eagb} .11 onffi-
rs alors (ch.iI, é 4, prop.4) de montrer gue deux points quelcon-
gues x,y de Ea,b} (x<y) peuvent‘ 8tre joints par une ‘J,l/nachaine,
quel que soit l'entier n >0. Or, soit p 1le plus grand entier tel
que p/n x ., q lo plus grand en‘tler tel que q/n y (ces
entiers existent puisqus R est archimédien) ; omn a g ZDP .

si g=p, on a8 y%z <’i/n ', les pointe x et y forment déja une
V,!jn-»cha:‘ine. Si g >p , on posera xiz(p+i)/n (i=1,2,...,8-p) ;
on a x1-=x<1/n ) Xy S £in, z,.,-x = 1/n , donc les

points X, Zy0%0; e ;¥ forment une ‘J1 / -chaine joignant x

Q p’
et y, ce qui 6établit la proposition dans ce cas.
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Si maintenant I est un intervalle quelcongue {borné ou non),
montrons que I me peut gvoir deux composantes connexes distinctes ;
sinon, en désignant par a, b deux points appartensnt & deux
composantes différenies et tels qgue a <b , llintervalle [a,b}/
serait comnnexe, contenu dans I et rencontrerait deux comﬁosantes
distinctes, ce qui est absurde. I est donc connexe.

Corollaire 1. La droite numérique est un espace connexe.

Corollaire 2. L'image d'un intervalle I de P par une application

continue T de I dans un espace topologique % , est un ensemble

connexe.

Rappelons (Ens.(rés.) 26) qu'on a défini la borne supérieure

d'une partie A d'un ensemble ordonné & comme le plus petit majqrant

de A. On a le théoréme fondamental suivant :

Théoréme 2. Sur la droite numérigue, toute partie majorés et non

vide posséde une borne supérieure.

Remarquons d'abord que l'ensemble des majorants (resp. minorants)
d'une partie non vide A de [R , est fermé, car clest 1'intersection
des intervalles ixs e { (resp.}é-—- : x)) lorsque x parcourt 4.

- Soit alors A un ensemble nbn vide et majoré, et soit B l'ensemble
dés majorants de A ; B est fermé et non vide. Soit C l'ensemble
des minorants de B ; C contient A, donc n'est pas vide, et est fermé.
Si un nombre réel x n'est pas un majorant de A , il est inférieur
4 un nombre de A , donc & tous les nombres de B , autrement dit |
x€C. On a donc R=BUC ; comne R est connexe, BMC n'est

pas vide, ce qui montre que B posséde un plus petit élément,

d'olt 1a proposition.
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On voit de méme gque toute partie de R non vide et minorée
possédde une borne inférieure. Aussi dit-on souvent "ensemble borné
supérieurement (resp. inférieurement)” au lieu d'"ensemble majoré
(resp. minoré)® quand il s'agit de parties de R .

La borne supérieure b d'un ensemble A majoré et non vide est
caractérisde par les deux propriétés suivantes :

19 gquel gue soit x€4 , x <D ;
29 guel gue soit a<b , il existe x€A tel que a<x b .

12 seconde de ces propriétés montre gque b est adhérent & & ;

d'ailleurs, tout nombre »>b est extérieur & A , donc

Proposition 3. La borne supéricure d'un ensemble majoré et non

vide est le plus grand nombre adhérent & cet ensemble.

En particulier, la borne supérieure d'un ensemble fermé

(majoré et non vide) appartient & cet ensemble.
On a des énoncés correspondant aux précédenis pour la borne

inférieure. A
Un intervalle d'origine a et d'extrémité b a pour borne
supérieure b et pour borme inférieure a ; la borne infé-
rieure d'un intervalle illimité d'origine a est a ;
la borne supérieure d'un intervalle illimité dfextrémiteé
bestb. |

Le théordme 2 permet de caractériser les intervalles parmi les

perties de R :

Proposition 4. Pour gu'une partie non vide A de R soit un

intervalle, il faut et il suffit que, guels que soient a et b

dans A, (a £ b), llintervalle fermé {aabj soit contenu dans A.

Il faut simplement montrer que la condition est suffisante.
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Soit a un point quelcongue de A. Si A n'est pas borné supérieu-

rement, l'intervalle [a,—-%(est contenu dans A ; en effet, si
X 78 , 11 existe DEA tel que agx <b , donc X€EA d'aprés
lthypothése. Si A est borné supérieurement, soit m sa borne
supérieure ; l'intervalle [a,m[ est contenu dans 4 , car si x
est tel que a<x¢m , 1l existe beA tel gque x<b gm , d'ol
X €A d'aprés l'hypothése.

On voit de méme qﬁe si A n'est pas borné inférieurement, 1l'in-
tervalle }é—-— ',a.} est contenu dans A ; et si A est borné inférieu-
reiaent , I désignant sa borme inférieure, l'intervalle :%m?a} est
contenu dans A .

Il suffit alors d'examiner les quatre combinasisons des éven-
tuslités précédentes, et de remarquer gue la borne supérieure
(resp. inférieure) d'un ensemble peut ou non lui appartenir, pour
voir que, dans tous les cas, & est un intervalle.

On en déduit la réciproque de la proposition 2 ; autrement dit,
on a le théoréme suivant :

Théoréme 3. Pour gu'une partie A de R s80it connexe, il faut et

il suffit que A soit un intervalle.

Wous n'avons & démontrer que la nécessité de cette condition.

Soit donc A connexe, et supposons qu'il contienne plus d'un point
(dans le cas contraire le théoréme est évident) ; si a et b sont
deux points de A tels que a << b , nous allons voir gue tout point

xz tel que a<xz<b agppartient & A , ce qui démonirera la proposition
d'aprés la prop.4 . Or A né peut &tre contenu dans i: zxf&; eeaT -

cet ensemble est la réunion des deux ensembles ouverts non vides

}é- 3 [e’c )x,-——a{ gui sont sans point commun et dont chacun
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rencontre A ; donc x€A.

Corollaire 1. Les seules parties de R qui soient & la fois

compactes et connexes sont les intervalles fermés bornés.

Corcllaire 2. L'image d'une partie connexe A d'um espace topolo-

Zigque E par une application continue de A4 dans F% est un

intervalls.
Le théoréme 3 montre que, sur R , un ensemble ne contenant

aucun intervalle est tolalemeni discontinu ; il en est

ainsi en particulier, de l'ensemble gg des nombres ration-

pels, puisque l'ensemble des nombres irrationmels est

partout dense.

Boméomorphismes d'un intervalle Théoréme 4. Pour gu'une application £ d'un
AOMeCMOorpaismes O 2.4 g :

sur un sutre. intervalle I dans F% goit un homéomorphisme

de I sur un intervalle, il faut et il suffit gue f soit stricte-

ment monotone et continue dapns 1 .

1° La condition est nécessaire. En effet, soient a,b deux
points de I (a <€ Db) ; si £ est un homéomorphisme de I sur £(1),
1'image réciprogue par f de l'intervalle fermé de bornes f(a)

et £(b) est connexe, donc cl'est un intervalle qui contient s et
b , et qui contient par suite Eg,b} ; autrement dit, quel que
soit c tel que a<c b , f(c) sppartient & 1'intervalle fermé

de bornes f(a) et £(b) , ce qui montre que f est mcnotone.

Comme f est une application biunivogue, elle est strictement

monotone.

2° La condition est suffisante. Supposons f continue et stricfe-

ment monotone dans I ; £(I) est connexe, donc un intervalle ;
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si J est un intervalle compact contenu dans I , £(J) est un ensem-
ble compact et connexe, donc uh intervalle compact contenu dans
£(1) ; en outre, comme f est strictement monotone, si x est inté-
rieur a J (resp. une borne de J), £(x) est intérieur & £(J) (resp.
une borne de £(J)). Par suite, l'image par f d'un voisinage dans I
d'un point xeI , est un voisinage de f(x) dans £(I), ce qui
montre gue £ est bicontinue. ‘ '

des ensembles ouverts dans R . Proposition 5. Toute composante

connexe d'un ensemble non vide ouvert dans R est un intervalle

ouvert.

Soit A un ensemble ouvert nmon vide dans Q ; 81 A= R 1a
proposition est évidente. Sinon, solt I une composantse connexe
de A ; c'est un intervalle, gui est borné supérieurement ou
inférieurement ; supposons par exemple qu'il soit borné supérisu-
rement, et soit b sa borne supérieure ; b n'appartient pas & I ,
sans quoi, il existerait um intervalle ouvert J contenznt b et
contenu dans & ; I UJ serait un intervalle contenﬁ dans A et
contenant des points x 7 b , donc I ne serait pas une composante
connexe de A . On voit de méme que, si I est borné inférieurement,
sa borne inférieure n'appartient pas &8 I , et ces résultals
montrent que I est un intervalle ouvert.

Définition 2. On appelle longueur d'un intervalle borné d'origine

a et d'lextrémité b , le nombre b-g .

La longueur d'un intervalle borné est toujours un nombre >0 ;
elle n'fest = O gue pour un intervalle réduit & un point (en

particulier, tout intervalle ouvert borné a une longueur > 0).
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a Lc <d <£b entrainent d-c £ b-a. Supposons-la établie pour

4L

Définition 5. On dit gue deux intervalles sont empiétanis guand

ils ont des pointe intérieurs communs. On dit gu'une famille

d'intervalles QF est formée d'intervalles non empiétants, s'il

nlexiste aucun couple d'intervalles empiétants distincis et

appartenant & %
Proposition 6. Soit Q; une famille finie d'intervalles non

empiétants contenus dans un intervalle borné I ; la somme des

longueurs des intervalles de g; est au plus égale & lg longueur

de 1.
Soit & l'origine, b l'extrémité de I. Nous démontrerons la

proposition par récurrence sur le nombre n d'intervalles de la

famille OF . Blle est &vidente si n=1, car les relations

=

n-1 ; soient c et d l’orlg;ne et l'extrémité de l'intervallse
de §§- dont l'extrénité est la plus grande, st ‘Zf 1z famllle
des intervalles de i}i autres que l'intervalle de bormes ¢ et d.
Comme les intervalles de %5. sont nbn empiétants; les intervalles

i
de ‘%; sont tous contenus dans {a,é} , donc la somme ¢! de leurs

fuds

longueurs est inPériecure & c-a ; dfautre part, on a d-c £ b-c ,

dfoh, pour la somme ¢ des longueurs des intervalles de 2J
s g 2

g = ¢ +(d-c) L(c-a}(b-¢c) = b-a , ce qui démontre la proposition.

Proposition 7. Unc Tamille %? d'intervalles non empiétants non
bornés. ou de longueurs strictement positives, est dénombrable.

o
Scit p un entier quelcongue, o

<
b

- ) 3 3 g (
non vides des intervalles de ¢ a?ec‘}pgp+i§ : tout intervalle
N\

%

| i

S

o)

1s Pamille des intersectio

de , ayant des points intérieurs par hypothése, a une intersec-

tion non vide avec un au moins des intervalles p,pt :

l}.cmr-u\

1
/
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il suffit donc de montrer quse E?; est dénombrable. Or, les ensembles
de g;p sont de nouveau des intervalles non empiétants de longueur

strictement positive ; soit p,n la famille de ceux dont la lon-
; 2

gueur est 2?1/n (n=1,2,...). D'aprés la proposition 6 , une partie

finie de §§P p De peut contenir plus de n intervalles ; donc QS; h?
? s

et

est finie, et comme §§p est la réunion des Q; S, est

p,n ?
dénombrable.

Si maintenant en remarque qgu'un intervalle ocuvert est non borng,
ou a une longueur 70 , on voit gu'on peut énoncer le théoréme
suivant

Théoréme 5. Toul ensemble ouvert non vide daus %{ est lg réunion

d'une famille dénombrable dtintervalles ouverts non empiétants.

Par passage aux complémentaires, on voit que tout ensemble Ffermé
P est le complémentaire d'une réunion dénombrable dfintervalles
ouverts non empiétants ; ces intervalles sont dits contigus & o
si deux intervalles contigus ont une borne commume a , ce point
est is0lé dans F .
§ 3. kha multiplication des nombres réels.

Nous avons défini en Algébre (ch. 5 é ) le produit de deux

nombres rationmels xy , qui est donc une applicaiion (x,7) —=> Xy

- T -
de ég x {J dans {2 ; nous allons montrer qu'on peut la prolonger

par continuité dans R x B . 11 suffit de woir (¢h.11, § 3,prop.7)
s > : ~ € 19
que, 8i ¢ et <§§ sont deux filtres de Cauchy daug (J , 1'image du

% P
o e ‘5&@_ ~ - e % . :2
filtre ¢F x éi} par llapplication (x,y) —> xy est encors un

d
un filtre de Cauchy sur () ; soient AO , By des ensembles bornés

5 e ) A & o -
appartenant & ¢ et (O respectivement, et m un entier >0

tel que A et B_ soient contenus dans {=mim§ .
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Soit n un entier >0 arbitraire, A un ensemble de 551 contenu dans
Ao et tel quse ‘x‘nx { <1/nm quels que soient x,x' dans A , B un
ensemble de @ contenu dans Bo et tel gue ly'ay l <1 /nm guels
que soient y,y' dans B . Quels que soient (x,y), (x',y') dans
AXB , on a
EX'Y"‘XY% ;\x'(y'wy)w‘y(x‘-x} i<2 n

dfol 1la proposition.

Nous désignerons encore par Xy la fonction ainsi prolongée

dans Rx P{ ; elle est continue dans R X % , donc uniformément

continue sur toute partie relativement compacte de R x < .

Les fonctions x{yz)-{xy)z , XY-¥X , x(ytz)-(xzt+yz) , 1.x-x ,
sont continues‘ dans R x RxR , 8% nulles dans Q X @ X Q :
gui @%\partout dense dans R x R x R ; elles sont donc identi-
quement nulles. Autrement dit, les applications (x,y) —> xty
et (x,y) —> xy définissent sur R unev structﬁre d'gnneau

commptatif, dans laquelle 1 est 1l'élement unité.

8oit x un nombre réel %O ; 1'application y —>xy de R dans R

est appelée homothétie de rapport x . C'est évidemment une repré-

sentation continue du groupe additif de la droite numérique sur un
de ses sous-groupes X R ; ce sous-groupe est donc connexe. Or,

il contient x = x.1 et -x = xz.(-1) ; il contient donc 1l'interval-
le ouvert de bormes -x et x , qui est un voisinage de Q

(puisque x ?’: 0), donc un systéme de générateurs du groupe R .

Il s'ensuit que x R: R . On en déduit d'abord que 1€x R .
autrement dit que x posséde un inverse 1/ x 3 R est donc un Corps.
vL°application réciprogue de l'homothé’cié ’de rapport x est_ 1'homo-
thétie de rapport 1 /x ; on en conclutque toute homothétie est un

isomorphisme du groupe additif R sur lui-méme.
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L'ensemble P des nombres réels positifs est 1l'adhérence de P () Q;
comme xy applique (P n Q) x(Pn Q) dane P , elle applique P x P

dans P : autrement dit, le produit de deux nombres positifs est

positif. Les formules (-x)y = -xy , (-z)(-y) = xy montrent alors
que le produit d'un nombre positif par un nombre négatif est négatif,
et le produit de deux nombres négatifs est positif. On en tire la
relation !xyg =gxgeéy§ . En outre, si x4 0, 2 > 0 ; une somme
de carrés ne peut donc 8tre nulle que gi chacun d'eux est nul.
Six>0 ,ety"' >y, ona x(y'-y) >0, donc xy'> zy ;
autrement dit, une homothétie de rapport >0 conserve l'ordre de R;
comme (-x)y = -xy , on voit qu'une homothétie de rapport stricte-
ment négatif transforme l'ordre de R en ltordre opposé.
8i x>0 ,. 1/:{ >0 , car x,(’é/x) =1 >0 ; on en déduit que,
si 0<{x<y, comme xy >0 , x.(%/xy)<yef1/xy} , sutrement dit
1/y<1/x ; llapplication x —» 1/x de l'ensemble P’ des nombres

>0 sur lui-méme est strictement décroissante. Elle transforme

donc tout voisinage } a.gb[ (0<a <b) d'un poiz}/t x,€ P en un
ensemble contenu dans le voisinags }’3/ b, 1 / ai du point ’i/xo :
comme c'est une permutation ds P% , on en conclut qu’ellé est
bicontinue . On verrait de méme gue % est continve dans l'ensemble
N% des nombres réels sirictement négatifs.

Les résultats précédentis montrent dl'ume part gue P%‘ est un
sous-groupe du groupe multiplicatif des nombres #0 du corps % -

et, dfautre part, que la topologise induite sur 1?% par celle de R

est compatible avec la structure de groupe multiplicatif de p¥

: *
Quand nous parlerons du groupe multiplicatif P comme d'un

groupe topologigue, c'est toujours de cette topologle qu'il sera

question.
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Nous verrons au ch.VI que ce groupe topologique est
isomorphe au groupe additif de la droite nunérique.
Soient T et g des applications d'un ensemble E dans R ; on désigne
par fg la fonction dont la valeur en un point quelconque XE€EE , est
£(x)g(x). si ((5: est un filtre sur E , et si 'lim§ f et lj.mg g
existent, lim %;fg existe et est égale & (limcg f)(limﬁg), d'aprés
1z continuité de la fonction xy. De méme, si £(x)#0 dens E , on
désigne par 1/f la fonction dont la valeur, en um point x€E
est 1/1‘(3{) ; 81 limcg £ existe ot est %O : 1;m§1/f existe et est
égale & 1/(’lim§f).

En particulier, si E est un espace topologigue, et 8i £ et g
sont continues au point x,, il en est de m8me de fg , et de 1 /T si
f(xo)%o . BEn rapprochant ces résultats de ceux du %2, on voit que
les fonctions continues sur un espace ’copologi@ue E , et & valeurs

dans R , forment un amneau commutatif, dont 1'élément unité est

la fonction égale & la constante 1.

Plus particuliérement, si B = Q , comne la fonction x est conti
nue dans R ; ainsi que toutes les fonctions constantes, on voit

gue tout polynome en x & coefficients réels est une fonction

continue dens R . Toute fraction rationnelle en x & coefficients

réels est continue en tout point of son dénominateur n'est pas nul.

Formation d'homéomorphismes d'intervalles. On peut compléter le théoréme 4

du § 2 par la proposition suivants :

Proposition 1. La droite R et tous les intervalles ouverts sont

homéomorphes & l'intervalle } a’!,H( ; 1es intervalles de la forme

. [a,,b( ? ]apb) P Ea, *-%*[ ou }é—-— ,&] ; sont homéomorphes &

1'intervalle =-1,+’IL ; tous les intervalles compacts contenant

- (
plus d'un point sont homéomorphes & l'intervalle =1 ,H‘} -
\
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En ce qui concerne les intervalles bornés, il suffit de remarquer

gu'on peut toujours trouver une application linéaire x — nxin

trensformant a en -1 et b en +1 (ou vice-versa) ; comme une telle
fonction est strictement monotone et continue, le théoréme 4 du 02
suffit & établir que c'est un homéomorphisme. ‘

En second lieu, considérons la fonction x/(ﬁ—t‘x.x%) ; elle est con-
tinue en tout point x € R , puisgue 1+ §x§ 71 ; elle est strictemsnt
croiséante, car elle a lo signe de x , et s1 0 £x<«y , on a
x/(’H—x) < y[(‘H-y) comme on le vérifie immédiatement. Clest donc un
homéomorphisme de R sur un intervalle I ; on vérifie immédiatement
gu'elle prend toute valeur z telle que -1 <z L1 , maig non les
valeurs +1 et -1 ; d'od I ;}4,—%’%1 ;

N

La méme fonction, restreinte & l'intervalle {0 ,w>£(respe

fo.~[)
. / S
est un homéomorphisme de cet intervalle sur}@,’é{ (resp. E@ﬁi) : on
en déduit sisément le reste de la proposition.
Exercices. 1) Montrer gue xy n'est pas uniformément continue
dans R x R. Hontrer que 1 fx est unifornénent continue dens
toute partie fermée de % ne contenant pas © , mais n'est pas
uniformément continue dans P%,
2) Montrer que la structure uniforme du groupe multiplicatif
P* Ges nombres réels > 0O , n'est pas comparable avec la
structure induite sur p¥ par celle de la droite numérigue.
3) Soit £ 1'homéomorphisme x —> x/(1+|x|) de R su.rsg -1 ,+1 %: -
montrer gue l'image réciprogue, par £, de la structv_ref uniforme
du sous-espace )»'ﬁ ,HE de R , est strictement moins fine que
la structure uniforme de la droite numérique.
~

- Nombres p-sdiques. 4) On désignera par 4/ - le groupe additif

A

b

3 . I3 =1 £ g4 p
des rationnels p-adigues. Montrer que le groupe compléte gé,fp
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r'sst pus dénombravle (et par suite 4 C}p), (& chague suite
dlentiers (an) (n=0,1,...), tels que O a <p pour tout n,
: ; . 2 o3
£ = .
on associe la suite des entiers bn ad+a4p+a2p +.,,+§n§ s
montrer gue (bn) est une suite de Cauchy dans le , et que
deux suites (bn) correspondant & deux suitgg (an) distinctes,
convergent vers deux points distincts de ézp 3.
Les points de ggpvsont appelés nombres p-adigues ; on
identifie Qp avec la partie partout dense de Q} gui

luvi est isomorphs.
Ay

5) Hontrer que QED est localement compact. (Si H est le

gous-groupe de g}; formé des ratiénnels dont le numérateur
est divisible par éﬂ (n entier 2»@)3 montrer que, pour tout
entier m >n ’wﬂﬁ est contenu dans la réunion des ensen-
bles xtH , x'prggant les valeurs entidres 0,1,...,0°-1).
6) HMontrer que ézp est totalement discontinu (établir

que H, est un sous-groupe ouvert de Q}Q)f _
7) Pour tout point x % 0 de_vézp , on pose gxgp = @fg -
si p est le plus petit entier r (positif‘ou négatif) tel
gue x/pr ait son numérateufvpremier avec p . Montrer que
!xéD est uniformément continue dans Aé}p . On désigne
encore par EXEQ son prolongement a' i}@ ; quelles sont

&

&

ses valeurs ¢ Montrer qu'on a , quels gue solent x et ¥

dang {?P

(1) | ﬁfy%p < Yax (%xép piygy)
8) Monirer que, gi x et y sont rationnels,
[ —lx vl
(2) = p "’Hp 1715

Déduire des relations (1) et (2) gu'on peut prolomger par
e ;

~ 2 . e : .
continuité la fonction xy dans §J , et qu'elle y satisfaitl
P encore a (2).

Zei
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9) dontrer qufon peut prolonger par continuité las fonction
1 /x 4 l'ensemble des nombres p-adiques 740 {on fera voir
qu'lle transforme en un filtre de Cauchy Egut Piltre sur
Qp qul converge vers un point xo7é 0 de Q p)" Les fonc-
tions xty et xy dé/{izzissent donc une structure de corps

commutatif sur QP .

§ 4. La droite numérique achevée.

Le fait que R est homéomorphe & l'intervalle ouvert }«‘é , 1 E,
conduit & penser qu?il doit &tre possible de plonger? g}f% dans un.
espace topologique gqui serait homéomorphe & l'intervalle fermé
9:51 ﬁ-i} . Pour définir un tel espace, adjoignons & l'enssmble %
deux nouveaux éiéments, que nous désignerons par + o= et - oo
(et qu'on 1lit respectivement "plug 1'infini® et "moins 1'infini®) .
soit § l'ensemble ainsi obtenu. Dans cet ensemble ; prolongeong lg
structure d'ordre de K en posant - S0 <a , 8 Lt oo , - coL+ oo
quel que soit a € R ; on vérifie immédiatement que, muni de cette

<o

structure d'ordre, R est totalement ordomné. En second lieu,

définissons sur R une topologie, de la fagon suivante : pour tout
point x € R , un systéme fondamental de voisineges est formé des I
intervalles ouveris contenant x ; pour le point + =° , un systéme
fondamental de voisinages sera formé des intermllés }xﬁ @c} , ot
X parcourt R ; enfin, un systéme fondamental de voisinages de - oo
sera formé des intervalles g:& o2 ,x ( , X parcourant R . On voit
aussitdt qu'on définit bien a2insi une topologie sur % et que la
’topologie qu'elle induit sur R est identique & celle de la droite

nunérique.

?
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Définition 1. On appelle droite numérigue achevée l'espace topolo-

Eigue obtenu en munissant 1'ensemble R de 1a topologie précédente.

-_—

Lorsqu'on raisonne sur la droite achevée R , il est souvent
commode, par un abus de langage, d'appeler ses points nombres

réels ; les points de R , Gésignés jusgu'ici sous ce nom

sont alors appelés nombres réels finis. Nous adoptons cette

convention dans ce paragraphe et dans le suivant ; et, chaque

fois que nous l'adopterons par la suite, nous signalerons

expressément & quelle partie du texte elle stétend.

===

Proposition 1. La droite numérigue achevée % est homéomorphs &
1'intervalle fermé [—-_1,—&1} de R .
En effet, soit £ l'application biunivogue de R dans R définie

ez

par les conditions svivantes : f(x)=x/(1+{x|) si x € R, £(+ ¢ )=,
(- o0)=-1. L'image par £ de l'intervalle }x,%‘ %E n'est autre gue
%gf(x),'ii; , et 1limage de ga oo yxg est Ea'ﬂ,f(x)g ; en se reportant
g la démonstration de la prop.i du %3 ,‘ on voit gque £ est un
homéomorphisme de 3&5 sur E-‘l ,+1} ¢

En outre, T est strictement croissante dans % , donec est

un isomorphisme de la structure d'ordre de R sur celle de E:’i,«%—'i} ;

de ce fait, et de la prop.1, on décuit les corollaires suivants :

Coroilaire 1. La droite numérique achevée est un espace compact.

<=

Corollaire 2. L'ensemble deos parties connexes de ;% est identigue

&_l'ensemble des intervalles de R :
Si x est un nombre réel fini, ]x,-ﬁ- @@{ e"c,}@@‘ ,XE

{resp. {xﬁ@o( et:iw oo;x} ) sont contenus dans R et

ne sont autres gque les intervalles de {;g% gui ont été jusqgu'ici

5 N r ; 4
désignés par } X, —> { et)%—‘ o X [ (resp. | x, —> i et
~ N

b

f<— ,x| ) ; cette nouvells notation est beaucoup plus

/
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fréquemment employée. On voit de méme que R n'est autre
gue l'intervalle '), <o+ OOE notation sous laguelle

on désigne parfois cet ensemble.

Corollaire 3. Toute partie de R posséde une borns supérieure et upe

borne inférieure.

Corollaire 4. Pour gu'une application £ d'un intervalle I (partie de R

dans % gs0it un homéomorphisme de I sur un intervalle, il faut et il

suffit que f soit strictement monotone et continus dans I.

e

Corollaire %. Tout ensemble ouvert non vide dans R est la réunion

d'une famille dénombrable d'intervalles ouverts non empiétants.

Définition 2.- La borne supérieure dlume partie & de R se note

sup A ; la borpe inférieure do A se nmote inf A .

On a sup AE€X ; inf AE€A ; inf A <sup & . La relation A C B
entrafne sup A L sup B et inf A » inf B .
Du corollaire %, on déduit 1'important théoréme suivant :

Théoréme 1 {théoréme de la limite monotone). Soit E un epsemble

Vasculaire ascendant, Z)?? le filtre des sections de E ; toute appli-

cation monotone £ de E dans R possdde ume limite suivant le filtre %? .

Supposons par .exemple que f soit croissante, et soit & la borne

supérieure de f(B). Si a = - 0o , f est constante et égale & - =@ ;
sinon, guel que soit b<a , il existe X€E tel que b < £(x) ; donc,
si S, est la section de B relative & x (ensemble des y > x) , on a
f(SX) G } bga} , ce qui démontre le théoréme. Lémonstration analogue
lorsque f est décroissante ; en outre, on voit que, dans l'énoncé

du théoréme, on peut remplacer les mots fvasculaire ascendant" par
yasculaire descendant? , sans en modifier la validité.

Corollaire 1. Toute suite monotone de points de ﬁ’f% est convergente.
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En particulier, toute suite croissante (resp. décroissante) de
nombres finis converge vers un nombre fini si elle est bornée,
vers + ©© (resp. - oo) da;ns le cas contraire, Par exemple, la
suite des entiers positifs (ou ce qui revient au méme, le filtre
de Fréchet) converge vers + OO .

o=

Corollaire 2. Soit A une partie de R , a # - oo un point de & ,

tel gue a soit adhérent & l'ensemble A;zA N E- o0 ,8 E; si T est

une application monotone de A dans R, 1lim £(x) existe.
x«&afx@Aé
Bn effet, le filtre des sections de A; , considéré comme ensemble

vasculaire ascendant, est identiqae & la trace sur A! du filtre
=
des voisinages de a .

=~ x : -
Si on pose de méme A" = L mja,+ @@j (en supposant a # + o2 ),
e
et si a est adhérent & 4Y , cn voit gque lim £(x) existe.
= x->a,%xeAl

L'eddition et la multiplication dans . Notons d'zbord que, si on prolonge

dans R la fonction -x , en posant -(+ ©®)=- oo, -(- oo)= + co S

B

la fonction ainsi prolongée est encore un homéomorphisme de R
sur elle-méme.,
Hontrons maintenant qu'on peut

certains points de tRT les foncticns =xty et xy , définies

dans %z . On vérifie en effet sails peine les résultats suivants :
1° Relativement & R& , la fonction xty a pour limite + oo en
tout point de la forme (a,+ @ ) ou (+ <o ,a) &i a # =00 ; elle a
pour limite - ©© en tout point de la forme {(a,- ©o ) ou (- co ,2),
si a 4 + o0 ., Au contraire ,’ elle n'a aucune limite aux points

(+ oo ,- o2 ) et (- o0 ,+ oo),
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On vérifie méme gu'en ces points, l'ensemble des valeurs
d'adhérence de x+y , relativement & F? , est identique &
é% ; en effet, si a est fini, et si x tend vers + <¢ ,
xta tend vers + oo , -x tend vers - oo , et (xta)t(-x)=a
tend vers a , ce qui montre déja que tout nombre fini est
veleur d'adhérence ; et, comme 2x tend vers + oo en méne
tenps gque x , les formules 2x-x =X et Xx-2x = -x
montrent que + ©2 et - co sont aussi des valeurs dgdhé»
rence de xty au point {+ ©° ,- oo ),
29 HRelativement & Eﬁ , la fonction xy a pour limite + ©2 en tout
point de la forme (a,+ ©0@) ou (+c0,a) si a >0 et en tout point
de la forme (a,- ©0) ou (- ,a) si a L 0 ; elle a pour linite - oo
en tout point do 1la forme (a,+©2) ou (+ ©0,a) s8i 8 < 0, et en tout
point de la forme (a,- ¢o0) ou (- oo ,a) si @ >0 . Elle n'a aucune
limite aux points (0,+ o), (+ <0,0) , (0,- o), (- e=,0).
On montre encore aisément gu'en ces points, lfensemble
des valeurs dfadhérence de xy est identique & ég,
Soit 4 le complémentaire (dans %%g) de l'ensemble formé des deux
points (+ ©9,- @) et (- o2 ,+ ©0) : ¥ le complémentaire de 1l'ensem-
ble formé des quatre points (0,+ o), (+o2,0) , (0,- o), (- o0,0).
On peut prolonger par continuité la fomction xty dans A et xy dans

M ; les fonctions prolongées se désignerony encore par xty et xy

respectivement. ’
8 & cono xt(+oo)=(+ooHx=+00 8i x4 -o00
xt(- 00 )=(- coHx = -0 81 x #+ co
o mmeee= (T 82 128
s lobtais [ oo
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Les fonctions xty , yt+x , égales dans RQ’, le sont aussi dans A ;
si x,y,z sont trois points de Eé tels que (y,z) et (x,y+z) soient
dans A , il n'est pas possible que x et y soient infinis de signes
contraires, car il en serait de méme de x et (ytz) contrairement
a4 l'hypothése ; xty a donc un sens, et par suite, d'aprés le

théoréme de la double limite

231 );(u,v,w%%ﬁ x Rx R(u-’r(vm).—.éjgﬁ (u,v%j’é’mﬁ xR ((utv)iw)
(u,v,%)=>(x,7,2) w—2z(u,v) = (x,y)

ce qui montre gque (x-?gr;z) est dans & , et que xi(ytz)=(xty)z .

it

Bemarquons encore que, si x,y,z,t sont des points de R tels
que X g‘y et z Lt , on a xiz £ yrt si les deux membres de cette
inégalité soxb Géfinis ; c'est ce que montre sans peine un examen
des différents cas possibles. De plus, si y+t est définic et
<+ oo, xtz est définie ; de mbme, si xtz est définie et > - oo ,
ytt est sussi définie. _

On voit de méme que, si (x,y) est dans i , xy = yx ; que, si
(y,2) et (x,y2z) sont dans M , il en est de mbme de (x,y) et de
(xy,z) et que =x(yz)=(xy)z ; enfin, que =x £y ot z >0 entrai-
nent xz £ yz si les deux membres de cetts indgalité sont définis,

La fonction x° , bour n entier >0 , est définie et continue
dans ?R? , A'aprés ce qui précéde, et on a (+ %)ﬁ - Fee -

(e@@)ﬁ =+ o0 si n est pair, =- oo si n est impair.

Si x tend vers + oo ou vers - coen restant dans R , 1/x tend

vers O, car pour §x§>n-, on a g‘%}x§<‘i/n (n entier >0 arbitraire).

2 o o - 7 'ié
Réciproguenment, si x tend vers O en restant dans l'ensemble P

des nombres > O (resp. dans llensemble N des nombres < @}5

1/x tend vers + oo (resp. vers - ©2 ) ; mais ces deux faits montrent
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que, dans R , la fonction 1/x n'a pas de limite au point O, puis-
gu'elle a deux valeurs d'adhérence distinctes.

La fonction.1/x peut donc se prolonger par continuité aux
points + 02 et -oo , mais non au point O. Il en est de méme par
suite de la fonction x pour n entier L 0 .

Si £ et g sont deux applications d'un ensemble E dans ﬁ? , on
désignera encore par ftg , fg , 1/f , les fonctions dont les

valeurs en tout point x€E , sont respectivement £(x)+g(x), £(x)s(x),

1/f(x), pourvu gue ces expressions soient toujours définies. Toutes
les propositions démontrées aux §$2 et 3 sur les limites des
fonctions ftg , £g , 1/f , lorsque f et g ont des valeurs finies
en tout point, s'étendent lorsque f et g sont des applications

de E dans R » bourvu gue toutes les expressions qui figurent

dans ces propositions sient un sens ; celes résulfe de la conti-

nuité des fonctions xty , xy , 1/x partout ol elles sont définies.
Si X est une partie de E , on désigne par -X l'ensemble des |
points -x , ol x parcourt X . On a , si X n'est pas vide ,
sup(-X) = -inf X : ~ inf(-X) = -sup X .
Si X et Y sont deux parties de R , on définira encore 1'ensemble
X+Y comme formé des points xty , oh x parcourt X et y parcourt Y ,

pourvu gue ces expressions alent toutes un sens. Avec cette mota-

tion, on.peut énoncer la proposition suivante :

Proposition 2. Si X et Y sont deux parties de R telles que la

somme sup X + sup Y ait un sens, et gue l'onsemble XY soit

défini, on a

sup(Zt+Y) = sup X + sup Y .
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Tout d'abord, de x L sup X , y< sup Y , on déduit que
xty < sup X + sup T , quels que soient x€X et y€Y , puisque
les deux membres de cette derniére inégelité ont un sens par
hypothése ; donec |
sup(X+Y) < sup X + sup Y
Il en résulte la proposition lorsque l1l'un des nombres sup X ,
sup ¥ est - ©0. 8'il n'en est pas ainsi, posons a = sup X ,
b=sup ¥ , et s0it ¢ tel que. -oco<<cetb ;j ona c-a<b,
donc il existe un nombre B‘tel gue c-a < B<b ; si on pose a=c-B ,

on a aussi a <a ; et par suite on peul mettre ¢ sous la forme

atf , aveec a <& , B< b . Par hypothése, il existe x€X , ye¥
tels que a<x La , B<y gb , d'od o + B<xty L atb , ce qui
établit la proposition.

o

On peut encore prolonger par continuité dans % les fonctions
x+, x et |z}, définies dans R ; il suffit, comme bn le voit
immédiatenment, de poser (+ @@){;(a o) =+ oo ,(+ <o) =(- @g)+ =0,
- ga’@og =+ oo ; on vérifie que les sommes xt-x" et x 4x |
sont toujours définies dans Eﬁ , ot valent encore x et |x| res-
pectivement. Chagque fois que xty est définie, on a §x+y€§ Exgjréyﬁ .

On notera enfin que les fomctions Max(x,y) et Min(x,y) sont |

=2
continues dans R

Somme d'une infinité de nombres réels. Soit I un ensemble fini non vide,

i-%»xi une application de I dams ?R? ; les résultats précédents
montrent que, 8'il n'y & pas, parmi les Xy , deux valeurs infinies
de signes contraires, on peut définir la somme des x; indépendam-
ment de l'ordre dans lequel on les considére (voir Algébre, ch. I,

& ) ; on la désignera par la notation > =z,

= s
1

Uy
1)
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On en déduit la possibilité de définir, dans certains cas, la
somme d'une famille infinie de nombres réels :

Définition 3.

de nombres réels dont l'ensemble d'indices soit I :

Soit I un enseuble guelcongue, (x,) _; une femille

1° 81 x, >0 guel gue soit ¢, on appelle somme des nombres X,

et _on désigne par Zﬁz %, , 1z borme swpéri eure de l'ensemble des

nombres &%be , of J parcourt l’ensamble des parties finies pon

vides de I ;

20 Dans le cas général, on sppelle somms des pombres x , et on

[}
désigne encore nar Z %

cette différence est définie. '
Upe famille '(Xé)yél dont ls somme est définie est dite sommable

au sens large : elle est dite sommable si en outre sa somme est finie.

Lorsque I est un ensemble fini, cette définition coincide visi-
blement avec celle donnée ci-dessus. |

Lorsque X, =1 quel que soit ¢€ 1 , la somme de ces nombres est
‘égale dnpeilest finli et a n éléments, & +too si I est infini.
Il résulte de cette définition gu'une famille (xv) telle gue deux
des valeurs de x _ soient infinies de signes contraires, n'est pas
sonnable au sens large ; de méme, si, dans une famille (x, ) sommable

gu sens large, un des x,_ est infini, 5 x , ©st infinie de méme

o

signe.

Proposition 3. Soient (xz’ )@6 et (y )?,61 deux familles de nombres

réels correspondant au méme ensemble d'indices, et tellss gue

z < y& guel gue soit ¢ ; si elles sont sommables au sens large,

i
e 8 = Z ; i (7 ) est sommable au sens large, et
%?I t Q’@I s &L \J '
sl “élyf = = , (x ) est &uss sommable gu sens larpge ; si

e==z=o
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(x ) est sommable au sems large, et si %I > -o2 , (y ) est

aussi sommsble au sens large.

Enfin, si X, < J, bour une valeur gu moins de ¢ , et si
(x,) et (3, ) enaZX<Z¥@,

sont somnables au sens large, om g <=.X ™~ “-o

sauf si ces deux sommes sont infipies de m8me signe.

Supposons dfabord x et T, positifs ; alors, de x_ < y -
< >

z 2

3 . s . £
- on tire, ?ouitgte partie finie JC 1 , vE v %@J ve 90
L] - 5
dfol bel i &61 ; 81 en outre, pour un indice % , on a
X, < v s il existe a >0 tel que x_ + a < y, ; en posant
x° = x, pour ¥ £w,x' =x_+a on vérifie sans peine gque
= oS
, et onm a x! > dtol

T et el 1€l !

Z<Z . =

ser vy gerd 2 B80T EL o F = eI

On passe aisément de 13 au cas général en remargusni gue

e

o '%' "g' = =
x, £ 7, entraine x, <3, et x 7

Proposition 4. Soit (x@} une famille sommsble au sens large, et

¢ un nombre réel fini et #0 ; la fanille (ecx, ) est sommable au

sens larce, et on a Z‘cx = C Zx .
EELE =GB tET 1 1EL

En effet, s8i J est une partie finie guelconque de I , on a
iéch = C - X, ; dans le cas oh les x,, sont #0 ,etc >0,
on en déduit la proposition, cx étant une permuta,tlon de R conser-

vant l'ordre ; on en déduit ensuite sans peine la proposition dans

les autres cas.

Proposition 5. Soient (x ) = (v ) deux familles sommables
vl v vel
au sens large ; si et y, nhe sont pas infinies de

191?"‘”‘“&61

signes contraires, ls famille (x, +y, ) . @t sommable au sens

lal‘geﬁ et Z (X? 4 y&\, o Z X e Z;-,_:-} 3—?
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Remarquons gue 1l'hypothése entralne dfabord gu'il ne peut y
avoir un x,etuny de méme indice ou non infinis de signes
contraires ; les sommes (x?’ o} y@) son’ﬁ donc bien définies quel
gue soit ¢+ . Envisageons d'abord le cas of X,z 0 et v, > o

quel que soit ¢ ; pour toute partie finie J de I , on a
Z‘{fx-i- )=Zx+ZyéZx+Zy
ted* T T = o T 1edde etV ettt

Posons a =bé’1xv . b = e Iy& ; €t s0it ¢ un nombre fini et

< atb ; on peut écrire c=a+ 8 , avec a <a , B<LDb ; par
hypothése il existe deux parties finies J’i’ Jg de I telles que

a.<.Z* a,ﬁ<Z

3 siE.::J’ﬁUJZ ; on aura

og31 < &&J
a fortiori ZN‘(:@%
c=a+ p< éKf" er)<a,+b

-dlot lg proposition dans ce cas.
Pour passer de 1& au cas généra,l remagrquons que, si on pose
+
z,=x, +y ,ona z, - z -(x -X )"’(y =y "), d'on
+ o =
Z@‘*‘x&wb

finis, et se vérifie encore aisément dans les autres cas) ; on a

il

z, +x::+ y:: (ce qui est évident lorsque x ., ety sont

donc
(1) Z .+ Ly = z 4»2,,,*’%—2*
VeI %y z,é,l v el @CI v el g,g,i
Comme fE1xe et Le1v% soni définies, el ne sont pas infinies

de signes contraires, on est dans un des deux cas suivants :

+ + .
19 2 x et Z”y tous deux finis ;

tel * veETI ?
20 %1:{:’ et %Iy; tous deux finis.

Supposons par exemple qu'on soit dans le second cas ; coame

Z < x; + y; , on a, d'aprés la prop. 3 et la prop.9H pour les

_ ... 2 = - >
nombres positifs, é.rz et o <+©@= done {:?%*y)




- 64 -

est sommable au sens large, et, en retranchant des deux membres

de (1) le nombre fini Zé‘I z, + b%l - r ély: , on obtient

la relstion

2t = (2

1E1% T LE1% “’(aezxa a%l b)+( Z Ve
d'ot la proposition.

e Iy" )

Corollaire. 5i (x_ ) est une famille quelcongge, on a

sl 2o 2

Le1l™ reT v a,ex _
Par suite, pour gu'une famille (x _L) soit sommgble, il faut et il

suffit que la famille (}z,{) soit sommable.

Proposition 6. Soit (xb)i’ gq Lme famille sommabls au sens large ;

pour toute partie non vide JC I , la sous-femille (x ) . est

sommable esu sens large. B8i J, et J, sont deux parties de I formant

une partition de cet ensemble, on a

(2) ZA EZ‘X‘%‘

tel %y L@Jt téJ

= X pour Z.’J,x' Opou.rf,éggfgona

Posons x?
Zﬂ ,___,y ng
=X £ %, - En effet, supposons d'abord tous les x,

positifs ; si H est une partie finie de I , et E=H/J , on a ,

lorsque K n'est pas vide, 1:2 x! = x , d'oh immédiatement

z
2 =
bélx; = téJX% - QOE x9 g‘% que‘l que soit ¢ , onr en déduit,
S <
d'aprés la prop. 3 , uéJx‘b\ Lélz& ‘

Si maintenant (x ) Pst une famille sommable au sens large

2 <A

guelconaue, on s L X °
- = 1»6.&& a,éJ'l' tET ¢ !

Ze"— =S

N

TRz = éJx L 15 , €6 gqui nmontre immédiatement que
Z X et Z x! sont définies ot égale
teEJ * ¢teI t : =

Soit alors y_ = X, pour &éJ,3 , ¥, = 9 pour &652 s B, =X

pour t€d, , z, = 0 pour iyéJ@ ; on & , gquel gue s0it 7 L
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x, =y +t3z , et, d'aprés la prop. 5, comme (y ) et (z ) sont somma-

bles , %x %Iy@%— Z . Comme Zy = Z_,, z

1€ 1 % Lel®r ted * ?

%IZ"’ = b%xt , on en déduit la proposition.
&

On étend immédiatement la derniére partie ds cette proposition
lorsqu'il s'agit d'une partition finie quelconque, au lieu d'une
partition de deux ensgembles.

La proposition 6 admet une réciprogue : si le second membre de
(2) est défini, la somme ;Z;sz

2x o
il suffit pour le voir de compidérer les sommes IX@' et Q,IX"
v %

et de leur appliquer la proposition 6 ; d'aprés l'hypothdse sur le

est définie et lui est égale ;

second membre de (2), elles ne peuvent &tre toutes deux infinies.

Proposition 7. Seoit (x ), ey bBoe famille sommable au sens large, et

(K ) vne suite croissante de parties de I telle gue I = QKB ;
on a Z x - lin 2 X .
e >
Supposons d'abord les x positifs, et soit a '< v@l : 41
existe une partie finie H de I telle que @ < P C WX@ S %IXL H

d'autre part, il existe un indice n, tel que H Qﬁn , dlod HC K,

_..,.E _
pour n >n_ , et par suite a,< %, <ZA¥=@, pourn);,n

Lé’{n

fo) J

m—q

d'ol la proposition.

On passe de 1l& au cas général en utilisant la formule donnant

-

la limite d'une somme de deux fonections & valeurs dans %:i s

Proposition 8. Soit (x z) une famille de nombres réels ; pour tout

.

a >0 , on désipne par n, le nombre des indices ¢ tels gus Bxbg 2

si l'ensemble ce ces indices est fini, et + ©2 dans le cas contraire.

Si (x&) est sommable, il existe un pombre fini k tel que a.n, < k

guel gue g0it a >0 .
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En effet, soit H la partie de I telle gue lxz’i w7 & pour LEH;
on a “*%.ﬁ%ﬁt‘v! g 1%1 !XJ , dlaprés la prop. 3, dlod la propo-
sition d'aprés le corolliaire de la prop. H.

11 importe d'observer que cette condition n'est pas suffisante

pour gue (x,b) soit somnable. Prenons en effet pour I llensemble
N , et soit X, = 1/n ; on a naé’l/m , dlot a,n@,g’i . Mais

ona 8= %Zég1/n =+ 02 | effet, d'aprés les propositions
6, 3et 4 , 0onse
5 =§£/n =1+ Z, tfon + 5&71/(211—&-1) > 1+ %ﬁa[zn +

+ %ﬁ’t/(zm‘a) = 1/2 + e,uéﬁ‘z/zn = i/s + 8
ce qui entraine s = + ©2 .

Coroliaire 1. Si la famille (xl’) est sommable, elle est bormée.

@%ﬁxba, donc, si %Z’@%ﬂ%é ;, D=0,
puisque ce nombre est entier positif.

En effet, n_ < 1/a.

Corollaire 2. Si la famille (x ) est sommable, n, est fini guel

gue goit a >0 .
Corollaire 3. Si la famille (x,) est sommsble, 1'ensemble des indices

v iels gue x_ % O est dénombrable.

Ep effet, cet ensemble est ls réunion des ensembles H , oft H
désigne l'ensemble des indices ¢ tels que gxz’g 2/3/11 , et chacun
des H_ est fipi d'aprds le corollaire 2. '

Ce dernier corollaire montre gue le cas de beaucoup le plus impor-

tant en pratigue est celui ok I est dénombrable. Lorsqu'en particu-

oo
X ; ' S %
lier I est l'ensemble f , on note 2, x, la somme dfune suite (x,)

“=G

lorsqu'elle existe. De méme, si I est un intervalle de l'ensemble j‘*f’

dss entiers positifs et négatifs, c'est-&-dire est de 1l'une des
8 SN st = S
formes 1=% ﬁ»@og ,jsmgp/;; . E’pﬁ@@% , Ip,al (p et g entiers
§ -k % /

W AN
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quelcongues), la somme d'une famllle (x ) eI scmmable se note
+ oo
respectivement b4 x x,
D %:Z-:oo ’ 1”2;30 ? gzv n ! Z

5i I est dénombreble, et qu'on range les termes de la famille

sommable au sens large (x ) .7 , en une suite (y,), on a, d'aprds

la prop. 7 , :EL -
X = Z
te1 pﬁoyp)

Cette propriété permet souvent d'évaluer ls somme d'une suite
sommeble au sens large (xn), ou tout su moins d'en itrouver des
majorants et minorants. Par exemple, considérons la suite (qn)v

ol g est un nombre real quelconque ; on a (Algébre,ch. |, § )

n+1
n p_.@ 1 =q

on voit donc (ef.ch. VI, $2) que, pour §q§<1 , 1la suite (q")
est sommable et a pour somme 1/(1=q) ; pour g >1 , elle est
sommable au sens large et a pour somme + ©2 ; pour ¢ £ -1 ,
elle n'est pas sommable au sens large, car s, ne tend vers
aucune limite quand n tend vers + ©= ,

Hemarquons encors que, pour une suite (xn), le corollaire 2 de la

prop.8 s'énonce de la manidre suivante : pour gue (xn} soit sommable

il est nécessaire gue ,lim x,=0 ; mais l'exemple de ls suite (1/n)

montre que cetie condition n'est pas suffisante.

La notion de somme d'une famille de nombres réels cst un cas
particulier d'une notion beaucoup plus générale, celle d'inté-
grale, que nous étudierons plus tard ; on verra alors gue les
propositions énoncées ci-dessus sont pour lg plupart des cas
particuliers de propositions relatives sux intégrales ; de plus,
les théorémes généraux du Calcul intégral nous fourniront de

-

nouvelles propriétés des sommes de nonbres réels (notamment une

s

généralisation de la prop.6),qu'il serait beaucoup plus long de
b
démontrer directement.
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Exercices. 1) Soit (Ab) une famille quelconque de parties non
vides de § ; montrer gque la borne supérieure de l'ensemble
UA est la borne supérieure de l'ensemble des nombres sup A .
2) Soit (x ) une suite decro:.ssante de nombres finis positifs.
dontrer que les sommes ;ﬁaxn et ,.;,2,;;, angn sont & la fois
finies ou infinies (critére de condensation de Cauchy).

ﬁ] Application sux suites (Qj’np} ; (ﬁ/n(lag n}p}, @32

ﬁ" %) Montrer que, si p ;"E :

——

1
f;mg"}.ﬂ"& = Z@; gP Iﬂ‘iz

$ 5. Fonctions nunérigues.

Définition 1. Les applications d'un ensemble E dans @ sont dites

fonctions numérigues définies dans E ; les aspplications de B dans R

sont appelées fonctions numérigues finies, définies dans B .

Nous avons déjs vu ( €4) que si la somme f£{x)+g(x) des valeurs
de deux Tfomctions numériques f,g , définies dans E , a un sens
guel gque s0it x€E , on note fig le fonction ayant celte somme pour
valeur au point x ; de méme on définit les fonctions fg , 1 /f , 10TBs-
gue les expressions £(x)g(x) , resp. ‘il'f(x), ont un sens pour tout
X€EE .

Si T et g sont deux fonctions numériques définies dans E , la
relation £ £ g est par définition équivalente & "quel que soit XekE

£(x) € g(x)" ; clest une relgtion d'ordre dans l'ensemble des

fonctions numériques définies dans E (mais si E a plus d'un élément,
il est clair que la structure d'ordre qu'elle définit n'est pas

une structure d'ensemble totalement ordonné).
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Bornes d'une fonction numérique. Définition 2. Soit £ une fonction numéri-

gue définie dans un cnsemble E : on appelle borne supérieure

{(resp. borne inférieure) de £ dans une partie non vide A de E,

la b

orne supérieure

et on note sup £(x) (resp. inf £(x) ),
XEL XEA

(resp. borme inféricure) de l'ensemble f£(4&).

Lg fonction f est dite bornde supérieurement {ou majorée)

dens A , Bi supAftx)<§%*gx> (autrement dit, s'il existe un
Z€ :
nombre fini k tel que, pour tout x€4 , on ait £(x) < k) ;

f est dite bornde infériecurement (ou minorée; dans A , 8i

inf £(x) > - oo ; enfin, elle est dite bormée tout court, si
X €A
olle est & la fois Dbo: rnée inférieurement e% sup

é
pour gqu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que gf% s0it
bornée supérieurement.

Le 1ecteur vérifiera sans peine les propriétés suivantes :

(1) inf £(x) = - sup (-f(z)) ;
REL XEA
(2) fgg entraine sup f(x)(sup g{x) et inf £(x)ginf g(x);
: X €A eA xeh Xch
(3) ACB entraine sup f(x)<:sup £f(x) et inf £(x)>inf £(x)
ZEL B xeh x@B
(4) sup (£(x)}g(x)) < sup £(x) + sup g(X)
XeEh Xeh  xXeh
lorgque les deux membres de cette inégalité ont un sens ;
(5) sup f(x)g(x) < sup £(x). sup g(x)
XEA XEL eA
lorsque £(x) >0 et g(x) >0 pour tout xeh , et ciue les deux

membres ont uvn sens ;

(5 bis) Max(sup £(x) sup g(x))=sup (Max(f(x),g(x)))
XEA €A ZEA
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Il faut noter par contre qu'on n'a pas en général

Min(sup £(x),sup g(x)) = sup (Min(f(x),g(x)))
X€A XEA xX€A

mais que le premier membre est sesulement supérieur au

second dans tous les cas (d'aprds (2)).

(6) sup kf(x) = k.sup £(x) 8i 0<k<troo
ZEA XEA

(7) sup (1/£(x)) = 1/inf £(x)
x €A XEA

sl f£(x) >0 dans A ;

(8) sup £(x) = sup ( sup £(x))

zel ) a vel €4,
1ET .

(8 vis) Soit 9 une gpplicatios croissante de T(A) dans © , conti-

%

nue au point & = sup £(x) ; alors sup o(f(x)) = ¢lsup £(x)).
X€E€EA XEA XEA

Considérons maintenant une fonction numérigue f définie dans
un ensemble produit E; #E, ; si A, est une partie de B, , on potera

sup f(x,,%x,) la borne supériecure dans A, de 1'application par-
tielle x,—>f(x,,X,) ds E, dans R . Si A est une partie de
B, B, , on a donc, d'aprés (8)

sup (sup £(x,,x,)) = sup £(x,,x.)
%4 € DT, A x5 €A(x,) 1. (x gzg) es 17e

Si (fb)@euz est uvne famille de fonctions numérigues définies

dans un m8me ensemble E , on appelle enveloppe supéricure (resp.

enveloppe inférieure) de cette famille la fonection dont la valeur

en un point x€E est sup fb(z) (resp. inf ft(x)}. Lorsque I
tel - el -~
est fini, et formé par exemple des nombres 1,2,...,m , l'enveloppe
supérieure de L4455, ..o, n'est autre que la fonction
fn)ﬁ‘

Jax(fgs Dseeey




“m o

| -7 -
Limite supérieure et limite inférieure Soit £ une fonction numérique

d'une fonction suivant un filtre. : déﬁ.nie. dans un ensemble E £iltré
par un filtire ‘éST . Comms § est compact, l'ensembls des
valeurs d'adhérence de f suivant 5 est fermé et n'est pas
vide.
Définition 3.

inférieure) d'une fonction numérigue £ suivant un filtre @ .

On_appelle limite supérieure (resp. limite

la borne supérieure de l'ensemble deg valeurs d'adhérence de £
suivant @ .
On la désigne par 1im»sup%; £, ou 1imosupgf(x) (ot x

est un argument de E) (resp. lim.infgf ou lim, 1n1°€§ f(x) ).

On se dispense parfois ¢ 1nd1quer ie filtre @ , et on
écrit simplement lim.sup £ , ou lim.sup £(x) , lorsqu'il

ne peut en résulter de confusion.

On a2 1lim. inf@ < lim.sup. % ; bour que £ converge suivant 55
il faut et il suffit que llm.lnf@f = lxm.aup@f (ch.I, %’50,
prop.1), et la valeur commune de ces deux quantités est alors
la limite de £ suivant %? .

Proposition 1. On a les relations

lim.sup _f = inf (sup £(x)) , lim.inf £ = sup (inf f£(x))
F XeF xeéx - X€F xex

Posons a = limnsupgk ; guel gue soit X € 5’2 , & est adhérent

8 £(X), donc & g sup £(x). D'autre part, si b>a , 1'intersec-
xeX

tion des ensemblss {b + 00:! et }gé%"’ftz; est vide ; commse
les ensembles T(X) sont compacts, ainsi que Eb "‘*’0@]
existe un ensembles X 65 tel que £(X) \: <0 ,b %\ done

utlpr(X) <b , ce qui démonire la proposition pour lg limite
xée
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supérieure ; démonstration analogue pour la limite inférieure.

¥*
Si %: est le filire des sectionms de @ (ch.I, §5), le

théoréme de la limite monotone ( 24,th.1), joint & 1'inéga-

1ité (3) permet encore d'écrire
lim.sup _f=1im _(sup #(x)) lim.inf _ £=1lim _(inf £(x))
5 @4;: eX . % FFrex :

Corollaire. La proposition " a<1im.sup§f " entraine figusl gue
g0it X € § » 11 existe x€X tel que a<f(x)" ; la propogition
ra> lim.sup.cgf " entraine "il existe X € § tel gue,pour tout

xeX f(x) < a ". Récipro uement, la proposition "guel gue soit
’ £eC61Drog SLTic g _gue 8010

T

la proposition il existe X €

F

tel gue, pour tout ze€X ,

f(x) < a ” entratne " g 2 lim.sup 1 ",

On a les

(10)

T

On peu;'t remarquer gue, dauns la proposition 1 et son corol-
laire, il suffit de faire décrire & l'ensemble X , dans
tous les énoncés ok il figure, ume base quelcongue du
filtre E; . |
propriétés suivantes ¢ _

lim.inf £ = - lim.sup(-7) _
Cetie relation permet de n'étudier sysﬁématiquemant gue

les limites inférieures ou les limites supérieures de

il existe xe€X tel gue a g £(x)" entraine ﬁa,,glim,supﬁf ",

fonctions ; de tout énoncé contenant des limites inférisures

et des limites supérieures, on peut en déduire un auire
équivalent en remplacant les signes lim.inf par lim.sup ,
et vice-versa, et en changeant le signe des fonctions sur
lesquelles portent ces limites, ainsi que le signe des
limites.

lim.sup kf = k.lim.sup £ si 0k <+ <0
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(10 bis) = lim.sup(Max(f,g))=Max(lim.sup f,lim.sup g)
(11) lim.sup £ + lim.inf g,glim.sup(f-%*g);s lim.sup £+lim.sup g
lorsque ces inégalités portent sur des expressions gqui ont un sens ;
(12) 1lim.sup £ . lim.inf g < lim.sup fg <lim.sup £ . lim.sup g
lorsque £(x) >0 et g(x) >0 dans E , ot gque les expressions qui
figurent dans ces inégalités ont un sens ;
(13) lim.eup(1/2) = 1/lin.inf £
gi £(x) >0 dans E ; _
(14) £ <g entraine 1lim.sup £ £ lim.sup g et lim.inf £lim.inf g

Bn particulier, si f et g ont chacune une limite sulvant le

filtre %? ;, la relation £ £ g entraine 1im§ % g ;

clest ce qu'on appelle le priuncipe de prolongement des

inégalités, qui, sous cette forme et la forme plus générale
(14), est une des propo&tmng les plus frequemﬂent enployées
en Analyse.

On remarquera que, méme en supposant £(x) < g(x) en

tout point x €E , on ne peut pas en conclure lim £ < 1lim g ;
lorsqu'on désire démontrer cette derniére inégalité, il faut
donc faire des hypothéses supplémentaires sur £ et g , et
la seule application du principe de 'prolongeﬁlen’t des inége-
lités ne suffit pas & la démonstratica.
(15) si %1 est un filtre plus fin que %; lim, supeg £L1im, S‘};Pg,gf
gi A est un ensemble de % linm. SUpe £, = lim. sup@ £
En raison de ce fait, lorsque fﬁ nlest définie gue sur une
partie A de B appartenant a %’; , on écrit souvent lm,supc_,,f

au lieu de 1lim. BUD - £ , par abus de langage.

9
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(16) Si ¢ est une fonction numérique croissante et continue dans
un voisinage V de l'ensemble L des valeurs d'adhérence de T
suivant 5§', on &
lim.sup 9of = ¢ (lim.sﬁp £)
Démontrons par exemple les inégalitée (11) et la relation (16) ;
le lecteur établirz sans peine de maniére analogue les autres
propositions gue nous venons dfénoncer.
Supposons lim.sup £ > - <0 , lin.inf g >- ©2 ; soit aglim.supf,
b L1lin.inf g ; d'aprés le corollaire.de la prop.1 , il existe
Xoé. § tel que, quel gqus soit x@Xo ,“b <g(x) ; et d'auire part,
quel que soit X &€ § ;, 11 existe =x€X tel que a < f(x) ; donec
si X est un ensemble guelcongue de 2? , comme X f%zb é'gg , 11
existe xe€XMNX, tel que atb < f(x)+g(x) , ce qui entraine
atb < lim.sup(ftg) , d'oh la premidre inégalité (11)
En second lieu, supposons lim.sup £ £+ co , lim.sup g <+ ©° ,
et soit ¢ >»lim.sup £ , 4 >1lim.sup g . D'aprés le corollaire de
la prop.1 , il existe X € 5: tel que, pour toﬁt xeX , £(x) < c ,
et il existe Y € 55 tel que, pour tout xe¥Y , g{x) Ld ; on &
donec, pour tout x€XNTY , f(x)g(x)< ctd , et comme XNY ¢ §
on en tire 1lim.sup(fig) <ctd , d'oh la seconds indgalité (11).
Pour démontrer (16), remarguons d'sbord que, si V est un voisi-
nage de l'ensemble L des valeurs dfadhérence de f suivant %; :
V appartient au filtre engendré par £( g%) ; car 8i on a
a <lim,inf £ , b >1lim.sup £ , il existe X € g? tel que £(x) >=a
pour tout x€ X , et Y € § tel que £(x)< b pour tout z€Y ;
par suite £(XNY) C }a,bi . On a done ﬂéﬁ"(if) € 55 , ce qui
d'aprés (195) permet de se limiter su cas of ¢ est continue et

croissante dans £(E) . Or, on a alors d'aprés
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(8 bis) sup 9(£f(x)) = ¢(sup £(x)) , puis, ¢ étant continue
xeX xX€EX

limcs%@(sup £(x)) = q)(llmgi%gfg £(x)))
dtos (16).

Lorsque § est le filtre des voisinages d'un point a dans un

gique E , on écrit lim.sup £(x) (resp. lim.inf £(x))
X —>8 X =8
au lieu de lim;supg}f £ (resp.lim.inf. _f) ; on a évidemment

lim.inf £(x) < f(a) £ lim.sup £(x)
z>8 x->a

Lorsque E est un sous-espace d'un espace topologigue F , et que Cg
est 1la trace sur E du filtre des voisinages d'un point 8€E , on

écrit lim.sup £(x) (resp. lim.inf £(x)} au liew de lim.sup _f
x2>86,X€E ZT=>a,Xx ¢k C§

(resp. lim,inf@{ £) ; i E n'est autre gue le complémentaire de %ﬁ’% :
on remplace, dans ces notations, "x€B" par "x # a
Si 4 est une partie de E , telle que a€k , on &

lim.sup £(x) € lim.sup £(x)
X>g,xeh Z>8,X €L

8i V est un voisinege de a dans ¥ , on a, d'aprds (15)

lim.sup fP(x) = lim.sup £(x)
X—2a8,XeVNE X->2,%X EE

Autrement dit, les notions de limite supérieure et linite inférieure
en un point d'un espace topologigue, ont comme celle de limite,
un caractére local.

Bnfin, lorsgue 255 est le Piltre de Fréchet sur N , 1lapplica-

tion £ de N dans R définissent donc une suite (an} de nombres
' e
réels, la limite supérisure {resp. inféricure) de f suivant P

se note lim.sup u_ (resp. 1lim.inf u_) et s'appelle limite
n —=—>0e & n—=>0oz o

supérieure (resp. limite inférieure) de la suite (U"a}




- 76 -

L'6galité o = lim.sup u, est donc éguivalente & la pro-
n —»oo

priété suivante (en supposant par exemple a fini) : quel

que soit € >0 , il existe n, tel que u, < ste pour

tout n >n, , et ©_ > a-& pour une infinité de valeurs

de n. Propriété anaslogue si a est infini, ainsi que pour

la limite inférieurse.

Propriétés des fonctions comtinues numérigues. Les deux propositions qui

suivent sont connues sous le nom de théoréme do Weierstrass ; leur

importance est fondementale dans toutes les questions ol intervien-
nent des fonctions continues numériques ; elles sont d'ailleurs des

conséguences presque immédiates de théorémes énoucés antérisurement.

Théoréme 1. Soit £ une fonction numérigue, définie et contipue

dans un espace conunexe B. Si a ot b sobt deux poinis guelcongues

de E , et ¢ un nombre guelcongue de l'intervalle fermé de bornes

£(a) et £(b), il existe au moins un point xeE tel gue £(x) =

c
C'est une conséquence immédiate du cor. 2 de la prop.i du §4&;
_ le cas particulier des fonctions continues finies a déja été énoncé
au %éi(cor. 2 du th.3). On exprime souvent ce théoréme en disant

gu'une fonction numérigue continue sur un espace connexe ne peut

passer d'une valeur & une auire sans passer nar toutes les valeurs

intermédiaires.
11 ne Paudrait pas croire que cette propriété n'asppartienne
qu'aux fonctions continues ; on peut former des fonctions

; G)
discontinues en tout point, qui la possédent :

Théorsme 2. Soit £ une fonction numérigue, définie et continue dans

un_espace compact B ; il existe su moins un point aeE tel gque

£(a) = sup £(x) , et au moins un point bEE el gue £(b)=inf £(x).

xek x B
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En effet, f£(E) est compact (ch.I, § 10,th.1), donc fermé, et
par suite contient ses bornes.
On énonce souvent le théordme précédent en disant qu'une

fonction numérigue continue sur un espace

bornes. En particulier, si f est continue et finie dans un

espace compact E ;, elle est bornée dans E .,

Fonctions semi-continues. Définition 4. Une fonction pumérigue £ , définie

dans un espace topologique B , est dite semi-continue infériecurement

(resp. semi-continue supériecurement) en un point a € B , sl on a

lim.inf £(x)=f(a) (resp. lim.sup f(x)=r(a)). Elle est dite
xX—>a X8

semi-continue inférieurcment (resp. supéricurement) dens E si elle

est semi-continue inféricurecment (resp. supéricurement) en tout

point de E .

Comme les relations 1lim.inf £(x) = lim.sup f{x) = f(a) sont
Z->a zZ—=>8 '
équivalentes & %Egaf(x) = f(a), pour qu'une fonction numérique

soit continue en un point, il faut et il suffit qu'elle soit

& la fois gemiaconiinue sgpériéﬁrement et inférisurement en ce point
Si £ est semi-continue inférieurement en un point, -f est semi-

continue supérisurement en ce point, et vice-versa ; aussi nous

bornerons-nous dans ce quil sult & considérer les propriétés des

fonctions semi-continues inféricurement ; les propriétés corres-

pondantes des fonctions semiacontinues supéricurement s'obtien-
dront en changeant les'fénctions considérées en leurs opposées.
En vertu de la relation l%§§%nf:ftx)§§ f(a) , la condition
pour que f soit semi-continue inféricurement en a est éguivalente
& l%§$énf £(x) »>2(a). Par suite, f est semi-continue inférieu-

rement en 2 si f(a) = - oo . Bn outre, d'aprds le corollaire de
: 1a prop.1
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Proposition 2. Pour gu'une fonction numérique f soit semi-continue

inférieurement en un point a ob f(a) >- oo, il faut et il suffit

gu'a tout nombre k < £(a) corresponde un voisinege V de g tel

gu'en tout point x€V , on ait f(x) >k .

On peut encore dire qu'en un point a ot f(a) >- oo , £ est
semiecontinué inférieurement si, pour tout nombre k £ f(a) ,
f()k + oo]) est un voisinage de a . D'oftt immédiatement le théoréme
suivant :

Théordme 3. Pour gu'une foncition punérigue £ soil semi-coptinue

inférieurement dans un espace. topolog;gue E il faut et i1 suffit

gque, pour tout nombre fini k , f() k -%"@@)) soit ouvert (ou, ce
qui revient au méms, f(E oo k}) fermé) .

On en tire aussitdt une importante généralisation du second
théoréme de Weierstrass :

Théoréme 4. Soit £ une fonction numdrigue semi-continue inférieure=-

ment dans un espace compact B ; il existe au moins un point a €B

tel que f(a)= infEf(x) (autrement dit, £ atteint sa borne
X €

inférieure sur E). En effet, posons n = ;nfﬁf(x) ; pour tout
k >m (en supposant m < + oo sans quoi le théoréme est évident),
Q}( [= co ak]) est fermé et non vide ; les eusoubles L& o ,k\}
formant une base de filtre sur ?R; , i1 en est de méme des
ensembles f([ <o k\ﬁ) sur E , L'intersection de ces ensembles,
qui n'est autre que .f( §:=os ,mi) n'est donc pas vide, d'od le
théoréme, d'asprés le def‘lnl’c;en de m .

En particulier, si f(x)>- oo dans E , £ est bornée inférieure-

ment dans E .
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Proposition 3. Soient f et g deux fonctions numérigues semi-continues

- 1
inféricurement en un point g de E (resp. dans E). Les fonctions

Min(f,z) , et f+g (si elle est définie dans E) sont semi-continues

inférieurement zu point g {resp. dans E). Il en e§t'de méme de fg

gi f(x) et glx) sont ;; 0 en tout point de B , et si le produit

fg est défini.

Ce sont en effet des conséguences immédiastes de la définition 4
et des formules (10 bis), (11) et (12).

On voit de m8me que, si k est une constante >0 , et si £ sst
semi-continue inférieurement dans B ;, 11 en est de méme de kP ;
en outre si £f(x) >0 dans E 1/% est semi-continue supéricurement
éans E .

8i 9 est une fonction numérique continue et croissante dans un
voiginage V de l'ensemble L des valeurs d'adhérence d'une fonction
£ en un point a€E , et si T est sami»contiﬁue inférieurement en a ,
il en est dec méme de ¢@of (founction définie dans un voisinege de a
par hypothése). '

Théoréme 5. L'enveloppe supérieure d'une famille (fg) de fonctions

rieurement dans E est semi-continue inférieure--

semi-continues iunfé

ment dans B .

En effet, s0it g cette enveloppe supérieure ; pour tout nombre
f;nl k , 1'ensenble g(}k %«x%) est la réunion des ensembles
f ()k +~a%) ; comme ces deralers sont ouverts d'aprés le th.3 ,
g(}k:+=aﬂ) est aussi ouvert, d'of la proposition par appiication
daa th: 5

Corollairs. L'enveloppe supérieure d'vre famille de fonctions conti-

nues dans E est semi-continue inféricurement dans B .
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Proposition 4. Soit £ une fonction numérique guelcongue définie

dans une partie partout dense A d'un espace topologicgue E ; si, en

tout point x€E = lim.inf £ t i-con-
oin €E , on pose g(x) y-—»i?i:,g'r%A (y) , g est semi con_

tinue inférieurcment dans B .

Pour voir que g est semiaconfinue inférieurement en un point x ,
on peut se borner au cas oh g(x) > - oo ; so0it alors a un nombre
guelconque < g{x) ; il existe un voisinage ouvert V de x tel que ,
pour tout zeVNA , £(z) >a ; or, V est un voisinage dfun guelcon-

que de ses points y ; on a donc 1lim.inf £(z)=g(y) >a , d'ol
z2->y,z €A

lim.inf g{y) > a , et, comme a est quelconque, lim.inf g(y) > &(x)
y=>x T->X

ce qui démontre la proposition.

11 est clair que g ost l'enveloppe supéricure des fonctions h ,

semi-continues inférieurement dans B , et telles que h(x) L £(x)

en tout point de A . Si £ est gemi-continue 1nfemeuremeﬁt dans A ,

g est un prolongement de £ &4 E .

% 5. Approximation des nombres irrationnels.
Puigsance de R,

{Ce paragraphe peut &itre passé sn premidre lecturse).

Soit & un nombre rationnel >0 ; on dit gu'un nombre rationnel r

est une valeur approchdée 8 & prés d'un nombre réel x si on a
%x=r§ £ € ; r est dit valeur approchée par défaut si x-r >0,
par excés sl x-r £ 0. Soit (En) une suite de nombres ratiomnels
>0 tendant vers 0 ; comme 1l'ensemble des nombres rationnels est
pertout dense dans R , on voit gue, pour tout n, il existe une

veleur approchée de x & €, pres.
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Ltapplication de l'axicme du choix permet aussitdt d'ep déduire
l'existence d'une suite (r,) de nombres rationnels ayant i:our
limite x ; mais, comme nous allons ie voir, on peut ici se passer
de cet axiome, et définir, de bien des maniéres, une telle suite
par un procédé de récurrence.

Hous commencerons par e€xposer une premiére catégorie de tels
procédés, parmi lesquels rentre en particulier celui dont on fait
le plus souvent usage dans le calcul numérigue.

Soit x un nombre réel guelcongue ; R étant erchimédien, il

existe un plus grand entier n tel que n x‘; on l'asppelle partie
entidre de x , ot on le note [x] . Un a donc

[x1 < z <fx] +1 ,
sutrement dit, tout nombre réel peut se mettre dfune maniére el

‘d'une seule sous la forme nty , ol n est entier, et 0 Ly L1
Pour étudier l'approximation des nombres réels par les nombres

rationnels, on peut donc se bormer & comsidérer les nombres X de
1tintervalle Eo,1 \:

Considérons une suite guelcongus (a,n) (n > 1) a'entiers >1 ;

x étant un nombre guelconque de (O,‘%{ , nous allons définir par

récurrence une suite d'entiers (u ), et une suite de nombres réels
n
{xn), de la facon suivante :

et en général

(1) = E&nxﬁa i:% - Xy = apX, 4= Uy




‘=8e‘;°

Ona 0Z x, <1, d'lod 0% <.,a , et par sulteo<un<

8 n-1

et, comme u, est entier 0 < un\ -1, Un voit avussitét par récur-
rence, gu'on a

u u

1 2 “n

Iﬂ ., a.lageeoan(x 31 a1a2 e o 0@ 31&2 coan
ou, si on pose
o u
(2) z ;’53“““3%‘”*‘“”@,:& a
7 M 1°2 12

(3) x=1r + xn/a1a.2.°'°&‘n

Jr, comme an>1 , c'est-a-dire, puisgue a, est entier, e, > 2

on & %ag“"&g?*agtgag'”%q %aﬁaa,,,anﬂﬂ , et, par récurrencs,

° £
8,8y...8, >0 ; dfol

0 < x-1 ‘E/n
et comme T, est rationnel, on voit que la suite (rn) est une suite
de nombres rationnels tendant vers x , T, étant valeur approchée
de x par &éfaut, & ‘?/aqaaa - pré-s. En outre, dfaprés la
prop. 7 du 34 - @na

(4) Z n/%'l 8,008,

La somme du seconci membre de (4) est appelée representatlon (ou

développement) de x dans la base (a ) (la suite (a,) étant donc

appelée base ou puite de base de cette représentation). D'aprés
la forme des relations de récurrence (1), on a aussi, pour tout
entier p >0

(5) % = Z u./FM 8 ipee8y

b A=
Nous allons en déduirs geze dans la représentation de x , il y &
une infinité de nombres u = tels gue O &un<an»1 . Sinon, on
aurait u = anw‘ﬁ pour n>p , p étant un certain entier >0 .

7
Or, comme (aﬂd)fa,pﬂ&p%g.”an = 'i/ap*_,i“,anaf’i/apﬂa.caﬁ , on a,
pour g > D
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9
(a “"1)& c ot 31"1/& ce ol
%:%-&1 - /D+1 o pHi Q
et, comme apﬁ - ,ag tend vers O quand g tend vers + ©° , on surait

doné , dfapréds (5), xl;-:‘l ; ce qui est contraire & la définition

des xn 2

La suite de base (an) étant donnée, & tout nombre x de E@,%[
correspond donc une suite (un) d'entiers tels gue 0 £ u,a-g g nei_ S
1'inégalité u = <Lea n«‘l ayant lisu pour une infinité de valeurs

de n. Réciproguement, donnons-nous une suite dlentiers (un) gatis-

faisant & ces conditions ; nous allons voir gue la scmme

x Z un/a 8, e8y est un nombre appartenant & @ﬂ { , et que si
=1 ;

o2

Z v, fa,8,...85 est la représentation de x dans la base (a_J,
& o 1%2 a
on a u, =V, guel que soit n .

En effet, on a ( $4, prop. 3) ,
o2
0 é X <§2(an"1 )/8,232“@&3 = li

digprés le calcul fait ci-dessus ; puis
ba 43

8% = U, Zu/aa..,.gan
donc (méme raisonnement)

u, <L ez (u,a-k‘ﬁ

A0

ce gui montre que v, =u, , dlok

oG
0gx = 8, %=V, ";%Z‘;zun/aga'3°“’an<~‘i

et le raisonnement se poursuit de la m8me manidre par récurrence.

La représentation des nombres dans une base ( a ) donnée permet de

les comparer aisément. En effet, soient x = Zu /a ooty
<0
et .y = > v, [a,e ‘deux nombres de (o ’ﬁk , et supposons
tzd - !
qu'on ait Fiz ui pour 1 £ i<p, et 'v >u - ; s8i rp et By sont
des valeurs spprochées & 1 /’a.1 By - de % et ¥ respectivement,

D
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on a (en vertu de ce que Vp?”ﬁﬁﬁs ces nombres &tant entiers)
1'inégalité

8y zrp‘i‘ 1/a1a2,,.ap
Hais spgy . ot z<rp+ 1/9,132.”3_9 , done x < y. ka réciproque
est évidente.

Il en résulte en particulier gue, pour tout nombre

o2
zZ = Z Wn/a1a‘g"°an_ tel que x<2zLy , on a W;= u,=v; pour
4 .

Cherchons & qguelle condition ls représentation de x dans la base
(a,) est limitée, c'est-a-dire que u =0 pour n > p ; on a alors
X = rps k’/a,ia.a.,, o o4 k est un entier <aﬁag,.aap.'£%écipIQQue_
ment, tout nombre rationnel de cette forme a un développement
1imité dens la base (a,) ; en effet, (3) s'écrit

. 8485008, X = a,gaanaa,nrn%' X,
et comne asa,.. -2, est entier et que 0 <% <1, on voit gue
8,850 c8pT) est la partie entiére de 8485008, % ; donec, si
X = k/a,iag.”ap , avec k entier, on e xpz O , ce gui entraine
.= O pourn >p .

Un nombre rationmel sera de la forme kfa.a,.. -, si, une fols
mig sous forme irréductible, son dénominateur divise asas.. gap 5
en particulier si, pour tout entier n , il existe un entier p tel

que &a,a,...a, 801t multiple de n , tout nombre rationnel a un

b
développement 1imité dans la base (an). Clest le cas en particulier
: oo
8i a =1 (développements ie la_forme %111&/:12 avec w £ a-1).

Les suites de base (aﬂ) les plus importantes sont celles of
a,=a quel que soit n (a entier >1) ; on dit alors que a est le
nozmbre de base (ou encore la base) des développements considérés ;

un tel développement est encore dit développement g-mal
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(pour a=10, qui est la base ﬁtilisée en pratique, on dit
développement décimal™ , pour a=2 » "développement dyadigue").

Hous n'avons parlé Jusqu'ici que de développements de nombres
de 1l'intervalle [G,1[j; 8l x est un nombre réel gquelcongue, et
vy = x~E?} , et si ‘éi qn]aﬁagnooan est le développenent de y
dans la base (an), £2‘2éveloppement039 X dansg cette méme base
est par définition la somme = %E%,u /a ST

Dans le cas des développements de base un nombre a , on emploie
le symbolisme suivant pour représenter les valeurs approchées T,
d'un nombre X0 ; on désigne chague entlar ¥y tei que 0 y<a
per un signe particulier ; si T s [z] + 25: , on éerit
d'abord, & 1'aide de ces signes, la rspresentatlog aomala de
1'entier [x] (Algdbre, ch. § ), puis on place une virgule , et
on écrit ensuite successivement les signes représentant les nom-
bres Upslsyeee,l . Par sbus de-langage, on écrit souvent des
6galités ok figurent, dans un des membres le nombre x , dans
l'aptre une de ses valeurs approchées Th s écrite dans le symbo-
lisme précédent, et suivie de points ; 11 doit &tre entendu ume
fois pour toutes‘qu'une telle felation n'est qu'unevmaniére
'abrégée d'indiquer que le symbole écrit au second membre est la
valeur approchée de x & 1/e® prés par défaut.

Pour les nombres négatifs, 1l'usage établi est différent
on écrit,'dans le syﬁbolisme'précédent, une valeur approchée de
=X , en la faisant précéder du signe - ; clest donc en réalitsé
uneIValeué approchée de x par excds & 1/&? prés qu'on désigne ainsi.

Hous renvoyons au fascicule de cet ouvrage consacré au Calcul

nunérigue pour l'exposd des régles permettant dfobtenir les

valeurs approchées d'une somme d'une différence dﬂun produit ou
2 2
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d'un guotient quand on connait des valeurs approchées des nombres
auxguels on applique ces opérations.

Puissance de R . Ona R =n{?"l {n,nﬂ[ , et tous les intervalles [n,n%—‘! [ ‘.
: sont éguipotents & (sl 1[ ; on en conclut (Ens.R. §7) que R est
équipotent & 1'intervalle £0,1 €

8i nous considérons la représentation dyadigue des nombres

de Eo,ﬁgl, nous voyons, d'aprés ce qui précéde, que cet inter-
valle est équipotent & l'ensemble 8' des applications n—u,
de ﬁf dans l'ensemble & formé des deux nombres 0 et 41, telles
que wu =

Llensenble 8! est une partie de l'ensemble S de ioutes les

epplications de // dans & ; or, 8 est équipotent & f§§ (N ),

0 pour une infinité de valeurs de n .,

car & toute partis X de N on peut faire correspondre llapplica-
tion n—>u telle de u =0 dans X , u,=1 dans éZx ; 6% réci-
proguement, &4 toute application n —%»un de ﬁf dans & correspond
la paﬁti@ X de ﬁ{ telle que unzﬂ dens X . Soit S" le complémen-
taire de S' par rapport & 8 ; uné application n —2u. appartient
& 8% s'il existe un entier p tel gue gn—1 pour n > p ; on sait
slors que la somme ZE: /2 est rationnelle, d'o# il résulte

que 5" a une pu:.ssa,nce inférieure & celle de l'ensemble Q des

rationnels, autrement dit est dénombrable.

Comme S' est un ensemble infini, on en conclut que 8' est
éguipotent & S (BEns. R. 7). Hassemblant tous ces résultats,
on a finslement le théoréme suivant :

Théoréme 1 (Cantor). L'ensemble des nombres réels est éguipotent

& l'ensemble des parties d'un ensemble dénombrable finfini.

Il en résulte en particulier que n'est pas dénombreble.
q =3
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D'un ensemble équipotent & ﬁ? , on dit encore gu'il a la puissance
du continu.
. Tout intervalle de R a la puissance du contiom (§3 ,brop.1) ;
de méme, comme l'encemble des rationnels est dénombrable, l!ensem-

ble des nombres irrstionnels a la puissance du continu.

continuelles. Hous allons maintenant comsidérer une seconde
méthode permetiant de former par récurrence une suite de nombres
rationnels tendant vers un nombre réel donné ; contrairement & la
méthode précédente, elle ne nécessite pas l'intervention d'une

suite auxiliasire donnée & l'avance, et est & cet ézard, plus

"naturelle®. Elle est moins bien adaptée que la premiére méthode

av Czlcul numérique, mais constitue par contre un instrument

puigsant pour l'étude des propriétés arithmétigues des nombres réels.
Soit x un nombre réel queléonque ; nous définirons par récﬁrrence

deux suites (finies ou infinies suivant les cas), l'une (a,) for-

mée d'entiers, l'autre (e ) de nombres réels, de la meniére

suivante : .
(6) G=% o = (2]
puis, pour n >0 ,
- 1 -
(7) o S én - Ea'nl

Cette définition n'ayant pas de sens lorsqu'un des a, est entier,
il est entendu que les suites (an) et (a.ﬂ) se_terminent pour la

premiére valeur de n telle que %, 80it entier (autrement ditv, si

p est cette valeur , a, ot &, ne sont pas définis pour n >Dp).

Les nombres o, sont dits guotients complets de x , les nombres

omplets ; il est immédiat, d'aprds (7), que,

=

pour n >0, a >>1, et que a_ est un entier >1
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‘entier pour une valeur de n , X est ratiompsl. Réciprogueaent, 1
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Ls suite (gn), finie ou infinie, des guotients incomplets de x ,

est appelée développement (ou regrésentation) de x en fraction

continvelle ordinsirs.

Cherchons d'abord dans quel cas la suite des quotients incom-

plets est finie. Remarquons, d'aprés (7) que, si an, est rationnel,

. - i
ilenest deméme de & , =8 ,+g

; en particulier, si @ est
n , _

suite des guotients incomplets d'un nombre rationmel est finie.

La proposition est évidente si x est entier ; sinon, soit x=g/q
avec p et g premiers entre eux, et g >1. On a »p = qa t g/b1 ;

avec ga_ entier, et 0 <:qjh1 <4q ; donc r, =gja, est le reste

de la division de p par q . De fagon générale, posons, tant gue

@, est défini, r = rnaifgﬂ » et supposons démontré gue pour nck
r, est un entier égal au reste de la division de T, D&l I, 4
(en posant r_4=p , r,=q) ; on a alors d'aprés (7)
Tpp = O Tk © re /o
7 5 5 ?
et, comme 8 4T.1 est entier, et @<:rke@/ak<< Ty 4 {puisgu'on
suppose que &, 4 n'est pas entier), on voit que rk est bien le

reste de la division de r) , par Iy ;- Autrement dit, les nombres

r, sont les restes successifs de l'algorithme d'Euclide pour le

formation du p.g.c.d. de pet g . 5% Ty est le dernier rsste
(égal & 1), on a donc & entier et >1 , et le développement de x
en fraction continuelle s'arréte au terme d'indice m.

Considérons la suite de fractions rationnelles Rn(zo,xii,,,,;h)
(fonction de nt+t variables), définies par récurrence par les

conditions Rz ) =z, ,

{ 2 =N = :
(8) Rn(xo?°’°th~?9“n)" n~?<xog°"fxﬁnzﬁxnméTﬁjxa} (n >0)
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Ona z =R,(a ), puis x = at 1/a1= R1(a°,aq) ; d'une facon
générale,
(9) x =R (8 ,8,,:0:058, 4,9)

comme le montrent sussitdt les formules (7) et la définition de

R . On appelle réduite d'indice n (ou n® réduite) de x , le
nombre ratiomnel p = Bn(agaai,.,.gan) ; 8i le développement
de x se termine au guotient incomplet d'indice m (x rationmnel),
x est ézal & sa m® réduite. De fagon générale, nous allons
étudier la suite (pn) des réduites de x , et montrer gue,

lorsque x est irrationnel elle converge vers x .

Tout d'abord, on g
Pﬁ(xg,,eeayxn}

B (x ,x a,xn) =

‘ipaa

oh ?n et Qa sont des polynomes définis par les relations

Qn(xoa e c o @ ’xnj

Bolxg)=x, r P@(Xc’x'a> x|

(10)
. QO(XQ) 1 Q%(?bﬂxﬁ) = x,
et, pour n =2 ,

Pn = annmﬁ > Pn=2

(11)

Qn z annoi - Qnez

comume on le volt immédiatement par récurrence, et tenant compte

de (8) ; on a donec Qn(xoyx@“w,xﬂk P (x’s,xg,,”gxn)o Des

n=%
formules (11), on déduit
= = (P =

Pngnwﬁ Pneﬁga ( n?1gn=2 anégnci)

dfol, par récurrence
n-14
o = Ze -k

(12) PR 4 PﬁaiQn (=1)

Posons p_ = Pniagaai,,,osaﬂ), q, = Qn(aogaﬁ,,,cgan} .
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il est clair, d'aprds (10) et (11), gue Py et a, sont des entiers

(qn,> 0), et d'aprés (12), que ce sont des entiers premiers entre
eux ; ce sont donc le numérateur et le dénominateur de la n° réduite
de x , mise sous forme irréductible. |

Dtaprés (9), on 2

(13) % t1Pn T Py
ahﬁdqn + %1

dloh (14) s (-1)°

, B (e 40t gy q)e

De cette formule, on tire les conclusions essentielles 1 les fac-

teurs Gu dénominateur du second membre étant positifs, on voit gue

Py est nne valeur gpprochée de x par défaut si n est pair, par exces
° ol e s 2 o : / ,%,
si n est impair ; en ouires, comme &n+i‘\@n+?<:gn+ﬁ 1 , on a,

dlaprés (11) applicué & g 2

‘ 1 - :
. (qn+?+ gn)gn <;§ . @ E < 9n+1%n

Dlajlleurs, d'aprés (41), appliqué &4 g, , on a g, >4 4 5,
et, conme q&l;%‘1 , puisque cliest un entier positif, on a & fortiori
qn.>”gnw1+1 , d'oh par récurrence, qn:>>n ;;la seconde inégalité
(15) montre donc que la suite (ga) tend vefs x lorsgue x est
irrationuel. |

A tout pombre irrationnel x correspend donc, en le développant
en fraction continuglleg une suite (aﬂ) d'entiers tels que %a;>'1
pour n >0 (ag étant quelconque). Réciproguement, montrons que,
si on se donne une suite_d?entiars (bn) séumise & ces seules condi-
tions, il existe un nombre irrationnel x dont les bn sont les

guotients incomplets.
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Pour cela, formons les fractions o, = pn/qn , 6n posant

Py = P (b, 3Dy 9000,y ), q,= Qn(bo,b1,...,bn). Les relations (11)

donnent
(16) Pn _ _PpPyq¥ Py
+.
9 bnqna1 9.2

et comme bh.2?1 , 0n voit que Py est contenu dans 1l'intervslle
ouvert de bormes pn 4 et gnez ; bar récurrence, on en déduit que
cet intervalle contient Qm » Quel que soit m >n ; comme

. -
gpn"i gn"g% R

et gue gnvj?n , la suite (pﬁ) est une suite de Cauchy, et converge

donc vers un nombre x , qui est contenu dsng 1'intervalle ouvert

de bornes o et o s quel que soit n =1 .

n-1
De cetie derniére remarque, on déduit d'abord gue
by <x<L B, + 1/,
¢t comme b, est entier, et b, >1 , ona b = [z]=a . Supposons
démontré que b est égal au qnotient incomplet a, de X pour n <1 ;
on en déduit que la Bé réduite de x est égale & ;E!qn pour n < 1 ;

puis comme
-1
% -1 - Qmaz

(@n - n° gquotient complet de x) est contenu dans 1'intervalle ouvert

qmg_ + Qm-d

de bormes 1

b+

bp +p (b

o m m=? B-2 o4 0 -
o4

m DGy T A,

Jp,. s T p.

fAe]

bt )g*m‘§+qm2

5 / i At A + 4
on a §m<;amfibﬁj=1!bm+1 ; G'oh, comme les b, sont =1

o= T S Ldaniie :
Em = £@mj &, , Ge qui établit la proposition.




- 92

On démontrersit de méme que tcute suite finie (bﬂ) d'entiers
supérieurs & 1, ssuf b,, et dont le dernjer est strictement supérisur
& 1 , sam est la suite deé quotients incomplets du développement en
fraction continuelle dfun nombre rastionnel.

On remarquera que, si x est un nombre rationnel, et (a’n)ﬁ <n<n
son développement en fraction continuelle; on a x:%m(agpaﬁ,,.,,gm) 3
comme & 1 , on e sussi, d'aprds (8),

x - Rmfﬁ(ag,a%,ﬁ.oagma1,1)
Aussi la suite (agyaﬂ,,,ogameﬁ,ﬁ) est-elle encore considérée, par
un abus de langage, comme un développement de xX en fraction conti-
nuelle, dit développement impropre (par opposition au développement
proprement dit, qu'on désigne sous le nom de développement propre ).
Les réduites formées avec ce développement jouissent de toutes les
propriétés é&noncées preeédemment. |

La relation entre un nombre x et 1a suite (f;ﬂle ou infinie)

de ses quotients inccmplets (an) se nete

X = a &+ %4§

ei la suite (a,) est inf1n16: et
x=a + < %*33

lorsque la suite (a,) est finie ot sfarr8te & l'indice m . C'est
encore cette notation gu'on emploie pour désigner la relation entre
vn nombre rationnel et la suite des guolisnts incomplets de son
développement en fraction continuelle impropre.

Lorsque x est ratiomnel et qu'on a les valeurs explicites de ses
guotients incomplets (dans son développement propre ou i&@rogre;g

on remplace encore, dans cette notation, le symbole % ﬁ‘

1en
;.
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par les symboles +'T%£ écrits successivement. Par exemple, on &
%%25+‘%+ﬁ%+%

Enfin, quand on égale un nombre X & un symbole de cette dernidre

espéce, suivi de poinits, cela signifie que les nombres qui figurent

dans ce symbole sont les premiers quotients incomplets de x ; par

exemple, on & , pour le nombre désigné par n , que nous défiﬁirons

plus tard, .

1j . 1 il 4
n=3+eﬁ-+ﬁ1§ '%"g,g +=€f§§%‘i".,.

Les réduites du développement en fraction continuelle dfun nombre

% constituent en un certain sens les meilleures valeurs spprochées

de X ; de facon précise, on a la proposition suivante :

Proposition 1. Soit x up nombre réel, p = g_ une réduite de son
= —=! n -n - p = —

géveloppement en fraction continuelle telle gue n > 0 ; si yjq

est un nombre rationnel tel que gx»p/qé<§x«pn§ ;98 Q>0 -

b3

En effet, Ez°@n=1é >’gx°9n g, dlaprés (15) et 1'inégalité
Qe >>qn%qn=ﬁ done, puiSque x est compris dans lfintervalle ouvert

de bornes G et Pp s il en est de méme da,qu ; on en tire que

Eg _Pnq | E;pqna’le g‘pne-‘és - -1
g 9= TR g

ngnaﬁ .
Or, le nombre entier qun~1”%pn°@§ n'est pes nul ; il est donec

n="1

‘] 9 ?v P
supérieur & 1 , d'od g,q,ne‘g ;>gugnwa ;, clest-a-dire q;>>gn 3

Avproximation simultanée des La seconde inégalité (15) montre que, pour x

nombres réels. réel quelconque, et t entier >1, il existe

toujours un couple (p,q) d'entiers tels que 0 <q <t , et
éqx«pé<<,i/t ; 11 euffit de prendre pour p/q la réduite de plus
grand indice telle gque g < t. Cetie proposition se généralise & un

systéme fini guelcongue de nombres réels :
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Inéordms 2 (Kronecker). Solemt x,,X% ,...,%;, D Dombres réels guel-
congues, t un entier >1 ; il existe un systlme (p,,...,p ,a) de

gue 0 <gq <t”, ot qulon ait les inégalités

(17) &q,xi-s Pi! < 1/t a=-12_. 1)

La démonstration s'sppulie sur une proposition trés utile daus

ce genre de guestions, et qu'on désigne sous le nom de principe
des tiroirs. On peut 1lfénoncer de la maniére suivante : soit £ une

epplication d'un ensemble E dans un ensemble F ; si la puissance de

~

F est strictement infériecure & celle de F , il existe deux éléments

a,b do B tels que a #b et f(a) = £(b).

: : n
Considérons ici l'ensemble E des entiers y tels que 1<y <t ;
& chaqus yeB , faisons correspondre les parties entidres des n
nombres z,= t(xiye inyé) ;one 0K 2, <t , donc, si on désigne
s == %

par I l'ensemble des entiers 0,1,...,t-1 , liapplication ¥ w%(gzzﬁ}

preud ses valeurs dans l'ensenmble In , qui est éguipotent & E .
5'il exicte une veleur de y€5 telle que E:’zjj = @ pour 1 <i gn ,
le théoréme est démontré ; sinon, l'ensemble des valeurs de cetie
epplication est de puissance strictement inTérieure & E , done,
d'aprés le principe des tiz:‘éirs , 11 existe deux nombres y',y" de &
tels gue Et(xiy"‘= Exiyia )}a%t(xiy% {xiyfig ) -g (i=1.2, ... .n)

¥
—t

ce gui entraine

%t(xi(y'oy“ - [xiy‘}'%’ iny":g) § <1 {(i-1.2,. .. .0)
On peut évidemment supposer y' > y" ; en prenent g = y'-y" , et
D ;Ex yﬁl - Ex.y“} , on satisfait bien aux conditions du théorene.
3 L i .
Bemargue. Lorsque % croit indéfinimeni, il en est de méme des
valeurs de g correspondantes ; autrement dit, quel gue soit a >0 ,
il existe un entier t >0 tel gue toutes les valeurs de g satis-

faisant aux inégalités (17) scient > & ; en effet, sl tous les x;

AT TITIIE R S O I TE el TR INE A = s
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sont rationmels, il suffit de prendre pour g un multiple >a de
leur dénominateur commun. Si un des X3 » bar exemple X5 est
irrationnel, asucun des nombres X,y - [xﬁyi] n'est nul, quel que
soit l'entier y ; soit €, le minimum > 0 de ceux de ces nombres
pour lesquels y <o ; si t>1/e, , tout entier q satisfaisant

& (17) est nécessairement >n .

Exercices. 1) Soit x un nombre réel tel que 0< x <1 . Yontrer

qu'il existe une suite croissante (kn) d'entiers >1, et une

seule, telle gue
o

x = éi/qu caokn
Pour que x soit rationnel, il faut et il suffit que tous les kn
soient égaux & partir d'un certain rang.
2) Démontrer les formules

Pm%ﬁ

iq(xoaxqt"°:xm+n,@)§3m,1(x peee sy 1)E vi( &”'”3%m+n=1)+
+'Pm«2(zo’ -0y 2) n- 2( m¥l?”’ ’Xm+na1)
(avec m 32 , n>2);

Pz IR N ) =P (;n, 403 %) ;

(x o1 %q s - uo,xh)

= (x peoee X 1)

=R ( x . 1"°°3Xo)
Fa

3) Montrer que Pn(xo,xQ,,,,,xh) est identique & la somme de ceux

des termes du produit

,.zh(i+4fx (1+4/x %, Y (1+ﬁ/ X 4% n

gul ne contieunnent pas de puissances negatlves des X -
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4) Démontrer la formule

1
&, =1 ..., 0
Pn(xo,x1,,a.xn}s e .
s ] 8 1 =14
s 8,

) Soient 801850001 , n entiers tels que 35'2%‘3 pour i > 0,

b
et w un nombre réel > 1. Montrer que, si on pose

x = Rn+1(ag,a1,...,an,w)
les a5 sont les premiers guotients incomplels de x {jusqguta 1'in-
dice n) et w le quotiént complet d'indice nHi.
6) On suppose que les développements de deux nombres réels,x,y
en Praction continuelle (développemesnt propre s'il sfagit de
nombres rationnels) ont les mémes quotienits incomplets jusgu'a
1'indice n inclus, le guotient incomplet dfindice nt1 existant dans
les deux développements, et celui de x étant supérieur é celui de
y . Montrer que x>y ei n est pair, X7 sin es‘%‘%bair. Récipro-
gque. En déduire que, ei z appartient & 1'intervalle ouverti de bornes
x et y , les quotients incomplets du développement de z en fraction
continuelle sont identiqués & ceux de x et ¥y jusqu'é 1'indice n.
7) Soient p,q,r,s quatre entiers tels que 0<s g , 6t

T4 .

; démontrer que r/s est 1'avant-derniére réduite daus

pe=gr =
le développement (propre ou impropre suivant les cas) de pfq

en fraction continuelle.

8) Soient p,q,r,s quatre entiers satisfaisant aux conditions de
l'exercice 7 , et w un nombre réel‘;>i ; amontrer gue, si

x = (pw + r)}{gw + 8)
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x/s et p/q sont deux réduites consécutives de x , et w le quo-
tient complet dont 1l'indice est supérieur d'une unité & celui de
la récuite p/g (voir exerc. H et 7).
9) Pour que les guotients incomplets de m&me indice des dévelop-
pements en fraction continuelle de deux nombres irrationnels x et
¥y soient égsux & partir d'un certain rang, il faut et il suffit
gqu'il existe quatre entiers a,b,c,d, tels que ad-bec = 19 , et

y = (ax+b)j(cx+d}
(Pour démontrer que la condition est suffisante, exprimer y en

fonction du quctieat complet oy de x , et montrer que, pour n

assez grand, on peul appliguer l'exercice précédent).
10) Soit pn/qn la réduite d'indice n >1 , du développement en
fraction continuelle d'un nombre x {(développement propre si x est
rationnel). Hontrer qu'én a

|xpfa, | <122 e |=p, 4fa,q| <1/2
(raisonner par l'sbsurds). '

11) On sppelle suite de Fibonacci 1la suite (u,) des dénominateurs

des réduites de la fraction continuelle dont tous les guotients
incomplets sont égaux &4 1 ; on a donc ug=1 , u,=1,
U= Y1t B m ol
Démontrer les formules
n-k

= n-1 n-2y .
B 1 . )+ ( 5 ) +...{ - )
(k = nf2 8i n est pair, k=(n-1)/2 ei n est impair)
o 5

uér u1 e un = unam_1i
2 nti
Lol 4w = (=1)

a
2, 1+(-1)
+ & 0 0 ¢ o 9—’- S = ‘{0
QQU.,E u,i ’.121" 5 Ila“,é!ln uﬂ 2
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.t utan

B+t n 5 -

Wkl = on B 5

5 2
-+ =
“n=1 un u2n

12) 8i pn/qn est la réduite d'indice n d'un nombre irrationnel x ,
on a gn;;vqn s U désignant le terme d'indice n de la suite de

Fibonacci. Si o, est le guotient complet d'indice n de x , on a

GO Gkt < % a-0 -0

Appendice.

Ensembles ordonuégs scheves.

On peut parvenir directement & la définition et 4 certaines
propriétés topologiques de la droite achevéa %% 4 partir de
l%ensemble ordonné {2 des rationnels, sens passer par 1tintermé-
diaire de la structure de groupe additif sur gg , bar une méthode
générale, dont le principe remonte & Dedekind (voir Note historique).

Définition 1. On dit gu'un ensemble tolalement ordonné E est

achevé si toute partie non vide de E admel une borume supérieure.

I1 en résulte que toute partie non vide de E admet aussi une borne
inférieure, et réciproquement. Par exemple, tout ensemble bien
ordonné est achevé. ’

Sur un ensemble totalement ordonné quelconque E , on voit immé-
diatement qulon définit une topologie réguliére en prenant la

topologie engendrée par l'ensemble des intervalies ouverts de E ;

pour abréger, nous appellerons espace totalement ordonné un ensemble

totalement ordonné muni de cette topologie.
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I1 est clair qufun isomorphisme de la structure d@ordre-d'un
enzemble totalement ordonné E sur celle d'un emsemble totalement
ordonné E' (c'est-a-dire ume application strictement croissante de
E sur B') est sussi un homéomorphisme de E sur Ef , lorsqufon munit
ces deux ensembles de leur structure d'espace totalement ordomné.

Ceci posé, nous sllons voir gu'on peut toujours "plonger® un
ensemble totalement ordounné guelcongue dans un ensemble totalement
ordonné schevé. De facon précise, on a le théoréme suivant

Théordme 1. Etant donné un engemble totalement ordonné B , il est

s e
possible de définir un ensemble totalement ordonné schevé B , et

A

un _isomorphisme de structure d'ordre de E sur une partie B de B,

Ad
par~tout dense dans B considéré comme espace totalement ordonneé.

Nous prendrons pour gl’emsemble des parties X de E possédant les

propriétés suivantes : .

a) Les relations xe€X et y < x entrainent y¢X .

b) Si X possdde une borne supérieure, cette borne appartient & X.
Nous ordonnerons % par inclusion, la réla‘tion X £7Y étant donc

6quivalente & X C Y par définition ; la partie vide de E et B lui-

mém_e appartiennent & B , et en sont respectivement le plus petit

et le plus grand é&lément.
Ve ™/ 2
E est totaleoment ordonné ; soit en effet X # ¥ ; il existe dong,

par exemple, un élément x €E tel que x€T et x%;}i ; quel gue
goit y >x , on a y%X d'aprds a) ; il en résulte que X est un
majorant de X ; mais alors, dtaprés a), tout &lément de X appartient
& Y, puisque x€Y , asutrement dit on & XC ¥ . Op verrait de méme
gue, s'il existait un élément x! tel que x'€ X et xﬁféY , on aurait

Yc % .
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dontrons maintenant que E est achevé. En effet, soit 5 une
partie non vide guelcongque de ’E‘{ ; nous allons montrer qu'elle admet
une borne supérieure dans g . Soit A = x 6§X ; 81 A n'admet pas
de borme supérieure dans E, il est clair que A est la borne supé-
rieure de g dans ;':, il en est encore de méme si A admet une
borne supérieure a dans E | e"é si a€l ; enfin, si a%A , considérons
l'ensenble Al = 4 U ia} , A' gppartient & E ot ost un majorent de §_§;
d’autre part, si B est un majorant quelcon@ue de § 'da,ns ;*:3} , B
contient nécessairement & , et il ne peut &tre identique 8 & , en
raison de la condition b) ; il contient donc nécessaif?ement A1
ce gqui prouve que A' est le plus petit majorant de g o

Faisons meintenant corresvondre & tout x€BE l'ensemble x formé
3 8
: AL

T

des y £ X ; c'est une partie de E qui appartient visiblement & E .
Il est elgir que, 8i x y , on g aussi ;§<;;? ; 1'application z:u%:}
de ¥ daus gjest donc un isomorphisme de structure diordre de E

sur son imags E -

dontrons maintenant que E est partout dense dans l'espace tota-

lement ordonné g . In effet, soit} XX gzm intervalle ocuvert non
vide de E ; soit Z€E tel que X< Z <Y ; il existe x€E tel que
xé}i et x€Z ; on aura donc X<£ £ Z<Y , ce qui achéve de démontrer
le théoréme.

11 importe de remarquer qu'un ensemble totalement ordozmé achevé

n'est pas déterminé & une isomorphie prés par la condition de con-

tenir une partie partout dense isomorphe & un ensemble totalement
ordonné donné. Prenons per exemple pour E liensemble des points

7 ‘%/n de Q (n>1) ; on peut l'achever, soit en lui adjoignant le
nombre O de Q , 80it en lui sdjoignant deux élémesuts o, teis gque

e'i/n <o <8 <’Ejn guel que soit n , et les deux ensenbles ordonnés
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ainsi obtenus ne sont évidemment pas isomorphes.

On remarquera aussi que, sur l'ensemble E défini ci-dessus, la
AL

topologie induite par celle de E est identique & sa topologie

<

d'espace totalement ordonné. En effet, soit x€B , et soit }X,Y[

un intervallo ouvert do E contopant + ; ai]Li{ n'est pas vide,
il existe ZE€E tel que X< Z2<x ; il existe donc ye€E tel que
y%}i » YEZ et y<x ; par suite X<§'<i . 51 au contraire) X,i{
est vide, X , comme partie de E , a un plus grand élément y ;
sinon, en effet, comme il n'existe pas de majorant z de X tel gus
%z < X , x serait la borne supéricure de X et lul sppartiendrait
d'eprés b), contrairement & 1'hypothése. On a donc dans ce cas

X =y ; on prouverait de méme l'existence d'un élément y'e B tel
gue x<L ¥ <Y , ce qui montre que la trace dez};,’fi sur E con-

2

tient 1'intervalle ouvert}ﬁr?ﬁ*? , et établit par suite la propo-

%

sition. Gréce & ce fait, il n'y a pas d'inconvénient & identifier

EetE .

31 on applique le procédé du théoréme 1 lorsque E est l'ensemble

~J :
E un ensemble isomorphe & R ;

=

Q des rationnels, on retrouve pour
en effet, & chague partie X de @ satisfaisant aux conditions a)
et D), on peut faire correspondre de facon biunivogue la borne

supérieure de X dans %% sl X n'est pas vide, et le nombre - ©2 si

X = ? » 8L on établit sinsi une correspondance biunivogue conser-

ez

Ao
vant llordre, entre B et R :

On peut encore carsctériser les ensembles totalement ordonnés
achevés de lg maniére suivante :

Propogition 1. Pour gqu'un ensemble totalement ordomné soit achevs,

il faut et il suffit que l'espace totalement ordonné correspondant

goit compact.




19 La condition est nécessaire. Soit E un ensemble totalerzent ordon-

né achevé, et %: un recouvrement ouvert guelcongue de E . Soit F

la partie de E formée des points x tels qu'il existe un recouvrement
fini et contenu dans § de l'intervalle ]é—-—- ,x} ; F n'est pas
vide, puisqu'il contient le plus petit élément de E . Soit a la
borne supérieure de F ; remarquons d'abord gque aé&F ; en effet,

soit X un ensemble cuvert appartenant & % et contenant a ; X con-
tient un intervalle ]x,a} ; 81 cet intervalle est réduit au point a ,
a2 €T par définition de la borne supérieure ; sinon, il contient un

3 =~
point yEPF ; alors, li'intervalls j &— .,y | poesédant un recouvre-

- ment fini @ contenu dans {5 , l'ensemble @/s (é? ) {E,X,% est
un recouvrement fini et contenu dans 'g de 1l'intervalle Eé:*” ; a} ;
ce gui montre gque l'cn a encore a€F dans ce cas. Supposons nain-
tenant gque F% L , donc que g ne soil pas le plus grand élément

de E ; X contient un intervalle Ea,z{avec z >a ; s0it Y un eﬁsemm
ble de § contenant z , st @ un recouvrement fini et contenu

dans C;}’i de l'intervalle }i—-—-— &a} - @7 U %Y% est un recouvre-
ment fini et conteru dans ' de l'intervalle }%‘“ s 2|, autre-
ment dit z€F , contrairement & la définition de a , dioh la
proposition.

20 La conditio: est suffisante. Soit en effet E un espace totalement
ordonné compact ; si E n'était pas achevé, on pourraiti former un
espace totalement ordonné achevé E ot E serait partout dense ; mais
E , étant compact, est fermé dans g , et par suite identiqgue & g -
d'oll 1la proposition.

Remargues. 7’2) La proposition précédente, joim;e au théoréme 1,

montre que tout espace totalement ordonné est uniformissble.
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2) Pour le groupe additif R de 1la droite nﬁmérique, la formation

de l'ensemble totalement ordonné achevé correspondant se réduit

& 1'adjonction & R d'un plus petit et d'un plus grand élément.

Mais il ne faudrait pas croire gue ce soit le cas général pour

un groupe ordonné, méme complet. On peut en effet former de

tels groupes E , dont aucun point n'admet de voisinage compact(% s

il en résulte que, lorsqu'on plonge E dans l'ensemble totalement
~

S
ordonné achevé E correspondant, le complémentaire de E dans B

est Qartout dense.

O o= o = TD 2P @D D o> R e o




