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CHAPITRE I -

TRUCTURES TOPOLOGIQUES. f

é 1. Ensembles ouverts ; voisinages ; ensembles fermés.

ouverts.

semble E lui-méme, appartient & g};.

Définition 1. Un ensemble $:) de parities d'un ensemble E défimit ?

sur E une structure topologig

ue (ou plus briéﬁement une topologie) |

s'il posseéde les propriétés suivantes (dites axiomes des struc-

tures topologiques) :

O; - Toute réunion d'ensembles de zg} est un ensemble de S}_, .

. : - —
O .. Toute intersection finie d'eusembles de ) est un ensemble

il
o 1.

Les ensembles de S ) sont appelés ensembles ouverts de la

structure topologigue définie par 3:}°

Définition 2. .ensemble puni

d'une structure topologique ; ses Sléments sont alors appelés

points.

3 y

Lorsqu'on a défini une structure topologigue sur un enseamble E,
on dit que cet encsemble est le support de cette structure, ou de
1'espace topologique gu'elle définit.

L'axiome 01 implique en particulier gue la réunion de la partie

vide de ;i} » clest-a-dire la partie vide de E (Ensembles ,ch.II
? 4) appartient & :E} . De méme, ll'axiome Oy1 implique que 1l'inter-

| . ‘
section de la partie vide de ) , c'est-a-dire (loc.cit.) 1l'en-

N

Lorsgu'on veut montrer gu'un ensemble

=

N

de parties de y
E satisfait 8 0,.,., il est souvent comnods d'établir
Iz

|
h
séparément qu'il satisfait aux doux axiomes suivants, 1
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dont la conjonction est équivalente a Oyp ¢

e
%

Sptat 7

£0-

Qlla' Ll'intersection de deux ensembles de 33 appartient
Orry,- E appartient a J) .

Lzemples de topologies. E &tant un ensemble guelconque,

)
5

1'ensemble de parties de E formé de E et de § satisfait a
axiomes QI et OII’ et définit donc une topologie sur E ,
I1 en est de nméme de 1l'ensenmble %:{(E) de tontes les parties
de E ; la topologie qu'il définit est dite topologie

discréte et l'ensemble E muni de celie topologie est appelsd

espace discret.

Voisinages. Défipition 5. Dans vun espace topologigue E . on appelle voisinage

d?une naztle A de E tout ensemb¢e gui contient un onsembls ocuvert

contenant A.

Les voisinages d'une partie %x& réduite & un geul point s'appel -

lent aussl voisinages du point x .

11 est clair gue tout voisinage d'une partie A est sussi un
Voisinage de toute partie BC A ; en particulier, clest un voigi-
nage de tout point de A. Réciproquement, si un ensembie A est un
Voisinage de chacun des points d'un snsemble B , & tout % € B
correspond un ensemble ouvert B tel gque x¢ 5Xg:,A ; 11 en résulte

g Y =
que B C L=ﬂj ; or L B est vn ensemble ouvert d'apreés
= XEB - x ,
O0; , donme A est un voisinage de B , En particuliier :

Proposition 1. Pour gu'un engemble soit un volsinepe de chacun de

seﬁ_pgintsg il fa T eb 11 suffit qu'il soit ouvert.

La m@t "voisinage® a, dans 19 langage cou 5, un sens

tel que beaucoup de propriétés o& intervient la notion
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mathématique que nous avons désignée 8Cus ce nom, apparasissent
comne l'expression mathématique de propriétés intuitives ; le
cholix de ce terme a done 1l'avantage de rendre le langage plus
imagé. Dans le ménme but, on peut utiliser aussi les expresg-
sions "assez voisin® et "aussi voisin gu'on veut" dans cer-
tains énoncés, é'condition de préciser chague fois ce gu'ils
signifient. Par eiempleg on peut énoncer lg broposition 1
sous la forme suivante, qu'on regarde comne lul étent équi-
valente : pour qu'un emsemble A soit ouvert, il Faut et il

suffit que, quel gue soit =xeA » Lous les points assexz

. voisinsg de X appartiemnnent & A. Plus géuéralement, on dira
gu'une propriété s lieu pour tous les points assez volgins
d'un point x » lorsqu'elle a lisu en tous les points d'un
voisinage'de X .

N@us'renqontrerons_par la suite d”autres €xemples de ce

langage imags - malheureusement, les phrases gu'on introduit
- aingi sont construites de telle sorte gue, =i on voulsit
donner aux expressions "assez voisin® et "auesi voisin gu'on
veut® qui y figurent un sens indépendant du contexte {comme
on a fait ci-dessus pour le mot "voi sinage®), on asboutirait
Trapidement & des contradictions ; d'of la nécessité de préciser
la signification de ces termes chague fois que l'on s’en sert.

Désignons par {Zg(x) l'ensemble des Voisinages de z . Les ensembles

de parties {[S(x) Jouissent des propriétés suivantes : .
- Tout ensemble gui contient un ensemble d@ §:§€x§ appartisnt §

B (x).

Cela résulte immédistement de la définition 3.
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Bn effet, si V et W sont deux ensembles de iﬁg(x), il existe deux

L'intersection de deux ensembles de qQS(x} appartient & 3jkx}.

ensembles ouverts A,B, tels que x€AC V et xeBcC W , dloh
XEANBCVNUW ; mais AMNB est ouvert d'aprés 077, d'ot la
proposition. :

Virg- L'ensemble ‘IS (x) n'est pas vide, et x appartient & tout
ensemble de % (x).

La seconde partie de cette proposition résulte de la définition 3,
et la premiére du fait que E appartient a ?ﬁg(zj guel que soit x ,
en vertu de O

il =
Viy. Si V appartient & (53 (x), il existe un ensemble W appartenant

2 '}y (x) et tel que, guel que soit yeW , V appartienns a N (7).
9 - laa?

En effet, il suffit, dfaprés la proposition 1, de prendre pour
W un ensemble ouvert contenant x et contenu dans V,

On peut encore exprimer cette propriété en disant gu'un

Voisinage de x est aussi un voisinage de tous les points

assez vVoisins de x .

Ces quatre propriétés caractérisent les ensembles de voisinages

des points d'un espace topologique ; autrement dit :

Proposition 2. 8i, & chaque éléent x d'un ensemble E . on fait

correspondre un ensemble ES (x) de parties de E de sorte gue les

Propriétés VI’ Vll’ Virg et Vlv'soient vérifiées, il existe une

structure topologigue et une seule sur E , dans laguelle {Egix)

est liensemble des voisinages de X , quel gue soit x € F .,

D*aprés la proposition 1, s'il existe une structure topologique
répondant & la question, l'ensemble des ensembles ouverts de cette

topologie est nécessairement l'ensemble ;i} des parties A telles gue,
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quel que soit xcA , on ait Aeﬁ(x) ; d'od ltunicité de cette
topologise.
33 satisfalt bien aux axiomes Oy et Oyy ; pour 07 , cela
résulte imnédiatement de Vi , et pour Ory , de V...
Reste & voir que, dans la topologie définie par ;Sj ,SXS (x)
est 1l'ensemble des voisinages de x ; il est immédiat, dlapres VI’
que tcut voisinage de X appartient é,fggixjo Réciproguement soit
~ V un ensemble de %:g(x), et soit U l'ensemble des points y tels
que V¢ 1{5 (y) ; & chagque y¢U correspond alors, dlaprés iy »
un ensemble Wyé. ig(y) tel que, quel gque soit z;’ﬁ%’y , Ve ‘,;S{z};
autrement dit 2z €U ; par suite Wyg; U , ce gui nontre que UE ﬁ},
et par suite que V est un volsinage de x, puisgue z¢U et UC V
f4-1  atepres V.o (fig. 1). , E.o

La proposition 2 peut encore s'exprimer en disant qu'on peut

définir une structure topologique en se donnant les ensembles
(x) des voisinages de ses points, soumis seulement aux axiomes
: . glegt 1a manidre 5
Vi,Vi19Vi11 et ViV ; c'est la une seconde maniére, souvent employée
de définir une topologie sur un ensembls.
Exemple. Dans l'ensemble Q}- des nombres rationnels, soit
iﬂg(xﬂ 1'ensemble des parties qui contiennent un intervalle |
ouvert borné contepant x ; il est immédiat que ces ensembles
2 o e V,,_ = . ;_\"‘;r-_— l Z
vérifient V., Vili et Vyy ; quant & V;., cela résulle du
- 2 i z : o {
fait que, si on considére deux intervalles ouverts jagbi
S ( = z
et @3d§

2 3 nE®
ouvert }agﬁg ot o = Hax(a,c) et B = iin{b,d). L'espace
. ; :

contenant x , leur ihtersection est l'intervalle

topologique obtenu en munissant i} de la topologie défi

é
par ces ensembles Jy(x) est appelé droite ratiomnelle.
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On définit de la méme maniére ﬁne topologie sur l'ensemble
R des nombres réels - R , muni de cetlte topologie, est
appelé droite numérigue»%

La proposition 1 montre immédiatenent que, sur la droite
rationnelle (ou la droite numérigue), tout intervalle @uvert;

borné ou non (c'est-a-dire de l'une des formes ‘}asbék

J

¢
}%——* ai ’ }a,m%&‘ ou B@mg —%f) est un ensemble ouvert.

Ensembles Déf on 4. Dans un espace topologique B , on appelle ensembles

fermés. fermés les complémentaires des ensembles ouverts de B .

Par dualité, les axiomes OI et QEI se traduisent eﬁ les proprié-
tés suivantes, qui leur sont res pectlvement éguivalentes : |
FIO Toute intersection dPensembles fermés est un epsemble fermé.
Fll‘ Toute réunion Ffinie d'ensembles fermés eslt un ensemble fermé.

Liepnsemble vide et l'espace entier E sont fermés (et par suite,

& la fois ouverts et fermés).

Sur la droite rationnelle, tout intervalle de la forme (a,_%[
est un ensemble fermé, cai son complémentairaigémwaa{j'est
ouvert ; de la méme manisére on.voit gue tout intervalle de

la forme Z<$%=3a1 est un ensemble fermé, et il en est donc
devméme de toui intervalle fermé borné {a§b§ - qﬁi est 1'in-
tersection des intervalles gaa *ﬂ&f et \igé*m ;D i .

Ltensemble [ des antiers positifs et négatifs est fermé

iur la droite f&blOﬂﬁ@lAey car son complémentaire est
Q%ié[,}n n+@f , gui est ouvarto

Intérieur, adhérence, frontiere Définition 5. On dit ogu'up point x est

sl

¥ : = P - 2 \’ ;
d'un enmsembls. intérieur & un cnsemble & lorsque A est un

voiginage de x. L'ensemble des points intérieurs & A s'appelie
0

intériesur de A et s note A .
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Dfaprés la définition 4, un point x est donc intérieur a A g'il
existe un enmsemble ouvert comtenu dans A et contenant x ; il en résul=
te gue A est la réunion des ensembles ouverts contenus dans A , et

par suite est le plus grand ensemble ouvert contenu dans A ; autre-

ment dit, si B est un ensemble ouvert tel que B<C A , on a Bc &

Par suite, si A et B sont deux ensembles tels que AC B , on a

=8

Remarque. L'intérieur d'un ensemble non vide peut &tre vide ;
c'est le cas pour un ensemble réduit & un seul peint lorsqufil
n'est pas ouvert, comme sur la droite rationnelle {ou la
droite numérique) par exenple.

Il résulte de ce qui précéde que tout ensemble ocuvert ast identi-
gue & son intérieur, et réciproguement, ce qui‘m?est sutre gue la
proposition 1, énoncée sous une autre forme.

La propriété Vi; peut de méme s'énoncer en disant gue tout point
intérieur & la fois & doux engembles A et B , est intérieur a4 A NB ;

: 7N o) o :
par suite (1) ANB=ANB

Tout point intérieur au complénentaire dfun ensemble A est dit
extérieur &4 A ; un tel point x est donc caractérisé par la propriété

qu'il existe un voisinage de X ne contenant sucun point de A .

Définition 6. On dit qu'un point x est adhdérent & un ensemble A lors-

gue tout voisinage de X contient au moins un point de & . L'ensemble

A

des points adhérents & A s9appelle_adhéren@e de A et se note & .

On peut encore énoncer cette définition en disant gqufun

point x est adhérent & un ensemble A s'il existe des

points de A aussi voisins guion veut de x.
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Tout point non adhérent & A est extérieur & A ,et réciproguement ;
on a donc les formules (duales l'une de l'autre) :
(2) s (10, fi-lo
A toute proposition sur 1l'intérieur d'un ensemble correspond donc
par dualité une proposition sur son adhérence. En particulier, on

voit gue l'adhérence d'un ensemble A est ls plus petit ensemble

fermé contenant A ; autrement dit, si B est un ensemble fermé tel

que ACB ,ona ACB . SiA ot B sont deux ensenbles tels que
Ac B . ona Ac B .
Les ensembles fermés psuvent &tre caractérisés par ls propriété

d'étre identigues & leur adhérence.

A la Formule {1) correspond par dualité la formuls
(3) AUB=3AUB
Si x est un point adhérent & A , mais n'appartenant pas & A , tout

voisinage de x contient un point de A différent de xX.; mais sl X€A4,

il peut se faire qu'il existe un voisinage de x ne contsnani aucun

point de A différent de x ; on dit alors gue x est un point isclé

de A ; en particulier, on voit qu'un point x ne peut &tre isolé dans
l'espace tout entier gue si €x§, est un ensemble ouvert.

1

Un ensemblé fermé dont aucun point n'est isolé est appelé ensemble

parfait. _
Définition 7. Un point X est dit point frontidére d'uvun ensemble A

s'il est & la fois asdhérent 4 Aot & | A : 1'ensemble des points
y P

frontiére de A s'appelle frontiére de‘A %

La frontiére de A est done l’ensemble.'ﬁ,f%iﬁé , qui est fermé.
Un point frontiére x de A est caractérisé par la propriété que tout

voisinage de x contient au moins un point de A et au moins un point
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de C.& ; i1 peut ou non appartenir &4 A, la fronticre de Q.A est iden-
tigque & celle de A ; 1'intérieur de A , 1'intérieur de {:A et la
frontiére de A constituent une partition de E .

Ensemble dense par rapporti & un autre. Définition 8. Un ensemble A est dit

Ensembles partoul demses. dense par rapport & un ensemble B, si

tout point de B est adhérent & A (autrement dit si BC A). Un ensenm-

ble estidit partout dense s'il est dense par rapport & l'espace E

tout entier (autrement dit si E = 3) .
Exemples. Si l'ensemble des ensembles ouverts de & se compose
de E et ? , toute partie pon vide de E est partout dense. Au
contraire, si E est un espace discret il n'existe pas dlen-.
semble partout dense distinct de E .
On verra au ch.IV que ll'ensemble des nombres rationnels et
sonlc@mplémentaire sont partout demses sur la droite numérique.
Si A est dense par‘rapport 8B , et 81 B est daﬁseAparArapport a C ,
A est demse par rapport & C ; car on & B c & ,donec B A, et
conme Cc B , ona CCE .
Exercices. 1) Si on se donme, pour chague point x d'un ensem-
ble B , un ensemble f£§(x) de parties de E , satisfaisant sux
trois axiomes VI’VII’ViLI’ on obtient une structure d'une
espéce & laguelle est subordonnée l'espece des structures topo-
logiques ; dans cette structure, on peut encore définir um ?Giﬁt
intérieur & un ensembls, par la condition gue x est intérieur
8 Api Ac iig(xj, En désigpant par Evlﬁintérieur de A ,
montrer que la proposition fguel que soit 4 , illintérieur dg g

: o
est identique a A", est équivalente & V., , et caractérise donc
les structures topologiques parmi les structures de 1l'espéce
: précédente.
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2) 3o0it E un eonsemble totalement ordonné ; on désigne ¢
10) par '@Sb(x) 1'ensemble des parties de B qui contiennent un
intervalle ouvert contenant x ;

29) par qz;(x) l'ensemble des.parties de E qui contiennent un
intervalle semi-ouvert de la forme )z,x) (z < x) ;

50) par jij&(x) l'ensemble des parties de E gui ceontiennent un
intervalle semi-ouvert de la forme {;,y(' (x 7).

Montrer que chacun de ces eusembles est 1l'ensemble des voisi-
nages de x dans une tepologie sur E (appelée respectivement
topologie bilatéreg topologie gauche et topologie droite).

Que sont ces topologies lorsque E est 1'ensemble [ des
entiers positifs 7 ' ‘

3) Que sont l'intérieur, l'adhérence, la frontiére d'une
~ partie quelconque dtun ensemble E ; 1orsqu?on prend sur E la
tOpolegie discréte, ol 1la topologie dont les sesuls eunsembles
ouverts sont E et § % | ' .

4}‘ Que soht l?intérieur, 1'adhérence, la frontiére des divers
intervalles su? la'droite_rationnelle (ou 1la droite numérique) ;
mémes guestions pour un ensemble totalement ordonné guelconque,
nmuni dfune des trois topologies définies & l'exercics 2 .

5) iontrer que ATVBC A NB , et donner un exemple oh
AENBE+42ANnB

6) .ontrer que, si A est ouvert, ANBcC A NB .

7) Sur la droite ratiomnelle é} ; 1'ensenble des nombres dyadi-
gues (clest-a-dire de la forme kun , o k est entier et n

entier positif) et son complénentaire sont pariout denses.
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8) Quels que soient le nombre rationnel a >0 et l'entier
ny0 il existe an entier un>,0 tel gue
(gn/an)a;g as<((uﬁ+1)/en)2 ; montrer que,
((un+1)/zn)2e(un an)a §§(2uno+-3)/én ; en déduire que, sur

la droite rationnelle, l'ensemble des carrés des nombres

rationnels est dense par rapport & l'ensemble des nombres

rationnels positifs.

§;29 Comparaison des topologies. Topologie
engendrée par un ensemble de parties. Homéomorphie;:

1

Comparaison des Sur un méme ensemble B , on peut définir des structures
topologies. ygpologiques différentes eu moyen des différants cnsembles

de parties de E satisfaisant aux axiomes O ot OM ; biern entendu,

les espaces topologigues ainsi définis sont considérés comne différents.

Définition 1. De dsux structures topologigues ﬁz , € définies sur
: =

B 5 .
un méme engemblevéu moyen de deux ensembles de parties 1), 33 -
: L

la premidre sera dite plus fine gue la seconde (et la seconde moins

premiére) si S§§:> 5 e §% # © , on dit
. : , » oo dit

que ‘éL est strictement plus Tine gue %ﬁz -

fine gue la

Deux topologiesg dont 1'une est plus fine que l'autre sont dites
~ comparables ; si chacune est plus fine que lfautre, il est clair
gu'elles gont identiques.
L'ensemble des structures topologiqgues sur un ensemble
quelcogque est ordonné par la relation % fi est plus fine
que %’ " ; la topologie dont les ensembles ouverts sont

E et Q est moing fine que toutes les autres, autrement dit,

est le plus petit &lément de 1l'ensemble des topologies ;
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12 topologie discréte est plus fine gue toutes les sutres,

autrement dit est le plus grand élément de l'ensenble des

topologies.

Proposition 1. é; et %f étant deux bopologies sur un ensemble E ,
%

les propositions suivantes sont équivalentes :
a) if; est plus fine gue ‘6; :

b) Quel gue soit x¢E , tout volsinage de X dans ¥ est un voisi-
| 2

nage de x dans ‘5; :

dontrons d'abord que a) entraine b) : si V est un voisinage de X

dans la topologie f% , i1 existe un ensemble A ouvert dans ¢, tel

4

que xZe¢hco V ; comme A 8st sussi ouvert damns %;z , 7V est un voisi-

nege de x dans %;’ .

Inversement, b) entraine a) : car, si A est un ensemble ouvert

. -
dens %; , clest un voisinage de chacun ds ses points dans %% -

=

donc aussi dans ‘é; , ce qui montre (%'@s prepoﬁ)'qu@ A est ouvert

dans {; :
#

Soient ‘?% ) b, deux topologies sur un ensemble b

désignons par ﬁ(i},'ﬁ(i} (1= 1,2) 1lt'intérieur et

LS

&0

l'adhérence d'un ensemble A dans la topologie %Z 3
sl , est plus fine que Eg; , on a les relations
(duales 1'une de l'autre)

)2 R, =

Considérons un ensemble non vide quelcongue g? de topologie sur un

=
¢

m8me ensemble B , ou, ce gui revient au méme , un ensemble {ﬁ‘ d'ensem-

bles de parties de B satisfaisant & OI et @ZI ; et considérons l'en-

semble des topologics sur E qui sont moins fines gue toutes les topo-

: e :
logies de l'ensemble J . »1 S} est l'ensenble des ensembles ouverts
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d'une telle topologie, il est contenu dans chaque ensenmble de <@
donc dans 1'ensemble 57', intersection des ensembles de (@ (clest-
& dire l'ensemble des parties de E gui appartiennent & chacun des
ensembles de § ). Or il est immédiat que §f satisfait & O et Opp;

il dérinit donc une topologie, gqu'on appelle topologis intersection

des topologies de .ﬁr, et gu'on peut caractériser comme la topolegie

la plus fine de toutes celles gui sont moins fines gue les topologises

de QF’; on peut dire aussi gue la top@logle intersection est la

borne inférieure de ggl dans l'ensemble ordonné des topologies.

Topologie engendrée par un Soit (gg un ensemble guelcongue de parties de E ,

ensemble de parties. et considérons l'ensemble Ef'des topologies sur B

pour lesquelles tous les ensembles de (é? sont csuverts. Cet ensem-
bie n'est pas vide, car il contient la topologie discrdte ; dfautre

part, l'intersection de toutes les topologies de gg appartient

e

encore & i; (autrement dit, est le plus petit élément de %Ef ).

On péut définir l'ensemble ;{) des ensembies ouverts de cetie topo-
logie intersection de la maniére suivante : comme :i) contient Q§§ 5
il contient aussi, d'aprés Qll’ l“ensemblé <§;/ des intersections
finieg dfensembles de (é?'- (y compris E ; intersection de la partie
vide de Cg? ) ; comme §j; contient (g? il contient aussi, dfaprés

QL» lt'ensemble (gf des reunions guelcgnques d'ensembles de (@?

(y ccmprls la partie vide de E , réunion de la partie vide de (é?f),

Or Q%f satisfailt aux axiomes OI et Qli : clest évident pour OI

d'aprés llassociativité de la réunion ; et p@ur(")wH cels résulte
ge lg distributivité de l*lnuers ction finie par rapport & la réunion

guelconque {Ensembles, ch. 11, $4 , formule ) : d'aprés sa défi-
9 2 3 2 2 p

o - : - - , =
nition, §:) est donc identigue a Q@?}, On dit que la topelogie
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définie par (g?” est engendrée par 1l'ensemble (g?', et que (g?' est

un systéme de générateurs de cette topolegie.

Devl?axistence d'une topologie engendrée par un ensemble
guelcongue de parties de B résulte celle dfune topologise

borne supérieure (dans l'ensemble ordonnd des topelogies)

d'un ensemble guelconque %Fide topologies : clest en effet
la topologie engendrée par la réuniocn Q%f des ensembles
d'ensembles ouverts des topologies de §§gg
Dans la topologie engendrée par un ensemble Q%? de parties, les
voisinages d'un point x peuvent se définir de la fagon suivanie :
ce sont les ensembles qui contiennent un ensemble de §%>/(interse@w
tion finie d'ensembles de Q%? ) contepnant x. On en déduit dfaprées la
proposition 1, une condition nécessaire et suffisante pour qu'une
topologie donnée soit engendrée par un ensemble {é?' de parties :
cfest que tout ensemble de (g? soit ouvert, et que, quel gue soit
x ¢E , tout voisinage de x contienne une intersection finie d'ensem-
bles de @§7 contensnt % . ‘
EXemgles. 1) La topologie discréte est engendrée par lfen-

semble des parties réduites & un seul élément.

2}4L%eﬁse@bl¢ des intervalles ouverts bornés est un systieme
de générateurs de la topologie de la droite rationnelle,
d?apreés le critere précédent et les définilions et propriétés
d@nnées au'% 1. On a une propriété analogue p@urvla droite
numérique.

On voit asussi, en appliguant la proposition 1, & gquelle condition la

&

topologlie engendrée par un ensemble de parties () est plus fine
z > Nt g e e e

gue celle engendrée par un second ensemble de parties Qé? ;
- = ‘2‘/ :
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si Q@:/désigne l'ensemble des intersections finies des ensembles
/o~y ' . : =
de <§§;, (ES; l'ensemble des intersections finies des ensembles
de (§? s 11 faut et il suffit que, guel que soit x, tout ensemble

Z . - ;
de (E?” contenant x contienne un ensemble de (E%; contenant x.
2 3

Homéomorphie. Définition 2. Un isomorphisme d'un espace topologique E sur

un espace E' eslt une application biunivogue de E sur E! gui

transforme l'ensemble des ensembles ouveris de E en 1'ensemble

des ensembles ouveris de E'.

Cette définition est bien conforme avec lg définition de la

notion générale d'isomorphisme de structures (Ensembles, ch.V}.

On désigne souvent un isomorphisme d'un espace topologigue E sur

=

un espace topologique E! sous le nom d'homéomorphisme, en parti-
culier lorsque E et E' sont nmunis d'autres structures, et qu'on

veut éviter toute confusion ; on dit de méme que E et B' sont

homéomorphes (ou gu'il y a bhoméomorphie entre ces espsces)
lorsqu'il existe un homéomorphisme de E sur BE!.

Exemple. SiE et E' sont des ensembles éguipotents, toute

application biunivoque de E sur E! est un homéomorphisme
de l'espace discret E sur l'espace discret B! .

Si f est une application biunivoque de B sur E', et (o un

systéme de géndérateurs de la topologie de B , une condition

nécessaire et suffisante pour gque f soit un homéomorphisme de E

sur E! est que £( Q§?> soit un systéme de générateurs de la

topologie de E', comme il résulte des formules donnant la réunion

et 1l'intersection d'images de parties par une application biuni-

voque (Ensembles, ch.II, $§2 et 4).
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Exercices. 1) Trouver toutes les topologies sur un ensemble
de deux éléments ; méme probléme sur un ensemble de trois
éléments. ' |
2) Sur un ensemble totalement ordomné E , l'ensemble des

intervalles semi-ouverts & gauche, l'ensemble des intervalles

.semi=ouverts & droite, l'ensemble des intervalles ouverts,
sopt respectivement des systémes de'générateurs des topologies
gauche, droite et bilatére ( § 1,exerc.2). L'ensemble des
intervalles ouverts illimités (& droite ou & gauche)'est aussi
un systeme de générateurs de la topologie bilatére. Quelle
est la topologie engendrée par l'ensemble des intervalles

Porméa illimités %

»
)

3) Sur un enseﬁble>E‘£otaleﬁeﬂt ordonné. les topologies gau-
che et droite ne sont comparables que leorsqgulelles sont toutes
denx identigues.a la'top@logié discréte. donirer que la topo-
logie intersection des tgpologies droite et gauche est la
topelogie bilatére. .

§ 3. Structure topologique induite.

Image réciprogue dfune topologie. Soient E,E' deux ensembles, et f une appli-

A - : : <
cation de E dans E'. Supposons donnée sur E' une topelogie, dont &}

: ~1 -
soit l'ensemble des ensembles ouverts ; l'image réciproque £ E}‘}

de cét ensemble par f£ est un ensemble de parties de E satisfaisant &

' - = ]
Oy et O;, car si &t est une partie guelcongue de §> , on a
)

' . | \ =1 -
(1) J%_f(m):f()ﬁ%é,w}u,, m{, £at)=£(! L an)

ES = pre St ale %
61 ; 2 -1 3 =~ : B = % 2
£( X} ) définit donc sur E sune topologie, gu'on sppelle image

réciprogue par f de la topologie de B'.
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On remarguera que 1l'image direcie d'un ensemble d'ensembles

ouverts par une application guelcongue ne satisfait pas, en
général, & l'axiome @Ii' la seconde des relations (1) n'étant
pas verifiée ; elle ne définit donc pas en général une
topologie.
Dl'aprés la relation {3 f(A*) ef((lﬁﬁ), on voit que les images réecipro-
gques par T des ensembles fermésvde E? é@nt les ensembles fermés de.
1'image réciproque de la topologie de B'. De méme, si x est un point
quelcondue de B , 1'image réciproque G%(V’} d'un voisinage quelconque
V? de x' = f£(x), est un voisinage de xz dans l'image réciprogue de la
topologie de E' .
Considérons maintenant trois ensembles E,E! E" | et soit £ une
application de E dans E!', g une applicaiipn de E! dans E", Sup?@s@ns

[

donnée sur E" une topologie dont .53” soit l'ensemble des ensembles
v, =1 -4 Y
ouverts ; si h = = gof , on a h(‘gj) = P of &} )) ; dome 1ﬁlmage

réciprogue par h de la topologie de E" est identigue & 1lfimage Ieel

progue par T de l'image réciprogue par g de la topologie de E" (tran-

sitivité des images réciproques).

Topologie induite. Définition 1. On appelle topologie induite sur une partie A

A

d'un espace topologique E par la topologie de B , 1l'image réciprogue

devla topologie de B par l'application canconique de A dans B .

L'ensemble A , nuni de cette topologie, est appelé un sous-espace

Les ensembles ouverts de la topologie induite sur A sont donc les
traces sur A des ensembles ouvertis de E.
Exemple. La topologie induite par celle de lz droite ration-
nelle sur l'ensemble A/ des entiers, est 1a topelggie
discréte, car la trace de l'intervalle ouvert }nam ﬁ+? { sur

N est 1 'Pnsemble §n§ .
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Diaprés les remarques générales faites ci-dessus, sl BC A E ,

le gous-espace B de E est identique au scus-espace B du sous-espace

A de B (transitivité de la topologise induite).

S5i (E%P est un systéme de générateurs de la topologie de B , sa
trace <§§é sur A est un systéme de générateﬁrs de la topologis
‘induite sur A .

Dans toutes les questions oh interviennent des éléments ou des

parties de & , il Taul soigneusement distinguer ehitre leurs pro-

4
§

priétés en tant que points {resp. parties) ds l'espace E ; 2t

leurs propriétés en tant gue points (resp; parties) du sous-espace
A. On opérera cette distinction en utilisant les locutions

"dans A" , %par rapport & A" ou "relativement & A" pour préciser
1e$'prapriétés de la seconde catégorie (éventuellement en les

opposant aux locutions "dans EY", "par rapport & E" . "relastivement
2 4 & Y 5

a E" ).
Ensembles ouverts et ensembles Un ensemble ouvert dams un sous-gspace A
fermés dans un sous-espace. n'est pas ouvert dans E , en général : une

condition nécessaire et suffisante pour gue tout ensemble ouvert

dans A goit ouvert dans E , est que A soit ouvert dans E . En effet,

la condition est nécessaire, puisque A est ouvert par rapport a A ;
et elle est suffisante, en vertu de O;; et de la définition des

ensembles ouverts dans A .

les ensembles fermés dans A sont les traces sur A des ensembles
fermés dans E . En général, un ensenble fermé dans A n'est pas

fermé dans B ; on voilt comme ci-dessus que, pour gue tout ensemble

fermé dans A4 soit fetmé dans B ool faut et il suffit gue A seoit

SNBSS

fermé dans B .
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Les voisinages d'un point x¢ A par rapport & A sont les traces

gur A des voisinages de x par rapport 8 E ; pour gue tout voisinage
par rapport & A , d'un point qﬁelconque de A , soit aussi voisinage
de ce point par rapport & E , il faut et il suffit que A soit ouvert
dans B.
Exercices. 1) Si A et B sont deux parties d'un espace E telles
gque B C A , montrer que :
19-1'intérieur de B par rapport & E est contenn dans l'intérieur
de B par rappert au séus=9$pace A ; donner un exemple ofl ces
deux ensembles sont distincts ; |
2°-1%adhérence de B par rapport é A est la trace sur A de

l7adhérence de B par rapport & E

A

39-1a frontiere de B par rapport & A est contenue dans la trace
sur A de la frontiére de B par rapport & E ; d@ﬂner un exemple
ol ces deux ensembles sont distincts.

2) Si tout point d'une partie A d'un espace E est isolé, la
topologie induite sur A par celle de E est la topologie discréte,
et réciproquement.

3} Soit A un intervalle quelcongue dans un ensemble totalement
ordonné E ; montrer qde la topelogie ipduite sur & par la topo-
logie droite (resp. gauche, bilatére) (voir $1,exerc.2) est la

topologie droite (resp. gauche,bilatére) sur A , considéré comme
muni de la structure d*ensamblevtgtalementA@rdonné induite paf'
celle de E,. | . .

4} S0it E un ensemble totalement ordonné, formé des n@mbrés

rationnels, avec la relation d'ordre usuelle entre ces nombres,

et de deux éléments a , f , avec les relations d'ordre suivantes;

(3
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a<0<B , a<<a et B< a pour tout rationnel a >0 ,
b<a et b < B pour tout rationnel b <O (on vérifie
immédiatement que les axiomes des ensembles totalement ordon-

nés sont satisfaits). La topologie induite sur 1'ensemble ()
des rationnels par la topologie bilatére sur E n'est pas la
topologie de la droite rationnelle (c'est-a-dire la topologie
bilatére sur i} ; muni de la structure d'ensemble totalement

ordonné induite par celle de E).

4. Fonctione continues.

(SR

Grossiérement parlant, uns fonction continue est une fonction dont
la valeur Varieipea lorsqu'on donne une petite variation & 1l'argument :
pour gufon puisse donner unrsens précis & cette nolion vegue, il fautl
qu'on en ait donné un & la notion de voisinage, clest-a-dire que l'ar-
gument et la valeur de la fonction se trouvent dans deux espaces topo-

logiques. Nous poserons la définition suivante :

Definition 1. Une fonction f définie dans un espace topologigue B ,

et prenant ses valeurs dans un espace topologigue E' , distinet ou

pon de E (autrement dit, une application de E dans E') est dite

continue en un point x€E gi, quel gue soit le voisinsgee V! de £(x),

il existe un voisinage V de x tel gue f£(y)€V! quel gue soit yeV .

Une fonction gui n'est pas continue en un point est dite discontinue

en ce point.

On peut énoncer 1z définition 1 sous la forme plus imagée
-sulivante, qu'on considére comme éguivalente : f est conti-
nue au point x si f(y) est aussi voisin qu'on veut de

£(x), dés que y est assez voisin de x .
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La condition "f(y) €V' quel que soit ye V" sfécrit aussi (V) C V
-1
ou Vo £(V!) ; d'aprds la propridté V; , on peut donc dire encore

gu'une fonction T est continue en X si, quel gue solit le voisinage

=1
V! de £(x) , £(V') est un voisinage de x .

Exemples. 1) L'application identigue de llespace B sur
lui-m8me est continue en tout point de E. Lfapplication
canonigue d'un sousaesgace'A de E dans B est continue
en tout point de A.

]

2) Une fonction constante dans E est continue en tout
point de E , car si £(E) ={a} , on a, pour tout ensembls
V! contenant a , a%(vﬁ)zE ; qui est un voisinage de tout
point de & .

Proposition 1. 8i x est adhérent & une partic A de l'espace E , et

si la fonction £ est continue au point x , £f{x) est adhérent &

1'image P£(A) de A par £ .

En effet, si £(x) n'était pas adhérent & f(A)g il existerait un
-1
voisinage V' de f(x) ne contenant aucun point de £(A) ; donc £(V!)

gqui est un voisinage de x , ne contiendrait aucun point de & ,

g

contrairement & 1l'hypothése.

Théordme 1 (théordme des fonctions (ou applications) composées).

Soient E, B! E® trois espaces topologigues ; f une applicstion de E

dans E' , continue su point xe E ; g une application de E' dans E%,

continue au point £(x). L?applicatlon composée h = g.f de E dans

E" est continue au point x .

En ef;et, soit V" un voisinage quelcopque de nlx) = o(8(x)) ;
g stant cont inue au point £(x) , g(vﬁ} ebt un volsinaﬂa de £(x)
dans E' ; £ étant continue au point x , f( g(V” ) h(Vﬂ) est un

Voisinage de x dans B , d'oh la propcsition.

et = : = = e Z oS = ,,.
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Définition 2. Une application d'un espace topologigue E dans un

espace topologigue E' egt dite continue dans E (ou sur E) si elle

est continus en tout point de E.

Théordme 2. Soit f une application d'un espace E dans un espace B' ;

les trois propositions suivantes sont équivalentes :

a) f est continue dans E ;

b) 1'imege réciprogue par f£ de tout ensemble ouvert de B! est un

ensemble ouvert de E ;

¢) 1l'image réciproguec par f de tout ensemble fermé de E! est un

ensemble fermé de E ..

En vertu de la relation g;_%(A) sj%(g‘ﬁj, on voit d'abord que b)
et ¢) sont équivalentes. ' _ _

Supposons gue f vérifie b) ; si x est un point quelconque de E ,
et V! un voisinage de £(x), il y a un ensemble ouvert A' tel que
f(x)eA?Q V' ; donec x@n%‘(A' )Q?‘(V’) , et comme a%‘(!ﬁ) est ouvert,

f(Vs) est un v0131nage de X , autrement dit f est continue au
point x. Réciprogqueaent, suppqsonsra) vérificée ; soit A' un ensemble
ouvert quelconque de B! , x un point quelconque de “%(A*) ; comme T
est continue en x , et que &' est un voisinage de f(x), ~%(£?> est
un voisinage de x ; par suite ($ 1, prop.1) “%(A?) est un ensembls
ouvert. . . '
Bemérgues° 1) 8i <§f est un systéme dé générateuré:de la topologie
de B! , il faut et il suffit (en vertu:des formules donnant les
images réciprogues de réunions et dglntersectlons) pour que f soit
contlnue dang E , que l'lmage réciproque par T de tout ansemb1e de

Q%? soit un ensemble ouvert de E .
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Exemples. Soit a un nombre rationnel guelcongue ; l'applica-

" tion x — atx de la droite ratiohnelle () sur elle-méme
est continue dans (2 , car 1l'image réciproque par cette

- application de 1l'intervalle ouvert 1b c{ est l'intervalle
ocuvert )baa c-a { . Do méme, liapplication x —ax est conti-
nue dans gg ; clest évident 81 a = O, puisgu'alors ax=0
guel gue soit x ; si aJQ , 1timage rec;pr@que par cette
application de l’lnterValle ouvert b c{ est l'intervalle
ouvert d'extrénités b/a et c/e . .

. 2) L'image directe d'un ensemble ouvert (resp.fermé) de E par uue
;;E;E;A application continue de E dans E!' n'est pas en général un ensemble
ouvert (resp. fermé) de Ef.
Eiemgleo E étant un espace topologigue quelconque, considé-
rons un espace E! formé de deu# pgints a,b, et oll les ensem-
bles ouverts sont la partie videg-1°ensembla 2&% et E', 5i
f est constante dans E et égale & a , £(A) ~égl , quel gue
soit A(C E ; en particulier, si A est fermé, f(A) ne llest
pas. De méme, si £ est constante et égale 2 b , £(A) = {b},
énsemble gui n'est pas ouvert damns B! , ‘
Le théoréme 1 entraine immédiatement, comme corollaire, le théoréme’

analogue pour les fonctions continues dans tout l'espace :

Théoréme 3. Si f ost une application continue de E dang B! |, et g

une apphication contipue de E' dans E" , gof est une application

continue de E dans E".

Changement de topologies. Le théoréme 2 peut s'énoncer de la maniére suivan-

Homéomorphismes. te : pour gqu'une application f de E dang Ef soit

continue dang E , il faut et il suffit que la topologie de E soit

plus fine que l'image réciprogue par f de 1a topologie de E! .
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1l en résulte que f reste continue si on remplace la topologie de E
par une topologie plus fine, et la topologie de E! par ﬁne topologie
moins fine.

Considérons deux espaces topologiques By, E2 ayant pour support le
méme ensemble E ; pour que 1l'application identigue de E, sur B, soit
continue dans By, il faut et il suffit que la topologie de E2 soit
moins fine que celle de E1. Si nous posons la définition suivante :

Définition 3. Une application biunivogue d'un espace sur un autre

est dite bicontinue si elle est continue ainsi gue son applicstion

réciprogue,

on voit gqus pour gue les espaces E1 et EZ sgient identigues, il faut

et il suffit que l'application identique ds E; sur E, solt bicontinue.

Ce dernier résultat se généralise aisément :

Ihéoréme 4. Pour gu'lune application biunivogue d'un espace E gur un

espace E' soit un homéomorphisme, il faut et il suffit gu'elle soit
bicontinue. '

En effet, soient S:? et E}Iles ensembles d'ensembles ouverts de
E et E' respectivement ; soit f une application biumivoque de E
sur B! 6 g g~% son application réciproque. 51 f est un homéomorphisme
deBeur B , ma £(D)=a(D)=H ,et a5 =HD)=H,
ce qui montre que £ et g sont continues, d'aprés le théoréme 2 ;
réciproquement, si f et g sont continues, le méme théordme montre
ae HDIC D ot HH)IC D ; ame D e(H KDY
ce guil montre que f(,ﬁ} ) = ﬁ}’; autrement dit que £ est un
homéomorphisme.

Remarque. Il peut fort bien exister une application biunivogue d'un

espace topologigue sur un asutre,qul soit continue mais non bicontinue;
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c'est ce que montre lfexemple des espaces E1 et E2 définis sur un
méme ensemble, lorsgue la topologie de l'un est strictement plus

fine que celle de ltautre.

Continuité par rapport S0it A une partie non vide quelcongue d'un eépace

& _un sous-ensemble. topologique E ; une fonction £ , définie dans une

partie de E contenant 4 , est dite continue relativement § A en un

point x€£ 4 , si sa restriction ?p est continue au point x du sous-

X3

espace A ; T est dite continue relativement & A si fA est comtinue

dans A .

fato

De ces définitions, et des résultats étebliz ci-deseus, on déduit
immédiatement des critéres pour ls continuité dfune fonction P

relativement & £ ; si E! est l”espacé des valeurs de £ = pour gue £

soit continue relativement & A en un point xeA , il faut et il suffit

gue, guel gue soit le voisinage V! de f£(x), la trace sur 4 de'"}(vg)

soit un voisinage de x par rapport & A . De méme, pour gue £ soit

‘céntinue relativement 8 A , il faul et il suffit gue la trace sur A

de l'image réciprogus par f de tout}@nsemble ouvert dans B! soit un

ensemble ouvert dans A.

51 une fonction est continue relabivement 2 E en un point de 4 ,

elle est aussi continue relativement & A en ce point : cela résulte

des critéres qui précédent, et aussl du théoréme des fonctioms compo-
sées$ puisgue ?& est composdée par £ de l'application canonique de A
dans E , qui est continue. Mais 11 faut bien se garder en.généralAde
conclure, inversement, de la continuité relativement & A4 , & la con-

tinuité relativement & E ;,il se peut en effet, qu'une fonction me

- solt conmtinmue relativement & F en sucun point de K , et soit cependant

continue relativement & une partie A de E en toul noint de A .




1l suffit de considérer ume partie A partout dense dans E ,

ainsi que son complémentaire ; la fomction égale 1 en tout
point de A , & O en tout point de {:A , est continue (puisque

constante) relativement & A , mais n'est continue relativement

& E en avcun point de E .
Il y a cependant un cas important oh toute fonction continue relative-

ment & A en un point x¢A est aussi continue relgtivement & F en ce

point ; c'est celui ol A est un yvoisingge de X dans E , puisgu'alors

tout voisinage de x par rapport & A est aussi un voisinage de x par
rapport & E .
Si £ est une application continue d'un espace E dans un espace Ef

l'application x —f(x) de E gur le sous-egpace-f(E) de E' est encore

continue. Si cette application est bicontinue, c'est-8-dire est un

homéomorphisme de E sur £(E), on dit que f est un homéomorphisme de E

dans E?.

Si £ est un homéomorphisme de E dans E', et A une partie de E ,

l'application x — f(x) du gous-espace A sur le gous-espace f(A)
est un homéomorphisme.

Exercices. ?) Toute application d'un espace discrst dans un
espace guelconque, est continue.
2) 8i £ est une application d'un espace E dans un espace E!,
les propositions suivantes sont équivalentes :
a) f est continue dans E ; :
b) quelle que soit la}partig At B , ﬂg(ﬁ?c: =%{A’) -
¢) quelle que soit la partie A'cC B! , ”é (A?>£;u%(ET>.

-4 -1
- Montrer , par un exemple, que les ensembles I(A') et £(A')

ne sont pas identiques en général,




3) HMontrer que l'application x —x° de la droite rationnelle

() dens elle-méme est continue dans (O .

9 5. La notion de filtre.

Hous consacrons ce parsgraphe & l'étude des propriétés de certains
ensembles de parties d'un ensemble guelconque, qui comprennent comme
cas particuliers les ensembles des volisinages d'un point dans une
structure topologique, et qui interviendront trés fréguemment par

la suite.

Défipition 1. On appelle filtre sur un ensemble E un ensemble %?’

de parties de B qui posséde les propriétés sulvantes :

FII° Tout ensemble contenant un ensemble de %? appartient & g? ..

FﬁllnL'intergect;on de deux ensembles de ggf‘gppartisnt ) %? :

FI .. 9 contient E et ne contient pss la partie vide de B,

De ces deux derniéres propriétés, on déduit que toute intersection

finie d'encsembles de %; est non vide.

Un filtre sur E définit sur cet ensemble une structure,

- dont les‘axiomes sont FII’ FI11

est dite structure d'ensemble filtré, ot l'ensemble E ,

et FIIII ; cette structure

muni de cette structure, est dit ensemble Ffiltré.

Exemples de filtres. 1) L'ensemble de parties réduit au

seul élément E est un filire sur E .

2) 51 E est infini, les complémentaires des parties finies
de E sont les éléments d’uﬁ ‘f"i}.t,_z*a° En pérticnlier, lorsque
E_est.l’ensembls N des entiers positifs, on obtient aimsi
un £filtre gui Jjoue un rﬁle impcrtgnt en Analyse, et qu'on

appelle filtre primordial.
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Etant donnée sur un ensemble E une structure topologique quelconqu¢§

les axiomes Vy, Vy; et Vyy; montrent que 1l'ensemble jig (x) des

voisinages d'un point guelcongue erE dans cette topologie est
i
un filtre ; il en est de méme de l'ensemble des voisinages d'une

partie non vide guelconque de E.
;

Comparaison de deux filtres. Définition 2. Etant donnés deux filtres %?, i?

'Filtre intersection. sur un méme ensemble E , on dit gue ‘??Iest plus
' ' fin gue §§ , Qu gue g?— egst moins fin gue %?i, 8i €§c;§€§’.
851 de plus %§)% ?5 , on dit que %g— est strictement plus fin

Deux filtres dont 1'un est plus fin que l'autre sont dits

comparables ; si chacun d'eux est plus fin que l'autre, ils
sont identiques. _ _ -
Exemple. La proposition 1 du %2 peut encore seéncnce:
de la maniére suivante-: pour gu'une topologis %Z, sur
un ensemble‘E soit plus fine qu'une topologie ?g% , 11
faut ot il suffit que, quel que soit x €B , le Filtre
des voiSinagestde X dans ??1 soit plus fin que le filtre
des voisinaées de x dans f% _
L'ensemble de tous les filtres sur E est ordonné par la relation
i %?Iplus_fin que ﬁ? " ; cette structure d'ordre est d'ailleurs
la structure induite par celle de ‘%j,( %3,(3)33 ordonné par la
relation d'inclusion.

goit <% un enéemble non vide quelconque de filtres sur E ;

congidérons l'ensemble des filtres sur E qui sont moins fins que

tous les filtres de <§ . Cet ensemble n'est pas vide, car il .

contient le filtre %E% , qui est le plus petit élément de
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l'ensemble de tous les filtres sur E. D'autre part, si %‘i est

un filtre moins fin que tous les filtres de (? , 11 est contenu
dans 1l'intersection fj des ensembles de i) ; or, on voit immé-
diatement gue 3’ satisfait aux axiomes FII 5 Flll, HIII 5 C est

donc un filtre, qu'on appelle filtre intersection des filtres

de l'ensemble @ ; et qu'on peut caractériser comme le plus fin

des filtres moins fins que tous les filtres de @ ;, Ou encore

la borne inférieure de @ dans l'ensemble ordonné des filtres

ge sur E. v
Filtre engendré par un Etant donné un ensemble guelcongue @? de parties
ensemble dé parties.  deo E - cherchoz;s s'il existe des filtres sur E
contenant @ . SJ. un tel filtre existe, il contient aussi,

dfapres E‘Iu, l ensenble @ des intersectlonp finies dﬂensem=

bles de @? (y compris E , ;mtersectlcn de la partie vide de Gﬂ’);

une condition nécessaire pour que le probleme soit possible est

donc gue @ ne con‘tlenne pas la partie vide de E. Montroms que
cetle condition est suffisante : en effet, tout filtre contenant
@?/(s‘il_ en existe) contienf auss’i,' dfaprés E‘Z” l'ensemble @j/
des parties de E qui contiennent un ensemble de @ . ; or @ 1

o~

satisfait évidemment & FI; ; il satisfait & FI;; d'aprés la

(.

S
définition de @7 ’ ; enfin, il satisfait & FI, . puisque (&’
7 ; V4
ne contient pas la partie vide de BE. @‘? est donc un filtre
contenant @ » ©t tout filtre contenant @? est plus fin

>/
(&7 . binei :

Théoréme 1. Pour gu'il existe un filitre contenant un ensemble @?

de parties de B , il faut et il suffit gufaucune des interssc-

o
tions finies dfensembles de @*’ ne soit vide.
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On dit que le filtre @ “ost engendré par @’ , et que @7

X ‘n 2 4
est un systeme de générateurs de @? -

Exemple. Soit @ un ensenible gquelcongue de parties de B,
el considérons la topologie sur E engendrée par @ .

D'aprés la définition des voisinages d'un point dans
cotte topologis (voir ?2) , le filtre des voisinages de
% est engendré par l'ensemble @ (x) des ensembles de

@P contepnant x .

Base d'un filtre. Si @ est un systéme de générateurs d'un filtre g‘fi . ?}f‘f

n'est pas identique, en général, & l'ensenble des parties de E

contenant un ensemble de @ ; pour qufil en soit ainsi, il faut

et il guffit, d'aprés la maniére dont 5t s'obtient & partir de

@b’ » que toute intersection finie d'smsembles de @%’ contienne
. un ensemble de @b’ . 11 en résulte que, gi’ @%"est un eunsemble-

de parties de E , pour gue l’eggémb'le” des parties de B contenant
un ensemble de (7 soit un filtre, il faut et il suffit gue (I~

posséde les propriétés suivantes :

By. Llintersection de deux ensembles de @%’ contient un ensemble

de (& -

BII' @ n’e_st pas vide, et ne contient pas l'ensemble vide.

Definition 5. On dit gqu'un ensemble de parties de E gui satisfait

aux axiomes B; et By, est une base du filtre qu'il engendre.

Deux bases de filtre sont dites éguivalentes si elles engendrent

le méme filtre.

Si @ est un systéme de générateurs d'un filire o5 , 1len-

' / ' : >
- : semble @ des intersections finies d'ensembles de @‘f est donc

af.
une base de )L
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Exemples : filtre des sections sur un ensemble ordonné vascu

laire : filtre des sections d'un filtre donné.

On dit qu'un ensemble E , ordonné par une relation qufon ecrit

"x <y" , est un ensemble ordonné vasculaire, si la proposi-

tion suivante est vraie :

W. Quels que soient x, y, il existe z tel que z gx et 2z <7.

Un ensemble totalement ordonné est un ensemble vasculaire

dans les deux sens, clest-a-dire aussi bien pour la relation

d'ordre "x < y" que pour son opposée "z > y". 11 en est de
méme de l'ensemble des parties g (BE) d'un ensemble guelcon-
que E , ordonné par inclusion ; ies résultats du §:2 montrent -
que l'ensemble ordonné des topologies sur un méme ensemble est

aussi vasculaire dans les deux sens. Une base de fillre, or-

donnée par inclusion, est un ensemble vasculaire en vertu de

B;.

Soit E un ensemble ordonné vasculaire, et a un élément quel-

conque de E ; on appellera seciion de E relative & 1'élément &

l'ensemble 8 des x tels que xg @ . L'ensemble @ des

sections de B est une base de filtre ; il satisfait en effet

& Bry de manidre évidente, et dfautre part, si a et b sont
deux éléments quelconques de E , et ¢ un élément tel que
c<a ete<gb (&1lément qniv existe en vertu de W), on a
= S;&ﬂ S, , ce qui démontre By. Le filtre engandré: par (&

sera dit filtre des sections sur E 5

Par exemple, le filtre primordial sur N est le filtre des

i

sections sur cet ensemble, ordomné par fx 3 y" .

Soit maintenant & un filtre gquelcongue sur un ensemble E ;
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comme c'est un ensemble vasculaire quand on l'ordonne par

inclusion, on peut définir sur i; un filtre des sections, une

section relative & un ensemble AC % étant ici l'ensemble
des ensembles X de "JL tels que X C A . Ce filtre est appelé

3%

filtre des sections du filtre éﬁ ; et se note (5‘ .

La proposition suivante résulte immédigtement des définitions 2 et 3

/
Proposition 1. 8Si !}:g et % sont respectivement des bases de deux

filtres °§ et {)“/i sur un ensemble E . pour gue ﬁg soit plus fin

gue C§ , i1l faut et il suffit que toul ensemble de 3% contienne

un ensemble de %; .
oy

Corollaire. Pour gue deux bases de filtrs, % et J5 , sur un

ensemble E , soient équivalentes, il faut et il suffit gue tout ensem-

ble de % contienne un ensemble de %'l , et que tout ensemble de ‘%i

contienne un ensemble de % .

therch@ns la condition pour gu'une partie % d'un filtre %ﬁ soit
une base de @ ; une condition néc_efssaire est évidemment que tout
ensemble de 5} contienne un ensemble de % ; mais réciproquement, si
cette condition est satisfaite, il en résulte que % vérifie By ,
puisque 1tintersection de deux ensembles_vde % appartient & 5{ 5
d'autre part, il en résulte aussi que % nfest pas vide, et comme
% . ?;;? ; % ne contient pas la partie vide de E . % est donc

une base de filtre, et le corollaire de la prop. 1 montre qu'elle est

équivalente & @‘ ., autrement dit engendre 5 . Donec :

Proposition 2. Pour gu'une partie % d'un filtre @i soit une base

de ce filtre, il faut et 11 suffit gue tout ensemble de Cgi contienne

un ensemble de %
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Dans un espace topologique B , la notion de base d'un filtre permet

de poser la définition suivante :

Définition 4. Toute base du filtre des voisinages d'un point dfon

espace topologique est appelée systéme fondamental de voisinages

de ce point.
Exemples. 1) Dans un espace discret, un systéme fondamental
de voisinages d'un point quelconque x est formé du ssul
ensemble %x% .

2) Sur la droite rationnelle @2 , l'ensenble des intervalles
ouverts contenant un point x est un sysiéme fondasmental dé
voisinages de x , d'aprés la prgposition 2. Il en est de méme
de l'ensemble des intervalles ouverts }X«%/n, x+ @[ng,,'@ﬁ n
prend toutes les valeurs entidres ou seulement une suite de
valeurs entidres strictement croissante. En effet, si Eaab{
est un intervalle ouvert ¢onténant x , l'intervalle
‘}Xc1/n, x+1/n( est contenu dans }agb{ pourvu guse b soit
supérieur aux deux nombres 1/(x=a) et Q/wax).

' De la méme menidre, on montre que l'ensemble des intervelles
fermés £x=1/n,x+1/n}.est un systéme fondamental de voisina-
ges de X . | ' :

On 2 des rééﬁltats anélogues pour la:droite'numériqueo

8i @ est un ensemble de filtres sur E , une condi-

ensemble de filtres. tion nécessaire et suffisante pour que @? admette

une borne supéricure dans l'ensemble ordonné des filtres sur E ,
est gu'il existe un filtre plus fin que tous les filtres de @? z
car si cette condition est remplie, le filtre intersection des filtres

plus fins que ceux de (@ sera la borne supériecure de @? :
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Or, un filtre plus fin gue tous les filtres de é@ est un filtre
contenant la réunionr(g?7de tous les filtres de @>, Le théoréme 1
entraine donc les conséquences suivantes :

Proposition 3. Pour gu'un ensemble fini é@ de filtres sur E admette

une borne supérieure, il faut et il suffit gue, lorsgqu'on prend

arbitrairement un ensemble dans chague filtre de @ , A'intersection

de ces ensembles ne soit jemais vide.

Proposition 4. Pour gu'un ensemble guelcongue de filtres sur B
g

=2

admette une borne supérieure, il faut et il suffit gque toute partie

g

finie ds @? admette une borme supérieure.

Remarques. 1) Si E contient au moine deux éléments e,b , il
- n'existe pas de filtie plus fin que les deux filtres ayant
respectivement pour bases §§a§§ et %éb%%l ; l'ensemble
ordonné des filtres sur E n'est donc pas un ensemble vascu-
laire dans les deuﬁ sené ; en particulier, il ne posséde pas
de plus grand élément., .
2) On peut remplacer la condition nécessaire et suffisante
énoncée dans la proposition‘j par la suivante : lorsgu'on

prend arbitrairement un ensemble dans une base de chague

filtre de é§ , ll'intersection de ces ensembles n'est

jemais vide.

Ultrafiltres. La proposition 4 entraine immédiatement que tout ensemble

totalement ordonné de filtres sur E admet une bornme supériecure,

autremont dit gque l'ensemble ordonné des filtres sur E est inductif.

Définition 5. On appelle ultrafiltre sur B un filire tel gufil

ntexiste sucun filire strictement plus fin gue lui {clest-a-dire un

élément maximal de 1l'ensemble ordonné des filtres sur E) .
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Le théoréme de Zorn montre alors que

Théoréme 2. Quel gue soit le filtre § sur un ensemble E , il existe

un ultrefiltre plus fin gue Cj» :

On peut caractériser de plusieurs maniéres les ultrafiltres :

Proposition 5. Pour gu'un ensemble g de parties d’lun ensemble B
soit un ultrafiltre sur E , il faut et il suffit qu'il posséde la

propriété suivante :

UL. La propriété "X € %‘i " est équivalente &4 "quel gue soit Y€ “;2@ -
EnY L0,

La condition est nécessaire ; en effet, si @ est un uvlitrafiltre

et si X rencontre tous les ensembles de @ , 1e théoréme 1 montre
qu'il existe un filtre plus fin que fé?f et contenant X ; ce filtre
étant nécessairement identique & % , On a bien X € gj’ .

La condition est suffisante ; en effet, elle montre tout d'abord
que @g engendre un filire ; d‘Aautre part, s'il.e_xistait un filtre
@ , contenant %35: et un ensenble au moins nﬂapp'aitenant pas & %g' 5
cet ensemble rencontrerait tout ensemble de @ , contrairement &
la propriété UL . 9 est donc bien un ultrafiltre. -

Proposition 6. Pour gu'un emsemble 9 de parties d'un ensemble E

soit un ultrafiltre gsur B , il faut et il suffit gu'il satisfasse

aux deux conditions suivantes :

U&i . L'intersection de deux ensembles de ‘Sji n'est jemais vide.

{1
UL}Z’I," Quel gue soit X C E , l'un des deux ensembles X , fé; X appar-

tient & G -
Ces conditions sont nécessaires ; en offet, si gj est un ultra-

e | . a o = S : Cx{
filtre et si X ‘é g , 11 existe, d'aprés UL , un ensembls Y € )

tel gue X/ Y = § , autrement dit, tel que ¥ C’E} X ; d'aprds FI, ,

A
i T

. X appartient donc & U .

(o




-

Ces conditionsofont suffisantes ; il suffit de montrer qufelles
entrainent ULgyéi X rencontre tout ensemble de iéi ; On a néces-
sairement X € E; , Sans quoi on aurait {;X 6,%§ , et comme

XN g:& = ¢ , cela contredirait 1l'hypothése.

Corollaire. §;,‘§; est un ultrafiltre sur un ensemble B , et si

(A.) : est un recouvrement fini de E , il existe un indice 1
10<ign s = 200106 2
e)?;

tel gue & appartienne &
En effet, si aucun des & ntapartensit & 25 - AH a@partlenm
([ ap=( <§g%>

(‘%N

i

/J
drait a & quel que soit i , et par suite ausal

ﬁmmf»

= g , conirairement au fail que §§ est un filtre°

Exemple dfultrafiltre. Lfegsemble des parties d'un

T

ensemble E qui contiennent un élément guelconqgue x de &

est un ultrafiltre, car cet ensemble satisfait évidemment
143 ] ]

aux conditions UL'; et UL 11°

Filtre induit. Soit % un £iltre sur un ensemble E , et A uns partie non

vide de B .

Proposition 7. Pour gque la trace ‘§;;gg gg'sur A goit vn filtre

sur A , il faut et il suffit gue ggg.:ne contienne pas la partie

vide de & (autrement dit, gue tout ensemble de %5 rencontre 4).

La condition est évidemment nécessaire ; inversement, si elle est
remplie, ‘?% satisfait & F‘IHI ; comme (X MN7T) ar =(XﬁA)ﬂ(¥ﬂA}
45 vérifie FI;; ; enfin, si X NAC Z—CA ,ona Z=(XZUZ)NA
ce ;ui montre que ?%% verifie Fli .

DéFinition 6. Si la trace, sur une partie A d'un ensemble E ,

d'un filtre §§ sur B , est un Filtre sur A , on dit gus ce filtre

est induit par q; sur A .
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Si un filtre ‘5 sur B induit un filtre sur A , la trace sur A&
d'une base de @ﬁ est une base de ‘237 , d'aprés la proposition 2.
Considérons inversement une base de filtre )’5 sur A ; clest
aussi évidexnment une base de filtre gsur E ; soit @ le filtre
qu'elle engendre sur A , § le filtre qu-‘elle engendre sur E ; on
- 54
voit immédiatemnent que @ = 9 A
Propogition 8. Pour gu'un ultrafiltre ), sur E induise un filtre

; 7
sur une partie A de B , il Ffaut et il suffit gue A€ 1] ; si

cette condition est remplie, 1] est un ultrafiltre sur A .

En effet, si Aé‘ 14 ,ZA:Q“‘:U% ; et A/ ?Aasfipa:f suite
j\/g/ n'est pas un filtre sur A . S; au contraire A€ ;\;'y, s et 81 B
est uﬂe partie quelcongue de & ; B ou FB apr >drtiem; o, done
B ou ( E B) M A appartient a }\}VA » ¢e qui montre que (;v est
un ultrafiltre sur A . |

Inversement, tout ultrafilire sur A engendre un ultrafiltre sur B;

en effet, solt 11, un ultrafiltre sur A , %é le filtre qufil
engendre .sur E. S X est une partie guelcongue de E , ou bien
Xﬁ.&&,&, afoh Xég,;oublen(Q)X)f%Aéiﬁ, a'oh
X € %3; , ce qui montre gue %‘(,‘f es» un uitrafiltre.
Exemple. La proposition 7 montre que, pour gue la

trace sur un ensemble A du filtre des Voisinages 1§

d'un point x d'un espace topologique E , soit un
filtre sur A , il faut et il suffit que tout voisi-

nage de x remcontre A , subrement dit ( § 1, 4é£.6)

gue x soit adhérent & A .,
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L'intérét de cet exemple de filtre induit réside d'une part

dans le fait qu'il intervient dans lg définition de la notion

de limite (voir § 6), et d'autre part, que tout filire peut

8tre défini de cette manidre. En effet, soit § un filtre suz

un ensemble quelconque E ; soit E! 1'ensemble obtenu en adjoi-
gnant & E un nouvel élément w , et soit ﬁ'gle Pfiltre sur B!
formé des emsembles X y Zco} , ot X parcourt %‘7’* . 8o0it ‘K (x)
1l'ensemble des parties de E' contenant x s 81 x ;44 o , et

prenons (Ij (o) = 23?5’ ; ces ensembles de parties satisfont

visiblement aux axiomes Vi, V;5, Viy7 ot Vzy, dont déiinissent
sur B! une topologie dont ils sont les filtres de voisinages ;
enfin, ® est adhérent 4 E dans cette topologie, car tout en- .
semble de cglrencontre E , d'aprés Flirg- Cette topologie '

est dite topologie associée au filtre ?5

 Imege d'une base de filtre ; Soient E,F deux ensembles, et X—»C(X) une

‘ corregpondance de B & F.

Proposition 9. Pour que l'image C( Y%) d'une base de filtre ‘;}%

sur E soit une base de filtre sur F , il faut et il suffit que
C(X) # § quel gue soit X € B 81 ’:% et V¥’ sont deux bases de

filtre sur E , telles que le filtre de base Y3/ soit plus fin aue

le filtre de base % , et si C( {)7%,‘?_’ ) est une base de filtre sur

E . Cf % ) est une base de filtre sur F , et le filtre de base
¢( %I ) est plus fin que le filtre de base C( ’i{;z; ). §£ % et ‘:%p

sont deux bases de filtre équivalentes sur E ,et si O % ) est

/ .
une base de filtre sur ¥ , C( % ) est une base de filtre éguiva-

lente & € % ).
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Tout celas découle immédiatement de la définition 3 , de la propo-
sition 1 , et de la proposition : "X Y entraine C(X) < C(Y)".

En particulier, si £ est une gpplication de E dans F , l'image
£( ffg) d'une base de filtre 33' sur E est une base de filtre sur F.
De méme, 81 £ est une application de B sur F , 1'imgpe réciprogque

-1 ’
( %l) d'une base de filtre J3 sur F est une base de filtre sur E.

. ‘ - 7
Si f est une gpplication de B dans F , 1'image réciproque f(%}

d'une bage de filtre sur ¥ n'est pas toujours une base de filtre

-1 - =1 /
sur B ; si on remarque que f((:%) — Z%A)’ ob A= £(E) , on
-1
voit que pour que F( :%'j) soit une base de filtre sur E , il faut

) .
et il suffit quse % s0it une base de filtre sur & , c'est-a-dire

A /
que tout ensemble de % rencontre A .
Cette dernidre condition est vérifiée en particulier si
%i:—f £( % ) ot % est une base de filtre sur E ; de plus, dans
ce cas, '&%‘(f( 3%)) est la base d'un filtre moins fin que le Ffiltre

de base %

Propogition 10. 8i f est une application de B sur ¥ , 1l'image f(%?y)

d'upn filtre sur E est un filtre sur F.

11 suffit de montrer que £( ﬁ ) satisfait & FI . Or, i X est un
ensemble de '5 s et Xt une partle de F telle que I (X)) X'  onan
X C f(X?) , donc f(X?) appartient & ?;3‘{ , et comme X':-ff‘(“%‘(x?)),
X! appartient & f£( & ) "

Proposition 11. Si £ est une application de B sur F, i'image £(11)

d'un plirafiltre sur E est vn vltrafilire sur F.

Seit en effet X! une partie guelconque de F ; s1 f(}g ) appartient

a 11, x f(X?)) appartient & (11 J ; sin
0 -1 §0 O = f
i, £ (X)) = f( L, X') appartient é,, ﬂ; , et par SUlb@zX =£( £(| X))

5'5
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appartient a f(lJL) ce qui montre que f(lﬁy) est un ultrafiltre.

Filtres élémentaires. Soit(xn) une suite d'éléments d'un ensemble E ; on

appelle filtre élémentaire associé & la suite {zn) le filtre ayant

pour base l'ensemble des parties Sn (ne N ), Sn désignant l'ensen-
ble des Xp tels que p» n. On peut encore dire gu'un filtre élémen-

taire sur E est un filtre engendré par 1l'image du filtre primordial

par une application deﬂ&f dens E.

Le filtre élémentaire associé & upne suite extraite d'une suite

(xﬁ) est plus fin que le filtre associé & (x,).

Tout filtre élémentaire posséde, par défiﬂitiona une base dénom-
brable. Inversement :

54 - . : -
Proposition 12. Si un filtre ¢ posséde une base dénombrable, il

o ° 2 7 z - e = = F// o i
existe un filtre élémentaire plus fin gue %§ , et S est 1o filtre

intersection de tous les filtres élémentaires plus fins gue % .

Eﬂ'effetz Tangeons la base dénombrable de %% en une suite {An? -
si on pose Bﬁ = g:% A? , les Bn forment encore uns base de @?
o
o est

c i int 3 .
et on a anqxzuBn, SQlG a, un point quelconque de B, ;
moins fin que le Ffiltre associé & la suite (an)u

5i le filtre intersection eﬁ des filtres élénentaires plus fins
%; .

que était gtrictement plus fin que @?,3 il existerait un ensem-

ble H & zj tel que B N E;H $+ 4 quel qﬁe soit n ; si b est un
point de an¥€;H , le filtre associé a la suite (b ) serait plus

fin que €§ , et H n'appartiendrait pas & ce filiras contrairement
2 l”hyp@ﬁnésep .

3 7

Bemarque. Un filtre moins fin qu'un filtre 4 base dénom-
> ' peul
brableffort bien ne pas posséder de base dénombrable ; par

- exemple, si E a une puissance supérieure au dénombrable,




le filtre des complémentaires des parties finies n'a pas de
base dénombrable (sans quoi l'ensemble des parties finies de

E serait dénombrable, ce qui est contraire a l'hypothdse),

bien que ce filtre soit moins fin que tout filtre é&lémentaire
sur B , associé a4 une suite dont tous les termes sont distinects
Exercices. 1) Quels sont les ensembles de parties de E qui
satisfont aux axiomes Fl; et Flllg mais non & FIEII ?

2) Définin tous les filtres sur un ensemble fini.

3) Montrer que tout filtre stricfement moins fin gue le filire
des complémentaires des parties finies sur un ensemblé%?ini B
peut &tre défini de la manidre suivante : cfest 1'ensemble
des parties de B qui contiennent ume partie non vide A de B S
et dont le complémentaire est fini.

4) Sur un ensemble infini E , le filtre des complémentaires
des parties finies est le filtre intersection des filtres
élémentaires associés.aux suites d'éléments de E dont les
termes scont tous distincts.

5) 8i, & tout filtre sur un ensemble E , on fait correspondre
la topologie associée & ce filtre sur un méme ensemble
E' = E U {e}, on a les propriétés suivantes :
19~ 5i une topologie sur E' est plus fine qu'une topologie
associée & un filtre %{', clest la topologie discréte, ou la
topologie associée & un filtre plus fin que SE'G Réciproque.

29 Ltintersection des topologies assoeciées sux filtres d'un

ensemble éé de filtres sur E , est la topologie associée au

filtre intersection des filtres de @ .

<

-
i,
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3°- 637 étant un ensemble de parties de E , on considére
l'ensemble (g?’des parties de E! de la forme X ujw}l , ot X
parcourt (g?} et l'ensemble jz = {é%ﬁJ%Cf(E)ﬁ Si Q@? en-
gendre un filtre gF . egé engendre sur B! la topologie asso-
ciée & ‘3? . Quelle topologie engendre €j§, lorsque {g?’ngest
pas un systéme de générateurs d'un filtre 7

6) Daps un espace topologique E , le filire intersection des
filtres de voisinages de tous les points d'une partie A de B
est le filtre des voisinages de & .

7) Si on considére, sur un ensemble E , la ﬁcpolégie inter-
section d'un ensemble (@ de topo;ogies sur E , le Tiltre des
voisinages d'un point quelcongue x€E , dans cette topologie,
est moins fin que le filtre intersection des filires de voisi-
nages de x dans_les topologies de l'ensemble ié ; donuer un
exemple o® ces deux filtres sont distincts. .

8) Dans un espace topologique E , si ggéz) désigne un sys-
téme fondamental de voisinages guverts de x , pour tout point
x €E , la réunion des ensembles de parties ‘gg(x) lorsque X
parcourt E , engendre la topologie de E . :

9) Quel est le filire engendré par la partie vide de %nyE) 2
10) L'intersection des ensembles d’un ultrafilﬁfe contient
au plus un point ; si elle est réduite & un point, l'ultrafilire
est forﬁé des ensembles contenant ce point ; si elle est vide
1'ultraefiltre estvplﬁs fin que le filtre des complénentaires

des parties finies de l'ensemble fondamental {ce qui suppose

donc que ce dernier est infini).
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11) Si une partie A d'un ensemble E n'appartient pas & un
ultrafiltre lﬂv sur E , la trace de u sur A est lv'ensemble
de toutes les parties de A .
12) Sur un ensemble Enfini, un filtre associé & une suite dont
tous les termes sont distincis ne peut étre un ultrafiltre.
1%3). Soit f une application d'un ensemble E daas, un ensemble F.
Pour qus, .quelle Que soit la base de filtre :;:"; sur B |
“%(f( % )) soit une base t;e filtre éQuiValente & T}%’ . i1 faut
et il suffit que T soit uﬁe application biumiveoque dans F .
14) Soit n-»f(n) une application de N  sur lui-méme, telle
que -}( {Iﬁ%) goit fini quel que soit m éﬁf . Montrer que les
filtres associés aux suites (x,) et (y,), ot y = Ze(n) sont
identiques.

En déduire que, =i (an) et (bﬁ) sont deui suites d'éléments
d'un ensemble E telles que le filtre associé a (v,) soit plus
fin que le filire associé & (an), le filtre associé & (bn) est
identique au filtre aséocié & une suite extraite de (an).

15) 8i @ eéf un ensemble dénombrable totalement ordonné de
filtres & base dénombrable, il existe un Filtre éiémentaire |
plus fin qué tous les filtres de @ .

©6. La notion de limite.

Définition 1. BSur un espace topologique E , on dit gu'un point

.4
est point limite (ou simplement limite) d'un filtre ‘3‘7 . Bi g est

o o ﬂ o > ; - a8
plus fin gue le filtre ﬁ (x) des voisinages de x . On dit aussi gue

5 converse (ou est convergent) yers x .

On dit que x est point limite d'une bage de filtre wf; sur B {ou que

_ . _ o
ﬁ?{ converge vers x) si le filtire de base VT converge vVers X .
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Cette définition et la prop.1 du $5 domment le critdre suivant :

Proposition 1. Pour gu'une bagse de filire §E§ converge vers un

point x ,il fautbt et il suffit gue tout ensemble d'un systéne
' <
(2%

fondamental de voisinages de X contieune un ensemble de

o

En accord avec la terminologie introcuite aux §81 et 4 , on
peut convenir de comsidérer comme égquivalent & cette proposi-
s 7 £ o ; (‘ 3
tion 1'énoncé suivant : pour que éﬁg converge v%£§ x =0l
faut et il suffit qu'il existe des eunsembles de 9 aussi
Voisins gue l'on veut de x .
Si un filtre ‘5& converge vers x , tout filtre plus fin que 25?

converge aussi vers X , d'aprés ls définition 1 .

Proposition 2. %Zi‘gg fi étant deux torologies sur un méme snsenbl

E , pour que ??ﬂ gsoit plus fin que qu , il faut et il suffit gue
; £ %

tout filtre sur E , convergent dans la topoclogzie. %i, ; -converge vers

le m8me point dans la topolocie fg .

&

En effet, &i ﬁiﬂ est plus fine que , , le filtre des voisinage

2
de tout point x€L , dans 1la topologieA%i -y est plus fin que 1le

filtre qui

ot

filtre des voisinages de x dans ls topologie T, tou
converse vers X dans la topologie gg; converge donc cncors Vers x
dans la topologie %i . Inversement, si cette condition est

réalisée, le Tiltre des voisinages de x dans %Z

€ g

0 - -
G, 5 donc est plus

, qui converge
vers x dans T§4 ;. converge aussl vers X dans

fin gue le filire des voisinages de x dans € ; Ce gui montre gue
2 _ S

2,

o - 2
<, est plus fine gue fé@ { %2; prop. 1).

.

=

2
=
5 -

Le lecteur retiendra aisément cette propesition sous la forme

condensée suivante : plus une topologie est fine, mocins il

<t

0

de filtres convergents dans cette topologic. Bn particulier,

dans la topologie discréte, les seuls filtres convergents
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sont les filtres de voisinages, puisque ces derniers sont
des unitrafiltres.
@é est un onsenmble de filtres sur B , qui couvergent tous vers
un meme point x , le filtre iniersection des filtres de 55 converge

: Z N : - -
sussi vers x , puisque 53 (x) est moins fin que tous les filtres

§

de %% : on peut donc dire guunme condition nécessaire ot suffisante

pour gue tous les filtres dfun ensemble de filtres é% convergent

vers un point x ,est gue le Tiltre intersection deg filtres de é?

Z
counverge ves X .

s e 5 3. Gy st n » e : : : , -
Unicité ée la limite. La notion de limite niest d'un emploi commode gque si

L'axiome de Hausdorff. on so trouve dans des conditious telles gu'un filtre

ne peut avoir plus d'un point limite.

Or, il est facile d'énoncer ces conditions : si un filtre ?Ef admet
deux points limites distincts, x et ¥, Eg? est plus fin que iﬁ? (x)

et r{g (y} done { ? 5, prop.3), un ensemble arbitraire de f{g (x)

et un ensemble arbitraire de 1 (y) ont toujours une intersechion

b
plus fin que sz(x) et jé (y). Donec :
Propesition 3. B étant un espace tonelggique, ls proposition :

non vide : et réciproquemsnt, Ssll en est aln31, il existe un filtre

3

fun filtre guelcongue sur E ne peut avoir plus d'un point limits

est éguivalente & la suivante (axiome de Hausdorff)

|
i B . Quels gue soient les points distincts x,y de B , il eoxiste un

voisinaze de X et un VOTSLP@FS de vy sans point comnmun.

< L?exempl@de 1z topologis la moins fine sur E , pour laguel

le 1l'axiome H n'est pas vérifisé, montre gque cet axioms

n'est pas uns conséquence de Qi et Olzu Aussi pose=t-on

la définition suivante :
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Définition 2. Un espace topologigue pour lequel l'axiome H est véri-

£is est dit espace séparé (ou de Hausdorff) ; sa topologie est dite

séparée (ou de Hausdorff).

Par exemple, tout espace disecret est séparé.
Liaxiome H est équivalent au suivant :

i, Lfintersection des voisingres fermés d'un point guelcongue

de L est l'engenble réduil & ce point.

sn effet, H entralne gue, si x et y sont des points distinets il
existe un voisinage de x auvquel y est extérieur ; llintersection
des adhérences des voisinages de x ne peut donc contenir dizutre

point que x . Inversement, H! entraine que tout point y distinct

~

de x est extérisur & un voisinage V de x ; done, il existe un voisgi-

nege de y sans point commun agvec V .

De H', il résulte en particulier que, dans un espace sépars, itout

ensemble réduit & un woint est ferms.

La définition des voisinages dans un sous-espace montre imnédiste-

ment que tout sous-espace d'un cspace séperé est séparé. Inversenent,

on a la proposition suivante :

R

Proposition 4. Si, pour toub point x d'un espace topologigus b ,

il existe un voisinage fermé de x gui soit un sous-espace sépard

ge B, E_est un espace séparé.

En effet, si V est un voisinage fermé de x , tout voisingge de X
dans V est un voisinage de x dans B , et tout ensenmble feraé dans V

est fermé dans E. 8i V est séparé, l'intersection des voiginages

Pormés de x dans V est l'ensemble récuit & x , done il en est de

B
g&
@
pl
@
et
[N

ntersection des voisinsges fermés de x dans E .
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continue £ d'un espace B sur un espace géparé E' ; L est aussi gépare

z 47

Ll existe des espaces pon séparés dans lesguels tout point
posséde un voisinage qui est un sous-espace séparé (ce vgisiaﬁ
nage n'étant pas fermé pour un point au moins).

Rexsarquons encore gque, s'il existe une application biumivogue et

e

i{

car, si x et y sont deux points distincis de E , £(x) £ £(y), et il
existe un voisinage V de £(x) et un voisinage W de £{y) sans point
commun ; a%(V) et m%{W) sont des voisinages de x et y respectivement,
et n'ont aucun point commun, d'oh la proposition. En particulier,
toute tonologie p;gs fine qu'une topologie séparée sst séparée.

Sauf mention expresse du contraire, nous supposerons itoujours
désormais, quand nous parlerons du point limite d'un filtre, que
illespace sar.lequel est défini ce filire est séparé.

adhérent & un filtre. Définition 3. Sur un espace topalogique E , on

. : = € -
. "x est adhérent au filire ¢ " est éguivalente & la g?@ﬁflgﬁg

dit gufun point x est achérent & un filtre ég; - il est ddaafant 8

tous les enseables de @? . On dit gue x est adhérent & une base de

- = 5 g‘& ;
Piltre $4 s'il est adhérent au filire de base ;j}

JJ
On déduit immédiatement de cetie définition, et de la définition
dfun point adhérent & un ensenble, que :

Propositicn 5. Pour gu'un point x soit adhérsnt 2 une base de filtre

,?1¢ existe un filtre plus fin que ?? et que le filtre Ei (x)

3%; , il faut et il suffit que tout ensemnble d'un systéms zondameﬂtal
K=o
° o = N7
de voisinsges de x rencoutre chacun des ensembles de J5 .

% 5 , montre que ls propriéié

el

Cette proposition, et la prop. 3 du

- ot

S

Pt

des voisinages de x " . Autrement dit :
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Proposition 6. Pour gu'un point x soit adhérent & un Filtre %? ; il ]

faut et il suffit gu'il existe un filtre plus fin que %§ ¢t gui

converge vers X.

S8i x est adhérent & un filtre §§', il est aussi adhérent & tout
filtre moins fin quéiig ; de méme, i on remplace 1z topologie de
s par une topologie moins fine, x reste adhérent a %g’dans cetie
topologie.

Ca

L'ensenble des points adhérenis & un filtre ' est appslé

adhérence de €§ ; clest 1l'intersection des adnérences des ensembles

de €§ ; et par suite c'est un ensemble fermé.
Llapres la proposition 6, tout point limite d'un filtre est aussi
adhérent & ce lilire ; en outre

Proposition 7. Dans un espace séparé, l'adhérence d'un filtre con-

vergent se réduit au point limite de ce filire.

En effet, si. 25' converge vers x , tout voisinage de x sppartient
8 ‘%; ;, et d'apréds H' ;| 1'intersection des adhérences des voisinages
de X se réduit su point x .

51 if? est une base de filire sur une partie A d'un espace E ,
i'adhérence de éﬁg -(considérée comme base de Ffiltre sur E) est
cént@nue dans 3 inversement; tout point de % est point limite
d'une base de filtre sur A , & pavoir la trace sur A du Tiltre des
voisinages de ce point.

hemaraque. Un filtre sur un espace topologigue n'a pas nécecsaire-

ment de point adhérent (ni a fortiowi de point limite) : par exemple,

7

sur un espace discrelt infini, le filire des complémentaires des

parties finies n'a pas de point adhérent. Les espaces sur lesquels

tout filtre a un point adhérent jouent un rd8le trés important en

Analyse ; pmous les étudierons au %10 .
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Valeur limite et valeur Définition 4. Spit £ unme application d'un

d'edhérence dfune fonction. ensemble E dans un espace topologique B' , et

soit § un filtre sur E ; on dit gu'un point yeE' est valeur

linite (ou simplement limite) de £ suivant le filtre & , si |

la base de filtre £( g?) converge vers y . On dit gue y est valeur |

d'adhérence de P suivant le filtre C§ si y est un point adhérent &

la base de filtre £( & ) .

La relation "y est limite de f suivant le filtre ig'” sféerit

aussi “limig t=v I
De ces définitions et des propositions 1 et 5 , on déduit les

eritéres suivants :

Proposition 8. Pour que y goit limite de f suivant le filtre i%» -

‘il faut et il suffit gue, quel que soit le voisinage V deo y , ;;

existe un engemble X 6,251 tel que f(X) C V .

Pour gue y soit valeur d'adhérence de f suivani g? ;, i1 Taut et

il suffit gue, guels que soient le voisiﬁage ¥ de y et l'engenble &

de & , il existe un point x € X el gue £(x)€E V.

Exemple. La domnnée d'une suite de points (x,) d'un espace
topologique E équivaut & celle de l'application n —x, de ﬁf‘
dans B. On a trés souvent a considérer, en Analyse, la notion
de limite ou de valeur d'adhérence dlune telle application

suivant le filtre primordial sur N ; si y est limite de cette

application suivant ce filtre, on dit simplement que y est

limite de la suite (x ) lorsgue n croit indéfiniment (ou que
X tend vers y lorsgue n croit indéfiniment) et on éerit

iim X 7 . On appelle de méme valeur d'adhérence ds la
n~*oe :

suite (Xﬁ) une valeur d'adhérence de 1l'application n —2>x,

suivant le filtre primordial.
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On peut encore dire gqu'un point y est valeur limite (resp. valeur

d'adhérence) d'une suite (xﬁ) s'il est point limite du filtre

élémentaire associd & (gn) {resp. point adhérent & ce filtre).
La proposition 8 montre quse, pouf gue y soit limite de la suite
(x_J, i1 Taut et il suffit gue, quel que soit le voisinage V de y ,

tous les points de lg suite & l'exception d'un nombre fini soient

dang V , ou encore qu'il existe un entier n, tel que, guel que soit
nyn, , xhéiv . De m&me, pour que y soit véleur dfadhérence de la
suite (xn) il faut et il suffit que, quels gue soient le voisinage
V de y et 1l'entier n, , il existe un entier n o tel que XnEV .

11 importe de distinguer soigneusement la notion de valeur

o - d'adhérence d'une suite de celle de point adhérent 4 l'ensemble

i:><<i des points de la suite ; toute valeur d'adhérence est un point
adhéfent & l'ensemble des points de la suite, mais la réciproqﬁe
~est inexacte.
Une application £ d'un ensemble B dans un espace topologique B' ne peut

avoir qu'une geule limite suivant un filtre fgfysur B , lorsgue E' est

un espace séparé. Sauf mention expresge du contraire, nous supposerons

toujours désormais, lorsque nous parlerons de limite d'une fonction,

z

gu'elle prend ses valeurs dans un espace séparé.

E' étant un espace séparé, si une application f de E dans B! posséds

une limile y suivant un filtre 2 gur E , y est la seule valeur
¢! sdhérence de £ suivant & .

Si y est valeur limite (resp. valeur d'adhérence) d'use application

- f de b dans B' suivant un filtre %; , ¥ reste valeur limite (resp.

valeur d'adhérence) de f suivant ce méme filtre guand on remplace la

topologie de B! par une topologie meoinsg fine.
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Soient A une partie d'un espace topologigue B , et T

Léfinition 5.

une application de A dans un espace topologigue E'. On dit gu'un

point y ¢ B! est limite de f en un point a £ A , relastivement & A ,

et on écrit y = 1lim #£(x) , si y est limite de f suivant la trace
x—>a
Xeh Saie '
Eﬁg sur A du filtre des voisinsges de a . (On dit aussi gue £(x)
A

tond vers y lorsgue X tend vers a en rdstant dans A).

On dit gue y est valeur d'adhérence de £ au point a , relstivement

oy, 4

Sy

Soit B une partie de A telle que & €B ; si £ 2 une limite y

& A, 8i y est valeur d'adhérence de T suivant le filire j § -

au point a , relativement & 4 , elle a la méme limite au point a ,

relativement & B ; la réciproque est inexacte.

' Si A et B sont deux voisinages de a , et si £ a une limite au

point a , relativement & un de ces enseasbles, elle a la néme limite

relativement & l'autre ; on écrit alors simplenent lim #£(x) au

X>a
lieu de 1lim #£(x). On e une propriété analogue si A et B ne con-
X8
xeh

tiennent pas & , meis scnt tels gue éx}zaé et BxJzag coient des

voisinages de a ; la limite se note alors 1lim £(x). Dans ces deux’
: X->8a :
0 S fe e : .
cas, on dit simplement que £ g uue Zra limite 2u point a.

L'ensemble des valeurs dladhdérence delf en un point ath ;
relativement & A , s'appelle aagérence de f au point a , relativement
& A_; cet ensemble est 1'intersection des ensembles E(V/1A) , V
parcourant le filﬁre des voiginages de a ({(ou un systéme fondamental

Pl

de voisinages de a) . ; c¢'sst un ensemble fermé contenu dans f£(A4) :

en particulier, si £ 5 une limite en un point de A . relativement &

A ., cette limite appartient & ) .
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Si B est une partie de A telle que a¢B , toute valeur d'adhérence
de £ au point a , relativement & B , est aussi valeur d'adhérence de

£ au point a , relativement & 4 ; la réciprogue est inexacte.

Toute valeur d'adhérence reste valeur diadhérence lorsgu'on remplace

la topologie de l'espsce des arpuments E par une topologie moins fine

toute valeur limite reste valeur limite si on remplace la topologie
de § par une topologie plus fine.
Henarque. La notion de valeur limite (resp. valeur d'adhérence)

d'une fonction guivant un filtre igﬁ peut se ramerer & la notion

de limite (resp. valeur d'adhérence) d'une fonction en un point

d'un espace topologique, relativement & un ensemble auquel ce

point est adhérent. 11 suffit de considérer la topologis associés

au Piltre 2; , sur l'ensemble obtenu en adjoignant un point
a B (‘§5) : une'iimite‘(rGSPG valeur d'adhérence) de f suivant
le filtre ﬁ; est une linite (resp. valeur d'adhérence) de f
au point @ , relativement & E. In pérticﬁlier, si §§’ est le

filtre primordial sur f{ , on appelle point & 1°'infini e on

note oo le point gu'on adjoint a ?f pour former la topologie

associde & §§ ; clest pourquoi on note 1lim x_  1la limite
n—e-, I

d'une suite.

~imites el continuitc. La continuité peut se définir en partant de la notion

de limite : dire gu'une fonction f est:continue en un point a (par :
rapport & l'espace tout entier, cas auquel on peut toujours se.limiter)
équivaut a dire que i%ﬂbaf(z) = fla) Il en résulte que, si 1 est
uﬁe aprlication d'un espace & dans un espace E' , continue au point
a€hb , et si ﬁ%{ est une base de fiLtre sur B qui converge vers a ,

£( B ) est une base de filtre sur E' , qui converge vers f(a).
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On en déduit immédiatement la proposition suivante ¢

Proposition 9. Soit T une application d'un cnsemble Il dans un espace

topologigue B | telle gue liﬁ%gf‘; y , ob %§ est un filtre sur E

si_g est une gpplication de E' dans un espace topologigue B! , con-

tinue au point y , llapplicatbion composée h = gof de L dans BY

admet une limite suivant le filtre €§i , 6gale & gly).

A

Soit f une application d'une partie A non fermée d'un sspace
topologigque & , dans un espace E' , et supposons qu'elle admette
une limite y relativement &4 &4 , en un point a , adhérent & A mais

~

n'appartenant pas a A ; si on considére le prolongenment £ ds £ &

liensemble A Uja}l , tel que T(a) =y , c'est une fonction continue

au point a , relativement & l'ensemble A L}%aj . On dit que T

s*obtient en prolongeant par continuité f su point a.

Considérons nasintenant une application f d'un espace ¥ dans un

espace B' ; continue dans E , et soit 4 une partie pariout dense
de kB,

Les valeurs de f dans E sont détermindes par lu conuaissance de

ses valeurs dans A. On a , en effet, en tout point a de B {point

adhérent & A par hypothdse)
f(a) = 1im £(x) = 1in f(x)
X —=a X—=>a
X EA
Les valeurs dang A d'une application continue f de E dans E! ne
peuvent &tre prises arbitrairement, puisqu'elles doivent 8trc telles,

d'aprds ce qui précede, gue 1lim f£(x) existe, quel que soit ackE.

P & ~
&5k e

1
%
x
Inversement, lorsqu'on se donne une applicaticn g d'ume partie

partout dense A de E , dans un espace séparé E' |, telle gue
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lim g(x) existe en tout point a € E , cherchons si le prolonge-
X—a
xeh '
ment £ de g &4 E , défini par la relation f£(a) = lim g(x) , pour
x=wa
xeh

Ent |

~tout a € B une application continue de E dans E!.
Considérons pour cela un voisinage quelconque V! de f(a) dans E?f
par hypothése, il existe un voisinage ouvert V de a tel que
gV A)C V' ; dlautre paft,vcomme V est un voisinage de chacun
de ses points, on a, quel gue soit be V , £(b) = 1im g(x) , et
5. .

= X eVA .
par suite £(b) € gV A)c V' ; autrement dit F(V)c V' . Onen

déduit le théoresme suivant

- Théoréme 1. Soit B! un espace séparé satisfaisant & l'axiocme

suivant :

O111- L'ensemble des voisinages farmés d'un point guelcongue de

1'espace est un systéme fondamental de voisinages de ce point.

Si f est une application d'une partie partout dense A d'un espace

topologigue guelcongque B , dans l'espace B! , telle gque lim f£{x)
' - X->a
Xeh

xiste ouel gue soit 2o € B il existe un prolongement et un seul
= i )

Q@

-

e £ 8B , qgui soit une spplication continue de E dans E' (cette

e

application est dite obtenus en prolongeant £ par continuité).

Remargue. 1l existe des espaces séparés ne satisfaisant
pes & 0111 ; & tout espace E' de cette nature, on peut

]

agsgocier un autre espace E , une partie partout denss

g

A de E , et une application g de & dans B' , telle que

1lim ‘g(x) existe quel que soit a € B , mais que le
Fo=Ba — :
XEA

prolongement £ de g & E , déFfini par f(a) = lim g(x)
x—>a
X EA
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ne soit pas une application continue de E dansg B!

(voir ). Autrement dit, on ne peut, dans
1'énoncé du théordme 1, remplacer la condition O;;; par
une condition moins restrictive, sans faire d'hypothéses
supplémentaires sur B y b5 ou T,

Les espaces réguliers. Définition 6. Un espace topclogique est dit régulier

g'il est séparé et satisfait & l'laxiome 0111 5 B2 topologie

est dite régulidre.

L'axiome Or1; est gquivalent ag suivant ¢
0! gi&

Quels que soient l'eonsemble fermé A et le point xe;J s

I11°
il existe un voisinage de x et up voisinace ds A sans point

commun. , .
: a L’h
9 7 1 5 § - P § A 4
En effet, tout d'abord O;y; entralnme O 717 © ©8%F 4, étant
un voisinage de X , contient un voisinage fermé V de x , d'spres
N N
Orz7 5 or, L»V est un voisinage de & , et V f%%j V= f :

Récip¢oquemant3 O! entraine O;1y; 5 car, si V est un voisi-

L 111
; nage ouvert quelconque de x , il existe, d! apreés Olll , gGeux
ensembles ouverts A , B , tels que xg4 , @ VB, et

ANB = gﬁ (£ig. 2) ; asutrement dit ngQgBQ V , ce qui

! - montre gue E‘BV est un voisinage fermé de x , contenu dans V.

V-
@? ~ Tout sous-espace d'un espace r égulier est régulier, car,si A

| est une partie guelconqgus d*un espace régulier E , et x un
pgint guelcongus d@ A , la trace sur A de 1'ensexnble des voisi=

nages fermés de x dans E est l'ensemble des voisinages fermés

de x dans A .
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Corollaire. Pour gu'une partie d'un produit d'espaces séparés

soit un ensemble relativement compact, il faut et il suffit que ,
chacune de ses projections soit un ensemble relativement compact

dans l'espace facteur correspondant.

_ La condition est nécessaire d'aprés le corollaire 1 du th.1.
Elle est gsuffisante, car si la projection 4, de l'ensemble A
sur F; est relativement compacte dans F; quel que soit ¢ , on a
AC Ebi‘ﬁi , et d'aprés le th. 2 , ]gi A est compact, donc 4 est
relativenent compact.

Espace quotient d'un espace compact. Proposition 6. Si l'espace gquotient E/R

d'un egpacé compactvpgr une relation d'équivalence R est séparé,

C'est une conséguence du th.1, car 1l'application canonigue de E
sur E/h est continue.

Le th. 1 montre aussi que, si £ est une application continus
d'un espace compact E dans un espace_séparé £' 1l'application biuni-
voque g de l'espace quotient Efvde E par la relation d'éguivalence
£(x)=£(y) sur‘le-sous=espace f(E) de E! est un hoﬂéomorghisme :

en effet, g étant continue et f(E) séparé, E est separé Ef

g
- est donc compact d'aprds la prop.6 , et par suite g est biconti-

nue (cor. 2 du th. 1).

Régularité d'un espace compact. ?r02031t10n 7. Tout espéce compact est régulier
En effet, soit B un espace compact ; s'il n'était pas régulier, il
exisierait un point P el un voisinage 6uvert U de p tel que

, 1'adhérence de tout voisinage Vde p rencontire f U ; les ensem-
'q; bles i fﬁE,U formeraient donc une femille daensémblea fernés

dont l”lnterpactlon sersit vids (d’apres l'axiome H'), mais toutse

e —
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intersection finie d'ensembles de cette famille serait non vide,

contrairement & l'axiome C% .,

gpaces localement compacts. Définition 4. OQu dit gu'un espace séparé E est

localement compact, si tout point de E posséde un voisinage compact

Il est clair que tout espace compact est aussi localement compact
mais la réciproque est inexacte : par exemple, tout espace discret
esl localement compact, mais non compact s'il est infini.

D'aprés la prop. 7 et la prop.10 du § 6, tout espace localement

compact est répulier. On en déduit immédiatement que, dans un

espace localenent compact, tout voisinsge d'un point guelcomque

contient un voisinsge compact de ce point.

- Proposition 8. Dans un espace localement compact, tout ensemble

ouvert ou fermé est un sous-espace localomsnt compact.

Pouriles.ensembles ouverts, c'est une cqnséquence de ce qui
vient d'étre dit. Dﬁautre.part; si A est un ensenble fermé dans
un espace E localement combact, la trace sur A d'un voisinage
compact dans B d'un point xgaﬁ est un voisinage de x dams 4 ,

gui est compact, puisque fermé et contenu dans un ensemble compact.

La proposition 1, lo théoréme 1 et ses coroliaires ne s'étendent
pas aux eépaces iocalement conpactis. .

Par exemple, sur un espace discret infini, le filtre des
ensemblés ¢onteﬁant‘un point x et dont le complémentaire
est fini, adnetl le point x comme.seul point adhérent, mais
ne oonverge_p&s-vers x'o De méme, une application quelconque
d'un espace discrat infini dans un espace séparé étant
continus, l'imege par cetie application d'un ensemble

. yuelcongue de l'espace discret (ensemble qui est fermé) ne

sera pas en général un ensenble ferué dans l'espace des vabwy,
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La proposition correspondant au théoréme 2 est la suivante :

Proposition 9. Pour gu'un produit d'espaces top
localement compact, il faut et il suffit gue toug les egpaces

clogigues soit

facteurs a l'exception d'un nombre fini, soient compacts, et gue

les“ésgacgs,facteuxgunqgwgomogcts soient localenent compacis.

La condition est npécessaire ; en effet, sl E nger@ est locale-
ment compaét, tout point x;(xt) de B posséde un voisinasge compact V ;{
or la projection de V sur E; est identique & E; sauf pour un nombre ?
£ini d'indices ; et, pour ces derniers, la projection de V sur E;
est en tout cas un voisinage de X, s d'ot la proposition dlapres

le corollaire du th. 2.

Ce méme corollaire montre que la condition est guffisante, car si
V, est un voisinage compéct de %, , pour ceux des indices t tels
gue F soit Iocalemeht éompaét et si on pose V = E; pour les
autres indices TﬂT‘V est un voisinage compact de x=(x, ).

Un espace quotient dfun espace localenment compact, méme s'il est
séparé, nlest pas localement compact en général ; on peut seulement
démontrer gue l'espace quotlent d'un espace localenent compact E
par une relatlon d‘eqaLV&lence ouverte R est localenent compact

s8'il est séparé : en efzet, si f est l'application canonigue de &

sur /R l'lmage d”un v0151nage conpact d'un point x de E est un

vomsinage compact de f(x),.d'aprés l‘hypothese sur R et le corollairel

du th. 1.
, . ; - _ séparé
Le théoréme d'Alexandroff. La proposition 5 montre queﬁ dans un espaceynon

compact B les complémantaires des ensembles relativenent compacts

o - : :
forment un flltre que nous désignerons par (gf . De plus, soit §§

s un filtre sur & n”ayantvpas de point adhérent : si C est un ensemble
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compact guelcongue dans E , il existe au moins un ensemble de %;

sans point commun avec C , sans quoi la trace ‘ﬁé serait un filtre

sur C et aurait un point adhérent ; il en serait donc de m8me de E;

contrairement & l'hypothése. Autrement dit, tout filtre sur E n'ayant

pas de point adhérent est plus fin gue (@T o

On voit alors qu'il est possible d'adjoindre & E un point ® ot
de définir sur E' = B U %wi une structure topologigue telle qus

tout filtre sur B! ait un point adhérent et gue 1la topologie induite

sur B éoiﬁ identique & la topologle donnée ; il suffit de prendre
pour filtre des voisinages de © le filtre formé des ensembles K Ujwi
ot K parcourt ‘(%? , . 1les voisinages dans E' d'un point quelcongue
z¢€E étant de la forme VouVu fu] , od V ﬁaz:court le filtre des
Voisinages de x dans E . On voit immédiatement que l'aexiome Viy est
satisfait tout enseﬁble de Q%?' contenant un ensemble ouverti non
vide de E ; d'autre part, si la trace sur E d'un filtre 25} sur E'
n'est pas un filtre ayant ﬁn point adhérent dans B , il résulte de
ce qui précéde que i?’ converge vers ®. .

D'aprés la prop.8, BE' ne peut cependent Etre compact que si E est

localement compact ; inversement, sl E est localement compact, B!

esﬁ'sé.aré, et donc'compactﬁd?aprés_ce_qgi précéde : car tout point
de E posséde un voisinage compact V , et 6 V est un voisinege de @
sans point commun aﬁeq v . | .

En outre, lorsque E est 1ocalament_ccmpéqt i1l n'est pas possible
de définir sur Eﬁﬁuné aﬁtré tbp@logis‘d“espabelégﬁpactitellerqﬁe la
topologie induite sur Evs@it encoreAla_t@polggiejdcnnée ; en effetg-
le filtre des voisinages de w dans cgtte seconde tnglagie aurait

sur E une trace qui sersit un filtre sans point adhérent, donc plus
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fin que (2%7 ; autrement dit, cette seconde topologie serait une
topologie dlespace compact plus fine que la premiére, ce qui n'est
possible que si ces topologies sonf identigues.

En résuné, nous pouvons énoncer le théordme suivant :

‘Théordme 3 (Alexandroff). A tout espace localement compact et non

compact E , on peut associer un espace compact E' tel gue E soit

homéomorphe & un sous-espace de B! dont le complémentaire soit

réduit & un seul point. De plus, E' est déterminé & une isomorphie prés

Exercices. 1) Démontrer le théoréme 1 en utilisant

ltaxiome C.

2) Dans un espace séparé, l'ensemble formé des points

d’une suite convergente et de son point limite, est compact.

3) Pour qu'une partie A d’un espace separe B soit un

ensemole relat1Vement compact, il faut et il suffit que A
'.501t un sous-espace régulier et que tout filtre sur A git

au moins un p01nt adherent dans E (la nec6381te de la

‘condltlon resulte des prop081tlons Z et 7 : pour démontrer

1 sufflsance, prendre un flltre iﬁ sur A , considérer la
'base de flltre Q%; formee des ensembles ouverte contemant
au 301ns un ensemble de é? , et prendre sa trace sur A)..

4) Soit E un espace compact A un ensezble partout daﬂse
dans B ainsi que son complbﬂentalre. On considére l‘ensemble
des partles de E composé de A et de tous les ensembles
ouverts dans B ,‘La topologie engendrée par cet ensgeanble
de parties néestfpas réguliére s montrer gue, dans cette
topologie,“tout £iltre sur A& admet un point adhéraﬁt dans E.

5) Soit E un espace régulier non compact. dontrer gu'on

peut adjoindre un point @a B , et former gsur E! = E @2%w%

——— e —————erme——tET—
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une topologie géparée induisant sur E la topologie donnée, et E
telle que E ne soit pas fermé dans B! (prendre sur E un filtre ig'
sans point adhérent, et considérer le filtre (g? engendré par
les ensembles ouverts contenant au moins un ensemble de 55 puis
définir la topologie de E! de sorte que (g?'soit le filtre induit
sur E par le filtre des voisinages de @ ).

6) Démontrer, en_utilisanf 1'axione C! , que toute topologie
séparée moins fine qu'une topblogie d'espace compact, lul est
nécegsairenent identique.

7) Soient E,F,G trois espaces séparés, A uﬁ ensemble relgtivement
compact dans EXF , B un enégmble relativement compact dans F X G ;
montréf que le composé BA est rglgtivement compact dans B X G.

8);Sqit:E un espace compact,,FAun egpéce topologique guelconque ;

nontrer que, si A est ferné dans E xF , la projection de A sur F

esl un ensemble fermé dans P.
9) Avec les mémes hypothéses que dans l'exerc.8 , montrer que,
ei }5_ est une base de filtre sur E formée d'ensenbles fermés
e & f
. ' xéﬁa(x)-@ A(Q%X)
10) Soit B un'espace_séparé,,F un espace compact, A un ensemble

ferné dans BxF . [J (x) désignant le filtre des voisinages d'un
,po;gt‘quelcopque x de E , demontrer que o .
. e %% V) = Alx) _
11) Soleﬁt L F, G trois gggaces separes, A un enseable Permé dane

BXE , te;'que sa'progegtlon sur F soit xelat;venent com aete, %

B un ensemblé fermé dens ¥ XxG . Hontrer (en utilisant les exerc.9

et 10) que le gompoaé EA est un ensemble fermé dans 'E;&G :




)
é’ﬁ

=90 -
12) Soit E un espace compact, R une relation d'équivalence dans B
telle que l'espace quotient E/R soit séparé. Soit A une classe
.d'équivalence suivant R ; montrer que.les voisinages de A invariants
par B forment une base du filtre des voisinages de A .
13) Démontrer la prop. 7 & l'aide de l'axiome C"!,
14) Soit E un espace séparé, A un ensemble compact dans E , x un
~ point de E n'appartenant pas & A. Jdontrer qu'il existe un voisinage
V de A et un voisinage W de x sens point commun.
15) Soit E un espace régulier, A un ensemble compact dans E |
B un ensemble fermé dans E tels que AMB = Q . Hontrer, soit
directement, soit en se ramenant & l'exercice précédent (au moyen
de l'exerc.8 du 99 et du th.1 du 310), qu'il existe un voisinage
'V de A et un voisinage W de B sans p01nt commun, ‘
16) Hontrer que, dans 1l'espace non séparé defini dans 1l'exerc. 3
du §6 , tout point posséde un voisinage compact.
17) Un ensemble bien ordonné muni de la topologie gauche (§1
exerc.2) est localement compact ; il est compact s'il posséde un
plus grand élément.
18) Soit E un espace localement compact. Les voisingges compacts
dlun ensemble compact dans E forment une base du filtre des Voisiu
nages de cet ensemble. S5i A et B sont deux ensembles compacis dans
E , sans point commun, il existe unlvéisinagekcgmpgct de A et un
voisinage compact de B sans point commun., | : ‘ |
19) Soit & un sous-espace localemeht“compact d'un esgace lchlemeﬁt
compact B ; mgntrer gue lVensemble A Fsé.& est fermé. En déduire
que, pour gu'une partie d’un espace localemant compact soit un
sous-espace localement compact, il faunt et il suffit qu’ella soit

l'intersection d'un ensemble ouvert et d'un ens semble ferme.

e m——
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20) idontrer que, sur un espace séparé non compact, le filtre
des complémentaires des ensembles relativement compacts n'est
Jamais convergent.

§ 11. La notion de connexion.

Zgpaces et ensembles connexes. UBéfinitiom 1. On dit gu'un espace topologigue

Ii est connexe si, en dehors de BE et de l'ensemble vide, il n'existe

aucun sous-ensemble de E gui soit & la fois ouvert et fermé.

On peut encore dire gqu'un esgpace est connexe s'il n'existe pas de
partition de l'espace formée de deux ensembles cuverts non vides,
ou de deux ensembles fermés pon vides ; 81 E est connexe, et s1 A
et B sont deux ensembles ouverts non vides (ou deux ensenbles fermés
pon vides) tels que AUB=E , on'a ANBE G .
Exemples. ©i oo munit un ensemble E de la topologlie la moins
fine, on a un espace connexe ; au contrsire, un espace discret
conprenant plus d'un point n'est,Jamais,cognexe.
* Gu montrera au ch.1V que la droite numérique est connexe,

i ; *
et la droite rationuelle pon connexe .

Definition 2. On dit gu'une partie 4 d'un espace topelogicue E est

un ensemble connexe, si le sous-espace A de E est connexe. On appelle

domaine un ensexzble ouvert comnexe.
On déduit_de cette définiticn gue, pour gue A soit un egsemble
connexe,vil faut et il suffit qué, pour tout recouvrement de'A
composé de deux ensembles B,C ouverts (ou fermés) et tels que AMB
et ANC sgiéﬁt non vides, on ait ANBNC # ¢ .
Exemples. Dans tout espace topologigue, un ensemble réduit &
un geul point est connexe ; dans un espace sé.aré, tout ensemble

fini comprenant plus d'un point, et plus généralement tout

ensemble non réduit & un point et qui posséde au no0ins un point
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isolé, n'est pas connsxe.

Si un ensemble connexe A est partout dense, l'espace tout eﬁtier
est connexe : car gi U et N étaiont doux ensembles ouverts non vides
sans point commun tels gque E=M UN , M MNA et N/MA geraient,
dans A , deux ensembles ouverts sans point commun, dont ls réunion
serait A , et gul seraient non vides.d'apréa 1'hypothéss sur A& .,
Autrement d4it : ; _
Pfogosition 1. Si A est un ensemble connexe, tout ensemble B tel gus

ACBcC3A , est connexe.
Considérons upe famillse (As)nel d'ensenbles connexes contenant
§

tous un méme point x , et soit A = A; ; montrons que A est connexe.

16l
Sinon, il existerait deux ensembles ouverts B,C tels que B 71 4 et

C M A soient non vides, que AC B UC ,- et que ANBNC = ¢ ; =xest
contenih dans 1'un des ensembles B,C , supposons par exemple que x¢ B ;
d*autre part, il oxiste un indice + tel que C /) Ab%_¢‘; on asurait donec
A CBUC , ANBNC =0 ot BN A, et CN A non vides, contrairement

a l'hypothése que les A, sont connexes. Autrement dit :

Proposition 2. La réunion d'une famille d'ensembles connexes dont

1'intersection n'est pas vide, est un ensemble connexe.

Définition 5. On appelle composante connexe d'un point le plus grand

|
|
Cette proposition pemmet de poser la définition suivante : F

ensenble comnexe contenant ce point.

La proposition 1 montre gque toute comﬁosénte conﬁexe est‘un'ensemble
fermé ; d'autre part, la définition 3 et la prop. 2 monirent que la
relation ."y appartient 8 la composanﬁe cénnexe de xﬁ. est uﬁe.felation
dvéguiValenge ; autrement dit, les couposantes connexes des points é;

d'un espace topologigue forment ung'partitian de cet espace.
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On dit gu'un espace gst totalement discontinu lorsque la composante
connexe de chacun de ses points est l'ensemble réduit & ce point.

Un espace discret est totalement discontinu, mais il faut bien

prendre garde de ne pas confondre ces deux motions : nous

verrons par exemple, au ch.IV, que la droite rationmnells, gui
n'est pés un espace discret, est totalement discontinue.
Lorsqﬁ 'au contraire un espace est connexe, il est identigue & la
composante connexe de chacun de ses points ; on peut dire encore gue

i guels gue soient les pointg x,y d'un espace topologigue il existe

un ensemble connexs contenant x et y, l'espace est connexs.

Remarguons encore gu'un ensemble 3 la fois ouvert et fermé contient

la composante connexe de chacun de ses points ; on peut sussi exprimer

cela en disant que la _composante connexe d'un polint est contenue dans

l'intersection des ensembles & la fbi§ ouvert§ et fermés contenant

ce _point.
:Sgiii Il ne faut pas croirs que cetie intersection soit en général

-

idéntiqué & la composante connexe du;point considérs.,

. Image d'un ensemble connexe Proposition 3. Soit A une partie connexe dfun

ar une application continue. espace topologigue E , f une application conti-

nue de E dens un espace E' : 1'image £(4) est connexe.

En effet, 8'il existait deux ensembles mon vides #,N , ouverts dans
_ . -4
£(4) et formant une partition de £(4), AN £(i) et AN £(N) seraient
non vides, ouverts dans 4 et formeraient une partition de 4 , autrement

dit A ne gerait pas comnexe, contrairement & 1l'hypothése.

11 importe de remarquer gu'en géunéral l'image réciprogue d'un
epnsemble connexe par une application continue n'est pas connezxe
& : : i
%//><ii; il suffit de considérer, par exemple, une application constante

. d'un espace discret dans un espace topologigue quelcongue.
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On déduit de la proposition 3 une nouvelle caractérisation des

esrpaces non Connexes -

Proposition 4. Pour gu'un espace E soit non comnexe, il feut et il
suffit gu'il existe une application continue de E sur un'esgace

discret comprenant plus d'un point.

La condition est évidemment suffisante, d'aprdés la proposition 3.

Elle est sussi nécessaire, car si 4,B sont deux ensenvles ouveris
non vides formant une partition de E , l'application f de E gur un
espace discret %a,bj de deux éléments, telle que £(A)= ia% ;

£(B) = {b} est continue dams E ($4, th.2).

Produit d'espaces connexes. Proposgition 9. ZPour gqulun espace produit B= Zi F
Ul b A , S it b

soit connexe, il faut et il suffit gue chacun des espaces facteurs

F$ soit connexs.

La condition est nécessaire dfaprés la pro?osition 5. Pour volr

qu'elle est guffigente, supposons tous les F, comnexes, et & non

connexe ; d'aprés la prop.4 , 11 existerait une application continue
f de E sur un espace discret B! comprenmant plus d'un point. Soit

a:(aa) un poin@ quelconqué de B , » un indice guslconque ; 1l'appli-
cation partielle fz de Fx dans E' , d éfinie par fk (xx} zf((yk)),
avec y = a, pour t %, v 2%, est continue dans ¥, ; comme F
est conunexe fK est constante dans Fﬁ . Ce résultat montre imnédiate-

ment par récurrence, gue £(a)=£(b) pour tout couple de p@intsvaz(ab),

b=(b, ) dont les coordonnées de m8me indice, 4 l'exception d'un nombre
fini, sont identigues. Par hypothése, il existe deux points p=(p ),
qz(qa) tels que f(p)ff(q) ; comme f est continue'au.p@int D et prend
ges vVeleurs dans vn espace diégret, il existe un ensemble élémentalre

E 3 v contenant p et tel que £(x)=f(p) quel que soit =x 6_f7’V@ .
L i ' :
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Or, soit r=(r ) le point tel que r = g_pour les indices tels que
vV = F ,etr = p, pour les autres indices (en nombre fini). On a
r e‘Ejpv; , donc £(r)=f(p) ; d'autre part, d'aprés ce qui précéde,

£(r)=r(q) , on aboutit donc & ume contradiction.

Corollaire. Dans un espace prodult, la composante conmexe d'un

point x=(xb) est le produit des composantes comnexes des points x .|

En effet, cet cnsemble est comnnexe, d'aprés ce qui précéde. D'au-
tre part, si un ensemble comnexe A contient x , PT, (L) est un

engenble connexe contenant x_, d'aprés la prop.’ ; comme

AcC §J prb(A) , A est bien contenu dans le produit des composanties

connexes des X, .

Egpace guotient d'un espace connexe. Propgsition 6. Tout espace guotient

d'un espace connexe est connexe.

C'est une conséquence immédiate de la prop. 3.

De m@ﬁe, si on considdre un espace quotient E/R d'un espsace
quelcongue & , l“imagé canonigue dans E/R‘d°un'ansemble cbnﬁexe
dans E est un ensemblo connexs. . ‘ L

Soit E un espacé quelconqﬁe, et désignons par R la relation
dféquiValence iy appartient & la composanté connexe de x" ; les
classes d’éqﬁivalence suivant R sont donc les composantes connexes
de E,,_Héus allons voir que l’esﬁace guotient E/B est totalogent
diécontinu. Supposons en effet que, dans E/R , il existe un

ensemble fermé connexe A , contenant deux points distincts au moing

it g ,
son image réciproque £(A) dans E , par l'application canonique
de B sur EfR , serait un ensemble fermé, invariant par R , et

? contenant au moins deux composantes comnexes, donc un ensemble

non connexe. Ll existerait donc deux ensembles fermés non vides B,C
: -1 : .

tels que Bf1C = § ot B 1 C = £(A) ; mais, conme la composente
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-1
connexe dans P(A) d'un point guelcongue de cet ensemble est identique
& la composante connexe de ce point dans E ,B et C, qui sont & la fois

ouverts et fermés dans f£(A), sont invariants par R ; £(B) et £(C)

seraient donc fermés dans E/R , tels que 2(B)UEL(C) = 4 ot
£(B)NE(C) = § , ot A ne serait donc pes connexe, contrairement &
1'hypothdse.
Exercices. 1) Dans un espace comnexe, tout enseuble non vide
et différent de l'espace tout entier possdde au moins un point
fronticre. »

2) Quand on remplace la topologie d'un espasce E par une topo-
logie moins fine, tout ensemble connexe daus la topologie
initiéle reste connexe dans la nouvelle topologie.

%) Soit B un espace connexe, A une partie de E partout dense
dans E ainsi que son complémentgire. On considére l'ensemble
de parties de E formé de A et des‘ensembles ouverts de E.
Hontrer que & , muni de la topologie engendrée par cel ensemble
de parties, est encore connexe.

4) Un ensemble totalement ordonné, muni de la topologie droite
ou de la topologie gauche (§ 1, exerc.2) est totalenent discon-
tinu.

5) Dans le plan numérique F{z , on désigne par Sa 1'ensenble
x=a , 0Ky <1 81 aest ra’ciomﬁel, l'ensemble x=a , ='§§y.§0
si a est irrationnel ; soit E la réunion de tous les s& , lors-
gue & parcourt 52 . Montrer que B est un ensemble connexe.

6) Dans l'espace défini & l'exerc.’ dv.§6 , montrer que ls
composénte connexe de tout point se réduit 4 ce point; mais

v/

que l'intersection des ensembles & la fols ouverts et fermés

contenant le point o se compose des points a et B .
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7) Dans le plan numérique FQZ, on désigne par An l'ensenble
défini par x = 1/n, -1<y<1 , par B 1l'ensemble x=0 ,

0 <y ; par' C l'ensemble x=0 , -1y <0 , et on pose
. = BUC U( !J A ) Hontrer que, dans le sous-espace E de R
les ensembles B C ot An (n=1,2,...) sont les composantes
connexes, et que l'intersection des ensembles & la fois
ouverts et fermés dans E , qui contiennent un point de B :
est 1'ensemble B UC . ‘

8) Soit E un espace compact, i&' une famille d'ensembles &

la fois ouverts et fermés dans E , dont l'intsrsection se
compose defla réunion AUB de deux ensembles fermés sans polnt
commun, Hontrer qﬁ'il existe deux voisinages V,W de ﬁ'et B
respectivement, qui'sont & la fois ouverts et fermés et n'ont
aucun point commun (on céﬂmeneera par établir (voir ¢ 10 ,
exerc. 15) qu'll ex15te deux v0181nages formés 4, de A et

B respectiveaont tels que HUN = B ot gque ANH=BNY = ? .
puls on montrers qu'll existe un ensemble K de la famille 65
tel que UNHNK = ¢).

9) Déduire de l'exercice précéddent que, dans un espace
6ompact 1g com@bsante connexevd'un péint est l?intersection
ae tous les ensembles a lg fois_ouverts.et ferméquui con-
tlennent le poxnt,

10) On con51dere 1'espace quotlent dlun espaee topologlque B
par la relatlon'd'equlvalgmce : "tout eLsemble & la fois
ouvert et fermé qui contient x contient y". Montrer que, dans
cet espace quotlent 1913ter section des @nsaibles & la fois
ouverts el fermés contenant un point est 1l'ensemble réduit

& ce point.
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,' CHAPITRE II
S STRUCTURES UNIFORIES.

- @2 S & D oD 5D

§1o Ls notion de structure uniforme.

Lt'introduction de la notion de struciure uniforme répond an but
suivant : définir une notion mathématique aussi générale que possi-
ble, gui corrssponde & la nojion vulgaire do “proximité" de deux
points de l'emspacs. On se rend compte imwédistemsnt que le présen-

¢e, sur un cngemble Pondemental E: , d'une gtructure topolegigue,

ne suffit pas & slle seule pour formuler ume tells définiticn, f&ﬁﬁ€~?
d'un proeédé permettant de comparsr les volsineges des divers polinta
de 1?@5pac@°\ Or, dans l'espace seusible, nous pouvous fairs cetis
comparsison gréce & la notiocn expérimentale de distance de deux
points ; la premidre idde qui vient & l'esprit est donc de définir
sur le produit E x E , wne fonetion d&(xz,y) & veleurs réelles,
poseédant des propribétées analogues & celles gu'on attribus & ls
distance de deux points, de dire ensuite que x et y sont "distantis
de moing de & " lorsque da(x,y) <<e , puis de consid é rer, p@uu chaguo
point Xy 9 llensenble S@(x@) des pointe x distants de x de moins
de & , et de prendre pour gyctéme fondamental de voislpages de x|
la femille @@g S@(xb}gA@&.@ prend toutes les velsurs strictement
positives.

Mais on s'apergoit vite qu'il y & des problémes imporisnis @é

une notion de Uproximité® de deux points, fournie peturellement par

les données du probldme, ne saurait 8tre définie de la maniére gul
b

| & vient d'étre dite ; et par ailleurs, or s'explique mal l@ réle

. @ essentiel gu@ semble jousr l'snsemble des nombres réels dans cetie
’ définition.
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Pour éliminer cet ensemble sumiliaire, et arriver au degré de géuéra-
1ité désirable, on procdde alors de la manidre suivente : on couslider
pour chaque & >0 , dans le produit £ x E , llensenbls V, des
couples (x,y) tols gue d(x,y) < e ; lorsgyue & varie, on g une Ffamill
dtengembles dont on constate que certaines proprisdtés peuvent s'lex-
primer sans utiliser la notion de nombre réel ; sbandonnent slors la
fonction d(x,y}, on considers d'uns fagon générale wne Pemills de
parties de fi % B , soumise & ls seule condition de posscder ceg

propriétés ; ot la "proximité" de deux poinis %,y sera évalube par .

_‘A.'

ilenpemble ds la famille & laguslle appartient le couple (ng}
Dg Tagon précise, nous posong la dé6finition sulvante %&f étant

e
7

une famille de parties de | x | , V un ensenmbls s agi , la rela-

tion ®x et y sont voisins dlordre V' sers par définition synonyme de
e g
"{x,y) € V", ot nous supposerons quse la Ffamills iﬁ renplit les
conditions swivantes :

; e ffr‘;ﬂ’ A 2 Sy ° 5 oyt
1® quels que solent x€ & et VE %r , x et x sont voisins dfordre

it 2
. cr.

: . e
2° 1ltintersection de doux emsembles de F appartient & 9

e =1 ar 0it v é s‘:ﬁ:: i? T V! = {,’;/‘?':// 4o : ; w ot W
J° Qque qa@ BOi% V & , il exists € %r tsl gue, sl x &t J

sont voising diordre V' , yv ot x sont voisliss dfoxrdre V ;
G fg:; o - - ”TJ ¥
4Y guel que golt V € ¢ , il existe W € 5+ 1e6l gue, 8L X 6t 2
sont voisins dfordre ¥ , ot 2 et y voisins dlordre W , x et ¥ sont
voiging d'oxrdrs V .
& Ca b e & g
Ces conditions peuvent slexprimer eutrement : 1° ot 2 montrent
L rn o 1 E U -
gue ¢ engendre un filtre |1 suy Q; t. ; sn Talsont ussage

du caleul des correspondances, il revient donc au méme de dirs que
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oe Filtre vérifie les trois axiomes :
U;. Zout ensemble de 1) contient le diegonale
U I,.'V é.ﬁg%, entraine V éiz;é,

A (£ig. 1)

E

I
wel gue soit V € AL , 4L existo We 11 %el que

<

U
11X

(fig. 1) W V.

On dit qu'un filtre jLi{ sur EZ % E: gui vérifie ces axiocmes
1 4

définit vne structure uniforme sur EZ  les snsembles de 4, gont
L . J

appelés entoursges, et 7|1, le filtre dos entourages, de cette

structure uniforme {on nloubliers jamais qufun entourage est une
partie d@ & x £ , et non une partie ds £ ).
Pour rendre le langage plus imagé, on pourra employer les

termes Yx et y sont assez voising? et x et y sont &8sl
voising quion veut? dans certaines énoncés, nais il ns Pendy
Jemais menguer d'en donner dans chague cas une traduction
précise ; car, si on essaie de domner une rois pouf't@utgg
un sens fixe & cés locutions, on risque de tomber dans de
graves erreurs :

Par exenmple, R étant une relation quelcongue, il est
naturel d'interpréter "si x et y sont assez voising, B ¥
comme synonyme de il existe V tel guse, ei (x,y)& V , B ;
¥x et y sont assez voisins" devrait done Stre synonyme de
nguel que soit ¥, (x,y) € V *. Dlautre part, on interpréte
de méme gi B, x et y sont susel voisins gu'on veut® comme
synonyme de "qusl gque soit V¥, si B, (x,¥)& V", ce gui revic
8 dire que "x et y soni aussi voisins qu'osn veut' devrait

ézaloment &tre synonyme de Yguel que soit V , (x,y) €V T




&
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ce gui sgorait G4ja une fBcheuse confugion. Hals il v o plus
greve : en admetitant 1finterprétation précédente, la relat

"il existe x,y tels que (R, ot x et ¥ sont aussi volsins gufon

.veut)“ devrait &tre synonyme de il existe x,y tels gue, guel

gue soit V¥ , '(x,y) € Vet B® ; alors gue, manifestement sous

le forme contracibe %il existe x et ¥ sussi volsins gquton veut
' tels que B" , on a tendance 3 le cousidérsr ocomme gynonyme de

"guel gue soit 7, il existe x,y %sls que (zﬁy)sé VetRY;

o

on ss E&Lu ainsi emené & zgeeﬁvamﬁiz r fguel gus 861%T et
11 existe 7 1§ '
Les structures uﬁifOEmgg les plus imporiantes sont celles gui vérifient
llexiome suivent, plus r@bgr¢cu$ gee Us ¢
Hia” Llintersection des cuse?bl@s ée ﬁé@ egt le Ciscopale ﬁi

Lutrement @it, 8l x= 4 ¥, il existe ¥ é»ﬁjé—taz aue % 8t ¥ ne soient

bes voising Clordre V ; on exprime ce £2it en disant que ls siructure
wniforme est gépexrie.

LDangs wne mcture uniforme, une bese & du fPilire dlentoureces
9 24 =)

@

prend le pom de systime fondemental dlenloureges. On voit immédiste-

ment que, pour gulune base de £ilisz

teme fondsmenisl d'entoursges d'une struciure wniforme sur £, 11

. Zout emgsrble de ) sontient 1s diesonels A 4

Ay

- V} ' . % S
Ul .- Gmelauesoit VE S , il exiate We JX tel que v .

o dls
Pour gue le structure uniforme définie par un systome fondsmental

~

d'entourages f§§ eoit gépards, il feut et il suffit que JJ véricie

en ocutre llsxiome
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Ut . Liintorsoction des ensembles de I3 est la diazouale
Llgxiome EIZZ montre gue, dons une structure uniforme quelcongue,
le famille des eunsembles % ’ ol n est un entier positif fixe, et V
percourt le filtre des entourages, est un systéme fondamental
d8entouraces.
2e m8ne, appelons entoursges symétrigues les entourages V tels
Que ’%av 5 i1 résulte imnédiatement de l'axiome Upy et du falt que
i}v st un £iltre, gue le famille des entourages symétrigues est
un gysteme fondamental d'sntourages. | |
1cturos uniformes. % 1) 1la structure wmiforme

1o pilus importante est la ghructurs sdditive de la droite
numérigue R , d4finie de le manidre suivanie : pour chegue

e
{2
]

«{ > 0 , on econsidbre, dans R P E‘i lteongsmble @@@ gouples

=]
{x,7),%ele que %xagé e ;, et on prend comne systéme fonde~
mentel d'entoureges la familis de ces 832;3@491%0 Op définit

de ls ofme menidre une siruciure uniforme sur l'onsemble des

m@mbmg roticrnels ; les enoplitres .L,e,.,., gt IV sont en gremde

partic consscrégs 19@@ C“ifl“ ds ces structures, et des siruc-
tures pius générales gai on peut définir de .t,a méme menidre

sur certains gro agega
2} E_ étant un ensemble quelcongue , %x,‘ri une rela-

tlor %Scuivelence deme E , & ls partie ée E x E romss

des couples (x,r)} éiuivaiente par 23 (fig.2), 11 sst imubédiet

N C R ,etoue FR=E=5L; la forille Tomée Cu

engemble A est donc un pysitme fondemental u‘?@&w@aﬁ"&@ s le

seul css oh le siructure unifomme gulelle définit est sbpurite

est celud of B = [\, clost-s-dire ot £ est la relation
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a'épalité ; la structure uniforme correspondante est alors
appelée structure uniforme discrdte.

3) Sur l'ensemble des entiers / , on définit de la maniire
suivante uvne structure uniforme importante en Théorie des Hom-
bres : p étant un nombre premier # 1, posons ﬁcép = 0, et ,

Y

pour tout entier x £ 0, }xgp =1 °, 81 p® est 1la plus gremde

7

'pﬁiseance de p gui divise x ; on comnsidére alors, pour chague
entier n, l'ensemble W, des points (x,y) de ZZ><?i’ tels que
3x=g’P:§Lpan , ot on vérifie aisément que la famille de ces
engsenbles forme un systéme fondamental d'entourages ; la struc-
ture uwniforme gulelle définit est dite structure wvniforme
p-gdique sur Z . 4

Comparsiscon des sbructures uniformes. 5i deux structures uniformes sur un

: o w7
méme ensemble EZ ont respectivement pour filtres d'entourages ﬁ;@ et iig‘

la seconde gera dite plus fine que la premidre si j&iﬁ est un flltre
» ; L
plus fine si de plus M £ ) ;

plus £in que 11, (et strictement

autrement 4it, tout entourasge de la premiére structure est aussi un
entourage de la seconds. Deux structures wniformes dont l'une est plus
fine gue l'autre sont dites comparables.
Le structure wniforme disecréte est évidexment la plus fine de
toutes les structures uniformes sur un méme ensemble.
Il est clair gue toute structure plus finé gufune structure uniforme
séparés est également séparde. ‘
Gonsidérons maintensnt une famille €§ de structures uniformes (ou,
ce qul revient au méne, de filtres d'entonrages ﬁ;@,)”a@r vn méne ensem-

ble &£ ; le filtre intersection des filtres de ls femille Q@ nlest pae
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ez général un filire dfentourages, en raison de 1l'axicme Uzt : per
contre, on a la proposition suivante :

Proposition 1. La fanmille %?f ; Téunion de tous les filtres de ls

famille é , engendre un filtre d'entourases ;Ev% , gui dérfinit la

moins fine des structures uniformss plus fimes gue toutes les struc-

¢ .

En vertu ds Ur, il est immédiat gue 5 engendre vn filtre ; le

<«

seul point & vérifier est gue ce filtrs M, satisfeit & U._.. Or,
8l i/v et 1}, sont dsux filtres de la famille {é , Vot W deux

414
ensermbles de 1,'1, tels que WW C V , V! ot W deux ensembles de j;,//

tels que W'W' « V! , cola résulte des relations
("W )o(E Mu) c (ww) 8] (?J?Wg)g Vvt
Exemple. Soit (Ai) p U26 partition Pinie quelcongue ds L ;

on sait qu'il lui correspond une relation &%quivaleme dang -,
et par s;uite aussi (@kdesens , oxenple 2) une struciture unifo el
sur = , dont ls filtre d'entourages e pour base l'unique ensenm-§
ble 3:}% Zzix& - B1 on considére la famille de toutes les

partitions 4,im,eeg de £ , 11 1w correspond, d'sprés la propo-

sition 1, uwne structure uvmiforme gu'on ap“)elle la structurs des |

partitions finies.
Exercice. Former un systéme fondamental dlentoursges de cette
structure ; montrer gu'elle est géparbe, et que, si E est

infini, elle e¢st strictement moins fine gue la atrnotnrs uni-

forme discréte.
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gotent E , E ' Geux ensembles

fondamentenx, £ une epplicetion

quelcongue de E dsns £’ , s(2,2) l'epplication de £ x E
dens E’x E’ gufon en déduit per extension. Supposous gufon ait
é&fini sur Ef une structure uniforme dont %, golt le fiitzre

=9
dtentoureges : l'imegs s gl 1}, ) 88 ce filire sst ls

base d'un filtre dlentourases sur £ x £ . Zn effet, dlepris

U, aveun des enseubles de cé{ 11 ) n'est vide, domec cette famil-
le est bien ume base de filire ; ot la vérification des exiomes

U! pour cetisc famills sst immédists, 51 on remerque gue la relstion
(X;E)éwé(Vj est équivalente & (£(x),f(y)) € ¥ .

Cette structure uniforme est dite llimes

§ i 2 2 -
de le structure uniforms de E ; en générel, méne si lg structure

uniforme de Ei était géverfe, sor imsge réciprogue per £ me

©

li'ost pas : le coméition povr que cette siruvcture solt eussl

e

A |
séparée sst gue, si Zf:; et [N dégigrent les cisgonales
&
¢ =4y
E xE et E'x E' respectivenent, on sit g{ AN ) =

En partigilier, si E_ est une partie de £/ , considérés comme

de
A

pouvel ensewnble fondementsl, et £ llspplication cenonigus @é &
dene E”’ la structure wniforme sur [ , imege réoiprogue per £
de lg structure uniforme de Ei , 5% dite structurs inlulte sur
E per celle de E‘ ; comme g est 1'e
Ex E dens E’'x E/ 1e condition c‘_i?

=

donc si le structure de [ est

oplication cencnigue de

&

(A)= [\ est véririse,

o

séparse, i1l en ezt ds mbme de

o)

, celle de | . |
Structure uniforme séperée asscciis & L'imege direcis dfun £iitre dlen-
vne structurs uniforme gueleonguse. toureges per une spplicsiion £ ne
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gonstitus pas en générali un syatéme fondamental d'entourages ; elle
forme cependant vn tel sysiéme dans un cas trés important que nous
allons exeminer.

Gonsidérons, sur un ensemble £ , vne structure uniforme pon
séparée dont 1,1, est 1o filtre d'entourages ; et soit B # A
itintersection de tous les susembles de iUv . Digprés ”LL , on e
A . B ; comme intersection de tous les entourasges symétriques,

B aa’ﬁ s enfin, quel que soit V € u , RR ¢ V¥V , donec, d'aprés

Uy, BRC R, ot come L C B, RR=1R . la relation (x,7)€ R,

gue nous Gésignerong per ? , est donc uno reighion G'dcuivalencs.

Considérons elors, sur l'ensemble guotient E’ E/ F , 1iimage
divsete de la sitructure unilorme de E  par llapplication canonigue
de £ sur £/ : clest-a-dire que, si V est un ensemble guelconque

de u/ , noug lui feisons correspondre lt'engemble ¥ des couples

(x,7) 88s classes 'éguivalence telles qutil y ait um point X € %
t up point y € y voisins dlordre V ; nous sllons voir gque la

gvsténe fondsmental d'entourages

Pornille des engembles “x? forme un

dfupe siructure gép =

i

Bn effet, la reletion (xg v} E v sicnifie encore qus, pouvr toub

<

z,@tp@&f;’@g@,yiﬁ*y@ygm@,{xg‘?)éﬁm;il en

&3
©
(Y
b
&v
i
N

S abord gue (zgx}a;%" guel gue soit ?2’ , et gufloversemsut,

S
b
s
(S
@
(&)

©

8i (x&g}é’f guel gue soit V , ou &, pour @@’at X & x , 8t tout y &

Qg e Qﬂ,:s o

{xgv}sﬁ RVR quel g,m@ scit ¥V , done (x,7) & R , d'ch résulie z =
it -

Comne iﬂ&i = RVR = riﬁ"i cn voit imnédistement f,;te la fzmille des ¥

vérifie Ul ; enlin, Véptg L nn ensenble guelcongus de if&/ , 8i
o o 3 o () £
Te A, est tel que WC V , les relations {(x,y) £ % ot (y,2) £ ¥
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entrainent que (x,y) € RWR et (y,z) € HiR guels que soient Xex -
ye§ ot 3£z dloh (x,2) € (BR)o (RAR)C WC V , ce qui monire que

Wi C V , B2 ot achéve de démontrer la proposition.

On dit que la structure uniforme séparée ainsi définie sur E’ get

ls structure séparée associbe & celle de | ; comme les ensembles

RVR forment (en vertu de BVRC %) un systéme fondamental dentoura-

ges de la structure de E., cette dernidre est 1'ime

ge réciprogue

de sa structure aessociée per 1 aisplicatioz; canonique de B sur E!c

%2 . Espaces uniformes.

La donnée d'ume siructure uniforme sur un sunsemble & permet d'y

définir uvne structure topologigue. En effet, x, étant un point
quelconque de £, considérons la famille jﬁ(zo) des engembles

V(x,) ot V parcourt le filtre des entourages (V(x,) est donec 1'ensen-

ble des pointa % tels que x_ et x soient voisins d'ordre V ) ; montror

+f
=
$
i g
: ;
= :
E’ '=\‘ X@ l:"
ﬁg"’@‘{ﬁ}

()
que les familles % (xo) sont les Piltres de voilsinages d'une

structure tepologique. En effet, V(x,) est la coupe de V rela-
tive & x_ (£fig.3) dome % (xo) est un filtre ; en vertu de Up,
x, & V(xo), donc 1'axiome V... est vérifié. Enfin, goit W un

entourage el que Wi C V ; x é%’(x@) entraine W(x)c V(x ) ,

fig. 3[ car la premiém de ces relatioms signifie que x, et z sont voisins

dfordre W ; donc, pour tout y € W(x), clesi-a-dire tel que x 6t ¥

soient voisins dlordre W ;, x o et y sont voisins dlordre BR , donc

augsi dfordre V. On a donec V{xg} = % (z) guel que soit xé%{zg}g

ce qui montre gque les filtres 5}3 (xo) vérifient 1l'exiome Viy.

0n dit que la topologie dont les filtres % (x5) sont les filtres

de voisinsges est celle gqui est déduite de la struciure uniforme don-

née.
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L'ensemble | , muni de la structure uniforme domnée et ds la struc-
ture topologique qui en est déduite, prend le nom dfespace uniforme ;
guend on parleraz par la suite de la topologie d'un tel espace, il
feudrs toujours entendre, sauf avis contraire, la topologie déduite
de sg structure uniforne.
Exemgles,.% 1) La topologie déduite de la structure additive
de l'ensenmble des nombres réels est la topologie de la droite
numérigue dont nous avons parlé au ch.1 ; do méme la topologis

déduite de la structure additive de l'ensembls des nombres

rationnels est la topologie de la droits ratiomnelle.
2} Sur un enseumble quelcongue £ , la topologie déduite de la
structure uniforne discrdte est la topologie discradte.

3) Sur un ensemble gusiconque E , la topologle déduite de 12
stracture wniforme des partitions finies est encore la topolo-
gie discréte, car, quel que soit x € £, les ensembles @x%
ot ‘2 %}% rorment une partition finie de E .

Exercice. Quels sont les vobsinages d'un point dsns la topo-
logie G6duite de la structure uniforme p-adique sur Z %
. Bi %&ég %&ﬁlssni deux structures uniformes sur un méme cneembls E

telles que 74’ soit plus fine que 4/ , la topologie déduite de U’

deux structures uniformes distinctes.

orsque £ est infini, c'est ce que montrent les exemples 2

-

et 3 ci-dessus.
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On verra de méme, eu c¢h.V, gue, sur llensemble des nombres
strictement positifs, la mBme topologle sst déduite de la
structure uniforme gdditive et de la structure uniforme

Bultiplicative, gui ns sont pes

Conformément sux définitions générales, uwne spplication biumivogue P

dlun espece uniforme E sur un espsce uniforme ?Ef est gppelée un
isomorphisme, si son sxtension g = (£,£), spplication biunivogue de
Ex E sur Ei;( E’, epplique 1o filtre des sntoureges de £ sur
celui ae E' ; 8'11 existe un isomorphisme de E sur B/, ces geux
espaces uniformes sont dits isomorphes. Deux especes ézaifom@g isomor-
pPhes sont aussi homéomorphes ; Bals les exemplesz qui préeddent mon-
trent gue la réeiprogue est inexactis.

S0it £ une application d'um enssmble E dans un ezspace uniforms E’g
il réeulte immédistement des définitione gue ltimese fécipmqa@ par T
de la topologie de B’ est identique 3 la topolosie dsduite @ la
structure uniforme imege réciprogue par £ de la structure uniforme
de Ef’ - En perticulisr, sur un sous-onsewble A dlun espace uniforme &
lz topologie déduite de la etructuve uniforme induiie est identique
& la topclogie induite ; 4 , muni de lz structuve wiforme et ds lg
topologie induites par celles Ge E » ©5T appelé scus-espace uniforme

de E .

E étznt uwn espace uniforme, nous comsidérons dens
& ;

d'un espece uniforme. ce qui sulb, sur d'ensemdle E  E , is topologis

procuit de ls topologic de B per slic-mfme.
S0it ¥ une pertie gusicomgue de E 4 E , V un entoursge gyrébrigus
et comsidérons 1'emsenble VMV . Four que (x,y) € WV , i1 Pout o% il

suffit qu'il sxiete (p,q) € ¥ tol gue (x,p) €V ot (g,7) 7,
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autrenent dit (V étant symétrigus) que x € V(p) et y& V(q) , ou
encore que (x,y) € V(p)xV(qg). Or, ¥(p) % V{qg) est un voisinage de

{(p ,q) ; done VIV contient un emsemble ouvert contenant ¥ .

Dtgutre part, les relations (x,p}&€ V , (7,9) € V s!écrivent
sussi peV(x), a¢ ¥(y), ou encore (p,q) & W(x)x¥(y). Or, lorsque V
parcourt lg fanille @ des entoursges symétrigues, les ensembles
¥{x) # V(y) comnstituent un sysilme fondamenisl de voiginages de
(x,7) car, 51 U ot W sont deux entourages cuslconques, il existe
un entoursge syméirigue VC U NW , et par suite ¥Wzx) x¥Wy) C
O{x) = W(y). 51 done V(x)x¥(y) rencontre ¥ guel gue soi‘t Ve {”{;
on & (x,7v)€ B ot réoiproguement ; autrement dit X = #’w;i VEY .

Bn parviculier, solt & une partle guelcongue de |, et posons
=4 %L ; oneslors WY =V(4) x W&) , car les relations
{x,p) € Vet p €& bguivalent & x € V(&) par définition. Donc V(A)
c@ntisat un engemble @?Z?@I“EZ contenant A : on 4it aue V{4) est le
voisinase dlordre V de llensemble 4 ; de plus, comme L =2 x & , &
est 1l'intersection de tous los voisinaves symétrigues de & .

' 20it meintenaz }a» ¥ un @z;‘%;w;?&”e guslcongus, ¥ un @.swum”@ 8ymé-
trioue el gue W= TWIW L V ; dlapres ce gqui pré@eda : % contient un

ensemble ouvert contenant ¥ ; par suite, les intérieurs des entou-

rages f@ﬁ'ﬂ.@ﬂtms rgtéme fo f@ﬁd smontal d'entouragces.

De mem_ag on & ‘QE.QWQE& .V , donc les adhérences desg entourages

systéme fondemeptal d'entoursces.

On ¢6duit de ce dernier résuitet gue le fanille des ensembles
T{x) gui sont dees voisineges fe "még ge x {comme coupse d'ensembles
fernés) est un systéue fondsmentel de volslineges ; autrement dif,

E  zérifie llaxioms Uiy .
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Remarquons maintenant que, si la structure uniforme de E nlest

s séparbée, il exisite deux points distincts x,y de } qui sont

voisins dlordrs V quel gue soit V ; aubrement dit, tout voisina.ge
de x contient y , ot inversement. A forticti, E ne peut alors
vérifier llaxioms de Hausdorff (ni méme l'axiome §). Mais inversement
si F_ est un espace uniforme séparé . A , intersection des entouragseg
est zussi l'intersection des edhérences des entoureges d'aprés ce qui
précéde, donc est fermé danms £ x E , ce qui équivaut & dire que 1=
est un espace de Hausdorff (ch.I, § 8) ; on & donc la proposition
suivante @

Proposition 1.

gufil soit séparé ; réciproguement, tout esy

qgu'un espace uniforme soit de Housdorff, il sst

Pour

03

ace uniforme

nécessairs

Fonctions uniformément continues. Soient E , EZ’ deux espacses uniformes,

£ une application de £ dans E/; on dit que f est unme application

uniformément continue de | dans Ei (on wne fonction uniformément

continue définie dans | , & velours dans E" ) i _ses valeurs en

deux points guslconques sont sussi voigines que l'on veut d2s gue

les deux points gont assez voisins : ou, de fagon précise, si & tout

entgnrage ¥'! do E/ correspond un entourgze V de E tel gue, 81 x

et ¥ sont voisins dfordre V , £{x) et £(y) sont voisins d'ordre V'.
8i g=(£,%) est 1'extension de £ (epplication de E x E dans

E A E'J) on peut encore exﬁrimer la définition précedents en disant

&

que °%€V’) est vn entourase de £ , guel gue scit l'entoursge VF°

de E Bnfin, cette dernidre maniére de formuler la définition

signifie sussi gue l'inmare réeciproque par £ de la structure uniforme

ds E' est moins fine gue la structure uniforme de F .
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I1 en résulte en particulier gue l'application cenonigue d'un espece
non séparé sur llespace séparé associé est uniformément continus.

Propogition 2. Toute fonmction uniforménent continue dans E est

continue dans | .
La démonstration est une conséquehnce immédiate de la définition.
La réciprogue de cette proposition est imexacte : il suffit
de considérer deux espaces uniformes formés en prenant sur un
m8me ensemble fondamental deux structures uniformes distinctes,
mais telles gue les deux espaces soient homéomorphes (voir ci-

dessusj ; i'application identique de 1l'un ds ces cspaces sur

1l'asutre est un contre-exemple.
Comme pour les fonctions continues, en a un théoréme des Lfonctions
conposées, dont la démomstration est triviale :

- = A l s :
Proposition 3. Scient E , E:’,,E:’tgg;smggg

application uniformdémsnt continus de E:fshmxa Ei”, g une gpplication

l'epplication corposée go» £

= = : /o
uniformdment continue de E’ dams E” >

est vniformément continus.

On o également la proposition suivante, concermant l'isomorphis
de deux espaces uniformes :

Proposition 4. Four gufune azpplication biunivogue dfun espace uni-

forme [ gur un espsce uniforme [’

o

lication et i'application réciprogue soient

uniformément continues.

En effet, soit £ unme spplication biunkvoque de E sur E', g=(2,£)
son extension, V up entourage guslcongue de E , w un‘emt@urage

guelcongue de EZ’ ; 81 T est un isomorphisme, z(¥) est un entourage
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de E , 2(V') un sntourage de k. , ce qui montrs gue £ 8% £ sont

uniformément continues ; le mfme raisomnereni, repris en sens inverse
montre que, si £ et 4‘ sont uniformément continues, £ sst un “
isomorphienme. C.Q.F.5L.

Soit A vne partie quelcomiae d*un espace uniforme e ; £ une
fonction définie dang wae periic de £ contenant 4 » 8t prenant
ses veleurs dans un espace 'zmif@mle E’; on 3% que £ est unifor-
mérernt gontinue daug L si sa restriction f.’ st udiforaézcnt continue A
dans le sous-espace uniforme A, 1l esti Q.L :;‘f* e toute Lometion ‘
uniformérent continue dans §  est aussi uniformément continue dans
toute partis de E

Exercices. %) Scit E un espace uniforue pon séperd, £’
1%egpace mi;.orﬂ’se 2éparé 8850018 & E_ s er gue la struc-
ture vniforme de E est la plus fine pour laguelle llgppli-
cation canonigus de E suD E est wniforméaent continue.

2) Sur le droite numérigue R , 1a fonetion iz} est uni-
formément continus ; la fonetion 1 i % est uniformé ent continue
dans tout intervalle (g, —> ) oh & >0 ; clle est continue,
mais non uwaiformément, dans (0, — )

%) Dans %2 , 1& Tomctlion xiy est Uﬂifdfﬁ‘@ﬁ@?lu continue.

?5 . Bspaces complets.

Lorsguion & muni un ensemble | d'ume giructure upifcrme, on peutd
défipir ce qu? on entend par un sous-ensemble "petit® de E (relati-
vement & cetite gtmctare} : ce sors vn ensemble dont les points sont

trds voisine deux & deux ; de fagon précise, V étant un emtourage

guelconque, on dira gu'une pertie & de [ eat un gnsemble petit

dlordre V lorsque deoux quelcongucs de ses péin‘ca sont voisins
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dtordre V, ou, ce qui revient suméme, si A AACV .
Notons tout de suite la proposition suivante :

Proposition 4. Si deux engembles A et B sont petits diordre V et se

rencontrent, leur réunion est un engemble petit dloxdre VV.

&n effet, solent x et y deux points guelcongues de A UB , ot z
un point de A NB (gui n‘ﬁ’eafh pas vide par hypothdse) ; x et z eppar-
tiennent tous deux & 1l'uw des emsemdles &, B, donc sont voigins dfor-
dre V ; do mBus, 2 et y sont voisins d'ordre V , done x et y sont
voisins d'ordre VV . :
Ioi encore, on psutb rendre le langege plue imegé en kx utili-
sant los expresgions “ensemble essez petit® ot Vensemble aussi
Detit quion veut?, & condition de préoiser toujours, sulvaent
le contemte, le sens qu'il convient de leur sttacher ; per
exemple : _ . . |

On dire guﬂma' Pomille %‘i 3e partiez de E  contient des ensembles

guesd petlits gulon veut si, guel gus soit V , %§ contient des

engembles petits 4dlordre V .

i

Proposition 2. Tout filtre convergent sul vn os5pace unkforme comtient
dos ensembles sussl petits gu'on yeut. '
Bp offet, quel que soit x, € B , V(x,) est petit dlordre W ; si
%ﬁ est vn filtre convergent vere X, 11 cxiste un ensemble de %
contenu dens V(x,) donc petit dloxdre WV .
On remarouerez que, dans ceite proposivion, ainsi gue dams tout
ce peragrsphe, nous parlons de Piltres convergents, bien qu'un
espace uniforme ne soit pas un espacs de Hausdorf? Si sa struc-
ture nlest pas séparés ; clest le cas d'exception important

que nous evons signelé am ch. I, 96 .
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Oz slapergoit aisément que le réeciprogue de le proposition 2 est

inexacte : sur un eepace uniforme convensblement choisi, un filtre
peut contenir des ensembles esussi petits qulon veut sens evoir
de point limite.
Exemples. 4} g@nséd»rgng, sur le droite rationmnelle {) , la
guite (u,) ok w, = ?2 plpt1)/2 ; 88 m>n ,0ne
(4) }ngank ealnin)|e

donc le filtre Slémenteire aszoeié & le sulie {n n) est un

™

filire gui contient dee emsemblos sussi peiits gu'on veud.
Zdaig le suite (et par suite le £1lire sssccisd) nle pse ds
limite ; car si le anumbre ratiomnel a/b &tait limite ds (),

on egurait, dieprée (1), guel que soit n
1

z&/b nf2E)/2 }g /22 532

ot k egt un @mi@r {th@x eant de ») ; ou encore
/‘
guel gue saie n, ce q,:g @;.wg,ains gue le premier mexbre est mul,

14
3}
31

puisque c'est um entlor ; mels on suraif slers efb = w, guel
cue goit » , c2 qui est sbsurde.

2) Soit £ un enecerble infini, et comsidérons sur E le
structure unifomme des pertitions Sinies ; tout ulirelilire

i}wf sur £ contlent des ensenbles sussi petits gulom veub : car

&7
sl (,;-;i} est vne pertition finle de £ , Ve QJ Ly A 2y

b=1
i'entoursce correspondent, il existe un dez &, gl grpartient

23 'j;%:‘g, cer sinon, les ensembles

ce gul nteost pas possible, pulsgue leur intersectiocn est vide.

ii'f@ utre part b est un espsce discrel i}.;:fimi , Gonc non

=

S

conpacs, il exiete des ulirefilis v £ gui ne convergent
pes.




. 49

Nous poserons les définitions suivantes 3

sppeile espece complet un espace uniforme tel gue tout filtre

De cos définitions et de la proposition 2 on déduit immédiatement

la proposition suivante, connue sous le nom de
Proposition 3. foit % wn filtze sur vg epsemble E , £ ume appli-
’ E’; pour que £ admette une

e llimege de @f par £

limite guivant | A‘ - e

engendre ,_, itre és Cauch

r vei?t par lé 1“ intérét que *»:ﬁéeeuueﬁt les espaces complets dans
toutes les @,ues'bians ot intervient le motion de lizite : si une '
Ponction prend ses vaoleurs dang un espace complet, ilb et possible

de (émontrer i'sxistence de se limite, gaus connelitre su préelsble

, e qui sergit impossible si on ne dispo-

sait que de lg définition de la limite comme cri‘isére de convergence.
Zzemple. 3Soit (uw,) une suite do points d'un espace unifomme
E ; oz di%t gue c'sst une suite de Usuchy si llimege par u

éu fe..ltl‘@ fondementel (cb.2Z, § 5) enzendre un filtre de Cauchy
gur B . La comdiiion ﬁé“@“ﬁgéir@ st suflisante pour gu'il en
goit ainsi gst gula tmﬁ; entourage ¥V corrssponde un entiser n
tel gue, quels gue so iem Bph, , B3B8, , c8 el

(’% 3'%2 €V .8 & set complet, on voit donec gue les notioms :

de suite convergenie ot de suite de Cauchy sont ldentigues.

Propribtés des Filbres do Csuchy. IHous groupons ci-desgous un certein pombre

ds propriétés Slémenteires des filtres de Cauchy.
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Il est clair que tout filtre plus fim gutun f£iltre de Cawchy est
un filtre de Cauchy. Je mSme, si on remplace la structure uniforms
de l'espace considéré per ume structure moins fime, tout filtre de
Cauchy reste filtre de Cauchy relstivement & cette nouvelle strue-
ture ; on retiendrs eisément ce falt sous la forme suivante : plus

8 ds filtres de Jauchy

une siructure uniforme est fine, moing il

Cl'est ainsi que, pour le structure uniforme discrite, les
seuls filtres de Ceuchy sont les uwltrefilires formés des
ensemblies cgm:eagm; u point.
rour gutune base de filire engendrs un filtre de Gawchy, il faut et
il suffit qu'elle contienne des .ensembles aussi petits quton veut
Proposition 4. nodnt edhérent & un filtre de Gauchy est point
Soit en effet @: un filtre de Csuchy, X, un point adhéz'ent 3 ’§
Quel gue s0it V , J contient un ensemble A petit diordre V ¢

AN V(x ) contient au moins un point p ; donc, guel gue soit = £ 4 ,
on a (p,x) € Vet (x ,p) €V, dlot (x o0%) €TV ; eubrement dit,

‘J'(:x ) , ce gui établit le proposition.

Coroilaire. Tout de Cauchy moins £in gulun £iltre convergent
¥ers x, gouverge également vers X, .

En effet, xg est un point adhdrent euw Lfiltre de Ceuchy considérs.

Sroposition 3. lim ‘
espace uniforme £ dene un sspsce unilorre E’ ; 2'Smege par T diun

clon unilorménent o

50t £ une 2op

£iltre de Cauchy sur F encendre uyn f£ilire ds Csuchy sur [’

Cele rovient & dire gue 1l'imege par £ A%un cmsemble gssez potii
est un ensemble eussi petit gulon veut : en effet, si g = (£,£) est

- -4
1'extension ds £, et V! un entour: age ruelcoongue de £/ , 2(V!) est




£
o )

R

e

Siwe

ue entoursgs de £ , et l'magé par £ dfun ensemble petit d'ordre
eéﬁf’) est un ensemble petit dfordre V! .
méne
De léﬁgniére, on volt que si f cst une epplication d'un ensem-
ble E dans uwn espace uniforme B , et si 1timege réciprogue par
£ d'un filtre de Cauchy sur T’ engendre wn filtre sur | , ce
filtre est un £iltre de Cauchy dens la

inverse par £ de celle de Ef‘ . En particulier, si le trace d'un

filtre de Cauchy sur une pariis 4 d'un espacs uniforme E est un

Piltre sur & , clest un filtre de Cauchy sur le gsous-espece A .

<
%

Enfin, d%eprés ce guil précéds, si £ est i'spplication cenoniguse

¢'un espace uniforme pop séparé | sur l'espace sépars associé E/,
1timege dirvechte par £ dlun Piltre de Cauchy sur £ est un Piltre
de Gaughy sur E_"‘ engenére un Ffilire de Cauchy sur E: . Par suite,

ne non séparé soit complet, il faub et i1

Tocul 3ous-espace fermd d'un

P

espace compiet sst complet : toul sous-sspsce complet d'un sspace

s

{complet ou non) ezt fermé.

En effet, soit § un espace complet ot A fermé dans §_ . g1
@ gt un z’:‘imm deo Uanchy sur & , i1 engendre up filtre de Cauchy
@ sur | , filtre qui converze done vers un point D ; conme p
est sfhérent & @ ; 11 sppertient sux aéhémnees de tous les
ensewbles de %ﬁi ; mals comme A est fermé, cels entraine p &€ 4 ,
et par suite (prop.4) @ converge vers p.

S0it meintenant A vn ensemble non fermé dens un espace uniforme

sépaxé E , ot soit pe E-i ; %% , trees sur A du filtre deg
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voisinages de p , est un filtre de Cauchy sur & ; or, il ne peut con-
verger vers un point q € 4 , car Q@ convergerait aussi vers g ;-i P

ce qui est absurde, | &6tant un espace de Hausdorff. A n'est done

pas un sous-espace complet de £ C.Q.ED.

Il est possible dlapporter d'importants compléments au tﬁéeréme
(ch.I, §6,th.1) sur le prologgement par continuité d'une fonction £,
définie sur une partie A d'un espace topologiqus E , lorsgue

pace séparé complst.

l'espace Ef dez valeurs de f est un es;
Proposition 7. ZPour que f puisse 8ire prolongée par continuité dans
K, il fent et il suffit que, pour tout point p £ B , 1fimege par £
de la trece pur A du f£lltre des volsinages do p engendre un F£iltre

do Couchy sur E' .
Clest en effet une conséquence du théoréme de prolongenent, i on

remarque que E’ est mdzulier et qu'il y e identité entre filtres

convergents et f£iltres de Cauchy sur E’.

Lorsque E est un egpace wniforme, or 2 de plus le théoréme

suivant ¢
Théordme 1. Soit £ une

Ponction @éfinie sur une partie A dfun ospace |

;

1ce complet et séparé

uniforme [ , prenant ges valeurs dams un esp

E’ , et uniformément continue dans A . Il est possible de le prolon-f

par continuité dens B , et la fonction prolongée est uniformément
continue dons X .
L'existence de la fonction prolongée T est unme conséguence immédia't;e
d.es pr@y@sitigas 5 et 7. liontrons gue f ost uniformément continue
dene X .
Soit V' un entourage quelcongue de L., V un entoursge de £  tel

que, lorsque x et y sont dams 4 et voisims dfordre V , £(x) et £(y)
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solent voisins d'orxdre V'. Soit W un entourage de E tel mmy gud
g“f C V , et soient %,y deux pdints de & voisins d'ordrs ¥ .
Li'image par f de llensemble A NW(x) est un cnsemble petit
dtordre V! ; comme T(x) estzaahérent & cet ensemble, T(x) et
f(x ) sont voising dlordre V', quel que so:n‘. z, €A N u(x) ;

X% Tff

}:W 5 %,, de méme, T(y) et f‘(y.a) gont voisins dfordre V‘ , quel gug soit

xi\--,-'; ¢ 7, € A NH(y). Hais alors x4 et y, sont voisins d'ordre W , dome
He‘;: dlorire 5’7 (figA-) ;, et par suite f(x,}) et f(y1) sont voisins

dlordre V' . c.qg.f.d.
Rappelons qufil résulte en ontras du théordme générzal de prolonge-
ment par continuité du ch.I gue le prolomgement d'une fonction

uniformément continue dans A est unicue.
La complétion d'unes.ace uniforme. Ious nous proposcns de montrsr gqufon peut

toujours "plonger” un espace uniforme guelcongue dans un espace

uniforme complet ; de fagon précise, si | est un espsce uniforms|
nous voulons &tablir guion peut définir un espace complet ?;i don
un sous-espace G s0it isomérgge & £ . 5'il on ost ainsi, G,
sous-espace de § ; 6st aussi un espace complet {porp. 6) conte-
nent G ; nous pouvons donc nous bormer & considérer ls cas o#

G = ?E: . Hous allons donc démontrer le théorime suivant :
Théoréme 2. Etant donné un espace mma E , 11 est posgible
de définir un espace complet % tel gue | soit isomorphe &

un sous-espace partout dense de € . Do pius, si T o8t séparé
= E )

il est possible de &finir, d'une menidre ot dfune seuls (& un

¢

isomorphisme prés) un espace complet séperé £ possédant lg




Hous diviserons en plusieurs parties la démonstration assez longue
de ce thsorime.
1) Existence de g (cas général). Nous nous appuierons sur le
lemme suivant :

Lemme. Scit [ un espace uniforme, A une pertie partout dense de

E telle gue tout filtre de Cauchy sur A engendre un filtre conver- {
gent sur E ; dans ces conditions, F est complet.

En effet, soit @' un filtre de Cauchy sur | ; & chague ensen-
ble B € St ot & chague entoursge Vde E. , associons le voisi-
nage dlordre Vde M , V(¥) . La famille de cos smsembles est la base
d'un filtre @ » car si K et M' sont deux ensembles de @‘f
et V! dosux entourages guelconques, et W=VMV! , on a

B(M NML) C V() N vrun)
@ est un filtre de Cauchy, car si I est petit dlordre V , V(H)
est petit dtordre %’ Cela étant, comme A est partout dsuse dans T,
le trace de Y(Li) sur A n'est jemals vide, domc la trace CT de
@ est un filtre de Cauchy sur A . Par hypothese, @ engendre
sur [ un filire convergent ‘F‘ ; conme JQ est plus fin que
@ 5 et que @ est un filtre de Cauchy, @ est convergent
(corollaire de la prop.4) ; enfin, § ;, aui est plus fin qus @
est convergent. : C.Q.F.D.

Ce lemme étant &taebli, considérons l'engemble ?\jé des filtres de
Cauchy de | (partic de {g (%( E ))) ; en le munissant d'une

structure uniforme convenable, nous allons voir gu'il réponé aux

conditions du théoréme.
Nous procéderons de la menidre suivante : & chague entourage

symétrique V de £ , nous faisons correspondre dans E x =
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1%ensemble 'V des couples ( 36 % ) de filtres de Cauch J_ayanb er
commun un ensemble petit dfordre V. La famille des ensembles V est

la base d'un filtre d'entourages M sur g ; en effet :

1°© (% , % )e v quels que soient % g ot 7 , puisque
’f est.zm f‘iltri de Cauchy ; d'oh 'Ui -

2° Diapréds cela, V n'est pas vide ; les V constituent la base
d'un filtre, car si V et V' sont deux entourages symetnques e & ,
on a évidemment, en poseant W=V NV VQ’”V N V' :

jo Les ensembles V sont symétriques, donc U II est vérifis.

49 7 &tant un entourage symétrigue de £, soit W un entourage

synétrigue tel que WcCV, et considérons btrois filtres de Cauchy,

% ’% % tels que ( %€ , ’%)6?@ et("'%,, %)éw

il existe donc d.eux ensembles petlte dtordre W , A et B, tels que &
appartienne & % et /Lé/ > et B 3 ’Lé, et % Comme 4 et B '
apparbicnnent & 73{/ ANB ¢ b ; done (prop.1) A UB est petit
dfordre W , e’c appartient dfauire part & % et % , CO qu.i_
prouve que WW Q V dfol U.}H

Dens l'espace uniforme & E . Pour cela, faisous correspondre &
tout x € B , le filtre x = ngx’ ayant pour base gx ;s clest
évidemment un f£iltre de Ceuchy, et on aefinit ainsi une gpplication
piunivogue de E. sur une partie E de E ; momtrous gue cette
applica’cion est un isomorphisme. In eff‘at on a un sysiéme fonda-
mental dlentoursges de la structure uniforme de @” en prenant, peur
chague _entourag@ symétrigue V de E , l'ensemble des couples (x,¥) :
tels que (%iﬁ)é’{{ , clest-a-cire 1%ensenble corrsspondsnt & celui

des couples (x,y) tels que

(1) ‘ 55 )@v
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Or cette relation signifie qu'il existe un ensemble A petit 4v QX‘G.I’S'

V , et qui contient x et y ; autrement dit, elle sst éguivalecute &
(2) — (x,7) € ¥

ce gui montre blsu gue E et E sont isomorphes.

Cherchong meintenant la trace sur E du voiginage ‘:;( % ) dtun
point guelcongus % & E ; ce sera l'ensemble des images % dos poinis
x € E tels que ( E - 5- x} é.‘:\:; . Or cette relation signifie gue
X gpparticnt & un ensezble & petit dlordre V et apparienant au
Piltre o5 ; =i ¥( ¥ ) est 1la réunion de tous les ensembles du
filtre :{‘, gul gont petits dfordrse V , 1o tracs de %’( £ ) sur ;E
ost 1'image ‘}‘( % ) de V{ £ ) par 1l'application % . Comme ?f; ‘est
unr £iltre de 'Jauch:y', L (@ & ) n'est pas vide ; dongc %f“ est gamouu
dense dans E, . Ds Qlws soit }; le £411 sz*a sSur . E imsgs per z
du filtre ¥ sur E % engendre sur E vn Pilire qul converze
vers le voint ¥ . En effet, chacun des ensembles V( &% ) sppar-
tient gu filtre :f} , car si 4 ost un ensemble petit dfordre V du
filtre ’;,"{, , AC Y( :}C ) par définition done V(% ) & B2 , 8t
par euite V(¥ )€ % ; done ¥ est plus fin que la trace
sur E du filtre des voisinages de £ , ce qul montre sa
convergencs. ;

En régumé, E est partout denge dang g » 8% tout filtre de
Cauchy sur E engendre sur ?‘é wn £4i1tre convergent ; lVapplication
du lemme echéve donc la démonstration.

=~
d'un | séparé lorsgue { est séperé. Formons

2) Existence

P
l'espace E comme i1 vient d'8tre dit; il n'est pss séparé em
général. Soit alors F 1ltespace séparé qui 1lui est associé :
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Lol
comne [ est complet, il en est de méme de F . Comme | est
séparé per hypothdse, si X é y , il existe V tel que (x,y) é "5;’;
il en résulte gue 1l'gpplication canonigue de E sur F sppligue

- sur ume partie partout dense E/ ae F ; de

e

plus, 11 est immédiet gue £’ ost isomorphe & E , donc aussi

& E , ce qui achdve de démontrer la proposition.
3) Unicité. La propriété dlunicité énoncée dans le th.2, peut

encore s'exprimer de la maniére suivente : si | et ?E:,& sont

mplets, G‘i et Gg deux parties partout cdenses

phisme T

ge_ 6 gur 6, , i1 Eimsw Ej‘
Bn offet, £ est umiformément continue dans G, ( % 2, prop. 4),

done {th.1) on peut le prolonger dans T, = Eﬁ - et la fomction

prolongés T est uniformément continue dens E,a ; Ge méme, si g
est la Ponection réeciprogue de £, on peut la pr;loﬁger énas
'@a = E& , @t la fonetion prolongée Z est uniformément continue
dans E&' : '

La fonction ZTo¥ est alors une application uniformément conii-
nue 6.@ E:i dens E@ , aui coinecide .@vec lg fonction identique dans
G donec qui est égele su prolongement de cetiie fonclion dans E{

5! 4
gutrenent dit FeT est llapplication identique de Eé sur B
de méme, Tog est llmpplication identique de 5—% gur E% ; par

suite {#nsembles ch. $ ) T est une applicesbion biunivogue de E

==

= F=3

sur B, st & son spplication réciprogue; comme T et g sont

uniformément continues, T est bien un isomerphisme.
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Ls théoréme 2 est donc entidrement démontré. La plupert du temps,

Pt

on.ne l'appligue gu'aux espaces séperfe ; l'espece E sépers,

déterminé glors ds facon unigus, est eppelé llesp:
plus bridvement le compléts) de | . Lorsquion a introduit, dsns un

raisonnement, le complété d'un espace unlforme E , on identifie E

3 la partis partoyt dense E/ de 1'espace compléts qui lui est

isomorphe, clest-&-dire qufon poursult le rsisonnement sur Z’ , Sn

donnant & tout objet methémetique comstruit & partir de E/ 1le

néme nom gu's l'objet comstruit suivent le m8me schéms & pertir ds E.
Corollsire. Soit 4 ume partic guolcongue dluy ace unifo

séparé £ . 81 E est lo complété de E , ;g paritie de E

isomorphe & 4 , phe eu

gous-espace B de E

Cela résulte en offst de cs gue B est wz gous-espace gomplet

le complé edacus=ea@aé§est isomor

séparé ds §: (prop. 6) dens lequel B o=t partoul dense.

La complétion dfun espace uniforms doit Bire considérée
'cgmme vne Ges opérations les plus im@@rtautes‘d@ i%Anglyse ¢
car ¢lls est, d'une part, & la bage de la définition des nom-
breg réels st des nombres p-adiques, comue nous le verrons sux
chepitres sulvents ; et dlesuirs pari, ells joue uvn rlle essen-
tiel denes la théorie de 1l'Intégration, intervenant alnsi dans
les définitions des outils fondamentaux du m&thématieiene
Exercice. ©Soit EZ un egpace unilorme non sépers, E S8pace
séparé associs, E; l'espace complet non sépsré formé en munis-
sent l'ensewble des filires de Cauchy sur T de le structurs

AL

définie d,ans le démonstration du th.2; enfin, soit | 1lespace

complété 6@ F . Hontrer que F’ sst isomorphe & l'espsce séparé
agsocisé & E : 77 =




Uniformité des espaces compacts. Dans tout ce paragraphe, il n'est gquesilion

=~

§ 4., Belations entre eospaces uniformes et espaces compacts.

gue d'sspaces uniformes géparés : lorsqulon parlera d'un espace
uniforme i1 sera donc toujours sous-entendu gqu'il est séparé.
Nous avons vu gue la topologle 4fun espace vniforme nfsst pas

gquelconque, puisqgue tout sspace wniforme est régulier. Le probléme

go pose dono de déterziner & quelle condition um espace topologique
(de Hauedorff) [ est susceptible d'&ire muni dfune siructure umi-

ie {(clest-3-dirs tslle gue la

topologie déduite de cette structure uniforme eolt identigue &
cells de E ) on, comme on @it sncore, & guelle condition un espace
topologique cst uniformissgble.
Ce nlest quisu chepiive VI que nous serons en nmesure de donner

une régonse conpléte & cette guestion. Dans ce ﬁaﬁagrgphe, nous

n! examinsrons gutun oas particulier (d'ailleurg le plue important),
colul o T est compect. (n a alors le théordme Fondemental suiven®: |
Thaorime 1. |

il oxiste une struc

ture upniforme ot une goule compatiblef

; 1'ospace uniforme

La dernidre partie du théordme est immédiate : s £ est un
cspece uniforme et compaot, bout filtre de Csuchy sur £ a su moins
un point adhérent, dome ( § 3, prop.4) esi convergent, sutrement
dit E est complet.

Bn second lieu, montrons gue s'il exlste une siruciture uniforme
compatible gvec lz topologle d'un espace compact,'catte structurs

egt gggggge Soit on effet E;L. le F£iltre des entuurages de cetite




<30 <

structure ; nous allons montrer que les ensembles ouverts de E x E

qui_conbiemnent la diegonsle /\ forment une base de L

Comme 1'intéricur de tout entourage est un emsemble ouverti conte-
nant A , il suffit 4'éteblir qu'inversement, tout ensemble ouvert

.Q; contenant A appartisnt & 11, . Cr, soit @ la famille des

entourages formés ; on &

fAwn Q,QJ <£Qm/’} -({Qinh-¢
Gomme les ensembles V sont fermés dans l'espace compact
E « £, il existe une famille finle % ¢ (3 telle que
( Y) Q) n q V=g clest-a-dire qus U= pﬁ ve ) :or
comms est finie, U est un emtourage, donc aussi )

I1 reste & montrer qu' effec’cmement y 51 t est compact, la famille
D des ensembles ouvertis de E x £ contenant [\ est la base
du filtre des entourages d'une sti'ucture uniforme compatible avec
1z topologiec de E . Pour cela, il suffit de montrer que c'est la
base d'un Piltre d'entourages d'une structure uniforme géparée, car
g'il en est ainsi, la topologie déduite ds cette structure sera une

topologie de Hausdorff moinms fine que celle de £ , donc nécessaire- :

ment identigue & celle de £ (ch.I, %10, cor.2 du th. 1). D Véri-
fie Ui ,car sl x#£y5 , le complémentaire de %(x,y)% est un ensem-
ble ouvert contenant AN

S) vérifie U}; de fagon évidente, oot 8l £ est ouvert et
gontient [_‘_x , i1 on est de méme de :CZ, -

iontrons enfin que ® vérifie Ul 4. Soit donc A un ensemble
quelcongue de 5 : il faut établir qu'il existe un emsemble B € D
tel que BB C A . Supposons qu'il n'eun s0it pas ainsi : guel que

s0it Q € ﬁD, llengemble -4 €1 C) sursit une intersection non vide




‘U’i , UQ, deux voisinages ouveris de xet y respectivement, tels gue
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avec [, A ; il en serait de méme & fortioti de 1'adhérence de 010 .
or, lo famille @' dos adhérences des cnsenbles L) L) est une famil-
ls d'ensembles fermés telle gue 1!intersection d'un nombre fini dfen-
genbles de @ contienne un ensemble de @ . Comme {, L est
également un emserble fermé, et que E x B est compact, 1'hypothise
Paite entralnerait donc gu'il sxiste un point (z,y) commun & tous les

e,
ensembles de @ ot tel que x # y. Or, E étent régulier, soient

U1 M Uy= ¢ , et ¥y, ¥, deux voisinages fermés de x et y respectivement, |

tels que V4, C Uy, V,C U, . Posonms alors Uy = L -(V,LV,),
i

77 et considérons llensemble L1 = L\i‘?‘fq';)z %(Ui xUs) ; il est
clair que cet ensemble sppartient & S . Or (fig. 5), on

B

voit immédiatement, dfaprés la définition de 0 , que

i/ % O Q‘ ntest autre que le complémentaire de l'ensemble
b

',,:” 5l A 7 Y, . = A :
o 4 55 "%;;g, (V, xVp) U(V,xV,) ; comme ce dernier est un voisinage
Y fig. 5 - du point (x,y), on sboutit & une contradiction.

C.Q.F.D.

Do ce premier résultat, on tire immédiatement qu'un sous-espace diun

sspace compsct ost uniformissble ; cfest la xéciprogue de cette propo-§

sition que nous démontrerons au ch. VI. En particulier, d'eprés le

théoreme d4'Alexandroff, tout espace localeument compact est uniformisa-§

ble ; mais il peut alors § avoir plusieurs structures unifozmes

distinctes cempgtibles avec la topologie.

Par exemple, tout espace infini discret esi localement
compact, et nous avons vu au % 2 gqu'on psut y définiv
plusisurs structures uniformes compatibles avec se

tépologie -
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Cependant, 1'unicité de la structure uniforme ccmpatible avec
la topologie d'un espace uniformiseble £ est une propriété
qui ne caractérise pass les espaces compacts : on peut donner
des exemples d'espaces localement compacts qui la possédent
également.

Du théoréme 1 découle 1'importante conséguence suivente :
Théoréme 2. Toute application continue d'un espace compact = dams un |
éspace uniforme E" est uniformément continue dans .

Soit £ une telle application ; son extension g = (f,f) est une appli-
cation continue doe E x E dans Ei A E’; gi V' est un entouragse
ouvert de E’ ,"%(V') est un ensemble ouvert dana L x E qui contient
évidemment la diegonasle ; c'est donc un entoursge de ls structure uni-
forme de £, ot comme les entourages ouverts de £/ forment un sys-
t8me fondamental d'entoursges, la proposition est démontrés.

il en résulte gue ls :cfesfiétion de £ & une partie quelconqﬁe A de
E est uniformément continue dens & ; donc ( §3 ,th.1) :
Coroliaire. Soit I une fonction définie dens une partie A 4'un espace
compaset B, prenent ses valours dans un espace complet El ; ,'ggg_g
par concinuitéd.ans 41 faut et il suff:z,t

gu'on puisge lz prolonger i

quf elle sori; mfomément contlnu@ aans 4 ( relativeﬂent a la structure

aniforme induite par celle de E ) .

citédeaesaces-unifoz’mes, Le théoréme 4 pose le problame de ‘savoir 8
quelle condition un espace unifome est compact ;'lé, réponss eét fournie
par le theoréms smva.nt 2 |
Théordme 3. Eour gu'um es gpace uni:fome E ‘soit compact, il faut ot
il suffit gufil soit complet et que, vour tout enmtourage v , i1 existe

un_recouvrement £ini de [ dont tous les ensembles soient petiis
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dlordre V (autrement dit, qu'il existe des recouvrements finis dont
les ensembles soient aussi petits qu'on veut). D'aprds le théordme 1,
11 est évidemment nécessaire que | scit complet ; de plus, si E
est compact et si W est un entourage tel que WW C,' ¥ i3 éﬁste
un nombre fini de points x, (i=1,2,...,n) tels que les voisinages
W(xi) forment un recouvrexent de E , et ces ensembles sont petits
dfordre V .

Pour voir gue la condition est suffisante, nous allons montrer

gue, si elle est remplie, tout ultrafilire @ gsur £ est convergent. ;

E 6tant compist par hypothése, il suffit de volr gue % est un

filtre de Cauchy. Or, soit V un entoursge quelcongue, et (Ai) i
un recouvrement fini de | par des ensembles petits dfordre V ;
conmne 625? est un ultrafilire, un su moins des Ai'a,ppartient & Cg
sans quoi gi&i pgerait un ensemble de %é guel que soit 1 , et
l'intersection Q ( i: Ai) appartiendrait aussi & @ , ce qui
est contradictoire puisque cfest l'ensemble .vide, il exiaste donc
 dans @'{ un ensemble petit dlordre V , d'ol le théoréme. ' v

On peut obtenir une proposition correspondante pour les espaceé
uniformes non complets, en posant la ééfinition suivants : uvn espace

uniforme F_ sera dit précompact si on complété E  est compact. Alors: |

Théoréme 4. Pour gu'unm espace uniforme £ soit précompsct, il faut

et il suffit que, pour tout entourage V , il exisie un recouvrement

£ini do | dont tous les emsembles soient petitis dloxdrs V .

E peut etre considéré comme une partie partout dense de son

(a5 o
complété £ . Un entourege V de £ est la trace sur £ < E d'un
Va'd Ay AL =
entourage Vde F ; si £ est compact, on pout le recouvrir per un
Ay

nombre f£ini d'ensembles petits d'ordre V , dont les traces sur E_




gont des engembles petits d'ordre V , gul constituent un recouvre-
ment doe [ . _

Inversement, considérons un entourage femmé 7 de § , 6t soit
(4;) un recouvrement fini de £ par des ensembles petite d'ordre
¥ (et contenus dans E ). Comme 4, X Aic,.%}f ot que V est fermé,

- Ar A
on & aussi A; X Ki C V , donc les Ki sont petits dlordre V ;
Pt
comme disutre pert £ est partout dense dens £ , on &
N o L == v
E=Ec Lj; Z; , les Z; Porment un recouvrement fini de B ;
les entoursges fermés de E formani un systéme Pondemental d'en-

s

tourages, on peut appliquer le th. 5 4 E , qui est done compact.
Zgercics. ,b étant un recouvremeni ouvert d'un espace
compact E , 41 existe un ehi:om*age" ¥ de E_ tel gue,
pour “i;olit_ zxek, ‘Ti(z;} soit cgntenn‘daﬁs_tm des ensem-

bles de la famille ) .

9 3. Une méthode génbrele de définition dtune structure
' vniforms.

F &tant un espace uniforme (séperé ou non), £ un fondemental
guslceonque, £ ume gpplication de E damns F , i1 est clair ( g: é)
aue l'imase réeiprogue par £ de la structure uniforme de F est la
structure uniforme ls moine fine sur £ , pammi toutes celles gui
rendent £ uniformdoent continue.

Plus généralement, scient E d@é especes uniformes ( ¢+ parcou-

ront un ensemble d'indices guelcongue) et pour chegue ¢ , soit feﬂ

une spplication de | dens F; . Zarmi les glructures umiformes

sur £ owi rendent umiforménent continuecs toubes les £, , il en

existe une moins fine gue toutes les autres ; en effet, si une

structure uniforme rend uniformément contlnue £ elle est plus fin

2




-
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que l'image réciprogue per £, de la structure uniforme de E |, of
1 du

el

Nous dirons gue la structure dont nous venons de démontrer l'exis-

réciproguement ; la proposition résulie alors de le prop.

tence est ddéterminée per les espaces §i{ et les fonotions £

Diaprés la construction d'un filtre engendré par ume femille diensen-

bles (ch.I, $5), on aura un systéme fondamentel d'entourages de
cette structure de la facon suivante : on prend erbliralrement un
nombre f£ini d'indices L4, b5 yec0p by, et, pour chaoun Ge ces

indices lk oz prené erbitrairement un entourage Vz,k de F . ;

on considére alors llensemble UW(V,., Vi, ,...c,¥ ) des couples
(x,5) Qe points de E tels gue f;k(x) et f;k(ﬁ) ggieaz voigins
d'ordre V;k pour k= 4,2,...,n g'ce gont ees,ensembles {pour téua
les choix possibles des indices.i 'et.ées sn%oﬁrages’?@ J qui forment
un systeéme fbndamaﬁtal dtentourages de la structure congidérée.

On g immédistement la condition pour gue cetlie siructure soll
séparée : il faut ot il suffil qus, pour toub céuplevizgg} tel gque
x‘% y , il existe un indice » et_an entourage V, tels Que
(£ ()}, £ (3) $ vV ; 8l les F; sont eux-mémes éé’garés,_ gette

e et ey

condition se réduit & la suivante : _
tout couple (x,y) tel gue x % y , i1 existe u&thgl gue fw(z}%gfiyﬁe ?
Dautre part, ls topologzie déduite de la structurs upiforme sur B |

déterninée per les espaces F et log Ponetions £, st le molns £ine |

% 2 et ch, I, § 7).
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Supposons meintenant gque  soit d6j8 muni d'une topologie ‘ﬁf
et cherchons 8 guelle condlition cetie topologie est identigue &
celle déduite de la structure uniforme déterminée sur £ par les
. Une premidre condition nécessaire est gue les

£ , d'eprds ce qui précdde ; si cette

£, ot les F;

condition est remplie, la topologic définie par les £ est moins
fine que 1a topologie imitiale de E ; enfin, en comparsnt les
voisinages dfun point guelcongue dans ces deux topologies, on arrive
& la conclusion suivante : LlAf@niweﬁ;;;wguigiz_igaﬂleﬁ f, soient
E (muni de la topologie fg } et gqu'a tout voigi-
L€ E (dans le topologie g )

corrssponde un pombre fini dfindices 2., %3,...., *; gt des

tels gue i'ensemble des points X

entourages Y;%, ?;2,..6., 2%

(K~592,.oa,ﬁ) soit contenu dans ¥. {n peut encore exprimer ceotte

condition en disant gue la famille des ensanles f (v (f (x 1))

(¢ ot V. erbitraires) engendre le Piltre des voisinsges de X, -
Prodult dleg: Appliguons ce gui précdde au cas o E est

llengemble produit des ?3 , ©t les £ sont les fonctlons coordonnéss.

2ces uniformes.

iz structure unifome alnsl définie sur F~ est dite la giructure
produit des siructures uniformes des §f , 8t llencemble E: , muni
de cette structure, est eppelé eospece uniforme produil des %Z

ge topologie est dome la topologis prodult de celles des ?;

Comme wne topologie produit n'est de Eausdorff gue si les topologies

« foctours le sont, ov voit gue pour gu'un prodult d'espaces uniformss

solt séperéd, il faul at~ilwsu§£ii que checun dog ospaces Tacteurs le
: 801G,




Proposition 4. Soit E un espace uniforme, E'= U ?: un prodult
d'espaces uniformes, £ = (i’L ) une spplication de | dans E’ ; pour
£it

uniformément continue gusl gue soit 2 .
Z1 résulte du théoréme des fonctions composées ( § 2,9T0D. 3) que

gue £ goit

le condition sst néeessaire. Pour voir qulelle est suffisante, pre-
nons un nombre finl d'indices b4, t,,...,%, , ot des enloursges
Mo 5 o,V arbltraires ; si £ est wniformément continue guel

4 ? e ? %
gue soit ¢, & Vﬁk correspond dems E un entourage ‘é‘?k tel gue, el %

et ¥ sont voisins d'ordre Tfifk 5 (f%kéx)_, f@%(y}} & ?ﬁk ; B W s@ W,
les 1 relations précédentes surcnt liesu lorsgue x et y seront
voisins d'orére W , ce gui montre gue f est uniformément continue.

Comme pour lé_proéui’c d*sspaces 'faopolggia‘;ues' (ch,,i > %3} , On
déduit de 13 que le produit d'espaces uniformes est gssociatif, et
que, 81 A, est un sous-espace é@ E , 46 prodult des gsous-especes
A es‘r;'isemor:phe au sous-éspace ‘Ej?ﬂ é,; de ch E -

8i E’L - E% sont deux espaces umiformes, &y u.’:‘. point de Ei -
il egt immédiat gus iz fonetlion (g,l ? xg) est uniformément continue
dans Ez’ ; Dar suite
Sropogition 2. £ étant unme application uniformément continue du
produit Eix Ez =
perilelle 7, go E, dame £’ essociée & £ est

dens un espace uniforms » toute syplicaiion

continus.

{n exprime encors ce fait en disant gulune FPonetlon uniformément

~

continue de deux ergumentis est uniformément continue per rapport &

e

chacun d'eux. La réciprogue sst inexacte.
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g sur_un produit | F: d'esna
2
il faut et il suffit que ss

Pour guf

Proposition 3.

ces uniformes soit un filtre de Cauchy,

projection sur F’

La condition est nécessaire en vertu de la prop. 5 du ?3 Pour

voir qu'elle est suffisante, prenoms n indices 2—1 ) Baseces, by

et des entourages V 07 2V, arbitraires ; dans la projection

n
de ﬁ sur ? » 11 existe par hypoth®se un snsemble 4y petit
d'ordre ?"’k ; or, 16 produit des 4, et des ?’ pour les indices

différents des k est un ensemble de % d'od la proposition.
Propogition 4.

il faut et il suffit gue chacun des espaces factours le soit.

Clest suffisant d'aprds la proposition précédente , 6t le théoreme
fondamental sur la eonvergencé des filtres dans un espace produit
(ch.I, § 8,th.1). Ctest aussi néeessaire, car chscun des F; est
isomorphe & un sous-espace fermé du produit W F”

Corollaire., Soit E = T’T’Fﬂ

En effet, soit ¢ la partie partout demse de F gui est isomorphs

A7

5 € _ est isomorphe & | , et comme ﬁ@w ,;gém ITF,
- AL s o ¢
7 G& ‘ est partout dense dans E&E F: dtod la proposz.tmnz en
vertu de 1'unicité de l'espace complété.

Enfin, on & va (ch.I, $8) gue, si los £ eont des applications

?
d'vn ensemble [ dans des espaces topologicues 7 , Liapplicatiion
¥y E(fé (x)) de 1l'espace topologigue E (@neembla E muni de 1a
topologie déterminée per les fu ) sur une partie du produit U E

est un homéomorphisme si, quele gue soient x,y dans [ tels que xfy,

21
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il existe + tel gue £, (x) # £ (y). Le méme raisonnement monire
gue, si les Fb sont dee espsces uniformes, cette spplication est
un isomorphisme de 1fespace uniforme E (avec la structure
déterminée psr les £ ) sur ume partie ou produit Tj’ F: , la
néme condition &tent remplie (si les F, sont séparés, nous avons
vu que clest la condition pour que £ soit sépers). En particulier

{en vertu du corollaire de la prop. 4) on & la proposition suivante :

niformes E sont (séparés ot)

ls gue soient X,y dans f tels gue x ;!= ¥,

s, et 83,
£, tel gus £, (x) % £,(y) , la gtructure unifome

| déterminée gur E per les £, en fait un espace umiforme précompact.

ixercice. Démontrer cette proposition directement, en
utilisant le critére de précompacité des espaces

uniformes ( § 4 , th. 4).

B e R
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CQJPLEJBNTS AU 84 DU CHAPITRE II.

Applications : I. Propriétés des voisinages Propogition 1. Soit A un
d'une partie d'un espace compact. ensemble fermé dans un espace

compact B ; lorsgue V parcourt le filtre des entourages de la
structure uniforme de E , los engembles V(A) forment une base

du filtre des voisinages de 4 . : |
Supposons en effet gu'il oxiste un voisinsge U de A ne
contenant aucun ensemble V(A) ; les ensembles V(4) M gIJ

formeraient alors une base de filtre sur B , qui aurait au

noing un point adhgrent x5 n'asppartensnt pas & & ; 11 en résulte
gu'on aureit xoé;V(A) quel gue soit l'entoursge symétrique V,
ce qui entraime x €4 , contrairezent & l'hypothdse.

 2roposition 2. Soient & et B deux ensembles ferués sans point

commun dans un espace compact E : il existe un entourage V

tel que V(A) et V(B) n'aient sucun point commun.

Sinon les ensambles V(A)jW V(B) formeraiént une base de
filtre sur E , qui aurait un point adhérent X 5 il en résulte
qu'on aurait xof?.%(A)_ ot % e%(B) guel que soit 1'entourage
synetrique V, d'oh, comnme A et B sont fermés, xoé;Af?B,, ce

qui contredit l'hypothése.

dang un espace com pact. B, soit_Vﬂun entourabe“quelconpue'; on
dit_ gu’ une famille finie (xi)1<<;~<n de 901nts de E forme une
V-chalne 81, pour tout ,_indice i tel que £1 ggne ) X5 et

sont VOlSins d’ordre v - les points %, et xn sont aygelés

1'1
les extremltes de la V-chaine., On dit gue deux ppinta veuvent

etre goxnts par une V«chaine glil exigte une V=cha1ne dont ils
" sont .es extrcmltés
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Proposition 3. _Dans un espace uniforme E , 1l'ensemble Ax - des
: J
points y qui peuvent &tre joints & un point donné x par une

V-chaine est & la fois ouvert et fermé.

En effet, s'il existe une V-chalne (xi)1 telle que X=X ,

£ign
=Y et si z est un point quelconque de V(y), la famille

'(Zi)1$1 <ntq Pelle que z,=x pour iSn, etz =z, est

i > n+1
une V-chaine d'extrémités x et z , autrement dit V(y)C A, i, ce
b
gui montre gue A -V est ouvert. D'autre part, si z est un point
}

adhérent & A Vo il existe un point y de Ay v tel que y et 2z

soient voisins d'ordre V ;, et le méme raisonnement montre que
zC,A,E v donc que A =,V est fermé, :
Designons par A l'1ntersectlon des ensembles A e lorsque V

parcout le filtre des entourages de E : c'est donc l'ensemble des

p01nts y tels que,.qgel que s0it V , il existe une V-chaine gui
Jjoigne x et y. ! _
Proposition 4. BSi E est compact, A, est connexs.

Supposons en foet gue Ax ne soit pas connexe ; comme Q'est un
ensembleviéggg, il existerait deux éﬁsembles fermés non vides et
saﬁs poinﬁ commnun, B et Gka tels que B EJC = A . b’aprés la
proposition 2 , il existe un entourage U tel que U(B) N U(C)=¢ ;
soit W_un entourage ouverﬁ tel que %'Q;U', et désignons par H le
cémplé@aﬁﬁgirevﬁe ;?ensemble_ w(E)zgfw(c)f Supposons par exemple
que ng; et considerons un point yeC ; pour tout entoursge VC W
éne V-chaine joignant x 6t y & au noins un poipt dane H , d'eprés
ée qui préceds. Goﬁme ﬁar hypcthééea % et y pesuvent 8tre joints par

une Vmchaine quel que soitAV s oo voit que, pour V C W ,

?
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l'ensemble fermé HI)A v n'est pas vide. D'autre part, si V! < V ,
on a évidemment Ax’v,g; Ax,v ; 11 s'en suit que, lorsque V parcourt
le filtre des entourages, la fanille des ensembles H(WAX’V est une
bage de filtre, el par sulte qu'il existe un point commun & tous
ces ensembles, autrement dit un point commun 4 H et AX , contraire-
ment & la définition de H , ce qui démontre la proposition.

Il en résulte que AX est contenu dans la composante connexe de x ;
mais d'asutre part, cette composante est contenue dans chacun des
Axyv , qui sont & la fois ouverts et fermés. Autrement dit :
Proposition 5. Dans un espace compact, ls composante connexe d'un

point x est identique & l'ensemble des points gui, pour toul entourage

V , peuvent &irs joints & x par ume V-chaine ; cet ensemble est aussi

l'intersection des voisingges du point x qui sont & la fois ouverts

et fermés. _
Exerclces. 1) Soit . §3 un recouvrement ouvert d'un espace
compact B ; il existe un entourage V de B tel que, quel gue
soit xeE , V(x) soit contenu dans un des enseubles de @

2) Un ensemble infini, muni de la structure uniforze des
partitions finies ( §1), est précompact.

3) Pour qu'un espace complet soit compact, il faut et il
suffit gue toute suite de points de l'espéce poss&de vne

;Avaleur d’adherence°  _ __; -

4) Soit E un espace unlforae, v un entourare ouelcoﬁque ; mon-=
trer que la réunion des enseﬂbles V {(pour toutes les vsleurs
entleres de n) est & la fois ouvert et fermé dans B xE.
 §) Soit E un espace localement compact, nuni d'une siructure

uniforme telle qufillexistemun entourage .V tel que V(x)
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soit relativement compact quel que soit x¢ E ; montrer que,

8i W est un entourage tel que %c:.v , et A un ensemble relati-

vement compact dans E , W(A) est relativement compact. En :
déduire (en utilisant l'exercice précédent) qus, si E est en
outre conhexe; E est réunion dénombrable d'ensembles compacts.
6) Soit E un espace locale@ent compact, muni d'une sitructure
uniforme compatible avec sa topologie. Hontrer que, si A

est un ensemble compact dans E , les ensembles V(A), o& V

parcourt le filtre des entourages de E , constituent une

base du filtre des voisinages de A . Dans les némes conditions,
nontrer que, 31 A et B sont deux ense "bles compacts sans
point conmun, il existe un entourage V tel que V(A) et V(B)
n alent aucun p01nt commun., - ‘

°) Soit E un espace localenent compact totalenent discontinu.
&ontrer que tout voisinsge d'un point quelconque x contisnt

un voisinage de x qui est & la fois ouvert et fermé.

§ 5. Une méthode générale de définition d'une

structure uniforme.

Soit T un espace uniforme (séparé ou non), E un ensezble quelcongue

0 8 0 9 8 ¢
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OBSERVATIONS CARTAN-WEIL
SUR LA REDACTION DES ESPACES UNIFORMES.

ooooo e @ S Do

I. Structures uniformes et relations d'éguivalence.

Il y a intérét & ne pas poser tout d'abord l'axiome U-I des
structures uniformes. Définir une structure uniforme par :
U-I. Tout ensemble du filtre ij, contént la diagonale A
U-I1 et U-III comme chez Dieudonné (en suﬁprimant bien entendu
la correspondance V1 = p(V} et le recours 4 l'axiome du choix,
parfaitement scurrile ici).

dodifier en conséguence les sxiomes des sytémes fondamentaux
d'entourages (p. 97).

Remarque : une relation d'équivalénce est un cas particulier
d'une structure uniforme ( jéir a pour base un emsemble unigue R,

- contenant A | et satisfaisant & R="h=8 ).

Inversement une structure uniforme Oe;;ﬂlt une relatlon dféqui-=
valence R = intersection de tous les v de jki, . E désignant
1'ensemble initial, s0it 35 1'ensemble des classés &'équivalence.
Considérons la famille des R oV oR o#& V parcourt jLif j elle
constitue une base de fli,(systéme fondaméntal.d'entouréges), car
soit V donné et V1 tel que (V ) .V ; alors RoVy oRCY,

” c. a; f a.

Or chaque RoV oR définit unme relatlcn V dans E .

D'o& un filtre i}i, sur  g; X E;, et une structure uniforme sur ‘Eﬁ.
Cette structure sa£81fait ) l'ax1ome de sepuratlon ; -
U-I blB. L'lntersectlon des ensembles de j&i, e redult a la

e

diag onale A . _ _
Cela posé ; lorsqu'on sborde (p, 100) la structure topologique

défipnie par une structure uniforme, on remarquers que lfaxiome U-Ibis

sio
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est nécegggre pour que l'axiome de séparation T ) (Fréchet) soit
vérifié ; et elle est suffisante pour que l'espace soit de Hausdorff
et méme régulier (p. 103).

Dorénavant, un E étant donné, on n'astreindra pas une structure
uniforme sur E & satisfaire & U-I bis, meis il sera entendu, lors-

qu'on parlers d'un E comme espace uniforme, que c'est de l'espace

des classes d'éguivalence qu'il s'agit (A. W. n'aime pas ces
manidres de parler). Par exemple, c'est ce qu'on fera lorsqu'il
s'agira de compléter un E uniforme : on définira l'ensemble g des
filtres de Cauchy sur E, et on doters ﬁ d'une structure uniforme

convenable ; l'espace complété sera l'espace uniforme @ , donc

l'espace % des classes d'equlvalence de § doué de la structure
uniforme envisagée.: Cl'est encore ce gu'on feva, dans la théorie
de l’lntegratlon, lorsqu'on parlera de l'espace 1P ges foncuons

sommables sl s'aglra de l'espace des classes d'equivalence.

II.' Demonstratlon du théoreme fondamental \p 117 ot sulvantes de la
redaction) | ' ; '

Unicité comme rédlgé Pour l'ex:.s‘tence 2 commencer par le lemme :

Lemme So:.t B un es gace unlforme B' un 00u8aenseuble Dartout dense

_1:_9,1 gue tout £iltre de Cauchz @ gsur E' engendre sur E un filtre
convergent Alors B est comglet '

En effet - .soit @; un :t‘ll‘tre de Cauchy sur E. A chaque entourage

V de la struc‘cure unlforme et a chaque A 6 éf% , associons l'ensema

| ble V(A) Ces ensemble° constltuent la base dtun filtre ‘\{f :
car soient A Moy V', et W= VAT sonm ' -

. wumav)@vmmwﬂ') :

. filtfé'v est u.n filtre dé'éaﬁéhy; car &tant donné V arbi-

tréi{re',. prepo?fs ,vf ~1;9_}3:;_(111'@ V? c v, puif_s” A€ @ .tel gue AXAC. V‘i :




alors V (A) x V (A)c Vv

et comze V, (A) € ’f‘" "\P’ est bien un Piltre de Cauchy. Celd
étant, la trace de '\Y sur E! est un filtre ‘\If ! | car chaque V(A)
a sur BE' une trace non vide, E! étant partout dense dans E . Par
hypbthése , le filtre \Y / engendre sur E un filtre convergent ; a
fortiori '\if est convergent (note Dieudonné : ce point n'est pas
aussi évident que semble dire Cartan, car le filtre engendré par
'\g‘ est plus fin que "\%’ ; ctest le fait que ’Wy est un filtre
de Cauchy, et la prop. 3, p. 112 qui entrafnent la proposition ; onm
s'est d'ailleurs déjé. gservi de cefte proéosition p ‘HZ;‘, pProp.. 5 ;
il serait bon de 1'énoncer explicitement). Donc, @ ; qui est
plus fin que ‘{f » ¢©st convergent. ¢.q.f.d.

Ce lemme étant établi, nous allons définir un é vniforme
tel que E soit isomorphe & un sous-ensemble partout dense de g >
et que tout filtre de Cauchy sur E engendre sur % -un - filtre con-
vergent. Celsg démontréi'a le théoréms.

_Con.si,d_érons 1'ensemble @ des filtres de Cauchy sur E .
Nous allons. mettre sur % une structure uniforme convenable, de
fagon que l'espace cherché soit l'espace des classes d'équivalence.
de %51 avec la structure uniforme _.correspondante.

Nous prenons sur % 1a structure uniforme suivante : deﬁx
filtres de Cauchy é et @ (sur E) sont "voisins" s'ils contien-
nent tous deux un méme ensemble de E qui 801t "petit®™. D'une fagon
pI'EClSB : é. chaque entourage symetrz.que V (du flltre M, sur
E A E) assoclons l'enseLble V des couples ( @i ; é ) tels qu'll
emsteun AC,,E satlsfalsanta AxAQV A G Aééw.
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¥ cont % x G
Les V constituent, sur 1l'ensemble X , 1a base d'un filtre
satisfaisant aux axiomes U-I, U-II, U-III des structures uniformes.

En effet :

: P
10) (é : <§ ) € ?f guels que soient é et V , parce que § est
un filtre de Cauchy. Diot U-I.

e ad
2°) D'aprds cela, V n'est pas vide ; les V constituent la base
L ~d :
d'un filtre, car soient Vet V' : si V" = VA V' ; on a évidemment
aF e ar
Ve VAT .

i
3°) Les ensembles V sont symétriques, donc U-II est vérifié.
AL .

o F o) 22
4~) Si V est domné, il existe vV, tel que (V1) C.V ; il suffit

2 r o
pour cela que V, C V ; en effet, si lion a @ 5 '?P JEN. .
1 = e ol

(@b, éa) = V43 il existe A ot B tels que AXACY, , B;&B@V1 ’

AE A€ B € B & O donc AA B '

% @&’: §2; 3 =3 1 N € @& 2
et par suite A MNB # 95’ ; mais alors (¥oir remarques Weil ci-
aprés), (AUB)X(AUB)CV,CV,et AUBEH , 2UBE P ;

: ey o i - i‘.. 2 = 3
donc ( @1‘ - @3) € v . ; c.q.f.d.
Bemarques Weil. e . .
Il ne faut pas abuser du calcul des correspondsnces.

En particulier {cf. démonstration de Cartan) le calcul
avec les formules A x A c v est encombrant. Voici une

remarque qui le simplifie :

8i AXACV,BxBCV', etsi ANBZY, ona
(AUB) x (A UB)C V' y VY. -

La vérification est immédiate ; mais la démonstration
suivante n'est pas sans intérét : .

On a évidemment (A UB) x(A UB) = (A% A)U (A xB}Y
U(B %X A) V(B XB). lais on a d'autre part : |
(A'%A)-(B%B) =AXB 8L ANB £g
o LY g
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En réalité, ce qui intervient dans le théoreme de
fcomplétion” fje trouve ce vocable barbare) est la

famille q;. des ensembles A tels que AxAC V (ensembles

"petits d'ordre V") ; sutrement dit, c'est la généralisation
de la notion "ensemble de diamétire <: € " gqui intervient,

la notion qui généralise le "couple de points de dlstance
< € " ntintervenant qu'a titre d'intermédiaire parfois
encombrant. Cela donne une généralisation des espaces
uniformes, & laguells je suis en train de réfléchir. Pour

1'instant, les remargues ci-dessus doivent permettre de
s:.mpllfler un peu la rédaction.

Soit donc gl'ensemble' des filtres de Cauchy sur E, muni de la
Ar

structure uniforme GM, ci-dessus. A chague X €ZFE sssocions le filtre
éx. ayant pour base ixg ; clest un element % de % - On définit

ainsi une application biunivoque de E sur une partie E de % ; Je dis
que clest une M des espaces uniformes B et E (ce dernier
défini par la structure unlforme induite sur E par celle de ﬁ )
En effet » On & une base pour la structure uniforme de E en prenant
pour chague V 1l'ensemble formé des couples (x, ¥) tels que (%,7) € v :
clest-a-dire l'ensemble corresnondant aux couples (x,v) tels gue

4y 'm@ @ )ET.
Or cette relation szgnifie l'ex:.stence d'un AQE tel que

xéA“, ‘ yé,A - AXAQV

Pour cela, 1.1 faut et il suf‘fit que L

(2) 2 y)ey
les relatlons (1) et (2) sont donc équ:.valer: tes. :

Cela étant, cherchons la trace sur E des voisz.nages d'un elément

@ cle @ . A chaqua v on assoole les x EE tols gue ( @ @ )6
cette relation S:Lé,hlfle K appartlent un A tel que A x AV,
A€ % 7 appelons V( @ ) la réunion des A satisfaisant & ces deux
conditions : la trace, sur ‘E, du filtre des voisinages de

-y

& pour base les images V(A@ ) des ¥( @ ). D'ailleurs aucun des V( @}
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n'est vide, puisque é est un filtre de Cauchy ; donc E est partout
dense dans 5 En outre, l'image é de é ; considéré comme
famille de parties de E engendre un filtrs sur § qu:L converge
vers l!'élément @ de % En effet tout voisinage de é dans %}
contient un’ V( @) - et chague V( é ) appartient au filtre @

car 8i A € @ ot AXA CV, alors V(é) > A, done V(@)é @
et par suite \}(@) € é :

En résumé, E est partout dense dans g , et tout filtre de

Cauchy sur é engendre sur 53 un filtre convergent ; cels achéve
la démonstration. (Huote Dieudonné : c'est un peu vite dit, car la
démonstration nécessite encore les pmn‘te suivants (trlnau.a;
d’ailleurs) 19. 1l'gpplication canonigue de %}d sur l'ensemb g
des classes d'équivalence de @ applique blunlvoquement E sur
ufe partie Ef de é; . 29 E', comme sous-espsce uniforme de g
est isomorphe & E ; E' est partout dense dans é ¥

ITI. Uniformité des compacis.

S0it E un compact ; on va montrer gue la famille des ouverts
Q . E XE qui contiennent la "dlagonale" & définit une
structure u.nlforme sur E. ’I‘out revient & montrer qu'a tout Q
correspond un L)/ el que (¢ d . £) . Sinon, toute fermeture

~ I
Qj auralt avec le comple'zlentalre F de ;Q, dans E X E une

intersection ﬂn vide ; F est compact toute J.ntersection flm.e

d'ensembles GQ:& contlent un GQ;, : donc les .,Q auraient tous
un élement commun (x,y) a.vec X 7 ¥ Or, soient, dans B : ,3," ®s
respectlvement des vo:x.sinages ouver‘bs deo x, ¥y f,2 s f‘?, des #disio
nages fermés de X, v ; de telle sorte que | o, f"iw = % ’ f% C e, ,

i 5 s i = 1),
£, C 8, ; solt_:m}-E £ -f,; onpre ndﬂ &Ma(o}igwi)
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(On peut encore un peu simplifier, par divers procédés ; en
particulier, on définira la structure par les fermés é dans
EXE tels'que tout point de 4£l goit intérieur & 4§ . I1 faut
alors qu'on ait démontré dans les compacts‘le théoréme, d'ailleurs
facile et intéressant par lui-méme : si E, B!, E" sont trois espa-
ces, si F est compact dans B X E!', F' compact dans E' x E" |
alors FF' est compact dans E X E". I1 y a un autre théordme
intéressant : F étant encore compéct, gi P! est seulement supposé
fermé (non compact), FF! est ferms) .

IV. Compacité des uniformes (p. 130 et suiv. de la rédaction).

Pour qu'un E uniforme soit compect, il faut qu'il soit complet,
car tdut filtre de Cauchy sﬁr un compact posséde au moing un point
adhérent, donc est convergent (prop. 3, D. 112) Inversement Y
quelle condltion un uniforme complet estell comnpact ? Plus géné-

ralement : Etant donné un unlforme E a quelle conaltLon l'espa ce

_rctw? Hous dirons dans ce cas que l’espare

uniforme E est relatlvement compact.

Théoréme 5. Pour gu'un vniforme E soit relativement compact, il

ggut‘etpgl suffit gu’s tout entourgg@,v on puisse associer un
recouvrement de B avec un nombre fggg de B; satisfaisant a
E, X B CV. ' |

19-

La condltlon et necessaxre Car soit V un entourage

(sur E » E) dont la trace sur E % B soit contenue dang V . A
chague =x 6 E a.ttachons un ouvert U contenant x, tel que UxU ij
puis recouvrons £ avec un nombre fini de tels ouverts L s CO
qui est possible pulsque E est compact par hypothése. Si E est

1ls trace de U sur E on aurs bien

(1) UE , E XE v
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- La condition est guffisante. Pour montrer que E est relativement
compact, il suffit de montrer que tout ultrafiltre @ sur E engen-
dre un filtre convergent sur E (cf. p. 83 de la rédaction). Pour
cela, il suffit, E étant complet, de montrer que tout ultrafilire
év sur E est de Cauchy. Or, soit donné V, et premons un recouvre-
ment satisfaisant & (41). Si on montre que l'un au moins des Ei'
appartient & é) , on ‘aura montré que @ est de Cauchye Or, si
on avait B, é— @ pour tout i, on aurait, @ étant un ultrafilire
QE € @ d'od m g E:L = ¢ ; ce qul est contradictoire avec

Jaes

V. Mode général de définition d'unme structure uniforme.

Cartan demande qu'on reporte 4 cette rubrique ls structure unifor
me induite et lé produit d'espaces uniformes (dont on blbquera les '
propriétés, auilieu de les éparpiller au couré du chapitre). Tout
cela viendrait'aprés la compacité des uniformes {note Dieudonné.:
il n'y a pas d'objection pour le produit d'espaces unlformes, mais -
clest impossible pour la structure induite, ‘dont on sé sert & plu-
’sieurs reprlses dans le cours du chapltre)

La notion essentlelle est 12 suivante :

Soit, sur un E, une ;‘am;lle__ de fonctions £, & valeurs respectivi

ment dans des F uniformes. Parmi les gtructures uniformes de B

gui _rgandent ces f uniformément continves, il en est ume plug

grossiére gue toutes les sutres. On l'obtient en prenent arbitrai-
rement uy nombre fini de f@ , ©t, pour chaque f@ ; un entourage V _
sur Fg_,'z;i_ F i on considére 1'ensemble'des.couples (x, v)

(x &8 , ¥ €E) tels que 1l'on ait (f@ (x), T (y)) €V, , pour

chacun des ¢ considérés (en nombre fini) ; ces ensembles forment
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lg base dfun filtre jUL sur E X B, et ce filtre définit la structure
uniforme cherchée.

En particulier, si on g une application f de E dans un F uniform:
on trouve sur E ce qu'on peut appeler la structure uniforme induite
le filtre ], sur E x E est 1'image inverse du filtre.ggg sur FxF
(note Dieudonné : la dénomination "structure uniforme image inverse
de celle de F par P" me parait préférable). Cas plus particulier :

E est sous-ensemble d'un F uniforme.

8i E est un produit d'uniformes F_ , on obtient la structure
uniforme de E en rendant uniformément continues les applications de
E dans chacun des F_ (coordonnées).

D'autre part, on a le théoréme iﬁportant (dans le cas général
d'une famille de £, ) :

Si les EL sont relatlvement compacts 1'espace uniforme B est

relativement compact. (Concequence 1mmed1ate du crltere de comna01té}
des unlformes) - = _
Dans le cas géneral _supposons B doué 1n1t1alement d'une top010o
gie (T) les £ etant contlnues (a valeurs dans des unlformes F 3
Ces fonctions déflnlssent une structure unlforme sur E 1z topologle
correspondante est glus gr0881ére que la topolog1e 1n1t1ale Elle

est identique & cette dernlere dans le seul cas ofl & chaque %q 6 B

et & chaque voisinage A(xo) de la topologie (T), on peut associer
une f, et un entourage V dans E‘ A E‘ » tels que l'ensemble des
x € E défini par (£, (x), & (x )9 €V, _ so0it contenu dans A(z )
Dans un ch¢p1tre ulterleur, on montrera que cetlte condlclon ost rem-

plie sl E est uniformisable et si om prend pour £, la famille des

fonctlons continues reelles, & valeurs entre O et 1. E, mual Ge 1&

structure unlforme correspondante, sers re;aulvement compact

i et b hbicd i i i y




