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CHAPITRE I | ﬁ’i
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Fnsembles ouverts

§ 1 A«yvomﬁs des ensembles ouverts et guelgues définitions,

Soit [ un ensemble fonds mental quelconque, Nous dirons que
f

les parties de f , constituant une famille [ s ot des engens
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bles ouverts si elles satisfo

(9,’[, Toute réunion dlensembles de f est un ensemble de //
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qu!aucune ambiguité n'est 3 craindre, espace, toub court. Ses é1é-
ments sont a2lors pelés point On dira aussi gque la famille /’

e plus souvent on ne considére gue les espaces topologigues
l‘ dont la famille dlensembles ou.verts/[ satisfait, outre 2 1la-

aux axiomes suivantss
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///, Llensemble E appartient a ﬂ/ 1

Tn procédant par récurrence, on voit que si 0‘_{/ a lieu, toube

smbersection dlensembles ouverts en nombre fini est un ense mble om/ep-iv
Exerples, La femille composée de toutes les parties de constitue )

Zvidemment une Famille dlensembles ouverts: la topologie définie par

r*h

ctte famille est appelée topologie discrélte dans

Q
o

Ta famille composée de LC et de ll'ensemble vide constitue ége=

lement une famille dlensembles ouverts.
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Exercice Tes deux familles ainsi déf

% Soient 0,/ et 0;1 deux familles d'ensembles__,_QI;_xAr;.‘éths, S4

ome suivants i

ies satisfont aux axiomesﬂz//ﬂ:{/jé‘
1 &
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ﬁ;Cﬂ: s on dit gue la premidre famille dlensembles ouverts dé- ||

finit une topologie plus forte gque la seconde (ou encore que la secon-

de famille définit une topologie plus faible que la premidre). Ainsi |

la topologie définie dans le premier exemple est plus forte cue toutes

celles quton peut définir dans [ 5 par contre, le second exemple foue

rnit la topologie la plus faible vérifiant 0‘1’! s, gu'on puisse dé=-

H

inir dans E -
Exercices Quelle est la topologie 1a plus faible qu'on pulsse défi=
nir dans E 3’ '
Montrer qu'il existe une topologie plus forite que chacu=
ne de cellles définies par les familles respectives dlensembles ou-
: v
verts f et [ et gui soit plus faible qgue toute autre topologile
jonissant de la m8me propriété,.
Montrer aussi qu'!il existe une topologie plus faible gue
/ 7
chacune de celles définies par [ et f et gul soit plus forte que
toute sutre topologie jouissant de la méme propridté.
4 e
Montrer que si /et Josiens n O/l , 1a premidre
des deux topologies qu'on vient de définir satisfait également 2 /:_/_’7
Montrer que si /l et [” satisfont 2 &‘_{7 s la seconde
des deux topologies qulon vient de définir satisfait également 2 0‘57
Un ensemble = est dit fermé si son complémentaire [/: =
E~F eSSt onveTrhs ‘
11 résulte de 0’]— ques

Toute intersection d'ensembles fermés & un ensemble fer-
mé, L'ensemble [ est un ensemble fermé.

S e L

On voit de méme que si (J-/ est vérifié, toute réunion

d'ensembles fermés est un ensemble fermé et que si O-111 est véririé

l'ensemble vide est

g

Si toute
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fermé C}ﬁg a lieu, si l'ensemble vide est fermé (9~{57 a lieu.
Un ensemble A est dit connexe si, quels que soient

les deux ensembles fermés ffet;f;, tels quev/;'est contenu dans

leur réunion, leur intersection posséde au moins un point de/4

En vertu de cette définition, un espace topologigue éj 1

est dit connexe, si deux ensembles fermés guelcongues dont la réu=

nion couvre E: ont un élément commun,

Cette notion de connexion jouera plus tard un rdle
important,

On peut définir une topologie dans ZF en partant dl'une
famille 03 de parties de Zj et en considérant comme ensemble
ouvert toute réunion d'ensembles de 66 ainsi gue ll'ensemble vide.

La famille ﬁf/ dlensembles ainsi définis satisfait
évidemment & CQTZ—. Cette famille peut ne pas vérifier les axiomes

O-ff ot O-/f/ . Ta ramille (3 est dite base do 1a famille
d'ensembles ouverts gqu'on vient de définir, ou encore base de la

topologie ainsi définie.

La topologie dont d3 est la base, est évidemment 1a

topologie la plus Taible admettant tous les ensembles de la famille
CE? comme ensembles ouverts, : !

11 mous arrivera souvent, éventuellemsnt sans le mention
ner explicitement, de faire état de la remgrque suivantes

Si on féfinit dans E. deux topologies de bases res-
pectives <Z§ et 6@3/ ~ si-les4ensembles de ces deux familles sont
ouverts dans chacune des topologies ainsi définies, les deux topo-

logies sont identigues, c'est-d-dire qgue les familles d'ensembles

ouverts dans les deux topologies sont composées des m8mes ensembles, |

11 résulte immédiatement de la relation
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gue dans la topologie dont ﬁ est 1a base, les ensembles fermés !
sont ceux qul sont les intersections des ensembles complémentaires
aux ensembles appartenant a @ o
Considérons, par exemple, le cas ou E est un ensecmble or-

donné, On a vu (Ensembles 1/.351,) qutun tel ensemble jouit, par

I
(O

définition des propriétés suivantes: 11 existe une relation d'ordre

entre éléments X, d‘ﬁ de [’ gul se note ~1’<g (x plus petit q’aeg 5

ou $>x, g,plus grand gue o )/ cette relation satisfaisant aux

axiomes suivants:
A7 ad !_: - gd—f , une et une seule relation
a < {/ a = -5/ €< a
est vraie;

29y de 0~<6et é<€ résulte a < €,

(On écrit souvent «@ £ 6 pour désigner gulune des deux relationsa
lieu: a,<6ou a_ré).

On appelle intervalle ouvert (&4, ¢ ) llensemble de tous

les &léments X de E vérifiant les deux relations & 1la fois . x>a

X < g, On appelle intervalle fermé { a,d ] 1'ensemble de tous les

éléments X de E vérifiant les deux relations 4 la foiss XZ2& Zs§ 3

on appelle intervalle demi-ouvert: lé/. ¢ ) (fermé 3 gouche et ouvert

4 droite) 1llensemble de tous les &léments de [— vérifiant les deux

inégalités & la fols X 2&, X < § ; 1ltensemble de tous les &léments

<

vérifiant les deux inégalités o >a, < s'appelle intervalle demi-

ouvert (&, E 1 (ouvert & gauche et fermé i droite)

On appelle aussi intervalle ouvert (<—,a ) llensemble

des éléments vérifiant la relation X < a , intervalle ouvert (A, —>).

|

1'ensemble des éléments vérifiant la relation X a a s, intervalle
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demi-ouvert (~<— a] l'ensemble des éléments <X < a , intervalle

demi-ouvert [4, —> ) l'ensemble des éléments V> g o Llensemble

fondamental E lui-méme peut=-8tre considéré comme un intervalle
ouvert et notd (=<— —

Lilensemble E étant ordonné, on peut former une famille
dl'ensembles buverts 0/ en considérant la famille ﬁg de-tous les
intervalles ouverts définis dans [ s comme base de la famille
clest-a-dire en constituant 0/ par la réunion de tous les ensembles
faisant par’cié de @ (L'ensemble vide en fait d'ailleurs partie:
clest tout intervalle ouvert (4, £) on a> 6/

2 o

La famille 0/ ainsi formée satisfait, évidemment, 3 1!'axio-

8v]

me (92/ (comme d'ailleurs toute famille f formée 4 partir dlune
base donnée) et 0-[_// (car l'ensemble fondamental E est Jui-mBme,

tion, un ensemble ouvert : (<—,—->)' » llais om g =nssd g

|-

par défin
proposition suivantes

Proposition 1 o Ta famille d'ensembles ouverts 0/ admettant comme

base la famille de tous les intervalles ouverts satisfait & 0'_/_/

A etB étant deux ensembles appartenant 2 0/, on a ¢
= = — 7/

-—
ou _/_{\ et _/_/,, sont des intervalles ouverts; on a par conséguent

(voir Ensembles l ). - : . =
e Ja ) O (1.al)

et i1 suffit de démontrer que 1l'intersection de deux intervalles

]

ouverts est un intervalle ouvert,

-

5 - 3 ‘__/ ] ’ X
6wt (g d) T (a E o on voit que l'ensem-

po o) = p 7/
ble L: Z-“L, :(‘*/5) A C4 (f’) est composé de tous les

: 7
éléments X qui sont 2 1la fois plus grands que a et A et plus petits

/ - 7
gue get g : Si A désigne celui des éléments @& et & qui est plus
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. précéde s'applique & cet ensemble, Remarquons dlailleurs gque dans

grand que l'autre, et ;1'3 celui des éléments Zet 67 qgqui est plus
petit que l'autre, on a Z:(d/ﬁ}/ ce quil est un intervalle ouvert/' :
d'olt la conclusion cherchée, |
BExercice Démontrer que ‘si 1'on prend pour base la famille d'inter-
valles fermés, (9‘_/{—'_1'1’65‘5 pas satisfait,

S1 la base est la famille d'intervalles ouverts, les en=

sembles fermés sont ceux gui sont de la forme:
7 = {
N e O

En particulier, les intervalles fermés sont des ensembles

fermés,

1
L'ensemble des nombres rationnels, E s étant ordonné par

la convention /9/7< 7’/4 s 7’Z —pﬂ* est un entier positif, tout ce qui‘

le cas pr esent la famille JB s base de la famille d'ensembles ou-

verts est denomorable: en effet, la famille d'intervalles (&, &)

(g7>6§/est an correspondénce biunivogue avec les couples de nombres
rationnels tels gue le second nombre soit plus grand dque le premier,
l'ensemble de ces couples étant (comme l'ensemble de tous les couples
de nombres rationnels) dénombrable,

Introduisons, maintenant, une notation qui nous rendra
des services appréciables,

Considérons un ensemble composé de tous les nombres ration-

nels et de deux nouveaux éléments que nous désignerons par les Symbo=-

les ~e9,+ 0o, On ordonnera cet ensemble de la maniédre suivante: si
a et 6 sont des nombres rationnels on bosera comme dans l'ensem-
bl E des rationnels, K & <6 5 ol é & est positif; quel que soit le |

<5

nombre rationnel & on posera — oo <@, A <+o2 3 On posera, enfin,-eo<+po,




2

Tes axiomes des ensembles ordonnéds sont évidemment véri-

riés, Nous conviendrons d'écrire (—eo,a),[- 00, 4), [ o, als @ &)

[4, ) ,[cZ'j +1>o],[d/ #p°) , [a, 4»0_7 respectivement les ensembles sui- |

vants: tous les rationnels <& , tous les ratiommels L & et —vo,

tous les rationnels <& et @& , tous les ratiomnels < &, @ et -2o

tous les rationnels >&@ , tous les rationnels > e¢f+po , tous les ra-

tionnels >@2 et & , tous les rationnels aa/ & ef +00 ., On peut
définir une topologie dans cet ensemble é {clest ainsi que nous le
terons dorénavant) composé des rati onnels et des &léments -oo, OO,
en partant comme d 'une base de 1a///f amille (3 5 qui a servi de base
pour la topologie dans Z:i , en y ajoutant préalablement les Ensene=
blesda, + 09 [oo,a,)

Une topologie étant définie dans E par l1l'intermédiaire
de la famille J d'ensembles ouverts, nous introdulsons maintenant

la notion importante devoisinage.

Un ensemble V est ais voisinage d'un point [ , stil

contient au moins un ensemble ouvert contenant Gn dit, alors
5 >

aussi gue /6 est un point intérieur de V « Tout ensemble ouvert

est évidemment un voisinage de chacun de ses points.

La définition méme du point intérieur fournit la proposi-
tion suivante:

Proposition 2 . L'ensemble ” de tous les points intérieurs d'un

ensemble A est la réunion ae tous les ensembles ouveri‘s conuenus

— e e

/]
dans '4 3

Q est donec un ensemble ouvert et notamment le plus grand
ensemble ouvert contenu dans A .

Cet -ensemble sera appelé 1l'intérieur de l'ensemble /4
ne ULl est

Un point de A qui lumi-»n'est pas intérieur, est dit point

nao

T
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adhérent de /4 » L'ensemble de tous les points adhérents de A

est appelé adhérence de A -
Do

I1 résulte en particulier de la proposition 2 gue la condi-

tion nécessaire et suffisante pour qu'lun ensemble soit ouvert est

gue tous ses points lui soient intérieurs, ou encore qu'il coincide

avec son intérieur,

On voit aussi 1mmédiatement ques: Si (j'[l a lieu, tout poinb

/‘w intérieur 4 la fois & A et [B est aussi intérieur 4 ANDB

Exercice Démontrer gue réciproguement: si quels que soient les en-

sembles A et_B S bout point sintérieur & da Ffois 3 /4 et 2 B
S o i o @) T 2 >

est aussi intérieur & A/)_B,E la condition (j—_/[ est satisfaite.

Un point intériesur a [A est dit extérieur 3 /4 -

L'enseumble complémentaire de l'ensemble des points exté-

rieurs 2 A est dit support fermé de l'ensemble /4 e Nous le dési=-

gnerons par A o

Proposition 3, - Ie support fermé d'un ensemble est le plus petit

ensemble fermé le contenante.

Ie fait que A contient A et est fermé, résulte de sa dé-
finitions =51 F est un ensemble fermé quelcongue contenant /4/
1'ensemble [F est ouvert et est contenu dans (,4 , et dtaprés la

proposition 2, on voit que [F é (A clest-3-dire queACF,

/

I1 est évident que le support fermé d'un ensemble fermé

est 1'ensemble lui-mdme,
Proposition 4 o Si 0 =/ a lieus (A UB) =AU,

Ep effet, en posant G- A UB , l'ensemble fermé (

contenant ﬁf, contient A et par conséguent, d'aprés la proposi- |

—

tion 3, A 3 { contient aussi 73/donc C DA

e

—

O-4# est satisfait AUB est fermé, il contient C)/ s

-
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séguent C s dlon: G = /4 V4 B =

3

Exercice. Démontrer gue, guels que soient les ensembles /4 etB

= — S &_M'ox«, PR e
on = (ANB) D (ANB ) , mals que Flindzalisd (A NB)

>5’A~/)/§)‘ n'a pas lieu en général.

(O

on nécessaire et suffisante pour qulum

[to

Proposition 5 , La condit

—

point /o appartienne au support fermé A atun ensemble A s €8t que
74 1

tout ensemble ouvert L contenant o contienne au moins un point de

A .

En effet, pour qu'lun ensemble ouvert ne contienne aucun
point de ,4 s 1 font et 41 suffit, d'aprés la proposition 2 aulil

ne contienne cue des points extérieurs a A (points intérieurs 3
; <«
=

[A )s clest-2-dire qu'il ne contienne pas de points de A , dtofy]

12 conclusion cherchée.

—_—

Si /b appartient & A deux cas sont & distir guer: 1%~ tout

i3

enseumble ouvert contenant o contient un point de A distinct de 72

le point f sera dift point d'accumulation de A s 2= il existe

un ensemble ouvert contenant /aet ne contenant aucun point de /+
différent de P s le point ) appartientalors lui-méme 3 4 , et se-

ra dit point isolé de /4 o Li'ensemble des points dlaccumulation de
LT D

A est appelé ensemble dérivé de A et on le désigne souvent}g;
z % A/ |

A est la gsomme de llensemble des points isoléds de Aet de

: 2 o 2 A « 2 o o o . C3e 3 2 ‘
l'ensemble dérivé de A . D'aprés la définition, tout point isolé de

A est un point de 4 , on veut donc écrire: /j. = AUA"
Un ensemble fermé dont tous les points sont points dlaccu-
mulation/{c'est-é-dire un ensemble A tel que /f-—' A :/4// 3} est dit
ensemble parfait,

L'ensemble des points quil ne sont ni intérieurs ni exté-

rieurs & A est appelé frontiére de /* ., Cet ensemble est évidem-




Z/h/ ma«lé

A et dit par-| —

bout Lose, 7 | (7-g est vérifié, |
T > : > '
,%gflbu ,| Exercices Démontrer que si aucun ensemble ouvert n'est composé dlun

\

Z; e A 2 3 17 2 o s 2 e ° w2 °

& vovmeage \| geul &1lément et si C7“Z/ est vérifié, tout point intérieur d'un

dh Lo poisd) :

i @E COL Lt
[4/.//‘),0;.'_.[’,9&,4‘/
—\/

systéme de volsinages attaché 4 /? o I1 est évident que la famille -

= =
ment égal & llensemble A /) i(fA) : 11 est donc fermé si

Ao

. *
Démontrer qgutlen désignant par ég l'ensemble de tous les

ensemble guelcongue /Lest un point dlaccumulation de

*
entiers rationnels et en appelant ensemble ouvert dans éf tout en-
semble composé dlau moins deux éléments, ou 1'ensemble vide , O-/

ntest pas véririé (O- 1/ 1tétant) et que,dans ces mbmes conditiorns

é1ément admebe
de /4 ©

fermé pos=

toutes les parties finies A de E ayant plus d'un

tent des points intérieurs qul sont des points isolés

Démontrer gue tout ensemble A qui n'est pas

séde au moins un point dlaccumulsation,

Soit \} une famille de voisinages k; Glomitpoint - 22
11 est évident que tout ensemble f4 contenant un V;' guelcongue
est aussi un voisinage de /b s iilasfamilide des V& est telle

gue la réciproque a lieu, clest-s-dire gque tout voisindge de /}O
\i appartenant & L , la famille Z
{

sera dite systéme fondamental de voisinages attas

contient un voisinage

L 4

de voisinages - V¥

ché au point s on éncore lofsculsucune ambisuité nidst & craindre:
p 5 s % S

dtensembles ouverts contenant est un systéme de voisinages pours
o O / >

Par contre, 11 importe de remarquer que la famille de tous
les ensembles fermés contenant le point /)Jhe constitue pas, en gé=-
néral, un systéme fondamental de voisinages de P ., Autrement dit, i1

existe des espaces admettant des points joulssant de la propriét

D

suivantes 11 existe un ensemble ouvert contenant 7 et ne contenant

sucun ensemble Ffermé contensnt lui-méme un ensemble ouvert contenanty:
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1
Exempleo Ainsi 1l'espace composé de deux éléments 4, éoﬁ_ les en=-

sembles ouverts sont les suivants: gd;/ l'ensemble composé des élé-:i
ments a4, Z o l'ensemble vide est tel que la famille d'ensembles
fer:'raés‘-tflg/ constitue pas un systéme de voisinages pour &.
Exercice, HNMontrer que si la famille de tous les ensembles fermés
contenant un point /9"‘~,.-é’5nstitue un systéme fondamental pour ‘ P '
tout ensemble ouvert est une réunion dlensembles fermés,

La proposition suivante résulte de la définition du systé-

me de voisinages.

Proposition 6 - ©Si l'on a deux systémes de voisinages Vd et

W,z attaché au point Ps tout \4 contient un W/g et tout WE\'

|

i

contisnt un o Bn particulier, 1la condition nécessaire et suffi-
& d = 44

sante pour que la famille de voisinages V: de f» forme un systéme

fondamental pov.r/o est gque tout ensemble ouvert contenant /o contien=-

ne un v‘* °

Ainsi, en tenant compte de la proposition 2. on voit cue
3 : <1 £ i 9 < S

si & ehagque point P correspond un systéme de voisinages, la conditim

nécessaire et suffisante pour gu'un ensemble A soit ouvert est

guldld ne. contienne sucun peint /° sans contenir 1'un des voisinages

du systéme fondamental de P o

Exemples, Si J% est une famille de parties de E constituant 1la
base de la famille d'ensembles ouverts, la sous-famille dl'ensembles
de JB contenant chacun le point /;. constitue un systéme de voisina-
ges pour P , car tout ensemble ouvert contenant P est une réunion

diensembles de 4‘5 et doit contenir un des ensembles de 6@ contee=

i

nant /’3 .

—

En particulier, lorsque {:‘ est un ensemble ordonné, 1la

famille de tous les intervalles ouverts contenant un point /o est

un systéme de voisinages pour /0 ~




o 12 - i ;,/;

D!'aprés ce gqui nfecede lorsgu'on considére l'ensemble des

nombres rationnels, la famille d'intervalles ouverts contenant un

&1lément ol constitue un systédme de voisinages pour o . Mals on voit

mméd atement que la famille d'intervalles fermés (om demi-ouverts)

]"u

contenant oL cons’cltue également un systéme de voisinages pour L
A

: 1
De méme, dans la topologie définie d ans l'ensenble [: !

composé de tous les rationnels et des éléments — o2, + po, la famil

le de tous les intervalles ouverts (fermes, ou demi-ouverts) conte=

nant un rationnel ol est un systéme de voisinages pour &£ , ILa famil
| : le de tous les intervalles (4, -+ o] (ou [z ] ) ou QA |
est un nombre ratiomnel quelconque, constitue un systéme de voisi-

i nages pour le point + po 3 la famille de tous le s intervalles -va a)
g L I 5

[ou ‘{:oo,@j) est un systéme de voisinages pour —e°-
Lumafc,uo_n_s gue les points —oo, +pO 24D oartlenqenu, dans 1la
topologie de Ell au support fermé de l'ensemble composé de tous

les nombres rationnelse

Tout intervalle ouvert _/:(/3, &) contenant un nombre rationi

el o(, contient tous les intervalles ouverts de la forme ["(”7/.,/054,{) ‘
i

U Z;”N oanzf, :
L o /Lmﬁ/ suffisamment grand; il suffit pour cela gue }1>1/(0(-3)
q ; /

7 — - -
7> 1/ L) eor alozs oo <A 5 A+L L ¥ |, Ia famille d'in-
tervalles Vh (A)=(A—4, * * 4 ) constitue, par conséquent, un

systéme de voisinages pour o o On voit ainsi, dlaprés ce gque
nous avons dit plus haut, que pour gu'lun ensemble (2 de nombres ra-

: = = e e 4 2
tionnels soit ouvert (dans la topologie définie dans E )/ S

}")

faut et il suffit gu!2 chacun de ses éléments « corresponde un en-

tier N tel qu

®

- -4 J - =
Itintervalle (X #1/A+£) soit contenu dans _f¢
A ‘
i 3 Lo B 4 1
Remarguons, enfin, gue dans la topologie définie dans E i

1a famille (2 +~ o0) , ou 2 est un entier




=15 = /L

systéme de voisinages pour +¢0 3 et 1la famille [-OO, a) "est un syse
i ‘ téme de voisinages pour - oo,

f

i Exercices lMontrer que si 1l'on définit dans 1'ensemble de tous les
4 entiers rationnels comme ensemble ouvert toute réunion d'intervalles
ouverts (4,4) , A et 4 stant des ent1ersm et 1'ensemble vide,

la famille d'intervalles fermés contenant un point /.) ne constitue

pas un systéme fondamental de voisinages pour o .

Les derniers exemples de systémes de voisingges incitent 3

penser que d 'une maniére générale, lorsquton définit pour chagque

point p d'un ensemble fondamental E un systéme dlensembles conte-

nant P s gqulon appellera systeme attaché & /2 s on peut déllnir une {

topologie dans E de 1la maniére suivante: un ensemble iz sera dit

ouvert s!'il est de la Forme _[) = U \V(p V (P étant un

-

des ensembles du systéme attaché 2 /g o Lo Pamille / de ces ensem=
bles vérifie bien (J-/ , ainsi dtailleurs que (J=// .

LY

Supposons gulon ait attaché & chague point de E deux

systémes, celul des ensembles V(P} et celui des W{/P). ==
0 o ? < V// = s = (/
hvoit immédiatement que si chaque (/’} contient un (P) ona; si

ﬂ est un ensemble ouvert défini par les systémes V(/,b) e
| =LV > Uwipr > (2,
e
ot W p) C V[)o) Sz est ﬂonc aussi un ensemble ouvert dans 1la

topologie définie par les systémes W (p) =
S1 deux systémes V(P) et W(P) attachés 4 un point sont .
tels gue toukb V(_p) contienne un W{P) et ;F’écip roguement, les deux

systémes sont dits éculvalents,

On voit dl'aprés ce gui précéde que:

Ax

|
|
I
4 '
l

i 1'on attache A chague poin }o E deux systémes éguie
valents, V{p]/ W(p} s ¥es topologies définies respectivement par les

systémes v et W sont telles que tout ensemble ouvert dans ltune




U

1t'est dans l'aubre,

a

En général, un systéme VZQ)attaché 4 un point ﬁ)ﬂﬁ conse

titue pas un systéme fondamental de voisinages dans la topologie dé=-

finie par les systémes VY attachés 3 tous les points, Mais il est
encore évident, dlaprés ce quil précéde que si ceci a lieu, et si
tout ensemble ouvert dans la topologie définie par les systémes V

i ° oy 2 e ° o o V/)
1'est aussi dans celle définie par les systemes s oub eV iP
contient un VV(ﬁ) ° On voit ainsi que:

: < 7 : :
Si les deux systemes VQ%L}&QP) constituent pour chague

point [> des systémes #ondamentaux de voisinages, et si tout ensem-

ble ouvert dans la topologie définie par les bremlers systémes l'est

- dans celle définie par Ta seconde eu r601pfo~uememn, les s3 ystémes

V/p) ZE bVéb] somb, en chague point équivalents,

I1 n'est pas difficile dl'indiquer une condition gue doi=-
° ° / ) » o
vent vérifier les V’P attachés aux points de vour gue, dans la
L _ L L JUS ,

par ces systémes, chague systéme /p), attaché a
3 < (7,

o
Al
As

)

@

topologie dérfi
un point constitue un systéme fondamental de voisinagei.
Voici la condition en guestions

Pour gque la topologie dans E-/ définie par les systémes

Y(») attachés i chaque point Jo de [: , Soit telle gque chague

systéme  V[p) soit un systéme fondamental pour P 5 11 faut ot il

suffit qu'a tout VYh) du systéme attaché 4 p on puisse faire cor-

respondre un \//9 du meme svsteme tel que \Qk}oontvenne au moins un

voisinage VM/} du systéme attaBhé 4 chacun des points g9 de \/prj‘

Ia condition est évidemment nécessaire, car si §) est
un ensemble ouvert contenu dans \/(R) et contenant p tout ensemble
- ey £

du systeme contenu dans ‘Z et contenant /b est bien un »/(k]

de 1'énoncée

|
|
é




o
N

La condition est aussi suffisante. ZEcrivons, en effetb,

=0 VPV, (p) Viip)=VIE) V()N E)=VE). p 761/@/

/

i

o VQ’[&)/ V, () les ensembles tels que V& (2 )

appartienne au systéme attaché 3 f:” et X qu'!s chacun de ses points

| f; corresponde un ensemble \(,’ (@J du systéme attaché 2 /?, ret, en g

(@Y

procédant par récurrence, désignons par \4;[//2)/ Yy ¢ ]

| les ensembles qul appartiennent respectivement aux voisinages de

A & \// //:;‘) \éﬁ@ﬂj appartienne 4 Ve [;/ - |

s et et ‘qui soient tels gue, cuel gue soit le Doint
| /;’1_ /:;-H e = = 2 gf/

L'ensemble

| | .Wf:/é)u(g/, Ve (8, Vi), o é_%,,,@z;;/

; /’éV(@/ /4 o
A A <.
: H P, ot
2 /57 2 5 VI (/]/ )
est evidemment un ensewmble ouvert contenu dans V'P Chaaue V/O
: L 4 { /

est done un voisinage de P ; st le systéme lui-méme est alors évidem-

ment un systéme fondamental attaché 2 /0 =

9 Fonctions coptlnues.

D 0 o o o e S B B e G SE GUT G G

fAV]

La notion de fonction continue est une des plus importan=

tes de l'analyse. Ce sont les fonctions qul réalisent une certai-

ne correspondance, gque nous définirons dmans un instant, entre 1a
topologie de l'espace ol 1la fonction est définie, dtune part, et

celle de l'espace ou elle prend ses valeurs, dlautre parte Ia dé-

finition d'une fonction continue constitue en ré3lité une relsation

entre la fonction et les voisinages (et par conséquent les ensem-

el est définie et

[t
D

(@}
a3

bles ouverts) des deux espaces: oMiam,, Z"

aRARE E ou elle prend ses valeurs; de sorte que deux de ces trois :;

notions étant définies, la troisidme 1lest éga lement° il nous arri-

vera, plus tard, de définir la topologie dans [ %herchant!
I
|

3 rendre continue une fonction (ou une famille de J.OIlCthl’lS) lorsque




—

4

—

7
la topologie dans E ou t est connuee.
Voici 1la définition d'une fonction continues

Soit f une fonction définie dans un espace topologigue

/
E et prenant ses valeurs dans un espace topologicue E .

o

Cette fonction est continue au point de si, 3 tout voisi-
oy ’

nage v/ du point /9’=710/,bj dans El correspond un voisinage V

du point p dans E tel gue .
flv) < V]

ce gulon peut encore ncrwe sous la forme suivantes -g

;”(W)V ' .

Ia fonction 1£est dite continue dans /: 31 elle 1test en toub

I

int de E e

7
» - /7 o 7 L -
on écrit ]g[ﬂ = , 81 ,&  appartenant a E - dquel

T1 résulte immédiatement de 1la définition de la continuité
que:s

Ia condition nécessaire et suffisante pour gque la fonction

ﬁ soit continue au point /3 » st que, quel gue soit le voisiﬁage
-~/
/ i ) :
|4 du point /7/= %@j, llensemble f'(V’/ soit un voi=-
sinage V e 2

o 2

La notion de la continuité est intimement 1iée & celle,
également importante, de la limite,
Soit f une fonction définie dans l'espace topologigue t

! :
et prenant des valeurs dans l'espace topologique E o On dit ogue

4

ﬂ admet, au point [0 , de 1'espace E une limite 4 , et

?%P ~7/
gue soit le voisinage \/ dx& dans t‘

s ll'ensemble 71? (VI}

J
contient tous les points d'm voi suaaﬁe V adu p01nu /'°

sauf peut-étre le point }9 1u.1-meme.. “'est—i-dife sis




e

/gam G

V- it < 0.

S 7 -
On peut encore dire gque admet en p une limite A s ool
: o v’ e 2 DA -
gue soit le voisinage de A& , il existe un voisinage de p
4
tel que f/V'{P}) c Y. o
: 2 e () 4 3 e o -
11 est évident que pour gque A soit une limite de ]—ﬂ en/o
A . o . e y .
11 faut et i1 suffit que /quel que soit le voisinage V d'un syste=
=1
, 5
: : /o .
me fondamental de 4’ dans [ on ait }‘g(\/”) D V-7/5

ot \/ est un certain voisinage de /2 ,

I1 résulte immédistement de cette définition et de celle de
g !

I

la continuité en un point la proposition suivante qui indicque la

liaison entre ces deux notions.

Al

a4 2

Proposgition 1 . Pour que la fonction z dé
L

inie dans l'espace _E

=+

soit continue au point /'3 de g 5 24 fiaub et 11 suffit gue ecektte

7 Do
fonction admette en /'3 une limite égale & A :%{//bj -

Exemple . ©Si,7 4 et é étant deux points donnés distincts, appar=

e A — T AT S S T OB et —~ — R

e O 3 o < f o °
On voit dlaprés cette  oposition que si % possede une lie=

a

mite au point cette limite étant égale & ] 1 suffit de
2t ; 5 (&} 5

!_ln

changemféventuellement la v aleur que prend /f en /57 »Sr—posant
3 / - e Em T Jo 2 - P y o
[/’j :9 s pour que cette fonction soit céntinue en f .,
En général, une fonction peut admettre, en un point

plusieurs limites, et ceci méme lorsqutelle est continue en ce pdnt,

tenant 2 E s la topolggie dans E est définie de sorte que tout

ensemble ouvert contenant Q. contient é, et réciproquement, la

fonction identique, clest-s-dire prenant au point ﬁ de f la va=-

leur /S, admet en chacun des points &, 6 deux limites qul sont et é.'.
L'utilité de la notion de la limite est singulidrement
diminuée lorsqulune fonction peut admettre en un point deux limites, |

Clest pourquoi il importe de connaltre les espaces F tels que si
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une fonction prend ses valeurs dans un tel espace, elle ne puisse
admettre qulune seule limite,
Pour avoir de tels espaces, nous introduirons 1'axiome
supplémentaire suivantsg
0~/; Qiels que soient les points distincts p g de F on
peut tfouver deux ensembles ouverts _Q JZ dans [~ sans poinkt

commun et tels que ﬁéjz 7éJZ {Axiome de Hdw)da#

Cet axiome peut encore 8tre 4noncé de la maniére suivantes

- Quels gue soient les deux points distinects P et 7 deg'_

-

t > il existe un voisinage ds /‘o et un voisinage de 7, sans point

commun ¢
Ta raison d'8tre de 1laxiome 0'/// est le théoréme suivant:

2 -« - ° o / P s
Théoréme T, Si la topologie dans E rifie l'axiome (7 ///

et si la topologle dans E est telle que deux voisinages quelcon-

gues de /a.éE admettent un point commun différent de /> s une fonec-

- T = - 7
tion }f définie dans Z‘“ et prenant ses valeurs dans f ne peut

admettre ey /:! gulune seule limite,

/

Lffectivement, sij ‘et 7 ‘sont deux limites de F oen /2 s on a,
en désignaﬁt par V, un voisinage guelcongue de/’;’et par V” un vodl.
sinage qﬁelconéué de ?I . |

f/v'n - f/v"/>v =355

ou V et V sont deux vo.Ls:Lnacfes de Comme

2

A=Fvivy= F) 0 V95 (=063 0V, 318 ) 9

; 7/{ e
on voit que 1l'ensemble A» n'est pas vide, donc \/ A1V non plus,

—_— : - 1
ce gui prouve, en vertu de 0’/__// cue /’, :f’ o

fle]

=

Le fait que le point /P ol une fonction ]‘g admet une limite, est tel}*

que deux de ses voisinages contiennent toujours un point commn dif- |
férent de /0 s Jjoue fréguemment un rdle important.Ceci tient 3 1la

proposition suivantes _—— el o




e
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Proposition 2 . Si la topologie dans E est telle gue deux voising|

ges guelcongues de P admettent un point commun différent de o 5 si

—

1=z fonction /{ s Géfinie dans 1l'espace Z— et prenant ses valeurs

’ o 3 ° 3 - 7
dans l'espace E s st telle qu'il existe un voisinage V ae =

dans Z: et un ensemble fermé £ dans YE/ tels que ']{/V—f/v}]' C_fi,
ot st L (1) = &% ona aeF
7=>p

En effet, quel que soit le voisinage l/, de @’ i1 existe un
voisinage V/ de p tel gue f((/,~zi/b})CV/, On a done f/(-‘j/”’/—zfp}]
<Vin F ; 1'ensemble (V, Nv) -g/‘bg n'étant pas vide, Ve | me

l'est pas non plus, ce gul prouve gue a=F

Exempleo, Une fonction définie dans un espace discret ef prenant des

~/
valeurs dans un espace admet en tout point ntimporte cguel
B 9 i 11D B

point: de /: comme limite, car, il suffit de prendre pour le voi-
sinage YV  ade p 1tensemble 7p{ pour avoir V-Jp%=(@,
.3@1‘,,‘_‘,) ot axewdu& : : > -

a conclusion de la proposition 2 n'est pas vérifide,

Dans le-s exemples que nous aurons A traiter, nous suppose=
rons, toujours, 0-—/}' vérifié, clest pourquoi il importe d'éta-

e

blir dés maintensnt la proposition suivante:

Proposition 3 , Si les axiomes 0'@ st (O I/  sont vériw

fiés, la condition nécessaire et suffisante pour gu'un point /°

soit un point dlaccumulation d'un ensemble A s €st que tout

volsinage de e contienne une infinité de points distincts de ,4\,

La condition est évidemment suffisante., Elle est aussi
nécessaire, car s'il y avait un voisinage v de /3 ne contenant
gu'un nombre fini de points distincts: 4, G A A S
différents de p , il suffirait de choisir des voisinages V,

de /9 ne contenant pas respectivement les points a-,, 42/

¢

—M B e oy = B S g

|
|
|
1

i
f

{
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ce qui serait possible en vertu de U-I/ , pour constater que 1'ine

tersection des voisinages \4 V,'/ v K’ est, en vertu de (9-[}

S2
un voisinage de/’:.v ne contenant aucun point de A 5 o 1o serait

% |

donc pas un point dlaccumulation- de A - f

I1 en résulte en particulier la proposition suivante:

Proposition 4 , Si On'[/ et U’—/E sont vérifiés, tout ensemble composé

d!'un nombre fini de points est fermé,

= A

En effet, soit A cet ensemble; comme (voir page ) A=A VA’
Ty = e A’ - :
ou /4 est le support fermé de /] et A  1'ensemble de ses points
: J
dlaccumulation, et comme/d‘aprés la proposition précédente/ A est
vide, on voit que A = A 2

Nous allons maintenant signaler une proposition donnant une
condition suffisante pour que () -/¥ ait lieu.

Proposition 5 & 31 tout ensemble composé d'un seul élément est

fermé, et si la famille de tous les ensembles fermés contenant un

—

point /@ constitue un systéme fondamental pour Pos J =1y est

vérifié °
e N et

Solent, en effet,ﬁf?u%points distincts Jofkpa da,nsz_[,
f@j’ dtant un ensemble fermé, ()=(74. est ouvert et contient T
Z { 2 | (‘i i3 5 iz 2
il existe donc un ensemble fermé /: contenu dans (] et contenant
- f” / . o A J 7 F : f
un ensemble ouvert /¢ . contenant 1lui-méme e Ltensemble €3k

o : ) L L /-\ ,
ouvert, contient 7 et n'a pas de point commun avec J/ o Lla pro=

position est ainsi démontrée, : ’

On peut, enfin, indiquer une condition impliguant O "L‘I//
semblable & celle-ci et suffisante pour gque la famille dl!ensembles
fermés contenant un point constitue un systéme de voisinages pour ce

point, On aura ainsi donné deux conditions dont une est nécessgi=

-

re et l'autre suffisante pour que ce fait se produise.




oy s

Proposition 6 o Si, quels gue solent les deux ensembles /4' et_B
tels que A /) /3_;—'/4 B :O , 11 existe deux ensembles ouverts 7

| 7 7 A .
or T2 oS qu.e_(z contieme A et _(2 contienne ZB et tels que

——
[ = et si tout ensemble composé d'un seul clempnt est ;efme
s P

! 1s femille d'lensembles ¢efmes contenant un 001nt /o ooastv tue un

= |
|

systéme . voisinages - /J

; Soit Q un ensemble ouvert contenant /9 s €t posons F [Q

r
{
|
4 |

Ltégalit j/’} // ~0Deut sussi stécrire de deux manidres suivantes:
Z/f) /76 }/) F O - Il existe donc deux ensembles ouverts_(z )
tel e/_,e_{Z /:CJZ ﬂf“q’zsoo Par conséquent pe () < (2= FCCF ‘Jz |

S
ou F est un ensemble fermé, Notre proposition est ainsi démontrée.

T11 résulte des deux propositions qul précédent que :
Si, guels que soient les deux ensembles A et B tels que /4/)/33:/4/”3:0,
7
i1 existe deux ensembles ouverts §) et J¢ tels que {2 contienne /f— et

] / : :
§2. contienne B et tels gue 2N2=0 s T si tout ensemble composé

dtun seul élément est f’ermé, 0~/V a lieu.
‘ Exercices Mont rer Cefm)é?}-eé/’(;eme ntg-
liontrer que Gtout espdce contenant un nombre fini d'élé-

ments et vérifiant O -/ et 0’/__1/, est discret.

lMontrer que 1l'espace composé de deux éléments &, é et
, 2 ;
[ ot les ensembles ouverts sont les ensembless: { a}/ Z&j(/zbﬂj- et llen=

semble vide, @érifie o -// mais ne vérifie pas 0~IV et n'est pas

discret. ;
=

——

Montrer que si &"_/_/ et d—/_l./ ont lieu, (7”/_// a égale~

ment lieue.

] Reprenons maintenant la notion de la continuité; on voit

41

/ smmédiatement que le théoréme suivant, dit Théoréme des fonctions de
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o

fonctions, a lieus

} . Théoréme 1T, Soient / une fonction définie dans [ et prenant ses

/ ’
valeurs dans E et f une fonction définie dans £’ et prenant ses

77 7
valeurs dans A ShL est continue au point et 4 continue au
f_

point /= ﬁ[ﬁ;) 5 0 ~onct10n / ///[9/_1  définie dans /Z_ }

et prenant ses valew’*s dans [ est econtinue au point /0 ° ' |

| - S5i, en effetb, V? est un voisinage duolcoqque ée /5 /{(
e :
f (V”/ = \// est un voisinage de /5' > Has alors fﬂ[V’/ =y sera
i =7 = -
{ A7 )
aussi un voisinage de/o 3 or, on sait que ;"/V”/ =/[f(t/”“/=/4/ V

dtou, en vertu_}% de: 1a méme proposition 1 on voit quefj est continue

au point /3 s T1 résulte de ce théoréme que:

= : - : =
| Si 7 est une fonction continue dans prenant ses valeurs
’ ' e ;

~/ ] = >
dans £ et si /'/ est une fonctien continue définie dans [ - et pre-

v / ’!/ i /),7- .
nant ses valeurs dans f . 1a fonetion 7{}’/ :;'-L/Zij’”/]. définie
7

dans E et prenant ses valeurs dans est une fonction continue

| dans [: 5

Le théoréme suivant donne directement 1a relation qui existe

| entre les deux topologies définies respectivement dans les deux espa=

/
ces [: Siv E qui sont respectivement les espaces de définition et

celul de variation d'une fonction continue,

Théoréme IIL, Pour que la fonction A ///9) définie dans F et
5 7 7 5 2
prenant ses valeurs dans E soit continue dans 5o 11 -Faub et il

suffit que, quel gue soit 1tensemble ouvert !2 dans { {2 / }

soit un ensemble ouvert dans [' . » |

E=)

f
En eflet, si cette condition ést vérifide et si v est un |
7 . I
voisinage de //p) dans E 5 a5k existe un er\semolej’z ouvert ° |

=7

dans Z. 1cuefZ<V /QéJZ,CL« comue (2 = Zﬂ/c #(V/ on voit,

/ e
gne: o | V// contient un ensemble ouvert, contenant évidemment S
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%
|
|
!
|
|
i
i

i
{
i
{

|

1

P
| BE et suffisante pour que la foncti 7

»

i

donc cet ensemble est un voisinage d.e/b/et/’&/ est continue en vertu de

Lo . ) :
1a proposition 15 HReéciprogquement si ; est cont

€ tinue, quel que soit
Je =]
/ /£
ll'ensemble ouvert SZ dans [./ /4 :/L/iZ/ sera, un voisinage de
- o o , ) -
tout point 3 de A , car () ' est un voisinage de tout point ﬁ-/ffg/

lui appartenant; A est donc bien un ensemble ouvert

I1 en résulte immédiatement ques
) - i F I
531 i est oorwclnue dans guel gue s0it 1l'ensemble fermé /~
J = 4 —
de , l'ensemble ‘f(/[/ =L
lieun 70

i f est continue dans L

est fermé et réciproquement/ si ceci o

Tl suffit; cn effet, de remwarquer dgue % /[F/ CC4

pour 8&tre
ramené au théoréme précédent.

Mais 11 ne Fant pas croire que si /ff est continu_e/ guel -gue soit
2 F z/j /.4 -~ 2 :
ltensemble fermé [, £ (/- est fermé,

Exemple. Soit

IR

Z; un espace topologigue guelcongue et soit Z‘ l'eg=
pace composé de deux éléments A et f, oll les ensembles ouverts sont

2 / : /
les suivantse a g’ - et 1lensemble vide, Si /Z/ prend en tout

point de [ la valeur /4 , quel que soit l'ensemble /4 de f on a
ﬁ(//;j :7’6{ gui n'est pas T

2 rme, en particulier quel gue soit llen-

s_e'rfole fermé F de [ )

nlest pas fermé,
Exercices Démontrer que chacune des conditions svivantes est nécessai=-

1 i Y on ](_ définie dans [: et prenant des
valeurs dans t soit continues

e

‘ | jl/ 1}
1°) Quel que soit llensemble A de s On a, en posant C: (A

i %
Cc 2(A)
a, en conservant les notations de 1°,

O !
SL & 1vintérieur ae A

203 On et en désignant par

et par \3(’2 1tintérieur de C i

&F L, Cr/JZ’)
a, en conservant les not .t:.ons de 173 ésignant par j
/) -
S

3%) :On et en d

gs
/+, 1'adhérence de /A et par A 1'adhérence de
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ey

LUA

/‘ : i
xemple dlune fonction continue +,5611e gu'en conservant
‘~1 / :
- - 9 3
les notations de 1°4 llensemble ;"A ) contienne des points n'appar- |
tenant pas & (i ° .

Démontrer gue si la topologie dans [: esh

| L ) i o

/i nssmble vide et L. sont les seuls ensembles Ou=
| * =/
i H ~ -

;
verts) et si 1la topologie dans t‘ est la plus forte (toute partie

la plus faible véri- |

o

7
de Z? est un ensemble ouvert) les seules fo

] fonctions continues défi-
| nies dans [: et prenant leurs valeurs dans Zr/ sont les fonctions
prenant la méme valeur en tout point de [: °

e ;
Démontrer que si la topologie dans Z: est discrére, |

juelle gue
soit la topologie défin

- =
ie dans Z’ , toute fonction définie dans f:_
et prenant des valeurs dans 'E7 est continue,
Démontrer gue si o est un nombre rationnel fix les fonctions
ﬁ(x/:o‘c-i—z/ j@; —d X ,-définies suyr llenseuble : Ei des nombres
rationnels X et prenant leurs valeurs dans lenfme ensemble, sont
continues (la topologie da: Z:

dans

s Ao e— e ———
ez

est celle définie plus haut)e.

I

e
Deux espaces topologigues Z: et Z? sont dits topologigue= =

: ment ¢3omranphes (ou parfois, lorsgulaucune ambiguité n'est 3 craindre:
|

Aame’oma&/,&m’ OU C30sonphey tout court), si l'on peut établir une

correspondance biunivoque entre ces deux ensembles, telle,

gu'tda tout
ensemble ouvert dans un de

ces espaces corresponde un ensemble ouvert
dans l'autre.

On peut établir une LSOZW&@&%QE— topologigue entre deux en-

sembles par llintermédiaire des fonetions continues,.

i E - T = -
501eﬁgy%yeu§?gdeux fonctions, la premiere définie dans lf
/

/ - / i
et prenant ses valaurs dans ZT , la seconde définie dans Zf et
prenant ses valeurs dans Z: » 51 les deux fonct

=
sent une correspondance biunivogue entre Z: et

|-Jo
(@]
B
0
\~\\\‘
(0]
ct
S
ol
()
.
o)
l_.l
0
]
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: -1
tivement continues dans [ et Z’ 1la correspondance gqu'telles réa-

lisent est dite biunivogque et bicontinue. On peut énoncer le théo- |
réme suivant:

"\f'} o .
Théoréme IV, Soient‘{:],@/éet%@ﬁeux fonctions réalisant une correspon-
] =

(@]

] !
ance biunivogue entre les deux espaces !f: et [ o4 Pour gue ces

deux espaces soient topologiguement LJomOz/}IM s 11 faut et il suf=-

e = =

b giier ecbte correspono.ance soit bicontinuee.

3. suffiit ceen effe’;, de remarquer que guels..gue fsoient les
deux ensenbles Q et Jz/respectivement <,>u_ver’cs dans Z; et El s on;
~/ = - |
i 2(s9= 9(2) <& JE2) -fE2).
Pour étudier les propriétés de fonctions continues dans
guelgues espaces particﬁliérement importants il nous sera utile de
| derqonufer 1g proposz.tlon suivante:

. =
Proposition 7 o Si [ , définie dans Z et prenant des valeurs dans

/ . , _
f est continue, l'image, par ,Z ~d'un ensemble connexe est un en-

e
semble comnexe, cl'est-i2-dire que si A est comnnexe dans f;/[’ﬁ/ est

/
7/
connexe dans E .

—7

/
Soiént, en effet, 6 et /'2 “deuy ensembles fermés dont la

réu_nﬂ‘on contient l'ensemble /4 ]?(4) s les ensembles F 7{/,[/ et
/F} sont fermés dans [ et leur réunion contient A Fn,C‘

7 |

possede done un point de A , et llensemble Fﬂ/: )ﬂ[ﬁ/ﬁ }Fi/: /)

: /
contient un point commun de /f

§ 3 Différentes maniéres de former une topologis .

D Em S e e O e S e S D e D G G D BT GD e e G D ST G0 S G LD 10 W G el et s e e e Cem ows mme S S

Tout ce qui précéde montre que les fonctions continues éta-
blissent une correspondance entre les ensembles ouverts de deux espa-
ces topologigues . Elles permettent, d'une maniére générale, dltétu-~

dier les propriétés topologigues d'un espace lorsqulon connait celles

~ : » 2 ° ° ‘
d'un autre espace., On concoit gque ces procédés puissent &tre envisa- |




(0]}

és dans un sens inverse, et qu'il soit possible de définir une to-

—

poloaie dans un ensemble fondamental donné [' s en y définissant conl=

3

me famll'le // d'ensembles ouverts une famille contenant les ensembles

) :
fﬂtﬂ/ ou; est une fonction donnée, arbitraire définie dans et

prenant ses valeurs dans un espace topologigue donné [ o On pour=-

rait, également, chercher 3 rendre continues toutes les fonctions

“

C‘N
appartenant 2 une certaine famille JC s définies dans Z: et pre-

nant des valeurs, chacune, dans un espace topologigque correspondant,

(O

On pourrait, par exemple, opérer, en partant du principe général

£

inir une topologie 4 partir

dé

)

Qs

indigqué au ¢ 1, et gui consiste
d'une base 173 s convenablement choisgie .
' e - .
Voici ¥ procédé, fréguemment employé:

E— / 2 o 3
Soit J~ ume famille de fonctlons,ﬁ définies dans llen-

~—~

semble fondamental Z“ s Chacune de ces fonctions prenant ses va-
leurs dans l'espace topologigue correspondant [’\ s So0lk JB la

famille composée de tous les ensembles /(f f{ﬂ )ou \.Q_ est un en-
/ g
7

semble ouvert guelcongue dans [ > /- étant une fonction quelcon-

A
gue de <;Z S Définissons comme famille d'ensembles ouverts

dans la famille engendrée par la base ﬂ s ontrementi/dit, da
famille [ est composée de toutes les réunions dlensembles appar-
tenant 3 ﬁ o Dans cette topologie les ensembles fermés sont ceux

: ,
gui sont de la forme /N, [Zf ﬂ )] = 01‘1)[ est une fonection guel=-
— A —
- . :
conque de F/ , et ol QA est un ensemble ouvert guelcongue Qansz‘ ;
A

Remarquons encore que dans cette topologgie/ si VA //-o//' est
~/ (

+— (

un voilsinage de /b’: }Z[p/ dans E/\ / \/ / est un voisinage de /?
~ 554 TN

dans )

E1

()

st facile 4 voir qgue la topologie ainsi définie dans Z‘—




ol

g

g -
est la plus. faible rendant continues toutes les fonctioas;{ @i.dﬁ .

On voit, en effet, en vertu du théorédme III, que la condition néces-
e
salfe et suffisante pour que toutes les fonctions %’appartenant a2
soient continues, est que tous les ensembles de 53 soient ou=
verts dans Z:', donc aussi toutes les réunions de ces ensembles,
Exercice. Vontrer que si \7C ne contient gue des fonctions conse
tantes (clest-i-dire ne prenant gulune seule valeur, d'un espace

par le pro-

topologique quelcongue), la topologie définie dans
cédé ci-dessus est la plus faible,

7Oiéi une application importante de ce qui précéde:

Soit /1 un sous-ensemble de l'espace topologigue ZT ° ;

Désignons par ;ﬂ la fonction définie dans /4 et prenant en chagque

Gr
{~te
)
O
B

point AP la méme valeur ﬁ:comsidérée comme point de Z% -
cherche 4 établir une topologie dans /4 par le procédé précédent,
clest=d-dire de sorte 3 rendre ﬁ’ continue (cette topologie &tant

ouissant de cette propriété), on doit considérer

C 1o

1a plus faible

-1
comme ensemble ouvert dans /4 tout ensemble }%ﬁZ}oﬁ J2 est un
ensemble ouvert dans ZC » ainsi que toutes les réunions de tels

=
7
ensembles, Or, 11 est évident que 1'ensemble éﬂl} nlest autre que

1'ensemb1e.;Q/]A_ » Comme, atautre part, U/JZAO/U /UJZ YA JZ/A

ou sfz est encore un ensemble ouvert dans ZF' s On voit que, par ce
procédé, 1a famille de tous les ensembles ouverts dans /4 est celle
de tous les ensembles de la forme (¢ /] Aot §2 est un ensemble ouvert
guelconque dans [F °

/1 est appelée la topolo-

(J]
=
O
Dy
=
e
3
I..u
o)

La topolo

gie induite dans par celle de_é; o

I1 est évident que les ensembles fermds dans la topologie

induite dans /4 par celle de E sont ceux de la forme/)[/? ‘[\Q,}.‘/)AU




= o

ouﬁ 6st un ensemble ouvert guelcongue dans [ =

D»

Si la topologie dans f‘ vérifie les axiomes 0 «// et O- ///
la topologie induite dans A» pa eiliie " de E vérifie les mBmes

2X10MmMeSe
Ceci est évident pour O‘L/—/_: car Z‘/)/}:A, quant & ‘O'ﬂ,

2 - / ok
il suffit de remarguer gque sSi Q et._Q sont deux ensembles ouverts

dans E s0n-a- ¢t

NN NA)= N NA.

On dira qu'lune propriété guelcongue, relative a des

[O)Y

D>

x

o 2

ments, ou des sous=-ensembles de A‘ , est véPifiée par rapport 2

A’, {ou relativement & A) ¥ si elle 1l'est dans 1la topologie indui-
te dans /4 par celle de E . Si B est une partie de Z: L on' |

dira que B/}A est la trace de ~B ;‘gu’LA et on désignera cet

ensemble par ‘BA o

1a famille dlensembles ouverts par rapport & /]‘

|

Alns
est celle des traces dlensembles ouverts dans LL =

Proposi,tibn 1. Si 0“_[/ et O’Z_{/ sont vérifiés dans g y 12 condi-f

tion nécessaire et suffisanfe pour gue tout ensemble ouvert relative-

ment 2 A‘ le soit dans é[, est que A soit ouvert dans [ o

s - 7 ¢ : -
En effet, si SZ est un ensemble ouvert par rapport a ﬁ

—

A > 24 est Ao -Traee ﬂ/q d'un ensemble ouvert _52 dans ZL > OO
si A est ouvert dans f __Q_ ~\52/]4 1'est aussi, en vertu
de &”\/_Z. |
Dtlautre part, 0'1{7 étant vérifié dans /: , cet axiome
1test aussi dans /4 , et ce dernier ensemble est, par conség uent 5
ouvert par rapport 2 A/et comme /42 /44,11 est aussi ouvert
dans [‘ .

I1 est dlailleurs évident que si {) est ouvert dans [ et




‘ceux de la forme:s

\:;-\3

- 29 =

s 4) c A, D est aussi ouvert par rapport 3 /4 =
Les ensembles fermés par rapport 4 /4 sont caractérisés

par la proposition sulvantes

Propvosibion 2 ¢ Pour qu'lune partie B de A solt un ensemble

fermé par rapport 3 A > 11 faut et i1 suffih gue B soit la trace

= . ensemble fermé dans E 5

En effet, les ensembles fermés relativement 2 /4 sont

[ -0 A <D A O] YA E) Kiny)
ou les °QA .=

1 Sont respectivement des ensembles ouverts et
5 F - |
fermes dans [: s mais 4‘\ \©st anssi un ensemble Fferméidans = w |
, . |

diou la conclusion cherchée, ‘ : |

Proposition 3 o Pour que tout ensemble _B fermé par rapport 2 A

soit fermé dans il Pant et 41 sufPit que soit fermé
£ 4

dahs E s

La condition est suffisante, car dl'aprés la proposition

e, tout ensemble fermé par rapport 3 /4 est de la Torme

W)

‘w
12
T’
Iy
i
D

& st est fermé dans E - & l'est aussi &

A /

La condition est aussi nécessaire car /4 est fermé par

rapport & lui-méme,
Ce qui précéde permet facilement de distinguer les voisi-
nages, par rapport i A— s d'un point P de A 3 on voit immédiate- |

ment que si \/ est un voisinage d'un point de Aé s dans Z: s Sa |

trace \Q sur A est un voisinage de /b relativement a /4 .

La trace sur /Jr d'un systéme fondamental de voisinagces
o

~

d'un point P de /.} , dans Z‘

voisinages de F relativement
!

s forme un systéme fondamental de

5 8




/4

3

Si fest une fonction définie dans ZE et prenant ses va-

leurs dans

gnerons par )f Iz tlon définie dans A’ et égale en chgggg

point /.) de A 3 la valeur de f{ﬁ/ ° Les propositions suivantes

résultent immédistement de celle guil précéde:

LS

Proposition 4 . S1 la fonction f s, définie dans l'espace /E est

continue en un point /3 s, €t si le sous=-ensemble /4 de /!‘" contient

/3 s 1a fonction /i est con’clnue en p relativement 2 A .

-k 0 i, e ’
Proposition b o 81 /f, définie dans [ admet en b une limite A ,

e 7

valeur Q ~comme limite el iyemnt 5 A =

I1 est important, pour lés applications & venir, de géné-
raliser 1a notion de la limite lorsque, ou bien ll'ensemble, ou 1la

fonction est définie, ou bien celul oiu la fonction prend ses va=

- /
leurs ne coincidey pas avec les espaces respectifs [ et [ 5

Ainsi, soient A un sous-ensemble de 1'espace [ et /4

ez
un sous-cnsemble de l'espace E 5 et soient o un point appartenant
£
1L ShE pport fermé A de /4 ot @ un point appartenant au support

W

mé /7‘ de /4 Soit, enfin,-/fu_ne fonction définie dans A
et prenant ses valeurs dans /4 o Nous dirons encore que / admet

< Z - o 5 s o3 , o o
&L comme limite en o relativement & A et A si, quel que soit

le voisinage V de 4~ cmns [4 s 11 existe un voisinage v de [° dans

=
t tel gue V 2’/9_{ Cf . Lorsqu'il sera entendu que la fonc

7
tion ]Z est définie dans /1 et prend ses valeurs dans /4 il nous
arrivera, lorsque ceci ne prétera 2 aucune ambi ouite, de supprimer
p o o 3 ° 2 o o /
dans la définition qui précéde la phrase "relativement 2 /4 ot A ®

=z -

L7
,4 5 De mBme il nous arrivers

W

2
ou seulement la partie "4 A ou -

° - a v <
de dire "continue en/; 2u lieu de “continue en/; lativement 4 4 =£

3’341 est entendu que la fonction est définie dans ,4

o . aan

|

i

i

|
i
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Exercice Montrer gue si pé& A ot @e A 15 dérinition que

nous venons de donner coIncide avec celle donnée page ==

s La,proposition suilvante quil peut &tre souvent utilisde résulte immé-

diatement de 1z définition ci=dessus,

Proposition 6 » Si une fonetion f, définie dans 1l'ensemble /4

/
et prenant ses valeurs dans A s admety, en un point dlaccumla-~

tion P de A 5 N'appartenant pas & A 2 une limite d, la fonc=

tion Fdéfinie dans 1tensemble AUZ/»§ et égale 2 fen cha=-
7/

gue point de A et a & en/a, est continue en b,

Cette propos:Ltlon permet de prolonger une fonction défl=
nie dans un ensemble /’ en un point/D s ne lui appartenant pas,
mais appartenant 2 son support fermé, lorsque cette fonction
admet une limite en /b =

La notion de la topologise i:dduite nous permet de carace
tériser la connexion dlune partie /4 de [ s bar la proposition
svivante

3

Proposition 7 . ILa condition nécessaire et gsuffisante pour gu'fune

partie de E sost connexe est dque MA deux ensembles guel-

congues fermés relatlvement a A S Eekb dont 1= réunion est égale

8 A s contiennent vn point commun, ou, ce gul revient au méme,

o

gue l!espace /4 s avec la topologie induite sur lul par celle de

E , 801t connexe,

1 s
: /

sefibles fermés dans [: 5 /: et /E,/, tels que A C F/U’E///

/

on a aussi A= (FA

Jtensemble = /) E “ contient donc un point de A .

=7

UFA) , l'ensemble /) /"A étant non vides

st ainsi, quels que soient les deux en-“

R, ey = o ey

l|
|
i
1
{




— B D

La CODdlthﬂ est aussi ncceS° ive, car Ji A est connexe,
ouels gue soient les deux ensemoles fewmcs relativement 5_/4 - /; et
F tels que /A F(//— , on a, an posant /“,:’C/ /T:/C,Z ot
Af:/ ot £ sont fermds dans Z? - Gy et; i

7 7. £
existe un polint de /1 contenu dans /? /7 f’ donc aussi dans

i En combinant les propositions 3 et 7, on a le résultat
suivant:

Pour qu'un ensemble fermé /4 soit connexe, 11 faubt et il
sﬁffit que, quels que soient les deux ensembles fermés dont la réu=
nion est égaie a /& , 11s aient un point commun,

Exemples Soient l'esoace des nombres rationnels avec 1la toOpO=

*
logie défire plus haut et ég celui des entiers rationnels, Corme
i C 3
' 8 (?Z - 'ka
| /4 .z/ A ,

on voit gque tout ensemble composé d'un seul &lément

O
Q
Q
]
(6)]
<l
I-te
§

. _ 4 »
tue, dans la topologie induite dans par celle de- Un en=
S 2

semble ouvert, Toute partie de éf est donc un ensemble ouvert

£ i
par rapport 2 Cf » Avec cette topologie é; est un e space discrséte.

a2

I1 y a aussi lieu, pour les applications @& venir, d'indulre

sur llensemble Cj' composé de tous les entiers positifs et de 1181é=
A

[

]
ment + oo, la topologie définie su&’[T (voir page e
=\

Dans la topologie ainsi définie sur éf' , un ensemble gquel=-

conque composé d'un entier }osfﬁif est ouvert, de méme;l'ensemble

zal) 4 un entier donné

| composé de tous les entiers plus grands ( ou ég

et de 1%81ément + 02 ., La famille de ces dernlers ensembles conse

titue un systéme de voisinage pour + o e

| Exercices. [: &tant un ensemble ordonné muni de la topologie définie

\
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i
i
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alLel Cozens
sbe) base, la famille dl'intervalles ouverts, soitb _/ un

dans [ . Démontrer que dans la topologie induite dans

/ par celle de ﬁ , btout ensemble ouvert relativement a Z est
- i L = : ey
une réunion d'intervalles de ZL contenus dans _/ .  Suivant que /

est ouvert, demi-ouvert ou fermé, voir guels sont les intervalles /

de E dont 1la réunion donne un ensemble ouvert par rapport A L/ o

Démontrer que si la partie /4 de Flespace Z— o3t telle que

guel gue soit le point /6 de A , 11 existe un systéme de voisinages

de /» dans Z~ ne contenant gqu'un seul point de /4 , la topologie

r

induite sur /4 per ecclle de est discrédte, ILlexemple ci=dessus
[ 18

en est un cas particulie

Démontrer que si 1l'on considére deux topologies dans Z: s

une plus forte que ltautre, la topologie induite dans ,4 par la plus |

forte est plus forte gue la topologie indulte par la plus faible,

“emox}fcrer,d B / et\s¥ deyx voisi=

Nob oS
ont toy;;oors un

/ \

par ?app\qrt 3

s ~ o = i -
Si 1a topologie dans [ verifie 0 74 s la topologie ine-

A
duite dans /jf par cellse t jouit de la méme propriété.

Un autre procédé important de définition d'ume topologie

o 2

rigd de la maniére sulie-

S

dans un ensemble donné peut €bre oaract

@

désignant un indice variant dans un ensemble [7/ , 11eélcment /’3,
/f‘
variant dans un espace topologique tg s les valeurs /OJ' 7§, /Jr/

gue prennent ces fonctions variant dans [ s et 1ton cherche, dans

LE 1la topologie la plus forte rendant continues toutes les fone-

[/\.a
tions % de \/L Pour cela il faut et il suffit gulon considére

% N
/ N N\
: llfizé_&e;fcx*e\ S\ e\%.‘a




\K_'_»D !

~

comme ensemble ouvert dans Z‘ 5 tout ensemble \.{2 C [_L Eel

gulon ait pour tout _3’5-/" - ]{/Q/: jz - oﬁﬂ est un ensemble I/l
i

2

ouvert dans [ o 11 est é¥ident que ce procédé fournit bien une

topologie, car la famille d’ensemblesd/ ainsi définie contient

: |
l'ensemble vide et gue si les ensembles £2° , ot § varie dans un I
ensemble A s appartiennent tous 3 la fam‘ille,.Uﬁ 1ui appartient H

= = 1
aussi, en vertu de 1la formule V{({/ﬁg) = U ‘7”(52‘”} ; =

Dans cette topologie, toutes les f‘onctlons 7%/ sont contie- u

plus forte jouissant

o]

nues, par définition, et clest la topologie 1la

ge-cette mroprlate car si Q est un ensemble ouvert dans vne autre

topologle jouissant de cette propriété, on a pour chaque J: /f ( :ﬂ‘},t

La GOpOlOC°1e gue nous venons de définir dans E sera dite

£

topologie de L‘ déduite de celles des L -
D S

On voit, immédiatement, en vertu de la formule: g
- ’ A \ o
Y U2 pgD )= VD NS

ol Q,Yest ouvert dans f[ o l
gue si les topologies définies dans les espaces vérifient 1'axio=
= ey )/ \______________4

we O~

également., Si les topologies dans bs espaces Z‘ vérifient O- ///
J S e R S

—

3

la topologie de Z* déduite de celles des Z‘ le verlfve

la topologie de le vérifie égalemente
o

Signalons-la proposition suivante qui permet de reconnafe-
tre les ensembles fermés dans un espace dont la topologie a été

déduite de celles dlune famille dl'espacess

Proposition 8 . Soit ﬁla famille des fonctions %

i définies,

chacune, sur un espace topologigue [o, et prenant leurs valeurs

dans Z: ° Pour gulun ensemble F ae E soit fermé dans la topo=

o 2 o 3 'ﬁ o
logie ‘déduite de celles des espaces f par les. fonetions /i il
e - s

.. - ]




= =5
5 =,
faut et il suffit que pour chague & ¢ | 1tensemble /Zi[/:/ = I
soit fermé& dans £~ °
¥
Ceci résult mmedla tment de 'egall té:
__/ !
/
}?//:: [[} 729/(/#/ F o ]f /-/
fiee Z
On en eonelut Immédistement 1a proposition suivantes
Proposition Q . C?—_J/ étant vérifié dans chague espace y 3

pour gue chaque sous-ensemble de Z s composé d'un nombre fini 41é1é-
5

ments soit fermé dans la topologie déduite de celles des espaces

g
par les fonctions 11 faut et i1 suffit que, guel que soift 1'é-
5 A 2 =5 =

r ~1
’-1 3 ‘] i i :- ‘- 3 f ..Jéb -_ o
lément A de 2 s les eﬂsembles vf;[%&i]sO¢eﬁt fermes dans f:?

11 sutTib, en etietb, de'remar%per que sSi ne con=-

tient qu'un_nombre fini dtéléments, {34) est la réunion des en=-
sembles en nombre fini de la forme ;f[ng;F , ot A€A , done si 1a |
condition de 1!'énoncé est vérifiée, cet ensemble est fermé en vertu
de 67—47.et de la proposition précédente. On voit en vertu de la ﬁéme
prggosition, gue la condition est nécessaire, car Za(} dtant Fermé
f g{%f*] 1t'est aussi.
Pour simplifier le langage, nous nous bornerons a partir de
. o~
maintenant, au cas ou la famille 7 ne contient gu'lune seule fonce
tion f? s Topigidcs résultats gul sont établis ci-dessous sont en=
core valables dans le cas général d!un nombre quelcongue de fonc=-
tions, 4 condition dlarranger convenablement les énoncés au point
de vue du langage; les démonstrations restent également inchangées
dens le fond. Nous laissons gu lecteur le soin de s'en convaincre,.
Nous désignerons par Z? 1l'ensemble fondamental ou ;Z est
ik

r~
§

définie; elle prend ses valeurs dans t— o Si, quel que soit 11€61é-

~J =
ment A& de Z‘I , On pose f[gﬁ.}j s, on peut écrire [ = U £
4 G
ae ‘
. £ 3
o . P = 5 >”.J
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de sorte que les éléments de E s sont répartis en classes, chaque
classe comportant les é&éléments 01‘1}{ prend la méme valeur.
On peut encore dire gulon définit ainsi une relation

dféqguivalence entre éléments de f s €t gu'd chague classe d'élé=-
: 1

ments équivalents on falt correspondre la méme valesur G de ti °

On dit souvent, en déduisant 1la topologie de [_— de celle de E =
s,

par isYfonction s quton définit dans |- une topologie par le pro- |

cédé de 1'éguivalence. Cette expression est pBle correcte, il nous

arrivera néanmoins de l'employer lorsgulelle ne prétera & sucune

ambig ultb -

—_ e -
Soit (70 une fonction définie dans [‘ s prenant ses va-
7

leurs dans un espace topologique et constante sur Q s quel gue |

soit 4 de f - La fonetion 50 dépend uniquement de a, s cbllon

peut écrive Y/p) = FZZ[/O)] s on /’*(a-/ est une fonction
/

définie dans Z: et prenant ses valeurs dans [ °

Ces remarques vont nous permettre de comparer une topolo-

o

'i6 définie sur [E par 1l'éqguivalence, 2 celle qu'on peu’c\% efiniy

en cherchant la topologie la plus faible sur [[ rendant continues

~une certaine famille de fonctions prenant leurs valeurs dans des

espaces topologigques. On a ainsi la proposition suivante:

Propoaitient30 . Soig }Zp une fonction définie dans 1'espace topolo-

—

gigue [ s et prenant ses valeurs dans Z: o« ©»01t d'autre part }9
' 1

une fonction définie sur Z‘ prenant ses valeurs dans un espace to=-
7 i
pologique [ 3 continmae sur / et prenant des valeurs constantes
/ {25

g

1
) = - L £ °
dans chaque ensemble C&_, £/74 j/' Désignons par /~ 1la famille de

toutes les fonctions F définies dan Z et prenant leufs valeurs
LORLE =

r/]
dans Z qui vérifient la relation (;”[/3/ /E /fézb/]

-
Ia topologie 1la plus faible sur {/: gui rend continues toutes les

|
|
|
!
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C\-’
fonctions /E de f est plus

te de celle de Ei par z .

y

aible gue la topologie de Z: dédui-

e

Ta famille @ dl'ensembles qui sert de base pour la défini-

tion de 1a pre cmidre de ces tooolomles est composée de tous les en- |
e 18

embles A' dans /_‘ tels que /4 /:/Q/ ol /_ est une fonction quel-§

: - |

congue de ?et ou 52 est un ensemble ouvert guelcongue dans f‘ o

Or, on peut ﬁcr_u:’e'

7(4)- f[/ /JZ/] v(2) -2,

llensemble 521 étant ouvert dans A ,- du fait que V est continue
’ IL - ¢ B ' A L 2 e o e
dans « GLlensenbie est donec, par définition, un ensemble
1 5 = s
ouvert dans la topologie de /: déduite de celle de Z‘i - parjzﬂ :

<

& famille des ensembles ouverts dans cette derniére topo

logie contient done la famille Jg , donc tous les ensembles ouverts

formés A& vartir de cette base.

@)

Yoicl min corollair immédiat de cette proposition:

=

Soit une fonction dé

S/
prenant ses valeurs dans llespace. topologigue et constante sur
= ERsE e T e &z .

oS 7 = P z Mﬁho&o&_ Fand /bma {;‘
e 0 (’a:f/zfﬁf]ﬁbf 55%/astinio sur [/, , ot msde ses

20

valsurs sur / pour gue la fonction FO@.L inie dans Z: , prenant ses
Rl e = = —  ———

=

7 =
valeurs qans [, ot telle ave 1= Al 001t conbimme dans /- ,f

o la topologie est déduite de celle de [E s par 1o fonctbion 5 il

I R —_—

fantiek i1 suffit gue (/ soit. eontinue sur L[ .
1

Nous sommes maintenant en mesure d'indiquer une condition

nécessaire et une autre condition suffisante pour gulune topologie

déduite par 1l'égquivalence vérif (9 ///

<

Proposition 11 . Si dans la topologie de f s, déduite de celle de

s noe » - ‘0 »
[ 5> ba }L 0 // etﬁ#/ sont vérifiés, l'ensemble C, est ferme

dans f , guel gue soit ‘r




: )
o ’

En effet, dlaprés 1a proposition 4, tout ensemble composé
d'un nombre fini d'é1éments de Z: est fermé, il résulte alors de

la proposition 9 que (, est fermé.

Proposition 12 Si, quels que soient les &lé&ments distinets
o(/ //3, de é s Oon peut déterminer une fonction Vcontinue dans

z =
Z~ s brenant ses valeurs dans un espace topologigue ZL gui véri-

fie e - §~/17 5 0-/y s constante sur chaquebensemble fq' et

brenant des valeurs distinctes sur () et 8 s la topologle de L[

déduite de celle de /_E par 1/) v"ir"ie 0 /#

&

En effet, il existe, en verbtu de la rem rgue faite plus

—

haut, une fonction F continue dans ZL s DPrenant ses valeurs

dans [/ et telle gue V[/ﬂ} F//?&b‘z/ . s1i 1t'on nose /"(0{/ /b F/ﬂj._

2

i1 existe, du-fait aque 7% topologie dans Z’ vérifie (J- /ijoes engems
blesQ’ Sk J_ZU ouverts dans E s Sans point commun et tels qu_e
: =, ~ =/ :

/J/é ﬂf f/z-‘fz// s les ensembles /D(Q'Z /f{}?"“sont donc des ensembles
ouverts dans /: s Sans point commun et contenant respeotivement L
cr (5 » La topologie dans [ vérifie done bien O-L?

I1 est utile, enfin, de signaler 1a proposition suivante
qui résulte d'ailleurs immédiatement de 1la proposition 7 du § 2:

Proposition 13 Si l'espace //:,1 est connexe et si l'on déduit

sur Ll: 1a topologie de L[i s bar 1l'intermédiaire de 1a Ffonction ]Z

ll'ensemble des valeurs gue prend /ﬁst connexe dans [ o

Si, en particulier, /{ prend toutes les valeurs de [L . est

connexe.

ot

Exereiceces,  Soit E un ensemble topologique, fune fonetion
/ /
définie dans [: et prenant ses valeurs dans E SErSSTents A Un en-

4
semble ouvert dans [ » Ou l'on définit la topologie déduite de




-1
o 1 2 3 o 1 ° ’
celle de E , par llintermédiaire de % . Soit 7’{(/4/
soit f 1a fonction définie dans /_‘. et prenant en chague point

p & A la valeur /0 /:]E(p} .. bémonbtrer gune des deux topologies:

7
la topologie induite sur A’ par: celle de E et la topologie de
7
A dsauite de

1a topologie induite sur A par celle de Z: s Par
ltintermédiaire de &0 , sont isomorphes.
/4 étant une partie dl'un ensemble topologigue [ s S0 S com—-,‘
me 2 la page / ?ﬂ la fonction définie dans A et prenant
en chague point /) 1la méme valeur /f , considérée comme point
de E + liontrer gue dans 1la topologie de E déduite, par 1ltin-
termédiaire de >0 s de la topologie induite sur A 'par la topo=
logie du départ dans E s les ensembles ouver’csﬂ/ sont de la
forme Q L/_B/ oﬁ.ﬂ est un ensemble ouvert dans la topologie du
Sépart de E— = - B . b 02 est vide.

Soient E et E deux ensembles fondamentaux et soient

—

J .
/’-7 Ap) et /9 040,/ définies dans E et E s brenant respective=-
/

ment les waleurs dans et |~ et réalisant une cofrespondance
= ai
biuvnivogue entre £ et o - Démontrer que si 1la topologie dans

7 ;
E est la topologie déduite de celle de E par intermédiaire de

f s la topologie de E est la topologie déduite dé celle de
/
E par 1'intermédiaire de } .

Nous allons maintenant donner un exemple de la définition

dtune topologie par équivalence. Nous y reviendrons, plus tard,
lorsqu'on aura défini l'ensemble des nombres réels, et llexemple
actuel, convemablement élargi ,acquerra toute son importance,
Eiétant l'ensemble de nombres rationnels, considérons com=
me éguivalents deux nombres rationnels 3’,% tels gue L -'J est

un entier rationnel, ce quton écrit L — ;{, (mod. 4 ), ou

encore L= 4 (j_), en lisant L est congru g_é._c"{,modulo L.




Par conséquent, on peut dire qu'on partage éous les nombres ratione=
nels en classes, f;elles que si Xappartient 3 une de_"ce’éfclasses,
celle=-ci est composée de tous les nombres rationnels gqui sont
congrus a 2 modulo ’_L, sans en contenir d'lautres,
I1 y a, évidemment, correspondance biunivogue entre llen-

emble de ces classes et tous les nombres rationnels compris dans
1tintervalle [0 l) o GCe partage en classes est réalisé en dési=-
gnant par 1’2(&/ la fonction définie dans llensemble des rationnels
et ézale au nombre rationnel ¥ compris dans [(9 [) et/ccngru zmodulod.
Chaque classe Q{ n'est donc autre que llensemble 72”[2/&(5] oL
étant rationnel et variant dans 1'intervalle [0 // 1tensemble de
ces nombres que nous désignerons par 6 s S'appelle llensemble
des nombres rationnels modulo 4 . Sur 6 on définirs 1a to=
pologie déduite de celle de 1'espace des rationnels El 5..Dar ls
fonc’éion ‘ﬁ. gulon vient de définir, On peut encore dire guton
définit sur (= 1la topologie en partant de celle de [_: par équivae
lence, en considérant comme éguivalents deux nombres rationnels con-
grus un a l'autre modulo i °

Si 50(1—) est une fonction définie sur Z‘: telle gue

]

f[zf//?:ﬂ/y, guel gue soit & de L—— s, on a par récurrence, Y()*g- 8
:?ﬁ/lfk/x)quel que soit. llentier positif /2 , et en changeant X
en X —n , Plx h) P(X)s  hutrement dit, on a f(x) }ﬂéy,j cha= |

gue fois que d =% (1) o De méme, en écrivant X = $(&) (A congru & 5
)

duL modulo @ chague fois que X- ¢ =ha, ol & est un entier po=-
sitif, négatif ou nul, et ol a est un nombre rationnel, on ¥oit gue

- < Z ? e Zaes &
sl /(a+a) = f(») pour chague rationnel, on a ¥(x) = ?ﬂéc‘//’ s cha=|8

que fois que X = ?(_a) » Une telle fonction e st dite périodigue de

période &L . D'aprés ce que nous avons vu plus haut (page Ysoil

y a correspondance biunivoque entre les fonctions continues sur (




]

S
l_l

i
oS
o9

et les fonctions continues périodigues de période 4 o

Remarquons encore gue si A est un ensemble ouvert dans

4}

1z topologie définie sur é} ltensemble ouvert (/7 qui luil cor-

respond sur Z? s, 4 savoir f /34.) s €35 une réunion dlinter=

valles ouvertséz;g) s mais i1 est évident que si 1'intervalle
cx SLJ appartient a o s 1'intervalle (Z‘l‘lL/;[-I-IL)

lui appartient aussi, quel gue soit l'entier 72 et, par suilt

1’ensemble_f2 : (,/(1+%;HQ appartient & C) . () est donc 1la

n
réunion des ensembles de la TOfme—Jj12L3 s OuLxek ?_sont ration=
nels, Réciproguement toute réunion d'ensembles \j;:kq est ouvert
7
dans ;j/ et 11 est évident gu'il lul correspond un ensemble OU=
vert dans la topologie définie sur C?‘ . ﬁ

11 y a, par conséquent, correspondance biunivogque entre

les ensembles ouverts dans et les réunion dfensemblesﬁfz
7

1
sSur E

l!espace C; est connexe.

Remarguons, enfin, qu'en vertu de la proposition 13,

Nous venons d'étudier deux méthodes générales permettant

es
de définir une topologie dans un ensemble Z: en partant de celles
définies sur une famille d'espaces,
Nous allons maintenant indigquer une troisiéme méthode,
ndn moins importante, et gui consiste & définir une topologie
sur un ensemble qui est le prodult direct dlespaces topologigues.
Désignons par Z;y~’ un espace topologique correspondant
1tindice )Y , cet indice prenant toutes les valeurs d'un cer=

tain ensemble [— L ESicaty Z; le produit direct des ensembles z;,:
Z? - éfir , clest-A-dire l'ensemble des 8léments A dont




' gidérons la famille 68 de tous les produits directs / L[Z(f

chacun eot un ensemble formé en prenant un element dans chaque
= i'a 7o)
- » On peut encore écrire b 7 } o / est
¥ L /I~ Jd a7 r
un élément de Ed’ s oLty o aucu_ne ambiguité 4 craindre,
18 éeri tte mbme égalité sous la for =P 5
nous écrirons cette méme égalité sous la forme Iy) s ©

nous dirons que /’;, est la § -idme coordonnée de /> o

Si [ est un ensemble dénombrable dont les éléments

ont @7/3; _.92

o Z

)}

s e

.5 Ovc L/o'm,‘ , avec des éléments )7/

JZL/ .. .J, s On notera aussi /0’:-(/37/6% - 5 ) ou
: _ ‘ 5 %,
respectivement P = u\_/ 2 ) o
- a; rE s
Si .A C Z‘ le *oroduit direct A :a, ] A( est
&f
lt'ensemble de tous 'i@s elcr ents /o de /_F te que /’Oa’) ou

/3/ est un élément guelcongue de AJ’ 5

Soit SZ un ensemble ouvert guelconque dans [/ S ©C con
La topologie gue nous définirons dans Z— est celle gui a comme
base 1la famille 03 - Pour abréger, nous appdlerons cette O

—

pologie, topologie prodult des topologlies de /j , et llensem=

e mini de cette topologie, espace prodult des espaces f ff
3 (= 3 d’ -

Désignons par }ﬁ 1a fonction définie dans 1le proe

duit /— des espaces et prenant en chadque point 2= 1a Vo=
S d/ £

leur A de sa A -iéme coordonnée., On a la proposition suivante:

Proposition 14 . Si la topologle de chague espace E vérifie
on = Y- i

O_// toutes les fonctions %\ sont continues dans l'es=- (f

@)
o
Q
@
FO [
QJ

uilt des espaces t °
7 ~
On a, en ef et, si J2 désigne un ensemble ouvert dansf o

¥0) = TTA, =B |

Fe i

|-e

ol A;f.’\.? , et OuA t sAsd t A s

sont ouverts (c’est-a-dlr’e 53 O"J// est vérifié pour ces espaces),

donc les ensembles E
: ¥




NI, |

i
I

e

Signalons gue si 0“[[/ n'est pas vérifié dans les topo=-
logies des Eb’ » les fonetions (F) ne sont pas, en général,

continues dans =y

Exercice. lontrer gue si L‘ZEXE > ol Ei s €st lt'ensemble
1

composé de deux éléments A et & s et ol les seuls .ensembles

ouverts sont ll'ensemble vide et l'ensemble {Q§ composé du seul

¢lément @ , la fonction définied ans [‘ et égale, en chaque

T
oint, & sa premidére coordonnée nlest pas continue.
3 A

Indigquons une autre proposition liant entre elles les

topologies définies dans les espaces Z‘r et la topologie produit
dans E,,
Soi E s, un sous-ensemble de r et posons F: = /7

- 0 . ) =
Désignons par E l'ensemble des points 2’) de E s tels qgue
chague cordonnée f’\ s lorsqgue ,\ & Q prend la valeur fixe d)

@ 7/
1la coordonnde Fa’ » lorsque ¥ €/, , prenant des valeurs quel-
congues dans E{ °

' /
Proposition i15 . La topologie induite sur E par-ceildo de A=

topologie produit de E = /_TE

; el = ‘
pologie produit de l'espace 7 ] bY .

: J r
Llensemble E nlest autre que / ] Erx} iia?f§ //

Jg€l, yer,
tout ensemble ouvert dans la topologie induite sur I per celle
S =

de Eiz est une réunion dlensembles / ]ermag} A oﬁﬂf est
JEI; JET, —
ouvert dans EX « La correspondance établie entre Z:— et WEX

-

&8st (;so'mog,/gég 4 la toe

est donc biunivogue et bicontinue.

— o

Si tous les espaces Z‘X vérifient 0-/// et si l'espace

k=h
(0]
I
X
-
]
W
cr
O
o]
O
]
O
R
|-te
(]
o
&
]
n

— -
produit £ des e spaces Z_f vérif




V.l m 7
est la plus faible vérifiant (/-// et

3

endant continues lf—=s f‘onc-

En effeb, 1o familie Ql d'ensembles ouverts dans la to-
pologie de Z: 5 da plus faible vérifiant O‘Z/ et r-endaﬁt continues
les fonctions %X , contient la famille @ composée de tous
lgs ensembles }0{ /\erj o0 Oef- , cton \Qa,
ouvert gquelcongue dans bf 5 ctde Foutes des
Z ‘fafﬂﬁ'on a edeermenu.'

Vel /\\ ﬁﬂ{(ﬂ{) = a/@z;fzr

La fam_lle )

est un ensewble

intersections

contient done la base gqui a servi pour

définir 1a topologie prodult dans [: s et aussi, par conséquent
la famille f dl'ensembles ouverts dans la topologile produit de E ol

Réciprogquement, en vertu de la proposition 14, 1a famille

/
foeconisoit 2 comnio [ ; les deux familles sont donc iden-

4
Hxerecice. Soit E

i 1l'espace de nombres rationnels gvec la topo=-
{

|logie qui y a &té définie,pere .
3

Z

i

l

(

|

Démontrer gue la topologie pro=-

définie dans llensemble des couples de nombres rationnels
= Z,_é‘i é‘i)

(espaoe Z: 5 X n'est pas la topologie la plus faible ren-

dant continue la fonction qui en chacue point /5 (7- 75

, 2 = :
i:{/’j: i?(,f;x ﬁx‘zh 2 f -y éZ_ %, cl /7 prend la valeur %y .
l

11 résulte facilemeht de 1a défi

nition méme des ensembles
ouverts dans un espace-produit gue:

S E est ll'espace produit des espaces ’copo}ogiques Eb, =
pour que V. soit un voisinage du point = (P,) de Z‘ <t 3 fant
et

|-te

1 suffit qu'd chaque ye
tel que \/)T—

En effeu, si v est un voisinage de: P , 11 contient un

ensemble ouvert {7 dans E + contenant /:: . Q étant, par défie

-

corresponde un voisinage \\/X de/?{




nition la réunion des ensembles de la Fforme 7‘ » 11 existe un
tel produit faisant partie de {2 et contenant /0 La réciproque
esvt aussi immédiate.

On voit donc que:

Pour gu'un ensemble [/ dans 1l'espace produit Z’: ; Ef‘;/

soit ov.vert, il faut et 1l suffit que, quel que soit le point /):(f:»‘

de ;‘:,Z s Oon puisse faire correspondre 4 chague ¢ un voisinage Vd’

de P, tel que /iV )y
*Qb__,_—-————-

On voit aussi immédistement que:

. S1 pour chague ¢ 1le point ,Pa, de t{ est tel gue deux voi-

sinages quelconques de P@, ont un point commun différent de 'P&’ -

/ 3 A‘H ° o
le point f-’ = {;D{J;‘ de {_‘ ‘2} /i_{ ,» ©st tel que deux voisinages
e e e e

guelcongues de A ont un point commun différent de AP .,

Nous sllons maintenant donner plusieurs propositions, tou-
tes trés simples, mais fort importantes, concérnant les fonctions

continues définies ou prenant des valeurs dans un espace-produit.

Dans toutes ces propositi f désigne l'espace // é/ ot les
¢ sont des espaces topolo gigues, la topologie dans /- &étant 1a
e

topologie~produit de celles ds Ly °

Proposition 16 - Siitous les espaces [‘;V vérifient &-ﬁ/ s 6t 81

2 e

est définie et continue dans un lz fonction /E définie
A 3

o

=
T

D>

dans ga}e en cliq._?que pc.;:in’c (/oafj a la valeur def__g_n /’AeE;
est continue dans i— ° '

Ceci résulte immédistement de la proposition 14 et du théo-

£it, en effet, dl'écrire:
2 5

-,

réme sur les fonctions de fonetionss il suf

2]

¢

Fi)= FIR G-

Proposition 17 . Supposons que tous le s espaces t&/, vérifient 0 ///

A
et soit une fonection défi nie/dez.ns l'espace E vérifiant - // et
] ; &




8

: —y ; A i
prenant des valeurs dans b; posons pour chague /Qéf //}’72%5
7 !

. : s < : -
Pour que fsow_t continue en un pOln'C/b de s 11 faut et i1 suf-

~

' e
it gue chague fonction f;, soit continue au point /b .

La condition est nécessaire, ce gu'on voit dlaprés le
théordme sur les fonctions de fonetion, la proposition 14 et 1'éga-
s % (/9/): ‘}%,Z]E(/‘D/ :j . GCette condition est aussi suffi-

i

sante, car, on peut écrire:

70, ) [ e 200

Dy

B

it

4

— )
4
ce gul prouve, en vertu de ()"'Z/ dans Z: s Que si chague Qa,est§
!— /}7'(2 ! \ 2 = o o ° - o
ouvert dans {:Y - JI14Ly ) 1'est également. On voilt ainsi, d'aprés

o o

1a définition dlensembles ouverts, que, gquel que soit l'ensemble
5 —1
< - — 7
R e, }

ouvertﬂ dans /: contenant ﬁ—ﬁ(j’//ﬁo%’est ouvert dans é’ et
contient /"3 .

Voici enfin une conséquence immédiate de la proposition 15. |
= > £ S = _1” < o ° ° Z S dl:(a Y
Proposition 18 , >0it 7 une fonction continue en un point el

= = 1 = =
de /“ « ooient // ot [;L deux ensembles, tels gue /, Uliz :/;/,//)/;:O/

et faisons correspondre 4 chague point de 1l'espace-produit /;
<L 2 r

#

. = : s
la valeur gue prend 7£ au point /3 :(/‘oa,’/; dont les coordonnées /ba,

sont telles que si X €/, /,;, =, o8 . Lo /93’, sont les

coordonnées de mBme indice de 7 o La fonetion ginsi définie est

continue au point dont les coordonnées dl!indices &/, sont les Q;, .

On sait, d'aprés la théorie des ensembles qu'une fonction
fdéfinie dans un ensemble produit /}ZZ‘)’ est parfois dite, bien que
cette locution ne soit pas tout a fait correcte, fonction des varig-

3 — :
bles (ou des coordonnées) /93, b= [_J,/ —— clest une fonction de

P
plusieurs variables. TLorsqgue X ne prend que des valeurs )7/ d;
o
7 on note .. parcfeis ;f /2 : ]}, OuU encore, lorsque
he o Jaak 3 1[37}/32/_“';1)9’/‘“//: 5 3
; re gue 4 valeurs: '}2 5 jan
J/'ﬂe pr nd J i # valeur J;‘i d‘;/ e rév‘ Lp)’)//ag/ ST /;l:j/




On exprimera, quelquefois, la propriété établie dans lg proposition |

: ’ : 4 2
HExemple. La fonction #(Z,o‘{,} . detinie dans Ileapace E ~-prodult
1

= 2 = (ru

2 fﬁ 7, %
lieu de noter respectivement #[(/3’,‘/ %/ ;“2'2 )], ﬁfé’;.-_.@;)]

7

0

18 (dtune manidre d'ailleurs aussi peu correcte),en disant nu'une

+
o

est, lorsqulon fixe guelgues-unes des variables, fonction continue,

|
f
fonction de plusieurs wvariables continue en un point /" (/93/) : !‘
en ce point, de l'ensemble des autres variables. |

La réciproque de 1la proposition 18 n'test pas vraie.
N

direct dont chaque facteur est l'espace E , composé des ration-
nels et des points —0"} +0° (gvec la topologie définie £ . ), égale sl
1 l'orsqﬁ.e y 2] o / et égale & O Jorsque X — } est conti-
nue aux points (+ove, +3), (=, —22) par rapport i chacune des varis-

bles, mais ne 1'est pas en ces points gu sens de la topologie-pro=- ;ij

Nous indiguerongs, plus loin, un autre exemple d'une fonece-
<L i $ i

tio:ﬁ. /{(f’ 2 / L/” E é/ continue de //9 , quelle que soit 1la
.

-3

»

valeur Tixe de £ d
/2

1
-uelle gue soit la valeur fixe de /2
sans gqu'lelle soit continue dans [ é.

Donnons maintenant un théoréme concernant les limites des

°

fonctions définies dans un espace-produit,

Théoréme I . Supposons gue pour chaque b/(a’éf—) le point P),oel'es-{

systéme fondamental. Posons f //E et Z ; / /4r avec

o : ;
f dtant induite par celle de Z: . Soit 7[ une fonction définie dans B

pace [)’ est tel .que deux voisinages quelcorwuues de ce point admet-

e

tent un point cormun différent de /° Supbosons gue tout point de |}

g/

l'espace f admet la famille d'ensembles fermés 1e contenant comme

;
|
|

Aa':[r S5 ) = /4 [-(g ot o(é‘f/‘ , la topologie dans

—

E étant la topologie-produit de celles des . la topologie darg

r 3




Lo o a

/7
E s Dbrenant ses valeurs dans E et admettant au point /b:(/;Zune
/
dimite 72

Si pour tomt X € t,;/ /fdposséde au point /bd: @;},//j;o&/

7/ = 1 . e : ) ° ) o -
/4}._-; 3‘/*/U~Me A (A) » cette fonction A () définie dans 6/

admet en /i/ d/comme limite.

2 / s §
En effet, guel que soit le voisinage fermé V de A (cleste-
Y o o A’ e o o / b“ o o
d=dire ensemble fermé qul est un voisinage de . &/, il existe un voi=-
y 4 )
sinage V de /0 dans E tel que fL/V“i’d})CV. contient

un ensemble ouvert de la forme ; /\[Z{y dont chague facteur Qri

o

% est un ensemble ouvert dans f;, contenant le point correspondant
si donc o(éﬂr', \/ contient 1'ensemble \/][ =/ /By , avec

| /- c

/3/\:{0(}/_ /33,:\(2/ 5 ¥ = )/ gul est un voisinage de /)ddans Zf .

£ (1~ 54) - i) < JV - 128) <V
Eo( 7

e
En vertu de la remargue fai t:\//devx voisinages cuelconques

On a donec?

o £ o
de /o dans E admettent un point commun différent de /~’ s on Yo it

-

t de la formule gue nous

donec, en vertu de la proposition 2 du § 2, e

2 o ' /
venons dlécrire que la valeur @A(L) est contenue dans V/ adas que

i & ﬁ«)’ . ce gui prouve la proposition.
Rappelons que si 1'on suppbse que flest en plus tel qgue
tout ensemble composé d'un seul point est fermé, 1a topologie de cet
espace vérifie &"f/,/, CL/est donc la seule limite de 7‘/ en /-3 et de

Q@L} en /3) .

Le théoréme précédent peut 8tre étendu, au cas ol 1l'on par-

tage les coordonnées de chague point ? = /%«)p(egen deux catégo-

' riegss celles dont les dndices f appartiennent 3 /; s, 6t celles

dont les indices appartiennent 2 [; (/7(//;’: E /:: O/




—
1 'esnace t de la proposition précédente Stant remplacé par 1'espace |

tlon }P admet’cant (pour chague A dont les coordonnées sont 043,

<N

f .')a(. — A :
Fel, ) une 1limite 7@/# PR Z:'/_ « dont les coordomndes sont o
7 .
3. g€l ef /,3/ 2¢ a’éfz. Les notations de 1'énoncéd sont quelgue peu

A

compliquées mais sa démonstration peut &tre calguée sur celle gulon

AV}
| o
o

vient de fa

us allons maintenant indiguer un exemple de 1a formation

d'un espace-produit, exemple gqui, comme celul de la page s S€r3
complété et acquerra toute son importance lors de 1l'introduction de

liensemble des nombres réels,

1 . |
Soib E l'ensemble des nombres rationnels, et désignons par |

n .
E le produit direct de 2L facteurs respectivement identiques 4
4 , .
1'ensemble . Blest 1lensemble des elcuments x:(cx,/zz/ . - & ou

chaque X est un nombre rationnel.
4
Si on donne & l'ensemble E la topologle définie page
: n s
on peut donner & E 1la topologie-prodult correspondante, clest-3- 8

dire gue la base de cette topologie s€@rpls famille diensembles{/
) = = 5

dont chacun est de la forme: 0 :ﬁ,xﬁz‘“’iﬁh les cnsemolesgl =2
1

étant ouverts dans E . GComme chague ensemble QZ ‘est la réunion d'ln- |

A4
tervalles ouverts dans E , on voit que Q est lui-mé8me la réunion
) / ] 7"} } - -

d'ensembles de L forme (&, Z,/X(dz}é;_/- _— X(@/ é,/ ol chaque (ﬁol 7
> i 7 I ‘
est un intervalle ouvert dans E o Ce produit direct de Arintervalles|g
4 h

de E sera appellé intervalle ouvert dans E (gquelques-uns des Q?/

ou tous/peuvent’étre le point — o™, quelgues-uns des ‘{/ oy tous,
[a.,4.1

sera appelé intervalle fermé dans F . 11 est évident, dlaprés la

peuvent &tre le point + po ). Ie produit l_a KJXLQ

H
)
}_.l
I
®
{0)]
0
o
i
[0}
3
&
0
o
o
,_b
®
@
0
o)
(o)
3}
H
o)
o]
5
cl

théorie générale, que les inte




Y
N

le point 4 :‘éd,/dz,...@,) forment pour ce point un systime fondamental
de voisinsges,

On peut de la mBme facon étudier l'espice—produit de /C
espaces identiques dont chacun est 1'ensembie Ei corh.posé de tous
les rationnels et des points — PO, « 0o mfuni‘ de la topologie défi-
nie /_,a;,e Pouriaveir 1a base de la fam niile d’ensemolus ouverts dans
cet espace=-produit, il suffit d'ajouter 4 la base qui dérfinit 1a to-
pologie dans E’ules produits /4, X/sz = An, ol un au moins
des facteurs est un intervalle de la forme[zooj &) ou (a, —+ DOJ/
les sutR@os étant des intervalles ouverts dans Ei Ces produits
constituent des intervalles ouverts da Eh'si chaque facteur est
de la forme (&, g} ot & et & sont des nombres rationnels, ou de 1la

forme (- D°/ a—)/ [; 22 a:)/ &{f/ M)/ (4/ =+ 90_7 s 11s constituent des

J-te

Ve
intervalles fermés dans E chague facteur est de 1la forme [_4 @]

ou [10% 61], '[4/001 o 1o famille d
; A

@

tous les intervalles ouverts

n . - :
(ou fermés) dans E contenant un point /° constitue encore un sys-

3 o

téme de voisinages de
¥l y o , entin  fAien dlindigue: s pour les applications &
£
venir, l'eszpace-produit de 71 facteurs, é dont chacun est 1l'espace

2 oa_

%
é‘. d'entiers, dans lequel a été défini 1a topolOgle induite

i S i
par celle de [ , 00 é'espace—produit de 7z facteurs, - é dont cha=ii
A i

cun est ll'espace é composé de tous les entiers positifs et du point

ca nsembl 7 & d1éléme = .
+ 00 . Chague ensemble composé d'éléments /o //}/ /;} e /Z) ol
des. 2 (=72 - n) sent dos entlews o5t um ensenble cuioi s
A4
5
éc ainsi que dans GC . GCe dernier espace admet encore comme

ensembles ouverts ceux de la forme /4,"/4,,""'/4,,, ol chaque facteur
est, ou bien un esnemble guelcongue dlentiers positifs, ou bien llen=

1.°

semble composé de tous ® s entiers supérieurs (ou égal) 3 un entier




1§

%
enfin, que tout voisinage du point J2 de é dont toutes les coor=-
, &

données sont o+ 22 contient un intervalle ouvert dans de 12

Do : 5 A
rorme (4, roo] ¥ (&, + —] = s (2insi
‘qutun intervalle fermé de la forme [g +D°]’<[f *00] "[é'/*wj)/
o1 les LQd (ainsi gue 1les fl') sont des entiers. Ta famille

donné et du point 4+ po . L'espace éf estzgi§g§§§. Remarguons,

de ces intervalles ouverts (ou fermés) constitue un systéme de voi-

-

'3

sinages pour 1le pOlnt /b de 65” dont toutes les coordomnées sont

r o
HExercice llontrer que la topologie induite sur l'ensemble-produit
de 72 facteurs dont chacun est l'ensemble de tous les entiers par
celle de 1l'espace Z‘ est isomorphe S 1o §o olo rie=produit de Cfﬁt

gulon vient de définir, Etablir le méme fgit lorsqulon envisages,

B

d'une part, ll'ensemble produit de 722 faeteurs dont chacun est com-

posé de tog§ les entiers et des points =09, Ffoost, dlaubre part,
n
llespace

$ 4 =~ Suites et 11m1ues.

1

e ‘
Dlapreés devgigﬁﬁaus avons vu dans la théorie des ensembles

L

2

on appelle suite d'éléments de tf une fonction U définie dans 1'en-

'

semble dlentiers naturels, (§ ; et prenant ses valeurs dans Z?

suif nous supposerons gue 1'ensemble [; ou la suite

e

Dans ce qu
prend ses valeurs est un espace topologique, et nous envisagerons
lt'ensemble Cf comme parbie de 1'espace dont les points sont les

nombres naturels et le point + oo , et ol on a défini la topologie
induite par celle de 1'espace de tous les rationnels et des poinks
F+ 0., Le point + po est alors un point dlaccumulation de llen-

emble Cf -

Désignons par 6(2n} la fonction définie dans l'ensemble




dans é , 4gale 3 U, en chaque point 72 et

traite de la précédente tend aussi vers &,

2 -
=

composé du seul élément 7T (entisr naturel) et égale

We

la valeur de

U en 1 . Nous 1! ap'oellerons 1o 77-iéme terme de la suite. Dési-
gnons par U, lément dex E est la valeur de szget par

{é(hf la suite. Nous dirons aussi que “,,, est un point de la sui-§

te.

On dit que 1la suite Ul tend vers une limite @A de [—
Ty e /4 9

et l'on écrit 4444_ // = A , S1 1a fonction U gul déPinit la suite

admet A comme limite au po:Ln"'c + 00, On dit aussi que {L(hj( converge
—_—

vers QA , ou, encore, gue 1les L, tendent vers Ad. On dit gqu'une su.ite;

est convergente si elle a une limite.

On woi &6, que =1 ém ¢, = 8 | 13 fonction é=ale définie

2 b po

([)\

zale & & en + po , est

continue gu point + O° , .

- . - . A . 7]
Comme dans la topologie de é tous les intervalles [m + 2/,

oll #est un entier naturel quelconque, constituent un systéme de VOlSl-—l
nages du point +0°2 , on voit que :
Pour que tz/m Hd, =& , il faut et il suffit que tout voi-
1 e

i —>po
sinage V de A dans f , contienne tous les éléments &, 3 par-
_ an

tir dYun cerGain rang, fclest-a~dire gue tous les l/n, appartiennent

5 V d2s que 2 7, ot 7Z est un certain entier

Exercices. lontrer que si une suite tend vers A , toute suite ex-

I\.!Ionteeﬁ/s suites Zf/%”f pr/),g/ ol P est un entier ten-
dant vers 0 .
en
I11/résu ]te, eniparticuliergue si 1e point A& de Z: possé-
de un voisinage réduit 4 ce seul point, la suite Z[l(}{/j; ne peut conver- (@
ger vers & que si, & partir d'un certain rang, tous les éléments 4,

sont ézaux & & ., Clest le cas de tous les points d'un espace dimcreh



I1 en est ainsi lorsque E estE A legpace é de tous des
entiers naturels avec la topologie induite par celle de l1'espace des

rationnels. On voit done gu'une suite d'entiers ne peut converger

gue s8i tous ses termes sont észaux 3 partur dlun certain rang.
<5 =y, RS (&)

I1 est aussi évident que:
Pour que Zcmb{ e ;21 ftaut et 31 suffif gue bont-voi~
b —>= : :
sinage d'un systéme fondamental de Q& contienne tous les M/«. g par-

tir dlun cerbain Pang,

our gulune suite ol _ de nombres rationnels conver-
] S~

l..h

Adins
e vers < il fapb ob 11 suffit que, quel gue soit Tlentiew 777 ¢
g s s
tous les °<,L s 2 partir d'un certain rang appartiennent 4 1'inter-

valle ( - A +m) ou, ce gui revient au méme, que 1'on ait pour

}77
72 suffisamment grand [, — A[ < ,;7“ :

~

I1 résulte du théoréme T § 2 que: Si 1'espace Z‘: vérifie .
T e e =

O“L/ s une suite prenant ses valeurs dans [: ne peut admettre

T
gulune limite,
En se rapportant 3 la définition de la page 5 Oon woib

- L 7 :
gue si des fFevmeside B cspife éb{hg prennent 1eu.:r's valeurs dans un
sous=-ensemble A de E ,=58 limite, si elle exigte, peub ne pas
appartenir a A , mais elle appartient certainement 4 son support-

fermé A 5

Signalons, maintenant la proposition suivante:

Proposition 3 , Soit A un sous-—ensem}ﬂ_@i@ E contenant toutes les

valeurs U, ds la suite fa _f ; bour que l'éqalité &m U, = &

R —> >0

?Jlutlvement 3 A s 11 fout et il suffit que cette égalité ait

lieu dans le sens de la topologie de f .
- —_——

{{ est 1la fonction définie dans 1'espace é, prenant




A fh% \9&4 %ihcébao'
rittormldes fonctions/eonbinves:

“«
soit €L vne fonction définie dans 1la partie é de (;: s et prenant

]
o1
N

§

\.
G

ses valeurs dans 1'espace E , et définissant 1a suite fl/,,§,et si

# est une fonction définie dans é‘ket prenant ses valeurs dans
1l!'espace Z‘ s 13 fonctionIZZé(n)_] definit une nouvelle suite, dont le
71- idme terme a comme valeur celle de 7{ au point &(, de Z‘ .

La proposition suivante, résulte immédistement de—la G485~

Proposition 2 . ©Si 1a fonetion ]f est continue au point cxet si la

—_—

suite fé(hf converge vers & , la suite dont le X-idme terme a la

valeur fﬁg@,}j _converge vers 4 = /Zﬂ(&/.

Une généralisation importante de la notion de sulte est ob-
tenue lorsgqulon considére des fonctions définies dans 1'ensemble 60

gui est le produit direct de K ensembles dont chacun est 1'ensemble I
A . i

i

“ i

é dl'entiers naturels, Slgit é l'espace-produit de K facteurs ;I,
- , ﬁi

dont chacun est/1'espace é avec la topologie définie plus haut, et &

o’

ses valeurs dans un espace Z” s une telle fonction est appelde suite B

4 K indices (Suite double lorsque K =XZ , triple lorsque k= 3/ ete,

S

suite multiple dans le cas gbénéral).

&
La fonction définie au poink (72,/ 22,  ../)de é et égale

il
i

-

i
4 la wvaleur de U en ce point est dite le terme du ran H 7
- B L O =/ 8

de la suite; ce terme sera désigné par aj;,l M- M4 et sa valeur par !*

T ik 11le~mén era dési é a7 {Q L
““/%z - La suite elle~méme sera désignée par s

On dira que 1la suite Z&a,nz/, .5 tend vers une limite &, et 1llon

écriras é”’ Hrr si la fonction A admet Qcomme limite au

point dont toutes les coordonnéss sont + oo .

Al

Toutes les propositions et remarques que nous swons énoncées

pour les suites 2 un seul indice, sont encore vraies lorsqu!il s'asit 6
I

{0)e]

de suites 4 plusieurs indices,




Y VY, tels que tous les 41éments l(’-‘/“z-»- ’Z.{ soient contenus dans

Ainsi, pour gue ‘4/41, “, ., - a , 11 Taub et i1 suff
e e :
2%, 3

que, quel que soit le voi 31na}i~e V de a, i1 existe « entlefs V

. —

\/ dés que 72,3V, 5,5V, . . >V, . 1 Fani apssi ed il

s

vEfiE gue eceel aib 1ieu pour tout voisinage d'un systéme fondamentalll

—

attaché 3 A,
.

I1 n'y a rien & changer aux énoncés des propositions 1 =

2, ni 4 la remarque concernant la limite uni que, pour en avolir concer= |
nant les sultes multiples.
Considérons, en particulier, une suite double {é(hm_f
D'aprés ce gue nous avons vu dans la théorie des fonctions
de plusieurs variables, si on fixe la coordonnée 772 , en posant
M =77, , la suite zra,’ ;44,52 peut &tre considérée comme suite simple,

dont le terme de rang N est 5(;”,% - Si cette suite est convergen-

te, nous désignerons sa limite par 5(,2, , et nous écrirons 4144 l/,,,.,,,l

2> 2o i

=4, . Si ceci a lieu quel que soit 7=/, on peut considérer &, |
4

corme le terme de rang 77 d'une suite {5(,74} .

' &

Le théoréme I § 3, appligué aux fonctions définies dans

fournit immédiatement la proposition gue voicl:

TTO}_:JO sition 8 ., S0t {M,,mj une suite double, dont les termes

=

prenngnt leurs valeurs dans un espace Z: tel que chacun de ses poin’cs_

adwette la famille d'ensembles fermés le contenant comme systéme fon-|

damental de voisinages. Si Zﬁ”"’ é/ :af, et si %4M444,W

A P oo

/)7"’} 5 !’(7’?“96
quel que soit 777, on a sussi i &, =4,
i 4 TJ-a
La derniére égalité peut aussi s'écrire é Zf;;‘; Yl T

4y > oo
I1 en résulte, en particulier, la proposition gque voici:

r 2

Proposition 4 . Y, 1, f converge, llespace Z‘ ol cette suit

[ 2

nrend ses valeurs possédant la propriété précitée dans la proposition i

——




et 3¢ powr C/Aﬁ?/«.@ =x, Zﬁ_ Vel L s COnrtege
e e

%51 pour chagque 7 72, |, 15 syite M/«:m, converge onf
81 pour ch: Gt _
a ‘Cohfzzéh/f hm_l 4144 /_ﬁ"” hm] f,,,,, s,

2> 20 °

—— = s —>p0 29 —> 00

Zina
Fa—>29

11 importe de remarguer que 1llexistence de chacune des
limites 4*14 £, Lo, Zb’u Uy e respectivement pour chaque 77 et cha=-
U~ 0 2¢ —>po 3

que 7 n'impligue nullement la convergence de 1la suite Zf“wz,f -

Cette convergence peut ne pas avoir lieu, méme lorsque Lﬁm /Zy mﬁ]

= —ew L— oo
et d% [&/”// 7 xistent. Bt mbme 1'égalité £, 2

200 20 >0

()
/7 . % -
sz‘:;m//z,m] n'impligue pas 1la convergence de ’Z,ahmf o

Bxemple., La suite [ﬁhmf avece ”hm = 4 vour Nz pe ! ef

U, =0 pour MW <47 est telle que Zivas Ll A quel que soilt

#1224 é = 72 > po / = %

7, et m_’:” v O ,quel que soit 4 . On a, évidgument,

. =

2 s [?ﬁ'zxm Hh_@,]:i/”’w/g’“”g‘/’g En posant dans é U1 1)

hy—> 0 L —> po &—>p0 #12sa - :

SN AR SOnE~enbhekay, U (0o, m) = L, A (402)= O | 123 fone-
= [(()(,}/ .

tion %’/ ainsl obtenue est continue au point éﬁo,f@o] par rap=

port 4 la coordonnée BBrainsi que par rapport 3 la coordonn ee ;
s - . oo oo : < ez
mais ne l'est pas au point /‘*Dd/—i‘—yoj dans la topologle de
Si-dlon pose %,,4 — pour 2 = ) et U, =0 vpour 2 —/z 5 on
o une suite telle gue 4@4 Léméﬂm‘/ 7 gum 4 ol
= Do £o 4-7m

sans gue la suite 4 l/ J;i converge.

La considération des suites est surtout intéressante dans
lés cspaces ou 1'on peut attacher & chague point un systéme fonda-
mental composé d'une infinité dénombrable de voisinages. HNous
allons donc formmuler 1'axiome correspondant gul porte souvent le

nom de 1°T gxiome de dénombrabilité'

O-YV. Tout point de E posséde un systéme fondamental de voisi-

nages composé de voisinages en infinité dén mbfabl . [Dans un tel

espace, on peut définir le support-fermé et 1'ensemble dérivé dlun




L]
(01}
-Q

§

WO
AN

ensemble par l'intermédiaire des suites. On a, en effet, la pro=-

position sulvante:

(O

{ )
1l'espace [ vérifie o-V » pour gu'un point
veriiie Ltn Do

e

Proposxtion 5 . S

A  d'un ensemble A dans /‘ s

(D\

/2 appartienne au support-fe 1l

il faut et 11 suffit qutil y ait une suite gf;% de points de A

convergente vers /2 ; pour gue P soit un point d'accumulatlon de

/q , i1 faut ef 11 suffit gutil gy ait une telle suitse composée

de points de A distincts de 2

L

®
n

conditions sont évidemment suffisantess elles sont

aussi néce

(2]
0]

aires, ear =i /7644 11y o poinT /; de /4 dans

chacun des volisinages \/ d'un systéme de voisinasges attaché 3 P
Y

s ds cuahe ZIQV f tend vers /9 = clhiisd }3 est un point dlaccumi-

loion dequ , on peut prendre les points /; distinets de /9 s

Voici un corollaire immédiat de la proposition précédente

vérifie '~\/ s la condition nécessaire et suffi-

sante pour gue l'ensemble /4 dans Zf s+ SOit fermé est que toute

suite dont les points sont dans /4 et qui converge dans [;.* soikb

<

aussi convergents dans /l

=
(O
@
Qe
€1
@)
o
(0]
o)
&
i)
H
O»
[t
()
=
=
6]
Q
-.S
b
]
o]
Gl
°

On dit qu'un point /b est un point limite d'une suite

/ e s 7 e 2 .
Z/qy si, quel que soit le voisinage \/ de p , 1l y a une in-
finité d'entiers V pour lesquels f’é-x/.

11 est évident que si une suite oossede une limite, celle=

(D\

£

[.Jn

el est un point limite de 1la suite; Si C) /V/ est vér une

St sa damife,

)

suite convergente posséde un seul point limite qui

Un point limite d'unesuite n'est pas nécessairement u

point dlaccumulation de l'ensemble /q des valeurs des termes de d&a




\

|

1

s
J—

Exercice Dém ntrer oue s'il existe un entler 77 tel que pourV/>~a }

b

suite, c'est par exemTe}/as d'une suite dont tous les termes

prennent la méme valeur. Clest aussi le cas de 1la suite jﬁh§

telle que'a/,:/% (/3‘/2 - M2/+/—1[/3:0/ ;.

tous les points ?éj soqt différents, tout point limite de /y}

est un point d_’accu:mulation de llensemble constitué par les /JV -

Voici un résultat analogue 4 celuil de la proposition 5.

. 5 . D
Proposition 6 . S1 1a suite nrend ses vgleurs dans Un €s=
2 0 Ly

h, rn, €t tel que /th = ‘\/2 , et, en procédant par récurrence,

= e e

= vérifiant 0" V , pour gu'un point B s0ifb point limite

=

i
de Zy/ay} i1 faut et il suffit gulon puisse extraire de cette

»

suite une suite partielle tendant vers /b- -
locondition est evide

mment suffisante. La condition est
sussi nécessaire, car si /2 est un point limite de fi’ng et si lesl
\/y constituent un systéme de voisinages de /O , on peut déter-

- . ) . ;
miner un point /2 s oek gue /}( = VI , un point /Z s avec
/ ! 2

on peut déterminer un entier 22, > 7%, , , tel que /Z;) & ‘V;, :

la suite 2&‘]% converge vers /b

Proposition- 7 . Si f vér érifie ()-\/ , cette propriété a aussi
= y SOEoeipObB oL ST

—
lieu i e'i ativement 8 toutbt sous—-ensemo'l /4 de [_“

Bxercice lontrer gue si [ 7 E

: 4 /2,;! ,__’_ -
vérifiant 0-!/ , llespace-produit /~ vérifie également o-V. JB

chague espace [(2“/? a)




e

Chepitre II E,M i/

§ 1 - Espaces uniformes =

11 est brés important pour la suite de pouvoir cgmparer,

dans un espace topologigue, les voisinages de ses différents points, i

Il s'avére, en effet, fort utile, pour une Ffonction continue }ﬁ >

[0S

définie dans un espace E: €t prenant ses valeurs dans un espace£§
7

s de pouvolr comparer sa maniére d!'étre continue en des points
différents de £; .

Cette comparaison entre voisinages qu ul, pour toutes les

(O

applications, peuvent &tre supposés appartenant sux systémes fonda=

mentaux de chagque point, peut-8tre réalisde en partageant ces voi- h

sinages en lasses, chacune d ces classesa?tﬁé' contenant un vei= ?

Sinage de chaque point., On pourrait le fa aire, par exemple, en

considérant toutes les correspondances DOSSlb €8s entre les points !
/b de Z? et les wvo
ds b .

O faniths

Hensemble de toutes les parties de Z? s oF désig gnons paf e 0

sins

e

ges appartenant aux_systémes fondamentaus
On pourrait opérer de la manidre suivante: considérons

une fonction définie dans [; s et prenant ses valeurs dans 0&? s s

valeur W(p) étant un voisinage aooamcenanl au systéme fondamental

i P

La valeur de W{p) sera désignée par \éﬁfh
A partir de ce chapitre, nous n'envisagerons gque les to=-

pologies vérifiant les axiomes ()' Cy?g/ (7'QU/ <71QV = Si'lé

ne

topologie est définie par des systémes attachés & chague point de

l'espace, que nous supposerons 8tre les systémes fondamentaux des

I_h
cl'

voisinages de ces poin

) .,

s (voir page la condition pour gutil
en soit ainsij C? <l, et 'Zl ont lieu de toute facons L'axio=

]




AT XY

me 0*.{/ se traduit, en employant la notation ci-dessus, de 1a maniére |
suivante?
Quels que solent les indices W; et w; , il y a un indice w3 tel

que V‘*’E ) e \/a,;(lﬂ,/\ V,A,;CP) s quel gue soit fo ,

On se rappelle gue le fait gue chaque systéme attaché 3 un

point P est un systéme fondamental de voisinages de /- se traduit

par la possibilité de faire correspondre 4 chaque V(/J) de ce systéme 1

./ 2 X

un V(/’)du m8me systéme tel que V(p) contienne un certain voisinage

/ . : - ‘s,

\/(‘]} de chaque point ¢ appartenant 2 Vf//jj -
nous

11 est essentiel, pour le but que nous/somq@s proposé de

pouvoir comparsr entre eux, aussi bien les VP/O 1e-des \/(1/ lorsque

prend toutes les valeurs possibles et lorsque les V(/’} api au:len-g

-~

nent 2 une classe '\Z({P/. Or, lorsqulun

®»
¢t
O
o]
O
-}
O
Q
e
@
o
n
<
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D
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]_!a
)
-
®
ol
5
03]

Toute autre division en classes jouissant des propriédtés

voulues, est impossible, dans le cas général,

I1 est donec indispensable de donner une autre axio:a&“tique/
s Plus compléte, d'un espace pour cue nos désiderata soiént vérifids.

Cette axlomatique portant sur les systémes attachds aux points partira ||
directement de 1la possibilité de partager les voisinages en classes
correspondant au but visé.

Failsons correspondre 3 toutb AL pris dans un eertain enseme i
9k i

de [*

o

}..‘

e pelan g oo = : /
ble d'indices, et a tout élément /’ de L s Ume partie \/o(u’

contenant /2 et vérifiant les axiomes suivankss

a—[. Quels cue soient les i:\dwces& /3 , 11 v a2 un indice a/ z
tel gue Vo’(/’) C \/c((/’) ) \Qg()ﬁ)/ guel gue soit /:' .




\

Z(“'_/_/ . 4 tout o correspond un % tel gue de P eVl 9&V,(%)
résulte G Va(r) |

n'appartient pas 4 N (?) .

i
i
I
g
i
2{‘[{/ Quels gue soient P et 4+, i1 y 2 un indiece « tel que 7 A{

Pour /adonné les \é(/’) constituent un systéme attaché

(W73

P oo Les V.(p) 3éfinissent donc, dans ZC s une topologie en vers
tu du principe général établi page -
Signalons quelgues conclusions immédiates des axiomes [ZL)

2, 23 . o 3 3 h’
Convenons de désigner, gquel gue soit 1'indice s 5 paro

- ‘“T‘-.",.‘"_."T".".T"‘,',__"‘T'“"“w";‘-'n:“ e

un indice tel que de 76‘\/{'(/0) st VQ,ﬁ/ résulte g € Vg(’zj.

) //D o e &
: 4eValP) 3 11 suffit, en effet, pour le
8 premiere relation 1la relation P é\/, /) s et

Fhe AR i/‘: / ]
Z 75“\;2’1/} entratne: PEVal?) , 1a démonstration est 1z miue

3° A chague indice A on peut faire correspondre deux indices

s = o\ - =
= et /=P tels que de f«‘-\éd_’)j 7 & Vﬁ, ce/ resul e 7eVa(P)

On VO!t, en effet, envertu de 2°, que />éV ), et, en
— // que 9¢ %@,fj’/o
Ta remarque 3° prouve que dans la topologie de 1'espace E

finie par les systémes \{u/’) at

ct

achés 4 tous ses points, le sys-

téme attaché 4 chagque point > constitue un systéme fondamental de
e
I o

Un espace ou la topologie est définme 3 partir des sys-

témes V p) v

On dit aussi gue les \é..,’) définissent sur f une struc-

h" Qe

CD\

rifiant les axiomes ;a) est dit espace uniforme,

ture uvniforme,

Si 3 chaque point » sont attachés deux systémes différent§ ,
jue / |




I
(o)
[AV)]
]
(@3N
N

équ.ivalents/ \/Y‘(P] et \4[/7]_ satisfaisant aux axiomes (ZC)/ on

dit cque ces systémes définissent dans [_: la méme structure vnifor=

me. On sait gue les deux systémes définissent dans /[ 12 mbme
topologie,
Dtailleurs, il est facile & voir gue si les Wi}/ et
\&{pj sont tels gqu's chaque» A correspond un A tel‘que VKC&)
C‘/&ZPJ’ quel que soit />, et 4 chaque § correspond un P tel que

\/:(5519) & W)’L/P) > auel gue soit > 5 bt si des \/(pj vérifient

les axiomes (Z(), les W){pjvéfifient également les axiomes. Solent,
en effet, &, 5y A&, 2’ tels que WL (P) € Mulp) € V(P) < WJ‘(P) -
quel que soit p ( et R &ttant 1ids, par M-I )y . si s Wiy
?éW£<Z), on a aussi P é\!(’él"j/ 7¢\,() , done p < /7jCWi¢(”;j
ce guil prouve que les Wg@i}vé Eient l( // avec 5 & 0

o

On démontre aussi facilement que Z(‘—/ et Z(’/f/ sont véri-f

|
|
I
|
|
)

fiés pour les W[p]. -

- - - . I E
Nous allons maintenant, en partant des systémes M&Pl VéErie

fiant KZ('} indiguer d'autres systémes gqui leurs sont equlvalents.
~/

Désiglons par V ) llensemble de tous les points 9 tels

—/

que V~L7/ on voit, dlaprés 2°, que \{Z’uo} < yat (P) ot gue
=4

\/.,<"/p) G Va( (P) . Ies systémes ValP) consticuont donc des Sys-
[0 L

témes équivalents aux systémes Vi (P) et véritiant (Z{'/

I1 résulte de 1° ot 2° que Vo (P < \QKP)/\ \/% (p) <V,

7/
ce gul prouve gue les systémes VoL (el = Vo oon i/oc\"/coqstltuer't

2

2 - { 3}
éoalement des systémes équivalents aux systémes "N”Jefwc ifant LZC/ .

S S - ,/ 5 >
131 esh Lvideqt gue de 9 £ \{x(P/resulte que P €V (9) ce guil
1 ] 1
pDouve que \Q//a/ *(P)

/ ] 2 =1
Les systémes quf’/ composés, pour chague X , des points

intérieurs de Vot(P}~les intérieurs des \/(x /’) — constituent également




I
i “5‘2’
des systémes équivalents aux Z;jﬁf’)/ef' érifiant (Z‘) car dtaprés 3°,
s £z 1)) Lrn { /oy l
on voit qutaveec =€) on a : V;r(/’/CQw“/ C"v//’f.

Les supports fermés Ve ( (P)  ges ensembles \/oéf}”/ constituent

des systémes équivalents aux systdmes Vi(p) et vérifisnt @C) T 0n

a, en effet, dlune part: Vol < N, (P, on 25 dlautre part,

—

VJ(P} @ \/;( /p) avec V=)’ ,car sl e \/ {,bj , bout voisina-

ge de T contient un point @ de V(,}L/P) 5 o;onc, puisgue les \-/_’5(’9:
constltuenb de: tels v0151naf=~es, il existe un point A tel que
a < \/ (?'/ a é\é*if’/, et on voit dlaprés 3% que T € V .
Wous zllons maintenant introduire une notation qui peut |
faciliter le langage, Dens 1'espace-produit Z-—z:fxf,’ mini de la
topologie-produit correspondante, ia topologie dans LL— étant d4éfi-
nie par les systémes V,(p) , désignons par \4 s llensemble
Pél_/(ioéxvjlj Si done on désigne, comme d'ordinaire, par (ﬁ )
&
un poi;flt de [2 s On voit que les deux notations: [/3,’ 7/ S \4 et
7% 7~ \é:p/ s sSont égui veﬂents. T1 est évident, dlaprés 1° que
\{<-/ CVQ{ 2
Remarquons gue si 1'on pose successivement 1/3:&,’ Y=plet S=0’

tout point de VJ est un point intérieur de \é o Car si(p4)e ¥

tout point (45) appartenant 3 \/:é J’/ x\/ [9) appartient, comme on le

.voit dlaprés 3° et U-/ Sy VOL « 5i, par conséquent, on dé-
/. / 2 % 2 »
signe parﬂi 1tintérieur de \{* » on voit que (£4) éﬁx . En dé-

s -
signant alors par Q,L,[f’/' l'ensemble de tous les points 9 tels que
/

/ = Lo FArey
29) ) sqeeinenia VE (p) & L2,() l(p). Tes ensembles £2.(P) sont

<

ouverts et constituent également des systémes éguivalents aux \/‘“P/

et vérifiant les axiomes QZ‘/ ~ Ces systémes jouissent de 1la POl

/ &
2 2 o o 5] o ° 3 3 2 N
priété suivantes si 7‘5?&'(}’} il existe un /3 et un ¢ (gui dépen- |

/ 2 i
dent de 2 et de 9 ) tels que ﬂ_‘,@,(?/ <—--Q°(-L'Z/ guel que soit

I A1) 2 ° - o ®
7,6._!'(2,3,00’/, ce gulon peut encore écrire sous les deux formes suivantes:




> '—.7‘/
!‘ - 5
f

J’Z;(P, \Q (1) < Qd jz@ 7 r\? —:zoi(@) : pour justi-

c»_cj?.

7 17

fier cette remarque, il suffit de remarquer Oue, g1 (/ 7/::—52 2t

[-te

ey ro3 o) e : ¢ Ly e = =
exicEe o \/a,(,vj et un V‘:ﬁ.;v// tels;‘ gue t,, (,,9) X \(%;v‘ﬂd’ il ne
= - : — 7 / e
reste alors qu'a prendre comme 4?;3, e JQ,& les intérieurs respec-

;‘ g tifs de v(,, et \/{,@, .

Par la suite, nous désignerons aussi par \4(9) l'ensemble

A/ Vo (p).
= -
Exercice Donner un exemple de systémes \{2{/’/’5613 gulil existe des |

points o pour lesquels les deux ensembles: Qoaf’,fjj défini plus haut
¢ 12 1 : t £ s

P A s

lef ~
ot $2,(P) ne cofncident pas.
La topologie d'un espace uniforme vérifie évidemment les
axiomes - Gl & Ol

Z(~Q/ n'impligque pas, pour la topologie de l'espace correspon-

dant, 1l'axiome ()—‘_3_/ s> mais nous verrons que celui-ci résulte de
Ul o+ U-U
Remarguons d'abord que A ’L// impligue gue:s

Tout ensemble composé d'un seul élément est fermé.

En effet, A chague point § , différent de /2, on peut faire
correspondre un ensemble ouvert .QM)’ le contenant et ne contenant
pas b , 1l'ensemble Uﬂ(?} est ouvert et est égal A & ~[/’of/

cE-1pt
ce guil prouve gue L/J} est fermé.

I1 suffit maintenant d'appliguer la proposition 5 du §-2,
en tenant compte du failt établi plus haut gue les Vx, (P:l constie-

tuent un systéme de voisinages pour f’ , pour avoir le théordme sui-

vant ¢

Théoréme I. La topologie d'un espace uniforme vérifie Gl .
11 importe de remarquer que si E est un espace uniforme
et E un espace tonolo giguement isomorphe 4 [ clest-d-dire que

—

la topologie de L est isomorphe 2 celle de E définie par les




- - =
< /5] 5 [pt)] — s

systémes \éa/’/j 5 les ensembles \A{zu’/ dans Z s quli corres-

pondent, dans la correspondance biunivogue et bicontinue entre Z‘
[ e V / ) = i .

et » aux voisinages Vi(P/dans [~ , P’ correspondent 3 £ ,

= 7
constituent des systémes définissant une structure uniforme dans . B
: J &

Un exemple important d'un espace uniforme est celui de 1'es-

w
ct

A un nombre rationnel positif:

J-to

pace des nombres rationnels., o

& étant un nowbre rationnel quelcongue, désignons par V°<(6l} 1'in- @

tervalle (QM*, a+d4 ) s les \{((a) ol ol varie dans un intervalle

-

(O, 0) , 00 W est Ffixe quelcongue, constituent un systéme attachd

a

d & . Ces systémes vérifient les axiomes (ZU en effet, 284
7 ~a
est évident; Ul 1165t aussi, car pour sxprimer gque {é‘é(aj 5 on

peut écrire [€-af<d , 0T de /é~g/<%/ /f““/<°~zi résulte que
IC-al=/c-¢€+€-a]< [c-¢l+/0-a] <o,

: B - ot - 7
ce guli prouve gue U1l & 1ieu avec B =5 ; enfin Z(‘L// a égale-
ment lieu, car si 6+ & , 11 suffit de poser L <f€-a] , pour voir

que / n'appartient pas 3 v&(a],
4

Ainsi 1'espace des rationnels, E » (muni de 1a topologie

-

définie page ) est bien muni d'une structure uniforme.
Soit maintenant A une partie de l'espace [ muni dfune
structure uniforme. On sait que lorsguton a2 défini une topologie sur

Z_ s On peut une topologie dans /4 » en considérant comme
tace Toun B Ae Cownt &uﬁww

lativement 4 L
ensemble ouvertidansEE‘ ;5 dans cette topologie induite dans /4: par

(O]
(0N
F_b
(\sD'
|J.
k3

d'un point 2
/4 s Les

traces d'un systéme fondamental de /O constituent un systéme fonda-

celle de E 5 la troee oy A d'un voisinage dans E

>

o)

lul appartenant, est un voisinage de //a relativement

iy

mental de prar ra

'd
(@]

iy

ort a A . Or, on voit immédiatement quen par-

nt des systémes (P/ définissant sur t une structure uniforme,

)

t

)
A

? 7 ; - 2 o~ 3
les traces des V.;(LP/ s bour chagque point p de A sy definissent



Smbme

N

une structure uniforme sur /4 .
On dit que la structure uniforme ainsi définie sur Ar est

1z structure 1ndu1ue dans A par la structure uniforme de Z

d'aprés ce gqulon a wvu plus haut/ 1a topologie de /]- s muni dlune

°

structure uniforme induite par celle de [“ s €st la topologie in-

duite dans A var cells de Z‘ o

Ve 2 ; é

Ainsi 1’espace(; d'entiers rationnels (ou l'espace
dl'entiers positifs) posséde une structure uniforme induite par celle
de ,_A_ . Si, lors de la définition de cette derniére, on pose dans
,. o / : -

les axiomes {Z(//0<°(<% s Chague systéme v‘,u/b/ , dans la structu- |
re induite sur A4 s Sera composé du seul &lément 722 .

)

Exercice. Démontrer gue chaque espace discret est uniforme,

o
o

oient ZT), des espaces pourvus, chacun, d'une structure
yniforme ( ()/ variant dans un ensemble d'indices /_ Y et soifb Z“
= e - /
le produit o‘ireot/ I f{‘ 0€ ces ensembles fk o ilieskE Fopas '
J =

o

le 2 voir gu'lon peut munir /L d'une structure uniforme, em partant

de celles des espaces ZZ:a" o DUp_LOOSOTlo, en effet, que dans cha-

,:

gue €space fd’- les indices des systémes attach
\

4

cet espace et vérifiant les axiomss (%/' » varient dans un ensemble

de 5 st

toutes les va 1eu1°

A/ ;5 de sorte que le systéme attaché 3 un point
¢ : s .

2 = = \',//'l
composé de tous les voisinages Z /P, ) [prenan

@

Gt

dans Aaz. Désignons par-“A 1}

1tégalité \41 p) = / /\/ A %), ot les A, sont les coordonndes de o
clest=3-dire ol l'on Sae A = ( / ), C‘A (OU_ sneore Zos.j‘? //Z’a(rjr
el

On voit, sans peine, que si, dans chague espace, les V{,;/’(}' VEri-

2

Eient des gxi omes (ZU ke VoL (P/ 1les vérifient cgalement.




Ainsi, on munit Z d'une structure uniforme. I1 est aussi clair qu

ie de Z;: , définie par cette structure, n'est autre que

la topolo

CQ

—

la topologie-produit de celle des espaces [?. s définies par leurs
structures uniformes correspondantes,

7
Exemple, Ainsi lorsqu'on considére 1!'ensemble ZF-, produit de 7

facteurs dont cbscur est l'ensemble des rationnels, on le munit

d'une structure uniforme, en partant de celle gu'on a définie dans

nis ds

(O}
e

o
f; . les systémes attachés aux points P de Z? £

>

la manidre suivante: si ~ (ﬂl°%f-ﬂ@¢oﬁ les 4, sont des rationnels

3

v 2 o 2 a: 3 5
et si o est également un point de E,: A=(4d, .4, ) (1es A, sont done
: x\/, )

le systéme attaché 3 f'est composé de tous ces \éifj lorsque

encore des rationnels), on posera \4((P/" V; u’/ V’ a,
s >4
A
prend toutes les valeurs dans KT o (Dans cet exemple, les ensembles
[b, et Zﬁé, coIncident, mais ceci n'est évidemment pas le cas gé-

néral).

A
Exercices Montrer gque, dans Z: , les systdmes attachés 3 ses points

et définis plus ‘haut, et ceux définis comme suik: \Aagf} TTW/ )
~l

&

o A est un rationn el quelcongue, sont éguivalents,

Montrer que ce n'est plus le cas lorsgulon considére llenw-

L

=
seumble g; s produit d'une infinité dénombrable de facteurs identi-
gues, dont chacun est l'ensemble des rationnels, Clest=i-dire que
les systémes attachés 2 chaque point ﬁ-ﬁﬁk; de [ i diuies pamby

celui composé de tous les ensembles |/ ] \ 15/ s o o est un ration-
V::é Be
nel quelconque, et, d'autre part, celul composé de tous les ensembles

) V (f‘ ol o4 est un rationnel quelconque, ne sont pas éguiva=
;t—b 3
lents.

se en définissant les struce

2
o

Un des buts essentiels gu'on

-

tures uniformes est la possibil

[

T

l-h

d!'introduire dans des espaces mi-




7O
&)

nis d'une telle structure des Ffonctions dites uniformément conbinuess

Soient E et E deux espaces uniformes, dont les struce

i._.ll

nie

@

tures sont respectivement dér

;

par les systémes \4 (P) atta=

- N/ 2
es systémes \f) attachés 3 cha-

Q
15
(O)3
(4]
W)
o
b
3
i)

points P de ‘z_“ ‘et par

; , g ;
gue point /‘J’ de E ~ Une fonection j. définie d ans {“ et prenant ses
é

)
valeurs dans t est dite uniformément continue, si 2 tout indice A
on peub faire OO‘ﬂferOiﬁdI’e un indice « tel que, cuel gque soit P de
= &
= ol i Sy /i 3
» ~ > g ’/. 74 g & 3
t adlconliEs [ LF) entraine 1a relation ;V;u"'/_l )\/d(/v , “Oly

Pyl a2
ce qul revient au méme: Fi,b.gzu’f'_:’ C V) U

I1le st clair gulune fonction uniformément continue est contie

nue dans le sens ordinaire de ce mot, lais la réciprogue nlsst pas

vraie, en général, (voir 1'exercice de la fin de ce §)
est

13 évident, dlaprés la définition des fonctions unifore
mément continues gque le théordme suivant (théoréme des fonctions uni
formément conbinues des fonctions uniformément continues) a lieu:
1 e =
Théoréme II o« 81 les espaces [ , L— . Z- a Oont chacun une struec-
ture uniforme et si 2 est une fonction uniformément continue dans - =4

prenant ses valeurs dans L , et si Y est une fonction uniformément

7 7y
continue dérfinie dans [ et prenant ses valeurs dans E, la fonction
—

2 ey
4 ; ‘D f 2 me o T
(lp;,'r‘ (/. definie dans ZV_ et prenant ses valeurs dans

mément continue,

Sy, D7 5 . v
Lo foretion 72 - fl2 — «é"*y definie dans l'espace f =7

1
({ Z’ff est 1ll'espace uniforme des rationnels), ol chague point i

a comme coordonnées les valeurs ratiomnelles &7 —P°7 ,g/ et pre-

2 —

nant ses valeurs dans Z‘ s €3t uniformément continue dans ._; - 0n 5.8
o - e 3 A Z 9
en effet, si (X Y4/ et (X,4./ ..sont deux points quelconques de f
7l ’ ] oy 758 7 - "___,"' f 47/ i ;
IL}U—#-"/" (X+4)] X ‘Al+/J—35!//

gEiaE e g , i 5 i o vhe e
en posant alors V eJ'/“Lz e e B, d 16/ \/_fg,'vt) = (d-¢ a+ry,|




e /7

on volt gue %Z’/@zi‘_@) (224.C kfﬁo’)'ce qui prouve gue /f est uniformée=
‘ment continue. |

. On voit de la mBme facon gue 1la fonction f[l,f;:z?est bgale=
ment uniformément contlnae dans E .

T La fonetiom /> '-‘-’f&/“ X4 est uni formément continue q;nq

. 7

toute partie /f de E {clest-2-dire cue 79%? est uniformément con-
tinue dans l'est}ace uniforme induit dans A4 ) pourvu que les coor-
données desm de A vérifient des inégalités: /~7<1/</’4,/ /;”//‘1
ot M er /‘7 sont des nombres rationnsls positifs.

a

™ ~ 2 e g ¢ j / 3 ”
En effet, on peut écrire, pour ul,’gy’/ et L?Z,;/_' appartenant 2

A
/@j Ig/~/’.{¢7 Jfaf +/ve.gj xg’// /57‘ /””w'

Flzll Y =gl < [ 1x' o) + M, 1"y,
c'est=a-dire qulavec les m8mes notations que plus haut, on a pour [o

contenu dans A 5

DN / ST
IOYREVEN
i MR %/‘1;/5 ’
» PO T Y/ °
Nous allons, enfin, démontrer gque la fonction f -/Jz»j défi-

~1
2 A
nie lorsque X &L 7705 est uniformément corﬂ'lnue dans chague partie

£

(rgr
~lo

|

Co : :
A de E telle oue;/g‘s é¢léments x vérifient une indgalitéd de 1a
forme 1% > A |, ot A est un ratiomnel positif.,

On 'a, en effet, lorsque JK et &’ eppartiennent & 4

L 0 // / ,,,,, r_
.sz ““‘Z{}, 7
ce qufon peub écrire sous la forme /f[l/d L)U_, < ML ;3 ’/ .

Exercice. Montrer que dans 1'espace E 1la f’onctlon x*nlest pas unie

formément continue,

§ 2 , Espaces complets.,

20 o v 0s W pws B Son Gwr e wwe Gm e G oo G2

el
i

E un espace uniforme dont la structure est définie

L
;g 0O
A

7 .
par les systémes £ i/’/ o On dira gu'une famille 4',% dlensembles




ans E est une famille de Cauchy si les deux conditions sulvan-

A

tes sont wvérifi

(o

D>

€S2

.1°- L'intersection d'un nombre fini dlensembles de J% n'est jamais
‘vide.

2°=~ A tout o correspond au moins un ensem’ole A de JQ tel que,
quel que soit P de A s On alt /4 (—l f-’/ s Clest-a-dive tel que A

C w\\,&{, ou encore tel gue A . \’o( :

51~A
gE tenple. Soit A‘ un sous-ensemble de l'espace uniforme E ot 5%
? pe A les tresces de V;((;P) sur /4/ V. (90 A » constituent ume

ey / /i 1 ot
famille de Ceuchy.  En effets: 1° g lieu, car si C:_ =4 \é/(b-e‘ii’}.. o

/‘ . s / / /«'vﬂf
.n) s les points de 1'ensemble C ’/‘}’/’[A‘Q,iﬂ/f gul contient,; en

U-] x A A Vil :
vertu de <, un  ensemble 72V Yl , non wide, font partie de

i

tous les K; 5 2° est amssi vérifié, car ANV, 5 C\l/;“;'\i,iquel que soit
( I,/" \/ 5 //7 3
[f é A 1 ‘ Voj @ /.
D'une manidre plus générale, si 0@ est une famille de Cauchy,

dont fous les emsembles ne contiennent gue des points de /4 s les en-

sembles AN\ V.( (/D) ou D est un ensemble gquelconqgue de 09 consti-
tuent égaiemnt tne famille de Cauchy. 1° se démontre comme plus haut; |
quant & 2°, il suffit, en posant ;_,«3 :03, Iz ;-"3/ y de choisir D, s de

sorte que D@ & V - pour wvoir, en vertu de Z{'_(/— (et 3° page 64 )

que | A /\ \/ Db/-‘ C“ . : /

-
On dira que deux familles de Cauchy: d@ et U sont écquiva=

ey e A O U S

lentes si les »éunions A Uﬁ d'un ensemble /4’ de (/? et d'un en-
0 semble de 6 constituent une famille de Cauchy. Cette relation

est évidemment symétrique.

Proposition 1 . La condition nécessaire et suffisante pour gue deux

famille de Cauchy d@ et é?) soient équivalentes est gue, guel cue soit

s s 11 existe un ensemble A de 114 et un ensemble\B de 03 tels
7 /
gufon ait dansf :AXB € Va A




Comme la condition 1° est toujours vérifide, 11 reste &

montrer que la condition de 1'énonecé est nécessaire et suffisante
pour que 2° ait lieu; dlaprés la définition de 1'équivalence d.ec/g
et @ s on wvoit que la condition nécessaire et suffisante pour

qutelle ait lieu est qu'il existe wn A et un B tels que {’AUB)’Z

€V, ; or, de 1a dernidre relation résulte &videmment A¥5Ck(

-

2 ° o i 7 2 7 st / 7,
Réciproquement si, en posant f=, & = 87 | on a: A xp C\‘f

@

. o A,Q <V, B,Zf- Vs, , on a pour un'point. o de AN A, ét
un poink 7 e BB, s 9)e V, ; et en vertu de 3° de 1la
vags b1, on voit que %g’,pj x\/;_g (9) < Vi et par conséquent aussi:
A, ¥ ARy dtol 1ton conclut que (//5{,(//3:/"% Aliulj'lz’{/g;lx,gb;(g.

On peut énoncer aussi cet autre iz d!équivalence,

Proposition 2 , La condition nécessaire et suffisante pour gue les

deux familles de Cauchy U'%, 03 scient équivalentés est qu'on puis-

se faire corrvespondre 2 chague indice X et 3 chague ensemble B
//5 4
de 3 un ensemble A de u‘% tel que /ﬂr < VmLB}

2
La condition est suffisante car si G- X f‘ B B \-ka »@ﬁq &

on a BxAc v“’o( « Elle est aussi nécessaire, car si ot B

sont Eels gue ('4 UB/«LCV » On a aussi, quel que soit B de /5

pour 4 ¢ 3’ B A &y "\’o{ L‘i/ done A Ck/;(:f%jcp*.

Exemples. I1 est évident que la famille composée q'enoemo'ies AN

V,( ij)) ot P est un ensemble quelcongue @ 'une Parrlﬂl'le % dont tou

les ensembles ne contiennent que des points de A , st égquivalente b
8 la famille 5? .

Exeicie  Montrer gque les ensemble s ,D congtituent une famille de

92
D
Y

i Cauchy équivalente s

Une famille réduite & un ensemble composé d'un seul &1é-

. . ment est évidemment une famille de Cauchy. Iosqgutaucune anbigui-




o 72 =1 » -1(_;7

té ne sera 4 craindre, nous dirons que Ta famille est réduite 3

un seul point. Il résulte de la proposition précédente gue pour
7 =3

by ]

- N
qu'une famille de Cauchy soit équivalente 3 un poin t/(c'est-a-dlre

2

4 une famille réduite 3 uvn seul pouw;) 1k favubiet 11 suffit quts
oY

tout £ on puisse faire correspondre un ensemble /& de 1a famille

tel que A C—‘Q{P/ 3 ou encore que lfon ait quels que soient A et

En tenant compte de 1'8galité :\ 71) on a la propo-
gition suivante:
Propogition 3 . Pour gulune famill eJZ‘ soit éoquivalente au point
2, i1 faut et il suffit que P appartienne zux supports fermés

de tous les ensembles A ge @% .

1 resulte, dtailleurs, de la proposition 2 gque pour qulune
famille d'ensembles (2 soit une famille de Cauchy et é_,u'elle soilt
équivalente 3 un point 2 , i1 fautet 1l suffit que la condition
12 (\g'éﬁ._jr&.v/ﬁ\a{gea\/\,} alt lieu et que, quel que soit 1'indice «
il existe un ensemble C de cette famille tel que C \% P,

La condition est évidemment nédcessa ire. en veft de la pro- -:
position 2 ', Elle est aussi suffisante, car si C < \/, i';,f’/-;l eb

s 7/ P
J étant deux points quelcongues de C} on a : L~ ”« 5:9}, J € \é; (7
donc, en vertu de Z("E: - l’o( 5’5), clest-2~-dire: (”zC \10( s Ce auil

constitue la condition 2° pour qu'une famille soit de Cauchy Cette

Qs

famille est évidemment équivalente & 7, en yertn de 1= proposition
2o
Exemple, La famille de Cauchy composéde de tous les ensembles A /)

V.(p) oi p* A est équivalente au point P .

S1il existe un point/’? apprartenant aux supports ferméds de
0 6
tous les ensembles ( de 5 On dira que la famidle converge,

Deux points distincts ne peuvent évidemment pas constituer




deux familles équ Lentes. Une famille ne peut done étre éguivalente

ou'sd vn seul point,

Un espace uniforme est dit complet si toute famille de Cauchy

J est convergente. Nous justifierons plus loin 1'temploi de ce mot, en

4

Pl

faisant voir gu'un espace uniforue non complet, peut &tre complété,
clest-d=-dire transformé en espace complet en I1ui ad joignant de nouveaux

o

points gqulon définit comme limites des familles de Cauchy non conver-

gentes.
La notion de famille de Cauchy permet de donner un critére
important poui gu'une fonction, prenant ses valeurs dans un espace

complet, posséde une limite. On a, en effet, le théordme suivant:

n définie dans un sous-ensewmble A

E.Jl

2 & 5 1 3 /. [}
Théoréme 1 ¢4 Soitk % une fonct

d'un espace topologigue [;, et prenant ses valeurs dans un espace

7, A
uniforme et complet., Pour que‘% aémette au point L de A une limite,

o .
7 A e= o y ey
ilisnfiag cue ila Iamlllec;’ansembTGS rLt 3fJ ot V est un voising=-

—
/]

e guelcongue d 'un systéme fondamentsl de 2 dans L constituent une
g€ g J s

S
famille de Csuc y aaral o 51 cette famille est équivalente 3 & |,

Cette condition est aussi nécessaire si le point et Leb

ini de voisinages de son systéme Ffondamenbtal ont toujours

A 61 Gicirent i P

s

un point cowmun appartenant

b

La condition est suffisante: Soit é; la famille dlensembles

-
a7

}éﬁa"iﬁfj s Supposons gu'elle est de Cauchy et soit 4

N
s
V%

/ : . ;.
f; auguel cette familie est équivalente. Quel que soit 1t'indice

/7
11 existe alors un ensemble ¢ de é; s @one un voisinage du systime

D 1 ¥ r 77 o~ / / ¢ 3
A 2 - = Fr S o £ y 7

fondamental attaché & O , tel que ¢ ) l& LRE] & bg (el o

b . X - e =/ . .

\-595 constituant les systémes attachés aux points de / et définis-
A 4 _/'
2 5 _/"'/v 2 / 7
sant sa structure uniforme, On 8, par conseéquent 3f:” l? = & o
/’ ’0



j
{
}

o e

o]
[-te
D»

-Ta condition est aussi nécessaire, si’llon ajoute la prop
té du point Pos mentionnée dans 1'énoncé.

. iy 7 :
Si, en effet, Z‘/m Fl4) = @ , quel que soit 1'indice

2

il existe un vcns:.nage \/ du systéme fondamental a’ctac hé a -p j-tel
gue []: ]ZL L4 = _é:’oj J < \éaﬂ_}/.
11 suffit, alors, en vertu de la remarque de la page 5

de constater que, grfice & la condition supp’l émsntaire que nous avons
0/(_ */@"ch&
imposée au point /D , 1a condition 19 @e—JW

est bien vérifiée,

Exercice. In'dio;uer‘ un exemple ou f étant wm espace complet, l'lon

=

N 4 /
ait Lem _j(// , sans que la ’r‘a:m_ll'!e ,,_\,;4. : ,’f_/ soit une famille de
’9,9 g

e

Cauchy. (Pour les notations voir le théoréme qui précéde).

e

La proposition sulvante sera également dl'une grande ubilité

Proposition 4. Soient Z: et E deux espaces uniformes, Soit

‘V\t‘\b

-

une fonction uniformément continue définie dans [; et prenant ses

’ 4
valeurs dans E « LBl est une famille de Cauchy dans LC , 12

famille composée de tous le s ensembles f’iC/ ol C est un ensemble

guelcongue de é constitue une famille de Cauchy dans Z:

En effets: 1la condition 1° de -ls page est vérifide, car

° /ﬁ‘ 7 2 é z °
si ¢, ,CZ/ _ ..Qsont des ensembles de , donc possédant un point com=

> "0/ i 77 - 2
min, les ensembles f—g[,/.. /{4, possédent également un point commun,
: 7
° 23 2 2 & e 2 o //_ 3
Ia condition 2° est également vérifide. oient, en ef‘i’et \4“0/

1/ 3 ° . 2 o 3 P
et \" /»// 1les systémes respectivement attachés aux points » de
CoRa G '/

,",I o

~ : 27 / D
[j et aux po:’mts P de é , et solésfdet p tels que de [ -‘-/f{p/

(_

D [ ‘
résulte 1/ Vo (Pl kiC \x 2t . o 11ensemble [; de (2 est tel que
2, f : _ TR e / TR 7 _/'/' )
C //5 Sont g ouel gue soit le point /‘vc—C,{ A/ZLL,/ L/* [L/s‘./’/q’fioai,’;
clest-3-dire f(t,/ X ,/ C y ce gu xprime que 2° a lieu,

Soit /-1 une partie d'un espace uniforme [ & laguelle on

attribue la structure uniforme induite par celle de Z, o I1 est évi-




i
b

- tege

~

dent que pour gu'une famille dfensembles C de /4 soit une famille

de Cauchy relativement a A-, 11 faut et il suffit qulelle le soit

9

par rapport 4 A de mBme pour que deux familles de Cauchy soienb

équivalentes par rapport 2 Vix , 11 fanb el 31 suftif agutelies de
soient dans le sens de la structure de E . Par conséguent, pour
qulune famille de Cauchj relativement 4 A - équ_y alente dans [;C a
un pbintjo , Soit convergente dans A, i1 faut et il su_ffit que P
appartienne 4 Vs o |

On en tire facilement la proposition suivantes

Proposition 5 . Pour gulun sous-onsemble A arun espace uniforme

soit cormolet (dans 1a str uctufe uniforme induite svr lui par celle
E 5

L)

o
o

aut que A soit ferrﬂé; cette condition est aussl suffi-

[0}
(6)]
|-te
l-'.
Y 8

est complet,

mn

Supposons gue /} st compileb; si /’5 A , les ensembles

(@)

AV VRN =
A ’)”'oa (P] forment danst une famille de Cauchy équivalente & -

hy relativement 3 A S 6F

-Ja
|
==
D
Qu
@
«Q
9]
&
Q
o)
<

famille est gussi une fami

pour gqulelle conver e dans A i1 faut que p < A , CE€ gul prouve gue

2 Supposons, maintenant, qu E est mplet et qgue A est fer=

mé, ©8i 1'ensemble C appartenant /4 £ am ense'fﬂb"e dtune famille
= :

de Cauchy dans f équivalente pLpPE C/} done si A /4 b 2 "“'4

CE Ul DPTOUVE due A est complet,
Démontrons, maintenant, la proposition suivante gqui nous
sera utile plus tard.

Proposition 6 . ILe produit direct d'un nombre fini d'espaces com='

plets est un espace complet,

-

t une famille de Cauchy de

(@)
(®)
e
bt
)
(6}
(©]
1)
Q
o
\H\I
%
N
W
O
e

chague éest complet, ( &tant un ensemble de é s, désignons par Cf

-4/ 1tensemble dans ng', composé de toutes les coordonnées d'indice




e

des points de C o I1 est évident, dlaprés la définition des sys=
témes de voi siziades dans E, que, pou_“J donné, les ensembles (;
correspondant & tous les ensembles C de é constituent une famille
de Cauchy dans é. Désignons cette famille par é‘.Cha.cune de ces

familles est équivalente 3 un point /’ dansf

A

tﬁ

émontrons gue la famille 6 est éguivalente au 'oo¢nt /;,/,s.
I1 suffit de démontrer gue, guel que soit « , il existe un §

k) / /7 3 2 7
CC tel que C)C‘é;}‘” . Posons ;@=olf,&’=;3/ et soit C Cﬂ;‘; . Si (avec

1la notation de la page ) \/ 5/ (B)x - --Xk’”’g}i;’, désignons pour
: = Lol Y

chaque /."'=f}2‘--% par C‘/'l'ensemb'!e de & tel que C;{'/C \g/;/ . r

point £ commun & tous les e et 3 C vérifie la rela’cj‘;on (4 Eﬁ//, 5

comm C\/ v on a aussi C C KKP/ 5 Ce gul prouve notre propo-

sitione.

On é rencontré, plﬂs haut, des exemples ou il suffit dlajou-f
ter & un espace ,4 s hon complet, des nouveaux éléments pour que le
nouvel espace ainsi obtenu le soit: on compléte ainsi 1'espace A .
Ainsi, i1 suffit, dans ce but, d'adjoindre au sous-ensemble A def s
si ce dernier est complet, tous ses points dlaccumulation,

Nous allons maintenant @ormér un théorsme extrémement ime (
portant mont%anf 1a possibilité de conm apiéter tout espace uniforme,

—

Théoréme III, A tout espace uniforme ll: on peut assopier un espace

l-:]

complet E tel que f soit isomorphe 3 un sous-ensemble partoub dense
de f °

Désignons par [ 1'ensemble dont chagque élément est une

classe de familles de Cauchy équivalentes dans / . TUne classe équi-

-

valente & un élément p de [~ sera encore désignéde dans f DT/ E

/
Soit, eomme 5 1o page Qd = 1'intérieur de ll'ensemble

/ / 3 &
Y;k » On se rappelle que les ensembles _;Qc“’,b/ constituent pour




chague point P un systéme, ces systémes définissant la structure
uniforme de ,_/f“, si Ies \4(/1} la définissent. et € étant deux

e - éléments de f, on dcrira fét’\é(d), si, quelle gue soit la famil-

1e Jf définissant ajet, quelle que soit la famille (/D définissant

6 - 11 existe un ensemble A ded% et un ensemble /3 de 73 tels que

ABc0

11 résulte de la ' proposition 1 que 4 ém(_'d] $ pour chaqgue

4 les Wo((d} constituent ainsi un systéme, et nous allons prouver
que ces systémes définissent dans E une structure uniforme,
el Lot veoirt Sous s W) i v
nition des V\‘,/d,?/ et du fait que les 1 < (p) verifient cet axiome,
Les ijo/ vérifient également A/ , Supposons que fe
A G e o : == - e/
\/\«Q![ﬂ/ et C’éw(ftﬁ)' (L’ est 1186 3 £ par -V des systémes ﬂ;iﬁ} e
é 2 o 2 3 - & ;/ £l
ﬁ/ 3, etant des familles définissant respectivement 4,4, €

solent A/B, C es ensembles appartenant resvectivement 3 ces

7 5 /z :
classes et tels que AxB (\QJ/;,AX(C%/; quels que soient les pointsf

<

2 o 3
- g 72 appartenant respectivement 3 /4/ B C  on 764“-0(,{/’/;

T e

fos s : e : . 5 7/ Lo
v e,ﬁfza(-,[,b/ et par conséquent 7 é~Qo< (Y et 5 xC Con( , Clest-d-dire
C e Wy i

Cn voit enfin que les systémes Qmu’) vérifient Z{"{_f/ 5 cAp

si 1'on a pour tout ¥ 5 {é\/\é((ﬂ) , Cclest-i-dire s'il existe un A
Z 7
et un _B tels que AT‘B CJQ,( s les deux familles correspondantes ,/Z‘@
/
contenant respectivement les ensembles /4,-5 et correspondant 4§ &
et <§fsont équivalentes, en vertu de la proposition 1, et a<é,
- S 2 % s N — ; . -
Si mainbenant 4 et 6 appartiennnent & [ (clest=d-dire si

A et é/dans E/ sont définis par des familles de Cauchy, respective—

/8 ,, X
ment équivalentes aux points et £ de[: ), (fé‘/‘é;tﬁ/entrai‘ne {e‘@é@y

‘ Vs > X =, i 4
| dan E ; véciproquement de 62, (&), clest-a-dire de (4 8¢ 2, s

>

()]




2 Ve 2
que Q,(d) szd/,(’gj C“Qo:’ et si 1ton choisit dans d@ définissant &

2 ) 7 o 5
resulte, pu;sque_fzd est ouvert, ltexistence d'un & et dlun § tels

7 = £ :

un ensemble A < Q,(a/ et dans {,/3 définissant Z un ensembleg
74 ; ;

CHQ [€) , on voit que A"B(Q

entrafne é‘ém’&(‘l} Ce gqui prouve que la structure induite sur

23 on voit ainsi que ‘géfza(/éd/?
E par celle de E est 1la méme qu'on s'était initialement donnée
dans f au moyen des ~Qa<‘/(/°) ou des V;g(//’)

Si P € [ il existe un point 4 de [ (un point de Z’
définiv par une famille éguivalente == su point « de /f-_ ), tel
que A €W, (p). Soit, en éffet, 6} , une famille équivalente
2 . 11 existe un ensemble f} de é] el e O C:Z; ; a
étant un point de 1—4, ona G¥ ga;‘;{CQ'f,c’estué-dire Qc‘irz:/,((,,/et
comme Q éf/’ est un ensemble ouvert, 11 existe un / tel que fZ,fU

& (2 ,LC/ ou L,* b ia/C'Z et quelle que soit la famille Jf‘def‘l‘flls-

sant @ , il existe un ‘ensemble A de S2 tel que ,A < ?- (A et

/‘/ ¢ g 3 2 i
C XA < \fﬂ,o(/; ce qui prouve que df((jjﬂ/ic‘%. Dans toute famille
2 e / 2 o % / z ]
g equivalente = Q s on peut déterminer un éensemble (‘?CQA'(C,}

s

par conséguent tel que Cx A < Q‘,{ s C& gul prouve gue @ éMQ /e

On vo"'t ainsi gue la partie de E gui est topologiquement |
isomorphe & Eest pa.rtoub dense dans E 5

Dlaprés 1s valsonnement que nous venons de faire on voit
gue tout point & appartenan‘c a (; 5 ol [5 Cf_%(z, appartient éw J’,/
clest=a=-dire que C', C}Mc’(/’/. Clest-2-dire gque la famille 6 dont |
chague ensemble ne contient que des points appartenant & E‘et qui

—

définit le point /" de L , est équivalente 3 /> , dans le sens de
1lt'espace uniforme f
Pour démontrer quefest complet, il suffit, par conséquent,

de montrer que toute famille de Cauchy dans Eest équivalente 4 une




famille de Cauchy dont tous les ensembles ne contienggnt que des
points de E Or, il suffit, une famille'ac dans L[ étant donnée, |
de considérer la famille composéde dlensembles Z?}7b¢{ﬁQ/, ot / est
un ensemble quelcongue de ac ,.poﬁr avoir, dlaprés ee gulon a vu
page ;ZI s Une famille dans Z?-, équivalente 4 1la famille yé}. Notre
théorsms est done cbmvlétement démontré. z |
Vous verrons plus loin gue si deux espaces uniformes et
complets sont tels gue chacun dleux admet un sous-snseuble partout
dense,'iéomorphe & 1l'espace uniforme donné, les dsux espaces sont
égalemenﬁ isomorphes, Autrement dit, on ne peubt compléter‘un ESP8=
ce uniforme que d'une seule maniére (4 une isomorphie prés, bien
entendu).
Exercice, ZF-é nt, comme plus haut, l'ensenmble de toutes les clas=-

2

ses de familles de Cauchy éaquivalentes entre elleg/et <) € etant
i =
2 2 - 2 o 4 7| 3 /r 2 o
deux eléments de ZF-, gerivons e th(a) s%ﬂﬂ% eétant une famille

a /f) z aQ
de Cauchy, correspondant & & et (J une classe correspondant 2 éf 5

Gl exxisto-hn enoeAQWe A QB&A% un ensenble B dezﬁg et deux indices
A et A tels ques WV, (A)x V. (B <V, .

Démontrer gue cette définition est indépendante des clas- |

ses ﬂ ek @ gui définissent. respectivement & et 4 , gque dcs M’Ja

constituent des systémes définissant sur [ 1la méme structure unis
forme que les \A/(Pjﬂnv1sages dans la démonstration qui précéde

Nous allons, maintenant, indiquer guelques applications

e

trés importantes du principe qui consiste 2 compléter un espace
uniforme,

Nous avons vu, plus haut, que dans ll'ensemble Z?ndes nom~
bres rationnels, les ensembles V(d) composés des éléments é qui
vérifient 1'inégalité [€-al<d , constituent, lorsque < varie

dans un intervalle ouvert (o w) , des systémes définissant dans




B SeasSSS

4
- 80 = g

i
E.uﬂe structure uniforme. L'espace uniforme ainsi défini n'est pas

conplet,

° 3

72

ments CBV/ €y+/ T €Y+K/ A /Oﬁ C,,_ == +1

N

=

SN

+ =, -
2

une famille de Cauchy qui n'est pas convergente,

liais dlaprés le théoréme précédent on peut compléter cet

_ : 4 t
espace en considérant l'ensemble é? de toutes les classes de famil- §

les de Cauchy équivalentes et en définissant dans f‘ une certaine

struecbure. unitormes; cc nouvel espace, qui est compleb, sera désipgné

par R et chaque élément de cet espace sera appelé nombre réel,

Wous continuerons & appeler un élément de 7t nombre rationnel si

ait-partie du sous=ensemble de fi gul est isomorphe

1=

cet é&l1lément
1

1
Z? . Nous continuerons également 3 désigner par f? l'ensemble

e

de tous les nombres rationnels considérés comme éléments de ﬁ? A

Tout nombre réel qui n'lest pas rationnel sera dit irrationnel,
I1 résulte directement du théoréme énoncé gue les nombres
rationnels sont partout denses dans 7€ « Ll'ensemble R sera appelé

par la suite, droite numérique. Cette appellation trouvera sa jus=-

tification plus loin,
1
A Jlensemble Z? des nombres rationnels on peut abttribuer
une structure uniforme différente de celle dont on l1ll'avait munie

2

usqu'sa présent. S0it un nombre premier, clest-id-dire un en-

J
tier supérieur 4 un qui n'ait d'autres diviseurs que lui-m8me et 1 .

(@2}

oit A un nombre rationnel égal 4 la fpaction continue irréducti-
. :

3B . Sd ne divise ni #z ni 4 nous poserons J4/ =4 : si
Vi Pl b

f??%gure dans la décomposition de 7t en facteurs premiers avee l'ex-

gl o 14
posant 4. , nous poserons / 4,”/ $Si /b figure dans la décom=

Exercice., lMontrer gue dans ll'espace uniforme gulon vient de définir

la familile é; d'ensewbles (?u » dont chacun contient tous les élé=-

; est |

|




T

e e

- ° > V / a_/ =9 vV
position de 7 avec 1llexposant nous poserons %/ s nous

f‘
poserons /Olp =0 , 0On a done toujours /&v//d :/'94,_,}) ou f est le plus

ductible ait un dénominateur premiser 4 P . Il en résulte que /4*//

#2 est au plus égal au plus grand des deux nombres /’Q/ /b"f/g/ AP
car, si, par exemple P =>6 , du fait que p fa 2+ P 76 #nt des
dénominateurs premiers & /2, résulte que plia<xe¢ , également un

dénominateur premier & /O .

n - - A 1
Attachons alors A chague point & de /& tous les ensembles

W, (&), 0ot « prend toutes les valeurs entidres rationnelles, chaque

- - » 5 ﬂ =
\/\Q(@} étant 1'ensemble des nombres rationnels. g teds gue /E—a—/;,
5% 3 a M .
< P, On a évidemment ((#auel que soit « .

On constate fac lement que les systémes \/\QCQJ véfifient
les axiomes (Z(}

H-1 est évidemment vérifi

0N

®

Ul est vérifié:dlaprés ce gulon a dif plus bapt,

/t- Q/ ~f(t-e)~(a- C// sft-cf /4~ {/

et si 1ton pose 4= A~/ de te W, ic)et a eW,.(¢c) résulte
. 2=/ ol
lf - o’(//o < 2/3 g/S/
clest-a-dire 55%;;64;;.

nl'est pas contenu

il suffit de poser X <0 pour voir que
dans le voisinagedl (a).

Les systémes W‘,(éa) définissent, par conséquent, dans
1tensemble des nombres mtiomels une structure U:.qiformee
On peut, alors, compléter cet espace, en vertu du théoréme

ddmontré plus havt. On obtient sinsi un espace complet différent

- - 5 : -
petit entier rationnel tel que £ @, mis sous forme de fraction irré-




e e e

On peut compléter chacun de ces ensembles . L'ensemble gui complé-

Thé
- f? et %-uﬁﬁ foneti

de la droite numérigue et qu'on appelle l'ensemble des nombres P -
adigues.

Nous avons attribué une structure uniforme 3 chague enseri=
bilc Z; ~prodult de 7¢ facteurs dont chacun est l'énsemble des nom~

\

bres rationnels muni de la structure uniforme définie page .

o " :
te Zf sera désigné par fﬁ et s'appellera espace numérigue 3 2

dimensions; lorsque #Z=%, on dira aussi plan numérique. Un point

: 2 ,
appartenant au plan numérique 2 sers augsl appelé nombre complexe,

Nous wverrons plus tard la grande utilité de cette notion.
Lt'importance de 1l'opération qul consiste & compléter un

espace uniforme tient 2 la possibilité d'étendbe 3 1lespace complé-
i L P

té des opérations définies sur l'espace initial; cethe extension
ntétant autre chose que le prolongement 3 llespace complet des fonc=
i g B L

tions gul les définissent. On congoit ainsi 1'importance du théo-
réme suilvant qul exprime la possibilité et 1'unicité d'un tel PTO=
longement des fonctions uniformément continues,

oréme IV , Soient yn espace “n“iowme} A un sous-ensemble ds

(@)

n prenant ses valeurs dans un espace complet

o

2

nie et uniformément continue "uf /4 o 1I1 existe une et

Fy
'_.Yn

/
= lE

ﬁ

7
une seule fonection ff prenant ses valeurs dans ZT, cfitnaic oh

o
(‘\
Q

ontie
|

nue sur A , 6t telle que ?é = . La fonction £ ainsi définie

est uniformément conbtinue sur A o

' / g 'A/; IR ]
sont les \Q(P) , les ensembles f;iggﬂj AL ! constituent une

Si les systémes définissant la structure uniforme de ZC

famille de Cauchy, quel cue soit P dge A s 6t pour un tel point

7 ) est Mlément de f? guivalent & cette famille.

—

Soit p un point de A : pour qutune fonction f/soit continj




4, Wes enserﬂolas 4: Vouﬂj /P/t,z forment une famille de Cszuchy dans

i

]

(a0}
(N

B

i A
-_i‘

nue en /2 , 11 faut que pour 744 , am @;f/ existe et soit égale
= - |
fo’u") « Si P est un point d'accumulation de /A , un nombre

~

fini de voisinages \(xﬁo/contiemer\t un point commun différent de Lo

il faub; par conseauek_u, en vertu du théoréme I, que les ensen~
: Pelntior : 2 ,
bles ;g\(,’é\,c’//)/}j constituent une famille de Cauchy équivalente |

7
"ILP) s Ce qui prouve d'abord que sl le prolongement est possi

bile 11 6st ynicne.

Or. les ensenples V/p/ﬂ /4 forment précisément une fa=-

mille de uauchy quel que soift p de /4 s et d'aprés la propositon

/
LE s o f est le point augquel cette famille est équivalente,
Dhant
posons /t/’/ =
Quel que soit « , 11 existe un 3 tel que P[ \/ D)) A

C \/‘( {P!)y-ce qui. prouve que lorsgue /3 est dans 4, ,ﬁa/:,;ﬁ/ﬁ,

# est continue dans /} > cae 514 ¥.ix sont

Ia fonction

"’ / A 7(_, ) = - , / e s 7 i
tels que \./V ,_\{M -,Uj \r/ﬁ;/,,et si A ést tel gue fLK 5) """)/U; C\/;;l,;/';

alors on a = -
7 Uil 7. e r,,: 1 Loy 3
P07 < FLV, (mNA] < Vil

0

4 TAEA - B2
guel gue soit ? de \//,,L (P/ s ce agul prouve que } est continue.

7 i, = :
Ia fonction f-} étant unlforxﬁ nt continue dans // pour ¢

wéme indice ;3/ guel que soit le point p de 4 s  ais on peut
aussi faire correspondre 8 « un indice s tel oue g kleoniles
substitue 2 ;3 la relation précédente a lieu guel gue soi t/o de

Ml i orrer, s X et u—son*‘ tels que V [V UJ,/C[

5

81 @ est tel que pour t w—*/} el 4 .(gf on a ,{[ ‘4) A
. ) < 1/17/1./

e A :
C VALf’/’-‘on a/'ooof tous les points 7 de A gqui se trouvent dans .
/
%7 S = = i
un certain voisinage Vo (p) ( & dépend de p ) tel (‘08}![‘/2”“/_,'

2R ,/ /s s
(el %'/4_[/7]/1




A

Q;L\i.
U

On a, par conséqguent:
— : C_ = :/p’
f[V“,,{;’) nAl <V, #)
oli. & ne dépend que de o (et non de £ ),

Si,gaintenant, o(let ‘;3, sont tels que \é iZ)ifs,jC Y] (7).
: =7

13‘

on a, en vertu de 135 p"ﬁopositio 5.2
f(‘?) é if' V,; (4) N A ;:ﬁz) /,{l (rNAlcl (o/

guels que soient lespoints f et 7 de /9 condition gue 7é\4- (B,

M V4

Comme les \f;z;ﬁj cO psfituent des systémes éguivalents aux sys-

£

témes \/,’,( // , on voit que [ est une fonction uniformément conti-
i

nue dans A :

On peut tirer au théoréme dérontré le corollsire suivants

Soient E ot L deu;x espaces uniformes et complets .Soient
Z— un sous-snsewble partout dense de £ , et L un sous-ensemble
E. sl oo/ | |
partoui, dense dans Si et L sont isomorphes, les espaces

E et é sont dgalement isomorphes.

En effet, comme f et [: sont isomorphes, il existe deux

> - 7 = 7 : z S - :
fonetions A 2L(p) et P = (P , inverses 1'une de 1llautre, unifor-

. / /
rément conbinues, gui représentent 1l'une /- et sur E 1lzubre
3 4 o 3

S : . - ) A /)
sur L: s +1 existe une et une seule fonction ffl gul prolonge /Zj

aux points de ltlespace E s &t 1me seule fonetion ; gui prolonge

j’, _aux points de 1l'espace E
La fonction f[;t/’/ est une transformation de Z‘ en lui-
m8me quil coincide avec la transformation identigue su;ﬂ’Z* s conec
9 2o o LA .-,,,A ~édcéddent - E ~ ;/T/J—‘ﬁ_ = =] £ 1
d'aprés le théordme précédent, sur méme 1 /7 C/’//f est 1a
—/

transformation identique de en lui-méme et par conséquent les

nverses l'une de 1'autre, et déterminent

e

fonetions f et sont

= 7
une correspondance biunivogue entre [ et/ 3 comme ces fonctions

sont uniformément continues, cette correspondance est une isomorphis §




Nous allons donner quelques applications importantes du

£
théoréme précédent. Nous allemns commengempar étendre 4 1'enue zble
des nombres réels les opérations algédbrigues supposées connues dans

1
Z? ;s clest-a-dire de 1e définir comme COrps.

Remarguons dlebord cue llespace numérigue AE gue nous avons

: ; A
ni plus haut comme étant celui qui compléte 1ll'espace é? ; ecinie

aéri

cl étant muni de la structure uniforme définie page , 65t 130=

morphe & llespace-produit de #?Z facteurs égaux dont chacun est la
: A 78 e = e - }Eh—

droite numéericue o (Cette remarque justifie la notation

En effet, dlapres la proposition 6, le produlf dirvect de deux droi-

tes numériques est un espace complet; un sous=-ensemble de ce pPro-
n
duit est évidemment isomorphe 2 Z? - 1 résulte alors, dlaprés ce

Dy

céde,que les deux espaces Z? <~ uont «sont igomorphes,

L /Swafa,." dk P aw ozfax_r/,/._ ecire ext- /2
A chague point de }E on peut faire corfesuondvect;ﬁx coordonnées

Dans la suite, nous ne distinguerons pas ces deux 6spaces.

Nous avons vu que les fone tlon5tzik; sont u¢1formemen+

Q
O
3
ot
;]
=
()
Q)
w
oY
V]
3
0
FTj
W
o
W)
o)
=
De
0}
I..J
[
o

héordéme IV, on peut prolonger cette

| . = . 782 - !

fornetion et ceci dlunc seplec maniere suwpe tO”“ l'espace e Ies
3 e o [;',y Z r&é{‘\ Qza - 2

valeurs de ces fonctions en un point 7/ seront encore dé=

signées par L £ Y , D'aprés le méme théoréme IV, ces fonctions sont

uniformément continues dans /E
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