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EXISTENGE ET UNICITZ D'UHE M2S5URE INVARIARTE
KT D'UNEZ IHTIGRALEL DANS Ul GROUERE
TOPCLOGIQUE COMPACT.

Gonsidérons le groupe des translsations dsns le plan,
Choisiscons mns origine arbiiraire at faisons correspondérs =
chague translation 1'extrémité du vecteur §§= gui la défiﬂite
La plan devient ainsi l'espscs du groups des translations,

Ls mssure supsrficislles ée Lebesgus ost invarianits par is groupe,

On & cherché & géndralissr cs résultat et & définir uns
mesnre invosrisnts dans das groupes sussi gdénéraux gue possibls,
La question semble complitsment résclue par les travanx de HAAR
et d'André WEIL. Nous allons énoncer le résultat général st 1s
démontrer dans un cas psrticulisr, cslui d'un groups compact.

Uns tslls extensicn ntsst évii&mmeﬁt possible gufsen

généralisent eeﬁven&blemaﬁt les notions d'espace, 4&s acntz?ait

de mesure. HNous sllons donc donner 4'abord cellss de ces

notions gqui sont indispenssbles pour énoucer le résuliast général,

TOPOLOGIQUE,

Dans un ensemble £ supposons gu'on asit 4éfini une

famille O de sous-ensembles, sppelés les snsembles ouverts, st

satisfaigant aux asaxiomes sulvants :

£== Toute réunion dfensemblsg de la famille O sst sncors

un ensemble sppartenant & ls famille © .
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iﬁ,“ Toute intersection finis d‘ensembles ds la famille O

est un ensemble sppasrtenant & ls Tfamills O.

I111-- L'enssmble fondamental L appartient & la famille O,

¥ - 51 »p et g sont desuz &léments distincts de B, i1 exists

un snsemble ouvert comtenant p sans contenir g .

On dit que l'on & puni l'ensemble E dfune structure topo-
P

. v/
logigue, ou encores gu'il constitus un gspace topologigus @ {?

g

o

dont E est le support. On appslle slors ses dldments des points.
Un ensemble F est dit formé si son complémantaire

£ p

<, =1 - P e85t un snssoble cuverd.

De cettes définition et dss sxmiomes I 6t IV, on déduit gus :

Tout ensemble réduit 2 un point est un cnsemble formé,

Aéhérence, Etant donné un ensembls 4, 1'in
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les ensembles fermés contenant 4 est un enssmbls fermd dfaprés I

v,

On le nomme 1l7'adhérence de 4, ot on ls note & .

-

ufun snsemble ¥V est un voisinasze dtun
PRt i 5 s i

4]

Voisinage., Houns diron

point a 8°'1l contient su moins un ensemble ouvert contenant & R

FOHCTIOR CONTINUE,

Scit p' = £{p} uns fonetion
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d°’un espace topologiqus %z , ot prenant ses vslsurs dsms un
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espace topologicus %g’ : on 4i

si l'imege inverss donnéds par £ de tout ensemble ocuvert dans

: “ =
¥  est _un ensemble ouvert dans £ .
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le prodult des ensembles ﬁ%, By, clest-a-dire l'ensenble des

Eléuments p = (ng by J dont chacun est un couple formé dlun

=

€liément 25 de E@ et d'un &lénent p,. de E,. On définit de la

fagon suivante une topologie dans

brend pour enseanbles ouverits
19} Les eﬁsemblesggzm de & qui sont le produit dlun ensembl

ouvert S);,@ dans i?f % d'un ensemble ouverit ;Q:é Gans ff "
2%) Toutes les réunions dlensembles L} .

&
&o

Llegpsee topologigue %? de support B zinsi obtenu se

* T 1e8 2 a i B s B s 7 . &
nomme le produit ‘des deux espaces topelogigues £ et £ .

e 1 %

GRCUPE

Dans un ensemble B supposons gulon sit 4éfini ume loi de
conposition, faisani correspondre & tout couple 4¥éldmentis 3
2 & & 8
ie¢ B rangés dans un ceriain ordre, un troisidme é&iément do B

&N
4

nommé le composéd ds a2 ot de b, note =2.B, et vérifiant les
conditions suivantes :

A Ls lol est associstive. Susls gue solent les élémentis

B e P N

a, b, ¢, oB & 3

ément unité, iel que

i'inverse ds = gt tel gue :

oo ces

ap
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On 4it que lfon g défini dans l'ensenmble E une structure de
Ioupe, ou encore gue l'ensemble B muni de cetite loi de composi=
tion constitue um groupe : G .

Composé de deux ensembles dlun £Toupe.

de l'ensemble A et de lfensemble B diun groupe, et l'on note A.B

On entend par composé
ll'ensemble des &léments dont chacun est le composé
de A et d'un &lément de B .,

inverse d'un ensemble dlun ZXoUDns.

d'un groupe est l'ensemble des Sléments inverses des

Liinverse dlun

de A. On le désigne par Pl

[~=1
f=<1

S0it vn ensembls ¥ of 1ion défini

1°) ume siructure topologigue (o'esi-a-dire une famille
dfensembles cuverts satisfaisaunt sux exiomes I, £I, 113, IV) ;

&=dire uns loi de

composition sur les éléments,

1, 2, 3) ; 1tonscemble E muni de ces deux siructures :

groupe_topologigue si : 1°%) le composé x.y ge deux éléments

ge G gst upe foncbion continue du voint (x,y) deus l'espacs
topologigue ! &

G x & produit ds l'sspacs du groups par ilui-méme,
o =4 £ 5 }
et 81 2°) 1'inverse x~' de Hout &lément x de

G est une fonction

coptinue de x dans & . C(n peut remplacer ces deux conditicons par

iz seule condition suivante 3 ¥ =x ezt une fonction continue
é.t em@"‘tii; g;_r,;? ‘gz-} daﬁ@ ;_9 ;}:”Qf;’?,,i; g A G {3,@ lgeﬁﬁa@@ Q?n}a 32‘35:22
per lui-néne.
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Dang un groupe topoleogicue, =i () est un ensomble cuvert,
ii:i; é%‘gl,g i:l\é gont des ensembles ouvertis gusl que solt
l'ensemble ‘é% ; en particulier : VS.ijL ' ﬁ:&, S sgﬁt deg
engenbles ouveris quel gue soit 1'41ément S.

Un voisinage quelconguse dfun point S peut toujours se metire
sous la forme 3V, ok V est un voisinage de lfuniié.

81 £ et B sont deux eusenbles ouverts tels qu

e
il existe un volsinsge de 1'unité W tel gue ¢ AW € B .
& g -

Fonction uniformément continue. Un dit gulumne fomeilon numérigue L,

définie dans un groupe topologigue &, est pniformémeni conltinus

si & btout mombre posiiif & on peut faire correspondre un voisi-

3

1ité ¢ (1 £{x).2(¥y)
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nage V de l'unité tel gue 1s relation y ¢ %V sntraine l'inéga-
(y § < & , guelque soif
(C'est 1a un cas particulier de la définition dfune fomciion
unifornément continue dang un espace tepologicue muni dfune
"structure uniforme®, Voir A. WEIL C.K.).

On démontirs que :

Sur un groupe topolosigue compact, ftounte fooction continue

est uniformément continue.

Dlautire part, on dit, sur un espace l@&ai ent compaect,

qufune fonction continue eet nullse_ & l'infini si elle esi nulle

l]@*""
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en dehors d'un ensenble compact. On

,.Au

]
e
M“*

LSQLT

Sur un groupe Egp@i@giquﬁ Jocalenent compact toute fonction

continue, nulle & 1'infini, est uniforméuent coptinue.




MESURE - BRSEABLE
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HESURE

sSmaEsEs

Leg mesures gue nous utili

tous les socus-ensembles de lﬁénsemble fondamental,

pour une famille ds sous=ensemblesa
relative & ces familles.
Tribu.

o

10 8%, , 6

rons geilon

On appelle fribu wune famille d'ensembles T

gont deux enssembles de T tels gue

(o]

{ définies, non pour

nais seulsment

Douvnons vne définition

telle que :

o %
2. C

o

3, - %

<

T s
llensemble 4 =

2%}

— <

appartient 8 T .

Toute réunion finiec ou dénombrable d'eusembleg de T est

un ensemble appartensnt & T .

On démontre qulil en est alors de m8me de toute intersection

Pinia on dénombrsbls dfensemblss de T.

Par exemple la plus petite tribu

tuée

les

jas)

intervalles est consi i par le

Balire de la droite.

MESURABLE,

T = e S
R S S e T EREEETSEEE

cits contenant

O

des snsembles de

Btant dopné un ensemble 5, on appslle mesure une fonction

dfensenbls i définis pour

%

gembles T de E

et verifiant les condi

= > =

tout ensemble d'une fanille dlen-

itions sulvantss

Py

By~ La fonetlon w est complétement sdditive, c'est-a-dire gue

si les ensembles

_%é; sont des engembles de T sans point
P

commun deux & deux, en nombre fini ou en infinité dénombrable,

¥i}

dont ia somme gppartient &4 T, on a :
< , @ S
P R AN O

S’
3

ando

o



\$

A5 - T est une bribu.

éj = Bi ‘é est un ensemble de T tel que gd‘%- O, toute partie
;

‘g/ de ‘é appartient & Tet on a : M 'ﬁ = C.

&, = ZIout ensemble jg ée T pour leguel'ggfg =+ o0 est contenu

- =

Gens ls= réunion dune infinitéd dénombrsble dlensembles de T LOur

iesgusls g,ﬁ. est fini.

Se donner - ctest déTinir dans & une sbrucglbure de mesurs.

E est alors appelé sspacs mesurd.

Les ensembles de la tribu T sont appelds mesursbles.

est nulle, définie dans un espace mesuréd £ de mesu
dite mesurable si lieusenble des points de 2 of > o est mesu-

o mo o e

ragble, guelle que soit la constants positive o .

4 cette fometion T om falt correspondre une intégrale
de la fagon suivante :
Soit ”gif’ (1< i <+ o0}, le terme général dlune suiie de

nombres réels, croissanie et sugmentant indéfiniment. Désisnons

= = < wr L

par A, l'image inversze dans B par £ de l'intervalle semi-ocuver:

L-4

w;,

( /gi L v <% } On démontre

‘,,L

. - /N )
intervalles (/5:‘*,1 ‘Zf/i; tend ve

Yers une limits peut 8ire infinis.
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. Tonction L par rapport 4 la mesure . et so note ¢
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Enfin, éé étant un ensemble mesursble, on pose :

d

[
Ja fgx);i, = J3f(x} é {z} | SO

(¢-_Tmé~dvgiﬁngg¢~ia~ggnszﬁeg~@aﬂwg%@$;g$;qa@~é%~ileﬁss§@%@§
9y (x} désignant la fonction caractéristigue de 1'ensemble Z;

clest-g-dire ls fonction numérigue défiaie en tout point ds

Gvo

lfensemble fondamentsl, prenant la valeur 1 en tout point de

la valeur C en tout point de '@ 6.

BTENTION DYUNE HESURE A PARTIR DPUNE FOHCTION DE CARATHEOQDORY.

3;.3

Dang un ensenible & on psut obtenir uvns mesure st uns
famille dlensemble mesurables, si on a défini dans E une fonction

de Cgrathéodory.

J

Fonction de Carathdodory.

pour tout sous-ensenble de

gt
E

£}° & _Ltoul ensembls éé de points do E correspond uy nombre
. & . _

o2 a3 5 L“ff?-; ot tel “? Q 4 on a8 ¢
L, 88 2, 8L & sgst ke que & §§ &, a_:
3 = :
’ £ < v %
% Fd VA
Xe s 2 X6y
¥ JZ
N s s =~ Pt 0 o - TR & )
Propriété de Carsthéodory. Om dira guun eusemble & de B
pogsede la propriéié de Carathéodory sl onm &, gqusl gue soit
l%engenble A
g 2 2
-~ = iz : £~ :ﬁh 2
b= X (AN S JErXEX (AN B G
On démontire gue ¢
o) /2 _aq . £ g
1Y) lg famille & de ces ensembles est une tribu



ggl la fonction définie pour les ensemblss de %f et qul y est
égale & X est complétement sdditive.
3°%) cette fonction vérifie la condition AE
Enfin goit T le fanmille des ensembles 7 de £ pogr lesquels
19) X% est fini, ou 2°) si X G est infini, ¥ st contemn
Gans une'réunion dénonbrable d'ensembles de %? pour lesguels |
K est fins

P

La fonection g&, définie pour itout ensemble de T ot qul ¥ est

‘)m.J
(vl
=

S
0)
)
D
n

egale & X est une mesure dite déduite ds ¥

e
R

de la Tamille T sont les enzenbles dits mesurables.

Inversement, étant donné ume mesure queleongue L, soit A

: £
un ensemble guslcongue de E, posous 3 y,é‘g B@xae inf. (2. = &

éj,

h Y
;
pour tous les systémes finis ou dénombrsbles dfensembles mssurables
%
v

theodory, et | est la mesure gui sfen déduit par le procédd

dont la réunion contient A. i est une fonction de Usra-

¢
4

ci-dessus.

ESPACE TOPOLOGIQUS MESURE

3

S0it vn engenble B dans lequsl on a
défini ¢
1°} une structurs topologique
2°) une structure de mesure (clest-s-dire une mesure et une
famille d'ensembles mesursbles)
L'ensemble E muni de ces deux structures est un ggpace

Lo o

topologique mesurs.
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HZSUBE DE RADON

S0iv pn espace u@pelogique lgcalement compact

mesuré. La mesure est dits de. Eadcn si toute fonction continue,

pulle & 1%'infini est mesurable. ZPour cels il faut et il suffit

gue la mesure ?A.-gatisfasse aux deuxz axiomes suivanis :

ZI1 - Tout point possdde au moins wn Voisinage mesursble de

mesure finie.
IV - Egur tout couple dlensembles 4, B iels gu'il existe

Gne fonction continue, nulle & 1'infini, prenant la valeur 1

sur A, lg valsur O sur B, on g :
wWlAL+B)=H A+ KB,
Alors tout eusemble fermé compact, tout snsemble ouverd

compact sont mesurables de mesurs finie. Tout llsspace nlest

£

pag en géndral mesurable.

ENSEMBLES DE BAIRE. Hous dircms gufuns femills ds fonctions

de formetions de laz famille. On appelle Ponetion ds Baire les
fongtlons ds la plus petite Tamille close par rapport & ltopéra-

P 2.

toutes les fonectig
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4
et
g

tion limiie contenant
1tinfini, et ens e&alec ag B&ire leg engenbles dont laz fonction

caxactcrist;aue est une fonction do Baire. Pour une mesure de
Radon, toute fonmection de Baire et tout ensemble de Baire sont
mesurables,

: R PO Y pn e 2
Enfin, deux mesures de Radon sont considérées comme iden-




Yesure invarisnte dans un g
topologigue & dans lequel est définic une

S0it un groupe % G
gtructure de mesure VI La megure sers dite invarisnie & gauchs

auels gue soient liensemble mesurable E de

dans le groupe G si,

ltespace du groupe £ et lt'élézent

w( s é) M*%za
5 res

ssession degs not

de G, on a :

Foug sommes mainten
pour éncncer ce théordme de HAAR-WEIL.

THEQOREME DE HAAR-WEIL

Lans toul groupe %epologioue localement compact, 1l existe

gauchs, non fdentiguement nulle,

2

1~

ube mesurs de Hadon invariante

un sacteur constant prés.

. démonstration de ce

oups est compeck.

®

srgues suiventes :

2
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r8ce sux remar
Tonction continue est pulle

n peut donc supprimer les mois "nulle

i, dans l'axioms IV o
ltsgpace entier ost

& 1'infini®. Pour toute mesure de Radon,
mesureble de mesure finie ; on Supposera sa MOsuUTe égale & 1 .
Toutl engemble ouvert ou fermé est mesursble de mesure Finie

3

L'énoncé devient

THEOQORESE.
Dang tout groupe iopelomigus compact, il existe une mesure de
ntiguemsnt nulle, et un eule,

Redon invarisnte & gauche,

4 Pe - . P b e
§ nour toutl lisezpace.

s

£

égale




| On va dfabord démontrer lfunicité de cetie mesurs, en
supposant qulelle existe, au moyen du lemme suivant. (on désigne

paer ¢, (8) la fonction caractéristique de liensemble ‘é |

£

LEMME
=s=== Soit m yno mesure de Radon, invarianite & geuche, so0it

oh ¢g'g

=

un volsinage ouvert de lfunité gue nous supposerons ézal & V .
Solent doux ensembles i& mesurable et fé guelecongue tels que
*’jg i’ v, Alors, ouel gue soit £ > 0, om pourrs trouver

Fd £ / < e e
ges éléments z ge % gn_pombrg fini, st des constantes

C\} = 0 de sorte cqus l'om sii, quolgue soit S

%”_g (g) < g‘ QQ B e {8}

LN

'
) 7 B Y
Démonsgtration.
Etabligcsons dYsbord la proposition suivanie

T 7,

g0lt A un ensemble gusleoongus, B et U deux eusembles mesursbles

14

tels que ¢ B 3 AU, on 2 slors la double indgalité

F -
(1) .9, (8) < | o_ -4(8) dx < vB. 9__4(8)

jg U B@
Démontrons éﬂaberﬁd la deuxiéme inégelité : pour tout xz £ B

£

on a x,EJ’ QBU‘” dfod, pour S guslcongque :

4 % 5 e R o 2 s B . A 2L renn ] 3 4 q(
@t la ceuzieme inégalilité risulie de ls forwmule de la moyeune,
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En particulier, comme &4 C B U"%, ceci est vrali pour § €4 ;
dlot : , i/’
mUo€PA\5) s“\:Jﬁ@z g-t (8) ax ,
et la double inégalité (1) est démomtrée.

Supposons qu'on puisse trouver un ensemble ouvert U C V
tel que m U > (1-£) m V , et un voisinage ouvert W tel que :

UW C V. Onaalors, d'aprds (1), puisque B! D EU DBV

o(5) < =1 / o

_4{8) ax .
m ¥ £ XUQ /

T4 - P e - % N 3 ° & A »:“_’f’
W &tent un voisinage ouvert (done mesurable)} de 1funité, ¥ est

s * RO e 5 : Lssm 2 i 2 . 3
aussl un voisinage ; & est contenu dans la réunion des voisinages

=1

xz ¥ de mes polnts ; et, &tant compact, est sussi contenu dans

lz réunion 4'un nombre fini de x ¥ ° :

¥ -4 s KL F
- o €

/A {; £, W (= £ £
y ¥

On peut donc choisir{dlaprds la propridté des tribus) des ensem-
bles ‘559 mesurables et en nombre fini, tels que :

et /o
wga:,xgw et égg;wgg

e mmme Do



